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RESUMO

A atual tendéncia de projetos estruturais mais ousados leva a uma sequéncia complexa de
analises capazes de modificar os pardmetros da estrutura, suas condigdes iniciais e de
contorno. Tais modifica¢des podem tornar o projeto adequado, tanto em relagdo as restrigoes
econdmicas quanto para as restrigdes técnicas. Portanto, a busca por novos sistemas
estruturais e construtivos, capazes de conciliar desempenho e seguranga, torna necessario o
conhecimento aprofundado do comportamento mecanico das estruturas sujeitas a diferentes
condi¢des de carregamento. O modelo de bielas e tirantes tem sido adotado para o
dimensionamento de alguns tipos de elementos estruturais em concreto armado e regides onde
ha alteragdes geométricas e concentragdes de tensdes, chamadas regides “D”. Esse método
permite obter uma melhor representacio do comportamento estrutural € mecanismos
resistentes nas estruturas de concreto. No entanto, a escolha do modelo topolégico depende
basicamente da experiéncia do projetista em compatibilizar a geometria dos fluxos internos de
cargas ¢ os pontos de apoios. Com isso, ha certa dificuldade em suas aplicagdes, ja que a
concep¢ao do modelo pode apresentar alguma incerteza. Nesse contexto, o presente trabalho
tem como objetivo a aplicacdo do modelo de bielas e tirantes para elementos estruturais nao
lineares juntamente com um método de otimizacdo topoldgica avancado. A técnica de
otimizagdo topologica adotada considera a diminuigdo progressiva da contribui¢ao da rigidez
dos elementos finitos com baixos valores de tensdes. As analises realizadas poderao
proporcionar ao projetista estrutural melhor entendimento de processos de concepgdes
estruturais, garantindo a seguranca e a confiabilidade na resolugdo de problemas complexos

envolvendo o concreto estrutural.

Palavras Chave: concreto armado; biela-tirante; ABAQUS; MEF; otimizacg&o topoldgica.
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ABSTRACT

The actual tendency of more daring designs applied for structures leads to a complex sequel
of analyses capable to modify structural parameters, initial conditions and boundary
conditions. These modifications can make able the structural design suitable both for
economical restrictions and for technical restrictions. Thus, the search for new structural
systems capable to join performance and safety makes necessary a deeper knowledge
regarding the mechanical behavior of structures subject to different loading conditions. The
strut-and-tie model is used to the structural design for some reinforced concrete elements and
to the regions where geometrical modifications and stress concentrations are observed, called
regions “D”. This method allows a better structural behavior representation for strength
mechanisms in the concrete structures. Nonetheless, the topological model choice depends on
the designer experience regarding compatibility between internal flux of loads geometry and
boundary/initial conditions. Thus, there is some difficulty on its applications, once the model
conception presents some uncertainty. In this context, the present work aims the application of
the strut-and-tie model to nonlinear structural elements together with an advanced topological
optimization method. The topological optimization method adopted considers the progressive
stiffness reduction of finite elements with low stress values. The performed analyses could
help the structural designer to better understand structural conceptions, guaranteeing the

safety and the reliability in the solution of complex problems involving structural concrete.

Keywords: reinforced concrete; strut-and-tie; ABAQUS; FEM; topological optimization



viii

LISTA DE FIGURAS

Fig. 2.1 — (a) Comportamento elastico linear, (b) Comportamento elastico nao linear

(Adaptado de Filho, 2003).....cccuiiiiiiiieiieeieeie ettt ettt et ste ettt eeaae e b e enaeenneas 6
Fig. 2.2 — Representacao reoldgica uniaxial elastica (Adaptado de Mesquita, 2002)................ 7
Fig. 2.3 — (a) Plastico perfeito, (b) Plastico com endurecimento, ou seja, resiste a tensdes
maiores que a tensdo de escoamento (Adaptado de Filho, 2003).......ccccceeiieeiiiieiiieniieeeieeeee, 8
Fig. 2.4 - Representagdo reologica uniaxial plastico (Adaptado de Mesquita, 2002) ................ 8
Fig. 2.5 — (a) Relagdo Tensdao x Tempo para o comportamento viscoso, (b) Relagdo
Deformacgao x Tempo para o comportamento viscoso (Adaptado de Filho, 2003).................... 9
Fig. 2.6 - Representacdo reoldgica uniaxial do comportamento viscoso (Adaptado de
MESQUITA, 2002). ...eeiiieiieeiieeiieeie et et e et e st eete e st e e bt e seeesbeebaeeabeenbteeabeeteeenbeebeeenbeeseeenseenseennes 9
Fig. 2.7 — Modelo representativo uniaxial do comportamento viscoeléstico de Kelvin-Voigt
(Adaptado de Mesquita, 2002). ......cceieiierieeieeiie ettt ettt ettt et a e 10
Fig. 2.8 - Modelo representativo uniaxial do comportamento viscoelastico de Boltzmann
(Adaptado de Mesquita, 2002). ......ccueieiieriieeieeiie ettt ettt ettt et 11
Fig. 2.9 — Curva tensdo-deformagéo tipica para compressdo axial (Adaptado de Kupfer et al.,
LO09). .ottt ettt h et e et et et e et e e aeerae st ebeent e st e teentenseenseeneenneenes 14
Fig. 2.10 — Tracao uniaxial do concreto (Peterson, 1981)........ccccvvvieiiieiieniieieeieeeeeeee, 15
Fig. 2.11 — Curva tensdo-deformagao nos regimes pré e pos-falha (Chen 1982)..................... 15
Fig. 2.12 — Coeficiente de Poisson (Proenga, 1988)..........ccceevviieiiiiiiiiiiiiieeieeeeee e 17
Fig. 2.13 — Curva tensdo x deformagao para o concreto submetido & compressdo uniaxial com
solicitagdes ciclicas (Adaptado de Sinha et al., 1964). ........ccccoveiiiiiiieieceeeeeeeee 17
Fig. 2.14 — Resultados de experimentos em relagdo ao concreto submetido a compressao
biaxial (Adaptado de Kupfer €t al,1969). ........ccooouiiiiieiieieieeeeeeeeee e 18

Fig. 2.15 — (a) Tens@o x Deformacao do concreto submetido ao esforco de tracdo-compressao
biaxial (b) Tensdo x Deformagdo do concreto submetido ao esfor¢o de tragdo biaxial

(Adaptado de Kupfer €t @al.,1969)........ccocieieieieieiececeeeeeeeee ettt 18
Fig. 2.16 — (a) Tensao x Deformacao do concreto submetido ao esfor¢o de compressao biaxial
(b) compressdo-tragado (c) tragdo biaxial (Adaptado de Proenga, 1988)........ccceeviieiiiiiienncnne. 19
Fig. 2.17 — Deformagdo volumétrica do concreto submetido a compressao biaxial (Adaptado
de Kupfer 81 al.,1969).......ccuiieieieeeeeeeee ettt ettt b e aeeae e 20
Fig. 2.18 — Curva Tensdao x Deforma¢do do concreto submetido a compressdo triaxial
(Adaptado de Palaniswamy e Shah, 1974). ......ccccooiiiiiiiiiiieceeee e 21
Fig. 2.19 — Curva Tensao x Deformacao do concreto submetido a compressao triaxial ......... 22
Fig. 2.20 — Comportamento do concreto quando descarregado (Adaptado de Proenga, 1988).
.................................................................................................................................................. 22
Fig. 2.21 — Curvas tensdo-deformacao tipicas do aco (a) com laminacdo a quente (b) encruado
T 0 L0 T O OO P TP ROUU OO U PO PRORPPPIOTRRRPPRPON 23
Fig. 222 — (a) Modelo Elasto-Plastico Perfeito (b) Modelo Elasto-Plastico com
Endurecimento Linear (c) Modelo Trilinear (Adaptado de Stramandinoli, 2007)................... 24
Fig. 2.23 — Modelo constitutivo do aco idealizado — Elastopléstico perfeito............cccceeueenneee. 24
Fig. 2.24 — Decomposicao das tensdes no espaco de tensdes PrinCipais..........eeeeeveerveerevennnen. 36
Fig. 2.25 — Meridianos da superficie de falha (Chen e Han, 1988)........cccccooiiviniiniininiinnnn 39
Fig. 2.26 — Secdo da superficie basica de ruptura do concreto no plano anti-esférico (Chen e
HAN, 1988). ..ottt bbbttt st eae e 40
Fig. 2.27 — Modelos de falha (Chen e Han, 1988). .......cccocvieiiiiriiiiiecieeieeeee e 41

Fig. 2.28 — (a) Plano Meridiano do critério de Rankine e (b) Se¢do transversal no plano de
Nadai () (Adaptado de Chen € Han, 1988).......ccocuiiiiiiiiiiieeeeeee e 44



iX

Fig. 2.29 — Superficie de ruptura de acordo com o critério de Tresca (a) para o caso plano (b)

para 0 caso tridimMeNSIONAL .........c.eeouiiiiiiiiieiieeiiee ettt et 45
Fig. 2.30 — Superficie de ruptura de von Mises (a) para o caso plano (b) superficie de von
Mises circunscrevendo a de Tresca para o caso plano (Adaptado de Hibbeler, 2004). ........... 47
Fig. 2.31 - Superficie de ruptura de von Mises para o caso tridimensional. ............ccccceueeeneee. 47
Fig. 2.32 — Critérios de Tresca e von Mises no plano anti-esférico (Chen e Han, 1988)......... 47
Fig. 2.33 — Critério de Mohr-Coulomb — Superficie de ruptura com as retas formando uma
envoltoria (Chen € Han, 1988). .......ccoiiiiiiiiieieeeeeee et 48
Fig. 2.34 — Meridianos no plano meridiano e se¢do transversal no plano de Nadai () (Chen e
HaN, TO88). ittt et e et e e ettt e et e e et e e etaeeenbteeenbeeennnaeen 50

Fig. 2.35 — Critério de Mohr-Coulomb — Superficie de ruptura para o caso tridimensional....51
Fig. 2.36 — Meridianos do Critério de Drucker-Prager e secdo transversal no plano de Nadai

() (Chen € Han, 1988). ....oooeiiieeieeeeeete ettt e e e tae e e aaeeeanee s 52
Fig. 2.37 — Drucker-Prager ¢ Mohr-Coulomb ao longo do meridiano de compressio no espaco
& LEINSOES. ...ttt ettt ettt ettt et e sttt et e s it e e bt e e hte e bt e s hb e et e e eat e e bt e eabeenbeeeabeebeeenbeeteesnneens 53
Fig. 2.38 — Se¢do da superficie de ruptura do critério de Willam- Warnke no plano anti-
esférico (Chen € Han, 1988). ......oouiiiiiiieiee ettt sttt 55
Fig. 2.39 — Critério de Willam- Warnke (Chen, 1982). .....c.cccceeiiiiiiniiiiiieieeeeeee e 57
Fig. 2.40 — Respostas do concreto submetido a carga uniaxial (a) de tracdo (b) de compressao
(Tutorial AbAQUS®, 2010). ....o.ouieieieieieieiecececeeeeeeeeeeeceeeeece e es e seeese e seee s sessssseesseseeasssesanas 63
Fig. 2.41 — Regra de escoamento pléstico (a) associativa (b) ndo associativa (Adaptado de
SATTUTT, 20T4) 1.ttt et ettt ettt ettt e ae ettt e bt et e b e sae et eneen 68
Fig. 2.42 — Curvas tensdo-deformacao plastica (a) na compressdo e (b) na tracao (Adaptado de
SATTUTT, 20T4) 1.ttt et ettt et a e bt et s a et st e b et entenaeebeeaeen 73
Fig. 2.43 — Fung¢do potencial plastica linear e hiperbolica de Drucker-Prager (Adaptado de
SATTUTT, 20T4) 1.ttt ettt et a ettt e a et et e bt et entenaeebeeneen 75
Fig. 2.44 — Valores correspondentes para o parametro K¢ (Tutorial Abaqus®, 2010) ............. 76
Fig. 2.45 — Superficie de ruptura no plano de tensoes (Lee & Fenves, 1998)........cccccveennnnnee. 77
Fig. 3.1 - Analogia de treliga para esforcos internos na regido de cisalhamento de uma viga de
concreto armado com forga cortante CONSLANTE. ........c...cecvveeeiuiieeiiieeeiie et 80
Fig. 3.2 — Secdo se uma viga — Hip6tese de Bernoulli-Euler (Adaptado de Narciso, 2009)....82
Fig. 3.3 — “Regides D” (Wight e Macgregor, 2012) ....cccooevieoieeiieiieeieeeeeie e 83
Fig. 3.4 — “Regides D” devido a descontinuidade geométrica do elemento (Schlaich et
AL 1087 ) ettt b ettt n e n st et et e tenteeneens 83
Fig. 3.5 - — “Regides D” devido a descontinuidade geométrica do elemento e cargas
concentradas (Schlaich €t al.,1987) ......cvoiiiiiiieeeeeee e 84
Fig. 3.6 — Trajetorias de tensdes e identificagdo das Regides B e D (Schlaich et al.,1987)..... 84
Fig. 3.7 — Modelo de Bielas e Tirantes de acordo com Silva e Giongo (2000) ....................... 85
Fig. 3.8 — Modelo de bielas e tirantes de uma viga (Adaptado de Wight e Macgregor, 2012 e
ACT-318, 2005) ettt ettt ettt et ettt ettt et eh ettt bt e bt et nae e 86
Fig. 3.9 — Elementos basicos para o modelo de bielas e tirantes (Marti, 1991 apud CEB-FIB
MoOdel Code, 2010) ...ciiiiiiiiieeiie ettt e e e te e et e e e eta e e e ta e e erbeeebaeeeraeeeraaens 87
Fig. 3.10 - Modelo de Bielas e tirantes a partir do “Load Path Approach” (Adaptado de
Schafer € SchlaiCh ,1991). .....oiiiiiiiee et et 88
Fig. 3.11 — Diagrama de cargas ndo completamente balanceado. (Adaptado de Schéfer e
SChIAICH ,1O0T). .ttt sttt et 89
Fig. 3.12 — Modelo de bielas e tirantes (a) Modelo correto (b) Modelo errado ( Schifer e
SChIAICH ;19T ..ttt sttt et 90
Fig. 3.13 — Superposi¢ao de dois modelos de bielas e tirantes (Schifer e Schlaich ,1991).....90

Fig. 3.14 — Trajetorias das tensdes elasticas e o modelo de bielas e tirantes correspondente
(Adaptado de Schlaich € SChAfer,1991). ....cccuiiieiieiiieeeeee e 91



Fig. 3.15 - Modelo de Bielas e tirantes pela trajetoria das tensdes principais de tragdo e

compressao (Adaptado de Schlaich,1987 apud Wight e Macgregor, 2012) ..........cccevveerennenne. 91
Fig. 3.16 - Analise da fissuracdo e modelo de bielas e tirantes correspondente (Adaptado de
Wight € Macgregor, 2012) .....ooouiiiiieiieeieeieeete ettt ettt te e stte bt e ae et e snbeenbeessseenseas 92
Fig. 3.17 — Exemplo para a topologia 6tima utilizando-se a distribuicao de materiais - ......... 94

Fig. 3.18 — Configuracdes dos campos de tensdes de compressao no concreto (a) distribuigdo
de tensdes radial ou em leque (b) distribuicdo de tensdes em linhas curvilineas com
afunilamento ou em forma de garrafa (c) distribuicdo de tensdes paralelas ou prismaticas
(Adaptado de Schlaich € SChAfer,1991). ....cccuiiiiiieeiieceeee e 96
Fig. 3.19 — (a) diagrama para o fornecimento de taxas de armadura necessarias (b) modelo de
bielas e tirantes ¢ armadura transversal correspondente (Adaptado de Schlaich et al.,1987)..97
Fig. 3.20 — Classificagcdo dos nds (a) Modelo de bielas de tirantes sendo que a indicagdo 1
aponta um no6 continuo ¢ 2 um no singular em uma regido D (b) e (c) campos de tensoes e

regides nodais. (Adaptado de Schéfer e Schlaich, 1991) .......ccooiiiiiiiiinii 105
Fig. 4.1 — Exemplo apresentado em Maxwell (1870) referente a aplicagdo do principio
proposto no estudo em pontes (Maxwell, 1870).......cccieriiiiiiiiiiiieieeie e 121
Fig. 4.2 — (a) e (b) Exemplos da solug¢ao da topologia 6tima da estrutura proposta por Michell
(Michell, 1904 apud Bendsege e Sigmund, 2003 ) ........c.cccveruiriierieiienieiieie e see e 121
Fig. 4.3 — Otimizagao topologica a partir de uma estrutura discreta (Adaptado de Lima, 2002).
................................................................................................................................................ 123
Fig. 4.4 — Categorias para a otimizagdo estrutural (a) Otimizacao Paramétrica (b) Otimizagao
de Forma (c) Otimizacao Topoldgica (Bendsee e Sigmund, 2003). .....ccceeevvvenieeiieniienieenen. 124
Fig. 4.5 — Modelo de material com microestrutura (Bendsee e Kikuchi, 1988).................... 127
Fig. 4.6 — Exemplo de automatizacdo da obtencdo do modelo de bielas e tirantes por meio da
otimizacao topologica. (Adaptado de Oliveira, 1998)........ccocvieviieeiiieeeiieeieeeeee e 130
Fig. 4.7 — Exemplo de automatizacdo da obtencdo do modelo de bielas e tirantes por meio da
otimizacao topolodgica. (Adaptado de Kwak e Noh, 2006)..........cccceevviieviieeiiieeiiieeieeeieeens 131
Fig. 4.8 — Remocdo do elemento da malha pelo método de otimizagdo evoluciondria
(Adaptado de Simonetti €t al., 2010).......c.ocoiiiiiiieiieiecieee ettt 132
Fig. 49 — Exemplo de checkerboard — Representagdo qualitativa da ocorréncia da
instabilidade numérica (Sigmund e Perterson,1998)..........ccccvveiiiiiniiiienciieeeeeeeeee e 136
Fig. 5.1 — Janelas para a defini¢do do critério de ruptura a ser adotado.........ccccoeevuverieennennne. 142
Fig. 5.2 — Algoritmo ESO (Adaptado de Lanes, 2013) .......ccccveeeriieriiieiiieeiee e 143
Fig. 5.3 — Dados de entrada solicitados pelo script (Lanes, 2013). .......ccoceevieriienienieeienne. 144
Fig. 6.1 —Viga biapoiada com abertura (Adaptado de Schlaich et al.,1987).......c..ccccueeneei. 146
Fig. 6.2 — Topologias otimas obtidas pela técnica ESO de otimiza¢do a ser adotada (a)
comportamento linear e (b) comportamento NA0 lINEAT.............cccveeriieeicieeeiiee e 147
Fig. 6.3 — Distribuigdo de tensdes obtidas para o elemento, conforme MEF (a) considerando o
comportamento linear (b) para o comportamento Nao liNEar. ...........cceeevveeerveeeiieeniieeeiieens 147

Fig. 6.4 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento nao linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes. 148
Fig. 6.5 — Resultados apresentados na literatura (a) em Schlaich et al.(1987) pelo processo do
caminho da carga (b) e (¢) em Liang et al.(2000) pelo método ESO (d) ¢ (¢) em Almeida et al.
(2013b) pelo método SESO de otimizagao topolOgiCa. .......cocuevveeiinienierniiniiiieeieeiesieeieens 149
Fig. 6.6 — (a) Modelo de bielas e tirantes comportamento nao linear do material (b) disposicao
da armadura para o comportamento ndo linear (c) disposicdo da armadura para o
comportamento linear obtido em Almeida et al (2013D) .....ccvvevieiiieiiiiieiieieeeee e 151
Fig. 6.7 -Viga parede biapoiada L/D=2 (Adaptado de Liang et al. (2000))........cc.ccccervrrenee. 153
Fig. 6.8-Topologias otimas obtidas (a) Solucdo considerando o comportamento linear do
material (b) Solu¢do considerando o comportamento ndo linear do material. ....................... 154



xi

Fig. 6.9-Distribui¢do de tensodes (a) solucao considerando o comportamento linear do material
(b) solugdo considerando o comportamento ndo linear do material............cccccceeveiieriiennennen. 154
Fig. 6.10 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento ndo linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes. 154
Fig. 6.11— (a) Solugdo apresentada em Almeida et al. (2013a) — adotando a técnica SESO (b)
Solucao apresentada em Kwar and Noh (2006) — adotando a técnica ESO, ambos para analise

I ...ttt et ettt b e et b e e a e e bt e st b e e eab e e b e sateebeas 155
Fig. 6.12 —Pilar de ponte (Adaptado de Liang et al.,2002) .......ccccccerireririnieieieereeeeeee 157
Fig. 6.13-Topologias 6timas obtidas (a) Solugdo considerando o comportamento linear do
material (b) Solu¢do considerando o comportamento ndo linear do material. ....................... 158

Fig. 6.14— Distribui¢des de tensdes compressdo / tracdo (a) Solucdo considerando o
comportamento linear do material (b) Solucdo considerando o comportamento ndo linear do
TNALETIAL ..ottt ettt ettt et e st e bt e bbbt e e b e eee 158
Fig. 6.15 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento nao linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes. 159
Fig. 6.16-(a) Topologia 6tima e modelo de bielas e tirantes, respectivamente, apresentados em
Liang et al. (2002) — adotando a técnica ESO (b) Topologia 6tima com regides de tragao e
compressao apresentada em Almeida et al. (2013b) — adotando a técnica SESO.................. 159
Fig. 6.17 — (a) Modelo de bielas e tirantes comportamento linear do material (b)
comportamento ndo linear do material (c¢) disposi¢do da armadura para o comportamento

linear (d) disposicao da armadura para o comportamento nao linear............c.cceeeveeeeveerneenns 161
Fig. 6.18 — Viga parede com dois furos (Adaptado de Liang et al.,1999) .........ccceoererennne. 163
Fig. 6.19 - Topologias 6timas obtidas (a) Solu¢ao considerando o comportamento linear do
material (b) Solug¢do considerando o comportamento ndo linear do material. ....................... 164

Fig. 6.20— Distribui¢des de tensdes compressdo / tracdo (a) Solucdo considerando o
comportamento linear do material (b) Solucdo considerando o comportamento ndo linear do
TNALETIAL ..ottt ettt et e st et e st et e bt et e sate e b e e 164
Fig. 6.21 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento nao linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes. 165
Fig. 6.22— Solugdo apresentada em Liang et al. (2000) — adotando a técnica ESO (a) topologia

otima (b) modelo de bielas € tIrantes. .........ceeciieeiiieeiiieeiie ettt e e e saee e 165
Fig. 6.23 - Misula com uma coluna (Adaptado de Liang et al.,2000)..........c.ccceevevvrrvenenen. 167
Fig. 6.24 - Topologias 6timas obtidas (a) Solu¢ao considerando o comportamento linear do
material (b) Solu¢do considerando o comportamento ndo linear do material ........................ 168

Fig. 6.25— Distribui¢des de tensdes compressdao / tracdo (a) Solucdo considerando o
comportamento linear do material (b) Solucdo considerando o comportamento ndo linear do
TNALETIAL ..ottt ettt et e sttt e st e e be e s ae e et e s it e ebeeenee 168
Fig. 6.26 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento nao linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes. 169
Fig. 6.27 - Solugdo apresentada em (a) Liang et al. (2000), para 20 iteragdes, a topologia
6tima e o modelo de bielas ¢ tirantes, respectivamente (b) Almeida et al. (2013a), para 71
iteracoes e iteracao 144, reSPECtiVAIMENLE. .....c..eeiueieiierieeieeiie et ettt iee st et eabeeaeeseeeeeeas 169



Xii

LISTA DE GRAFICOS

Grafico 6.1 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)

comportamento ndo linear do material...........cccoocuieiiiiiiiiiiiiiiee e 152
Grafico 6.2 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)
comportamento ndo linear do material...........cccoocuieiiiiiiiiiiiniee e 156
Grafico 6.3 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)
comportamento ndo linear do material...........cccoocuieiiiiiiiiiiiinie e 162
Grafico 6.4 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)
comportamento ndo linear do material...........cccoocuieiiiiiiiiiiiii e 166

Grafico 6.5 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)
comportamento ndo linear do material...........cccoocuieiiiiiiiiiiiiie e 171



xiii

LISTA DE TABELAS

Tab. 2.1 - Componentes principais para o critério de Bresler-Pister..........cocevevvveneinenicnnnne. 54
Tab. 2.2 - Componentes principais para o critério de Willam-Warnke..........ccccocevvereeennene. 57
Tab. 2.3 — Pardmetros do critério de ruptura de OttoSeN.........cccuerueriiiniirienieneniereeieeieneenne 59

Tab. 2.4 - Componentes principais para o critério de Willam-Warnke de cinco pardmetros ..61



X1V

LISTA DE SIMBOLOS

A Area total da se¢do transversal (item 2.7)

As Secdo da armadura (item 3.7.1 ¢ 3.7.6)

Aqd= Area da secio transversal com defeitos (item 2.7)

Acs  Area da secdo transversal efetiva das bielas de concreto (item 3.5.2)
Ass  Area da armadura da biela (item 3.5.5)

Ap Secdo da armadura ativa (item 3.7.1)

Ats Area de ago nio protendido em um tirante (item 3.7.2)

Ast Area da armadura do tirante (item 3.7.4)

ao, ai, az, Constantes do material no critério de Willam-Warnke (item 2.6.5-a)
A,B,CeD Quatro novas constantes para o critério de Hsieh-Ting-Chen (item 2.6.4-b)
a Largura da regido de aplicacdo da carga do tirante analisada (item 3.7.4)

a, b, ¢ Parametros de falha do material, critério de Bresler e Pister (item 2.6.3—a)

a,b  Constantes do material (item 2.6.4-a-b)

A Area efetiva (item 2.7)

b Largura total de uma secdo transversal da regido do tirante analisada (item 3.7.4)
bo, b1, b2 Constantes do material no critério de Willam-Warnke (item 2.6.5-a)

bs Largura da biela (item 3.7.2)

c Fator de coesdo, constante determinada experimentalmente (item 2.6.2—a)

c Fator de coesdo determinada em fun¢do do endurecimento plastico (item 2.7)

¢ Taxa de coesdo (item 2.7)

C Forga de compressao (item 3.5.5)

CIm  Matriz constitutiva elastica

d Variavel de dano (item 2.7)
dp Variavel de dano plastico (item 2.7)

dp Taxa de dano pléstico (item 2.7)
D(j)  Matriz constitutiva do ponto j € ( (item 4.3)

Do Matriz constitutiva inicial do projeto (item 4.3)
el1, €2, €3 Componentes do vetor dire¢ao
E modulo de elasticidade intacto (item 2.7)

Eq modulo de elasticidade degradado (item 2.7)
F Ac¢ao no tirante (item 3.7.4)

f. Resisténcia a compressao uniaxial do concreto

foe Resisténcia a compressao biaxial do concreto

Fo Resisténcia a compressdo das bielas

foco  Tensdo de escoamento inicial do concreto no estado biaxial de tensdes (item 2.7)
feo Tensdo de escoamento inicial do concreto no estado uniaxial de tensdes (item 2.7)
fee Efetiva resisténcia a compressao do concreto

fed Resisténcia de célculo a compressdo uniaxial do concreto

fek Resisténcia caracteristica do concreto a compressao (item 3.6)

foed  Resisténcia do concreto nas regides nodais para o estado biaxial de compressdo (item
3.6)

ferit tensdo critica na compressdo uniaxial (item 2.7)

feu Limitacdo da tensdo de compressdo nas bielas (item 3.5.3)
Fi Forc¢a no elemento (biela ou tirante)

F,+  Resisténcia nominal de um tirante (item 3.7.2)

fpd Resisténcia de calculo da armadura ativa (3.7.1)

F,qa  Resisténcia a compressao média nos contornos da regido nodal (item 3.6)



XV

F.q  Limite de compressdo na regido nodal e bielas (3.6.6)
Fsq  Forca de tragdo determinada no tirante (item 3.7.6)

f; Resisténcia a tragdo uniaxial do concreto

Resisténcia ao escoamento do aco

y
fyd Resisténcia ao escoamento de calculo
fyk Valor caracteristico da tensdo de escoamento das armaduras(item 3.7.3)

foed  Resisténcia do concreto nas regides nodais para o estado biaxial de compressao
fica  Resisténcia do concreto nas regides nodais para o estado triaxial de compressao

G(o, W) Fungéo potencial plastica classica de Mohr-Coulumb (item 2.7)

H Altura da regido do tirante, analisada (item 3.7.4)

[, 15,15 Primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor de tensdo cij (parte esférica)
J1i, ]2 13 Primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor de tensdo Sij (parte anti-
esférica)

k Valor critico da maxima tensao cisalhante (item 2.6.1-b)

k Valor critico da tensdo de cisalhamento octaédrica (item 2.6.1- c)

k Constante do material para o critério de Drucker-Prager (item 2.6.2- b)

ki ek2 constantes do material (item 2.6.4)

ki1, ko, k3 Coeficientes de reducdo para o calculo da méxima tensdo nas regides nodais
(item 3.6.4)

ke Fator de redugdo (item 3.5.3) e (item 3.6.3)
Ke Parimetro que governa a superficie de ruptura do modelo CPD do Abaqus® (item
2.7.1)

li Comprimento do elemento (biela ou tirante)
m Parametro adimensional, relagdo entre f, e f; (item 2.6.2-a)
n Vetor de dire¢do principal de uma tensao no plano

NP  Componente cisalhante da tensdo octaédrica

OP  Vetor que representa o estado de tensdo nesse espago de tensdes

ON  Eixo hidrostatico

Rt Forga no tirante

RR; Razdo de rejeigdo, adotada para retardar o processo de remogao (item 4.3.3)

Sij Parte anti-esférica ou desviadora do tensor de tensdes
T Forga de tragdo (item 3.7.4)

te Espessura do enésimo elemento (item 4.3)

Ti Vetor de tensdes [Tx, Ty, Tz]

Vo Volume inicial

V; Volume da i-ésima iteragao

We Peso do enésimo elemento (item 4.3)

Wi largura efetiva do tirante (item 3.7.2)

wimax limite superior da largura do tirante (item 3.7.2)

a Constante do material para o critério de Drucker-Prager (item 2.6.2)

a Constantes adimensionais do material (item 2.7)

ay,  Coeficiente para o calculo da efetiva resisténcia a compressdao do concreto nas bielas e
zonas nodais (item 3.6.6)

Bs Coeficiente para o calculo da efetiva resisténcia & compressdo do concreto em bielas
(item 3.5.2)
Bn Coeficiente para o célculo da efetiva resisténcia & compressao do concreto nas zonas

nodais (item 0)
B Constantes adimensionais do material (item 2.7)



XVvi

Ye Coeficiente de seguranca parcial para as propriedades do concreto (item 3.6.3)
Ve Coeficiente de ponderagdo das cargas

Ys Coeficiente de seguranca parcial para as propriedades das barras de ago (item 3.7.3)
Y Constantes adimensionais do material (item 2.7)

T conjunto dos elementos que serdo removidos da estrutura (item 4.3)

dii= 9ji — Delta de Kronecker

€ Deformagao

€1 Deformacao de tracao na direcdo perpendicular a biela (item 3.5.5)

€e Deformacao elastica reversivel

€p Deformacao pléstica permanente

gp! Taxa de deformagao plastica (item 2.7)

€s Deformacdo média na barra da armadura que atravessa a biela (item 3.5.5)
€ Deformagao normal Gltima

€&m  Deformagdes

Emi Deformacao especifica média do elemento (biela ou tirante)

sﬁ- Deformagdes elasticas

giir  Deformagdes viscoelasticas

EEI Danificagdo devido a perda de resisténcia a compressao (item 2.7)

'é?l Danifica¢do devido a perda de resisténcia a tragdo (item 2.7)

n}]m Matriz constitutiva viscosa

0 Angulo de similaridade

0s Menor angulo entre a biela e a barra da armadura que a atravessa (3.5.5)

A Coeficiente para o critério de Ottosen obtido em fung¢ao de 30)

A Coeficiente para o calculo de Bs= 0,6 - para bielas do tipo garrafa (item 3.5.2)
u Parametro de Viscosidade do modelo CPD do Abaqus®

13 Vetor que representa a dire¢ao do eixo hidrostatico

i Plano de Nadai, plano anti-esférico passa pela origem do sistema de coordenadas

p Vetor que representa a direcdo perpendicular ao eixo hidrostatico ou na diregdo
desviadora (item 2.5)

Pi densidade inicial

Po densidade da i-ésima iterag@o

pt Meridiano de tragdo

Pc Meridiano de compressao

Ps Meridiano de cisalhamento do material

o Tensao aparente (item 2.7)

c Tensdo principal;

Oij Tensor de tensoes

01,0,,03 Tensdes normais

Oy, Oy, Oy Tensdes normais (notagao de von Karman)

Ooct lensdo normal octaédrica
oym  Tensdo média de um estado puramente hidrostatico

ij Tensor de tensoes elasticas

A%

O; Tensor de tensdes viscosas

Tensor de tensdes viscoelasticas

0y = Oesc Tensao de escoamento na tragao simples

Omax Valor algébrico maximo das tensdes principais (item 2.7)
opd  Tensdo de calculo nas armaduras passivas (item 3.7.1)
Osd Tensdo de calculo nas armaduras passivas (item 3.7.1)



o!M  Tensdo de von Mises do elemento analisado (item 4.3.3)

oyMy Maxima tensdo de von Mises da iteragio (item 4.3.3)

ORd max maxima tensao que pode ser aplicada nas bordas de um no6 (item 3.6.4)
o Tensao limite prescrita (item 4.3)

T Tensdes cisalhantes

Tesc  lensdo de escoamento em cisalhamento puro

Toct  lensdo cisalhante octaédrica

v Coeficiente de reducdo da resisténcia do concreto (item 3.5.3) e (item 3.6.4)
¢ Angulo de atrito interno do material

de Fator de resisténcia para o concreto (item 3.5.5) e (item 3.6.5)

D Fator de resisténcia para a armadura igual a 0,85 (item 3.5.5) e (item 3.7.4)
U Angulo de Dilatagdo do modelo CPD do Abaqus®

Q dominio inicial (item 4.3.2)

Qe dominio ¢ redefinido para (item 4.3.2)

€ Excentricidade Potencial Plastica (item 2.7.1)

xvil



AESO
BESO

ESO
Fig.

IP
MEF
SESO
SIMP
TSA
UFMG

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Additive Evolutionary Structural Optimization
Bi-directional Evolutionary Structural Optimization
Equagdo

Evolutionary Structural Optimization

Figura

Indice de Performance

Meétodo dos Elementos Finitos

Smoothing Evolutionary Structural Optimization
Solid Isotropic Material with Penalization
Topological Sensitivity Analysis

Universidade Federal de Minas Gerais

xviii



XiX

SUMARIO

L et h et h ettt a e bt e et e e h e e bt e a bt ea e e bt e a b e ehte bt enbe e et e bt enteentenaeenbeentens 1
INTRODUGAO ...ttt ettt e e e e ettt et e e e e e e e et e st e eeseeestaasaseeseeesssssnnnnnnnns 1
I.1  ConSideragOes GETAIS .......cuuuiieeeirieeeeeiiieeeecieeeeeeeieeeeeeeteeeeeesaseeeeesareeeesessaeeeesaseeaeas 1
1.2 ODBJEIVOS wneeiiieiiieiieieete ettt sttt ettt sttt ettt st sb ettt sbe et sanens 2
1.3 Relevancia do Tema € Justificativa.........cceecuerieririiinienieieceeeeee e 3
1.4 Organizag@o dO TeXL0 ...cccueeiiiiiriiniiiiieteeeeet ettt 4
ettt ettt et e h et a e bt e bt ea b e eh e et e e ate bt et e eateeh e e bt eateeh e e teeatesaeenteentenbeetesatens 5
MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS ...cuveeriiieiieniiieieente et st e st siee e 5
2.1 Mo0deloS CONSHIULIVOS ..ccuveruiiriietieiieiienieesteeteeitete ettt eeesiee b e e saeenbeeneesaeenaeenees 5
2.1.1  MOdelO EIASTICO ..cuveiieniiiiieriieieeteett ettt 6
2.1.2 MOdEIO PIASLICO ..evveiienieeiieeiieieet ettt s 7
2.1.3 MOdELO VISCOSO ..uviiiiiiieiiieeiiie ettt e et e st e e sateeeeabeeesaeeetaeeeneeesnseeas 8
2.1.4  Modelo Viscoeléstico de Kelvin-Voigt ..........ccevieviienieniiiiieeiieieeeeeene 10
2.1.5 Modelo Viscoeléstico de Boltzmann ...........ccceceeviirieninniinienieienienceeeene 11

2.2 Comportamento dO CONCTELO ......cccuiieeiiiieeiiieciieecite e eeteeesreeeeeeeeeeeeeeeeesseeees 12
2.2.1  Comportamento do Concreto — Estado Uniaxial ..........ccccceeevieeiienienieennenne. 13
2.2.2  Comportamento do Concreto — Estado Biaxial ..........ccccceeevvveeviiencieenieeenee, 17
2.2.3  Comportamento do Concreto — Estados Triaxiais ........ceceeeeveevienienenniennns 21

2.3 Comportamento O AGO .....c.eeruieeiieriieeiieiee et eriee ettt et et e e s beetaeeaaeebee e 23
2.4 Modelos para a Analise Nao Linear do Concreto ..........coccveeeeveeerieeenieeeiieesieeens 25
2.5 Formulagdo para os Modelos de Ruptura do Concreto..........cecvvevieeeieenivenveennennne. 27
2.5.1 Invariantes de Tensdo: Interpretacao fisica € geomeétrica.........ccceevevveerveennnee. 27

2.6 Modelos de Ruptura do CONCIELO ........ccereiriieiiriiniiiiiniieeeieeeee e 39
2.6.1 Modelos de Ruptura com Um Par@metro...........ccceeeevveeeieeeniieeniieeieeeieeeene 43
2.6.2  Modelos de Ruptura com Dois Parametros ..........c.ccceeveeeiiieniienieenicenieeene 48
2.6.3  Modelos de Ruptura com Trés Parametros...........cccveeevveniienieenieenieenieeneene 53
2.6.4 Modelos de Ruptura com Quatro Parametros..........ccceeeevveevveeenieescieesreeeene 58
2.6.5 Modelos de Ruptura com Cinco Parametros ..........ccccceeeveeeeenieenienieneenennns 61

2.7  Modelo de Dano PIASICO .......cccuiiiiiiieciieeiiee ettt 62
2.7.1  Modelo Constitutivo de Dano Plastico (CDP) - Abaqus®........cccccoevevevevenecee. 75

3 e ettt e eteete e te et ete e teatteteette st eteeste st e teeate st ebeent e bt enteente st enteeste st enteententeenseeneeseenes 79
BIELAS E TIRANTES ..ottt ettt ettt ettt et sttt et st sbe et st sbe e s saeene s 79
3.1 BIeve HISTOTICO tioouviiieiiiieciie ettt e e b e e aa e e eaa e e e aaeesaneeennns 79
3.2 Re@IOES B € D et 81
3.3 Definicao do Modelo: Principios BASICOS.......ccceeviieiiieniiiiieniieiieeie e 85
3.3.1  Prescritos em COdigos NOTMAtIVOS......cccuererieeeriieeriieeeieieeeieeesreeesreeesveeenenes 87
3.3.2  Pelo Processo do Caminho de Cargas.........c.cecerveveenienieniencnienecieeeeneeenne 88
3.3.3  Por meio de Analises EIAStICAS ........coeevuiiieriinieiienieieceee e 90
3.3.4 Por meio de Analises NAO LiN€ares ..........cceeceevueriereenieenienieniceieseceieeee e 92
3.3.5 Pela Automatizacdo da Escolha do Modelo............ccovviiiiiiiiiiiiiiiiiciieeee, 93

3.4  Teorema dO LIimite INTEIIOT . cc.uu oottt e e e e e e e e eeeaeeeeeeeaees 95



XX

3.5 BIRLAS ittt 96
3.5 1 EHE (2008) .uueiiieieeieeiieste ettt sttt ettt s 98
3.52  ACI-318 (2005).uicuiieeieeiieieeieeitesie e eeesteeeeeete e etesseesseeaessaesseenaesseenseensenseenns 99
3.5.3 CEB FIB Model Code (2010) ...c.coririeriiiinieniieienienieeieetesieeie e 100
3.54  EUROCODE 2 (2002) ...ccutetieieriieieeiesieeie ettt 101
3.5.5  CSA-A23.3-04 .ottt ettt neas 102
35,6 ABNT NBR OL18/2014 ...oomiiiiiiiiieeeeeeeeee e 104
3.6 Re@IOES NOGAIS. ..c.uiiiieiiiieiieeii ettt ettt ettt e st e et e e e e teesabeesbeesaseesaesneeens 105
3.6.1  EHE (2008) .uiiiiiiieieeiesiteie ettt ettt ettt sttt st se e enaeneenees 106
3.6. 2 ACI-318 (2005)..ccueieuieriieiieieeieenieete ettt sttt sttt st 108
3.6.3 CEB FIB Model Code (2010) ...cc.ceiiiierieiieieeieieee e 109
3.64  EUROCODE 2 (2002) ...ccutetieieriieieeiesieesieetesieesie e sseeseesessaesseesesseenseennas 110
3.6.5  CSA-A233-04 ..o 111
3.6,6  ABNT NBR OL18/2014 ..ot 112
3.7 THTANEES .ttt ettt et e sttt et e st e e e st e e e e sabeebeesaeeebeenareen 113
3.7.1  EHE (2008) .ttt ettt sttt st 114
372 ACI-318 (2005)..cieieuieeiiesiieieeiesieesieeee ettt ettt ettt seeeseeeaesneeseenees 115
3.7.3  CEB FIB Model Code (2010) ...c..coiiriiriiiinieniieierierieeieeteseeie e 116
3.74  EUROCODE 2 (2002) ...ccutetieieriieieeiesieeie ettt 116
3.7.5  CSA-A23.3-04 ..ottt 117
376 ABNT NBR OL18/2014 ..ot 118
3.8 Modelos de Bielas e Tirantes: Sequéncia usual de Passos.........c.cceeeevvieniennnnnn. 119
.............................................................................................................................................. 120
OTIMIZACAO ESTRUTURAL......cooiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeee e 120
4.1 Breve HISTOTICO ...ooiuiiiiiiiiiiieeieeee ettt 120
4.2 Tipos de Otimizagdo Estrutural.............cccooviieiiiiiiiiiiieiieeiieee et 124
4.3  Técnicas de Otimizagao TOPOIOZICA ....cuvvreevrieeiiieeiiieeiee et 125
4.3.1  SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) ...........c..ccccecvverurennennen. 126
4.3.2 TSA (Topological Sensitivity ANalysis)......cccceervueeeriieerieeeiieeeiieeeiee e 128
4.3.3  ESO (Evolutionary Structural Optimization)..........cccceeeeereeneriueneeneeneeneenn 129
4.4  Possiveis Problemas Numéricos na Otimizag@o Topologica..........ccccuverveeeneennne. 136
4.4.1 Tabuleiro de Xadrez (checkerboard) ..........ccccvieviiiiiiiieiiiiieee e, 136
4.42 Dependéncia da Malha..........ccooiieiiiiiiiiiiiieeiceeeee e 137
443 OtMOS LOCAIS ......ovoevoeeeeeeeeeeeeeeeeee s sne s 138
4.4.4  Controle de instabilidade aplicado a0 ESO .........cccoiiiiniininiiniiiienne 138
4.5 Indice de PerfOrMANCE. ...........ov.eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 140
.............................................................................................................................................. 141
METODOLOGIA EMPREGADA ...c.cvtiiuiiiiiiiieeieenite ettt ettt e i st e sieeeneeseeesneesaneeneenee 141
5.1 Modelagem de Elementos em Concreto pelo MEF a partir do Software comercial

ADAGUS® ...ttt ettt 141

5.2  Processo de Automatizagdo da concepcdo de Modelos de Bielas e Tirantes
aplicando-se a técnica ESO de Otimizagio Topolégica - Abaqus® Scripting................ 142



XXi

5.3 Andlises dos resultados a partir de comparagdes de exemplos disponiveis na
literatura para validagdo da aplicagdo do MEt0do.........c.eeveverriiiniieiiieniieieeieeee e 145
.............................................................................................................................................. 146
EXEMPLOS ANALISADOS E COMENTARIOS DOS RESULTADOS ......cerviriieieeienieeieneenieenneennes 146
6.1  Viga Parede Biapoiada com uma Abertura...........ccceeeeveeerveeeeieeniieesieeeceee e 146
6.2  Viga Parede Biapoiada (L/D=2)......cccccciriiiiriiiiieieeit ettt 153
6.3 Pilar de PONte .....ooueiiiiiii e 157
6.4  Viga Parede com Dois FUIOS.........ccceiiiiiiiiniieiiieiccie et 163
6.5 Misula com Uma COIUNA ......ooiuiiiiiiiiiiieie e 167
.............................................................................................................................................. 172
CONSIDERACOES FINALS ...uuiiiiiittiieeeeeeeeeetttaeeeeeeeeetaaassaeeeeeesssssanneeseeesssaannssesssesssnanns 172
T 1 CONCIUSAO ..ttt ettt ettt ettt e st e e e e sabeesbeeesbeenteesnseenseesnseenseennseens 172
7.2 Propostas para trabalhos fUtUrOS .........c.ceeevieeiiieeiiiecciee e 175

BIBLIOGRAFIA ...cooetttteeeee ettt ettt ee e e e e e e e ettt eeeeeee e et teaaaeaseeeeeteaanaasseeeeeessnnnnannes 176






1

INTRODUCAO

1.1 Consideracoes Gerais

A necessidade de se projetar estruturas de geometrias cada vez mais ousadas, muitas vezes
bastante arrojados, leva a realizacdo de uma sequéncia de andlises para que seja possivel
modificar suas caracteristicas alcancando uma solugdo satisfatoria, tanto em termos
econdmicos, como também de projeto. Portanto, a busca por novos sistemas estruturais e
construtivos capazes de conciliar desempenho e segurancga torna necessario o conhecimento

aprofundado do comportamento mecanico das estruturas frente as solicitagoes.

No campo da Engenharia de Estruturas o Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma boa
ferramenta computacional adotada para determinar o estado de tensdes ¢ de deformacdes de
uma estrutura sujeita a agdes externas. A modelagem fornece ao projetista certa liberdade de

escolha para se obter estruturas mais seguras e economicas.

Atualmente, a engenharia de estruturas dimensiona a maior parte dos elementos lineares de
concreto de modo simplificado, adotando-se a Hipotese de Bernoulli-Euler. E importante
ressaltar, entretanto, que essa hipdtese ¢ valida para trechos onde a influéncia das
deformacgdes devido ao esforco cortante ¢ desprezivel, em relagdo as deformacdes normais, €
que a aplicagdo dessa hipdtese para todo o elemento estrutural poderia levar ao super ou ao
sub dimensionamento de certas regides da estrutura. Tais regides sao denominadas na
literatura de “Regides D” de descontinuidade. Nelas as tensdes de cisalhamento sdo

significativas e a distribuicdo das deformagdes na secdo transversal ndo ¢ linear. Admite-se



que para vigas com relagdo altura/comprimento inferiores a 10% a hipodtese cinematica de

Bernoulli-Euler seja valida.

O modelo de Bielas e Tirantes ¢ um método simples adotado para realizar andlises mais
realistas em relacdo ao comportamento fisico das regides de descontinuidades. Entretanto,
exige do projetista bastante experiéncia em relagdo a escolha e distribuicao dos elementos do
modelo para melhor representar o fluxo de tensdes e o comportamento real da regido
descontinua. A garantia da realizagdo dessa escolha, de forma confiavel, torna necessaria a
utilizacao de ferramentas que automatizem e simplifiquem tal processo, definindo melhor a

configuracdo a ser adotada para a analise.

Sendo assim, busca-se com o presente trabalho colaborar para o estudo e a investigacdo de
metodologias para a obten¢do de modelos de bielas e tirantes aplicaveis a estruturas de

concreto com comportamento nao linear por meio de técnicas de otimizagdo topologica.

1.2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar métodos de dimensionamento para
estruturas em concreto armado, com comportamento nao linear do material, com a finalidade
de estabelecer recomendacdes de forma coerente e simplificada para projetos estruturais.

Para tanto, propde-se:

e Realizar andlises relacionadas com a concepg¢ao dos modelos de bielas, para elementos
estruturais ndo lineares, juntamente com o processo de otimizacdo topoldgica
evolucionaria, por meio de algoritmos a serem empregados de modo a realizar a
identificacdo “‘automatica” dos modelos. Para consideragio do método com
comportamento ndo linear modelos de danificagdo do material serdo aplicados na
realizacdo das andlises;

e Realizar andlises comparativas considerando o comportamento linear e o

comportamento nao linear;



e Incorporar teorias que descrevem o comportamento material concreto o mais préximo
da realidade, ao invés das teorias de modelos de bielas e tirantes comumente utilizadas

para o projeto estrutural.

1.3 Relevancia do Tema e Justificativa

O modelo de bielas e tirantes ¢ adotado para se realizar uma melhor representacdo do
comportamento estrutural € mecanismos resistentes de alguns tipos de elementos estruturais
em concreto armado e regides onde ha alteragdes geométricas e concentragdes de tensoes,
chamadas regides “D”. O método consiste, resumidamente, em estabelecer uma trelica
idealizada, definida a partir do fluxo de tensdes de tragdo (os tirantes) e de compressdo (as
bielas) no interior da regido descontinua ou do elemento cuja hipotese de que as se¢des planas

permanecem planas nao ¢ valida e, a partir disso, ¢ realizado o dimensionamento estrutural.

No entanto, como a escolha do modelo topologico a partir dessa metodologia depende
basicamente da experiéncia do projetista em compatibilizar a geometria dos fluxos internos de
cargas e os pontos de apoios, e sabendo-se que a modelagem apresenta certa imprecisao,
existe certa dificuldade em se aplicar o método de dimensionamento pelo modelo de bielas e

tirantes.

Nesse contexto, considera-se relevante o estudo e a investigacdo de metodologias para a
concepcao do modelo de bielas e tirantes com a utilizagdo técnicas avangadas de otimizagao
topologica, j4 que essas andlises poderdo proporcionar ao projetista estrutural melhor
entendimento do funcionamento do modelo e simplificacdo do processo de concepgao,
garantindo a seguranca ¢ a confiabilidade na resolugdo de problemas complexos envolvendo o

concreto estrutural.



1.4 Organizacao do Texto

A tese ¢ organizada em 7 capitulos, conforme descritos nos itens a seguir:

O segundo capitulo apresenta uma breve revisdo em relacdo aos modelos constitutivos
dos materiais, em relacdo aos principais critérios de ruptura do concreto explanados na
literatura e, ainda em relacao ao modelo constitutivo do material adotado.

No terceiro capitulo ¢ abordado o tema “Bielas e Tirantes” com a realizacdo de um
breve histérico e algumas consideragcdes em relacdo a aplicagdo do método, além da
exposicdo da historia da arte no contexto estudado. As prescrigdes normativas,
relacionadas ao método, também é um tema abordado apenas com o objetivo de se ter
uma visao geral das normas adotadas.

No quarto capitulo ¢ realizada uma revisdo de literatura envolvendo o assunto de
otimizacao topologica de estruturas, os Métodos de Otimizagdo existentes com énfase
para o Método de Otimizagao Evolucionaria (ESO).

No quinto capitulo ¢ apresentada a metodologia adotada para se alcangar os objetivos
propostos.

No sexto capitulo sdo realizadas as andlises e discussdes dos problemas analisados.

No sétimo e ultimo capitulo sdo apresentadas as consideragdes e conclusdes finais e

realizadas sugestdes para futuros estudos a serem desenvolvidos.



MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

2.1 Modelos Constitutivos

Os modelos constitutivos dos materiais sdo obtidos levando-se em conta a forma com que o
material se comporta frente as solicitacdes internas. Esses comportamentos podem ser
descritos resumidamente como eléstico, plastico ou viscoso. O estudo do comportamento de
uma estrutura estd vinculado, principalmente, as equagdes constitutivas dos materiais que

fazem parte da sua composicao. Tais equacdes relacionam as tensoes, deformacgdes € o tempo.

Em relagdo as varidveis transientes, pode-se ter problemas com significativa influéncia das
acdes inerciais (problemas dinamicos) ou com comportamento governado essencialmente por
acoes estaticas (problemas estaticos ou ciclicos quase-estaticos). Em relagdo ao segundo tipo
de problema, a variavel tempo ¢ importante na medida em que descreve a evolugao das acdes
aplicadas, mesmo que essa evolugdo ndo implique necessariamente em efeitos inerciais

relevantes.

A associagao de diversos modelos se torna comum na analise de um material real,
considerando a complexidade de seu comportamento em algumas situacdes sendo, com isso,

possivel descrevé-lo de maneira mais fidedigna.

Nos itens seguintes estdo descritos, de forma sucinta, alguns dos modelos considerados para

analisar o comportamento dos materiais.



2.1.1 Modelo Elastico

De acordo com a teoria da elasticidade, todos os sélidos se deformam quando sdo submetidos
a esforcos externos e existem limites de cargas para o corpo recuperar suas dimensoes
originais apods a retirada da carga. O fendmeno de recuperacao ou reversibilidade do material

¢ denominado comportamento elastico e a carga limite ¢ chamada de limite elastico.

A caracteristica principal desse comportamento ¢ o aparecimento de deformagdes imediatas e
reversiveis, ou seja, surgem simultaneamente com as tensdes e desaparecem com o
descarregamento. Sendo assim, pode-se dizer que o material possui a propriedade da

elasticidade linear quando ha a proporcionalidade entre as tensdes e deformagoes.

O comportamento linear ocorre quando o diagrama tensao-deformacgdo, que representa um
material eléstico, se caracteriza por deformagdes que ndo variam com o tempo no momento
em que a tensdo permanece constante. Com isso, a curva de descarga coincide com a curva de

carga, conforme apresentado na Fig. 2.1.

(a) (b)

Fig. 2.1 — (a) Comportamento elastico linear, (b) Comportamento elastico ndo linear
(Adaptado de Filho, 2003).

Em outras palavras, a derivada das tensdes em relagdo as deformagdes ndo varia no caso
elastico linear, mas no caso elastico nao linear varia conforme o nivel de deformacdes
aumenta. A representacdo reoldgica uniaxial para o modelo elastico ¢ realizada por uma mola,

conforme mostra a Fig. 2.2.
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Fig. 2.2 — Representacao reoldgica uniaxial elastica (Adaptado de Mesquita, 2002)

A relagdo constitutiva para o comportamento elastico linear ¢ expressa pela lei de Hooke a
partir da Eq.(2.1).

0;j = Cl-l}”elm 2.1)

Onde:
0;j=Sa0 as tensoes;
€:m=S40 as deformacoes;

C il]mZMatriz constitutiva eléstica;

2.1.2 Modelo Plastico

Este segundo tipo de comportamento do material ¢ caracterizado, principalmente, pela ndo
reversibilidade de deformagdes apos a retirada da carga. Ao se ultrapassar o limite eldstico do

material, iniciaria o surgimento das chamadas deformagdes plésticas.

O corpo ficaria, portanto, permanentemente deformado apds a descarga apresentando um

comportamento plastico.

A Fig. 2.3 ilustra o comportamento plastico. Esse comportamento ocorre mais
acentuadamente em materiais ducteis e ¢ provocado por um rearranjo na estrutura cristalina

do material.
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(a) (b)

Fig. 2.3 — (a) Plastico perfeito, (b) Plastico com endurecimento, ou seja, resiste a tensdes
maiores que a tensao de escoamento (Adaptado de Filho, 2003).

A representagdo reologica uniaxial para o modelo plastico ¢ realizada por um solido,
conforme mostra a Fig. 2.4. O so6lido deslizaria se a tensdo aplicada ultrapassar a tensdo de

plastificagdo (o).

4 Oo

- ] 6)
e —
S

Fig. 2.4 - Representacao reologica uniaxial plastico (Adaptado de Mesquita, 2002)

2.1.3 Modelo Viscoso

O terceiro tipo bésico de comportamento do material € o viscoso que tem como caracteristica
o aparecimento de deformacdes de forma simultanea a aplicagao de carga, porém estas ndo se
conservam constantes ao longo do tempo. Ocorre o surgimento de uma velocidade de

deformacao.

O comportamento viscoso ¢ comum em fluidos, mas alguns sélidos também apresentam esse
comportamento. A Fig. 2.5 ilustra o comportamento do material viscoso demonstrando que a

tensdo seria diretamente proporcional a velocidade de deformacao do material.



g

(a) (b)

Fig. 2.5 — (a) Relagdo Tensdo x Tempo para o comportamento viscoso, (b) Relacao
Deformagao x Tempo para o comportamento viscoso (Adaptado de Filho, 2003).

A Fig. 2.6 ilustra a representacdo reologica uniaxial para o modelo viscoso caracterizado por

um amortecedor.

n
[0) 0)
S
—
€
Fig. 2.6 - Representacao reologica uniaxial do comportamento viscoso (Adaptado de

Mesquita, 2002).

A relacdo constitutiva para o comportamento viscoso ¢ descrita pela Eq. (2.2).

0ij = N1 €im 2.2)

Onde:
0;j=S40 as tensoes;
&m=S4a0 as deformagoes;

n%}"ZMatriz viscosa.

Mesquita (2002) aponta que a matriz viscosa ¢ obtida em fungdo de parametros

representativos da viscosidade do material que sdo determinados experimentalmente.

Os itens seguintes apresentam dois modelos desenvolvidos a partir da associagao dos modelos

basicos.
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2.1.4 Modelo Viscoelastico de Kelvin-Voigt

O modelo desenvolvido por Kelvin-Voigt, como aborda Mesquita (2002), ¢ representado pelo
arranjo em paralelo de uma mola e um amortecedor, conforme pode ser visto na Fig. 2.7.

Trata-se da combinagao dos modelos elastico e viscoso.

Fig. 2.7 — Modelo representativo uniaxial do comportamento viscoelastico de Kelvin-Voigt
(Adaptado de Mesquita, 2002).

Nesse modelo ocorre a igualdade de deformagdes nos dois elementos, mola e amortecedor, e,
portanto, a deformagdo total corresponde a deformagdes elasticas ou viscosas, conforme

Eq.(2.3).

e v

= &ij (2.3)

Onde:
e _ N L .
g;j=Deformagdes elasticas;

el-l’jZDeformag(N)es viscosas.

E a tensdo total ¢ obtida pela soma das tensdes elasticas e viscosas, na mola e no amortecedor,

respectivamente, conforme Eq. (2.4),

gij = 0fj + 0] (2.4)

Onde:
o;=Tensdes elasticas;

o;;=Tensdes viscosas.
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2.1.5 Modelo Viscoelastico de Boltzmann

O modelo de Boltzmann, conforme explica Mesquita (2002), corresponde ao modelo
desenvolvido por Kelvin-Voigt, porém com o acréscimo de uma mola, como pode ser visto na

Fig. 2.8.

Fig. 2.8 - Modelo representativo uniaxial do comportamento viscoeldstico de Boltzmann
(Adaptado de Mesquita, 2002).

Para esse caso, a tensdo total ¢ dada pela igualdade de tensdes nos dois trechos, eléstico,

representado na Fig. 2.8 por &,, e viscoelastico, representado por &€,,, como pode ser visto na

Eq. (2.5).

ij (2.5)

Onde:
o;=Tensdes elasticas;

o;;°=Tensdes viscoelasticas.

E a deformacao total obtida pela soma das deformacgdes elasticas, geradas na mola do trecho
elastico, e as deformagdes viscoelasticas, geradas no conjunto mola-amortecedor no segundo
trecho viscoelastico.

£j = & + & (2.6)
Onde:
eijDeformagées clasticas;

&;7 =Deformagdes viscoelasticas.
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Existem outros modelos desenvolvidos a partir da associacdo dos modelos basicos como os
modelos elastoplastico e viscoplastico, que seguem basicamente o mesmo raciocinio dos

modelos brevemente abordados nos dois itens anteriores.

2.2 Comportamento do Concreto

4

De acordo com Chen e Han (1988), o concreto ¢ um material composito formado por
agregados e uma matriz de argamassa composta de uma mistura de uma pasta de cimento e
particulas de agregados. O comportamento fisico desse material ¢ bastante complexo e
depende de diversos fatores como o fator dgua/cimento, a taxa de agregado em relagdo ao
cimento assim como o tamanho do agregado e o tipo de cimento. Estes fatores influenciam no
comportamento mecanico do material. Considerando um concreto comumente utilizado, para
efeito de normatizacdo, a estrutura do material ¢ ignorada e as normas sdo desenvolvidas

considerando um material idealizado, ou seja, homogéneo ¢ inicialmente isotrdpico.

Proenca (1988) aponta que o concreto convencional apresenta comportamento ndo linear
quando submetido a a¢des externas devido a microfissuracdo inicial gerada pelo fenomeno de
retracdo no inicio da cura, ja que essas fissuras se propagariam mesmo em baixos niveis de
tensdo. Explica, ainda que essa propagacao ¢ dependente das caracteristicas de resisténcia
entre os agregados graudos e a argamassa que sao responsaveis pela baixa resisténcia a tragao

do concreto.

Chen e Han (1988) e MacGregor (1997) também comentam que o concreto convencional €
um material que apresenta certa fragilidade principalmente na interface da pasta de cimento e
dos agregados onde ocorre o surgimento de microfissuras causadas por diversos fatores dentre
eles a expansdo térmica da pasta de cimento ¢ o fendmeno de retragdo, que ocorrem

geralmente na fase inicial da cura.

Com o intuito de melhorar certas propriedades do material e consequentemente seu
desempenho, diversos tipos de adigdes no concreto tém sido estudados. Souza (2003) cita os

materiais de origem vulcanica como sendo os primeiros a serem adotados como aditivos na
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matriz de cimento do concreto e posteriormente as argilas calcinadas. Estudos recentes
envolvendo adi¢des minerais no concreto tém como principal foco os fatores ecoldgicos,
econdmicos e técnicos como a silica ativa da indistria sidertrgica, cinzas volante das usinas
termoelétricas, que sdo pozolanas provenientes de residuos industriais, e as cascas de arroz

que sao residuos agricolas.

Outra adi¢do mineral pozolanica que t€m sido foco de pesquisas ¢ o metacaulim. Essa
pozolana aluminossilicosa ¢ derivada normalmente da calcinacdo de alguns tipos de argilas,
como os caulins. Segundo Mehta e Monteiro (1994) a adicdo de pozolanas no concreto
melhora a qualidade da zona de transicdo agregado-matriz devido a reducdo da porosidade e
do teor de hidréxido de calcio na matriz de cimento provocada pelas reagdes. Além disso,
podem-se citar, também, as fibras metalicas adicionadas com o objetivo de melhorar a
ductilidade do material e, ainda as fibras plasticas de polipropileno utilizadas, por exemplo,
para melhorar as caracteristicas mecanicas, de ductilidade, o comportamento pos-fissuragao,

dentre outros.

2.2.1 Comportamento do Concreto — Estado Uniaxial

As propriedades mecanicas do concreto sdo abordadas neste € nos proximos itens com o
auxilio de alguns resultados experimentais de outros estudos disponiveis na literatura

pesquisada.

De acordo com Chen e Han (1988), a curva tensdo-deformagdo tipica para o concreto,
comprimido uniaxialmente, apresentaria um comportamento linear elastico num primeiro
estagio, até cerca de 30% da tensdo maxima de compressao (fc), conforme mostra a Fig. 2.9,

que sdo resultados do estudo de Kupfer et al. (1969). Esse ponto seria o limite de elasticidade.
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Fig. 2.9 — Curva tensdo-deformagéo tipica para compressdo axial (Adaptado de Kupfer et al.,
1969).

Em um segundo estagio, entre 30% e 75% as fissuras comegariam a aumentar em quantidade,
comprimento e abertura. A fratura do concreto se iniciaria devido, primeiramente, a formagao
de fissuras junto aos agregados. Com o significativo crescimento das fissuras a nao
linearidade do material ficaria mais evidente, porém ainda seriam consideradas estaveis.
Segundo Chen e Han (1988), a tensdo igual a 0,75 fc seria o inicio da propagagdo da fratura

instavel.

No terceiro estagio, ao ultrapassar esse limite, mesmo se a carga fosse mantida constante,
nesse instante com mais energia disponivel, as fissuras continuariam a se propagar iniciando a
microfissuracdo da matriz. Essas fissuras seriam ligadas as outras fissuras junto aos agregados

formando zonas internas microfissuradas.

Posteriormente, ocorreria o aumento da inclinag¢do, até atingir o ponto maximo fc. Nesse
momento, a curva passaria a ter uma inclinagdo descendente até a ocorréncia da deformacao
normal ultima (g,) ¢ o consequente esmagamento causado por fissuras macroscépicas

localizadas, formadas paralelamente a direcdo de aplicagdo da carga.

Ja para a tragdo uniaxial do concreto, a Fig. 2.10 apresenta como seria a curva Tensdo x
Alongamento. Para esse caso, de acordo com Chen e Han (1988), geralmente o limite de
elasticidade observado ficaria em torno de 60% a 80% da tensdo resistente ultima. Apos esse
limite, as fissuras geradas nas liga¢des internas da matriz comecariam a crescer. Mas como no
estado de tracdo uniaxial o engrenamento mecanico das fissuras com a argamassa tende a

ocorrer com muito menos frequéncia do que no estado de compressao uniaxial, o intervalo de
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propagacao estavel das fissuras pode ser muito curto e a propagacgdo instavel que comegaria
de forma imediata. Isso ocorre porque o concreto se comporta de maneira fragil quando

submetido a um esfor¢o de tragio.

Além disso, na interface dos agregados com a argamassa haveria uma resisténcia a tracao
significativamente menor quando comparado a resisténcia da argamassa. Esta ¢ a principal
razao para a baixa resisténcia do concreto a tracdo.

o (MPa)

L
b !

3l }( gauge length: 40 mm

{

1
50 100

—
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Fig. 2.10 — Tra¢ao uniaxial do concreto (Peterson, 1981).

Na Fig. 2.11, Chen (1982) apresenta a tipica curva tensdo-deformag¢ao uniaxial para a falha do

concreto simples submetido a tragdo e a compressao.

o

Work Perfect
hardening plasticity
c D Ductile

B e o e et
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Tension ¢
Brittle i la—g? -.-|..—¢r—.-| Compression
Cracking

Fig. 2.11 — Curva tensdo-deformagao nos regimes pré e pos-falha (Chen 1982)
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Para a falha a tragdo o comportamento do concreto seria basicamente linear elastico até a
carga de ruptura. A maxima tensdo coincidiria com a maxima deformac¢do e ndo ocorreria

deformacdo plastica até o momento da falha.

Ja para a andlise da ruptura devido a compressdo, inicialmente o material exibiria um
comportamento quase linear até o limite de proporcionalidade no ponto “A”. Posteriormente
ocorreria 0 enfraquecimento progressivo pela microfissuragdo interna até o fim da regido
perfeitamente plastica “CD”, no ponto “D”. As deformacdes ndo lineares seriam, portanto,
basicamente plasticas, ja que ao se retirar a carga ocorreria reversibilidade da deformacao
total “€” apenas para as regides até o limite da por¢ao “c,”. De acordo com Chen (1982), as
regioes “AC” e “CD” correspondem exatamente aos fendmenos relacionados com o
comportamento de endurecimento plastico e eldstico perfeitamente plastico do material,
respectivamente. Sendo assim, a deformacdo total do material “€” poderia ser considerada

como a soma entre a deformacgao eléstica reversivel “c,” e a deformagdo plastica permanente

Pode-se dizer, portanto, que a resposta em deformacao do concreto pode ser separada em uma

componente recuperavel eldstica e uma componente permanente plastica.

Ainda segundo Chen (1982), a pratica assume que o concreto possui 0 comportamento
elastoplastico quando submetido ao esfor¢co de compressao e elastico fragil quando submetido

ao esforco de tracao.

Proenca (1988) aponta que o médulo de elasticidade do concreto depende de sua resisténcia a
compressao uniaxial e o coeficiente de Poisson tem um valor representativo aproximadamente

igual a 0,2, conforme apontado na Fig. 2.12.
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Fig. 2.12 — Coeficiente de Poisson (Proencga, 1988).

Para o concreto submetido a compressdo uniaxial com solicitagdes ciclicas, Chen ¢ Han
(1988) mostram na Fig. 2.13 que nas curvas de descarga ocorreria uma acentuada degradagao

da rigidez e consequentemente da resisténcia com o aumento das deformagdes.

=0 ksi

o c
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 —€,
in/in

Fig. 2.13 — Curva tensdo x deformagao para o concreto submetido & compressao uniaxial com
solicita¢des ciclicas (Adaptado de Sinha et al., 1964).

2.2.2 Comportamento do Concreto — Estado Biaxial

Na Fig. 2.14, Chen e Han (1988) apresentam a comparagdo de alguns resultados
experimentais obtidos por Kupfer et al (1969) e por Han ¢ Chen (1985) em relagdo a tensdo e

deformacao do concreto submetido a tensdes biaxiais de compressao.
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Fig. 2.14 — Resultados de experimentos em relagdo ao concreto submetido a compressao
biaxial (Adaptado de Kupfer et al,1969).

A partir dos resultados apresentados na Fig. 2.14 pode-se dizer que o comportamento do
concreto no estado biaxial depende da razdo entre as tensdes principais (62/61) e, ainda, que a

resisténcia do concreto a compressao biaxial ¢ maior que a obtida para a compressao uniaxial.

Pode-se perceber também que para compressao uniaxial ou biaxial, o encurtamento méaximo

ocorre em torno de 0,003 e o alongamento maximo varia de aproximadamente 0,002 a 0,004.

Sendo assim, considerando esses resultados, pode-se dizer que a ductilidade do concreto ¢

maior quando submetido a compressao biaxial do que a compressao uniaxial.
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Fig. 2.15 — (a) Tensao x Deformacao do concreto submetido ao esfor¢o de tragdo-compressao
biaxial (b) Tensdo x Deformagao do concreto submetido ao esfor¢o de tracao biaxial
(Adaptado de Kupfer et al.,1969).
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Na Fig. 2.15-a pode-se observar, a partir dos resultados obtidos por Kupfer et al. (1969), que a

\

resisténcia a compressdo biaxial seria reduzida de forma aproximadamente linear com o
aumento da tensao de trag@o e os valores de rupturas para as deformacgdes principais de tragao

e compressao diminuiriam.

Em relagdo a resisténcia do concreto a trag@o biaxial na Fig. 2.15-b, pode-se perceber que essa

seria praticamente igual a obtida para tra¢ao uniaxial.

Além disso, ambas as deformagdes principais maximas ocorreriam em torno de 0,08x107.

Proenga (1988) e Buchaim (2001) também apresentam alguns resultados experimentais

semelhantes para explicar o comportamento do concreto.
Proenca (1988) afirma, a partir de resultados mostrados na Fig. 2.16, que a resisténcia a

compressdo do concreto submetido a tensdes de compressdo biaxiais ¢ maior do que a

resisténcia obtida quando ¢ submetido a compressao uniaxial.
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Fig. 2.16 — (a) Tensdo x Deformacao do concreto submetido ao esfor¢o de compressao biaxial
(b) compressao-tragdo (c) tragao biaxial (Adaptado de Proenga, 1988).

Ainda de acordo com Proenga (1988), na Fig. 2.16-a, pode ser visto que o concreto quando
submetido a compressao biaxial ocorreria o0 aumento da sua ductilidade e quando submetido a

tracdo biaxial, na Fig. 2.16-c, ocorreria a reducdo. E na Fig. 2.16-b, submetido ao esfor¢o de
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tracdo-compressdao, ocorreria o decréscimo da resisténcia a compressdao de forma

aproximadamente linear com o acréscimo da tensdo de tragao.

Proencga (1988) aponta também que, para o estado de compressao biaxial proximo ao ponto de
resisténcia maxima ocorreria o acréscimo do volume com o acréscimo de tensdes, fendmeno
esse chamado de dilatancia. E que a ruptura do concreto para o estado de tragdo biaxial
ocorreria pela separagdo ortogonal a dire¢do de tracdo maxima ou de deformac¢do maxima.
Sendo essa, de fundamental importancia para o estabelecimento de critérios de ruptura e

mecanismos de ruptura do concreto.

A Fig. 2.17 apresenta resultados obtidos por Kupfer et al. (1969) em relagdo também a
deformagdo volumétrica do concreto submetido a compressdo biaxial. Os resultados
mostraram que inicialmente haveria uma redu¢ao da deformacao em torno de 75% a 90% da
tensdo ultima e, podendo apresentar uma possivel reversibilidade com o crescimento da
tensdo. Chen e Han (1988) afirmam, porém, que apesar de outros estudos apontarem que a
pasta de cimento ndo expande quando submetida a um esfor¢o de compressdo, essa expansao
volumétrica seria percebida quando misturada aos agregados. No entanto, esse aumento do

volume estaria relacionado com o aumento de microfissuras através da argamassa.
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Fig. 2.17 — Deformagao volumétrica do concreto submetido a compressao biaxial (Adaptado
de Kupfer et al.,1969).

Proenca (1988) também afirma que, devido aos vazios existentes na composi¢ao granular do
concreto, seria provavel que houvesse uma expansdo volumétrica nos estagios proximos a

ruptura.
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2.2.3 Comportamento do Concreto — Estados Triaxiais

A Fig. 2.18 apresenta resultados para um ensaio realizado em corpos-de-prova de formato

cilindrico em concreto submetidos a tensdes de compressao triaxiais.
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Fig. 2.18 — Curva Tensao x Deformacao do concreto submetido a compressao triaxial
(Adaptado de Palaniswamy e Shah, 1974).

Um aspecto a ser apontado em relagdo aos resultados obtidos seria em relagdo a realizagdo da
aplicacdo de tensdes de compressdo laterais constantes (62 = 63) € 0 aumento da tensdo axial
de compressdo (c1) até a ruptura do material. De acordo com Chen ¢ Han (1988), para os
diferentes valores de tensdo de confinamento (laterais) considerados, as deformagdes axiais e
laterais cresceriam até a ruptura num primeiro momento. No entanto, apds os valores das
tensdes laterais atingirem, aproximadamente, 4 ksi ou 27,6 MPa, as deformacdes axiais

reduziriam com o acréscimo de tensdes até a ruptura.

Além disso, Chen e Han (1988) comentam que ocorreram maiores deformagdes de ruptura
para corpos-de-prova submetidos a tensdes de compressdo triaxiais do que para corpos-de-
prova submetidos a tensdes uniaxiais. Tal fato ¢ constatado observando que o concreto
submetido as tensdes de confinamento laterais apresentou um consideravel nivel de

ductilidade antes da ruptura.

Chen e Han (1988) apontam, ainda, que apesar das diferencas entre o comportamento do
concreto submetido a tensdes uniaxiais de compressdo e triaxiais de confinamento, trés
estagios de deformacgdes sdo tidos como equivalentes de forma qualitativa para ambas as

situacdes, ou seja, linear elastico, inelastico e localizado.
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Proenca (1988) apresenta resultados

conforme pode ser visto na Fig. 2.19.
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Fig. 2.19 — Curva Tensao x Deformacao do concreto submetido a compressao triaxial
(Adaptado de Proenca, 1988).

Segundo Proenca (1988) o concreto pode apresentar diferentes comportamentos frageis
dependendo da tensdo de confinamento, ou seja, pode-secomportar de maneira plastica com
amolecimento ou plastica com endurecimento. Porém seus resultados apontariam um

acréscimo da resisténcia axial com o aumento da tensao de confinamento.

Na Fig. 2.20 Proenga (1988) apresenta resultados de ensaios considerando a pressdo
hidrostatica. Pode ser visto que a descarga ocorreria numa inclinagdo muito préxima a
inclinacdo do crescimento de carga. Isso eliminaria uma regido de baixos valores de

carregamento e a ruptura se daria pelo esmagamento do concreto.
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Fig. 2.20 — Comportamento do concreto quando descarregado (Adaptado de Proenca, 1988).

Segundo Kang e Bittencourt (1998), podem ser apontados dois tipos comuns de fratura em

corpos de prova de concreto submetidos a compressao triaxial. No primeiro modo a fissuragao
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ocorreria em duas dire¢des, no segundo modo numa unica direcdo, dependendo da tensao de

confinamento.

2.3 Comportamento do Aco

Para a analise do comportamento do ago utilizados em elementos de concreto armado, pode-
se levar em consideracao apenas sua resisténcia a esfor¢os axiais, uma vez que se trata de um
material isotropico com comportamento a tracao praticamente idéntico a compressdo. Ha dois
tipos de agcos mais comumente adotados na engenharia civil, os laminados a quente e os
encruados a frio. O que diferencia o comportamento desses dois tipos de ago é exatamente a

forma como sdo fabricados.

No diagrama tensdo-deformagdo de um ensaio de tra¢do uniaxial, para o primeiro tipo de ago
obtido pela laminag¢do a quente, conforme mostra Fig. 2.21-a, ¢ possivel perceber que o
mesmo apresentaria uma fase eldstica linear na qual as deformagdes crescem de maneira
proporcional a medida que as tensdes aumentam. Ou seja, nesse trecho o ago apresenta um
comportamento perfeitamente eldstico. Em seguida ocorreriam grandes deformacgdes para
pequenos acréscimos em relagdo a tensdo do limite de escoamento. Esse trecho ¢ denominado
patamar de escoamento. Posteriormente ocorrem grandes deformagdes e finalmente a

estriccdo da secdo com a consequente ruptura do material.
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Fig. 2.21 — Curvas tensao-deformagao tipicas do ago (a) com laminagao a quente (b) encruado
a frio
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No segundo tipo de ago, encruados a frio, o comportamento ¢ semelhante se diferenciando
apenas pela auséncia de patamar de escoamento, como pode ser visto na Fig. 2.21-b. Apos o
limite de escoamento o diagrama se torna curvilineo com deformacdes crescentes até a
ruptura do material. E um comportamento semelhante a outros materiais metalicos, como o

aluminio por exemplo.

Stramandinoli (2007) aponta que, geralmente, os modelos adotados para representar o
comportamento do aco sdo considerados iguais para a tracdo e compressdo, apesar de serem
observadas algumas diferengas, e que apresentam menor complexidade quando comparados
aos modelos utilizados para o concreto. Trés modelos mais comumente adotados podem ser
citados. O modelo elasto-plastico perfeito, o modelo elasto-plastico com endurecimento e os
modelos trilineares, conforme apresentado na Fig. 2.22.
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Fig. 2.22 — (a) Modelo Elasto-Plastico Perfeito (b) Modelo Elasto-Plastico com
Endurecimento Linear (¢) Modelo Trilinear (Adaptado de Stramandinoli, 2007).

Chen (1982) explica que o ago se comporta aproximadamente como um material
perfeitamente plastico. E que, considerando a sua grande importincia na composi¢do do
concreto armado em estruturas, a maior parte dos estudos que tratam do comportamento
inelastico do concreto armado admite um comportamento eléstico perfeitamente plastico do

aco quando submetido a esfor¢os de tragdo e compressdo, conforme representado na Fig. 2.23.
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Fig. 2.23 — Modelo constitutivo do ago idealizado — Elastoplastico perfeito.



25

Bono (2008) também aponta que a representacao elasto-plastica perfeita ¢ a mais adotada para

0 aco e em segundo o modelo elasto-plastico com endurecimento linear.

As armaduras em pecas de concreto armado modeladas pelo MEF, conforme aponta
Stramandinoli (2007), podem ser inseridas considerando-se trés maneiras diferentes. Pelo
chamando modelo distribuido, indicado quando a armadura estd uniformemente distribuida no
concreto nas duas direcdes e por isso o elemento de armadura ¢ considerado sobreposto ao
elemento de concreto e suas espessuras sdo consideradas equivalentes, assim como suas
propriedades como o moédulo de elasticidade nas duas diregdes ortogonais. H4 também o
modelo discreto no qual a armadura ¢ modelada a partir de elementos de barra
unidimensionais coincidindo seus nés com os nés do elemento de concreto. E por tltimo o
modelo incorporado, em que a armadura ¢ representada de uma maneira discreta dentro do

elemento, situando-se em qualquer posigao.

Com isso, os deslocamentos seriam determinados nas extremidades da armadura a partir dos
deslocamentos nodais e sua rigidez transferida para os nés do elemento pela transformacao de

coordenadas.

2.4 Modelos para a Analise Nao Linear do Concreto

Bono (2008) explica que a maior parte dos modelos constitutivos leva em consideragdo o
comportamento macroscopico do material a partir da relagdo tensdo-deformagdo, porém
negligenciam o mecanismo microscopico do comportamento. E, considerando a nivel

macroscopico, os modelos podem ser classificados em trés tipos.

O primeiro tipo ¢ baseado na teoria da elasticidade, no qual as tensdes e deformagdes sdao
reversiveis, sendo esse o primeiro, historicamente, a ser utilizado para andlises de estruturas
de concreto armado. O segundo tipo baseado na teoria da plasticidade, que consideram as
tensOes imediatas e irreversiveis, geralmente adotado para descrever o comportamento

inelastico dos materiais, inicialmente utilizados para metais e materiais geotécnicos. E por
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ultimo, os modelos baseados na mecanica da fratura e do dano, adotados para materiais

frageis, como o concreto, partindo do principio fisico do crescimento gradual de fissuras.

O comportamento ndo linear global do concreto ¢ observado devido ao fendmeno de
fissuragdo e as demais caracteristicas do material quando se considera uma analise mais
realista dessas estruturas submetidas a carregamentos crescentes. A fissuracdo progressiva
provoca a perda de rigidez do concreto, que deve ser considerada nos modelos tedrico-
matematicos desenvolvidos para representar a ndo linearidade do comportamento do material.

Modelos baseados na Teoria da Plasticidade tém sido empregados.

A Teoria cléssica da Plasticidade, originalmente desenvolvidos para os metais, ¢ alternativa
adotada para representagdo do comportamento do concreto a nivel macroscopico, devido as
similaridades apresentadas em relagdo ao comportamento de ambos os materiais nesse
sentido. No entanto, 0 mesmo ndo ocorre em relagdo ao comportamento a nivel microscopico
devido as diferengas apresentadas em suas estruturas internas. As deformagdes plésticas
geradas pela microfissuracdo no concreto podem ser representas adotando-se a teoria da
plasticidade, porém a mesma niao ¢ capaz de simular a degradagdo da rigidez no
carregamento, assim como sua recuperagdo nos descarregamentos. Nesse caso, modelos
baseados na Mecénica do Dano s3o mais apropriados para simular o comportamento do
concreto, ja que se baseiam na teoria de que tal comportamento ¢ afetado diretamente pelo

nivel de fissura¢do do material.

De acordo com Lemaitre (1992), a Mecéanica do Dano Continuo considera que a resposta ndo
linear dos so6lidos, de modo macroscdpico, ocorre devido a processos irreversiveis em sua
microestrutura. Esses processos podem ser, por exemplo, o escorregamento relativo entre
cristais, as perdas de coesdo, alteracdes da porosidade, etc., que sdo originados a partir de
microdefeitos ou vazios ja existentes e considerados o dano inicial do material. Assim,
considera-se que o comportamento do material ¢ afetado por uma varidvel que mede o nivel
de fissuragdo interna do material que depende apenas do estado atual da microestrutura,

caracterizado por um conjunto de parametros internos do modelo de dano.

J4 os modelos que se baseiam na Mecanica da Fratura para representar o concreto, consideram

a previsao da evolucdo das fissuras macroscopicas no concreto. No entanto, a introdugdo de
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um critério de resisténcia deve ser adotada como complemento, j4& que no concreto uma
grande zona de fissuras distribuidas cresce e dissipa energia antes que uma trinca maior possa

se formar e propagar.

Nos préximos itens sdo apresentadas, com mais detalhes, as formulagdes para modelos de

ruptura baseados na Teoria da Plasticidade.

2.5 Formulacao para os Modelos de Ruptura do Concreto

Para melhor compreensao da superficie de ruptura do concreto, diversos critérios t€ém sido
propostos. Em Chen e Han (1988) e Chen (1982) ¢ apresentado alguns critérios classificados
de acordo com o niimero de constantes do material, podendo chegar a até cinco parametros
existentes em suas respectivas equagdes. O entendimento desses critérios depende de alguns

conceitos que serdo brevemente comentados nos itens a seguir.

2.5.1 Invariantes de Tensao: Interpretacio fisica e geométrica

Considerando a complexidade do comportamento estrutural do concreto, muitos estudos
foram realizados ao longo dos anos com o objetivo de estabelecer algumas equagdes
constitutivas para o material que melhor representassem as caracteristicas especificas do seu

comportamento.

A maior parte dos modelos estabelecidos para o concreto se fundamenta nas caracteristicas da
sua superficie de ruptura. Partindo-se da hipdtese simplificadora de que o concreto é um
material isétropo, € possivel estabelecer um critério de ruptura a partir de uma fun¢ao do
estado de tensdes, independente do sistema de coordenadas adotado. Sendo assim, o critério
pode ser representado considerando as tensdes principais, conforme apresentado na Eq.(2.7),

adotando-se a nota¢do de von Karman.
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f(oy, Oy, 0,) =0 (2.7)

A representacdo do estado de tensdo de um ponto qualquer do material ¢ realizada a partir das
tensdes principais e cisalhantes, que sdo componentes do tensor de tensdes. As tensdes
cisalhantes s3o, por definicdo, nulas sobre um plano principal. O estado de tensdes ¢

representado pela Eq. (2.8).

Ti = on; - Gi]-n]- = on; - O'i]'n]' = O'n]' 81] (Gi]' - G&i]')nj =0 (28)

Onde:

Ti= Vetor de tensdes [Tx, Ty, Tz ] esta relacionado com a formula de Cauchy (a;;n;);

o = Tensao principal;

n= Dire¢do principal de uma tensao no plano;

cij = Tensor de tensoes;

dii= 0ji = Delta de Kronecker ou tensor identidade de 2°ordem (Seu valor ¢ igual a 1(um), se

i=j e 0 (zero), se i#)).

A Eq. (2.8) pode ser também representada a partir de um sistema de equagdes, conforme

apresentado na Eq. (2.9).
(O'x - O-) Txy Txz nq 0
Tyx (o) = 0) Tyz {nz} = {0} (2.9)
Para que esse sistema de equagdes lineares e homogéneas apresente uma solugdo nao trivial, &

necessario que o determinante da matriz dos coeficientes se anule, conforme Eq. (2.10).

(Gx - G) Txy Txz

W (op—0) 1, [=0 (2.10)
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A partir desse determinante ¢ possivel obter o seguinte polindmio cubico mostrado na Eq.

@2.11).

03 —Lo2+1,0—13=0 (2.11)
Onde:
[} =0y + 0y + 0, (2.12)
I, = (040, + 0,0,+ 0,0,) — T2, — T2, — T2
2 Xy yYz xVz Xy vz ZX
_ Ox TXY Ox Txz Gy Tyz (2.13)
Tyx Oy Tzx Oz Tzy Oz

Ox Txy Txz
— 2 2 2 — ..
[3 = 040y0, + 2Ty Ty Tyy — OxTy; — OyTyy — Oy Txy = Tyx Oy Tyz|=det ojj (2.14)
Tzx sz 0z

Esses coeficientes do polindmio sdo chamados de invariantes de tensdo, uma vez que seus
valores permanecem os mesmos, independentemente do referencial do tensor considerado, ou

seja, de uma possivel redefinicdo do sistema de coordenadas.

Um tensor de tensdes simétrico pode ser decomposto em duas parcelas, a chamada parcela
esférica ou hidrostatica e a parcela denominada anti-esférica ou desviadora, conforme

representado na Eq. (2.15).

Ojj = Sij + omb;; (2.15)

Onde:

Si=Parte anti-esférica ou desviadora do tensor de tensdes, representa o estado de cisalhamento
puro;

om Oij = Parte esférica ou hidrostatica, sendo que om representa a tensdo média de um estado
puramente hidrostatico;

dij= Tensor identidade (Delta de Kronecker).
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A parte desviadora e a hidrostatica podem ser obtidas a partir das Egs. (2.16) e (2.17),

respectivamente.
(Gx - Gm) Txy Txz
Sl] Oij 0_mésij = Tyx (GY - Gm) Tyz (2.16)
Tzx sz (GZ - 0-m)
om O 0
omSj [ 0 onm O ] (2.17)
0 0 op
Onde:
1 1
Om = g(cx + oy + Gz) = 0ij =3 Iy (2.18)

Os invariantes de tensdo da parcela anti-esférica podem ser obtidos de forma similar ao

apresentado para o tensor de tensdes, conforme mostra Egs. (2.19) e (2.20):

S
Sij = 05 — OmSy =[Sy — (G5 — om 8y)| = 0 = ||Sy — s8] = 0 (2.19)

A partir desse determinante ¢ possivel obter o seguinte polindmio cubico mostrado na Eq.

(2.20).

s —J1s? +Jps—J3=0 (2.20)
Onde:
]1 :Sii:SX+Sy+SZ:0 (221)
Lo, 2.
J2 =§(Sx +Sy+SZ) =
(2.22)

1 2 2
= g [(GX - GY) + (Gy - Gz) + (Gz - GX)Z] + T)z(y + Tflz + T%x

Sx  Txy Txz
Tyx Sy Tyz
Tzx Tzy Sz

1

J3 = 3 SiSjkSkj = (2.23)
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As Egs. (2.21), (2.22) e (2.23) sao os invariantes de tensao da parte anti-esférica do tensor de

tensoes.

Como a unica diferenca entre o tensor de tensdo cij € o tensor correspondente a parte anti-
esférica Sj ¢ a parcela esférica om 9ij, pode-se concluir que suas dire¢des principais sao as

mesmas.

Portanto, quando os eixos do plano coincidem com as diregdes principais, os invariantes de

tensao sdao determinados por meio das Egs. (2.24), (2.25) e (2.26).

Ji=sii=sx+tsy+s,=0 (2.24)
1, 2 2 1 2 z 2
J2 ZE(SX +Sy+SZ) 25[(GX_GY) +(GY_GZ) + (0~ 0%) ] (2.25)

1
Js =3 (5% +57 +57) = 58y, (2.26)
De acordo com Chen e Han (1988) os invariantes de tensdo da parte anti-esférica do tensor de

tensdes podem também ser representados em fungdo dos invariantes de tensdo I, I e I3,

conforme mostrado nas Egs. (2.27), (2.28) e (2.29).

J1=0 (2.27)
1 2
J, = 5(11 —31,) (2.28)
1 3
Jz = 27 (2I{ =941, + 2713) (2.29)

Para a determinagdo das raizes do polindmio apresentado na Eq. (2.11), a seguinte

decomposic¢ao da tensao principal mostrada na Eq. (2.30) deve ser levada em consideracao.

0=0y,+0 (2.30)

Se om € igual a 11/3, conforme ja apontado na Eq. (2.18), substituindo-se na Eq. (2.11) tem-se:
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(hy+0) -1 (ty+0) + (" +0) Lm0 e

Tal polindmio resulta na Eq. (2.32).

. ( _1y ) (1211/3 _ 215/27 _ 13) 55 —,6-J3=0 (232

Fazendo-se 6 = rcos0 tem-se:

(rcosB)® —J,(rcos®) —J; =0 -~ |cos30 —l—zz(COSG) —1{—33 =0 (2.33)

A Eq.(2.33) apresenta semelhanga com a expressao trigonométrica apresentada na Eq. (2.34).
39 _ 3 1 _
cos>0 — Z(cose) ~2 (cos360) =0 (2.34)

A partir disso é possivel obter os valores correspondentes para cada termo da Eq. (2.33).

2 _3 4 2\/_

2=z 7= —]2 (2.35)
kY 3 2.36
V3 3° 3v3 (2:30)

1 Ja 45 _3V3
ZCOS39 =537 cos30 = = TIST (2.37)

Considerando que r e cos360 sdao também invariantes € que o cosseno se limita entre [-1,1],

tem-se:

—1<cos36<1 (2.38)



33

0<30<m (2.39)

0<8<"/3 (2.40)

Sabendo-se que o0 cosseno apresenta uma natureza ciclica de cos(30 + 2n) e considerando

n=1, trés valores para “0” podem ser obtidos a partir das Eqgs. (2.41) e (2.42) a seguir.
8 =6 (2.41)
0 =0, + (21/3) (2.42)

Finalmente, a partir dessas consideracdes torna-se possivel obter as raizes do polindmio

apresentado na Eq. (2.11), conforme apresentado na Eq. (2.43).

) 0, Om 0, Om 5 cos0
[52 - [02] - [om [02] = |Om|+—=l2|c0s(8 — 21/3)|  (243)
S3 O3 Om O3 Om V3 cos(0y + 2m/3)

As raizes sdo entdo obtidas considerando 0; = 0, = 03 ¢ outra condigdo, apresentada na Eq.
(2.44), ¢ acrescentada para a resolugcdo do sistema homogéneo e determinagdo das direcdes
principais. Essa condicdo corresponde a relacdo fundamental da trigonometria para o caso 3D,

expressa em funcdo dos cossenos diretores.

nf +nf+nj=1 (2.44)

De acordo com Chen e Han (1988), a utilizagdo dos invariantes de tensdao pode ser a forma
mais apropriada para representar um critério de ruptura, conforme mostra Eq. (2.45), visto que

em analises contendo tensdes multiaxiais, essa representacdo torna-se bem complexa.

f (11, J2,J3)=0 (2.45)
Onde:
I = Primeiro invariante do tensor de tensdo cij
J2 = Segundo invariante do tensor de tensdo anti-esférico sij.

J3 = Terceiro invariante do tensor de tensdo anti-esférico sij.
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Essa formulacdo permite obter uma interpretagcdo simplificada, independente das propriedades
do material, por isso ¢ considerada uma forma geral de representacdo, de acordo com Chen e

Han (1988).

Para realizar-se uma interpretacdo fisica das tensdes principais € necessario abordar o
conceito de tensdes octaédricas. Um plano octaédrico de tensdo, segundo Chen e Han (1988),
¢ um plano cujas dire¢cdes normais possuem o mesmo angulo de inclinagdo com cada um dos

eixos principais de tensdes. Sendo assim tem-se:

Il
+

“| %

nf+ni+nf=1—>n =n,=n3;=n — 3n’=1 —|n (2.46)

Pela formula de Cauchy, Eq. (2.47), ¢ possivel obter a tensdo octaédrica conforme

apresentado na Eq. (2.48).

On = O3 Nj| — Oy = 01N4 Nq +0,N; Ny +03N3 N3 (2.47)

1 1
Ooct = O1Nf+0,n3+03n3 = §(01 + 02 +03) =[Ot = §I1 =0m (2.48)

A tensdo normal octaédrica €, portanto, igual a tensdo média normal ou tensdo hidrostatica.
A tensdo de cisalhamento octaédrica, também chamada de tensdo transversal em um plano

octaédrico pode, entdo, ser deduzida a partir da Eq. (2.49).

Of = 03¢t + Toct (2.49)

Onde:

1
of = (0101 Ny +0,N, Ny +0303n3)% = 3 (0f + 05 +03) (2.50)
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2
1 1
Ogct = <§ (0 + 0, + 03)) = 5(01 + 0, + 03)? (2.51)

Substituindo-se (2.50) e (2.51) na Eq. (2.49) obtém-se:

1 1
Tgct = Gizj - cht Tgct = 5(0% + G% + 0%) - 5(01 + 0, + 03)2 =

(2.52)
=||tyetl = 2z
oct 3

Elevando-se a tensdo de transversal octaédrica ao cubo obtém-se a relacdo apresentada na Eq.

(2.53).

2, 2V2
Ta=3 — TaTi I3/ (2.53)

Substituindo-se o termo ]§ /2 da Eq. (2.53) na correspondéncia apresentada entre o invariante
J3 de tensdo da parte anti-esférica e a relag@o trigonométrica da Eq. (2.37), pode-se definir a
tensdo octaédrica cisalhante considerando o angulo de Lode (8), que é o angulo de

similaridade entre as tensdes num plano tridimensional, conforme mostra a Eq. (2.54).

3v3 J3 V2];
c0s30 = ——— —[c0s30 = 2.54
2 ]3/2 Toct 234)

A interpretacdo fisica permite concluir que a tensdo octaédrica (g,.;), a tensdo cisalhante
octaédrica (t,.;) € o angulo de Lode (8), podem também ser adotados alternativamente no

lugar dos invariantes de tensdo I1 e J2 para representar uma superficie de ruptura.

O estudo dos critérios de falha pode também ser facilitado considerando a representacao
geométrica tridimensional do estado de tensdes em um dado ponto “P”, tendo como eixos as

respectivas tensdes principais G1, 62, € 63, como pode ser visto na Fig. 2.24.
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o plano desviador
1 1 T, +0_ +07, =constante
I ) 3

e, 3Gy 1S, )

eixo hidrostatico
6, =0,=0,

G2

Fig. 2.24 — Decomposicao das tensdes no espaco de tensdes principais
(Adaptado de Da Silva, 2003).

Esse espaco de tensdes, adotado para materiais considerados isotropicos, ¢ chamado de
Haigh-Westergaard e suas coordenadas sdo fun¢des da tensdo hidrostatica, das tensdes

desviadoras e do angulo de similaridade.

O vetor OP representa, portanto, um estado de tensdo nesse espaco. E o eixo representado pela
diagonal ON ¢ chamado de eixo hidrostatico com angulos equivalentes em relagdo aos trés
eixos (o1=02=03). Com isso, pode-se dizer que os pontos sobre essa diagonal representam um
estado de tensdo puramente hidrostatico, o que significa que as tensdes anti-esféricas ou
desviadoras sdo nulas. Todos os planos perpendiculares a diagonal ON sio chamados planos
desviadores ou anti-esféricos. Quando um plano anti-esférico passa pela origem do sistema de
coordenadas, ou seja, 61=62=03=0, ¢ chamado plano 7 ou plano de Nadai. Todos os pontos

pertencentes ao plano de Nadai correspondem a um estado de cisalhamento puro.

O estado de tensdo, representado pelo vetor OP pode, assim, ser decomposto na direcdo do
eixo hidrostitico (ON), nomeado vetor "€", e na direcdo perpendicular a esse eixo (NP) ou

(P2

direcdo desviadora, chamada de “p”, como apresentado na Eq. (2.55).

P=NP+ O (2.55)

O vetor n que direciona o eixo hidrostatico pode ser dado pela Eq. (2.56).
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[1 1 1] (2.56)

“| %

Entdo ON que é a parcela hidrostatica do estado de tensdo, pode ser definida pela Eq. (2.57).

- (Be Ter )

O—=E= P'r_1=(0'161+0282+0'363) 3e1+ gez+3

(2.57)

V3 —
(o1 + 0, +03) =?(I1) — ||ON| = V3 0, = V3 0

<| G

Com isso o vetor NP, que ¢ a parcela desviatoria do estado de tensdo, pode ser expresso pelo
vetor do estado de tensdo OP considerando a retirada da parcela hidrostatica, conforme

mostrado na Eq. (2.58).

_ I
P=0P—- ON=[01 O 03]—53[1 1 1]=|

NP=[s1 Sz s3]| (2.5

O quadrado do moédulo da projecdo NP esta relacionado com a componente cisalhante da

tensdo octaédrica, como mostra a Eq. (2.59).
(NP)? =r? =57 + 55 + 5§ = 2], = 315 (2.59)

O angulo de similaridade ou angulo de Lode (8) pode ser também analisado geometricamente

considerando a visualizacdo do sistema de referéncia sobre o plano de Nadai, ou seja, o ponto

“N” coincidindo com a origem “O” do sistema de referéncia. O vetor NP poderia ser obtido

considerando a Eq. (2.60).
NP -i = r cos® (2.60)

Onde:

i= ?(Zel —e,—e3) (2.61)
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Substituindo a Eq. (2.61) na Eq. (2.60), tem-se:

V6
[sq + s5 + s3] e (2e; —e, —e3) =rcosb = \/E\/ECOSG (2.62)
Logo:
V3
cosO = (254 — sy —s3) 263
641 (2.63)

Considerando que no plano de Nadai s; +s, +s;3 =0, o angulo de Lode (6) pode ser

definido pela Eq. (2.64).

cosO =

V3
51 (2.64)
612

Substituindo a Eq. (2.64) na identidade trigonométrica Eq. (2.65) chega-se a uma ultima

relacdo para o angulo Lode apresentada na Eq. (2.66).

cos 30 = 4co0s?0 — 3cos0 (2.65)
3
cos39—4<\/§s> 3<\/§S>—3\/§ s —>C059_\/§]3 (2.66)
- "1 - T 21T T o5 372 - .
61/12 6./12 2 32 30

A partir dessas interpretacdes geométricas, ¢ possivel dizer que o estado de tensdo,
representado pelo ponto P (o1, 62, 63), pode também ser caracterizado pelas coordenadas "¢",

Gip’Q e ‘49’9.
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2.6 Modelos de Ruptura do Concreto

Diversos estudos experimentais foram realizados com o objetivo de se definir as
caracteristicas da superficie de ruptura do concreto e, a partir disso, foram propostos alguns

modelos sendo alguns abordados no presente item.

De acordo com Chen e Han (1988), considerando a dependéncia do concreto em relagdo a
pressdo hidrostatica, a forma da sua superficie de ruptura, em um espago de tensdes
tridimensional (espaco de tensdes de Haigh-Westergaard), pode ser representada através das
secOes transversais dessas superficies nos planos anti-esféricos, a partir dos chamados
meridianos curvos. Os planos anti-esféricos ou desviadores que contém o eixo hidrostatico

sdao chamados de planos meridianos.

A partir do plano meridiano, representado na Fig. 2.25, € possivel perceber que os meridianos
se iniciariam a partir de um ponto de falha para uma dada tensdo hidrostatica positiva e
cresceriam com o acréscimo de tensdo hidrostatica na direcdo negativa do eixo, ja que a

tensdo hidrostatica pura ndo pode causar a falha do material.

P A

Meridiano de Compressao (Pc)

Meridiano de Corte (Ps)

Meridiano de Tragdo (PV) -

Fig. 2.25 — Meridianos da superficie de falha (Chen e Han, 1988).

Onde, conforme ja mencionado:

"&"=vetor na direcdo do eixo hidrostatico;

¢ 9

p”’=vetor na dire¢do perpendicular ao eixo hidrostatico ou na dire¢ao desviadora.

A Fig. 2.26 apresenta as caracteristicas basicas da superficie de falha do concreto, na qual

p’ remeteria ao meridiano de tragdo, “pc” ao meridiano de compressdo e “ps” ao de

cisalhamento do material. Essa seria a se¢ao da superficie de falha no plano anti-esférico e os
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angulos de similaridade dos meridianos satisfazem a condi¢ao pt <ps<pe., sendo iguais a 6=0°,

6=30° e 6=60°, respectivamente.

Fig. 2.26 — Secao da superficie basica de ruptura do concreto no plano anti-esférico (Chen e
Han, 1988).

Para um material isotropo, devido a existéncia de uma tripla simetria, a escolha dos eixos (o1,
02, 63) sera arbitraria, tornando possivel considerar somente um setor 0°<30°<60° num plano

anti-esférico, ja que os outros trechos poderao ser determinados simetricamente.

De acordo com Chen e Han (1988), ainda, as se¢des das curvas de ruptura do concreto no
plano anti-esférico apresentam alteragdes na forma de seus tracos, sendo quase triangulares
para a regido de tracdo e pequenas tensdes de compressdo e apresentando uma forma
abaulada, proxima a circular, para valores de tensdes de compressdo mais elevadas com o

acréscimo de &, ou seja, para altas pressoes hidrostaticas.

Além disso, as se¢des sdo convexas, dependentes do angulo do angulo 6 e apresentam razao
Pe/pc crescente com o aumento das pressdes hidrostaticas, estando cerca de 0,5 proximo ao

plano de Nadai () e atingindo um maximo de 0,8 proximo da pressao hidrostatica igual a & =

—7f".

Conforme ja comentado no item anterior, segundo Chen ¢ Han (1988) e Chen (1982) os
modelos podem ser classificados de acordo com o nimero de constantes do material que
aparecem nas expressoes dos critérios de ruptura e podem chegar a até cinco. A Fig. 2.27

mostra alguns dos principais modelos existentes.
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Fig. 2.27 — Modelos de falha (Chen e Han, 1988).

Para os modelos com um parametro, de acordo com Chen e Han (1988) e Chen (1982), pode-
se apontar os critérios de Tresca e o de von Mises que foram concebidos inicialmente como
critério de ruptura para metais, e foram também utilizados nas primeiras analises para o
concreto submetido a tensdes de compressdo pelo MEF. Esse tipo de superficie de ruptura ¢

independente da pressao hidrostatica.

Portanto, para considerar a baixa resisténcia a tracdo do concreto seria necessario unir esses

critérios com a superficie de tensdo méxima principal.

J& para os critérios de dois pardmetros os modelos de Mohr-Coulomb e o de Drucker-Prager
sdo apontados e, de acordo com Chen e Han (1988), apresentam superficies mais simples de
ruptura e dependentes da pressdo hidrostatica sendo a superficie de Mohr-Coulomb adotada
com mais frequéncia para analisar o comportamento do concreto, € a superficie de Drucker-

Prager usualmente adotada para solos.
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Explicam, ainda, que a superficie de Drucker-Prager apresenta dois problemas basicos
relacionados com modelagem do concreto. A relagdo linear entre a tensdo octaédrica (0,.;) ©
a tensdo cisalhante octaédrica (7,.;), como pode ser visto na Fig. 2.27, e a independéncia em

relacdo ao angulo de similaridade (6).

Portanto, para o concreto, principalmente quando submetido a altas tensdes de compressao,
esses modelos, por apresentarem linhas retas como meridianos, ndo sdo considerados

adequados para descrever sua ruptura de modo preciso.

Para os modelos de trés parametros as superficies de Bresler-Pister e Willam-Warnke sdo
apresentadas. O primeiro modelo ¢ uma generalizacdo da superficie de Drucker-Prager e
apresenta uma relagdo parabdlica entre a tensdo octaédrica (o,.) € a tensdo cisalhante
octaédrica (7,.), porém as secdes transversais no plano anti-esférico sdo independentes

angulo de similaridade (6).

A primeira versao da superficie de trés parametros, desenvolvida por Willam-Warnke,
apresentava uma relagdo linear entre tensdo octaédrica (o,.;) € a tensdo cisalhante octaédrica
(Toct), porém as segdes transversais no plano anti-esférico eram dependentes do angulo de

similaridade (0), de acordo com Chen e Han (1988).

Finalmente os modelos de quatro parametros de Ottosen e Hsieh-Ting-Chen e o modelo de
cinco parametros de Willam-Warnke que, segundo Chen e Han (1988), apresentam relacao
parabdlica entre a tensdo octaédrica (o,.;) € a tensdo cisalhante octaédrica (7,.;) € também
dependéncia com o angulo de similaridade (8). Sao considerados os modelos mais refinados,
pois reproduzem todas as mais importantes caracteristicas da superficie triaxial de ruptura do

concreto.
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2.6.1 Modelos de Ruptura com Um Parametro

Nesse item sdo discutidos com mais detalhes as caracteristicas de cada modelo de ruptura com

um parametro.

a) Critério da tensdo normal maxima de tracdo (Rankine)

O critério de Rankine, desenvolvido em 1876, considera que uma ruptura local ocorreria no
momento em que a maior tensdo principal atingisse o valor da resisténcia a tracao simples (co)
do material. Com isso o critério poderia ser expresso a partir as relagdes apresentadas na Eq.

(2.67).
61S00 025060 0300 (2.67)
Adotando-se as variaveis (¢, p,0) ou (I3, /,, 8) a superficie de falha pode ser completamente

descrita, a partir da variacdo do angulo de similaridade 0°<8 <60°, e das Egs. (2.68) ou

(2.69).

f(&p,0) =V2pcosd + § =V3a; =0 (2.68)
f(11,]5,6) = 2,/3], cosd + I, — 30, = 0 (2.69)

Onde:

0= Resisténcia a tragao simples

Na Fig. 2.28 pode-se visualizar o plano meridiano para o critério de Rankine, onde para 6=0°
tem-se o meridiano de tragdo e para 6=60° o de compressao, ¢ a forma da se¢do transversal da

superficie de ruptura no plano de Nadai (1), ou seja, £ = 0.
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() (b)

Fig. 2.28 — (a) Plano Meridiano do critério de Rankine e (b) Secao transversal no plano de
Nadai (rr) (Adaptado de Chen e Han, 1988).

b) Critério deTresca

O critério proposto por Tresca, em 1864, ¢ também um dos modelos com um parametro e
independente da pressdo hidrostatica. Esse € o primeiro critério de escoamento proposto, na

histéria, para os metais considerando um estado combinado de tensdes.

De acordo com Chen e Han (1988), o critério sugere que a superficie de ruptura para metais e
para o concreto submetido a altas pressdes hidrostaticas seria definida a partir da maxima
tensao cisalhante. O valor critico (k) seria definido pela metade do maior valor absoluto entre

as diferengas das tensdes principais em pares, conforme apresentado na Eq. (2.70).

1

Méx(§|ol—cz|, §|02—o3l, §|03—01I)=k (2.70)

Considerando os invariantes de tensao (I,],,0) ou (§, p,0) a superficie de falha de Tresca

pode ser escrita a partir das Egs. (2.71) e (2.72).
1
f(J,,0) = \/Esen (9 + §‘I‘[) —k=0 (2.71)

f(p,0) = psen (6 + %1‘[) —V2k=0 (2.72)
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Como a superficie de ruptura ¢ independente da pressdo hidrostatica, idependem, portanto,
das variaveis I; e €, dando origem a uma superficie cilindrica cuja geragdo ¢ paralela ao eixo

hidrostatico e no plano anti-esférico possui a forma de um hexagono.

A Fig. 2.29 ilustra a forma hexagonal da superficie de ruptura proposta pelo critério de

Tresca.

+0

-0 0 9

3

Fig. 2.29 — Superficie de ruptura de acordo com o critério de Tresca (a) para o caso plano (b)
para o caso tridimensional.

¢) Critério de von Mises

De acordo Valliappan (1981), em 1913, von Mises desenvolveu a formulacao desse critério de
escoamento com base na teoria da energia de distor¢do, ou seja, a partir da tensdo de
cisalhamento octaédrica. Adotar essa variavel chave foi a conveniente alternativa encontrada

para descrever o escoamento de materiais que sdo independentes da pressao hidrostatica.

O escoamento ocorreria, de acordo com Chen e Han (1988), no momento em que a tensdo de

cisalhamento octaédrica atingisse um valor critico k, conforme apresentado na Eq. (2.73).

2 2 >
T = [3)2= |3k — fJz) =], —k*=0 (2.73)

1
J2= 3(01 —0)* + (0, — 03)° + (05 — 0¢)? (2.74)

Como:
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A Eq. (2.73) pode ser escrita em termos de tensdo principal, como pode ser visto na Eq.

(2.75).

(01 — 02)* + (0, — 03)% + (03 — 071)% = 675 (2.75)
Onde:

Tesc=1ensdo de escoamento em cisalhamento puro.

Para um caso uniaxial, com o0; = 0y = 0,5, € 0, =03 =0, o valor de 7,5 pode ser

determinado considerando a Eq. (2.76).

V3o,
Tesc = 3esc (2.76)

Onde:

O.sc=Tensdo de escoamento na tragdo simples.

A Eq. (2.73) pode ser relacionada com a forma mais apropriada para representar um critério

de ruptura, conforme apontado na Eq. (2.45), e representa um cilindro circular ou uma elipse,

no qual sua interse¢do com o plano anti-esférico ¢ um circulo de raio p = V27,4,

Graficamente a elipse de von Mises circunscreve o hexagono do critério de Tresca se a

relacdo entre a tensdo de escoamento no estado cisalhante (7,5.) de ambos ficar em torno de

2

5= 1,15. E se ambos obtiverem o mesmo valor de “7,g.

hexéagono.

2

a elipse ficard inscrita ao

A Fig. 2.30-a ilustra a elipse do critério de von Mises e a Fig. 2.30-b corresponde a uma
representacdo da elipse de von Mises circunscrevendo o hexagono de Tresca. Ambos estdo

representados pela intersecdo da forma cilindrica com a coordenada do plano o3 = 0.
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Fig. 2.30 — Superficie de ruptura de von Mises (a) para o caso plano (b) superficie de von
Mises circunscrevendo a de Tresca para o caso plano (Adaptado de Hibbeler, 2004).

Na Fig. 2.31 a visualizagdo tridimensional e, no plano anti-esférico, a superficie ruptura de

von Mises se aproxima a forma de uma circunferéncia.

T

gy

T2

a3
T2

Fig. 2.31 - Superficie de ruptura de von Mises para o caso tridimensional.

Na Fig. 2.32 Chen e Han (1988) apresentam a combinagdo dos critérios de Tresca e von

Mises num plano anti-esférico.

Outer bound | Mises' circle

Vs Fuy. 1))
Inner bound - d
Tresca’s hexagon

L4

Fig. 2.32 — Critérios de Tresca e von Mises no plano anti-esférico (Chen e Han, 1988).
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2.6.2 Modelos de Ruptura com Dois Parametros

Serdo abordados nesse item um pouco de cada critério de critério com dois parametros.
a) Critério de Mohr-Coulomb

Esse critério foi desenvolvido em 1900 e devido a semelhanga com o critério de Tresca, pode
ser considerado como sendo uma generalizagdo do mesmo, pois também admite a tensao
cisalhante como sendo o limite de tensdo para que ocorra a falha do material. No entanto,
enquanto o critério de Tresca considera que a tensdo cisalhante limite é constante, o de Mohr-
Coulomb aponta que essa ¢ fun¢do da tensdo normal para um ponto num plano, conforme

apresentado na Eq. (2.77).

|zl = f (o) (2.77)

Onde:

f (0)= Fungio determinada experimentalmente.

Considerando um estado de tensdes representado pelo circulo de Mohr, o critério sugere que a
ruptura ocorrerd quando o raio do maior circulo principal tangenciar a fun¢do f (o), sendo que
sua forma mais simples ¢ uma linha reta. O conjunto formaria uma envoltoria, ilustrada na

Fig. 2.33.

ltl=c-atgp

TTXCcoso

Fig. 2.33 — Critério de Mohr-Coulomb — Superficie de ruptura com as retas formando uma
envoltoria (Chen e Han, 1988).
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A Eq. (2.78) ¢ conhecida como Equagao de Coulomb, desenvolvida em 1773.

ltl=c—otg¢ (2.78)

Onde:
c= fator de coesdo, constante determinada experimentalmente;
¢= angulo de atrito interno do material, também ¢ uma constante determinada a partir de

experimentos.

Se o angulo de friccdo interno do material ¢ for inexistente, ou seja, ¢p=0 a Eq. (2.78) se
reduzira ao critério de Tresca com T = c¢. Com 1SS0, a coesdo “c” se tornaria idéntica a tensdo

de escoamento em cisalhamento puro ¢ = T,q,.

Em termos de tensdes principais com g; = g, = 03, a Eq. (2.78) pode ser escrita a partir da

Eq. (2.79).

1+send¢ 1—sen¢\ oy 03
0-1 | — 0'3 —_— ) = 1 _ = — — = 1
2¢ cos¢ 2c cos¢ fe fe (2.79)
1 1
fe fe

Onde:
f.= resisténcia a compressao simples;

f+= resisténcia a tragdo simples.

A partir disso, um parametro “m” adimensional poderia ser considerado como a relagdo entre

fe e ft, como pode ser visto na Eq. (2.80).

_fo _l+4send
m—E—m (2.80)

A Eq. (2.78) pode entdo ser escrita na forma:

mo; — 03 = fe (2.81)
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Sendo que 6, = 0, = 03.
Para os invariantes de tensao (I4,],, 0) ou (§, p, 0), a Equacdo de Coulomb e dada pelas Egs.

(2.82) € (2.83).

f(11,]2,0) = %Ilsencb + \/Esen (6 + g) + %cos (9 + g) send —ccosd =0 (2.82)

f(€, p,0) = V2Esend + V3p sen (9 + g) + p cos (9 + g) send — V6c cosp = 0 (2.83)

Sendoque 0 <6 <

wlsd

Na Fig. 2.34 ¢ realizada a representacdo grafica da superficie de falha do critério de Mohr-
Coulomb no espago de tensdes principais e possui a forma de um hexagono irregular no plano

de Nadai ().

Fig. 2.34 — Meridianos no plano meridiano e sec¢ao transversal no plano de Nadai (r) (Chen e
Han, 1988).

Os valores para os pontos p.g € Pyo Sa0 obtidos a partir da Eq. (2.80), sendo que:
e Para& =0, 8 =0° p=py;
e Para& =0, 8 =60° p=pg.

Portanto, p.y € pso no plano de Nadai (1r) podem ser obtidos pelas Egs. (2.84) e (2.85).
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_ 2+/6 c cosd _ 6f.(1—send)
Po = 3 Send 3 +send

(2.84)

_ 26 c cosd _ 6f.(1—send)
Peo = 3—send  3-—send

(2.85)

A Fig. 2.35 ilustra a superficie de ruptura para o caso tridimensional.

Fig. 2.35 — Critério de Mohr-Coulomb — Superficie de ruptura para o caso tridimensional.

b) Critério de Drucker-Prager

O critério de Drucker-Prager, estabelecido em 1952, ¢ considerado uma modificagdo do

critério de von Mises com a introdu¢do de uma componente de tensdo hidrostética na fratura.

As equagdes de von Mises em fungdo dos invariantes de tensao (I4,/,) ou (¢, p), com a
inclusdo do termo proposto no critério de Drucker-Prager sdo dadas pelas Eq. (2.86) e Eq.

(2.87).

fUuJ) =aly +; —k=0 (2.86)
f(&p) =V6at +p -2k =0 (2.87)

Onde:
k e o = sdo constantes do material.

Para a = 0, o critério de Drucker-Prager se reduz ao critério de von Mises.
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A partir da Eq.(2.85) a superficie de falha no espago ¢ definida com a forma de um cone
circular. Os meridianos e a secdo transversal no plano de Nadai (r) sdo apresentados na Fig.

2.36.

P
e

a
po =12k 1

/ Po=+2k

Fig. 2.36 — Meridianos do Critério de Drucker-Prager e se¢do transversal no plano de Nadai
(r) (Chen e Han, 1988).

Segundo Chen e Han (1988) como a superficie de falha de Mohr-Coulomb pode gerar certas
dificuldades para a obtengdo da solugdo numérica de alguns problemas devido a sua forma
hexagonal. Por isso, o critério de Drucker-Prager pode ser adotado como uma aproximagao
para o critério de Mohr-Coulomb. Um exemplo dessa aplicagdo seria se as superficies de

ambos os critérios tivessem seus meridianos de compressao (p.) coincidentes.

As constantes a e k poderiam ser obtidas em funcdo das constantes ¢ € ¢p do material, para

6 = 60° ou 6 = 0° a partir das Eqgs. (2.88) e (2.89), respectivamente.

_ 2sen¢ I = 6¢ seng

“= V3(3 - sengb)' B V3(3 — sen¢) (2.88)
_ 2sen¢ k= 6c seng

“= V33 + send))' B V3(3 + sen¢) (2.89)

Dessa forma, seria possivel obter um cone equivalente circunscrevendo a piramide hexagonal

de Mohr- Coulomb, conforme mostra a Fig. 2.37.
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Drucker—Prager

-0y

_cl

Fig. 2.37 — Drucker-Prager e Mohr-Coulomb ao longo do meridiano de compressao no espaco
de tensdes.

Considerando um estado biaxial de tensdes, o critério de Drucker-Prager pode ser descrito
pela Eq. (2.90) que representa a interse¢do do cone circular com a coordenada do plano para

0-3:0.

1
a(o; + 0y) + §(012 — 0,0, +0}) =k (2.90)

Kmiecik e Kaminski (2011), ao contrario do que afirmam Chen e Han (1988), apontam o
critério de Drucker-Prager como sendo uma das hipoteses que na maior parte das vezes €
aplicada ao concreto. Afirmam que, a partir desse critério a falha ¢ determinada por meio de
uma superficie limitada num espaco de tensdes na forma de um cone. E apontam, ainda, que a
vantagem da utilizagdo deste critério seria a redugdo das complicacdes nas aplicagdes
numéricas, ja que a superficie do limite se apresenta mais regular. E a desvantagem seria a

falta de consisténcia em relacdo ao comportamento real do concreto.

2.6.3 Modelos de Ruptura com Trés Parametros

a) Critério de Bresler-Pister

Bresler e Pister propuseram, em 1958, uma generalizac¢do da superficie de ruptura de Drucker-
Prager para o concreto, considerando uma pardbola dependente da tensdo octaédrica
cisalhante T, € da tensdo normal octaédrica o,.:. Suas secdes no plano anti-esférico sao

independentes do angulo de similaridade (6).
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A superficie de ruptura de Bresler-Pister pode ser descrita pela Eq. (2.91) a seguir.

2
Toct Ooct Ooct
=a-—>b c
fe fe fe

(2.91)
Onde:

a, b e ¢ = sdo parametros de falha do material obtidos por meio de ensaios experimentais.

Para as componentes principais, de acordo com Souza (2001), o critério de Bresler-Pister,
leva em consideracdo as trés resisténcias mais importantes quando se trata de ensaios
realizados para o concreto, a resisténcia a tragdo uniaxial (f;), resisténcia a compressao
uniaxial (f;) e a compressao biaxial (f,.) e propde, com a obtengdo das taxas de resisténcias
do concreto normalizadas, as relagdes correspondentes considerando a tensdo octaédrica
cisalhante 1, € tensdo octaédrica o, também normalizadas para a resisténcia a compressao

do concreto, como pode ser visto na Tab. 2.1.

Tab. 2.1 - Componentes principais para o critério de Bresler-Pister

Dados de Ensaios Ooct Toct
Experimentais fe fe
- 1 VZ.
0, = fi 3 fe ?ft
1
03 = —fc —_— E
3 3
2 - 2_
0, = 03 = —fiy, —3 foc ?fbc
Onde:
Ft == :_t
B fzc = taxas normalizadas de resisténcias do concreto (2.92)
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Souza (2001) explica também que qualquer que seja a relagdo assumida para a tensao
octaédrica cisalhante 7, e tensdo normal octaédrica o,., a secdo da superficie de ruptura no

plano anti-esférico ocorrerd de forma circular.

Porém, essa caracteristica contradiz os resultados experimentais obtidos em relagcdo ao
concreto em varios estudos, conforme exposto por Chen e Han (1988), que apontam que as
secoes das curvas de ruptura do concreto no plano anti-esférico se apresentariam quase
triangulares para a regido de tragdo e pequenas tensdes de compressdo e na forma abaulada,
préxima a circular, para valores de tensdes de compressdo mais elevadas, para altas pressdes

hidrostaticas (acréscimo de ¢).

b) Critério de Willam-Warnke com Trés Parametros

O critério de trés parametros proposto por Willam e Warnke, em 1975, possui também uma

relagdo entre tensao normal octaédrica (o,.;) € a tensao cisalhante octaédrica (7,.;).

Porém essa relagdo ¢ linear e, portanto, as se¢des transversais no plano anti-esférico nao
apresentam uma forma circular e sdo dependentes do angulo de similaridade (6), conforme

ilustra a Fig. 2.38.

-0y

Fig. 2.38 — Secao da superficie de ruptura do critério de Willam- Warnke no plano anti-
esférico (Chen e Han, 1988).

A partir de uma aproximacao eliptica, obtém-se uma superficie de ruptura na forma de um

cone considerando o eixo hidrostatico de referéncia.
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E a partir da Eq. (2.93) ¢ possivel obter as distdncias p. e p em fungdo do angulo de
similaridade (0), sendo que, quando 6 = 60°, p(60°) = p; ¢ quando 6 = 0°, p(0°) = p..
Caso ambos se igualem, ou seja, py = p. a secdo de ruptura adquire uma forma circular e,

com isso, pode-se dizer que o critério se reduz ao critério de Drucker-Prager.

1
2 pc(p2 — p?) cos 0 + pc(2p; — p)[4(pZ — pE)cos?0 + 5pZ — 4p, pclz
4(p2 — p?)cos?0 + (p. — 2py)?

p(6) = (2.93)

Onde:

201 _0-2 _03

0= 1
o V2[(0; — 0,)% + (02 — 03)2 + (03 — 01)?]2 2.94)

A superficie de ruptura de Willam- Warnke com trés parametros pode ser também descrita em
funcdo da tensdo normal média (o,,), da tensdo média cisalhante (t,,) ¢ do angulo de

similaridade (0), conforme apresentado na Eq. (2.95).

lo 1 = T lo
f(0,,T0) =——m F+—— ——1=0 — —= 9(1___‘“)
AT OR ro POUTpE) @)
Onde:
B B 1I 1
Om = Opct = 3 1= \/§€ (2.96)
3 2 1
T =gl =g J2 =g P° (2.97)
Ou pode ser escrito em fungao das tensdes principais:
1
Om = §(01 + 0, +03) (2.98)
T Zi[(ﬁ —0,)%+ (0, —03)%*+(05—o0 )2]%
SVET S 203 3701 (2.99)

Para o critério de Willam-Warnke ¢ possivel também levar em consideracdo as trés
resisténcias do concreto, a resisténcia a tragdo uniaxial (f;), resisténcia a compressao uniaxial

(f.) e a compressao biaxial (fy).
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E obter, pelas componentes principais, as correspondentes relagdes para as taxas normalizadas
pela resisténcia a compressdao uniaxial do concreto, da tensdo octaédrica cisalhante T, €

tensdo octaédrica o,, conforme apresentado na Tab. 2.2.

Tab. 2.2 - Componentes principais para o critério de Willam-Warnke

o T
Dados de Ensaios Experimentais OCCt ;:t 6 | p(B)
1= 2 = °
o, = f; 3 It st 0 Pt
1 2 °
o3 = —f; —3 = 60°  pc
2z i o
0 = 03 = —fj —3 fbe 1—5be 0 Pt

Os trés parametros do critério sdo p, pt € pe.¢ podem ser obtidos a partir dessas consideragdes.

A Fig. 2.39 apresenta um esboco do critério de Willam-Warnke para um concreto de

resisténcia caracteristica.

Fig. 2.39 — Critério de Willam- Warnke (Chen, 1982).
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2.6.4 Modelos de Ruptura com Quatro Parametros

a) Critério de Ottosen

O critério proposto por Ottosen, em 1977, considera uma superficie de ruptura com
meridianos curvos e a secdo transversal no plano anti-esférico ndo circular, a partir dos

invariantes de tensdo [, J;e 6 conforme apresentado Eq.(2.100).

f(13,J1,0) = af; + AT, +bl; =1 =10 (2.100)

Onde:
A= ¢ obtido em funcdo de 36, conforme mostra Eq. (2.101);

a, b = constantes do material.

1
k, cos [§ COS_l(kZCOS39)] para cos30 > 0

A=
U
k, cos [§ COS_I(—kZCOS?)e)] para cos36 < 0

(2.101)

Onde:

ki e ko= constantes do material.

De acordo com Chen e Han (1988), os meridianos formam pardbolas quadraticas que sao
convexas se a > 0 e b > 0. A se¢do transversal da superficie de ruptura no plano anti-esférico
possui propriedade simétrica e convexa e sua forma se apresenta proxima a triangular, se
aproximando, porém, a uma forma circular na medida em que se aumenta a pressdo
hidrostatica. Para a=b=0 e A=constante o critério de ruptura de Ottosen se reduziria ao critério

de von Mises, e para a=0 e A=constante, se reduziria ao critério de Drucker-Prager.

Para determinar os quatro parametros do critério de ruptura de Ottosen, segundo Chen e Han
(1988), seria necessario considerar alguns ensaios que sdo geralmente realizados para o
concreto:

e Uniaxial de compressdao com f.(6 = 60°);
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e Uniaxial de tragdo com f,(6 = 0°);

e Biaxial de compressao f,.(0 = 0°), mais especificamente para 0, = 0, = —1,16f; ¢
o3 = 0, que corresponde a f,,. = 1,16f. obtido por Kupfer (1969) apud Chen e Han
(1988);

e E o estado de tensdo triaxial, considerando (§/f.; p/f.) = (—=5; 4) no meridiano de
compressio (0 = 60°) a partir dos melhores resultados obtidos em Balmer (1949)! e

Richart et al. (1928)% apud Chen e Han (1988).

A partir dos dados obtidos nesses ensaios, segundo Chen e Han (1988), obtém-se os

parimetros dependentes de f, = % , conforme disposto na Tab. 2.3.

Tab. 2.3 — Parametros do critério de ruptura de Ottosen

=1 a b k, k
08 18076 | 40962 | 144863 | 0,9914
0,10 1,2759 31962 11,7365  0,9801
0,12 09218 | 25969 | 9,9110 | 09647

b) Critério de Hsieh-Ting-Chen

O critério de ruptura para o concreto proposto por Hsich et al. considera uma fungao simples

conforme disposto na Eq. (2.102).

|)\(9) = b cosO + c| Para |6]| < 60°

(2.102)

Onde:

b, ¢ = constantes do material.

' BALMER, G.G. Shearing Strength of Concrete Under High Triaxial Stress — Computation of Mohr’s Envelope
as a Curve. Structural Research Laboratory Report. Denver, Colorado, October, 1949.
2 RICHART, F.E., A. Brandtzaeg ¢ R., L. Brown. A Study of the Failure of Concrete Under Combined

Compressive Stress. University of Illinois Engineering Experimental Station Bulletin 185, 1928.
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No entanto, para o espaco de tensdes de Haigh-Westergaard, a Eq. (2.95) pode ser escrita em

funcdo de &, p e 6, como mostrado na Eq. (2.103).

f(§ p,8) = ap®> + (bcos®+c)p+d§—1=0 (2.103)
Onde:

a, b, ¢ e d = constantes do material.

Em termos dos invariantes de tensao tem-se a Eq. (2.104).

f(I13,]2,01) = Al + B\/E‘F Co; +DI; —1=0 (2.104)

Onde:

A, B, C e D = sdo quatro novas constantes.

Normalizando a Eq. (2.104) para a resisténcia a compressao uniaxial f. tem-se:
J J I
f(14,]5,0,) = Ai + Bf£: + C(;—z + Di —-1=0 (2.105)

Da mesma forma que no critério de Ottosen, para obter os quatro pardmetros A, B, C e D, de
acordo com Chen e Han (1988), o critério de ruptura de Hsieh-Ting-Chen teria que considerar
alguns ensaios biaxiais e triaxiais que sdo geralmente realizados para o concreto. Portanto, os

seguintes ensaios seriam necessarios:

e Uniaxial de compressao com f;
e Uniaxial de tragdo com f; = 0,1f;

e Biaxial de compressao f;,. = 1,15f,
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e E o estado de tensdo triaxial, considerando (0y¢./f;; Tore/fe) = (—1,95;1,6) no
meridiano de compressdo (6 = 60°) a partir dos melhores resultados obtidos em Mills

e Zimmerman (1970)* apud Chen e Han (1988).

Os valores para as novas constantes A, B, C e D poderiam, entdo, ser obtidos.

2.6.5 Modelos de Ruptura com Cinco Parametros

a) Critério de Willam-Warnke com Cinco Parametros

O critério de ruptura de Willam-Warnke com cinco pardmetros para o concreto ¢ um modelo
com meridianos de compressdo e tracdo curvos na forma de parabolas quadraticas. As Eq.

(2.106) e (2.107) descrevem esses meridianos.
Om = ag + a;p¢ + azpf (6 =0°) (2.106)
Om = bg +bypc + byp? (6 =60 (2.107)
Onde:
0, = I;/3 = tensdo média;

pt € p.=componentes de tensdo perpendiculares ao eixo hidrostatico;

ao, a1, a2, bo, b1 e bo= constantes do material.
Considerando que os meridianos se interceptam no mesmo ponto (ao=bo) do eixo hidrostatico
o numero de parametros se reduz a cinco que podem ser determinados também a partir de

alguns resultados de ensaios, conforme disposto na Tab. 2.4.

Tab. 2.4 - Componentes principais para o critério de Willam-Warnke de cinco parametros

3 MILLS, L.L,RM. Zimmerman. Compressive Strength of Plain Concrete Under Multiaxial Loading
Conditions. ACI Jounal 67, p. 802-807, 1970.
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Falha no ponto
Dados de Ensaios Experimentais
Om P 0
1
o; =f; 3 fe %ft 0°
1 2 o
oy = —f, 1, %fc 60
2 NG .
0, =03 = —fy, -3 foc \/_§fbc 0
—f,c confinada com (o; >0, =
Omt Pt 0°
03)
—f,c confinada com (o; =0, >
Gmc pC 600
03)

A Eq. (2.93) descreve a superficie de ruptura do critério de Willam-Warnke.

Chen e Han (1988) citam alguns casos especiais como para p;/p. = 1, ou seja, a=b a se¢do da
superficie de ruptura em forma de elipse apresentado na Fig. 2.38 se transformaria em um
circulo semelhante a se¢do do critério de von Mises. E para p./p. = 1/2, ou a/b se
aproximando do infinito a se¢ao da superficie de ruptura no plano anti-esférico apresentaria

uma forma triangular similar ao critério de Rankine.

2.7 Modelo de Dano Plastico

O modelo constitutivo a ser adotado, no presente estudo, para a analise de alguns elementos
em concreto armado pelo MEF, disponivel no software Abaqus, ¢ denominado CDP
(Concrete Damage Plasticity). Esse modelo foi proposto por Lubliner et al. (1989) baseado na
Teoria da Plasticidade e também na Mecanica do Dano Continuo e modificado por Lee &
Fenves (1998). Os conceitos de tensdes efetivas da Mecanica do Dano sdao incorporados num

modelo plastico para representar da perda da rigidez.

Os conceitos relacionados com o comportamento do concreto danificado e as relagdes
constitutivas para o estado uniaxial de tensdes sdo abordados a seguir com o objetivo de

compreender melhor o modelo constitutivo adotado no estudo.
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A danificac¢do do concreto, conforme aponta Souza (2001), pode geralmente ser dividida em
dois tipos. O primeiro, em relacdo a perda de resisténcia a tracdo na direcdo normal a
formagao das fissuras. E o segundo, em relagdo perda de resisténcia a compressdo, devido
formacdo de varias fissuras de pequenos tamanhos, paralelas ao esforco de compressao,

provocando o esmagamento do material.
A danifica¢do do concreto em relagdo a perda de resisténcia a tragdo, ¢ em relagdo perda de

resisténcia a compressao, ¢ caracterizada independentemente, conforme mostra a Fig. 2.40.
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Fig. 2.40 — Respostas do concreto submetido a carga uniaxial (a) de tragao (b) de compressao
(Tutorial Abaqus®, 2010).
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Como se pode ver na Fig. 2.40, a evolucdo da superficie de ruptura ¢ controlada por duas
., . ~pl ~pl . . ~ . N
variaveis, sf e &, correspondente aos mecanismos de danificagdo devido a perda de

resisténcia a tragdo e devido a perda de resisténcia a compressdo, respectivamente.

Esse modelo assume que, tanto a resposta do concreto quando submetido a carga de tragao
quanto de compressdo, ¢ caracterizada pelo dano plastico. Ou seja, para a tracdo o
comportamento do material ¢ elastico linear até a tensdo de falha na tracdo oy. ApoOs esse
ponto, ocorre o surgimento de microfissuras, representado pelo declive, também chamado de
amolecimento da curva tensdo-deformagdo, que indica a perda de resisténcia. Para a
compressdo também ocorre uma resposta linear até a tensdo de escoamento O,y e,
posteriormente, 0 comportamento plastico ¢ tipicamente caracterizado pelo endurecimento até

a tensdo ultima o, seguida do amolecimento representado na curva tensdo-deformacao.

Os conceitos da Mecéanica do Dano devem considerados para melhor compreensdo das

respostas do concreto para tensao uniaxial de tragdo e de compressao.

Esses conceitos, adotados no modelo de dano isotrépico, propde que o comportamento
mecanico para as falhas ¢ o mesmo, independentemente da dire¢do, governado por uma

variavel escalar, denominada variavel de dano “d”.

A variavel de dano pertence ao intervalo 0 <d < 1, sendo 0 (zero) para estado integro e 1 (um)
para degradacdo completa. Com isso, para uma se¢do transversal de um elemento danificado,

a variavel de dano ¢ definida conforme Eq. (2.108)

d=— (2.108)
Onde:

Ad= Area da se¢do transversal com defeitos;

A=Area total da secdo transversal.

Sendo assim, a area efetiva pode ser obtida pela Eq. (2.109).
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A=A-Aq| > |[Aa=A-A (2.109)

E os valores de tensdo aparente, considerando a 4rea total e tensdo efetiva e levando-se em
conta a darea efetiva, podem ser definidos para um elemento unidimensional com

carregamento axial F conforme Egs. (2.110) e (2.111), respectivamente:

_F
°=2 (2.110)

_ F

oO==
1 (2.111)

Substituindo-se a Eq.(2.109) na Eq.(2.108) tem-se:
A-A 42 A ) A |A L
= — = —_—— = —_— - = —

A A A A |a (2.112)

A partir da relacdo entre a tensdo aparente e tensdo efetiva € possivel expressar a tensdo

aparente (o) a partir da variavel de dano, conforme apresentado na Eq.(2.113).

=

= =
= =

=1l-d=|o=(1-d) 3| (2.113)

Qll a

Conforme proposto por Lemaitre e Chaboche (1978), o conceito de tensdo efetiva pode ser
aplicado. Tal conceito no qual se considera que a deformagdo num estado danificado quando
submetido a tensdo aparente (o), ¢ equivalente a deformagdo quando submetido a tensdo
efetiva (6) e. Fazendo-se essa igualdade, obtém-se o mddulo de elasticidade degradado, como

pode ser visto na Eq. (2.114).

™
I
Il
™
I
QA

= Eqg=(1-d)-E (2.114)
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Onde:

E= modulo de elasticidade intacto;

E¢=modulo de elasticidade degradado.

Retomando as curvas tensdo-deformacdo, pode-se dizer que apds atingir a deformacao

plastica, no momento em que ocorre perda da rigidez, ou seja, redu¢do do modulo de

elasticidade inicial Eo, houve danificacdo do material. Portanto, tem-se:

Eq=(1-d)-E (2.115)

J4 a deformacao, pode ser decomposta em eléstica e plastica, conforme Eq. (2.116).

g =g° + & (2.116)

A partir disso, obtém-se a relagdo tensdo-deformagao apresentada da Eq. (2.117) a seguir.

6= (1—d)Ey(e® + &P (2.117)

Considerando a relagdo existente entre tensdo aparente e efetiva apresentada na Eq. (2.113),
pode-se reescrever a Eq. (2.117) separando-se, ainda, nas parcelas de tragdo e compressdo,

como pode ser visto a seguir.

~ _ Ot _ 14 zpl
Ot = gy = Bo(er + ) (2.118)

~ Oc _ 1 ~pl
% T atdo T Eo(ec' + &) (2.119)

Para o estado multiaxial de tensdes, ou seja, para o concreto submetido a tensdes de

confinamento laterais, conforme apontado no item 2.1.1, ocorre um consideravel nivel de
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ductilidade antes da ruptura. Para tais estados mais complexos de tensodes, as formulacdes

apresentadas no item 2.3 sdo importantes para prever o comportamento do material.

De acordo com Oller et al. (1988), resultados experimentais que confirmam o comportamento
nao linear do concreto se deve fundamentalmente a um fenémeno de microfissuragao a baixos
niveis de tensdo, que leva a perda de coesdo entre particulas, no qual somente se pode

recuperar pequena parte da deformacao total desenvolvida.

Podendo-se, assim, fracionar deformagdo em uma parte recuperavel e outra ndo recuperavel.
Essa situagdo indica, conforme demonstrado acima a partir das curvas tensdo deformacao, que

a teoria da plasticidade pode descrever o comportamento de uma estrutura de concreto.

Para um melhor entendimento do modelo constitutivo de dano pléstico proposto em Lubliner
et al. (1989), ¢ importante também abordar conceitos em relagdo a regra do escoamento

plastico que sdo apresentados a seguir.

A regra do escoamento plastico permite determinar a evolugdo das deformagdes na estrutura a
partir de incrementos de deformacgao plastica, a medida que o carregamento ¢ aplicado, e sdo

obtidos por meio da derivada de uma funcao potencial (G).

A fungdo potencial G é uma funcdo escalar do tensor de tensdes e, por meio dessa, os
incrementos de deformagdo plastica podem ser determinados por derivadas parciais em

relacdo aos componentes do tensor de tensdes, conforme mostrado na Eq. (2.120) a seguir.

pl _
de;j = dy g~ (2.120)

Onde:

dy=constante de proporcionalidade maior que zero, denominado multiplicador plastico.

A regra de escoamento, conforme exposto em Sarturi (2014), pode ser classificada em
associativa ou nao associativa. A primeira, geralmente ocorre para materiais ducteis, ocorre

quando o potencial plastico coincide com a funcao de escoamento, ou seja, G=F. A segunda,
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para materiais granulares, quando o potencial plastico ndo coincide com a fungdao de

escoamento, ou seja, G#F. A Fig. 2.41 ilustra os dois tipos.

%4 a4
oF 80 o oF
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dc
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(a) (b)

Fig. 2.41 — Regra de escoamento plastico (a) associativa (b) ndo associativa (Adaptado de
Sarturi, 2014)

O modelo proposto por Lubliner et al. (1989) de dano plastico para simular o comportamento
multiaxial de tensdes do concreto considera que a deformagdo plastica representa todas as
deformacdes irreversiveis, até mesmo as causadas pela fissuragdo. Esse modelo ¢ também

conhecido como modelo de Barcelona.

Considerando-se que ¢ possivel estabelecer um critério de falha a partir de uma fungdo do
estado de tensdes, nesse modelo, a coesao deve ser estabelecida através dessa funcdo que

pode ser escrita na forma geral como:

F(o,c) =f(0) —c=10 (2.121)

Onde:

¢ = Coesao

f(0) — Também chamada de funcao de escoamento, ¢ uma fungdo escalar homogénea de
primeira ordem em relagdo as componentes do tensor de tensdes de Cauchy, que permite
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definir a coesdo “c”, como uma fun¢ao de endurecimento plastico.

Esse mesmo, critério se aplica para os modelos de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager que
também levam em conta a coesdo do material em suas equagdes, conforme ja mencionado
item 2.4. Porém, como ja apontado no item citado, os mesmos ndo descrevem bem o

comportamento do concreto.
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O modelo proposto por Lubliner et al. (1989) de dano plastico define o valor inicial da coesdo
¢, como sendo a tensdo de escoamento em um ensaio de compressao uniaxial (o.,) e a regra
de encruamento da Teoria Classica da Plasticidade ¢ substituida por uma variavel de dano-
plastico, chamada no presente trabalho de dp. Essa variavel é escalar e baseada nos conceitos
de energia da fratura. E similar a variavel de dano no caso uniaxial e é crescente conforme
ocorre a deformagao pléstica. Sendo assim, nesse modelo, todos os estados de danificacdo sdo

representados pela variavel dp, sejam eles deformagdes permanentes ou fissuras no material.

Com isso, pode-se dizer que quando a coesdo (c) for igual a tensdo de escoamento em um
ensaio de compressdo uniaxial (o.g), significa que ndo haverd dano, ou seja, a variavel de
dano-plastico (dp) sera igual a zero. A coesdo ¢ dependente do processo de carregamento,
assumida como uma varidvel interna que, diferente dos modelos classicos da teoria da

plasticidade com encruamento isotropico, ndo ¢ uma fungdo simples do dano dp. E governada

por uma taxa ¢ que ¢ proporcional a taxa de dano dp, representada pela Eq. (2.122) a seguir.

d, = h"(c,c, d)eP! (2.122)

Onde:
ePl= Taxa de deformacio plastica obtida a partir de um fator de carregamento A ¢ do gradiente

de deformagdo pléstica 3—2, conforme mostra a Eq. (2.123).

: : G
ePl = A= (2.123)

J& a taxa de coesao ¢ representada a partir da Eq.(2.124).
¢ =dp(o,c d)dp (2.124)

O critério de Drucker Prager, abordado no item 2.6.2, ¢ um dos modelos classicos da teoria da

plasticidade, sendo que sua superficie de falha apresenta a forma de um cone circular



70

tendendo a um cilindro quando o eixo hidrostatico tende ao infinito. A Eq. (2.86) corresponde

a representagdo dessa superficie.

f(13,],) = aly +/], -k (2.86)

Onde:
k e @ = sdo constantes do material.
Ii=Primeiro invariante do tensor de tensoes.

J>=Segundo invariante do tensor desviador de tensdes.

Considerando a exclusdo das regides de alta pressdo, a equagdo pode ser reescrita na seguinte

forma, conforme proposto em Lubliner et al. (1989).

1
f(0) = T——[adi +/3J2 + B(Omax) = ¥(~Omax)] (2.125)

1—
Onde:

a, B e y=Constantes adimensionais do material.

[1 = Primeiro invariante de tensdes.

Ji=Segundo invariante de tensdes no plano desviador.

Omax—Valor algébrico maximo das tensdes principais (se 0,5x=0, para o caso de compressao

biaxial, por exemplo, a Eq.(2.125) se reduz ao critério de Drucker Prager).

A constante adimensional a pode ser obtida a partir a Eq. (2.126).

(beO -1
a= 2.126
2 (beO) -1 ( ’ )
ch

Onde:
fpco=Tensao de escoamento inicial do concreto no estado biaxial de tensdes.

f.o= Tensdo de escoamento inicial do concreto no estado uniaxial de tensoes.
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Resultados confiaveis em relacao ao estado biaxial e uniaxial de tensdes do concreto sao os
obtidos por Kupfer (1969) que apresentou uma aproximacao com uma equacao eliptica para a
resisténcia a compressdao uniforme biaxial fve igual a 1,16248 fc. De acordo com Lubliner et
al. (1989), valores experimentais indicam uma variagao entre 1.10 e 1.16 para a relagdo fic /

fe. Sendo assim, a apresentara valores entre 0,08 e 0,12.

Uma vez que o ¢ conhecido € possivel obter também a constante 3 conforme mostra a

Eq.(2.127).

B=(1—-a)(feo/fro) — (1 + ) (2.127)

Ja a constante adimensional y, conforme apontado em Lubliner et al. (1989), aparece apenas

para o caso de compressao triaxial, no estado de tensdo com o4 < 0.

Denotando-se TM para os meridianos de tracao na superficie de escoamento, no qual (o, >
0, = 03), ¢ CM para os meridianos de compressdo na superficie de escoamento, no qual
(04 = 0, > 03), 0s mesmos podem ser representados, respectivamente, a partir das equagoes

seguintes.

omix =z (L +2y32)  (TM) (2.128)
1
Omax =3 (1 ++/312)  (CM) (2.129)

Para 0,5 < 0 as equagdes para cada meridiano sdo dadas conforme mostrado a seguir.

2y +3)/3]; + (y+ 30 = (1 - Of e (TM) (2.130)
(v + 33 + (Y + 301 = (1 — f e (CM) 2.131)

Onde:
fuit = tensdo critica na compressao uniaxial, sendo a tensdo de escoamento para a superficie de

escoamento e tensdo de ruptura para a superficie de falha.
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Considerando a razdo entre o segundo invariante do tensor desviador para os meridianos de

tracdo e o segundo invariante do tensor desviador para os meridianos de compressao, tem-se:

_ (2™

¢ = ey  PArRUM dado It (2.132)

Substituindo as Egs. (2.130) e (2.131) na Eq.(2.132) tem-se:

_vy+3
¢ T 2y+3 (2.133)

A razdo entre a distdncia do eixo hidrostatico ao meridiano de tracdo e de compressdo no

plano desviador corresponde a interpretacao fisica para K., que € uma constante.

No modelo constitutivo do Abaqus® (CDP), baseado no modelo proposto em Lubliner et al.
(1989), essa constante varia entre 0,5 e 1. Quando assume o valor igual a 1, a se¢do
transversal da superficie de falha no plano anti-esférico passa a ter a forma de um circulo,

como no critério classico de Drucker-Prager.

A partir da Eq.(2.133) ¢ possivel obter o parametro y, conforme apresentado a seguir.

_ 3(1-K¢)
Y= 2kt (2.134)

As severas deformagdes plasticas que geralmente ocorre em materiais granulares como o
concreto, no modelo constitutivo proposto por Lubliner et al. (1989) sdo reproduzidas pela
fung¢do potencial plastica classica de Mohr-Coulumb. Tal funcdo, que ¢ determinada na

defini¢do da regra do escoamento, ¢ do tipo associativa e ¢ dada pela Eq.(2.135).

_ I 0
G5, Y) = Zseny + /T, (cosd — == (2.135)
Onde:

P=angulo de dilatagdo (o angulo de atrito ¢ foi substituido pelo angulo de dilatagao).
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A variavel de dano plastico (dp) € definida a partir de resultados obtidos para ensaios de
tracdo-compressao uniaxial por meio da é4rea das curvas tensdo-deformacgdo plastica,
conforme mostrado na Fig. 2.42, ae b, e Egs. (2.136)e (2.137) a seguir.

o {l ﬂ}ﬂ

co

ut

T

P!

(b)

Fig. 2.42 — Curvas tensdo-deformagao plastica (a) na compressao e (b) na tragao (Adaptado de
Sarturi, 2014)

1 pePl

dy =— [, ode” (2.136)
1 eb!

dy=—Jf, ode” (2.137)

Sendo assim, pode-se dizer que dp € uma variavel independente do dano.

Lee & Fenves (1998), no entanto, propdem algumas modificagdes no modelo de Barcelona
proposto em Lubliner et al. (1989). Essas modificagdes foram propostas com o intuito de
adaptar o modelo para o comportamento do concreto submetido a cargas ciclicas,

considerando que o anterior ndo se apresentava adequado para a realizagdo de tais analises.

Uma das causas esta relacionada com a utilizagdo da variavel de dano para representar tanto a
tracdo quanto a compressdo. Como para cargas ciclicas o concreto tende a ser submetido a
diversos tipos de danificagodes, a utilizacdo de uma variavel apenas para representar o dano se

torna inapropriada.

Afim de eliminar as dificuldades apresentadas no modelo proposto em Lubliner et al. (1989),

chamado modelo de Barcelona, Lee & Fenves (1998) propoe a utilizagdo de duas variaveis de
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dano plastico, sendo uma para tracdo e outra para compressao, representada pelo vetor a
seguir.

_ (d
dp = {dpt} (2.138)

pc

De acordo com Lee & Fenves (1998), a superficie de ruptura definida originalmente em
Lubliner et al. (1989) representa o encruamento isotropico da teoria classica da plasticidade,
apresentando bons resultados para cargas monotdnicas. Porém, para o comportamento ciclico
do concreto ndo ¢ apropriado devido a evolugdo da resisténcia de endurecimento afetadas por
outras resisténcias. Melhor dizendo, a resisténcia de tragdo e compressao possuem influéncias
entre si. Com 1isso, € necessario considerar também duas varidveis de coesdo, uma para tragao

e outra para compressdo, conforme equagdes a seguir.

¢t = or(dpt) (2.139)
cc = —0c(dpe) (2.140)

A superficie de falha passa a ser entdo representada pela equagdo a seguir, em funcgao nao

somente da tensdo como também da variavel de dano pléstico.

- 1 _ _
f(o,dp) = 7= [y + /3] + B(dp) (Omax) — cc(dp)] (2.141)

A fungdo potencial pléstica hiperbdlica de Drucker-Prager passa a definir a regra de

escoamento e ¢ dada pela Eq.(2.135).

G =/(0co — €0¢o " tgP)2 +p2 —E-tgP — o (2.142)
Onde:
Oyo € Ocp=tensdes resistentes de tragcdo e compressao do concreto, respectivamente;
P=angulo de dilatagdo medido no plano meridional § — p em altas pressoes confinantes;
e =excentricidade da superficie potencial pléstica, que ndo coincide com a superficie de

escoamento, ou seja, ¢ ndo associativa.

A figura a seguir ilustra a fun¢@o potencial plastica linear e hiperbolica de Drucker-Prager.
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Fig. 2.43 — Fungao potencial plastica linear e hiperbolica de Drucker-Prager (Adaptado de
Sarturi, 2014)

O angulo de dilatagdo Y corresponde a inclinacdo entre a direcdo do incremento de
deformacao plastica e a diregdo vertical, fisicamente interpretado como angulo de atrito
interno do concreto. A superficie potencial plastica no plano meridional (§ — p), que assume a
forma de uma hipérbole, ¢ ajustada através de um fator denominado “Excentricidade
Potencial Plastica (€)”, que ¢ um valor pequeno e positivo e representa a taxa de aproximagao

da hipérbole potencial plastica em relagdo a sua assintota.

2.7.1 Modelo Constitutivo de Dano Plastico (CDP) - Abaqus®

O modelo CDP (Concrete Damage Plasticity), de acordo com o tutorial do software Abaqus®,
baseia-se na suposicao escalar de danos (isotropico) e ¢ indicado para aplicagdes nas quais o
elemento em concreto ¢ submetido a condigdes de carga arbitrérias, incluindo cargas ciclicas.
O modelo leva em consideracdo a degradacdo da rigidez elastica induzida por deformagado
plastica, tanto para tensdes de tracdo quanto para tensdes de compressdo. Além disso,
descreve o comportamento do concreto em relagdo aos efeitos de rigidez apods a recuperagao

sob carregamento ciclico.

De acordo com Kmiecik e Kaminski (2011), e conforme ja abordado e também disponivel no
tutorial do software Abaqus®, a razdo entre a distdncia do eixo hidrostatico ao meridiano de
tracdo e de compressdo no plano desviador corresponde ao pardmetro denominado Kc. No
modelo constitutivo do Abaqus® CDP essa constante varia entre 0,5 ¢ 1. Quando assume o

valor igual a 1 (um), a secdo transversal da superficie de falha no plano anti-esférico passa a
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ter a forma de um circulo, como no critério classico de Drucker-Prager, conforme apresentado

na Fig. 2.44.

Fig. 2.44 — Valores correspondentes para o parametro Kc (Tutorial Abaqus®, 2010)

O modelo constitutivo do Abaqus®, CDP, recomenda a assumir K¢ =2/3, baseando-se em
resultados obtidos experimentalmente em outros estudos na 4area. Esta forma, segundo
Kmiecik e Kaminski (2011), ¢ semelhante ao critério de ruptura formulado por William e

Warnke, em 1975, com trés parametros.

A superficie potencial plastica no plano meridional, assumindo a forma de uma hipérbole, ¢
ajustada através de um fator denominado “Excentricidade Potencial Plastica (€) ”. Esse valor
esta compreendido entre 0< € <1. Quando assume o valor igual a zero, a superficie no plano

meridional se torna uma linha reta, ou seja, o critério classico de Drucker-Prager.

De acordo com Kmiecik e Kaminski (2011), excentricidade potencial plastica ¢ a distancia
medida ao longo do eixo hidrostatico entre o vértice de uma hipérbole e o ponto de
intersec¢do das assintotas dessa hipérbole (o centro da hipérbole). Tal pardmetro pode ser
obtido pela relacdo forga de tracdo e for¢a de compressdo. O valor recomendado pelo modelo
CDP ¢ igual € = 0,1, sendo que quando esse parametro se iguala a zero (e = 0), a superficie no
plano meridional torna-se semelhante a superficie do critério de ruptura classico de Drucker-

Prager classico.

O modelo CPD considera também outro parametro adotado para descrever o estado do

material no ponto em que o concreto sofre falha devido a compressao biaxial. Esse fator ¢
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indicado (foc / fc) e representa a relacdo entre a resisténcia no estado biaxial e no estado

uniaxial de tensOes do concreto.

Segundo Kmiecik ¢ Kaminski (2011) os resultados mais confiaveis em relagdo ao estado

biaxial e uniaxial de tensdoes do concreto sao os obtidos por Kupfer (1969) que apresentou

uma aproximag¢do com uma equagao eliptica para a resisténcia a compressao uniforme biaxial

fic igual a 1,16248 f.. O tutorial do software Abaqus® recomenda adotar fic / fc=1,16 para o

modelo CPD. A Fig. 2.45 apresenta a superficie de ruptura no plano de tensdes.
—qal + fiT;+P8)) = ¢

Toaen + il +By) = g oﬁ

1
@+ ) =<

Fig. 2.45 — Superficie de ruptura no plano de tensoes (Lee & Fenves, 1998)

Para a analise e caracterizagdo do desempenho do concreto submetido a tensdo composta ¢
necessario definir o chamado “Angulo de Dilatagdo (y) ”. O dngulo que descrevera inclinagdo
da superficie de ruptura em relagdo ao eixo hidrostatico, medida no plano meridional ¢ o
chamado “Angulo de Dilatagio (y). Segundo Kmiecik e Kaminski (2011) o angulo de
dilatacdo, que pode ser interpretado fisicamente como um angulo de atrito interno do

concreto, ¢ geralmente adotado sendo igual a 36° ou 40°.

O tutorial do software Abaqus® aponta que devido & caracteristica de alguns materiais em
apresentarem comportamento de amolecimento e degradacdo da rigidez, geralmente ocorrem
problemas de convergéncia. Para evitar esse tipo de problema o modelo de CDP utiliza um
parametro denominado ‘“Parametro de Viscosidade (u) ” para regularizar as equagdes

constitutivas. Esse pardmetro permite que as tensdes excedam ligeiramente a 4drea da
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superficie de ruptura provocando uma rigidez tangente consistente e positiva por incrementos

de tempo suficientemente pequenos para o material no amolecimento.

De acordo com Kmiecik e Kaminski (2011), o ajuste viscoplastico do Abaqus® consiste na
escolha de “p” maiores do que zero, sendo necessario, algumas vezes, tentar ajustar esse valor
de modo a descobrir qual a influéncia do parametro sobre o resultado e qual o valor minimo

adequado para o problema.

No préximo item serdo abordados conceitos relacionados ao tema bielas e tirantes.
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3

BIELAS E TIRANTES

O presente item apresenta uma breve revisao bibliografica em relagao ao modelo de bielas e
tirantes abordando aspectos relacionados com a concepcao, formulagdo do método e sua

aplicabilidade na engenharia de estruturas.

3.1 Breve Historico

Estudos que deram origem ao modelo chamado de “M¢étodo das Bielas e Tirantes” de
dimensionamento foram inicialmente realizados por Ritter e Morsch no inicio do século XX,

com a realiza¢do de uma analogia do modelo de treliga para vigas.

Essa analogia associa a distribui¢do de tensdes em uma viga de concreto armado a uma
estrutura trelicada equivalente, sendo que os elementos discretos (barras) representavam os
campos de tensdes de tragdo (denominados tirantes) e de compressdo (denominados bielas
comprimidas) que sdo ligados entre si por nds. A Fig. 3.1 ilustra o modelo desenvolvido por

Ritter e Morsch denominado “Analogia de Trelica”.
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Fig. 3.1 - Analogia de treliga para esfor¢os internos na regido de cisalhamento de uma viga de

concreto armado com forga cortante constante.

Posteriormente foram realizados diversos outros estudos de modo a refinar e aperfeicoar o

método, porém ainda hoje a teoria inicial ou a ideia bésica se mantém.

Narciso (2009) comenta que foram nas escolas de Zurique e Stuttgart que ocorreu a difusdo e
generalizacdo do método de bielas e tirantes, sendo a escola de Zurique responsavel pela
criacdo das bases cientificas para a aplicagdo racional do método apoiada na teoria da

plasticidade.

Dentre os estudos de maior relevancia no assunto, de acordo com Wight e MacGregor (2012),
pode-se citar o de Schlaich et al. (1987), pesquisadores de Stuttgart, que propuseram adotar
modelos de bielas e tirantes em outros tipos de elementos estruturais, além das vigas
inicialmente estudadas, como em consolos, vigas-parede, sapatas, blocos sobre estacas, apoios
em dentes, vigas com aberturas, dentre outros. Propuseram, também, andlises do
comportamento dos elementos a partir da modelagem desses levando em consideracdo os
campos de tensoes, tanto seu estado eldstico quanto plastico, para determinar a geometria do

modelo de bielas e tirantes.

Outros estudos sdo considerados importantes na literatura pesquisada como a proposta da
aplica¢do de modelos de bielas e tirantes adotando a teoria da plasticidade realizada por Marti
(1985), além de outros pesquisadores como Chen (1982) e Nielsen (1984) que também
colaboraram com estudos nesse sentido. A adequacdo do modelo por meio de resultados
obtidos experimentalmente realizada por Cook & Mitchell (1988), que confirmaram sua
aplicacgdo para elementos com descontinuidades geométricas. Schlaich, Schifer (1988 e 1991)
que propuseram varias regras mais simplificadas para a aplicagdo do método, principalmente

para elementos contendo regides com descontinuidades geométricas. MacGregor (1997)
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também demonstrou a aplicabilidade do método em diversos elementos contendo regides

descontinuas como em vigas-parede, ligacdes viga-pilar e outros.

No decorrer dos anos, com a consagracao da aplicagdo de modelos de bielas e tirantes na
engenharia de estruturas, foram estabelecidas algumas recomendagdes normativas em relagao
aos parametros de resisténcias das bielas como o Codigo Modelo CEB-FIB (2010), a norma
canadense CSA-A23.3 (2004), EUROCODE 2 (2002), ACI 318-05 (2005) e a norma
espanhola EHE (2008).

Para os trabalhos nacionais, dentre os que tiveram maior destaque nos ultimos anos,
envolvendo o estudo da aplicacdo dos modelos de bielas e tirantes no Brasil, pode-se citar o
de Oliveira (1995), Silva (1998), Alves et al. (1998), Silva e Giongo (2000), Vieira et al.
(2000), Souza (2004), Santos (2006) e Delalibera (2006). Esses estudos descrevem o empenho
da comunidade cientifica em investigar, entender e aplicar os principios basicos do modelo de

bielas e tirantes no contexto da engenharia nacional.

3.2 RegitesBeD

Na engenharia de estruturas, os elementos lineares em concreto, em sua maioria, Sao
dimensionados de maneira simplificada considerando-se a Hipdtese de Bernoulli-Euler. Isso
facilita o dimensionamento, j4 que em todos os estagios de carregamento considera-se que a
distribuicdo de deformagdo ao longo da secdo transversal segue uma relagdo linear, conforme
mostra Fig. 3.2. Nas regides da peca onde ndo ocorrem interferéncias de regides mais rigidas,
como trechos proéximos a colunas, ou proximos a regides com cavidades ou outros onde a
influéncia das deformagdes devido ao esfor¢o cortante ¢ desprezivel, essa hipdtese ¢ levada

em consideracdo. Essas sdo denominadas “Regides B”.
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Eixo neutro

Fig. 3.2 — Secdo se uma viga — Hip6tese de Bernoulli-Euler (Adaptado de Narciso, 2009).

Em elementos estruturais contendo regides especiais como aberturas em vigas, ligacdes entre
viga-coluna, em elementos do tipo sapatas, consolos, blocos de fundagdo dentre outros e
descontinuidades geométricas, as Hipoteses de Bernoulli-Euler de flexdo podem nao
representar de maneira apropriada a distribuicdes de tensdes, ou o comportamento estrutural

da peca.

A aplicacdo da hipotese simplificadora para todo o elemento estrutural pode levar ao super ou
subdimensionamento de certas partes da estrutura. Estas regides sao chamadas de “Regides
D” de descontinuidade. Nas “Regides D” as tensdes de cisalhamento sdo significativas e a
distribuicdo das deformacdes na seg¢do transversal ndo ¢ linear. Existe, no entanto, uma
dependéncia dessas regides em relacdo aos seus distanciamentos dos apoios e dos pontos de
aplicacdo de cargas concentradas no elemento. Tal dependéncia pode ser explicada pelo

“Principio de Saint Venant”, conforme abordado em Wight e Macgregor (2012).

O “Principio de Saint Venant”, segundo Wight e Macgregor (2012), estabelece que em pontos
suficientemente afastados das regides de aplicagdo dos esfor¢os no elemento estrutural, os
efeitos internos se manifestariam de forma independente da configuragdo a que se encontra a
distribui¢do daqueles esforgos. Ou seja, quanto mais proximo do ponto de aplica¢do da acgdo
estd o campo de tensdes a ser analisado no elemento, menos uniforme tende a ser sua
distribuicdo numa determinada se¢do transversal onde sdo esperadas grandes perturbagdes de
tensdo, principalmente se a carga for pontual. Com isso, ¢ possivel identificar quais sdo as
provaveis regides descontinuas ou “Regides D” no elemento. A Fig. 3.3 mostra alguns

exemplos de elementos com a identificacdo de suas respectivas “Regides B” e “Regides D”.
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Fig. 3.3 — “Regides D” (Wight e Macgregor, 2012)
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Em regides onde ocorrem mudancgas bruscas na geometria levando na irregularidade dessas,
também se aplica o “Principio de Saint Venant”, uma vez que, devido a essa irregularidade
ocorre o rompimento na linearidade das deformagdes ao longo da altura do elemento
estrutural. A Fig. 3.4 ilustra essa irregularidade da geometria, vigas com aberturas, n6 de

poértico e fundagdes, sendo as areas destacadas as regides descontinuas de cada elemento.

J‘—h‘ -||‘--|'I2

Fig. 3.4 — “Regides D devido a descontinuidade geométrica do elemento (Schlaich et
al.,1987)

A Fig. 3.5 também apresenta alguns exemplos de regides descontinuas, apontadas nas areas
destacadas, devido a irregularidade da geometria e / ou cargas concentradas devido aos

apoios, em vigas, consolos, e vigas parede.
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Fig. 3.5 - — “Regides D” devido a descontinuidade geométrica do elemento e cargas
concentradas (Schlaich et al.,1987)

De acordo com Schlaich et al. (1987), a partir da trajetoria das tensdes é, também possivel
identificar a diferenca entre as “Regides B”, nas quais a Lei de Hooke ¢ aplicavel, e as
“Regides D” de descontinuidades, ou seja, proximo as cargas concentradas haveria

distribui¢cdes mais complexas dos campos de tensao, conforme mostra Fig. 3.6.

Fig. 3.6 — Trajetorias de tensoes e identificagdo das Regides B e D (Schlaich et al.,1987).

Pode-se dizer, portanto, que a identificacdo e definicdo dos pontos na estrutura, onde se
aplicam ou ndo a Hipdtese de Bernoulli-Euler, depende basicamente da experiéncia do
projetista, ja que as normas existentes que tratam do assunto ainda ndo estdo bem difundidas.
Desta forma, o que vém sendo realizado ¢ o seguimento de praticas de dimensionamento que
adotam solugdes nem sempre confidveis e seguras, € que, por consequéncia, nao representam

com exatiddo o comportamento real da estrutura.
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3.3 Definicao do Modelo: Principios Basicos

Os principais aspectos a serem considerados para a definicdo da geometria do modelo de
bielas e tirantes, segundo Silva e Giongo (2000), se referem aos tipos de acdes atuantes no
elemento, ao angulo existente entre as bielas e os tirantes, as condi¢des de contorno, ou seja,
area de aplicacdo dos esforcos. Também ao niimero de camadas da armadura e ao cobrimento

da mesma.

Silva e Giongo (2000) explicam, ainda, que ao definir o modelo ¢ importante prever um
espaco satisfatério para as bielas e os tirantes de tal forma que os angulos 0 entre esses
elementos ndo fiquem muito pequenos. Diversos pesquisadores e alguns c6digos normativos
estabelecem limites para os valores desses angulos. A Fig. 3.7 ilustra o modelo de acordo com

Silva e Giongo (2000).

Fig. 3.7 — Modelo de Bielas e Tirantes de acordo com Silva e Giongo (2000)
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MacGregor (1997) aponta que as bielas e os tirantes devem arranjados de tal forma que haja
uma coincidéncia entre os centros de gravidade de cada elemento e as linhas de agdo das
forcas externas atuantes em cada nd. A figura Fig. 3.8 esboca uma viga com a sua respectiva
disposi¢ao dos elementos do modelo, as bielas, os tirantes e as zonas nodais onde ocorrera a

transferéncia de esforcgos.

| Prisma idealizado para biela

Zona nodal —\

(

vy Tirante

Fig. 3.8 — Modelo de bielas e tirantes de uma viga (Adaptado de Wight e Macgregor, 2012 e
ACI-318, 2005)

Wight e Macgregor (2012) apontam que um modelo de bielas e tirantes deve satisfazer a
alguns critérios dentre os quais o equilibrio de esforgos internos, considerando um dado
conjunto de cargas, que nao devem exceder limites em relagdo a resisténcia real da estrutura.

Essa teoria corresponde ao Teorema do Limite Inferior da Plasticidade.

Schéfer e Schlaich (1988; 1991) também indicam tais andlises do comportamento do
elemento considerando o limite ultimo no estado elastico, para definir a topologia do modelo

de bielas e tirantes, e o estado plastico, para dimensionar a estrutura.

Na literatura, em geral, sdo apontados alguns critérios comumente adotados para a escolha do
modelo de bielas e tirantes, dentre eles pode-se citar os prescritos em c6digos normativos, o
critério adotado pelo processo do caminho das cargas (“Load Path Approach”), a partir de
analises elasticas pelo MEF, a partir de andlises ndo lineares com a consideragdo da fissuragao
do concreto, por meio de ensaios experimentais € por meio da automatizacdo da escolha do

modelo.

Esses critérios sdo brevemente abordados nos itens a seguir.
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3.3.1 Prescritos em Codigos Normativos

Existem atualmente algumas normas que propdem modelos padronizados de bielas e tirantes
para alguns elementos especificos. Porém, devido a clara dependéncia de tais modelos com

alguns parametros ligados a geometria, suas aplicagdes tornam-se bastante limitadas nos

projetos estruturais.

Exemplos desses tipos de modelos padronizados para vigas parede com diferentes

carregamentos, regides de ancoragens e regides nodais em porticos sdo apresentados na Fig.

3.9, retirada do Codigo Modelo CEB-FIB (2010).
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Fig. 3.9 — Elementos basicos para o modelo de bielas e tirantes (Marti, 1991 apud CEB-FIB
Model Code, 2010)

As principais recomendacdes existentes para a utilizagdo do Método de Bielas e Tirantes, em
elementos contendo Regides D, sdo as prescricoes do CEB-FIP Model Code (2010), CSA-
A23.3-04 (2004), EHE (2008), ACI-318 (1995, 2005), EUROCODE 2 (2002) ¢ ABNT NBR

6118 (2014). Outras normas brasileiras, voltadas para a industria de pré-moldados, também
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apresentam recomendagdes para a utilizacdo do Método de Bielas e Tirantes em elementos

especificos, como ¢ o caso da ABNT NBR 9062 (2006) para o dimensionamento de consolos.

3.3.2 Pelo Processo do Caminho de Cargas

Esse critério ¢ adotado considerando o fluxo de tensdes no elemento estrutural pelo chamado
“Processo do caminho de cargas”. De acordo com Schifer e Schlaich (1991) o processo
ocorre apoés a divisao da estrutura em regides B e D, seguida da determinagdo dos esforgos no

contorno considerando o equilibrio entre as forgas externas aplicadas e as reacdes de apoio.

Quando as cargas estdo uniformemente distribuidas no elemento, sdo substituidas por forcas
concentradas equivalentes e as tensdes resultantes sdo ligadas a outras opostas de igual
magnitude obtidas pelo equilibrio. O caminho das cargas no interior da estrutura corresponde
a trajetéria das tensdes elasticas de tracdo e de compressdo que sdo, posteriormente,
substituidas por linhas de um poligono representando caminhos simplificados das bielas e dos
tirantes, que ndo se cruzam. Outros elementos poderiam ser adicionados no tracado, caso
fossem necessarios, para garantir o equilibrio dos nds. A Fig. 3.10, que esboga um tipico

exemplo da aplicacdo desse critério em uma viga-parede.
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Fig. 3.10 - Modelo de Bielas e tirantes a partir do “Load Path Approach” (Adaptado de
Schifer e Schlaich ,1991).

Schifer e Schlaich (1991) apontam também que nem sempre ¢ possivel se ter um diagrama
completamente balanceado, pois dependendo da configuragdo das cargas, para garantir que as

tensdes de todas as forcas aplicadas no contorno encontrardo tensdes resultantes nos lados



&9

opostos de igual magnitude, o caminho de cargas pode apresentar uma inversao do sentido ao

final, como ¢ o caso do exemplo apresentado na Fig. 3.11.

;F JF’

da Carg
-C C

WWW

Lot

Fig. 3.11 — Diagrama de cargas ndo completamente balanceado. (Adaptado de Schifer e
Schlaich ,1991).

A otimizagdo do processo do caminho de carga foi proposta em Schlaich et al (1987). O
estudo propde a escolha do modelo considerando os caminhos mais curtos € com menores

deformacdes.

Sendo assim, como os tirantes sdo mais deformaveis que as bielas, o0 modelo com tirantes
mais curtos ¢ em menor quantidade seria mais indicado segundo Schlaich et al (1987). A Eq.

(3.1) apresenta tal critério em termos matematicos.

Z Fil;eyi = minimo (3.1)

Onde:
Fi=forca no elemento (biela ou tirante);
li=comprimento do elemento (biela ou tirante);

emi=deformacao especifica média do elemento (biela ou tirante).

A Fig. 3.12 mostra dois modelos de bielas e tirantes obtidos pelo processo do caminho da
carga, sendo que na Fig. 3.12-a o modelo ¢ considerado o mais adequado, de acordo com as

consideragdes realizadas por Schlaich et al (1987), ja que apresenta tirantes mais curtos.
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Fig. 3.12 — Modelo de bielas e tirantes (a) Modelo correto (b) Modelo errado ( Schéfer e
Schlaich ,1991)
De acordo com Silva e Giongo (2000) para modelos complicados ¢ possivel realizar-se a
superposi¢do de dois modelos desde que esses satisfagam requisitos minimos em relagdo aos
valores dos angulos entre bielas e tirantes. A Fig. 3.13 ilustra essa superposicdo apresentada

em Schifer e Schlaich (1991).
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Fig. 3.13 — Superposi¢ao de dois modelos de bielas e tirantes (Schifer e Schlaich ,1991)

3.3.3 Por meio de Analises Elasticas

Outro critério, adotado para a escolha do modelo de bielas e tirantes, seria a simplificacdo da
obtencdo do caminho de carga, a partir da distribuicdo das tensdes principais, obtida

realizando-se analises lineares elésticas a partir do MEF.

Assim, de acordo com Schéfer e Schlaich (1991), a direcdo das bielas poderia ser determinada
considerando da direcdo média das tensdes principais de compressio, ou entdo as bielas e os
tirantes poderiam ser determinados a partir do centro de gravidade do diagrama de tensdes das
segoes tipicas do elemento estrutural. A Fig. 3.14 apresenta um exemplo de aplicagdao desse

critério em uma viga-parede.
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Fig. 3.14 — Trajetorias das tensdes elasticas e o modelo de bielas e tirantes correspondente
(Adaptado de Schlaich e Schéfer,1991).

Wight e Macgregor (2012) também apresentam um exemplo semelhante, como pode ser visto
na Fig. 3.15, porém para carga concentrada e a obtengdo de outro modelo de bielas e tirantes

pela trajetdria das tensdes principais de tragdo e compressao.
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Fig. 3.15 - Modelo de Bielas e tirantes pela trajetoria das tensdes principais de tragdo e
compressao (Adaptado de Schlaich,1987 apud Wight e Macgregor, 2012)

Da mesma forma, essa trajetoria seria obtida a partir de anélises elasticas utilizando-se o MEF
sendo as tensdes principais de compressao representadas pelas linhas tracejadas e as de tragao

pelas linhas continuas.
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3.3.4 Por meio de Analises Nao Lineares

A geragdo dos modelos de bielas e tirantes pode ocorrer também a partir de andlises nao
lineares, ou seja, considerando a fissuracdo do concreto no elemento estrutural. Como a
direcao das falhas, geralmente, se apresenta perpendicular ao fluxo de tensdes de tracao e
paralela ao fluxo de tensdes de compressdo, haveria a possibilidade de se definir as trajetorias

das bielas e dos tirantes do modelo.

A Fig. 3.16 corresponde ao mesmo exemplo comentado no item anterior, porém com o
acréscimo da analise da fissura¢do no elemento estrutural em concreto e o modelo de biclas e

tirantes correspondente.
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Fig. 3.16 - Analise da fissuracdo e modelo de bielas e tirantes correspondente (Adaptado de
Wight e Macgregor, 2012)

Souza (2004) aponta que tal analise pode ser realizada a partir de resultados experimentais em
relacdo aos panoramas de fissuracdo ou, ainda, por meio de programas computacionais.
Porém afirma que, apesar de alguns pesquisadores concluirem que a analise ndo linear
realizada, utilizando ferramentas computacionais, sdo bastante realistas, tais recursos ainda
sdo restritos devido ao alto custo dos programas computacionais. E também devido a

necessaria experiéncia do profissional para garantir a obten¢do de bons resultados.

Wight e Macgregor (2012) apontam que geralmente assume-se que a estrutura tera uma

capacidade de deformagdo plastica suficiente para que haja uma adaptagdo das diregoes das
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bielas e tirantes escolhidas no projeto, quando se considera apenas as trajetorias de tensdes

elasticas na analise.

Em outras palavras, conforme explica Souza (2004), a andlise linear do fluxo de tensdes
elasticas por meio do MEF, ou seja, a analise considerando a carga de servigo ¢ considerada
um controle aceitavel das fissuras. No entanto, o controle de fissuragdo por meio da andlise
ndo linear ¢ importante para permitir que ocorra uma adequagdo dos angulos entre bielas e

tirantes apos a redistribuicdo de tensdes.

3.3.5 Pela Automatizacao da Escolha do Modelo

Devido a falta de uma padroniza¢ao do método ideal para escolha da disposi¢ao adequada das
bielas e dos tirantes em pecas estruturais de concreto, diversos estudos tém sido realizados no
sentido de automatizar a concep¢do do modelo de bielas e tirantes. Essa automatizacao tem o
objetivo de auxiliar na escolha do modelo, proporcionando maior seguranga e simplificando a

realizacdo do dimensionamento estrutural para elementos especiais.

Souza (2004) cita com detalhes alguns processos de otimizacdo existentes na literatura para a
definicdo automatica dos modelos de bielas e tirantes. Dentre eles, o modelo envolvendo
programacdo linear que tem o objetivo de encontrar, a partir do lancamento de diversos
possiveis elementos reticulados, levando em consideragdo as posi¢des provaveis das
armaduras, a solucdo Otima ou a combinacdo das solu¢des. Para o desenvolvimento desse
modelo levam-se em consideragdo algumas condi¢des como o equilibrio dos nos, nimero de

armaduras maximas ¢ minimas e esfor¢os maximos ¢ minimos nas bielas.

Bendsee e Sigmund (2003) apresentam, em detalhes, técnicas de otimizagdo topologica. O
trabalho corresponde ao desenvolvimento dos estudos realizados pelos pesquisadores no
assunto em relacdo a topologia 6tima do continuo em projetos de estruturas, com varias
aplicagdes dos métodos. A Fig. 3.17 ilustra um dos exemplos apresentado pelos

pesquisadores.
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Fig. 3.17 — Exemplo para a topologia 6tima utilizando-se a distribui¢do de materiais -
(Bendsee e Sigmund, 2003).

As técnicas de otimizacdo topoldgica, quando usadas em combinagdo com analises de
elementos finitos, sdo também adotadas para refinar os projetos de elementos estruturais
possibilitando obter estruturas leves, econdmicas e seguras, além de garantir o seu

desempenho.

Essas técnicas podem ser adotadas como estratégia avancada na obtencdo das topologias do

modelo de bielas e tirantes como uma forma de geragao automatica dos modelos.

As andlises realizadas no presente trabalho levardo em consideragdo a técnica ESO
(Evolutionary Structural Optimization) de otimiza¢do topologica para realizar a
automatizacao da escolha do modelo de bielas e tirantes. Essa técnica e outras serdo discutidas

com detalhes no proximo capitulo.
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3.4 Teorema do Limite Inferior

A Anadlise Limite da estrutura tem como objetivo principal definir a carga que a levara ao
colapso. As formulagdes existentes para esse tipo de andlise sdo baseadas nos Teoremas
Limites da Teoria da Plasticidade, inferior ou superior. Esses teoremas foram inicialmente
introduzidos por Gvozdev(1938) e empregados por Drucker e Prager (1952) no estudo de

materiais que possuem comportamento elasto-plastico perfeitos em relagdo a ruptura.

O Teorema do Limite Inferior da Teoria da Plasticidade esta relacionado com a estatica, ou
seja, deve atender a condi¢cdes de um campo de tensdes estaticamente admissivel. Ja o
Teorema do Limite Superior da Teoria da Plasticidade esta relacionado com a cinematica,

devendo atender a condi¢des de campos de velocidade dinamicamente admissiveis.

Em termos de engenharia estrutural, os teoremas dizem respeito aos limites inferiores e

superiores para a carga de colapso da estrutura.

A concepcao do modelo de bielas e tirantes foi baseada no Teorema do Limite Inferior da
Plasticidade, pois leva em consideragdo que os tirantes irdo escoar antes do concreto entrar em

ruptura e, com isso, o campo de tensdes seria considerado seguro e a favor da seguranca.

Significa dizer que, a distribuicdo de esforcos na estrutura deve satisfazer a condicdes de
equilibrio e de contorno, ou seja, ser estaticamente admissivel em qualquer ponto do corpo, €
deve atender ao critério de escoamento. O que garantird que a carga atuante tenha valores

sempre menores ou no maximo iguais a carga de ruptura real da estrutura.
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3.5 Bielas

Schlaich et al (1987) e Schifer e Schlaich (1991) apontam trés tipos de configuragdes dos
campos de tensdes de compressdo tipicas para as bielas: distribui¢do de tensdes radiais,

distribuicdo de tensdes em linhas curvilineas e distribuicao de tensdes paralelas.
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Fig. 3.18 — Configuragdes dos campos de tensdes de compressao no concreto (a) distribuicao
de tensoes radial ou em leque (b) distribuicao de tensdes em linhas curvilineas com
afunilamento ou em forma de garrafa (c¢) distribuicao de tensodes paralelas ou prismaticas
(Adaptado de Schlaich e Schifer,1991).

Na Fig. 3.18-a, tem-se o campo de tensdes radiais que seria uma idealizacdo de um campo de
tensdes com curvatura desprezivel. Geralmente encontra-se esse tipo de distribui¢do nas
proximidades de regides descontinuas que possuem concentra¢ao de esfor¢os com propagacao

suave e nao se desenvolvem tensdes transversais, segundo Schifer e Schlaich (1991).

O segundo tipo, campo de tensdes de compressdo em forma de garrafa, ¢ ilustrado na Fig.
3.18-b. Nesse tipo, ocorre o desenvolvimento de tensdes transversais de tracdo quando as
cargas concentradas se propagam por meio de curvas acentuadas. Essas tensdes transversais
combinadas com as longitudinais de compressdao podem levar ao desenvolvimento de fissuras
longitudinais antecipando a ruptura do concreto. De acordo com Silva e Giongo (2000), essas
tensOes de tragdo transversais e as fissuras geradas seriam muito prejudiciais a estrutura, ja

que a ruptura do concreto se daria com tensdes inferiores a sua resisténcia & compressao.

Uma solugdo para o controle de fissuracdo indicada em Schifer e Schlaich (1991) nesse caso

seria dimensionar uma armadura transversal por meio da determinagdo de um modelo
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especifico de bielas e tirantes para esse campo de tensdes com o auxilio de diagramas
simplificados para determinar as taxas de armadura necessaria, ambos ilustrados na Fig. 3.19.
De acordo com Silva e Giongo (2000), esses diagramas seriam construidos a partir de

resultados experimentais.
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Fig. 3.19 — (a) diagrama para o fornecimento de taxas de armadura necessarias (b) modelo de
bielas e tirantes ¢ armadura transversal correspondente (Adaptado de Schlaich et al.,1987)

O tltimo tipo de configuracdo dos campos de tensdes de compressdo seria a distribui¢ao
paralela ou prismatica, ilustrada na Fig. 3.18-c, que ocorreria de maneira uniforme ¢ sem

perturbagoes.

De acordo com Schifer e Schlaich (1991) os parametros de resisténcia das bielas irdo
depender do estado multiaxial de tensdes e das perturbacdes causadas pela fissuracdo e
armaduras. Sendo assim propdem alguns critérios para o calculo da resisténcia das bielas,

citados a seguir:

= Para um estado de tensdo uniaxial e sem perturbagdes a resisténcia ¢ dada pela

Eq.(3.2):

Fp, = 1,0f4 (3.2)
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= Para campos de tensdes de compressdo com fissuras paralelas as tensodes de

compressao, de acordo com a Eq. (3.3):

F, = 0,8 f. (3.3)

= Para campos de tensdes com fissuras inclinadas, conforme Eq.(3.4):

Fp, = 0,6f4 (3.4)

Onde:
Fv= Resisténcia a compressao das bielas.
fca = Resisténcia de calculo a compressdo uniaxial do concreto de acordo com a norma

adotada.

A seguir sdo apresentados, resumidamente, os parametros de resisténcia das bielas adotados

por algumas normas e recomendagdes vigentes.

3.5.1 EHE (2008)

A norma espanhola EHE (2008) aponta que a capacidade resistente de uma biela comprimida
¢ intensamente influenciada pelo estado de tensdes e deformagdes transversais, pelo campo de
tensOes compressao assim como pela fissuragdo existente. Desta forma, aponta os seguintes
parametros de resisténcia para as bielas:

= Para bielas em zonas com estados de compressdo uniaxial a tensdo maxima na

biela comprimida se limita ao valor apontado na Eq. (3.5):

Fp = feq 3.5)

= Para bielas com fissuragdo obliquas ou paralelas as tensdes de compressao em trés
situacdes. Quando existem fissuras paralelas as bielas e a armadura transversal esta

ancorada a capacidade resistente ¢ definida pela Eq. (3.6):
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Fp, = 0,7f4 (3.6)

Quando as bielas transmitem os esfor¢os de compressdo por meio da abertura de fissuras
controladas por uma armadura transversal suficientemente ancorada (¢ o caso de almas de

vigas submetidas a esfor¢o cortante):

Fp, = 0,6f4 (3.7)

Quando as bielas transmitem os esfor¢os de compressdo por meio de grandes aberturas de

fissuras (¢ o caso de elementos submetidos a tracdo em vigas de se¢des do tipo T):

Fp, = 0414 (3.8)

Outros casos sdo apontados na norma para bielas com armaduras comprimidas, considerando

o concreto confinado e também com interferéncias de armaduras ativas.

3.5.2 ACI-318 (2005)

A norma ACI-318 (2005) aponta que a resisténcia a compressao nominal das bielas sem

armadura longitudinal ¢ obtida pela Eq. (3.9).

Fp = Fps = feeAcs (3.9)

Onde:
Acs=Area da se¢do transversal da extremidade de uma biela;

fee = A efetiva resisténcia a compressao do concreto em uma biela ¢ dada pela Eq.(3.10):

fee = 0,85Bsfeq (3.10)



100

Onde:
fca=Resisténcia de calculo a compressao do concreto;
Bs= 1,0 - para bielas uniformes e com sec¢do constante;

s = 0,75 - para bielas do tipo garrafa ¢ armadura atendendo ao item 3.3 do Appendix A -
ACI-318 (2005);
Bs= 0,6\ - para bielas do tipo garrafa e armadura ndo atendendo ao item 3.3 do Appendix A -
ACI-318 (2005). (Sendo que A = 1,0 ¢ indicado pela norma para concreto de peso normal,

0,85 para concreto leve de areia e 0,75 para todas os tipos de concretos leves).

A norma recomenda, ainda, que o valor obtido na Eq.(3.10) seja comparado com o valor da
resisténcia efetiva a compressdo do concreto na zona nodal e que o menor valor seja
considerado para o calculo da resisténcia a compressdo das bielas. Essa resisténcia a

compressao do concreto na zona nodal serd abordada no proximo item.

3.5.3 CEB FIB Model Code (2010)

De acordo com o codigo as bielas devem ser dimensionadas considerando um fator de

reducdo na resisténcia do concreto, dada conforme Eq. (3.11).

fea
Fp = ke — (.11)
Ye

O fator de reducgao ke deve ser obtido considerando as seguintes situagdes:

= Para um estado uniaxial de tensdes de compressdao, sem perturbacdes, € para
regides com compressao transversal, sendo que o maior valor de resisténcia pode
ser assumido em regides onde existem tensdes multiaxiais de compressao, o fator

ke € dado conforme Eq. (3.12).

30 /3
k. = 1,00 (—) <100  (f, em MPa) (3.12)
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= Para bielas e faces comprimidas com fissuras paralelas a essas tensdes de
compressdo e tracdes das armaduras perpendiculares a essa dire¢cdo, o fator ke é

dado conforme Eq. (3.13).

30 /3
k, = 0,75 (—) <080 (f, em MPa) (3.13)

= Para faces comprimidas com fissuras paralelas a essas tensdoes de compressao e
tracdes das armaduras obliquas a essa direcdo, o fator ke ¢ dado conforme Eq.

(3.14).

30\ /3
k. = 0,55 (—) <055  (f, em MPa) (3.14)

3.5.4 EUROCODE 2 (2002)

De acordo com a norma de projetos europeia, a resisténcia efetiva das bielas em regides com

ou sem tensdes de compressao transversais pode ser obtida a partir da Eq.(3.15).

Fp = Orgmax = fca (3.15)

Onde:

fca=Resisténcia de calculo a compressdo do concreto.

Assume-se, portanto, uma alta resisténcia das bielas para o estado de tensdes multiaxiais de

compressao, ou seja, para o concreto confinado.

Ja as resisténcias das bielas, considerando um concreto comum com zonas de compressao

fissuradas, devem ser reduzidas. Caso ndo se tenha uma abordagem mais rigorosa, de acordo
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com a norma, a resisténcia a compressao das bielas, nesse caso, pode ser obtida a partir da Eq.

(3.16).

Fp = Oramax = 0,6 Vfcq (3.16)

Onde:
v= Coeficiente de reducao da resisténcia do concreto, devido a existéncia de tensdes de tragao

transversais, obtido conforme Eq.(3.17) recomendada pela norma.

. fck
250

v=1 (3.17)

Sendo que:

fok = Valor caracteristico da resisténcia a compressao do concreto aos 28 dias.

Algumas alternativas de célculos sdo abordadas separadamente na norma. Como ¢ o caso de

vigas parede e consolos.

3.5.5 CSA-A23.3-04

De acordo com o cddigo canadense CSA-A23.3 (2004), as dimensdes das bielas devem ser
suficientemente grandes para garantir que a forca de compressdo calculada para as mesmas

ndo exceda valores conforme apresentado na Eq. (3.18):

C <D feyAcs (3.18)

Onde:

C =Forca de compressao;

@.=Fator de resisténcia para o concreto igual a 0,65, conforme item 8.4.2 do codigo;
few=Limita¢ao da tensdo de compressdo nas bielas;

Acs=Area da se¢do transversal efetiva das bielas de concreto, submetida a compressao.
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(Calculada considerando a area de concreto disponivel e as condi¢des de ancoragem nas

extremidades da biela).

Para o caso de existir armadura com barras paralelas as bielas (estribos) a for¢a calculada nao

deve exceder o valor apontado na Eq. (3.19).
C < (Dcfeuhes + DsfyAss) (3.19)

Onde:
@=Fator de resisténcia para a armadura igual a 0,85, conforme item 8.4.3 do codigo;
Fy=Resisténcia ao escoamento do ago;

Ass=Area da armadura da biela.

As resisténcias das bielas podem ser obtidas, segundo prescrigdes do cddigo CSA-A23.3

(2004), a partir da Eq. (3.20).

Fp = feu < 0,85f; (3.20)

_ C
©08+170¢,

Onde:
fe=Resisténcia a compressao do concreto;

e1=Deformacao de tra¢do na dire¢@o perpendicular a biela, obtida conforme Eq. (3.21).
g, = & + (g5 + 0,002)cotg?0, (3.21)
Onde:

0s=Menor angulo entre a biela e a barra da armadura que a atravessa;

es=Deformag¢do média na barra da armadura que atravessa a biela.
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3.5.6 ABNT NBR 6118/2014

A norma de projeto brasileira NBR 6118 (2014) determina valores limites para as tensdes de
compressao nas bielas. Essas tensdes ndo devem exceder os valores obtidos a partir das Egs.

(3.22), (3.23) e (3.24) a seguir.
= Para bielas prismaticas:
Fear = 0,85 ayafeq (3.22)
= Para bielas atravessadas por mais de um tirante:
Feaz = 0,60 ayyfeq (3.23)
= Para bielas atravessadas por tirante inico:
Feaz = 0,72 aypfeq (3.24)
Onde:
a,,= 1 —fck / 250, com fck, expresso em megapascal (MPa);

f.q = resisténcia a compressdo do concreto igual a fck / y., sendo y. o coeficiente de

ponderag¢do da resisténcia do concreto.
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3.6 Regioes Nodais

De acordo com Schéfer e Schlaich (1988, 1991) os nds sdo uma maneira idealizada e simples
de representar a intersecdo entre bielas e tirantes em regides onde ocorre mudanga brusca na
direcdo das forgas. Os nos podem ser classificados em singulares ou continuos conforme

ilustra a Fig. 3.20.

%
X
71N

/ | \C
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\
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Fig. 3.20 — Classificagao dos nos (a) Modelo de bielas de tirantes sendo que a indicagao 1
aponta um n6 continuo e 2 um né singular em uma regido D (b) e (¢) campos de tensdes e
regides nodais. (Adaptado de Schifer e Schlaich, 1991)

~

Os nos singulares, ou nos concentrados, sao assim chamados devido a existéncia de campos
concentrados de tensdes em suas proximidades. De acordo com Schéfer e Schlaich (1991),
essas regides sdo criticas, pois nos locais em que as forcas concentradas sdo aplicadas, o
desvio de esforcos sdo localmente concentrados nos nos. Portanto, torna-se importante
verificar as tensoes de modo a equilibrar as forcas nas bielas e nos tirantes evitando o excesso

de deformagdes e a formacao de possiveis fissuras.

Ja os nods continuos, ou distribuidos, sdo aqueles dispostos em locais onde existem tensdes
mais distribuidas no concreto tendo um espago suficiente para o desvio de forgas e para

realizar a ancoragem das barras distribuidas.

Portanto, segundo Schifer e Schlaich (1991), os nds singulares devem ser verificados
considerando que as tensdes médias de compressao nos contornos da regiao nodal nao devem

ultrapassar os valores apresentados a seguir.
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= Para n6s onde apenas tensdes de compressao se encontram, criando um estado de

tensdes bi ou tridimensional na regido nodal.

Fza = 1,1fq (3.25)

= Para nos onde as barras tracionadas sao ancoradas ¢ uma parcela da resisténcia ¢

reservada para a aderéncia.

Fzq = 0,8fcq (3.26)

Onde:
fea= Resisténcia média de célculo a compressao uniaxial do concreto;

f,q=Resisténcia a compressao média no contorno da regido nodal.

Os parametros resistentes das regides nodais adotados por normas e recomendagdes atuais sao

brevemente abordados nos itens a seguir.

3.6.1 EHE (2008)

De acordo com a norma espanhola, os nds devem ser concebidos, dimensionados e armados
de tal forma que todos os esforcos atuantes estejam em equilibrio e os tirantes
convenientemente ancorados. O concreto nas regides nodais pode estar submetido a estados
multiaxiais de tensdes e essa particularidade deve ser levada em consideracdo, ja que, com

isso, ocorrerd um aumento ou redugdo de sua capacidade resistente.

A norma recomenda, assim, que a devida ancoragem dos tirantes seja garantida (conforme
artigos 69° e 70° da norma) e que se realize um controle para que a tensdo maxima no

concreto nao ultrapasse a capacidade resistente maxima dos tirantes.

Para os no6s que unem apenas bielas, esses apresentam um estado tensional de compressao

multipla e, com isso, ocorre o aumento da capacidade resistente a compressao do concreto.



107

= Para o estado de tensdo biaxial de compressdo, tem-se 0 seguinte critério para a

capacidade resistente da regido nodal a compressao:

Fza = focd = feq (3.27)

Onde:
faca=Resisténcia do concreto nas regides nodais para o estado biaxial de compressao.

fca=Resisténcia do concreto a compressao.

= E para o estado triaxial de compressao, tem-se o critério conforme Eq. (3.28):

Fza = f3ca = 3,30fq (3.28)

Onde:
fzca=Resisténcia do concreto nas regides nodais para o estado triaxial de compressao.

fca=Resisténcia do concreto a compressao.
Quando esses valores de capacidade resistente a compressao do concreto sdo considerados nas
regides nodais, devem-se levar em consideracdo as tensdes transversais inclusas na analise, ja

que essas requerem uma armadura especifica.

Para regides nodais contendo tirantes, ou armaduras ancoradas, a capacidade resistente a

compressao ¢ dada pela Eq. (3.29).

Fza = faca = 0,70f4 (3.29)
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3.6.2 ACI-318 (2005)

Os nos sdo classificados por diversos autores e também pela norma ACI-318 (2005) de acordo
com os esfor¢os a que estao envolvidos. A ACI-318 (2005) realiza a classificagdo de quatro

tipos de nos: CCC, CCT, CTT, TTT.

Para zonas nodais que estejam submetidas a apenas tensdes de compressao (bielas) por todos
os lados sdo classificadas como CCC. Da mesma forma caso estejam envolvidas por apenas
uma tensdo de tragdo (tirante), e as demais tensdes de compressdo (bielas), a regido ¢

classificada como sendo uma CCT.

J& para a situacao oposta sdo denominadas CTT, ou seja, circundas por apenas uma biela e as
demais direcdes por tirantes, ou ainda por tirantes em todas as diregdes, para esse caso sao

classificadas em zonas nodais do tipo TTT.

As regides nodais nas quais bielas e tirantes se interceptam e as tensdes correspondentes

apresentam valores iguais em todas as direcdes sdo chamadas de regides nodais hidrostaticas.

Em um modelo de bielas e tirantes, de acordo com ACI-318 (2005), a zona nodal pode ser
estendida devido a ligagcdo entre o tirante e a por¢do da biela. Com isso, a zona nodal
apresentaria lados que correspondem a largura efetiva da biela (ws) e a largura efetiva do

tirante (wt).

De acordo com a ACI-318 (2005), a resisténcia a compressdo das zonas nodais pode ser

obtida a partir da Eq. (3.30).

Fzqa = Fan = feelnz (3.30)
Onde:
Anz=serd a menor area entre a area da face da zona nodal com a agdo de uma forga Fy
perpendicular a sua linha de agdo ou a area de uma sec¢ao da zona nodal, perpendicular a linha

de agdo da forca resultante na mesma secao ou efetiva resisténcia a compressao. (Sendo Fu a
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maior forca atuando em uma biela ou tirante em uma dada area ou zona nodal de um modelo
de bielas e tirantes)
fee= Efetiva resisténcia a compressao do concreto na zona nodal, que nao deve exceder valores

conforme Eq. (3.31).

f.. = 0.85 B,f. 3.31)

Onde:
Bn=1,0 - para zonas nodais delimitadas por bielas (CCC), areas de apoio, ou ambos;
B,=0,8 - para zonas nodais ancorando tirantes (CCT);

B,=0,6 - para zonas nodais ancorando dois ou mais tirantes (CTT e TTT);

O angulo de inclinagdo entre as bielas e os tirantes nas regioes nodais, de acordo com a norma
ACI-318 (2005), nao devem ser inferiores a 25° (graus). Esse angulo entre os eixos das bielas
e tirantes que atuam em um nd deve ser grande o suficiente para suavizar a formacao de
fissuras e para evitar incompatibilidades, devido ao encurtamento das bielas e alongamento

dos tirantes ocorrendo quase na mesma dire¢ao.

3.6.3 CEB FIB Model Code (2010)

De acordo com o Codigo Modelo CEB-FIB (2010), para o dimensionamento dos nds deve ser
considerado um fator de reducdo na resisténcia a compressao do concreto nas zonas nodais,

obtida conforme Eq. (3.32).

Fza = k¢ fyc—j (3.32)
Onde:
fca=Resisténcia a compressao de calculo do concreto;
v.= Coeficiente de seguranga parcial para as propriedades do concreto (1,5 ou 1,2 conforme
capitulo 4 da norma);

ke=fator de reducgdo obtido considerando as seguintes situagdes:
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= Para a compressdao dos nds onde ndo existem tirantes ancorados o fator ke ¢ dado

conforme Eq. (3.33).

30y /3
k., = 1,00 <f—) <1,00  (f, em MPa) (3.33)
ck

= Para a compressdo-tragdo dos nds com tirantes ancorados em uma ou duas

diregdes o fator ke € dado conforme Eq. (3.34).

30\ /3
k. = 075 <f—) <1,00  (fy em MPa) (3.34)
ck

Onde:

fok = Resisténcia caracteristica do concreto a compressao.

3.64 EUROCODE 2 (2002)

O EUROCODE 2 (2002) apresenta os valores de calculo para as tensdes de compressdes nos

ndés de modelos de bielas e tirantes determinados considerando as situagdes apresentadas a

seguir.
= Em nods submetidos a tensdes de compressdao (bielas) onde ndo existem tirantes
ancorados nos mesmos.
Fzq4 = Oramax = K1 vicq (3.35)
Onde:

ORd,max—Maxima tensdo que pode ser aplicada nas bordas de um no;
ki = 1,0 (valor recomendado pela norma);
v= Coeficiente de redugdo da resisténcia do concreto, obtido conforme Eq.(3.17)

recomendada pela norma.
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= Em nos submetidos a tensdes de compressao (bielas) com tirantes ancorados em

uma direcao.

Fzda = Oramax = K2 Vieq (3.36)

Onde:
ORd,max—MAaxima tensdo entre Orq 1 € Orq > aplicada nas bordas de um no;

k2 = 0,85 (valor recomendado pela norma);

= Em nos submetidos a tensdes de compressdo (bielas) com tirantes ancorados em

mais de uma direcao.

Fa = ORd,max — k3 vfeq (3.37)
Onde:
ORd,max— Maxima tensdo aplicada nas bordas de um no;

k3 = 0,75 (valor recomendado pela norma).

3.6.5 CSA-A23.3-04

A norma canadense CSA-A23 (2004) determina valores limites para as tensdes de
compressao nas regides nodais. Essas tensdes ndo devem exceder os valores obtidos a partir
das Egs. (3.38), (3.39) e (3.40) a seguir.
= Para regioes nodais submetidas a tensdes de compressao (bielas):
de < 0,85 @cfc (3.38)

= Para regides nodais com tirantes ancorados em uma dire¢ao:

Fuq < 0,75 @.f, (3.39)
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= Para regides nodais com tirantes ancorados em mais de uma direcao:

F,q < 0,65 @.f, (3.40)

Onde:
@.= 0,65 (Valor do fator de resisténcia do concreto recomendado pela norma);

fe=resisténcia a compressao do concreto.

3.6.6 ABNT NBR 6118/2014

A norma de projeto brasileira NBR 6118 (2014) determina valores limites para as tensdes de

compressao nas regides nodais. Essas tensdes ndo devem exceder os valores obtidos a partir

das Egs. (3.44), (3.45) e (3.46) a seguir.

= Para regides com tensdes de compressao transversal ou sem tensdes de tracao

transversal e em nés onde confluem somente bielas de compressao (n6s CCC):

Fear = 0,85 ayafeq (3.41)

= Para regides com tensdes de tracao transversal e em nés onde confluem dois ou

mais tirantes tracionados (n6és CTT ou TTT):

Feaz = 0,60 ayxfcq (3.42)

= Para regides nodais onde conflui um tirante tracionado (n6s CCT):

Feaz = 0,72 ayafeq (3.43)

Onde:

ay,= 1 —fck / 250, com fck, expresso em megapascal (MPa);
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f.q = resisténcia a compressdo do concreto igual a fck / y., sendo y. o coeficiente de

ponderacao da resisténcia do concreto.

3.7 Tirantes

De acordo com Schéfer e Schlaich (1991), a armadura deve resistir aos esforcos de tragdo em

um elemento estrutural de concreto.

Silva e Giongo (2000) apontam que, deve-se considerar a forca no tirante a resisténcia ao

escoamento de célculo do ago considerando o Estado Limite Ultimo para dimensionar a area

de armadura necessaria, conforme Eq. (3.44). Além disso, o eixo das barras deve ser

coincidente com o eixo do tirante do modelo.

_ YeRst

fyq

As

Onde:
Rst =For¢a no tirante;
fya = Resisténcia ao escoamento de calculo;

vt = Coeficiente de ponderacdo das cargas.

(3.44)

Schifer e Schlaich (1991) explicam também que a resisténcia a tracdo do concreto deve ser

utilizada apenas para o equilibrio das forgas, considerando que ndo haja nenhuma falha gerada

por forgas progressivas, apenas zonas de rupturas locais.

Nos proximos itens o assunto ¢ abordado de forma resumida, apenas com o intuito de

conhecer os critérios que vém sendo adotados para os tirantes nas recomendacdes e normas

atuais.
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3.7.1 EHE (2008)

De acordo com a norma espanhola EHE (2008), a capacidade resistente dos tirantes,
representados pelas armaduras, considerando o estado limite Gltimo, correspondera ao alcance

da tensao de calculo, conforme Eq. (3.45) e (3.46) a seguir.

= Para armaduras passivas:

Fit = 054 = fya (3.45)

Onde:

osd =Tensdo de célculo nas armaduras passivas;

fya = Resisténcia de calculo da armadura passiva igual a (fya=fyk/ys). Sendo fyk a tensdo de
escoamento do ago e ys o coeficiente de seguranga do aco igual a 1,15 ou 1,00 conforme

capitulo 15 da norma.

= Para armaduras ativas:

Fi = 0pq = fpa (3.46)

Onde:

opd =Tensdo de calculo nas armaduras ativas;

fpa= Resisténcia de célculo da armadura ativa igual a (fpa=fpk/ys). Sendo fpk a tensdo de
escoamento do ago e ys o coeficiente de seguranga do aco igual a 1,15 ou 1,00 conforme

capitulo 15 da norma.

Quando ndo se estuda as condi¢des de compatibilidade de uma forma explicita, segundo a

norma, ¢ necessario limitar a maxima deformac¢ao dos tirantes no estado limite altimo.

Com isso, a tensdo da armadura no estado limite de servico também seria limitada. Assim, a

capacidade resistente de um tirante constituido por armadura é dada conforme Eq. (3.47).
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Fo < (Asfya + Ap fpa) (3.47)

Onde:
As = Se¢do da armadura passiva;

Ap = Secdo da armadura ativa.
3.7.2 ACI-318 (2005)

A resisténcia nominal de um tirante, de acordo com ACI-318 (2005) ¢é obtida a partir da Eq.

(3.48).

Fi = Fnt = Aisly (3.48)
Onde:
F¢=Resisténcia nominal de um tirante;
Ass = Area de ago nio protendido em um tirante;

fy = tensao de escoamento do ago;

Caso a distribuicdo de barras da armadura seja realizada em uma unica camada a largura
efetiva do tirante (wt) € considerada como sendo igual ao didmetro da barra mais duas vezes o

cobrimento necessario.

Caso contrario, se a largura do tirante exceder esse valor, as barras da armadura devem ser

distribuidas uniformemente em toda largura (wt) e espessura do tirante.

O eixo da armadura deve coincidir com o eixo do tirante no modelo de bielas e tirantes € um

limite superior da largura do tirante (wt,max) pode ser calculado considerando-se a Eq. (3.49).

we = _fnt_
t,max (fcebs) (349)
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Onde:

fee= Efetiva resisténcia a compressdo do concreto na zona nodal hidrostatica obtida a partir da
Eq. (3.31);

bs=Largura da biela.

O comprimento de ancoragem das barras ¢ apontado na Erro! Fonte de referéncia nao
encontrada. com o nome de lanc. De acordo com a norma ACI-318 (2005), a ancoragem das
barras do tirante deve ocorrer antes que os baricentros das barras saiam do contorno da zona

nodal estendida.

3.7.3 CEB FIB Model Code (2010)

De acordo com o Cdédigo Modelo CEB-FIB (2010), a resisténcia dos tirantes pode ser

assumida como sendo igual a:

Fe=fyq ==~ (3.50)

Onde:

fya = Valor de célculo da tensao limite de escoamento;

fyk = Valor caracteristico da tensdo de escoamento das armaduras;

vs= Coeficiente de seguranca parcial para as propriedades das barras de ago adotadas em

elementos estruturais de concreto armado (igual a 1,15 ou 1,0, conforme capitulo 4 da norma)

3.7.4 EUROCODE 2 (2002)

De acordo com EUROCODE 2 (2002) a for¢a de tracdo nos tirantes pode ser obtida
considerando-se o comprimento das regides continuas e descontinuas. A forga de tragdo T

pode entdo ser obtida considerando:

= Regides parcialmente descontinuas onde:



N T

Onde:
b=Largura total de uma secao transversal da regido;

H=Altura da regido analisada.

A forca de tracdo ¢ entdo obtida pela Eq. (3.52).

Onde:
F=Ac¢ao.

= E para regides totalmente descontinuas onde:

b>—
A forga de tragdo € entdo obtida pela Eq. (3.54).

T=%(1—0,7%F)
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(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Nos locais onde os nos distribuidos se estendem por um trecho consideravel, a armadura deve

se distribuir ao longo do comprimento onde as trajetdrias das tensdes de compressdo sdao

curvas.

3.7.5 CSA-A23.3-04

De acordo com o coédigo canadense CSA-A23.3 (2004) a area de armadura deve ser

suficientemente grande para garantir que a for¢ca de tragdo calculada nao exceda o valor

apontado na Eq. (3.55).



118
T < @SfyASt (355)

Onde:

T=For¢a de tracao;

@=Fator de resisténcia para a armadura igual a 0,85, conforme item 8.4.3 do codigo;
fy=Resisténcia ao escoamento do ago;

As=Area da armadura do tirante.

3.7.6 ABNT NBR 6118/2014

De acordo com a norma de projeto brasileira NBR 6118 (2014) a area de armadura deve ser

calculada a partir da Eq. (3.56).

As=1— (3.56)

Onde:
F,q=For¢a de tracao determinada no tirante;
fya=Resisténcia ao escoamento do aco (fyk/1,15);

As=Area da armadura do tirante.
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3.8 Modelos de Bielas e Tirantes: Sequéncia usual de Passos

Em resumo, a sequéncia usual de passos para se executar um projeto aplicando-se modelos de

bielas e tirantes ¢ dada conforme apresentado a seguir.

1))

2)

3)

4)

S)

6)

Defini¢do das regides de descontinuidades na estrutura, que pode ser realizada com o
auxilio do principio de Saint-Venant.

Determinacdo dos esforgos solicitantes no contorno a partir do equilibrio entre as
forgas aplicadas e os esforcos internos. Para isso as forgas distribuidas sao substituidas
por concentradas equivalentes;

Desenvolvimento do modelo de bielas e tirantes a partir de algum critério adotado para
a defini¢do desse arranjo (bielas, tirantes e nos), a principio considerando a andlise
eléstica da trajetoria de tensoes;

Verificagdo ou dimensionamento dos elementos do modelo (bielas, tirantes e nos) de
modo que esses suportem os esfor¢os internos;

Detalhamento dos tirantes e verificagdo das condigdes de ancoragem de forma a
corresponderem a distribui¢des de armaduras correntes e exequiveis;

Aperfeicoamento do modelo se necessario.
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4

OTIMIZACAO ESTRUTURAL

O termo “otimizag¢ao” em engenharia pode ser definido como o processo de modelagem de
problemas no qual se busca minimizar ou maximizar determinado critério de projeto, ou
critérios de projeto em alguns problemas, visando encontrar a solugdo considerada 6tima

globalmente para o problema.

Liang (2005) aponta que a Otimizacdo Estrutural tem como objetivo maximizar o
desempenho de um elemento estrutural a fim de se obter o projeto estrutural ideal (mais
eficiente). A busca de projetos que atendam as necessidades como a reducdo de custos, a
redu¢do de impactos ambientais gerados pela utilizagdo de recursos naturais, a obtencao de
estruturas leves, competitivas, que satisfacam critérios de desempenho estabelecidos, tém-se

tornado cada vez frequente no &mbito da Engenharia de Estruturas.

O presente trabalho ir4 abordar o tema Otimizagdo Topologica, que ¢ um campo de pesquisa
da engenharia que tem como objetivo a busca por um projeto adequado, obedecendo algumas
restricdes impostas ao mesmo de forma a garantir seu desempenho estrutural.

Nos itens a seguir € realizada uma breve revisao bibliografica do assunto.

4.1 Breve Historico

O conceito de otimizag¢do topologica foi inicialmente introduzido por Maxwell em 1870. O

cientista estudou, no final do século XIX, problemas envolvendo elementos estruturais
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submetidos a carregamentos, como pontes, visando obter o menor volume possivel de

material de tal forma que ndo afetasse o desempenho da estrutura.

Utilizando-se de conceitos da elasticidade, a partir do célculo das tensdes principais no
elemento estrutural num dominio finito, e, considerando também, os pontos de apoio desse
dominio, Maxwell (1870) sugeriu que a estrutura Otima seria constituida de elementos de
trelica alinhados a essas diregdes principais. A Fig. 4.1 corresponde a um dos exemplos

apresentados no estudo de Maxwell (1870).
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Fig. 4.1 — Exemplo apresentado em Maxwell (1870) referente a aplicacdo do principio
proposto no estudo em pontes (Maxwell, 1870).

Michell (1904) deu prosseguimento aos estudos nessa dire¢do aplicando o método de trelicas
proposto por Maxwell (1870) em diversos tipos de estruturas a fim de obter o menor volume

de material considerando as tensOes nas barras.

A Fig. 4.2 ilustra dois exemplos do estudo de Michell (1904) para dominios bidimensionais,
adotando-se o mesmo conceito de alinhar elementos de barras com as tensdes principais no

dominio para a obtencao de uma solugdo que corresponde a topologia 6tima da estrutura.

——————————— )

(a) (b)

Fig. 4.2 — (a) e (b) Exemplos da solugdo da topologia 6tima da estrutura proposta por Michell
(Michell, 1904 apud Bendsge e Sigmund, 2003)

Apods o desenvolvimento desses estudos, realizados por Michell (1904), um dos primeiros a
considerar suas solugdes foi o trabalho desenvolvido em Cox (1958). Pois, apesar dos

resultados de Michell (1904) serem considerados muito académicos para a época, com a
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evolugdo da tecnologia e implementacdo de softwares tais resultados passaram a ser
reproduzidos e, até nos dias atuais, sdo realizados estudos envolvendo as estruturas treligadas

propostas em Michell (1904).

Segundo Rozvany (2011), nos anos posteriores estudos relacionados a otimizacao estrutural,
como os desenvolvidos em Hegemier e Prager (1969), foram realizados estendendo-se os
conceitos propostos por Michell (1904) para diferentes condigdes de cargas na estrutura.
Hemp, em 1974, também propds solucdes para outras condigdes de carga, mais

especificamente para cargas distribuidas entre apoios.

A partir do surgimento de softwares, foram desenvolvidos diversos estudos envolvendo a
otimizagdo estrutural com o auxilio do método dos elementos finitos podendo-se citar os

trabalhos de Chen e Olhoff (1981), Rozvany et al. (1982) e Kohon e Strang (1986).

Iniciam-se, também, os primeiros estudos relacionados a otimizagdo topologica devido a
necessidade de resolver problemas relacionados com atualizagdo da malha de elementos
finitos, a cada iteracdo em que o problema fisico era modificado, o que gerava grande

complexidade na geragao dos algoritmos.

Conceitos relacionados aos tipos de otimizacdo existentes, podendo ser classificados em
Otimizacdo Paramétrica, Otimizacdo de Forma e Otimizagdo Topoldgica, que serdo
abordados em detalhes no proximo item. A vantagem da otimizacao topologica, em relagao a

otimiza¢do de forma e a paramétrica, seria a possibilidade de alterar o leiaute da estrutura.

Bendsee e Kikuchi (1988) iniciaram estudos adotando-se o método da homogeneizagio para a
realiza¢dao da otimizacao topolodgica. Esse método foi criado com o objetivo de aprimorar o
método de otimizacdo de forma permitindo a obtencdo topologias e formas Otimas das
estruturas. Bendsee e Kikuchi (1988) partiram do principio de fixar o dominio inicial da
estrutura e, desta forma, manter o modelo de elementos finitos inalterado no processo iterativo
de otimizacdo da estrutura. Esse conceito baseia-se no chamado dominio fixo estendido de

projeto.
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Nos anos posteriores, diversos estudos foram realizados visando unir os métodos de
otimizagdo, topoldgica, paramétrica e de forma, para obter melhores resultados podendo-se

citar o trabalho desenvolvido por Olhoff et al. (1991).

Rozvany et al. (1995) aponta que a otimizacao topologica pode realizada considerando-se um
meio discreto e um meio continuo, sendo que em um meio discreto pode-se ter estruturas de
malha continua (“gridlike continua”), que tem sua solugdo Otima obtida analiticamente,
considerando um numero infinito de barras rigidas separadas por um espago infinitesimal. E
estruturas discretas (“ground structural’’), com solugdes 6timas obtidas numericamente a partir

de um dominio de projeto com varios pontos distribuidos.

A Fig. 4.2-a, que corresponde a uma estrutura analisada por Michell (1904), ilustra a
otimizacao topologica de um meio discreto com malha continua (“gridlike continua™), ja que
a configuracdo otimizada da estrutura ¢ composta por diversas barras rigidas. E a Fig. 4.3 um
exemplo apontado em Lima (2002) de otimizagdo topoldgica a partir de uma estrutura discreta

(“ground structural™).
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Fig. 4.3 — Otimizacao topoldgica a partir de uma estrutura discreta (Adaptado de Lima, 2002).

Diversos métodos, desenvolvidos para a criagdo de topologias otimizadas de estruturas, sdo
adotados nos estudos realizados podendo-se citar os métodos baseados na teoria da
homogeneizagdo abordada em estudos como os de Bendsee e Kikuchi (1988), Silva et al.
(1999) e Bendsge e Sigmund (2003). Os métodos baseados na otimizacgdo estrutural evolutiva
adotado em Xie e Steven (1993), Xie e Steven (1997), Querin et al. (2000a), Querin et al.
(2000b), Simonetti (2009), Lanes (2013). Técnicas de otimiza¢do desenvolvidas com base no
método de densidades adotado em Bendsge (1989), Rozvany e Zhou (1991), Lima (2002),

entre outros.
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Alguns desses métodos serdo resumidamente comentados nos proximos itens. No presente
trabalho serda adotado uma técnica de otimizagdo evoluciondria denominada ESO

(Evolutionary Structural Optimization).

4.2 Tipos de Otimizacao Estrutural

Conforme comentado no subitem anterior, a otimizagdo estrutural ¢ dividida em trés
categorias, Otimizacdo Paramétrica, Otimiza¢do de Forma e Otimizacdo Topologica. A Fig.

4.4 ilustra essas categorias.

(©)

Fig. 4.4 — Categorias para a otimizacao estrutural (a) Otimiza¢ao Paramétrica (b) Otimizagao
de Forma (c) Otimizacdo Topoldgica (Bendsee e Sigmund, 2003).

Ao se realizar o processo de otimizagao, inicialmente, se estabelece algum critério de projeto
e também a aparéncia da estrutura. Na otimizacdo paramétrica, como mostra a Fig. 4.4-a, as
dimensdes ou a razdo das dimensdes da estrutura variam, ou seja, sdo otimizadas, mantendo-

se a sua forma e topologias fixas.

Na otimizagao de forma (ou de configuracao) os contornos da estrutura sao alterados, ou seja,
a forma da estrutura varia, mas a topologia permanece fixa, sem a inser¢do de vazios.

Parametriza, como varidvel de projeto, a forma dos vazios, como pode ser visto na Fig. 4.4-b.
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Ao modificar os contornos da estrutura tem como objetivo alcangar economia de peso e

melhorar o desempenho estrutural.

Por 1ultimo, a otimizagdo topoldgica, conforme Fig. 4.4-c, na qual hé a ocorréncia de inser¢ao
de vazios no dominio estrutural para se chegar a forma 6tima. Algum critério de projeto €
estabelecido para se obter a estrutura otimizada, como a redug¢do de peso na estrutura,
menores deslocamentos ou frequéncias de vibracdo (no caso de analises dindmicas) do

projeto, a tensdo maxima na estrutura, entre outros.

4.3 Técnicas de Otimiza¢ao Topologica

Segundo Eschenauer e Olhoff (2001), existem dois grupos de métodos de otimizacdo
topoldgica, nos quais se buscam solu¢des Otimas por meio da variagdo do dominio da
estrutura (topologia). O primeiro adota problemas através de uma aproximagdo por
microestrutura (ou material), que estabelece uma relagdo entre a rigidez e a densidade
associada ao dominio com valores de 0 (vazio) a 1 (material solido). As técnicas de Material
Intermediario Artificial (SIMP - Solid Isotropic Material with Penalization) e Material Poroso

Homogeneizado sdo exemplos desse primeiro grupo.

O segundo grupo aborda o problema através de uma aproximagdo por macroestrutura (ou
geométrica), nesse caso a topologia da estrutura ¢ modificada baseada na inser¢do de vazios
em sistemas continuos (TSA - Topological Sensitivity Analysis) e inser¢do de vazios em

sistemas discretizados (ESO — Evolutionary Structural Optimization).

E importante mencionar que estudos envolvendo alteragdes e/ou adaptacdes dessas técnicas
vém sendo realizados como a alteracdo da técnica ESO, chamada SESO (Smoothing
Evolutionary Structural Optimization), proposta em Simonetti (2010), que consiste na
diminui¢do progressiva da contribui¢do da rigidez dos elementos finitos com valores baixos
de tensdoes de von Mises. Fernandes (2013) adotou essa mesma técnica SESO incluindo,
porém, analises considerando o efeito da ndo-linearidade geométrica na otimizacao

topoldgica.
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Outro método existente, denominado AESO (Additive Evolutionary Structural Optimization),
foi proposto em Querin et al. (2000a), que sugere que ocorra a inser¢do de elementos nos

dominios da estrutura onde necessario adotando um método semelhante ao ESO.

E, ainda, o método BESO (Bi-directional Evolutionary Structural Optimization) estudado em
Querin et al. (2000b) que corresponde a uma combinagdo dos métodos ESO ¢ AESO, entre

outros.

A técnica probabilistica de otimizagdo, denominada GESO, que seria a modificagdo da
técnica ESO com a inclusdo dos operadores do método de Algoritmos Genéticos, proposta em
Zhang et. al (2014). Nesse estudo, a automatiza¢ao da obtengdo do modelo de bielas ¢ tirantes
por meio da otimizacdo topoldgica ¢ também abordada considerando a ndo linearidade do
material e as solu¢des apontaram a necessidade em se utilizar menos ago ao se dimensionar a

estrutura, quando comparados com a analise linear.

Todos os métodos citados utilizam como informacao primordial a sensibilidade da fun¢do
objetivo. No caso particular de se trabalhar com a energia interna de deformacao, os métodos
SIMP, ESO e TSA fornecem expressoes de sensibilidade bastante semelhantes, apesar de
origens conceituais diferentes. Nos itens seguintes, algumas dessas técnicas de otimizagdo sao

abordadas.

4.3.1 SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization)

A técnica de otimizagdo topoldgica, denominada SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization), foi basecada na Teoria da Homogeneizagdo, primeiramente, proposta em
Bendsee e Kikuchi (1988), que propde descrever propriedades efetivas do elemento composto
utilizando-se microestruturas formadas pela mistura de materiais homogéneos, ou seja, por

meio de inimeras células unitarias agrupadas formando o elemento.
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As microestruturas, originadas desse material composto, sao formadas pela mistura de células
que se repetem. Para descrever a técnica Bendsge e Kikuchi (1988) exemplificam
considerando uma placa perfurada extraida de um elemento composto, podendo apresentar, ou

ndo, material com comportamento intermedidrio entre o s6lido e o vazio.

A partir disso, seria possivel considerar a existéncia de dois tipos de microestruturas,

conforme pode ser visto na Fig. 4.5.

A microstructure
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Fig. 4.5 — Modelo de material com microestrutura (Bendsee e Kikuchi, 1988)

A primeira, apontada como “A”, seria formada por células contendo partes intercaladas entre
o solido e o vazio. E a segunda, chamada de “B”, seria composta por material s6lido ¢ um

vazio interno.

Desta forma, considerando-se que o material ¢ formado por uma repeticdo periddica de
microestruturas com propriedades conhecidas, seria possivel realizar a otimizacdo da

distribuicao de material num dominio fixo estendido.
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A desvantagem do Método de Homogeneizagao seria a alta complexidade na implementagao
numérica, dependendo da geometria, o acréscimo de variaveis de projeto e também devido ao

alto custo computacional, com isso, 0 método SIMP ¢ proposto.

O método SIMP considera o desconhecimento da microestrutura, ¢ o conhecimento da sua
rigidez, com uma unica variavel de projeto, a densidade, que varia de 0 (vazio) a 1 (material
s6lido). As solugdes obtidas pelo método SIMP sdo semelhantes as obtidas pelo método da

Homogeneizacao, porém sua implementagdo numérica ¢ mais simples.

Pantoja (2012) adota a técnica denominada SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization)
para automatizagdo do modelo de bielas e tirantes. Além disso, faz o uso de elementos
chamados de indutores, que sdo utilizados como armaduras pré-fixadas para influenciar no
encaminhamento das cargas. A técnica ¢ adotada com o objetivo de automatizar o processo de

determinagdo da configuragdo das bielas e dos tirantes.

4.3.2 TSA (Topological Sensitivity Analysis)

O método de otimizagdo topologica TSA (Topological Sensitivity Analysis) utiliza uma
fun¢do escalar, denominada Derivada Topologica, para fornecer sensibilidade a uma
determinada fungdo, considerando um pequeno furo criado num determinado ponto do

dominio.

Conforme ja comentado, no método TSA a topologia da estrutura ¢ modificada por meio de
uma aproximacao por macroestrutura (ou geométrica), baseando-se na inser¢ao de vazios em

sistemas continuos.

A funcido escalar ¢, entdo, definida em todo o dominio inicial (Q) do sistema que ¢ perturbado
quando ocorre a inser¢ao de furos. A cada perturbacdo o dominio ¢ redefinido para (). Essa
modificagdo do dominio e seu contorno ¢ realizada a partir do calculo da sensibilidade da

func¢ao custo.
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Apesar da definicdo de Derivada Topoldgica se apresentar bastante geral, sua resolugdo nao
pode ser realizada de maneira trivial. Portanto, diversos estudos foram realizados com o
objetivo de desenvolver ferramentas matematicas que possibilitassem a realizagdo da andlise
de sensibilidade considerando a mudanca de forma, como o estudo apresentado em Novotny

et al. (2003).

4.3.3 ESO (Evolutionary Structural Optimization)

O método ESO (Evolutionary Structural Optimization), que sera adotado no presente
trabalho, foi desenvolvido por Xie e Steven (1993) a partir de observagdes do processo natural
de evolucdo de estruturas na natureza tais como 0ssos, arvores e conchas e a constatacao de
que, a topologia e forma de tais estruturas alcancam o seu ideal durante um longo periodo

evolutivo necessario para se adaptarem a qualquer ambiente em que se encontram inseridas.

O método de otimizagdio ESO ¢ uma técnica de modificagdo da topologia estrutural
considerada simples, realizada com auxilio do MEF por meio da remocdo gradual de
elementos finitos da malha, correspondentes a regides que ndo contribuem efetivamente para
a boa performance da estrutura. O objetivo € encontrar a melhor distribui¢do de material, num

dominio de projeto fixo, satisfazendo as restri¢des que lhe sdo impostas.

A vantagem dessa técnica de otimizagdo em relagdo as outras, mencionadas anteriormente,
estd na proposta de se retirar fisicamente o material do modelo. J4 nos métodos anteriores, ha

uma penalizacdo do dominio, mas ndo uma retirada de material propriamente dita.

A Otimizagdo Estrutural Evolucionaria ¢ uma técnica na qual a forma e a topologia sdao
determinadas de maneira simultdnea e tem sua origem baseada no procedimento denominado
“Hard-Kill”” que consiste na remogao definitiva de elementos que ndo atendem a um critério
de rejeicdo estabelecido. Ou seja, a técnica ESO de otimizagdo ¢ um processo heuristico de
remogao de elementos realizada de maneira gradual e iterativa, considerando critérios de

rejeicao predefinidos.
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Oliveira (1998) utiliza uma técnica de otimizagdo topologica chamada de “Método da
Flexibilizagdo Stbita” (hard-kill method) e o “Método da Remogdo” para a automatizagdo da
definicdo de modelos de bielas e tirantes. Com o auxilio do MEF e a obtencdo das tensdes
elasticas principais, o0 método, num primeiro momento, reduz bruscamente os modulos de
elasticidades dos elementos considerados com tensdes baixas, quando comparadas com uma
tensdo de referéncia previamente definida como uma fragdo da maior tensdo principal na
malha. Esses sdo entdo considerados ineficientes e posteriormente sao removidos da malha. A

Fig. 4.6 ilustra a aplicagcdo do método.

206N

Fig. 4.6 — Exemplo de automatizacdo da obtencdo do modelo de bielas e tirantes por meio da
otimizacao topoldgica. (Adaptado de Oliveira, 1998)

Os critérios de otimizagdo adotados podem estar relacionados com diversos parametros como,
por exemplo, com a minimizagdo de tensdo, com a rigidez, como no estudo de Chu et al.

(1996), com a deformacao, considerada em Xie e Steven (1997), entre outros.

Podem ser citados alguns estudos que adotam a técnica de otimizagdo ESO como o de Liang
et al. (2000), que propdem a utilizacdo da otimizagdo topoldgica evoluciondria para
automatizacdo da escolha do modelo de bielas e tirantes. O método proposto considera a
energia de deformag¢do de elementos virtuais para realizar a remogdo, que ¢ monitorada por
um indice de desempenho. Os elementos discretos sdo entdo removidos sistematicamente a
partir de sua contribui¢do para a rigidez no elemento estrutural em concreto, estabelecendo
uma configuracao final do modelo de bielas e tirantes, com os mecanismos de transferéncia de

cargas correspondentes. O trabalho apresenta diversos exemplos de aplicagao do método.
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Kwak e Noh (2006) propuseram uma modificagdo da otimizagdo topologica evolucionaria
para realizar a automatizacdo da escolha do modelo de bielas e tirantes. O critério adotado
nesse estudo, com o auxilio do MEF, baseia-se na remogao sistematica de elementos finitos
com menor energia virtual de tensdo. A Fig. 4.7 ilustra a solu¢do obtida em um dos exemplos
apresentados no estudo.
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Fig. 4.7 — Exemplo de automatizagao da obtencao do modelo de bielas e tirantes por meio da
otimizag¢do topologica. (Adaptado de Kwak e Noh, 2006)

Almeida et al. (2011; 2013b) também propos a utilizagdo de uma ferramenta eficaz para o
desenvolvimento dos modelos de bielas e tirantes para elementos estruturais bidimensionais.
A técnica de otimizagdo topologica adotada, denominada SESO (Smoothing ESO), ¢ também
uma variante do método classico chamado ESO (Evolutionary Structural Optimization)
abordada em Simonetti et al. (2010).

A filosofia principal do método baseia-se na observacdo da necessidade do elemento na
estrutura. Com auxilio do MEF, todos elementos que ndo forem necessarios a estrutura tém a
contribuicdo de sua rigidez reduzida, naturalmente e de forma progressiva, até que ndo tenha
mais influéncia. O elemento ¢ entdo removido de forma suave, suavizando os valores da
matriz constitutiva do elemento, como se este estivesse em processo de danificagdo dando

origem a configuracdo ideal para o modelo de bielas e tirantes.
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e ESO em nivel de tensio

No presente estudo, o critério de rejeicdo adotado € baseado no critério de tensao, ou seja, o
nivel méximo de tensdo da estrutura, obtido a partir das analises pelo MEF, ¢ utilizado como
um indicador de eficiéncia de cada elemento. Aquele elemento submetido a uma baixa tensao
poderia entdo ser removido da estrutura (Xie e Steven, 1997).

De acordo com Liang et al. (1999) ¢ abordado em Franga et al. (2016), a otimizagdo de

estruturas continuas sujeitas a restri¢des de tensdo pode ser expressa conforme apresentado a

seguir.
N
minimize = Z We(te)
e=1 4.1)
restricdo = oM, < ¢*
Onde:

we = E 0 peso do enésimo elemento;
te = Espessura do enésimo elemento;

o' = Tensdo limite prescrita;

r

Dessa forma, a redu¢do da massa ¢ realizada a partir do critério de tensdo maxima na
estrutura, no qual os elementos com menores valores de tensdo em toda a estrutura sdo

selecionados e desconsiderados na malha.

A Fig. 4.8, apresentada em Simonetti et al. (2010), ilustra a realiza¢do da retirada do elemento

pelo critério de remogao adotado.
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Fig. 4.8 — Remocao do elemento da malha pelo método de otimizagao evolucionaria
(Adaptado de Simonetti et al., 2010)
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Esse critério de remocao, inicialmente proposto por Xie e Steven, em 1992, ¢ descrito pela

Inequagdo (4.2) a seguir:
oe™ < RR; * OMax (4.2)

Onde:

o!M=Tensdo de von Mises do elemento analisado;

RR;=Razao de rejei¢do, adotada para retardar o processo de remogao com a seguinte variagao
0<RR;<1,0;

oy w=Maxima tensdo de von Mises da iteracdo.

A partir disso, ¢ possivel dizer que o ciclo de remog¢@o dos elementos ocorrera até que ndo se
possa remover mais elementos num dado valor de RRi. De acordo com Lanes (2013), ao se
alcangar esse nivel de equilibrio, sem atingir, porém, a configuracdo Otima, o processo
evolutivo seria redefinido adicionando-se a RRi uma razao de evolucao ER. Um novo ciclo de
evolucdo se iniciaria até que ndo existam mais elementos a serem eliminados com essa nova
razdo de rejeicdo. Porém ao se atingir novamente o equilibrio, a razdo de rejei¢do (RRi) &,

outra vez, atualizada. A Eq. (4.3) descreve esse processo.
RR;;; =RR;+ER i=0,12,.. 4.3)

O wvalor inicial da razdo de rejeicdo (RRi) ¢ definido de maneira empirica conforme
experiéncia do usudrio para cada tipo de problema. A garantia da melhor convergéncia ¢ dada
considerando-se valores pequenos para a razao de evolugdo (ER) e razdo de rejeicao (RRi) em
torno de 1%, de acordo com Querin (1997). Evitando que ocorra a remog¢do de uma regiao

muito grande do dominio.

A RR serd atualizada até a obtencdo de uma configura¢do otimizada ou apds atingir um
critério de parada imposto. O critério de parada pode ser um volume final prescrito para a
estrutura ou uma razao de rejeicdo final. Assim a razdo de remog¢do da iteragdo deve sempre

ser menor que uma razao de remog¢do maxima preestabelecida RRy.
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O processo de remogao dos elementos pela técnica ESO, pode ser matematicamente descrita

da seguinte forma, conforme apresentado em Fernandes (2016):

Dy,sej € F}

DG) = —
() {O,sej er

(4.4)

Onde:
D(j)= matriz constitutiva do ponto j € Q;

Do=matriz constitutiva inicial do projeto;

Q=dominio da estrutura dado por Q@ = ' +T;

['=conjunto dos elementos que ndo serdo removidos da estrutura (s6lido), dado por I' =

VM
Q _) > RR}-
0/ (i) = Re):

T'=conjunto dos elementos que serdo removidos da estrutura (vazio), dado por T = Q—T =
VM

Q "—) RR}

/() <

A tensdo de von Mises ¢ obtida a partir das seguintes consideragdes:

e Substituindo a Eq. (2.76) na Eq. (2.75), tem-se a Eq.(4.5):
(61 —562)° + (0, —03)* + (03 — 01)? = 203 (4.5)
e Supondo-se que o escoamento ocorra para uma dada tensdo de von Mises em cada

elemento “e”, ou melhor, considerando 6.5 = oYM a tensdo de von Mises é obtida a

partir da Eq. (4.6).

VM_\/E

O = 7\/(61 —02)%+ (0, —03)% + (03 — 01)? (4.6)

e Por meio das tensdes normais € de cisalhamento a tensdo de von Mises é entdo obtida

pela Eq. (4.7).
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oM

\/E 4.7)
= 7\/(011 —0,2)2 + (035 — 033)% 4 (033 — 011)% + 6(t, + 53 + 155)

e E, para o caso plano, a tensdo de von Mises ¢ calculada para cada elemento a partir da

Eq.(4.8).

oM = \/0'%1 — 01102, + 03, + 374, (4.8)

Onde:
o1 e 62 = Componentes normais do tensor de tensdes nas respectivas dire¢des X € y;

t12= Componentes de tensdo de cisalhamento.

Lanes (2013), em seu estudo, implementou um algoritmo considerando o método ESO de
otimizagdo topoldgica para a aplicagdo no software Abaqus®. Tal algoritmo possibilitou o
desenvolvimento de um script, a partir de uma linguagem de programacao de alto nivel
denominada Phyton, com o objetivo de automatizar a realizagdo de analises de otimizagdo

topoldgica em elementos estruturais por meio do software Abaqus®.

O script desenvolvido em Lanes (2013) ¢ utilizado no presente estudo como auxilio na
realizagdo da automatizagdo do Método de Bielas e Tirantes pela otimizacdo topologica

proposta no trabalho.

O processo evoluciondario ¢ resumido pelos seguintes passos:

Passo 1: discretizagdo do dominio inicial da estrutura, utilizando-se uma malha fina de
elementos finitos, e aplicagdo das condi¢des de contorno e agdes prescritas;

Passo 2: analisar a estrutura por elementos finitos (comportamento linear e ndo linear);

Passo 3: remover os elementos que satisfagcam a Inequagao (4.2);

Passo 4: Acréscimo da razdo de rejeicao de acordo com a Eq. (4.3) até que o equilibrio seja
alcancado, caso contrario, repetir os passos 2 € 3;

Passo 5: repetir os passos 2 a 4, até que o projeto 6timo seja alcancado.
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Na rotina desenvolvida, a remog¢ao dos elementos no sistema ndo ocorre com a retirada literal
dos mesmos. Apos a identificagdo de uma regido considerada ineficiente as propriedades
mecanicas dessa regido sdo alteradas para uma secdo ou um material com caracteristicas

estruturais despreziveis, quando comparadas com suas caracteristicas mecanicas iniciais.

Sendo assim, a rotina requer que o proprio usuario estabelega tais caracteristicas fisicas (como
baixos modulos de elasticidade e densidade, entre outros) para a desativagdo estrutural dos

elementos componentes do dominio.

4.4 Possiveis Problemas Numéricos na Otimiza¢ao Topologica

Conforme detalhado em Lanes e Greco (2013), o processo de Otimizagdo Topologica pode
apresentar algumas instabilidades numéricas como o chamado “tabuleiro de xadrez”,

dependéncia de malha e 6timos locais, que serdo brevemente abordados nos itens a seguir.

4.4.1 Tabuleiro de Xadrez (checkerboard)

\

O tabuleiro de xadrez, também chamado de “checkerboard”, corresponde a existéncia de
vazios (sem material) e solidos (com material) alternados na solug¢ao topoldgica 6tima da

estrutura. A Fig. 4.9 ilustra esse problema numérico.

Fig. 4.9 — Exemplo de checkerboard — Representagdo qualitativa da ocorréncia da
instabilidade numérica (Sigmund e Perterson,1998).
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Autores como Diaz e Sigmund (1995) defendem que essa instabilidade ocorre devido as
aproximacdes numéricas caracteristicas do MEF, e, sendo assim, ndo representaria um
problema relacionado com a topologia 6tima do projeto. Uma técnica para realizar a
eliminagdo do problema ¢ sugeria em Bendsee e Sigmund (2003), que propdem a utilizagao
de elementos com fungdo interpoladora de ordem superior, como, por exemplo, os elementos
bilineares ou quadrilaterais de 8 (oito) nds, uma vez que esses elementos poderiam simular o
campo de deslocamentos de maneira mais precisa minimizando a ocorréncia desse tipo de

problema matematico.

4.4.2 Dependéncia da Malha

O problema de dependéncia de malha est4 relacionado com as diversas solucdes obtidas para
diferentes discretizagdes num dominio. Diferente do que geralmente se espera, ou seja, quanto
mais refinada a malha melhores serdo os resultados obtidos, na Otimizacao Topologica o que

ocorre ¢ uma alteragdo da topologia 6tima cada vez em que se aumenta a discretizacao.

O problema ¢ abordado em diversos trabalhos como em Jog e Haber (1996) que sugerem
técnicas para lidar com essas questdes como o controle do perimetro das aberturas formadas
nas topologias. A reducdo da dependéncia a partir do critério de remog¢ao baseado na tensdo
média dos elementos finitos, quando a andlise é realizada em nivel de tensdo, proposta em
Kim et al. (2002). Ou, ainda, estudos como o de Sigmund (1997), que propde adotar filtros de

independéncia de malha, entre outros.

Simonetti (2016) utiliza da técnica Evolutionary Structural Optimization (ESO) acoplada com
a formulacao do Método dos Elementos de contorno (MEC) para a resolu¢ao de problemas de
otimizagdo topologica. A utilizagdo do MEC para o calculo das tensdes dos pontos internos ¢
adotado como estratégia para representar as regides a serem eliminadas durante a otimizagao
topologica. As cavidades s3o entdo criadas automaticamente em pontos internos de baixa
tensdo e sao sub-regides convexas. A aplicagdo desse método permitiu obter solugdes com a
auséncia de instabilidades numéricas como a dependéncia de malha e o tabuleiro de xadrez,

durante todo o processo iterativo.



138

4.4.3 Otimos Locais

O problema de 6timos locais esta relacionado com a escolha de pardmetros a serem adotados
no algoritmo, de acordo com Simonetti (2009). Mais especificamente, para o algoritmo de
otimizacdo, a ado¢do de diferentes parametros de entrada do problema, como o RR(razao de
rejeicdo), ER(razdo de evolugdo), entre outros, para uma mesma discretizacdo da malha num
dominio, pode causar a obten¢do de diferentes solugdes. Segundo Simonetti (2009), isso

ocorre devido a nao convexidade do problema.

Sigmund e Perterson (1998) sugerem que o controle de outras instabilidades, como as citadas
no item anterior, pode minimizar a ocorréncia desse tipo de problema na topologia final, pois
tendem a tornar o problema convexo, ja que evitam a necessidade de realizar alteracdo de

parametros.

4.4.4 Controle de instabilidade aplicado ao ESO

O processo de remocdo dos elementos considerados ineficientes ocorre de forma natural e,
independentemente da localizacdo desses elementos no dominio, pode ocorrer o problema

numeérico tabuleiro de xadrez.

Para minimizar o problema numérico tabuleiro de xadrez ¢ utilizada uma técnica denominada
Nibbling ESO. Essa técnica, no presente trabalho, é utilizada de maneira associada ao método
ESO convencional para o controle de cavidades. A partir de uma avaliagdo do campo de
tensdes a cada iteracdo e, apds a verificacao da necessidade de abertura de cavidades dentro
do dominio de projeto, ocorre a elimina¢do apenas dos elementos que estdo presentes nos
contornos da estrutura. Evitando, assim, a geracdo de vazios desnecessarios € em excesso no

processo de otimizagao (LANES e GRECO, 2013).

Esse algoritmo ¢ utilizado para otimizar os contornos de uma estrutura, sendo que, ao fim de
cada iteragdo os valore de tensdo sdo verificados para determinar a necessidade de se criar

uma cavidade (vazios), caso uma regido de baixa tensdo for observada dentro da estrutura e o
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valor de tensdo estiver abaixo da tensdo definida inicialmente, significa que havera a

necessidade da cavidade (Simonetti, 2009).

O processo ocorre com a aplicagdo da técnica ESO convencional quando conveniente e a
aplicagdo do recurso Nibbling ESO, modificando a forma e o tamanho do contorno e das
cavidades existentes, até haver necessidade de uma nova cavidade. Ambas as técnicas

trabalhando de forma associada, conforme descrito a seguir a partir dos passos:

Passo 1: aplicagdo da técnica Nibbling ESO para verificar se existem elementos ineficientes
nos contornos;

Passo 2: se verdadeiro, va para o Passo 4, se ndo va para o Passo 3

Passo 3: existe a necessidade de se criar uma nova cavidade, entdo, aplique a técnica ESO
convencional;

Passo 4: caso a solucdo otima seja alcancada, entdo, v4 para o Passo 5, se ndo volte para o
Passo 1;

Passo 5: o projeto 6timo foi alcangado.

Dessa forma, o elemento ¢ removido, caso satisfaca a Eq, (4.2), somente se a0 menos uma de
suas arestas ndo esteja conectada a outros elementos na estrutura, exceto aqueles que estdo

adjacentes as condi¢des de contorno aplicadas na estrutura.

Ja para o problema de dependéncia de malha, ¢ considerada a utilizagdo da tensdo média do
elemento finito como critério de remogao, conforme proposto em Kim et al. (2002), citado no
item anterior. Sendo que, quando se adotava a utilizagdo da tensdo maxima do elemento na
analise, os resultados se apresentavam bastante dependentes da malha devido as
singularidades que ocorriam proximas as condi¢des de contorno. Esse efeito de influéncia da
malha foi reduzido quando foi utilizada a tensdo média como critério de remog¢do, de acordo

com estudos realizados por Kim et al. (2002).
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4.5 lIndice de Performance

O calculo do Indice de Performance ¢ proposto em Liang et al.(2000) para medir a eficiéncia
do desempenho estrutural, assim como auxiliar no critério de parada do processo de

otimizagdo. Por meio da Eq. (4.9) € possivel calcular esse indice.

vM vM
P = <00,méx> pOVO _ (O-O,méx>& (4 9)
- vM . vM . .
Gi,méx plvl o-i,mélx Vl
Onde:
o ax=tensdes de von Mises maxima inicial;
vM  _

0i max— tensdes de von Mises maxima da i-ésima iteragao;
Vy=volume inicial;
V; =volume da i-ésima iteragao;

po © p;= densidade inicial e da i-ésima iteracdo, iguais para materiais incompressiveis.

Com isso, conforme comentado em Fernandes (2016), a topologia ¢ verificada por esse indice
como um fator de monitoramento. Quando ocorre um decréscimo acentuado do indice, ¢ uma
indicacdo de que passou por uma configuragdo local ideal, ndo havendo, no entanto, garantia
que tal topologia seja considerada uma topologia 6tima ideal, mas sim uma configuracgao ideal

para realizacdo de estudos em um futuro projeto de engenharia.

O presente estudo, considera a anélise do Indice de Performance (IP) com o objetivo de

estimar um otimo global para a solucdo da 6tima topologia.
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d

METODOLOGIA EMPREGADA

5.1 Modelagem de Elementos em Concreto pelo MEF a partir do Software

comercial Abaqus®

Para a modelagem dos elementos estruturais a serem analisados, foi adotado o software

comercial, Abaqus®.

O Abaqus® é um software comercial de analises de problemas multifisicos, que possui
recursos apropriados para a realizacdo de andlises, lineares e ndo lineares, em elementos

estruturais sujeitos a solicitagdes estaticas ou dinamicas pelo MEF.

A Fig. 5.1 mostra o recurso disponivel no software Abaqus® para a definicdo do critério de

ruptura a ser adotado para o concreto no presente estudo.
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51 Edit Material B i Edit Material [E
Name: | Concreta Mame: Concreto
Description: - Description:

Material Behaviors

Elastic Elastic
Concrete Damaged Plasticity
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Brittle Cracking Mohr Coulomb Plasticity 1 I 1 1.16 0,667 01
Eos Porous Metal Plasticity
Viscosity Creep
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Viscous

< T G

Material Behaviors

Fig. 5.1 — Janelas para a defini¢@o do critério de ruptura a ser adotado

A discretizagdo das pegas estruturais analisadas foi realizada de modo a ficar com

caracteristicas similares a dos exemplos disponiveis na literatura, para efeito comparativo e de

validagdo do método proposto. Porém, na ocorréncia de algum tipo de instabilidade numérica

foram realizadas andlises de convergéncia mais apuradas.

5.2 Processo de Automatizacio da concepcio de Modelos de Bielas e

Tirantes aplicando-se a técnica ESO de Otimizacio Topologica -

Abaqus® Scripting

O software Abaqus® oferece uma plataforma com ambiente de programacgio orientada a

objetos que viabiliza o desenvolvimento de rotinas para a automatizagao de operacdes

especificas ou intervengdes no banco de saida de dados, de acordo com a necessidade do

usuario.
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Esse recurso ¢ chamado de Abaqus Scripting e tem como principal vantagem a possibilidade
de desenvolver scripts por meio de uma linguagem que possui o codigo fonte aberto,
denominada Python. A linguagem Python ¢ abordada em detalhes em Downey (2012),
Newman (2012), Borges (2010), Lutz (2011) ou ainda no site oficial (Python Community). O
software Abaqus® fornece, em sua interface de linha de comando, um interpretador Python

possibilitando a execugdo de tarefas experimentais.

A partir desse recurso, Lanes (2013) implementou o algoritmo ESO que foi utilizado para a
realizagdo da automatizacdo em relacdo a definicido do modelo de bielas e tirantes dos
exemplos estudados. O fluxograma da Fig. 5.2, apresentado em Lanes (2013), ilustra a
sequéncia de comandos da rotina implementada para avaliagdo topologica em andlises

estaticas pelo método de otimizagdo evolucionaria ESO.

Fig. 5.2 — Algoritmo ESO (Adaptado de Lanes, 2013)

A Fig. 5.3 apresenta a janela para a introdu¢do dos dados necessarios para a analise.
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[ n ° DADOS DE ENTRADA g
ESPECIFIQUE OS DADOS A SEGUIR:
Job de Andlise (arquivo.odb): | C:/Temp/Job-1.0db
Modelo Abaqus: Entrada dos dados | Model-1
Part: do usudrio iPm-l-m:sh-l
Segdo/Set para Alteragdo: iVAZIO
Secio Imutével: |ESSENCIAL
Step: |STEP ESTATICO
Fator de Remogdo em Porcentagem (RR%): ll.&
Fator de Evelugio em Porcentagem (ER%): :05
MNiamero de Elementos Removidos por [teragdo (VRI) Ilw
Nimero Maximo de lteragdes: IS
Némero ESO: 5
MNumero Maximo de Elementos Remanescentes: :9‘9‘5‘
Neme do Arquive (Elementos Ineficientes): | Model-1.txt
Controle Entre Frequencias: | -1

Fig. 5.3 — Dados de entrada solicitados pelo script (Lanes, 2013).

Os dados de entrada correspondem as informagdes necessarias para a execugao do algoritmo,

conforme descrito a seguir:

=
=

4

Indicagdes do caminho onde serdo salvos os arquivos de saida.

O nome do modelo, as se¢des onde estdo ocorrendo a otimizacdo topologica e onde
nao ocorre remogao de elementos, definidas previamente.

Os parametros numéricos como a razao de remog¢ado, adotada para retardar o processo
de remocdo dos elementos e o fator de evolugdo, utilizado para dar continuidade ao
ciclo de remogao dos elementos para garantia de uma melhor convergéncia.

O namero de elementos a serem removidos na iteracao.

O ntimero de iteracdes a serem realizadas na analise, apos a conclusao da inser¢ao dos
dados de entrada.

O nuimero ESO, que corresponde a quantidade de cavidades méaxima a cada iteragao.
Esse dado é muito importante, ja que ¢ introduzido como forma de controle para o
possivel problema numérico denominado efeito tabuleiro de xadrez.

O niimero maximo de elementos remanescentes desejado, sendo possivel a partir desse
dado, realizar a introducdo de um critério de parada a partir da restrigdo do volume

final.
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= O nome do arquivo contendo os dados de saida.
= O ntmero de controle que permite a realizacdo de andlises envolvendo problemas
estaticos e também dinamicos.

Um tutorial ¢ disponibilizado em Lanes (2013) para auxiliar a utilizacao do script.

A remocdo dos elementos no sistema, que nesse estudo foi realizada para a obtenc¢do do
modelo final de bielas e tirantes de forma automatica, ndo ocorre com a retirada literal dos
mesmos. Apo6s a identificacdo de uma regido considerada ineficiente as propriedades
mecanicas dessa regido sdo alteradas para uma se¢do ou um material com caracteristicas
estruturais despreziveis, quando comparadas com suas caracteristicas mecanicas iniciais. Esse
procedimento ¢ adotado com o objetivo de se evitar a necessidade da realizagdo de um

remalhamento.

O script requer que o proprio usudario estabeleca tais caracteristicas fisicas (como baixos
modulos de elasticidade e densidade, entre outros) para a desativacao estrutural dos elementos

componentes do dominio.

5.3 Analises dos resultados a partir de comparacdes de exemplos

disponiveis na literatura para validacao da aplicacio do método

Com a finalidade de validar o método proposto de automatizagdo da escolha da topologia do
modelo de bielas e tirantes a partir da aplicagdo do método ESO de otimizagao topoldgica,
foram realizadas andlises comparativas por meio de exemplos cléssicos, ja disponiveis na
literatura. E, também, andlises considerando o concreto danificado em comparacdo com os

resultados obtidos na literatura.
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6

EXEMPLOS ANALISADOS E COMENTARIOS DOS RESULTADOS

6.1 Viga Parede Biapoiada com uma Abertura

O primeiro exemplo de aplicagdo corresponde a um elemento estrutural extraido de Schlaich

et al. (1987). Esse exemplo ¢ estudado em Franga et al. (2016).

O elemento é uma viga biapoiada com uma abertura. Sua geometria, carga aplicada e

condig¢des de contorno estdo apresentadas na Fig. 6.1.

| JMN

2700

4700

1500

|5 a 1500 2700 2300 E' 0]

1000

Fig. 6.1 —Viga biapoiada com abertura (Adaptado de Schlaich et al.,1987).

As propriedades adotadas do material foram as mesmas apresentadas em Almeida et al.
(2013b), sendo o modulo de elasticidade igual a E = 20820 MPa e coeficiente de Poisson
igual a v=0,15.
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Para a modelagem do elemento no software Abaqus® foi considerada uma malha de elementos
finitos triangulares simples do tipo CPS3 (Continuum / Plane-Stress / 3 Node Element), a

estrutura foi representada por 6693 elementos e 3499 nos.

Os parametros utilizados para a otimizacao via ESO foram: Fator de Remog¢ao (RRo) =4,0% e
o Fator de Evolucdo (ER) =2,0%. As topologias oOtimas obtidas considerando-se o
comportamento linear e nao linear, para um volume de aproximadamente 50% do volume

inicial sdo apresentadas na Fig. 6.2(a) seguir.

Fig. 6.2 — Topologias 6timas obtidas pela técnica ESO de otimizacao a ser adotada (a)
comportamento linear e (b) comportamento nao linear

Na Fig. 6.3(a)-(b) sdo apresentadas as distribui¢des de tensdes, nas topologias 6timas, obtidas
por meio do MEF. Os fluxos de tensdes na cor azul sdao as regides de compressao € na cor

vermelha as de tragao.

Fig. 6.3 — Distribuicao de tensdes obtidas para o elemento, conforme MEF (a) considerando o
comportamento linear (b) para o comportamento ndo linear.

Os respectivos modelos de bielas e tirantes obtidos sdo mostrados na Fig. 6.4 a seguir.
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(a) (b)

Fig. 6.4 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento ndo linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes.

Como forma de validar a aplicagdo do algoritmo implementado em Lanes (2013) para a
finalidade proposta no presente trabalho, apresenta-se a seguir o resultado obtido para a
mesma estrutura no trabalho de origem, Schlaich et al. (1987), que adotou o critério do

caminho da carga para a concep¢ao do modelo de bielas e tirantes.

Topologias dtimas obtidas em outros trabalhos, que foram desenvolvidos com mesma a
finalidade de automatizar a concep¢ao do modelo de bielas e tirantes por meio de diferentes

métodos de otimizacao topoldgica, sao também apresentados na Fig. 6.5.




(b)

(d)
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Fig. 6.5 — Resultados apresentados na literatura (a) em Schlaich et al.(1987) pelo processo do
caminho da carga (b) e (c) em Liang et al.(2000) pelo método ESO (d) e (e) em Almeida et al.

(2013b) pelo método SESO de otimizagdo topoldgica.

A Fig. 6.5-(a) mostra o modelo de biclas e tirantes obtido em Schlaich et al.(1987) pelo

processo do caminho da carga. As linhas pontilhadas correspondem as regides de compressao

e as continuas representam as regides de tracao.

Ja a Fig. 6.5(b) apresenta a topologia 6tima encontrada por Liang et al. (2000) via ESO, e da

mesma forma na Fig. 6.5(c) o modelo de bielas e tirantes no qual as linhas pontilhadas

correspondem as regidoes de compressao e as continuas representam as regioes de tragao.

Por ultimo a Fig. 6.5(d) apresenta a topologia 6tima obtida em Almeida et al. (2013b) pelo

método SESO de otimizagdo topoldgica, e o correspondente modelo de bielas e tirantes na

Fig. 6.5(e), no qual as regides de compressao sao apresentadas na cor vermelha e as de tracao

na cor cinza.
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Comparando-se as topologias otimas apresentadas nas Fig. 6.5 e Fig. 6.2(a) ¢ possivel
observar que o resultado obtido pela aplicagdo da rotina, via ESO, apresentou-se coerente com
os obtidos na literatura. Assim como o modelo de bielas e tirantes apresentado na Fig. 6.4(a),

também se mostrou coerente com as solu¢des apresentadas na literatura.

J& para o comportamento ndo linear do material na Fig. 6.2(b), a topologia 6tima apresentou
visivel alteragdo quando comparada com o comportamento linear. Essa diferenca pode ser
constatada no modelo de bielas e tirantes obtido para o elemento estrutural, de acordo com a
Fig. 6.4(a) e Fig. 6.4(b). E possivel perceber também que a topologia 6tima, na Fig. 6.2(b),
apresentou alguma instabilidade numérica gerando o chamado tabuleiro de xadrez, que

corresponde a existéncia de vazios alternados presentes na solu¢do 6tima.

Realizando-se a comparagdo em relagdo aos angulos de inclina¢do das bielas e dos tirantes
para os modelos considerando o comportamento linear e o ndo linear tém-se valores distintos.
Angulos iguais a 63°, 26°, 44° e 17° para a analise ndo linear. JA para o caso linear os

respectivos angulos sdo iguais a 63°, 12°, 59° ¢ 21°.

Sendo assim, para a Viga Biapoiada com uma Abertura, pode-se afirmar que a solucgdo
considerando o comportamento ndo linear do material apresentou certa diferenca quando
comparada com o método usual considerando-se o comportamento linear do material,
utilizando-se como ferramenta técnicas de otimiza¢do evolucionaria para automatizar o

processo de concepcao da estrutura.

Além disso, a disposicdo da armadura, obtida a partir do modelo de bielas e tirantes,
comparando-se o comportamento ndo linear do presente estudo com o linear obtido em

Almeida et al (2013b), apresentou certa diferenga, como mostra a Fig. 6.6.



E
T4

T4

T2

T

(b)

ol

CE

C7

(©)

151

Fig. 6.6 — (a) Modelo de bielas e tirantes comportamento ndo linear do material (b) disposicao
da armadura para o comportamento nao linear (¢) disposi¢do da armadura para o

comportamento linear obtido em Almeida et al (2013b)

A armadura obtida para o modelo considerando a andlise nao linear foram as seguintes:

e 2x2¢20mm(T1),
e 2x7¢20mm (T2),
e 2x2¢20mm (T3),
e 2x7¢20mm (T4).
J& para o caso linear as armaduras proposta foram as seguintes:
e 2x5¢20mm (T1),
e 2x7¢20mm (T2),
e 2x2¢20mm (T3),
e 2x5¢20mm (T4).

Comparando a solucdo para o comportamento ndo linear e linear do material pode-se perceber

que a quantidade de armadura apresentou certa diferenca para as posi¢des T1, sendo 2 x 2 ¢

20 mm, para o modelo considerando o comportamento ndo linear do material, e 2 x 5 ¢ 20
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mm, para o modelo considerando o comportamento linear do material. E a posi¢do T4, sendo
2 x 7 ¢ 20 mm, para o modelo considerando o comportamento ndo linear do material, e 2 x 5

¢ 20 mm, para o modelo considerando o comportamento linear do material.

A consideragdao da nao linearidade do material corresponde a melhor opgao para descrever o
real comportamento do mesmo. Sendo assim, a solu¢do obtida também deve ser mais

apropriada.
O indice de performance (IP) por iteracao foi calculado com o objetivo de estimar um 6timo

global para a solu¢do da topologia otima obtida para a andlise ndo linear, conforme

apresentado nos graficos a seguir.

IP - (LINEAR) IP - NAO LINEAR

1,00
0,50
0,50
0,00 0,00
0 25 50 75 100 125 150 175 0 20 40 60 80
lteracdes Iteragcdes
—@—IP - (LINEAR) —@—IP - NAO LINEAR
(@) (b)

Gréfico 6.1 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)
comportamento ndo linear do material

Foi possivel observar que o IP, para esse exemplo estudado, cresceu de forma assintdtica ao
longo do processo iterativo, mantendo poucas variagdes, tanto para o caso linear quanto para

0 caso nao linear.

100



153

6.2 Viga Parede Biapoiada (L/D=2)

O segundo exemplo trata-se de uma viga parede biapoiada, extraido de Liang et al. (2000),
cuja geometria esta apresentada na Fig. 6.7 a seguir.

l P=1200kN

L T

Fig. 6.7 -Viga parede biapoiada L/D=2 (Adaptado de Liang et al. (2000))

As propriedades adotadas do material foram as mesmas apresentadas em Liang et al. (2000),
sendo o modulo de elasticidade igual a E = 28567 MPa e coeficiente de Poisson igual a

v=0,15.

Para a modelagem do elemento no software Abaqus® foi considerada uma malha de
elementos finitos quadraticos quadrilaterais do tipo CPS8R (Continuum / Plane-Stress / Shell

elements / 8 Node Element). A estrutura foi representada por 1250 elementos e 3901 nds.

Os parametros utilizados para a otimizacdo via ESO foram: Fator de Remocao (RR)=4,0% e o
Fator de Evolugdo (ER)=2,0%. A topologia 6tima ¢ obtida, apds a andlise do problema por
meio da rotina desenvolvida em Lanes (2013), para um volume de aproximadamente 25% do

volume inicial.

As solucdes, considerando o comportamento elastico e ndo linear do material, sdo

apresentadas na Fig. 6.8(a)-(b) a seguir.
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Fig. 6.8-Topologias 6timas obtidas (a) Solugdo considerando o comportamento linear do
material (b) Solucao considerando o comportamento nao linear do material.

A Fig. 6.9(a)-(b) apresenta distribuigdes de tensdes nas topologias 6timas, obtidas por meio

do MEF, sendo as regides de compressao em azul e as tragdo em vermelho.

(@)

(b)

Fig. 6.9-Distribui¢ao de tensdes (a) solug¢do considerando o comportamento linear do material
(b) solucao considerando o comportamento nao linear do material.

Os respectivos modelos de bielas e tirantes obtidos sdo mostrados na Fig. 6.10 a seguir.

AN
VAN VAN
/ N /S N
/ N 7 N
/ N 7/ AN
/ N / N
7/ AN / ~N
N N
/ N 7/ .
/ ° N s ¢ N
p 49 . / \ 48 .
(a) (b)

Fig. 6.10 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento nao linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes.

As topologias Otimas apresentadas na Fig. 6.11(a)-(b) foram obtidas em outros estudos
desenvolvidos com mesma a finalidade de automatizar a concep¢do do modelo de bielas e

tirantes.



155

(a) (b)

Fig. 6.11— (a) Solugdo apresentada em Almeida et al. (2013a) — adotando a técnica SESO (b)
Solugdo apresentada em Kwar and Noh (2006) — adotando a técnica ESO, ambos para analise
linear
Sendo que, em Almeida et al. (2013a), foi utilizada a técnica de otimiza¢do denominada
SESO, que corresponde a uma modificagdo da técnica ESO. Para esse, convencionaram-se a

cor vermelha para regides com tensdes de compressao e azul para as regides de tragao.
Comparando-se as solucdes lineares apresentadas nas Fig. 6.8(a) e Fig. 6.9(a) com as solucdes
da literatura, Fig. 6.11(a)-(b), ¢ possivel observar que os resultados obtidos pela aplicacao da

rotina via ESO, apresentaram-se coerentes com os obtidos nos estudos citados.

Comparando-se o resultado obtido considerando o comportamento linear com o nao linear do
material pode-se dizer que ambos apresentaram semelhanca em suas topologias otimas e

certas diferencgas em relagdo a distribuicdo de tensdes.

Os angulos de inclinacdo das bielas e dos tirantes para os modelos considerando o
comportamento linear e o ndo linear apresentaram valores proximos 49° para a anélise nao
linear e 48° para a ndo linear. Porém, pode-se perceber a existéncia de uma regido contendo
tensOes de tracdo para o comportamento ndo linear ¢ que ndo se apresenta na solucio

considerando o comportamento linear.

Sendo assim, para a Viga Parede Biapoiada (L/H=2), pode-se afirmar que a solugdo
considerando o comportamento ndo linear do material, adotando-se como ferramenta técnicas
de otimizagdo evoluciondria para automatizar o processo de concepcao da estrutura,
apresentou pequena diferenca quando comparada com o método usual que considera o

comportamento linear do material.
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Para esse caso também ¢ possivel dizer que a solucdo considerando a ndo linearidade do

material corresponde a melhor op¢do para descrever o real comportamento do mesmo. A

solugdo para a armadura calculada ird apresentar certa diferenca quando comparada a solugao

considerando o comportamento linear.

O indice de performance (IP) por iteragdo foi calculado com o objetivo de estimar um 6timo

global para a solugdo da o6tima topologia obtida em ambas as andlises, linear e ndo linear,

conforme apresentado nos graficos a seguir.

IP - LINEAR
5,00
4,00
o 3,00
2,00
1,00
0,00
0 15 30 45 60 75 90
lteracdes
—@—IP - LINEAR
(a)

IP - NAO LINEAR
5,00
4,00

3,00

IP

2,00
1,00

0,00
0 15 30 45 60 75 90 105 120 135
lteracdes

—@—IP - NAO LINEAR

(b)

Gréfico 6.2 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)
comportamento ndo linear do material

Foi possivel observar que o IP, para esse exemplo estudado, cresceu ao longo do processo

iterativo, mantendo poucas variagdes, tanto para o caso linear quanto para o caso ndo linear.
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6.3 Pilar de Ponte

O terceiro elemento estrutural analisado trata-se de um pilar de ponte. Sua geometria, carga

aplicada e condi¢des de contorno estao apresentadas na Fig. 6.12.

500 2500 2500 2500 _, . 500
{
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3000

Fig. 6.12 —Pilar de ponte (Adaptado de Liang et al.,2002)

As propriedades adotadas do material foram as mesmas apresentadas em Liang et al. (2002),

sendo o modulo de elasticidade igual a E = 28600 MPa e coeficiente de Poisson igual a

v=0,15.

Para a modelagem do elemento no software Abaqus® foi considerada uma malha de
elementos finitos lineares triangulares do tipo CPS4R (Continuum / Plane-Stress / Shell
elements / 4 Node Element). A estrutura foi representada por 1944 elementos e 2061 nds. Para

esse caso, foi considerada simetria na gera¢ao da malha de elementos finitos.

Os parametros utilizados para a otimizagao via ESO foram: Fator de Remog¢ao (RR)=4,0% e o
Fator de Evolucdo (ER)=2,0%. A topologia o6tima ¢é obtida para um volume de

aproximadamente 50% do volume inicial.

As solucdes, considerando o comportamento elastico e ndo linear do material, sdo

apresentadas na Fig. 6.13(a)-(b) a seguir.
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Fig. 6.13-Topologias 6timas obtidas (a) Solugdo considerando o comportamento linear do
material (b) Solucdo considerando o comportamento nao linear do material.

A Fig. 6.14(a)-(b) apresenta respostas para a distribuicao de tensdes de compressao (em azul)

e tracao (em vermelho).

(a) (b)

Fig. 6.14— Distribuicdes de tensdes compressao / tracao (a) Solug¢do considerando o
comportamento linear do material (b) Solu¢do considerando o comportamento nao linear do
material.

E a Fig. 6.15 mostra os respectivos modelos de bielas e tirantes obtidos.
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Fig. 6.15 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento ndo linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes.

As topologias 6timas, obtidas em outros estudos sdo apresentadas na Fig. 6.16(a)-(b).
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Fig. 6.16-(a) Topologia 6tima e modelo de bielas e tirantes, respectivamente, apresentados em
Liang et al. (2002) — adotando a técnica ESO (b) Topologia 6tima com regides de tragdo e
compressao apresentada em Almeida et al. (2013b) — adotando a técnica SESO

Sendo que na resposta apresentada na Fig. 6.16(b), foi adotada a cor vermelha para
representar as regides com tensdes de compressdo e cinza para as regides de tragdo. Nesse
também foi utilizada a técnica de otimizagdo denominada SESO, que corresponde a uma

modificag¢do da técnica ESO.

Para esse exemplo, comparando-se as solucdes apresentadas na Fig. 6.13(a) e Fig. 6.14(a)
com as solugdes da literatura, Fig. 6.16(a)-(b), ¢ possivel observar que os resultados obtidos
pela aplicagdo da rotina, via ESO, apresentaram-se coerentes com os obtidos nos estudos

citados.
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E em relacdo aos resultados obtidos considerando o comportamento elastico e nao linear do

material € possivel observar alguma diferenca em suas topologias 6timas.

E, também, observam-se certas diferengas em relacdo a distribuicao de tensdes de compressao
e tragdo. O que altera as quantidades e o posicionamento da armadura na estrutura na qual se
considerou o comportamento ndo linear do material, quando comparado com o

comportamento linear.

Realizando-se a comparacdo em relagdo aos angulos de inclinagdo das bielas e dos tirantes
para os modelos considerando o comportamento linear e o ndo linear, na Fig. 6.15(a)-(b) tem-
se os seguintes valores. Angulo igual a 39° para a andlise ndo linear. Ja para o caso linear o

respectivo angulo ¢ igual a 45°.

Pode-se perceber, ainda, a existéncia de uma regido contendo tensdes de tragdo para o
comportamento nao linear, que ¢ o caso do tirante com inclinacdo de 43° mostrado na Fig.

6.15(b), e que ndo se apresenta na solucao considerando o comportamento linear.

Com isso, pode-se afirmar que a solugdo considerando o comportamento ndo linear do
material, adotando-se como ferramenta técnicas de otimizacdo evoluciondria para automatizar
o processo de concep¢do da estrutura, apresentou certa diferenca quando comparada com o

método usual considerando-se o comportamento linear do material.

Fazendo-se uma analise da disposicdo da armadura, obtida a partir do modelo de bielas e
tirantes, comparando o comportamento linear e ndo linear do presente estudo, tem-se a

seguinte solucdo apresentada na Fig. 6.17(a) a (d).
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Fig. 6.17 — (a) Modelo de bielas e tirantes comportamento linear do material (b)
comportamento ndo linear do material (¢) disposi¢do da armadura para o comportamento
linear (d) disposi¢do da armadura para o comportamento nao linear

A armadura obtida para o modelo considerando a andlise nao linear foram as seguintes:
e 106¢32mm(T1),

Ja para o caso linear as armaduras proposta foram as seguintes:
e 1064 32mm(T1),
e 9¢20mm (T2),

Comparando a solucdo para o comportamento ndo linear e linear do material pode-se perceber
que a quantidade de armadura se apresentou a mesma para as posi¢des T1, igual a 10 ¢ 32
mm, tanto para o modelo considerando o comportamento nao linear do material, quanto para
o modelo considerando o comportamento linear do material. E a posi¢ao T2, para o modelo
considerando o comportamento ndo linear do material, igual a 9 ¢ 20 mm, sendo que para o
modelo considerando o comportamento linear do material ndo haveria necessidade dessas

barras de reforgo.

A consideragdo da ndo linearidade do material corresponde a melhor opcao para descrever o
real comportamento do mesmo. Sendo assim, a solu¢do obtida também deve ser mais

apropriada.

O indice de performance (IP) por iteragdo calculado para de estimar um o6timo global para a
solugdo da 6tima topologia obtida em ambas as andlises, linear e ndo linear, ¢ apresentado nos

graficos a seguir.
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Gréfico 6.3 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)
comportamento nao linear do material

O IP, para a andlise considerando o comportamento linear, cresceu ao longo do processo

iterativo, mantendo poucas variagdes, tanto para o caso linear quanto para o caso nao linear.
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6.4 Viga Parede com Dois Furos

O quarto elemento estrutural analisado trata-se de uma viga com dois furos. Sua geometria,
carga aplicada e condi¢des de contorno estdo apresentadas na Fig. 6.18.

P1=140 kN P1=140 kN

300

50
D=750

]

675 150 1135

Fig. 6.18 — Viga parede com dois furos (Adaptado de Liang et al.,1999)

As propriedades adotadas do material foram as mesmas apresentadas em Liang et al. (1999),
sendo o modulo de elasticidade igual a E = 30088 MPa e coeficiente de Poisson igual a

v=0,15.

Para a modelagem do elemento no software Abaqus® foi considerada uma malha de
elementos finitos lineares quadrilaterais do tipo CPS4R (Continuum / Plane-Stress / Shell

elements / 4 Node Element). A estrutura foi representada por 1478 elementos e 1582 nds.

Os parametros utilizados para a otimiza¢ao via ESO foram: Fator de Remoc¢ao (RR)=4,0% ¢ o
Fator de Evolucdo (ER)=2,0%. A topologia otima ¢ obtida, para um volume de

aproximadamente 40% do volume inicial.

As solugdes, considerando o comportamento elastico e ndo linear do material, sdo

apresentadas na Fig. 6.19(a)-(b) a seguir.
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Fig. 6.19 - Topologias 6timas obtidas (a) Solu¢do considerando o comportamento linear do
material (b) Solu¢do considerando o comportamento nao linear do material.

A Fig. 6.20(a)-(b) apresenta respostas para a distribuicdo de tensdes de compressao (em azul)

e tracao (em vermelho).

(b)

Fig. 6.20— Distribuicdes de tensdes compressao / tracao (a) Solugao considerando o
comportamento linear do material (b) Solugdo considerando o comportamento nao linear do
material.

A Fig. 6.15 mostra os respectivos modelos de bielas e tirantes obtidos.
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(a) (b)
Fig. 6.21 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o
comportamento nao linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes.

A topologia 6tima e modelo de bielas e tirantes obtidos em Liang et al. (2000) sdo

apresentados na Fig. 6.22.

|

(b)

Fig. 6.22— Solugdo apresentada em Liang et al. (2000) — adotando a técnica ESO (a) topologia
otima (b) modelo de bielas e tirantes.

Para esse exemplo estudado, comparando-se as solugdes apresentadas na Fig. 6.19(a) e Fig.
6.21(a) com a solugdo da literatura, Fig. 6.22(a), também ¢ possivel observar que os
resultados obtidos pela aplicagdo da rotina, via ESO, apesar de apresentarem certas

diferengas, sdo coerentes com os obtidos nos estudos citados.

Comparando-se os resultados obtidos considerando o comportamento linear e nao linear do
material pode-se dizer que apresentaram algumas diferencas em suas topologias 6timas e em

relacdo a distribuicao de tensoes.

Realizando-se a comparacao em relagdo aos angulos de inclinagcdo das bielas e dos tirantes

para os modelos considerando o comportamento linear € o ndo linear tem-se os seguintes
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valores. Angulos iguais a 42°, 43°, 48°, 45°, 25° ¢ 45° para a anélise ndo linear. Ja para o caso

linear os respectivos dngulos sdo iguais a 41°, 48°, 44°, 45°, 42° e 43°.

Portanto, para a Viga Parede com dois furos, pode-se afirmar que a solugdo considerando o
comportamento nao linear do material apresentou certa diferenga quando comparada com o

método usual considerando-se o comportamento linear do material.

E sabendo-se que a consideragdo da nao linearidade do material corresponde a melhor opgao
para descrever o real comportamento do mesmo, essa solucdo também deve ser mais
apropriada. A solucdo para a armadura calculada apresentara diferengas, tanto em relacdo a
quantidades, quanto em relagdo a posicionamento, quando comparada a solugdo considerando

o comportamento linear.

Os gréficos, a seguir, apresentam o indice de performance (IP) por iteracdo calculado para de

estimar um 6timo global para a solug¢do da 6tima topologia obtida para as anélises linear e nao

linear.
IP - (LINEAR) IP - NAO LINEAR

2,50 2,50

2,00 2,00

1,50 o 1,50

1,00 1,00

0,50 0,50

0,00 0,00

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
lteracdes Iteracoes
—@—IP - (LINEAR) ——IP - NAO LINEAR

(a) (b)

Gréfico 6.4 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)
comportamento nao linear do material

Foi possivel observar que o IP cresceu ao longo do processo iterativo, mantendo poucas

variacoes, tanto para o caso linear quanto para o caso nao linear.
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6.5 Misula com uma coluna

O quinto elemento estrutural analisado trata-se de uma misula com uma coluna considerados
como um todo na estrutura. Sua geometria, carga aplicada e condi¢cdes de contorno estdo

apresentadas na Fig. 6.23.

1000

500 s00 |

-

Fig. 6.23 - Misula com uma coluna (Adaptado de Liang et al.,2000)

As propriedades adotadas do material foram as mesmas apresentadas em Liang et al. (2000),
sendo o modulo de elasticidade igual a E = 28567 MPa e coeficiente de Poisson igual a

v=0,15.

Para a modelagem do elemento no software Abaqus® foi considerada uma malha de
elementos finitos lineares quadrilaterais do tipo CPS4R (Continuum / Plane-Stress / Shell
elements / 4 Node Element). A estrutura foi representada por 3317 elementos e 3470 nds.

Os parametros utilizados para a otimiza¢ao via ESO foram: Fator de Remoc¢ao (RR)=4,0% ¢ o
Fator de Evolucdo (ER)=2,0%. A topologia otima ¢ obtida para um volume de

aproximadamente 50% do volume inicial.

As solucdes, considerando o comportamento elastico e ndo linear do material, sdo

apresentadas na Fig. 6.24(a)-(b) a seguir.
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(a) (b)

Fig. 6.24 - Topologias 6timas obtidas (a) Solucao considerando o comportamento linear do
material (b) Solu¢ao considerando o comportamento ndo linear do material

A Fig. 6.25(a)-(b) apresenta respostas para a distribuicdo de tensdes de compressio (em azul)

e tragdo (em vermelho).

(a) (b)

Fig. 6.25— Distribuicdes de tensdes compressao / tracao (a) Solugdo considerando o
comportamento linear do material (b) Solugdo considerando o comportamento nao linear do
material.

Os respectivos modelos de bielas e tirantes obtidos sao apresentados na Fig. 6.26(a)-(b).
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Fig. 6.26 — Modelo de bielas e tirantes (a) considerando o comportamento linear (b) para o

comportamento ndo linear, sendo as linhas pontilhadas as bielas e as continuas os tirantes.

A topologia 6tima ¢ apresentada na Fig. 6.27 obtida em outro estudo desenvolvido com
mesma a finalidade de automatizar a concep¢ao do modelo de bielas e tirantes, também por

um método evoluciondrio de otimizacao topologica.

(b)

Fig. 6.27 - Solugao apresentada em (a) Liang et al. (2000), para 20 iteragdes, a topologia
6tima e o modelo de bielas e tirantes, respectivamente (b) Almeida et al. (2013a), para 71
iteragOes e iteragao 144, respectivamente.

Para esse exemplo, comparando-se as solucdes apresentadas nas Fig. 6.24(a) e Fig. 6.25(a)
com a Fig. 6.27(a)-(b), sendo a Fig. 6.27-a com solucdes adotando a técnica ESO e a Fig.
6.27(b) adotando-se o método SESO, ¢ possivel observar que os resultados obtidos pela
aplica¢do da rotina, via ESO, do presente estudo, apesar de apresentarem certas diferencgas,

sdo coerentes com os obtidos nos estudos citados.
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Os resultados obtidos considerando o comportamento linear e ndo linear do material,
apresentaram consideraveis diferencas em suas topologias 6timas e em relacao a distribuicao

de tensoes.

Realizando-se a comparagdo em relagdo aos angulos de inclinagdo das bielas e dos tirantes
para os modelos considerando o comportamento linear e o ndo linear tem-se os seguintes
valores. Angulos iguais a 55°, 73°, 55° e 32° para a analise linear. Ja para o caso ndo linear os

respectivos angulos sdo iguais a 72°, 67°, 65° e 28°.

Para a Misula com uma Coluna, pode-se afirmar que a solu¢do considerando o
comportamento ndo linear do material apresentou diferencas quando comparada com o

método usual considerando-se o comportamento linear do material.

Para esse caso, também, a solug¢do para a armadura calculada considerando o comportamento
ndo linear, que descreve melhor o comportamento do material, ird apresentar certa diferenga
em relagdo a solucdo para o comportamento linear, tanto em relacao as quantidades quanto em

relagdo ao posicionamento.

O indice de performance (IP) por iteragdo foi calculado com o objetivo de estimar um 6timo
global para a solugdo da oOtima topologia obtida para a andlise ndo linear, conforme

apresentado nos graficos a seguir.
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Gréfico 6.5 — Indice de Performance x Iteragdes (a) comportamento linear do material (b)

comportamento ndo linear do material

Foi possivel observar que o IP, para esse exemplo estudado, cresceu ao longo do processo

iterativo, mantendo poucas variagdes, tanto para o caso linear quanto para o caso nao linear.

90
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7

CONSIDERACOES FINAIS

7.1 Conclusao

Considerando as simulagdes numéricas realizadas, pode-se dizer que as solugdes obtidas, para
a proposta do presente trabalho, sdo relevantes para a engenharia de estruturas, ja que poderao
proporcionar aos projetistas estruturais melhor entendimento do funcionamento do método de
bielas e tirantes, simplificando o processo de concepcdo do modelo e facilitando a resolucao

de problemas complexos envolvendo estruturas especiais com comportamento nao linear.

Em relacdo a andlise comparativa entre os resultados para o comportamento linear ¢ nao
linear do material, ¢ possivel dizer que as solucdes apresentaram diferencas considerdveis na
topologia 6tima em alguns exemplos discutidos. Portanto, pode-se concluir que a quantidade e
posicao das barras de reforco (armadura) podem ser diferentes para o caso nao linear. Para os

exemplos 6.1 e 6.3 essa diferenca foi analisada e comprovada.

O objetivo de incorporar teorias que descrevem o comportamento material concreto o mais
proximo da realidade, ao invés das teorias de modelos de bielas e tirantes comumente
utilizadas para o projeto estrutural foi atingido. Conclui-se, portanto que o modelo
constitutivo de Dano Plastico adotado, que descreve de maneira mais adequada o
comportamento concreto, ¢ capaz de gerar solugdes mais apropriadas para os modelos de

bielas e tirantes.

Foi realizado o estudo do Indice de Performance (IP) para as solugdes 6timas das topologias
obtidas na tentativa de se obter uma estimativa para o 6timo global, porém, ¢ importante

ressaltar que o objetivo do estudo ndo ¢ otimizar a topologia de estruturas. O objetivo
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principal do estudo ¢ identificar o modelo de bielas e tirantes, considerando o concreto com
comportamento ndo linear. Fazendo uso da técnica de otimizagdo evolucionaria (ESO)
implementada no software Abaqus® por meio de uma rotina computacional. Tornando
possivel obter uma concep¢do mais adequada para as barras de refor¢o (armadura) a ser
dimensionada. A partir dessa ferramenta, que automatizou o processo, foi possivel garantir a
realizacdo da escolha de modelos de bielas e tirantes de forma mais confiavel ¢ definir melhor

a configuragdo do modelo a ser adotado.

A principal vantagem observada para a utilizagdo da técnica automatizada para concepcao do
modelo de bielas e tirantes por meio da otimizagdo topologica, considerando o
comportamento ndo linear do material, seria a garantia da obtencdo de solu¢des mais
confiaveis, ja que esta sendo adotado no processo um modelo constitutivo que melhor
representa o comportamento do material, o mais proximo da realidade. Além disso, a
utilizagcdo de um script que utiliza uma linguagem de programacao com o cddigo fonte aberto,

que permite o monitoramento e controle do processo quase que total.

O estudo realizado contribui, também, para aplicagdes do método na industria de pré-
moldados, viabilizando a utilizagdo de métodos de concepgao de estruturas pré-moldadas,
considerando a ndo linearidade do material, a partir da automatiza¢do da escolha do modelo

pelo método de bielas e tirantes e otimizagdo topoldgica.

A desvantagem seria a utilizagdo de um método de otimizagao topoldgica realizado através da
implementagdo de um algoritmo em um software comercial, que apesar de proporcionar sua
utilizagdo no ambito da engenharia estrutural, ou seja, em escritorios de calculos estruturais,
restringe um pouco sua utilizacdo no meio académico. Pdde-se observar também que o script
apresentou tempo execucdo longo em alguns casos, principalmente quando se refina muito a
malha de elementos finitos. E, ainda, comparando o tempo de execucdo para as analises
considerando o comportamento linear e ndo linear do material, foi possivel perceber que para
as analises considerando o comportamento ndo linear o tempo de execugdo apresentou-se

relativamente maior do que para as analises considerando o comportamento linear.

Por fim, destaca-se que apesar de existirem diversos algoritmos disponiveis em alguns

softwares comerciais, a otimizagdo topoldgica € muito dependente dos parametros adotados e
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a pesquisa sobre o tema possibilita aplicacdes e escolha de pardmetros de otimizagdo mais
bem fundamentada. O que permitiu a aplicagdo especifica para o objetivo do trabalho de

automatizar a concep¢do de estruturas pelo método de bielas e tirantes em elementos de

concreto.
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7.2 Propostas para trabalhos futuros

Como sugestdes de pesquisas futuras, indica-se a obtengdo de solu¢des melhoradas para os
modelos de bielas e tirantes considerando o cenario real de propagagdo de fissuras obtido a

partir de testes experimentais.

Além disso, a realiza¢do de estudos mais apurados em relagdo aos parametros de otimizacao

adotados.

A realizacdo de estudos mais aprofundados em relagdo a dependéncia de malha e de outros
problemas numéricos relacionados com obteng¢do da topologia 6tima do projeto. Com o
objetivo de garantir a obtengdo de solugdes confidveis das topologias 6timas na resolucao de

problemas complexos envolvendo o concreto estrutural.

Sugere-se, ainda, a realizacdo de estudos envolvendo a obtencdo da armadura final para
ambos os casos, em outros exemplos considerando o comportamento linear € o ndo linear,

para se chegar ao real impacto das alteragdes das armaduras em relagdo a seguranca.
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