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Resumo

O modelo de colisões trata de uma maneira de simular processos em sistemas
quânticos abertos através de uma série de interações controladas de um sistema
principal com partículas de um reservatório. Neste trabalho, esse modelo é utili-
zado como uma ferramenta que permite uma análise simplificada das propriedades
de dinâmicas abertas em geral. Através de um formalismo de mapas quânticos,
procura-se encontrar a relação entre as correlações das partículas do reservató-
rio e a não-markovianidade da evolução do sistema, além do possível efeito do
monitoramento das partículas do reservatório sobre a evolução da dinâmica do
sistema principal. Para desenvolver o estudo, é feita uma introdução dos con-
ceitos fundamentais que culminam no formalismo de operações quânticas e como
as propriedades de markovianidade e as trajetórias quânticas são expressas nesta
descrição. Alguns resultados da análise propõem como o estado do sistema pode
afetar as medições nas partículas do reservatório e como essas medições também
podem inferir sobre as propriedades da evolução do sistema.
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Capítulo 1

Introdução

O presente trabalho busca discursar sobre sistemas quânticos abertos através de
um modelo que permite uma implementação natural de medições do reservatório,
com o objetivo de monitorar o sistema de interesse. Também busca-se analisar o
papel das correlações clássicas e quânticas em dinâmicas de sistemas abertos.

De maneira geral, nesta dissertação, introduz-se o formalismo da mecânica
quântica de sistemas abertos sob a pespectiva das evoluções monitoradas e troca
de informação com o ambiente. O objetivo é destacar formalmente a relação entre
a observação de resultados de medição com as propriedades dinâmicas do sistema,
em um contexto específico de modelos de colisões.

O formalismo padrão da mecânica quântica descreve o sistema em um regime
que só interage com o mundo externo através das medições realizadas. Como
consequência, a evolução entre a preparação e as medidas é unitária, preservando
o conteúdo informacional da descrição. Em outras palavras, existem medições
realizadas sobre o sistema após a evolução, que revelam estatísticas semelhantes
às presentes no momento de preparação, em particular, caso um teste quântico seja
bem sucedido com uma certa probabilidade, após uma evolução unitária existirá
outro teste equivalente que possui a mesma chance de sucesso. A evolução temporal
entre as fases de preparação e de medição é associada a uma sequência temporal
contínua de operações unitárias realizadas sobre o estado.

Quando a aproximação de sistema isolado é abandonada e passa-se a incluir
interações não controladas com outros graus de liberdade, o sistema físico passa a
se correlacionar com estes graus de liberdade e a descrição apenas em termos do
sistema se torna incompleta. Tais sistemas são denominados abertos e interpreta-se
tal degradação como um fluxo de informação que vaza para o ambiente (reserva-
tório). É interessante entender a dinâmica nesse cenário mais realístico, seja para
controlar situações que exibem um caráter irreversível indesejado ou criar modelos
que exponham as características relevantes nesse contexto.

Existindo algum grau de controle sobre o reservatório, é possível realizar medi-

1



ções para desvendar características da evolução do sistema analisado. Enquanto
houver correlações entre as duas partes, a informação contida nos registros de
medições do reservatório permite inferir sobre a dinâmica compatível com os re-
sultados de medição. O modelo de colisões que é analisado neste trabalho fornece
um esquema para as interações com os graus de liberdade do ambiente e uma
maneira natural de realizar medições nas partículas interagentes.

As evoluções de sistemas abertos podem ser Markovianas (sem efeito de memó-
ria) ou não Markovianas (com efeito de memória). Uma das maneiras de produzir
efeitos de memória na evolução do sistema é considerar que as partículas do re-
servatório estão correlacionadas antes de interagirem com o próprio. Tais efeitos
podem ser analisados a partir da capacidade (ou não) de descrever a evolução do
sistema como uma sequência de operações disjuntas sobre seu estado quântico e
também pela troca de informação existente entre sistema e ambiente.

O texto divide-se em duas partes: a primeira introduz de maneira breve a
teoria de sistemas quânticos abertos, com foco na descrição da dinâmica através
de mapas estocásticos. A segunda introduz o modelo de colisões simples e relata
a análise deste modelo segundo o formalismo desenvolvido no capítulo anterior.

O capítulo dois parte de uma revisão de sistemas quânticos isolados e introduz
os conceitos fundamentais de estado quântico, evolução e medição. Estados mistos
são apresentados e é feita a ligação entre correlações entre sistemas e a perda de in-
formação parcial. A distinção entre correlações clássicas e quânticas é brevemente
apresentada e é conectada à ideia de evolução monitorada. Em seguida, mostra-se
de maneira rápida como o formalismo de sistemas quânticos abertos é construído
sobre esta base, incluindo a possibilidade de descrever processos estocásticos. Por
fim, o capítulo termina com a discussão sobre a divisibilidade de canais quânticos
e a abordagem da markovianidade através do fluxo de informação entre sistema e
ambiente. O papel da distância entre estados quânticos é analisado neste contexto
e é feito um cálculo para encontrar o valor da distância de Hilbert-Schmidt em
mapas unitais de dimensão finita.

A parte de aplicação apresenta os modelos de colisão e sua utilidade no estudo
de sistemas quânticos abertos. E em seguida são apresentadas as características do
modelo específico estudado no trabalho. Como as partículas interagem em sequên-
cia e apenas uma única vez, o monitoramento é baseado nas medidas dos estados
das partículas recém interagidas. Para diferentes configurações iniciais, e poucas
interações, analisa-se a estatística das medições e a trajetória correspondente. Por
fim, a divisibilidade para estados iniciais descorrelacionados é verificada, e é le-
vantada a questão de como o monitoramento pode afetar o caráter markoviano da
dinâmica quando há correlação inicial entre as partículas do reservatório.
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Capítulo 2

Formalismo

2.1 Sistemas Quânticos Isolados
Um dos conceitos fundamentais da mecânica quântica é o do estado quântico.
Considerando inicialmente estados puros, sua representação matemática é dada
por vetores normalizados no espaço de Hilbert que, para sistemas de dimensão
finita N , nada mais é que um espaço vetorial complexo dotado de um produto
interno que será discutido mais adiante. O significado do estado puro surge de um
experimento que possua N possíveis resultados distinguíveis. Estes resultados são
os valores que um conjunto completo e compatível de variáveis dinâmicas (observá-
veis) do sistema podem assumir, e.g. a energia e/ou polarização de um feixe óptico.
Definido o procedimento experimental que forneça tais resultados, o estado pro-
duzido pela preparação é puro quando existe, em princípio, um arranjo que tenha
como resultado um valor definido para os observáveis. É importante notar que a
definição de um estado puro está associada à estatística dos resultados de medida,
através das probabilidades de obter os diferentes valores do conjunto de variáveis
dinâmicas. Uma maneira de construir o estado quântico de uma preparação expe-
rimental, é realizando uma sequência de experimentos, a fim de estimar o limite
aos quais tendem as frequências dos resultados e obter uma probabilidade para
cada evento possível [13]. Felizmente, a dimensão do espaço de estados é capaz de
indicar um número razoável de testes que são suficientes para a reconstrução do
estado quântico.

Cada observável possui um conjunto de estados distintos que correspondem
a uma medida certa de um determinado valor da grandeza. A representação
matemática dos observáveis é obtida ao associar cada estado puro, e os valores
correspondentes das variáveis dinâmicas, a um dos pares de autovalores reais e
autovetores que compõe um operador hermitiano do espaço de Hilbert.

Sendo um estado puro do sistema descrito pela notação de Dirac por |ψ〉 e
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as variáveis dinâmicas descritas por operadores hermitianos A = A†, o produto
interno fica definido de tal forma que

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉, (2.1)

〈A〉 é o valor esperado da variável dinâmica para este estado puro [10]. Expandindo
dois vetores numa base ortogonal |ψ〉 = ∑

ψi|i〉 e |φ〉 = ∑
φi|i〉 o produto interno

que fornece a estatística correta é definido por 〈φ|ψ〉 = ∑
φ∗iψi. A média do

operador, assumindo que seus autovetores sejam |φi〉 e autovalores Ai, pode ser
escrito na forma

〈A〉 =
∑
i

ai|〈φi|ψ〉|2. (2.2)

Em teoria de probabilidade o valor esperado de uma variável estocástica é dada por
X̄ = ∑

i xipi, logo, comparando o processo de encontrar o valor esperado utilizando
o formalismo da mecânica quântica com o análogo clássico, tem-se a regra de
Born para as probabilidades de encontrar um estado puro |φ〉 num experimento
preparado para ser bem sucedido no estado puro |ψ〉 como [13]

P (ψ, φ) = P (φ, ψ) = |〈φ|ψ〉|2. (2.3)

Para A = I
〈ψ|ψ〉 =

∑
i

|〈φi|ψ〉|2 =
∑
i

pi = 1 (2.4)

exibe-se a necessidade de tomar vetores normalizados no espaço de Hilbert para
representar as médias e probabilidades de forma sucinta. Também nota-se que
todas as quantidades mensuráveis de um sistema são dependentes do estado |ψ〉
através de probabilidades de transições da forma |〈φ|ψ〉|2. Isto implica que uma
mudança de fase global do tipo

|ψ〉 → eiθ|ψ〉 (2.5)

não tem consequência física. Ou seja, os estados puros correspondem à toda uma
classe de equivalência de vetores no espaço complexo tratado [3].

O princípio da superposição afirma que qualquer elemento do espaço vetorial,
exceto o vetor nulo, representa um estado puro que pode, em princípio, ser rea-
lizado experimentalmente1. Assim, justifica-se a utilização de um espaço vetorial
para descrever os estados quânticos puros.

A evolução temporal de um sistema quântico fechado deve ser tal que qualquer
estado puro é transformado em outro estado puro [10]. Em outras palavras, se
em um experimento perfeitamente reprodutível houver um teste com resultado

1Porém um exemplo de limitação fundamental do princípio da superposição é encontrada
quando se trata de partículas indinstiguíveis [13].
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previsível num dado tempo t1, também haverá em um tempo posterior t2 um
teste, em geral diferente, que terá um resultado determinístico. Isto é expresso
matematicamente através de |ψ〉 → |ψ′〉, em que |ψ〉 representa o estado do sistema
em t = t1 e |ψ′〉 em t = t2.

No formalismo quântico, assume-se que a correspondência entre os estados seja
realizada através de uma evolução unitária. Ou seja, para quaisquer |ψ〉, |φ〉,
α e β estes satisfazem 〈φ′|ψ′〉 = 〈φ|ψ〉 e |ω〉 = α|ψ〉 + β|φ〉 evolui para |ω′〉 =
α|ψ′〉+ β|φ′〉. A segunda condição garante que a transformação seja realizada por
um operador linear dependente somente dos tempos U(t2, t1) e a primeira requer
que este operador satisfaça U †(t2, t1)U(t2, t1) = I. Por consistência, para t2 = t1,
|ψ′〉 = |ψ〉, e consequentemente, U(t, t) = I, para todo t [13].

Quando se trata o caso de valores contínuos para a variável t pode-se definir o
hamiltoniano do sistema como um operador hermitiano:

H(t) = i~
dU(t, t0)

dt
U †(t, t0). (2.6)

Seja |ψ′〉 = U(t, t0)|ψ〉, a aplicação do hamiltoniano resulta na equação de Schö-
dinger

H(t)|ψ′〉 = i~
d

dt
|ψ′〉. (2.7)

Em um sistema estritamente fechado, onde a evolução do sistema não contenha
nenhum parâmetro externo dependente do tempo, H independe do tempo também
e a solução da equação de Schödinger fica

|ψ′〉 = e−iH(t−t0)/~|ψ〉. (2.8)

E consequentemente, a evolução unitária do sistema isolado é

U(t2, t1) = e−iH(t2−t1)/~. (2.9)

O processo de medição é necessariamente dado por uma interação do sistema
com o mundo externo. Para uma definição satisfatória deste processo, é comum
tomar o limite em que o estado imediatamente após a medição do observável A deve
ser representado pelo autovetor associado ao autovalor obtido. Como descrito pela
regra de Born, este evento ocorre com probabilidade pi = |〈φi|ψ〉|2. A operação é
chamada de medição seletiva e é um processo estocástico que pode ser resumido
como

|ψ〉 =
∑
i

ψi|φi〉 → |φi〉, i = 1, 2, . . . . (2.10)

Essa definição permite uma correspondência coerente entre a propriedade quântica,
o estado |φi〉, e a informação que pode ser armazenada classicamente, o autovalor
ai [10].
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2.1.1 Estados Mistos
Uma outra forma de descrever a operação de medição é através dos projetores,
que são um conjunto de operadores hermitianos Pi cujos autovalores são 0 ou 1,
ou seja, P 2

i = Pi, e onde o subespaço associado ao autovalor 1 seja unidimensional
[13]. Este conjunto de operadores é capaz de representar o processo de medição e
pode ser obtido a partir de uma base ortogonal |φi〉 desde que satisfaçam

Pi|φj〉 = δij|φi〉, i = 1, 2, . . . . (2.11)

Na notação de Dirac este operador é simplesmente escrito como Pi = |φi〉〈φi|. Seja
um estado preparado |ψ〉, a probabilidade de testá-lo e obter |φi〉 como resultado
de uma medida na base acima é dado por pi = 〈ψ|Pi|ψ〉 e o estado normalizado
resultante é dado por [10]

|ψ〉 → Pi|ψ〉/
√
pi. (2.12)

Esses operadores também são úteis por proverem uma representação da identidade
na base {|φi〉}. Seja

∑
i Pi = I, diz-se que este conjunto expande o espaço de Hilbert

de interesse e para todo |ψ〉∑
i

Pi|ψ〉 =
∑
i

ψi|φi〉 = |ψ〉, (2.13)

consequentemente, qualquer operador diagonal numa determinada base pode ser
expandido usando os projetores associados a ela: A = ∑

i aiPi.
Qualquer estado puro |φ〉 é sempre descritível através de um projetor ρφ = P ,

tal que um teste feito sobre um estado quântico |φ〉, através de uma medida dada
por P , seja bem sucedido com probabilidade 〈φ|P |φ〉 = 1. O estado quântico puro
pode ser descrito através de um projetor, utilizando-se a notação ρφ = |φ〉〈φ|, e
como os projetores são operadores hermitianos, o operador de estado neste forma-
lismo também é um observável do sistema. Este observável representa uma variável
dinâmica que fornece a probabilidade que um dado estado puro |ψ〉 responda po-
sitivamente a uma montagem preparada para satisfazer |φ〉 com certeza [13]. Ou
seja, existe uma correspondência direta entre ρφ e a classe de elementos do espaço
de Hilbert eiθ|φ〉 que representam um estado quântico. Usando a operação traço,
que satisfaz para quaisquer ρψ e A

Tr [ρψA] = 〈ψ|A|ψ〉, (2.14)

é possível reescrever as equações da mecânica quântica através de um formalismo
de operadores.

Pode haver a situação em que o estado quântico não seja bem definido, de
forma que a preparação produza um ensemble de estados puros {pi, |ψi〉}. Para
cada um destes estados puros, o valor médio de um observável A é

〈A〉i = Tr [ρiA] , (2.15)
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consequentemente, o valor médio para a variável dinâmica do ensemble de estados
puros é dado por

〈A〉 =
∑
i

piTr [ρiA] = Tr
[∑

i

piρiA

]
, (2.16)

que pode ser escrito como
〈A〉 = Tr [ρA] (2.17)

onde define-se a matriz densidade ρ = ∑
i piρi do sistema quântico. Mais uma vez,

relembrando que 〈I〉 = 1, chega-se na condição de normalização dos estados

Trρ = 1, (2.18)

enquanto que ao tomar um vetor qualquer |φ〉

〈φ|ρ|φ〉 =
∑
i

pi|〈φ|ψ〉|2 ≥ 0, (2.19)

o que significa que o operador ρ é positivo semi-definido. Por outro lado, dada
uma matriz qualquer que satisfaça as duas condições acima, a positividade garante
que este possuirá uma representação da forma

ρ =
∑
i

λi|i〉〈i| (2.20)

para λi positivos, enquanto que a normalização de ρ implica que∑
i

λi = 1. (2.21)

Ou seja, qualquer matriz positiva semi-definida de traço unitário representa um
ensemble de estados puros {λi, |i〉}, e consequentemente, estes formam a represen-
tação mais geral de estados quânticos [13].

Na verdade, uma matriz densidade não é definida de forma unívoca por um
determinado ensemble de estados puros. O teorema da mistura de Schrödinger
afirma que: seja uma matriz densidade definida por {pi, |ψi〉}, haverá outro en-
semble {qj, |φj〉} ligado ao primeiro através de

√
pi|ψi〉 =

∑
j

uij
√
qj|φj〉, (2.22)

se existir uma isometria U entre os ensembles que satisfaz ∑i u
†
kiuij = δjk [3].

Dessa forma a representação da matriz densidade de ambas são equivalentes∑
i

pi|ψi〉〈ψi| =
∑
jk

√
qjqk

∑
i

u†kiuij|φj〉〈φk| =
∑
j

qj|φj〉〈φj|. (2.23)

7



A partir disso, nota-se que a descrição de um estado quântico através de um
determinado ensemble de estados puros é arbitrária, equivalente à uma escolha de
base num espaço vetorial.

O conjunto das matrizes densidade formam um conjunto convexo, no sentido
em que qualquer elemento do conjunto pode ser escrito como

ρ = pρ′ + (1− p)ρ′′, 0 ≤ p ≤ 1, (2.24)

sendo ρ′ e ρ′′ também pertencentes ao conjunto. Os estados puros são representados
pelos elementos do conjunto convexo das matrizes densidade nas quais a relação
acima é satisfeita apenas para ρ′ = ρ′′, já que

ρ = |ψ〉〈ψ| ⇒ ρ′ = ρ′′ = ρ. (2.25)

Para ver isso, basta considerar qualquer estado |φ〉 ortogonal a |ψ〉, logo

p〈φ|ρ′|φ〉+ (1− p)〈φ|ρ′′|φ〉 = 0, (2.26)

implica que 〈φ|ρ′|φ〉 = 〈φ|ρ′′|φ〉 = 0, pois p e (1− p) são positivos. Se todos os ve-
tores que formam uma base que diagonaliza ρ, exceto |ψ〉, satisfazem 〈φ|ρ′|φ〉 = 0,
então ρ′|ψ〉 = |ψ〉, com autovetor um, já que ρ′ possui traço um e consequente-
mente não é o operador nulo. O operador que possui autovalor um para apenas
um dos seus autovetores e autovalor zero para todos os outros é um projetor, e
repetindo a análise para ρ′′ conclui-se que ρ′ = ρ′′ = |ψ〉〈ψ|. Em resumo, o con-
junto de todos os estados quânticos é formado por todas as misturas estatísticas
possíveis entre os estados quânticos puros [13].

A partir desta descrição, os processos básicos para a descrição de um sistema
quântico isolado podem ser listados em função da matriz densidade

ρ→ ρ′= U(t2, t1)ρU †(t2, t1) (Evolução Unitária)
ρ→ ρj= PjρPj/Tr [Pjρ] (Medição Seletiva) (2.27)
〈A〉= Tr [Aρ] (Valor Médio de um Observável).

2.2 Emaranhamento e Correlações: Clássico vs.
Quântico

2.2.1 Sistemas Compostos
Em mecânica quântica um sistema composto |Ψ〉 ∈ HAB por dois estados puros
|ψ〉 ∈ HA e |φ〉 ∈ HB é escrito na notação de Dirac como

|Ψ〉 = |ψ〉 ⊗ |φ〉 = |ψ〉|φ〉. (2.28)
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Nessa descrição, para cada um dos sistemas evoluindo através das respectivas
unitárias locais U(t2, t1) e V (t2, t1) que atuam nos espaços de Hilbert HA e HB

respectivamente, a evolução do estado |Ψ〉 é definida como [3]

|Ψ′〉 = |ψ′〉|φ′〉 = [U(t2, t1)⊗ V (t2, t1)] |ψ〉|φ〉. (2.29)

Seja um ensemble formado por {|Ψi〉, pi}i=1,2. A matriz densidade que carac-
teriza esta mistura é dada por

ω = p1|Ψ1〉〈Ψ1|+ p2|Ψ2〉〈Ψ2| = p1ρ1 ⊗ σ1 + p2ρ2 ⊗ σ2 (2.30)

no qual ρ = |ψ〉〈ψ| e σ = |φ〉〈φ|. De maneira um pouco mais geral, um ensemble
de um sistema bipartido separável pode tomar a seguinte forma

ω =
∑
i

wi ρi ⊗ σi. (2.31)

Estados que possuam essa forma podem ser produzidos através de comunicação
clássica entre duas partes. Por exemplo, dois laboratórios que possuam apare-
lhos de emissão de partículas em diferentes estados, porém que compartilham
uma sequência aleatória em comum, produz esse tipo de estado conjunto para os
operadores das máquinas, caso não seja possível acessar a informação contida na
sequência aleatória [3].

Porém, a mecânica quântica garante que superposições de estados quânticos
também formam estados quânticos. Assim, a forma mais geral possível de um
sistema composto puro é dada por

|Ψ〉 =
∑
ij

Ψij|i〉|j〉. (2.32)

Este estado pode tomar uma forma mais simples. Seja Ψ uma matriz cujos ele-
mentos são Ψij, pode-se encontrar duas matrizes positivas Ψ†Ψ e ΨΨ† que são
diagonalizáveis através das unitárias U e V respectivamente:

Ψ†Ψ = UA†AU † =
(
UA†V †

) (
V AU †

)
ΨΨ† = V AA†V † =

(
V AU †

) (
UA†V †

)
.

Comparando os lados esquerdo e direito das equações, nota-se que Ψ = V AU †, e
A uma matriz diagonal2. O vetor de onda do sistema composto fica expresso na
forma de Schmidt [3]

|Ψ〉 =
∑
k

αk|ψk〉|φk〉 (2.33)

2A existência da matriz A é garantida, pois se trata da matriz diagonal na decomposição em
valores singulares da matriz Ψ
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para |ψk〉 = ∑
i vki|i〉 e |φk〉 = ∑

j u
∗
kj|j〉.

O estado composto puro na forma matricial é

ω =
∑
kl

αkα
∗
l |ψk〉〈ψl| ⊗ |φk〉〈φl| (2.34)

e seja o número de coeficientes αk não nulos maior que um, esse estado não pode
ser reescrito como um ensemble de estados separados

ω 6=
∑
ij

wij ρi ⊗ σj.

Estados que não podem ser escritos como na eq. (2.31) são chamados de emara-
nhados [3].

Escrevendo a matriz Ψ como

Ψ =
∑
k

αk|ψk〉〈φk| (2.35)

as matrizes Ψ†Ψ e ΨΨ† formam

Ψ†Ψ =
∑
k

|αk|2|φk〉〈φk| (2.36)

ΨΨ† =
∑
k

|αk|2|ψk〉〈ψk|. (2.37)

Pode-se perceber que cada uma delas representa uma matriz densidade pertencente
a cada um dos espaços de Hilbert que formam estado |Ψ〉. As matrizes ρ = ΨΨ†
e σ = Ψ†Ψ possuem o mesmo espectro e representam os estados reduzidos em HA

e HB, respectivamente [3]. Ambos os estados possuírem os mesmos autovalores
indica que possuem o mesmo grau de pureza e, também, que para um estado
composto puro, suas partições são simétricas. Se o estado composto de dois estados
mistos é puro, então existe emaranhamento entre os sistemas [2]. Esta situação
em que a descrição conjunta é mais completa que a particionada é a característica
que de maneira geral define os estados correlacionados.

O significado das matrizes reduzidas surge quando se leva em consideração me-
dições incompletas das variáveis dinâmicas [13]. Um teste local é um procedimento
realizado em apenas uma das partes de um sistema composto e é descrito por Pj⊗I
ou I⊗ Pj. A realização desta medição sobre um estado composto puro resulta em

〈(A⊗ I)〉 =
∑
kk′
α′∗k αk〈ψk′ |A|ψk〉〈φk′ |φk〉 =

∑
k

|αk|2〈ψk|A|ψk〉,

utilizando ρ, observa-se que 〈(A ⊗ I)〉 = Tr [ρA], e analogamente, 〈(I ⊗ B)〉 =
Tr [σB]. Mesmo para estados compostos mistos é interessante definir as matrizes
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ρ e σ tais que Tr [ω(A⊗ I)] = Tr [ρA] e Tr [ω(I⊗B)] = Tr [σB]. A forma mais
geral de se escrever o sistema composto é ω = ∑

iwi|Ψi〉〈Ψi| e a operação de obter
os estados reduzidos induz a

ρ =
∑
i

wiΨiΨ†i = TrBω e σ =
∑
i

wiΨ†iΨi = TrAω,

onde, por analogia, o traço parcial TrX é uma operação linear definida da seguinte
forma [10]

TrA [A⊗B] = (TrA)B ou TrB [A⊗B] = (TrB)A. (2.38)

2.2.2 Correlações em Mecânica Quântica
Seja uma base ortonormal {|ϕk〉} em um espaço de Hilbert H, um estado que sofra
uma medição definida por essa base passa a ser representado por {|ϕk〉〈ϕk|} e cada
resultado ocorre com probabilidade pk = 〈ϕk|ρ|ϕk〉. Suponha que o registro que
contém os resultados de medidas seja perdido. A matriz densidade que descreve
o estado após a medida ρ′ deve ser coerente com a medida realizada previamente,
i.e. se o procedimento de medida for refeito, os resultados devem ser os mesmos
(ρ′k = ρk e p′k = pk). Uma medição projetiva não seletiva é consistentemente
definida como uma operação linear, Φ[ρ] = ρ′, tal que Φ[ρ′] = ρ′ (repetibilidade).
Sob essas condições, a transformação deve ser da seguinte forma

Φ[ρ] =
∑
k

|ϕk〉〈ϕk|ρ|ϕk〉〈ϕk|, (2.39)

e um operador qualquer A satisfaz Φ[A] = A, se e somente se for diagonal na base
{|ϕk〉}[9].

Considerando |ϕk〉 = |ψi〉|φj〉 e pk = wij, um estado da forma

ω =
∑
ij

wij|ψi〉〈ψi| ⊗ |φj〉〈φj|

não é perturbado por medições locais nas bases {|ψi〉} e {|φj〉}, e além do mais,
as matrizes reduzidas são ρ = ∑

i pi|ψi〉〈ψi| e σ = ∑
j qj|φj〉〈φj| com pi = ∑

j wij e
qj = ∑

iwij respectivamente. Em resumo, existe uma medição em que o estado
composto é definido através da distribuição de probabilidade conjunta wij e as dis-
tribuições de probabilidade marginais pi e qj definem os estados reduzidos. Devido
a estas propriedades, uma matriz densidade do tipo descrito acima é chamada de
estado clássico.

Quando o sistema encontra-se num estado, por exemplo, do tipo

ω =
∑
ij

wij ρi ⊗ |φj〉〈φj|, (2.40)
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onde {ρi} não forma um conjunto ortogonal, não existe medição local neste subes-
paço que não perturbe o estado reduzido ρ. Devido à indistinguibilidade inerente-
mente quântica dos estados, a correlação entre os dois sistemas não possui análogo
clássico. Um estado definido de tal forma recebe o nome de estado quântico-clássico
[9]. Semelhantemente o estado definido por

ω =
∑
ij

wij |ψi〉〈ψi| ⊗ σj, (2.41)

em que os σj não são ortogonais, é denominado estado clássico-quântico. Estados
que não possuem elementos do ensemble que formam um conjunto ortogonal em
nenhuma das partes, são estados quânticos, e assim como os anteriores, apresentam
correlações quânticas apesar de não possuirem emaranhamento [5, 17].

Uma propriedade útil dos sistemas correlacionados é a capacidade de inferir o
estado de uma parte a partir de medições locais sobre a outra. Tendo como exemplo
um estado do tipo (2.41), uma medição seletiva local resultando no estado |ψi〉,
por exemplo, projeta o conjunto em

p−1
i (|ψi〉〈ψi| ⊗ I)ω(|ψi〉〈ψi| ⊗ I) =

∑
j

p−1
i wij|ψi〉〈ψi| ⊗ σj. (2.42)

Neste caso, o estado σi depende da probabilidade condicional qj|i tal que σi =∑
j qj|i σj, em contraposição ao estado reduzido σ = ∑

j qj σj. Medições locais
na mesma base em que uma partição ‘clássica’ está definida preservam a pro-
priedade dos estados clássicos de não alterarem o sistema composto. Assim, os
estados clássico-quânticos — equivalentemente os quântico-clássicos — permitem
uma maneira coerente de se obter informação sobre um estado quântico.

O formalismo permite a descrição de estados independentes ao assumir que
wij = piqj. Logo

ω =
(∑

i

piρi

)
⊗

∑
j

qjσj

 = ρ⊗ σ (2.43)

não apresenta correlação, à medida que as matrizes densidade reduzidas fornecem
a descrição completa do sistema.

2.3 Dinâmica em Sistemas Abertos
As operações lineares discutidas até agora são adequadas para descrever a evolução
de estados quânticos puros através de transformações realizadas sobre os vetores
do espaço de Hilbert. Ambas a evolução unitária e a medição seletiva mapeam
de forma linear os vetores, apesar dela ser também estocástica no segundo caso, e
preservam-nos no mesmo espaço de Hilbert. Utilizando o formalismo das matrizes
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densidade, o processo de medição passa a ser descrito através de uma mistura
estatística como na eq. (2.39), e por sua vez, pode alterar a pureza do estado
quântico. Em outras palavras, um estado anterior à medição puro, porém que não
pertence à base em que a medição projetiva está definida, é transformado em um
estado que deixa de ser descrito por um projetor e toma a forma da eq. (2.39)

Uma operação quântica é um mapa que preserva as propriedades das matrizes
densidade. Ela atua em um estado quântico, transformando-o em outro estado

ρ′ = E [ρ]. (2.44)

A princípio, as propriedades que se espera de um mapa que transforma matrizes
densidade em matrizes densidade são [10]:

• A operação deve ser linear e o conjunto de estados após a transformação
deve ser convexo;

• As probabilidades devem somar para 1, ou seja, o traço da matriz deve ser
preservado Tr[ρ′] = Tr[ρ];

• As probabilidades não podem assumir valores negativos, ou seja, a matriz
densidade resultante deve ser positiva3.

A primeira exigência garante que a operação pode ser interpretada como a
mistura estatística de um mapeamento sobre os estados puros que constituem a
matriz densidade. Seja um estado descrito pelo ensemble {pi, ρi}, o mapa deve
atuar de tal forma que o estado resultante deva ser descrito por {pi, ρ′i}

E
[∑

i

pi ρi

]
=
∑
i

pi E [ρi]. (2.45)

Em conexão com os outros axiomas para as operações quânticas, a estrutura con-
vexa dos estados é preservada desde que as operações sejam lineares.

O segundo requisito pode ser relaxado para descrever operações de medição se-
letiva. Uma matriz não normalizada ρ̃, com traço 0 ≤ Tr[ρ̃] ≤ 1, pode representar
um estado pós medição em que o traço passa a fornecer a probabilidade do estado
ter evoluído conforme E . Sob esta convenção, a matriz densidade normalizada
para o estado quântico selecionado é dada por

ρ′ = ρ̃

Tr[ρ̃] . (2.46)

Uma operação não seletiva precisa satisfazer Tr [E [ρ]] = Tr [ρ] para toda matriz
densidade ρ e dessa forma diz-se que a operação preserva o traço.

3Neste trabalho uma matriz é chamada de positiva quando satisfaz 〈ψ|A|ψ〉 ≥ 0, ∀ |ψ〉.
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A positividade (ρ≥0) da matriz densidade resultante não é suficiente do ponto
de vista físico para garantir que a evolução dos estados seja realizável, dada a
possibilidade deste ser parte de um sistema composto. A positividade completa
garante que a operação do mapa sobre uma parte de um estado composto mantenha
preservada a positividade do sistema conjunto, seja qual for o tamanho do sistema
adjacente. Ou seja, para qualquer estado quântico ρ, o mapa E é completamente
positivo se a atuação de I⊗E sobre um estado composto ω qualquer que satisfaça
TrB [ω] = ρ, é uma matriz densidade válida [3]. Aqui o símbolo I⊗ E implica um
mapa que se comporta da seguinte maneira

I⊗ E [|i〉〈j| ⊗ ρ] = |i〉〈j| ⊗ E [ρ]

qualquer que seja a dimensão do sistema adjacente a ρ.

2.3.1 Operações Quânticas
Os axiomas para uma operação quântica válida E podem ser reescritos como

• E [∑i aiρi] = ∑
i aiE [ρi];

• 0 ≤ Tr [E [ρ]] ≤ Tr[ρ];

• (I⊗ E) [Ω] ≥ 0 para todo Ω ≥ 0.

O espaço dos operadores que atuam sobre o espaço de Hilbert de dimensão N
(HN) e que possuem um produto interno construído através do traço 〈A,B〉 =
Tr[A†B], comporta-se também como um espaço de Hilbert, porém, de dimensão
superior HS ≡ HN2 , conhecido como espaço de Hilbert-Schmidt [3]. Seja uma
base de matrizes nesse espaço {Ei}, tal que Tr[E†jEi] = δij, os estados quânticos
são decompostos nesta base como ρ = ∑

m ρmEm e a evolução devida a um mapa
linear é definida por

ρ′ =
∑
m

ρmE [Em]. (2.47)

Para descrever o mapa, considera-se o espaço das matrizes pertencentes à imagem
de E , com uma base correspondente {E ′i}. Com a evolução do estado quântico
descrito nessa base, o mapa é composto pelos elementos

Emn = Tr[E ′†n E [Em]] (2.48)

tal que ρ′n = Tr[E ′†n ρ′] = ∑
m ρmEmn e aplicando a relação de completeza na equação

acima tem-se
E [Em] =

∑
n

EmnE ′n.

14



A matriz dinâmica é uma alternativa para a descrição do mapa, tal que D ∈
HS ⊗HS é uma matriz que retorna os elementos do mapa

Emn = Tr
[
(Em ⊗ E ′n)†D

]
. (2.49)

Usando novamente a relação de completeza, a matriz dinâmica toma uma forma
explícita

D =
∑
mn

EmnEm ⊗ E ′n

=
∑
m

Em ⊗ E [Em]

= (I⊗ E)
[∑
m

Em ⊗ Em
]
.

Através da notação de Dirac e uma base apropriada, tal que Em = |r〉〈s| e m =
(r − 1)N + s, a matriz dinâmica pode ser reescrita como

D = (I⊗ E)[|Φ〉〈Φ|], (2.50)

onde |Φ〉 = ∑
r |r〉|r〉, é um estado maximamente emaranhado não normalizado

[10]. Reciprocamente, o mapa pode ser recuperado a partir da matriz dinâmica

E [ρ] =
∑
mn

ρmTr
[
(Em ⊗ E ′n)†D

]
E ′n

=
∑
n

Tr
[
(ρ∗ ⊗ E ′n)†D

]
E ′n

=
∑
n

Tr
[
(I⊗ E ′†n )(ρT ⊗ I)D

]
E ′n,

aliado ao traço parcial, eq. (2.38), fornece:

E [ρ] = TrA
[
(ρT ⊗ I)D

]
. (2.51)

Com essa representação, a preservação do traço é estabelecida como

Tr[ρ′] = Tr
[
ρTDB

]
.

Para que a operação preserve o traço, Tr[ρTDB] = Tr[ρT ] para qualquer ρ, ou seja

TrA[D] = I. (2.52)

O conjunto de canais quânticos que apresentam esta propriedade é denominado de
mapas Completamente Positivos que Preservam o Traço (CPPT).
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Seja o mapa E completamente positivo, então a matriz dinâmica D = I ⊗
E [|Φ〉〈Φ|] é positiva, dado que |Φ〉〈Φ| é equivalente a um estado não normalizado.
Logo, D possui uma forma diagonal formada pelos autovalores não negativos,
di ≥ 0, e autovetores da matriz dinâmica. Utilizando uma representação vetorial
para os autoestados |Di〉 ∈ HS, e seja r o rank dessa matriz, tem-se

D =
r∑
i=1

di|Di〉〈Di|. (2.53)

O elemento |Di〉〈Di| tem como função projetar um estado na direção de |Di〉, ou
quando di é degenerado, no subespaço associado à este autovalor. Na notação
matricial lê-se como:

|Di〉〈Di|Ω〉 ≡ Tr
[
D†iΩ

]
Di.

Combinando as equações (2.51) e (2.53) o mapa quântico associado à forma dia-
gonal da matriz dinâmica é

E [ρ] =
r∑
i=1

diTrA
[ (
ρT ⊗ I

)
|Di〉〈Di|

]
=

r∑
i=1

diTr
[
(ρT ⊗ I)Di

]
TrA[D†i ],

nota-se que Tr[Di(ρT ⊗ I)] = Tr[Di(I⊗ ρ)] = Tr [TrA [Di] ρ]. Ao definir as matrizes
Ai =

√
diTrA[Di], chega-se à representação canônica de Kraus para um canal

quântico:
E [ρ] =

∑
i

AiρA
†
i . (2.54)

O mapa na forma de Kraus preserva o traço caso satisfaça Tr
[∑

AiρA
†
i

]
= Tr

[∑
AiA

†
iρ
]

=
Tr [ρ], para todo ρ, ou seja

r∑
i=1

A†iAi = I. (2.55)

O teorema da mistrura de Schrödinger garante que existem infinitas maneiras
da qual um elemento interno de um conjunto convexo pode ser expresso através
de misturas de elementos puro do conjunto. No presente caso, as várias maneiras
de escrever a matriz D

D =
r∑
i=1

di|Di〉〈Di| =
∑
i

d′i|D′i〉〈D′i|

resulta em diferentes representações para o mapa E

E [ρ] =
r∑
i=1

AiρA
†
i =

∑
i

A′iρA
′†
i .
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No caso especial em que as matrizes Ai são obtidas através da diagonalização de
D, e consequentemente são ortogonais, a representação do canal por meio dessas
matrizes é denominada de forma canônica de Kraus [3].

Um exemplo de canal que é útil para descrever ruído em sistemas quânticos
é formado pela soma de mapas unitários e recebe o nome de Campos Externos
Aleatórios (CEA)4. Na representação de Kraus essa matriz é escrita como

ρ′ =
∑
i

aiUiρU
†
i , (2.56)

em que as matrizes Ui são unitárias e a preservação do traço é garantida se ∑i ai =
1.

2.4 Mapas Estocásticos e Monitoramento

2.4.1 Representação Ambiental
As operações básicas definidas em (2.27) são baseadas na dinâmica do sistema sem
interação com partes externas à análise, exceto, possívelmente, pela realização de
medições. No contexto de estados quânticos puros, evoluções unitárias e projeções
são suficientes para esgotar qualquer dinâmica que tal sistema pode passar. Porém
quando se trata de estados quânticos genéricos, uma evolução do tipo

ρ′ = UρU † =
∑
i

pi U |ψi〉〈ψi|U †

não altera os pesos da composição em estados puros do sistema e portanto nota-
se que é insuficiente para descrever uma evolução arbitrária deste. Os mapas
completamente positivos que preservam o traço gozam da capacidade de descrever
operações fisicamente admissíveis sobre um estado, sem incluir a realização de
medições.

A limitação das unitárias surge quando se considera que o espaço de estados
estudado é um subconjunto de um espaço maior, ou seja, ρ = TrB[ω]. As ope-
rações unitárias realizadas em um espaço composto são muito mais vastas que as
operações realizadas localmente em cada subsistema.

Para ilustrar como uma unitária global pode atuar em um subsistema de uma
forma que uma unitária local não realiza, toma-se como exemplo o estado ρ∗ =
N−1I que pode ser interpretado como um estado equidistante a qualquer outro
estado puro do espaço de Hilbert e consequentemente qualquer teste associado a
um estado puro possui probabilidade p = N−1 de ser verificado. Sejam os vetores

4Este termo CEA utilizado neste trabalho é uma tradução livre de uma sigla em inglês para
Random External Fields
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{|ψi〉} e {|φi〉} ortonormais em seus respectivos espaços, a purificação deste estado
é dada por [3]

|Φ〉 = 1√
N

∑
i

|ψi〉|φi〉 (2.57)

que é um estado maximamente emaranhado. Este estado pode ser obtido a partir
de qualquer outro estado do sistema composto através de uma unitária global
apropriada. Por exemplo, dado um estado separável do sistema composto |ψ0〉|φ0〉,
haverá uma unitária U tal que

|Φ〉 = U |ψ0〉|φ0〉.

Basicamente, é possível através de operações envolvendo um espaço de Hilbert de
dimensão superior, obter o estado ρ = TrB|Φ〉〈Φ| a partir de um estado puro |ψ0〉.
Como qualquer estado ρ pode ser descrito através de uma purificação

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|, |Ψ〉 =
∑
i

√
pi|ψi〉|φi〉,

pertencente a um espaço de Hilbert HS, o estado após a atuação do mapa é dado
por uma evolução de |ψ0〉 acoplado a um estado do ambiente |φ0〉 e uma unitária
U adequados

ρ = TrB
[
U(|ψ0〉〈ψ0| ⊗ |φ0〉〈φ0|)U †

]
. (2.58)

As operações do traço e evolução unitária são lineares e considerando uma base
para o espaço de Hilbert do sistema adicional HB dada por {|φi〉}, a evolução de
um estado ρ qualquer através desse esquema é dada por [10]

ρ′ = TrB
[
U(ρ⊗ |φ〉〈φ|)U †

]
=
∑
i

〈φi|U |φ〉ρ〈φ|U †|φi〉. (2.59)

Os elementos 〈φi|U |φ〉 = Ai são operadores que atuam no espaço de ρ e satisfazem

ρ′ =
∑
i

AiρA
†
i ,

∑
i

A†iAi = I,

evidenciando que a evolução do estado quântico através do produto tensorial do
espaço de estados com um outro espaço de Hilbert, no presente contexto, é repre-
sentado por uma forma de Kraus e, consequentemente, descreve um mapa CPPT.
O conjunto de todas as operações quânticas no espaço de estados é obtida através
de um acoplamento do sistema com um espaço de Hilbert de mesma dimensão,
como pode ser notado dado que um estado ρ qualquer pode ser reescrito como
na equação (2.57). A condição de positividade completa é condizente com o ca-
ráter ‘aberto’ das operações quânticas, i.e. estados quânticos evoluem através de
interações com outras partes.
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Outra questão relevante trata da descrição de um canal quântico dado por
uma soma de Kraus através de uma representação ambiental. Por exemplo, um
conjunto de matrizes de Kraus para um mapa que preserva o traço ∑k E

†
kEk = I

é obtido através de uma unitária global tal que

U |ψ〉|φ0〉 =
∑
k

Ek|ψ〉|φk〉.

Então, um ambiente em um estado fundamental bem selecionado |φ0〉 — aqui é
utilizado um estado de reservatório puro, sem perda de generalidade5 — e uma
unitária adequada são capazes de realizar qualquer mapa quântico dado por Ek =
〈φk|U |φ0〉. O modelo de colisões estudado neste trabalho possui como um dos
objetivos encontrar uma maneira eficiente de utilizar a interação de um sistema
com o ambiente para operar um canal específico.

2.4.2 Evoluções Monitoradas
O conjunto das medições que podem ser realizadas em um estado ρ tomando a
possibilidade de considerar um espaço de Hilbert maior, pode ser analisado através
da representação ambiental. Exercendo uma medição projetiva sobre o sistema
físico acoplado, cujo espaço de Hilbert possui dimensão K, tem-se [10]

(I⊗ Πi)ω(I⊗ Πi) = ρ̃i ⊗ Πi,

onde ρ̃ não é normalizado e o estado pós-medição não apresenta correlações, pois
o monitoramento devolve um estado produto entre sistema e ambiente. Neste
contexto, a medição é realizada sobre o estado adicional, porém, como a descrição
local do estado analisado deve ser coerente com Φ[ω′] = ω′, o estado reduzido ρ̃i
compatível com o estado selecionado |φi〉 na representação ambiental, é descrito
por

ρ̃i = TrB
[
(I⊗ Πi)U(ρ⊗ |φ〉〈φ|)U †

]
= AiρA

†
i (2.60)

e a probabilidade deste evento ocorrer é pi = Tr[AiρA†i ].
Até então, no conceito de medida projetiva, assume-se que existe apenas um

autovetor do operador projeção Πi. De maneira mais geral, a projeção pode atuar
levando a um subespaço de dimensão d ≤ K qualquer, tal que P = ∑

i |φi〉〈φi|,
com a soma envolvendo d diferentes elementos da base |φi〉

ρ̃′ = TrB
[
(I⊗ P )U(ρ⊗ |φ〉〈φ|)U †

]
=
∑
i

AiρA
†
i .

5Caso o estado do reservatório seja misto, pode-se usar um procedimento de purificação em
um espaço de Hilbert maior para chegar às mesmas conclusões
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A medida é não seletiva quando P = I, neste caso, recupera-se∑
i

A†iAi = I. (2.61)

Para um conjunto de matrizes de Kraus que satisfazem ∑
iA
†
iAi < I a operação

quântica pode não preservar o traço e desta forma, Trρ̃′ ≤ Trρ. A descrição da
evolução seletiva de um estado é descrita por

ρ′ = p−1∑
i

AiρA
†
i , com p =

∑
i

Tr
[
A†iAiρ

]
. (2.62)

Seja um observável O no espaço de Hilbert do sistema auxiliar, a decomposição
espectral deste operador em uma base ortonormal dada por Πj

i é

O =
∑
ij

λiΠj
i e

∑
ij

Πj
i = I

fornece um particionamento do espaço em função dos autovalores deste operador

Pi =
∑
j

Πj
i (2.63)

que no sistema principal resume-se em

ρi = p−1
i

∑
j

AjiρA
j†
i , pi = Tr[Eiρ], (2.64)

onde Ei = ∑
j A

j†
i A

j
i são conhecidos como POVM’s6 e formam uma resolução da

identidade ∑
i

Ei = I. (2.65)

Um conjunto completo de POVM’s fornece a estatística correta para as medições
descritas pelo mapa CPPT. Porém, a definição deste conjunto não é suficiente
para descrever todas as matrizes de Kraus necessárias na descrição do estado pós-
medição [10]. Em situações experimentais é comum a medição estar associada com
a impossibilidade de acessar a partícula novamente; os POVM’s são suficientes
nesta condição e o esquema de monitoramento permite uma interação indireta
com o sistema, preservando-o contra efeitos indesejados do processo de medição.

Uma evolução monitorada associa os resultados de medição de um observável
do espaço do ambiente, que interage com o sistema principal, com um mapa que
descreve sua evolução. A escolha de tal observável não é única e cada conjunto de
projetores que resolvem a identidade está associado a um conjunto de resultados
de medições que formam um registro e fornecem informação sobre a dinâmica
monitorada.

6Da sigla em inglês Positive Operator-Valued Measure
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2.5 Memória em Sistemas Quânticos
Para obter-se a operação quântica, considerou-se que o estado do conjunto sis-
tema+ambiente parte na forma de produto ρ⊗σ. Comparando com experimentos
realizados em informação e computação quântica, é natural assumir que após a
etapa da preparação, o estado analisado é descorrelacionado do resto do labora-
tório, e a evolução então altera o sistema através do Hamiltoniano e do estado do
reservatório. Entre as etapas da preparação e medição, o formalismo de mapas
completamente positivos é capaz de prover as estatísticas necessárias. Porém, a
descrição da evolução do estado a cada instante de tempo é comprometida, ao
notar que apenas a matriz densidade parcial do sistema a cada instante não é
suficiente para caracterizar a evolução.

Para instantes diferentes, a representação ambiental fornece

Et1,t0 [ρ(t0)] = TrB
[
U(t1, t0)(ρ(t0)⊗ σ(t0))U †(t1, t0)

]
Et2,t0 [ρ(t0)] = TrB

[
U(t2, t0)(ρ(t0)⊗ σ(t0))U †(t2, t0)

]
,

porém, como em geral o estado conjunto deixa de ser fatorável nos espaços do
sistema e do ambiente após a interação ω(t) 6= ρ(t)⊗ σ(t), não é sempre razoável
assumir que haverá um canal quântico para o estado ρ entre os tempos t1 e t2

ρ(t2) 6= TrB
[
U(t2, t1)(ρ(t1)⊗ σ(t1))U †(t2, t1)

]
, (2.66)

devido às correlações que passam a existir entre as partes do sistema composto.
Como o sistema quântico interage com o ambiente, é natural que este último

seja alterado devido à presença do primeiro. Então pode ocorrer que as proprie-
dades do estado em um determinado instante interfiram na interação do ambiente
com o próprio estado em tempos posteriores. Uma dinâmica possui efeitos de me-
mória, quando a evolução temporal leva em consideração o estado do sistema em
instantes de tempo anteriores.

Fundamentalmente, um mapa quântico é obtido ao ignorar o estado de uma
das partes que interagem possivelmente através de um hamiltoniano não local. A
descrição do sistema fechado completo é em princípio possível de realizar, portanto
o estado da parte ignorada e as correlações são bem definidas e fazem parte da
dinâmica global. Porém é muitas vezes bastante razoável admitir que esta infor-
mação é irrelevante para a dinâmica de tempos posteriores, em geral devido ao
tamanho do reservatório e da intensidade da interação. A dinâmica em que a in-
formação do estado do sistema é suficiente para determinar sua evolução a partir
daquele instante é denominada markoviana.
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2.5.1 Divisibilidade de Canais Quânticos
Ao tomar os estados após as evoluções nos tempos t1 e t2 assume-se a hipótese da
aproximação markoviana ao admitir a existência de uma operação quântica que
mapeie ρ(t1) em ρ(t2)

ρ(t2) = Et2,t1 [ρ(t1)],
para qualquer t1 pertencente ao intervalo (t0, t2). Caso exista, o mapa pode ser
decomposto como uma concatenação de operações

ρ(t2) = (Et2,t1 ◦ Et1,t0) [ρ0]

e de maneira geral, para qualquer ρ0, Et2,t0 é divisível em t1 quando existir uma
mapa completamente positivo Et2,t1 que satisfaça [16]

Et2,t0 = Et2,t1 ◦ Et1,t0 . (2.67)

Desta forma, a divisibilidade fornece uma maneira de discutir a markovianidade
da dinâmica de um sistema a partir da caracterização do mapa da evolução.

A divisibilidade não é uma propriedade relacionada diretamente a um parti-
cionamento temporal de canais. De maneira geral, o problema da divisibilidade
questiona se um canal quântico qualquer pode ser dividido de maneira não-trivial
em outros canais quânticos. O ‘não trivial’ exclui a divisão em um canal seguido
de uma unitária e vice-versa.

Para descrever o mapa intermediário entre os tempos t1 e t2, é natural consi-
derar o superoperador linear ΦE ≡ Φ(t, t0), que é definido a partir da vetorização
do estado ρ

|ρ〉 =
∑
mn

ρmn|m, n〉

ΦE |ρ〉 =
∑
µν

ρ′µν |µ, ν〉

e, operacionalmente, pode ser obtido a partir do rearranjo da matriz dinâmica D
[3]

〈n, ν|D|m, µ〉 = 〈µ, ν|ΦE |m, n〉, (2.68)
em que os índices latinos e gregos representam uma base no espaço dos estados
inicial e final respectivamente. Esta relação advém da definição da matriz dinâmica
e da vetorização das matrizes Em ≡ |m〉〈n| e E ′µ ≡ |µ〉〈ν| na decomposição da
operação quântica E .

A composição de mapas pode ser reescrita por meio do superoperador na forma
de um produto matricial ΦE1◦E2 = ΦE1ΦE2 , logo, uma evolução markoviana satisfaz

Φ(t2, t0) = Φ(t2, t1)Φ(t1, t0) (2.69)
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para todo t1 ∈ (t0, t2). Expressando ρ(t0) = Φ−1(t1, t0)ρ(t1) — o estado inicial é
mapeado a partir do estado intermediário e Φ−1(t1, t0) em geral não é o superope-
rador de uma operação positiva e pode nem sequer existir — identifica-se o mapa
entre os tempos intermediários como [1]

Φ(t2, t1)ρ(t1) = Φ(t2, t0)Φ−1(t1, t0)ρ(t1).

Garantida a existência de Φ−1(t1, t0) para todo ρ(t1), a matriz dinâmica de
Φ(t2, t0)Φ−1(t1, t0) pode ser utilizada na investigação das propriedades de memória
de um canal E(t). O procedimento para verificar a markovianidade de uma dinâ-
mica consiste em testar se o superoperador linear para um instante intermediário
possui uma matriz dinâmica positiva, representando um mapa completamente po-
sitivo. Em outras palavras, neste contexto, o mapa é não-markoviano, caso exista
algum mapa da evolução intermediária que possua uma matriz dinâmica com al-
gum autovalor negativo.

2.5.2 Markovianidade e Distinguibilidade de Estados
A distância do traço para dois estados quânticos é definida como

D(ρ, σ) ≡ 1
2Tr|ρ− σ|. (2.70)

Esta quantidade é chamada de distância pois satisfaz:

D(ρ, σ) = 0⇔ ρ = σ (2.71)
D(ρ, σ) = D(σ, ρ) (2.72)
D(ρ, σ) ≤ D(ρ, τ) +D(σ, τ). (2.73)

O raciocínio que será utilizado foi retirado da referência [10]. A primeira proprie-
dade é satisfeita pois um operador não negativo |ρ− σ| possui apenas autovalores
não negativos, e consequentemente o traço deste será nulo se e somente se for o
operador nulo. A simetria entre ρ e σ é evidente devido ao módulo, porém, para
demonstrar a terceira propriedade é útil entender a interpretação da distância do
traço através de

D(ρ, σ) = max
Π

Tr [Π(ρ− σ)] , (2.74)

onde Π é um projetor hermitiano sobre o espaço de HilbertHN . Dados dois estados
ρ e σ, preparados com mesma probabilidade, o projetor Π é interpretado como a
medição ótima que identifica qual deles foi preparado, associando os resultados de
medida 0 ou 1 para cada estado, respectivamente. A probabilidade máxima de
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distinguir corretamente é dada por

Pmax = 1
2Tr

[
Πρ
]

+ 1
2Tr

[
(I− Π)σ

]
= 1

2
{

1− Tr
[
Π(ρ− σ)

]}
= 1

2 [1−D(ρ, σ)] . (2.75)

Para mostrar que a eq. (2.74) é equivalente á definição da distância do traço,
é útil notar que qualquer matriz hermitiana pode ser descrita como A = Q − S,
onde Q e S são matrizes positivas definidas em subespaços ortogonais graças à
decomposição espectral da matriz A7. Essa decomposição permite reescrever |A| =
Q + S, graças à positividade e ortogonalidade de Q e S, e seja TrA = 0, tem-
se ainda TrQ = TrS. Com isto em mãos, aplicando A = ρ − σ conclui-se que
D(ρ, σ) = TrQ. Seja Π um projetor qualquer, logo, Tr[Π(ρ−σ)] = Tr[Π(Q−S)] ≤
Tr[ΠQ] ≤ TrQ = D(ρ, σ), em que um projetor que atue no suporte de Q satisfaz
Tr[Π(Q − S)] = TrQ, garantindo que o max de Tr[Π(ρ − σ)] atinja a distância
D(ρ, σ).

A desigualdade triangular segue desta definição

D(ρ, σ) = Tr
[
Π(ρ− σ)

]
= Tr

[
Π(ρ− τ) + Π(τ − σ)

]
≤ D(ρ, τ) +D(τ, σ).

Seguindo as mesmas linhas, demonstra-se que a ação de um mapa positivo que
preserva o traço é contrativo no que diz respeito a essa distância

D (E [ρ], E [σ]) = Tr
[
Π(E [Q]− E [S])

]
≤ Tr

[
E [Q]

]
= TrQ

e finalmente
D (E [ρ], E [σ]) ≤ D(ρ, σ). (2.76)

Conclui-se que os mapas CPPT nunca atuam no sentido de aumentar a distingui-
bilidade de dois estados.

Seja uma operação divisível em t1, esta desigualdade garante que

D (Et2,t1 [ρ(t1)], Et2,t1 [σ(t1)]) ≤ D (ρ(t1), σ(t1)) , (2.77)
7Por exemplo, a matriz Q possui os autovalores não-negativos de A, enquanto a matriz S

possui os autovalores negativos.
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portanto, uma evolução markoviana é contrativa. Dessa forma, uma condição sufi-
ciente — porém não necessária — para desvendar uma dinâmica não-markoviana,
é o surgimento de intervalos de tempo para os quais a distância entre dois estados
aumente. Este resultado indica que a informação acessível sobre os estados flui
para o ambiente em dinâmicas markovianas. O fluxo de informação para um par
de estados iniciais ρ1(0) e ρ2(0) em um instante t é quantificado por [4, 8]

ξ
(
t, ρ1,2(0)

)
= d

dt
D
(
ρ1(t), ρ2(t)

)
. (2.78)

A medida para a não-markovianidade neste contexto é dada por

N (E) = max
ρ1,2(0)

∫
ξ>0

ξ
(
t, ρ1,2(0)

)
dt, (2.79)

o máximo para todos os estados iniciais de ρ1 e ρ2 das contribuições positivas do
fluxo de informação para o sistema analisado. Uma evolução quântica markoviana
satisfaz N (E) = 0.

2.6 Distinguibilidade de Dois Estados numMapa
CEA

Seja uma matriz qualquer A, a norma de Hilbert-Schmidt

‖A‖2
HS = 〈A,A〉 = Tr[AA†] (2.80)

também permite uma definição de distância D[ρ, σ] entre dois estados quânticos ρ
e σ

D2[ρ, σ] = ‖ρ− σ‖2
HS. (2.81)

Esta distância não compartilha da propriedade contrativa que a distância do traço
parcial goza [12]. O equivalente desta propriedade é obtida a partir de uma gene-
ralização da desigualdade de Cauchy-Schwarz [7]

Φ(A)2 ≤ ‖Φ‖Φ
(
A2
)

(2.82)

em que Φ é um mapa positivo e A um operador hermitiano qualquer e

‖Φ‖ = sup
A 6=0

‖Φ(A)‖HS

‖A‖HS
.

Para Φ = E um mapa CPPT e A = ρ−σ tem-se que (ρ′−σ′)2 ≤ ‖E‖E [(ρ− σ)2] e
tomando o traço em ambos os lados dessa expressão chega-se a uma desigualdade
estrita para a distância de Hilbert-Schmidt

D2
HS(ρ′, σ′) ≤ ‖E‖D2

HS(ρ, σ), (2.83)
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dado que E preserva o traço. Para o caso em que o mapa é unital8 a desigualdade
de Kadison garante que Φ(A)2 ≤ Φ (A2) e portanto

D2
HS(ρ′, σ′) ≤ D2

HS(ρ, σ) (2.84)

o mapa é sempre contrativo [14].
Em particular, pode-se mostrar que para qubits a distância do traço e a dis-

tância de Hilbert-Schmidt são equivalentes. Usando como base para os operadores
as matrizes de Pauli, tem-se9

ρ = I + ~r · ~σ
2 e σ = I + ~s · ~σ

2 ,

obtém-se para a distância a relação D(ρ, σ) = Tr|(~r−~s) ·~σ|/4 e como um operador
qualquer ~v · ~σ possui autovalores ±|~v|, então Tr|(~r − ~s) · ~σ| = 2|~r − ~s|, portanto

D(ρ, σ) = 1
2 |~r − ~s|. (2.85)

A distância de Hilbert-Schmidt é calculada usando as propriedades das matrizes
de Pauli: σiσj = δijI + iεijkσk e Tr[σi] = 0.

D2
HS(ρ, σ) = 1

4(~r − ~s)2, (2.86)

cujo resultado pode ser extrapolado para dimensão maior que 2. Assim, conclui-se
que para N = 2

D(ρ, σ) = DHS(ρ, σ) (2.87)
e mostra que no caso especial de qubits ambas as distâncias são equivalentes. Este
fato não preserva sua validade para dimensões maiores pois o resultado utilizado
para obter a expressão da distância do traço para qubits não é generalizado.

2.6.1 Evolução da Distância em Mapas CEA
Aqui, considerar-se-á a evolução da distância de Hilbert-Schmidt para um caso
particular dos conjuntos de evoluções, para poder obter uma forma contrativa da
distâncias para este mapa. Utilizando o traço para definir o produto interno no
espaço dos operadores, segue também da linearidade do canal quântico que, usando
∆ = ρ− σ

D2
E [ρ, σ] = 〈

∑
i

Ai∆A†i ,
∑
j

Aj∆A†j〉

=
∑
i,j

〈∆, A†iAj∆A
†
jAi〉.

8Um mapa unital é aquele que atua trivialmente sobre o estado maximamente misto, ou seja,
E [ρ∗] = ρ∗

9É importante não confundir nesta seção a matriz densidade σ com o vetor-operador ~σ
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Tomando a representação diagonal das matrizes A†iAj = ∑
k λ

k
i,j|k〉〈k| encontra-se

〈Ai∆A†i , Aj∆A
†
j〉 =

∑
k,l

λki,jλ
l∗
i,j|〈l|∆|k〉|2 (2.88)

levando em consideração que cada par {i, j} leva a uma base {|k〉} específica em
que os A†iAj são diagonais.

Os mapas do tipo CEA são definidos por Ai = √piUi e, portanto os autovalores
de A†iAj são dados por √pipjeiφ

k
i,j e A†iAi = piI. Também pode-se contar com

esses mapas para descrever todos os canais quânticos unitais de um sistema de
dois níveis, sendo a seguinte discussão suficiente para calcular a distinguibilidade
entre dois qubits. Para esta classe especial de canais quânticos tem-se que

〈Ai∆A†i , Aj∆A
†
j〉 = pipj

∑
k,l

ei(φ
k
i,j−φ

l
i,j)|〈l|∆|k〉|2, (2.89)

e como |〈l|∆|k〉|2 = |〈k|∆|l〉|2

〈Ai∆A†i , Aj∆A
†
j〉 = pipj

∑
k,l

cos (φki,j − φli,j)|〈l|∆|k〉|2. (2.90)

Finalmente, separa-se os termos i = j da soma e usa-se que (∑i pi)2 = ∑
i p

2
i +∑

i 6=j pipj∑
i,j

〈Ai∆A†i , Aj∆A
†
j〉 =

(∑
i

pi

)2∑
k,l

|〈l|∆|k〉|2 +
∑
i 6=j

pipj
∑
k,l

[cos (φki,j − φli,j)− 1]|〈l|∆|k〉|2, (2.91)

então, definindo δk,li,j = (φki,j − φli,j)/2 que satisfaz δk,li,i = δk,ki,j = 0 tem-se

D2
E [ρ, σ] = D2[ρ, σ]− 2

∑
i,j

pipj
∑
k,l

|〈l|∆|k〉|2 sin2 δk,li,j (2.92)

e pode-se perceber que a distância entre dois estados após um mapa CEA nunca
cresce, como esperado.

Para a dinâmica de um qubit, a diferença entre as distâncias — interpretado
como um vazamento de informação do sistema para o ambiente — depende de
apenas um termo

D2
[
ρ, σ

]
−D2

E

[
ρ, σ

]
= 8p1p2|〈k|∆|k′〉|2 sin2 δ, k 6= k′. (2.93)

Visualisando na esfera de Bloch, o termo |〈k|∆|k′〉|2 representa o comprimento ao
quadrado da componente perpendicular ao eixo de rotação na esfera em relação à
unitária U †1U2, e δ é o ângulo de rotação.
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Para o caso geral, o componente k, l que acompanha |〈k|∆|l〉|2 no vazamento
de informação, é, reinterpretado em termos dos autovalores de A†iAj,

2
∑
i,j

pipj sin2 δk,li,j = 1
2
∑
i,j

pipj
(
eiφ

k
i,j − eiφl

i,j

) (
e−iφ

k
i,j − e−iφl

i,j

)
= 1

2z
∑
i,j

|λki,j − λli,j|2. (2.94)

A taxa de perda de distinguibilidade pode ser calculada em diferentes etapas da
evolução, e comparadas na procura de intervalos de crescimento. Qualquer instante
que exiba uma recuperação de distinguibilidade, denuncia um comportamento não-
markoviano da dinâmica.
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Capítulo 3

Aplicação

A proposta deste capítulo é estudar a dinâmica de sistemas abertos, como descrita
pelo formalismo apresentado anteriormente, em um modelo que permite natural-
mente a execução de medições sobre as partículas do reservatório. Além disso, o
modelo de colisões [18] possui características que facilitam o estudo da relação en-
tre correlações e markovianidade que serão abordadas neste capítulo. Em especial,
será avaliada a ação do processo de monitoramento nessa relação.

3.1 Modelo de Colisões
O modelo de colisões trata da dinâmica de sistemas abertos usando uma sequência
de interações entre o sistema analisado, e os graus de liberdade do ambiente. Cada
interação é entendida como uma colisão de uma das partículas do ambiente, e
no modelo estudado no presente trabalho, cada partícula interage com o sistema
apenas uma vez, e não possui uma dinâmica com relação às outras partículas.
A dinâmica de sistemas abertos é estabelecida definindo qual o estado inicial do
conjunto de graus de liberdade do reservatório (σ) e a unitária que promove a
interação bipartida das colisões.

Inicialmente, o modelo de colisões foi apresentado como uma forma de realizar
evoluções quânticas de maneira aproximada, como mapas de decoerência e proces-
sos de termalização [19]. A simulação estroboscópica dos mapas de decoerência é
realizada através de um conjunto de partículas do reservatório que são descorre-
lacionadas, e interagem através do mesmo hamiltoniano com o sistema principal,
garantindo que E [ρ] = En1 [ρ], em que E1 é o canal associado à interação do sistema
com uma partícula do reservatório. Para simular essa classe de mapas, esta inte-
ração tem que ser tal que cada operação quântica preserve os elementos diagonais
da matriz densidade do sistema, em alguma base específica. Desta forma, ela deve
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satisfazer as relações

|00〉 → |0ψ〉,
|01〉 → |0ψ⊥〉,
|10〉 → |1φ⊥〉,
|11〉 → |1φ〉, (3.1)

que pode ser reescrito na forma de um operador

U = |0〉〈0| ⊗ V0 + |1〉〈1| ⊗ V1, (3.2)

onde V0 = |ψ〉〈0|+ |ψ⊥〉〈1| e V1 = |φ⊥〉〈0|+ |φ〉〈1| podem ser quaisquer unitárias de
um qubit. Os operadores definidos nesta forma são chamados de unitárias contro-
ladas no sentido em que a operação que é realizada sobre o segundo qubit depende
diretamente do estado do primeiro qubit. A partir deste estado do reservatório e
desta interação, o mapa obtido é uma aproximação para o canal de decoerência de
um qubit na base {|0〉, |1〉}, em que no limite de infinitas partículas do reservatório
n→∞ tem-se ρ′ = diag[ρ], ou seja, sobram apenas os termos diagonais da matriz
densidade do sistema [18].

O mapa de decoerência é markoviano, como sugere a propriedade derivada
da independência entre as partículas do reservatório E = En · · · E1. Foi então
investigada a possibilidade de simular operações não-markovianas através de um
modelo que levasse em consideração um reservatório inicialmente correlacionado
[15]. No caso de qubits, uma operação da forma

E [ρ] = qxσxρσx + qyσyρσy + qzσzρσz (3.3)

é indivisível [16], e portanto não pode ser realizada através do modelo de partículas
independentes. Porém tal mapa é simulado através de um reservatório em um
estado ωn formado por n sistemas de 3 níveis tal que 〈k⊗n|ωn|k⊗n〉 = qk, com
k = x, y, z, distinguindo os 3 vetores da base do espaço de Hilbert de cada partícula,
e uma interação de colisão dada por unitárias de controle na forma U = σx⊗|x〉〈x|+
σy⊗|y〉〈y|+σz⊗|z〉〈z|. Então, neste modelo, a simulação estroboscópica do mapa
indivisível é dada por

En[ρ] =
∑
k

qk exp[inησk]ρ exp[−inησk], (3.4)

em que η é o parâmetro que regula a intensidade de cada colisão e En = E para
n = π/(2η) [15].

As próximas sessões distutirão como a markovianidade depende das correlações
entre as partículas do reservatório e em especial, em um caso simplificado em que
considera-se apenas a evolução devido às duas primeiras colisões com as partículas
do reservatório.
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3.1.1 Evolução Unitária no Modelo de Colisões
Será considerado a princípio, reservatório e sistema partindo de estados puros. O
estado inicial do sistema é representado por |ψ〉|φ〉. O sistema conjunto tem a
evolução seguindo este modelo de colisões, com um hamiltoniano da forma

H(t) = δ(t− t1) (σ0 ⊗ |0〉〈0|1 + σ1 ⊗ |1〉〈1|1) + δ(t− t2) (σ0 ⊗ |0〉〈0|2 + σ1 ⊗ |1〉〈1|2) ,
(3.5)

onde |i〉〈i|1 = I ⊗ |i〉〈i|, |i〉〈i|2 = |i〉〈i| ⊗ I indicam projetores que atuam no espaço
de Hilbert da primeira e da segunda partículas do reservatório, respectivamente,
e os σi são matrizes hermitianas que representam a ação do hamiltoniano no sis-
tema de interesse. As distribuições delta δ(t) representam o caráter instantâneo
das interações no modelo de colisões. Este comportamento busca associar um ha-
miltoniano que é o gerador de dinâmica unitária contínua, com um processo de
evolução discreto.

A equação de Schrödinger para este hamiltoniano fornece

|Ψ(t+ dt)〉 − |Ψ(t)〉 = −iH(t)|Ψ(t)〉 dt

e em resumo, para t 6= t1, t2

|Ψ(t+ dt)〉 = |Ψ(t)〉

|Ψ(t)〉 =


|Ψ(t0)〉 0 ≤ t < t1,

|Ψ(t1)〉 t1 < t < t2,

|Ψ(t2)〉 t2 < t

em que cada um desses estados é dado por (~ = 1)

|Ψ(t1)〉 = exp
[
−i
∫ t1+δ

t1−δ
H(t) dt

]
|Ψ(t0)〉

= exp (−iσ0 ⊗ |0〉〈0|1 − iσ1 ⊗ |1〉〈1|1)|Ψ(t0)〉
=
(
e−iσ0 ⊗ |0〉〈0|1 + e−iσ1 ⊗ |1〉〈1|1

)
|Ψ(t0)〉

e de forma semelhante:

|Ψ(t2)〉 =
(
e−iσ0 ⊗ |0〉〈0|2 + e−iσ1 ⊗ |1〉〈1|2

)
|Ψ(t1)〉.

A evolução é descrita pela ação de unitárias nos instantes de colisão. Utilizando
Πij = |i〉〈i| ⊗ |j〉〈j| representando os projetores:

U(t1) =
(
e−iσ0 ⊗ |0〉〈0|1 + e−iσ1 ⊗ |1〉〈1|1

)
= e−iσ0 ⊗ (Π00 + Π10) + e−iσ1 ⊗ (Π01 + Π11) (3.6)
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e

U(t2) =
(
e−iσ0 ⊗ |0〉〈0|2 + e−iσ1 ⊗ |1〉〈1|2

) (
e−iσ0 ⊗ |0〉〈0|1 + e−iσ1 ⊗ |1〉〈1|1

)
= e−2iσ0 ⊗ Π00 + e−iσ1e−iσ0 ⊗ Π10 + e−iσ0e−iσ1 ⊗ Π01 + e−2iσ1 ⊗ Π11. (3.7)

Exemplificando uma evolução deste tipo, usando para o estado do reservatório um
estado inicial maximamente emaranhado |φ〉 = (|01〉+ |10〉)/

√
2

|Ψ(t0)〉 = |ψ〉 |01〉+ |10〉√
2

|Ψ(t1)〉 = 1√
2
e−iσ1|ψ〉|01〉+ 1√

2
e−iσ0 |ψ〉|10〉

|Ψ(t2)〉 = 1√
2
e−iσ0e−iσ1|ψ〉|01〉+ 1√

2
e−iσ1e−iσ0|ψ〉|10〉.

Em resumo, para este estado inicial e usando a base decimal representando os
estados dos qubits

|Ψ(t)〉 = 1√
2
U1(t)|ψ〉|1〉+ 1√

2
U2(t)|ψ〉|2〉. (3.8)

O estado reduzido do sistema ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| após o tempo t é descrito pelo
canal

Et[ρ] = 1
2U1(t)ρU †1(t) + 1

2U2(t)ρU †2(t) (3.9)

e é do tipo CEA.
Um hamiltoniano para a interação do sistema com n partículas é

H(t) =
∑
i

δ(t− ti)
∑
j

σj ⊗ |j〉〈j|i, (3.10)

|j〉〈j|i = Ij̄ ⊗ |j〉〈j| é um operador de Von Neumann atuando no subespaço da
partícula i, em que Ij̄ representa a atuação da identidade sobre todos os espaços
de Hilbert exceto o da partícula j. Generalizando a conta com 2 qubits de controle,
após a interação com a m-ésima partícula, tem-se

exp
(∫ tm+δ

tm−δ
H(t) dt

)
=
∑
j

eiσj ⊗ |j〉〈j|m. (3.11)

Portanto, seja i uma representação decimal para o conjunto de elementos de base
|i〉 = |jn〉⊗|jn−1〉 · · · |j1〉, com cada j = 0, 1, a unitária da evolução após a m-ésima
partícula é dada por ∑

i

Ui(tm)⊗ |i〉〈i| (3.12)
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em que cada unitária Ui(tm) é o produto das m operações controladas pelas m
partículas que colidiram:

Ui(tm) = eiσjm · · · eiσj1 .

Como M = 2n−m dos operadores Ui(tm) são idênticos, os operadores de Kraus do
canal que representa a evolução do sistema são dados por esta unitária e pelos
a2
k = ∑′

i |〈i|φ〉|2, cuja soma é realizada sobre todos os elementos da base {|i〉} que
compartilham da mesma sequência (· · · |jm〉 · · · |j1〉). As 2m matrizes de Kraus
restantes são dadas por

Ak(tm) = akUk(tm), (3.13)

definindo a operação realizada sobre o sistema, ignorando o reservatório.
Uma proposta do estudo de modelos de colisões é verificar quais operações

quânticas podem ser geradas por esse esquema.

3.2 Modelo de Colisões com Reservatório Moni-
torado

Para qualquer resolução do operador identidade é possível particionar o canal
quântico

I⊗2|Ψ〉(t) = (Π++ + Π+− + Π−+ + Π−−) |Ψ〉(t),

onde Πi são os projetores associados a algum observável local agindo no reservató-
rio. Neste contexto o tipo de particionamento utilizado inclui somente a possível
ação de operações locais, na forma de um produto tensorial das operações em cada
espaço.

Os estados compostos do sistema+reservatório, quando um processo de medi-
ção seletiva é realizado no último, após a evolução unitária, são

|Ψ〉++(t) =
∑
i

〈++|i〉〈i|φ〉Ui(t)|ψ〉 ⊗ |++〉

|Ψ〉+−(t) =
∑
i

〈+−|i〉〈i|φ〉Ui(t)|ψ〉 ⊗ |+−〉

|Ψ〉−+(t) =
∑
i

〈−+|i〉〈i|φ〉Ui(t)|ψ〉 ⊗ |−+〉

|Ψ〉−−(t) =
∑
i

〈−−|i〉〈i|φ〉Ui(t)|ψ〉 ⊗ |−−〉.

Neste cenário cada trajetória é caracterizada pelos operadores VJ = ∑
i〈J |i〉〈i|φ〉Ui(t)

atuando sobre o estado do sistema |ψ〉 relativo a cada resultado da medição sobre
o reservatório J . Tomando a soma convexa de cada uma das trajetórias, repre-
sentado fisicamente ao ignorar os resultados da medição dos qubits de controle, a
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evolução do estado |ψ〉 fica definida como:

Et(|ψ〉〈ψ|) = V++(t)|ψ〉〈ψ|V †++(t) + V+−(t)|ψ〉〈ψ|V †+−(t)
+ V−+(t)|ψ〉〈ψ|V †−+(t) + V−−(t)|ψ〉〈ψ|V †−−(t)

=
∑
ij

(〈j|Π++|i〉+ 〈j|Π+−|i〉+ 〈j|Π−+|i〉+ 〈j|Π−−|i〉)

× 〈φ|j〉〈i|φ〉Ui(t)|ψ〉〈ψ|Uj(t)†

=
∑
ij

〈j|I|i〉〈φ|j〉〈i|φ〉Ui(t)|ψ〉〈ψ|Uj(t)†

=
∑
i

|〈i|φ〉|2Ui(t)|ψ〉〈ψ|Ui(t)†

= TrE [|Ψ〉〈Ψ|](t). (3.14)

Mesmo para uma escolha de bases não-local quanto às partículas do modelo de co-
lisões, a evolução não monitorada do estado recai no cálculo do traço parcial sobre
o ambiente do sistema global. Reiterando que tomar o traço parcial é equivalente
a ignorar o destino que o estado acoplado tomou.
Exemplo 1. Medindo |+〉 = (|0〉 + |1〉)/

√
2 e ignorando o resultado do segundo

qubit

|0〉|+〉 = |00〉+ |01〉√
2

|1〉|+〉 = |10〉+ |11〉√
2

,

e ao calcular 〈0|〈+|01〉 = 1/
√

2, 〈0|〈+|10〉 = 0, 〈1|〈+|01〉 = 0 e 〈1|〈+|10〉 = 1/
√

2
obtém-se

|ψ〉0+ = 1
2U1|ψ〉

|ψ〉1+ = 1
2U2|ψ〉

e fornece a trajetória

|ψ〉〈ψ|0+ + |ψ〉〈ψ|1+ = 1
4U1|ψ〉〈ψ|U †1 + 1

4U2|ψ〉〈ψ|U †2 . (3.15)

Nota-se que esta trajetória específica reproduz a evolução sem monitoramento do
sistema com metade da probabilidade.
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Exemplo 2. Tomando uma direção arbitrária na esfera de Bloch para um estado
qualquer |+〉 = cos α

2 |0〉+ eiβ sin α
2 |1〉, as trajetórias são descritas por

|0〉|+〉 = cos α2 |00〉+ eiβ sin α2 |01〉

|1〉|+〉 = cos α2 |10〉+ eiβ sin α2 |11〉,

os cálculos 〈0|〈+|01〉 = e−iβ sin α
2 , 〈0|〈+|10〉 = 0, 〈1|〈+|01〉 = 0 e 〈1|〈+|10〉 = cos α

2
e fornecem a trajetória

|ψ〉〈ψ|0+ + |ψ〉〈ψ|1+ = 1
2 sin2 α

2 U1|ψ〉〈ψ|U †1 + 1
2 cos2 α

2 U2|ψ〉〈ψ|U †2 . (3.16)

Esta expressão recupera o limite de um canal determinístico em α = 0, π e o canal
do exemplo anterior para α = π/2.

Devido à invariância do traço sob atuação de unitárias:Tr
[
UAU †

]
= Tr [A],

aplicada ao espaço de Hilbert do qubit ignorado, uma mudança de base utilizada
para obter as trajetórias deste subsistema não altera a representação da trajetória.
Isso garante que esta base utilizada para representar o espaço do qubit ignorado
gera os canais quânticos corretos para o sistema.

Ignorar um dos qubits de controle resulta numa trajetória que se comporta
como um mapa completamente positivo que preserva o traço — um canal quân-
tico. Preservar o traço assegura que a probabilidade de tal trajetória ocorrer não
depende do estado da partícula que representa o sistema estudado. Em outras
palavras, a estatística dos cliques no aparato de medição independe da etapa do
processo: p+ = p− = 1/2.

O último exemplo também revela uma semelhança entre as evoluções parcial-
mente e não monitoradas. Ambas geram canais CEA que diferem somente pelos
pesos que acompanham cada termo do mapa.
Exemplo 3. Escolhendo |±〉 = (|0〉 ± |1〉) /2 para ambos os qubits, as trajetórias
se tornam:

| ± ±〉 = |00〉+ |11〉
2 ± |01〉+ |10〉

2 → |ψ〉±± = ±U1 + U2

2
√

2
|ψ〉

| ∓ ±〉 = |00〉 − |11〉
2 ± |01〉 − |10〉

2 → |ψ〉∓± = ±U1 − U2

2
√

2
|ψ〉.

Definindo V± = (U1 ± U2) /2
√

2, as possíveis evoluções para o estado são então

|ψ〉〈ψ|±± = V+|ψ〉〈ψ|V †+
|ψ〉〈ψ|∓± = V−|ψ〉〈ψ|V †−.
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Enquanto as unitárias forem linearmente independentes, os operadores V †±V±
não são proporcionais à identidade. Neste caso o mapa nesta evolução monitorada
não preserva o traço dos estados do sistema, tornando as estatísticas dependentes
dos mesmos: p± = 〈ψ|V †±V±|ψ〉.
Exemplo 4. O caso geral de evolução completamente monitorada localmente com
medições projetando sobre os estados |±〉1 = cos (α/2)|0〉±eiβ sin (α/2)|1〉 e |±〉2 =
cos (α′/2)|0〉 ± eiβ′ sin (α′/2)|1〉, revelam os estados monitorados

|ψ〉±± = ±
eiβ cos α′

2 sin α
2U1 + eiβ

′ sin α
2 cos α

2U2√
2

|ψ〉

|ψ〉∓± = ∓
eiβ cos α′

2 sin α
2U1 − eiβ

′ sin α
2 cos α

2U2√
2

|ψ〉.

Os dois operadores para as evoluções são

V± = 1√
2
eiβ cos α

′

2 sin α2 U1 ±
1√
2
eiβ

′ sin α
′

2 cos α2 U2. (3.17)

Para garantir que sem monitoramento não existe dependência quanto à base, nota-
se que os termos mistos que aparecem na soma convexa cancelam-se, recuperando
o canal referente.

É interessante notar como o monitoramento afeta a dinâmica do modelo. Inici-
almente, com o monitoramento parcial, percebe-se que os estados do sistema após
cada interação, para cada resultado de medição, são diferentes, enquanto que as
probabilidades de se obter cada trajetória é fixa. Em outras palavras, o resultado
das medições alteram a descrição do sistema, porém o estado do sistema não al-
tera a estatística das medições. Já no caso do monitoramento completo, a própria
estatística das medições do reservatório é afetada pelo estado do sistema. Isso
provém do fato que a dinâmica monitorada deixa de ser descrita por um mapa que
preserva o traço e portanto, as probabilidades de se obter as correlações entre os
resultados de medições das duas partículas depende do próprio estado do sistema.
O sistema age como um intermediário na interação entre as duas partículas do
reservatório. O mapa que descreve a evolução do sistema possui detalhes de como
o próprio sistema funciona como intermediário da interação entre as partículas do
reservatório.

3.3 Evolução Para Diferentes Graus de Pureza
Sejam o reservatório e o sistema descritos por estados puros, a representação da
dinâmica do sistema conjunto é dada por

|Ψ〉(t) =
∑
i

〈i|φ〉Ui(t)|ψ〉|i〉
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sendo |ψ〉 e |φ〉 os estados iniciais para o ambiente e sistema respectivamente.
O próximo passo a levar em conta é manter o sistema puro, mas generalizando

o reservatório para levar em conta misturas

σ(0) =
∑
j

pj |φj〉〈φj|.

Essa escolha para a base do espaço de Hilbert do ambiente |φj〉 não é única — como
previsto no teorema da mistura de Schrödinger. Enfim, o estado fica representado
de maneira natural na base definida pelo hamiltoniano de interação que é ligado
ao mapa do qubit do sistema, resolvendo a ambiguidade.

O estado inicial global é formado pelo produto tensorial deste reservatório com
o do estado-sistema correspondente |ψ〉,

ρ(0) = |ψ〉〈ψ|.

A princípio considerar-se-á este estado inicial puro, devido ao caráter linear das
operações aplicadas. A generalização para misturas desse estado segue por analogia
ao realizado em seguida.

O estado inicial usando matrizes densidade é da forma

ω(0) =
∑
j

pj |ψ〉〈ψ| ⊗ |φj〉〈φj|

e pela linearidade do operador evolução,

ω(t) =
∑
j

pj U(t) (|ψ〉〈ψ| ⊗ |φj〉〈φj|)U †(t).

Considerando a evolução no contexto das unitárias controladas, e reescrevendo a
expressão em função do cálculo no caso puro, pode-se definir o vetor

|Ψj〉(t) =
∑
i

〈i|φj〉Ui(t)|ψ〉 ⊗ |φj〉.

Daí o estado global pode ser escrito sem perda de generalidade como

ω(t) =
∑
j

pj |Ψj〉〈Ψj|(t).

Para evoluções sem monitoramento tem-se

Trenv [|Ψj〉〈Ψj|(t)] =
∑
i

|〈i|φj〉|2Ui(t)|ψ〉〈ψ|U †i (t)

a linearidade do traço resulta em

ρ(t) =
∑
i

∑
j

pj |〈i|φj〉|2
Ui(t)|ψ〉〈ψ|U †i (t).
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Retomando a definição do estado inicial do reservatório a expressão para a evolução
enfim toma a seguinte forma:

ρ(t) =
∑
i

〈i|ρenv|i〉Ui(t)|ψ〉〈ψ|U †i (t). (3.18)

No contexto do traço parcial essa expressão recupera o formato geral para este
tipo de evolução

ρ(t) = Trenv

(∑
i

Ui(t)⊗ |i〉〈i|
)

(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρenv)
(∑

i′
Ui′(t)⊗ |i′〉〈i′|

)†
= Trenv

[
U(t) (|ψ〉〈ψ| ⊗ ρenv)U †(t)

]
. (3.19)

Em resumo, independentemente da pureza do estado do ambiente, o mapa para
o sistema de interesse, ignorando medições sobre o reservatório, simplesmente toma
os elementos diagonais da matriz densidade dos qubits de controle na base definida
pelo hamiltoniano de interação no esquema de colisões.

Como prometido, a generalização para sistemas mistos

ρ =
∑
k

pk |ψk〉〈ψk|,

é realizada novamente aplicando a linearidade do traço e da evolução unitária:

ρ(t) = Trenv
[
U(t) (ρ⊗ ρenv)U †(t)

]
.

3.3.1 Evolução Monitorada para um Estado de Reservató-
rio Qualquer

Considerando as possíveis trajetórias, através da projeção dos estados globais no
regime de medições locais do reservatório, obtém-se

|Ψj〉++(t) =
∑
i

〈++|i〉〈i|φj〉Ui(t)|ψ〉 ⊗ |++〉

a matriz densidade então se torna

ω++(t) =
∑
i,i′
〈++|i〉〈i|ρenv|i′〉〈i′|++〉Ui(t)|ψ〉〈ψ|U †i (t)⊗ |++〉〈++|.

Representando projeção no estado |++〉 através de P++, a evolução para o operador
densidade do sistema é dada por

ρ++(t) =
∑
i,i′
〈i′|P++|i〉〈i|ρenv|i′〉Ui(t)|ψ〉〈ψ|U †i′(t), (3.20)
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e usando as propriedades das medições projetivas e do traço parcial,

ρ++(t) = Trenv
[
P++U(t) (|ψ〉〈ψ| ⊗ ρenv)U †(t)P †++

]
. (3.21)

Como esperado, a soma convexa sobre todas as trajetórias retorna a evolução
aberta para o sistema, aplicando a soma dos projetores como uma resolução da
identidade.

Existe uma forma de encontrar o mapa para a evolução do sistema pondo a
projeção da trajetória e o estado inicial do sistema no mesmo nível. Para tal,
toma-se cada componente da soma como descrito acima na forma de um produto
de Hadamard entre os operadores [10]

〈i′|P++|i〉〈i|ρenv|i′〉 = 〈i|P++ ◦ ρ∗env|i′〉.

Analisando a matriz resultante, é possível verificar quais trajetórias levam a ma-
pas que preservam o traço — cuja estatística não dependa do estado do sistema
— simplesmente verificando se possui uma forma diagonal na base definida pelo
hamiltoniano de interação.
Exemplo 5. Suponha um estado de ambiente classicamente correlacionado

ρenv = 1
2 |01〉〈01|+ 1

2 |10〉〈10|

Por já apresentar uma forma matricial diagonal, garante que os mapas preservem o
traço. Realizando medições locais sobre ambos os qubits do reservatório na direção
x

P++ = |+〉〈+| ⊗ |+〉〈+|.
e utilizando o fato que (A⊗B) ◦ (C ⊗D) = (A ◦ C)⊗ (B ◦D), então

P++ ◦ ρ∗env = 1
2(|0〉 ◦ |+〉)⊗ (|1〉 ◦ |+〉)(〈0| ◦ 〈+|)⊗ (〈1| ◦ 〈+|)

+ 1
2(|1〉 ◦ |+〉)⊗ (|0〉 ◦ |+〉)(〈1| ◦ 〈+|)⊗ (〈0| ◦ 〈+|)

que resulta em
P++ ◦ ρ∗env = 1

4 (|01〉〈01|+ |10〉〈10|)

e por vez está ligado ao canal

E++
t [ρ] = 1

4U1(t)ρU †1(t) + 1
4U2(t)ρU †2(t). (3.22)

A forma deste mapa difere do caso com correlações quânticas — resta saber qual
o papel da discórdia1 neste contexto — por garantir sempre a preservação do

1A discórdia é uma quantidade definida em mecânica quântica que quantifica as correlações
entre duas partes de um sistema que não podem ser descritas de maneira clássica [11, 6].
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traço, enquanto que com o reservatório puro surge uma relação mais forte entre o
monitoramento e o sistema.
Exemplo 6. Aplicando um monitoramento local geral sobre o mesmo estado de
reservatório onde |+〉1 = cos (α/2)|0〉 + eiβ sin (α/2)|1〉 e |+〉2 = cos (α′/2)|0〉 +
eiβ

′ sin (α′/2)|1〉, resulta em

P++ ◦ ρ∗env = 1
2 cos2 α

′

2 sin2 α

2 |01〉〈01|+ 1
2 sin2 α

′

2 cos2 α

2 |10〉〈10|,

que novamente gera um canal quântico para o sistema com probabilidade (1 −
cosα′ cosα)/4.

3.3.2 Estatística das Trajetórias
As probabilidades associadas a cada trajetória nesse contexto de medições locais
são dadas por

pl(t) = Tr
[
Pl U(t)(ρ0 ⊗ σ)U †(t)

]
,

em que l é o índice referente ao estado do reservatório medido, ρ0 = ρ(0) e σ =
ρenv(0). Para analisar apropriadamente esta estatística, será útil verificar a forma
do operador U †(t)PlU(t) nos casos:

• sem monitoramento tal que Pl = I;

• realizando uma medida somente sobre um dos qubits de controle (Pl = I⊗P1
ou Pl = P2 ⊗ I);

• monitoramento completo dos qubits (Pl = P2 ⊗ P1).

O primeiro caso é trivial
U †(t)PlU(t) = I

a evolução associada, como visto, é dada pelo traço parcial sobre o ambiente e é a
única evolução realizável.

Tomando os resultado de medidas de um ou dos dois qubits, passam a existir
possíveis evoluções distintas. Tomando uma delas como exemplo,

U †(t)P++U(t) =
∑
i,j

〈i|++〉〈++|j〉U †i (t)Uj(t)⊗ |i〉〈j|.

Separando os termos com i = j em um somatório à parte

U †(t)P++U(t) =
∑
i

|〈i|++〉|2 I⊗ |i〉〈i|+
∑
i<j

〈i|++〉〈++|j〉U †i (t)Uj(t)⊗ |i〉〈j|

+ 〈j|++〉〈++|i〉U †j (t)Ui(t)⊗ |j〉〈i| (3.23)
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que corresponde à probabilidade

p++ =
∑
i

|〈i|++〉|2〈i|σ|i〉+
∑
i<j

〈i|++〉〈++|j〉Tr
[
U †i (t)Uj(t)ρ0

]
〈j|σ|i〉

+ 〈j|++〉〈++|i〉Tr
[
U †j (t)Ui(t)ρ0

]
〈i|σ|j〉 (3.24)

cuja expressão pode ser simplificada considerando o caráter hermitiano das matri-
zes densidade e a propriedade cíclica do traço

p++ =
∑
i

|〈i|++〉|2〈i|σ|i〉+
∑
i 6=j

Re
{
〈i|++〉〈++|j〉Tr

[
U †i (t)Uj(t)ρ0

]
〈j|σ|i〉

}
.

(3.25)
Este esquema demonstra que as interações do modelo podem modificar a estatística
das medições. A dependência surge na forma de interferência com uma fase ligada
ao estado inicial da partícula sistema definida por

eiθ(t) = Tr
[
U †i (t)Uj(t)ρ0

]
. (3.26)

E nota-se também que estados possuindo correlação clássica na base definida pelo
hamiltoniano não apresentam termos diagonais, e consequentemente não possuem
o efeito de interferência.

Por último, a análise para o monitoramento de apenas um qubit é levado em
conta pela soma das probabilidades que estão relacionadas a ignorar o resultado
da medida, por exemplo

p1
+ = p++ + p−+. (3.27)

3.4 Relação Entre Correlações e Markovianidade
Levando em consideração a pós-seleção do sistema de interesse após a colisão com
o reservatório, a trajetória associada é

ρ̃k(t) = Trenv
[
AkU(t)(ρ0 ⊗ σ)U †(t)A†k

]
, (3.28)

Os Ak são os operadores de Kraus do mapa decoerente associado à medida do
reservatório.

A probabilidade para cada uma das possíveis trajetórias é dada por

pk = Tr
[
AkU(t)(ρ0 ⊗ σ)U †(t)A†k

]
= Tr

[
A†kAkU(t)(ρ0 ⊗ σ)U †(t)

]
.

Definindo Mk = A†kAk, este é então o POVM que fornece a estatística de monito-
ramento

pk = Tr [Mkω(t)] , (3.29)
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em que ω(t) = U(t)(ρ0⊗σ)U †(t). Os operadores de medição agem sobre o reserva-
tório somente. Utilizando a propriedade cíclica do traço parcial para os operadores
do espaço de Hilbert contraído, a expressão para as trajetórias se torna

ρ̃k(t) = Trenv
[
MkU(t)(ρ0 ⊗ σ)U †(t)

]
. (3.30)

Utilizando o produto de Hadamard

ρ̃k(t) =
∑
i,j

〈i|MT
k ◦ σ|j〉Ui(t)ρ0U

†
j (t). (3.31)

Resta descrever a relação entre o estado do reservatório e o caráter markoviano
na evolução do sistema. Para um reservatório em um estado fatorável σ = σ2⊗σ1,
o modelo de colisões fornece, no caso sem monitoramento,∑

i

Ui(t)⊗ |i〉〈i| =
∑
m,n

Un(t)Um(t)⊗ (|n〉〈n| ⊗ |m〉〈m|), i = 2n+m (3.32)

então

ρ(t) =
∑
i,i′

Trenv
[
Ui(t)ρ0U

†
i′(t)⊗ |i〉〈i|σ2 ⊗ σ1|i′〉〈i′|

]

=
∑
n

〈n|σ2|n〉Un(t)
[∑
m

〈m|σ1|m〉Um(t)ρ0U
†
m(t)

]
U †n(t),

que pode ser expresso numa sequência de canais quânticos

E(t)[ρ0] = E2(t) [E1(t)[ρ0]] (3.33)

Esta divisão em canais no tempo é baseada na propriedade das unitárias do modelo.
Em geral, se um mapa pode ser dividido no tempo na forma

E(0, t+ ε)[ρ] = E(t, t+ ε) [E(0, t)[ρ]] (3.34)

para quaisquer t e ε, ele é markoviano. Para a discussão presente a evolução é
discreta, logo é necessário somente avaliar a formação dos mapas nos tempos de
interação.

No caso monitorado, cada um dos canais são expressos como

Ẽk(t)[ρ] =
∑
n,n′
〈n|MT

k ◦ σ|n′〉Un(t)ρU †n′(t) (3.35)

e são aplicados subsequentemente seguindo o reservatório no estado produto. Para
um estado separável geral σ = ∑

i pi σ
i
2 ⊗ σi1 a estrutura convexa é preservada nos

canais na forma
Ẽk(t)[ρ0] =

∑
i

pi Ẽ ik,2(t)
[
Ẽ ik,1(t)[ρ0]

]
(3.36)
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que não é conclusiva em verificar a divisibilidade da operação.
Através da ação das medições realizadas sobre o estado do reservatório, poderia-

se obter a pós-seleção da dinâmica markoviana, escolhendo um esquema de moni-
toramento que denuncia um reservatório numa forma fatorável. No caso de reser-
vatórios com emaranhamento, deixa de ser possível a separação temporal do canal
em partes, mas novamente, medições locais podem desfazer o emaranhamento e
as trajetórias selecionam dinâmicas markovianas. Nesta situação, o resultado das
medições dita precisamente qual a sequência das operações quânticas que foram
realizadas sobre o sistema devido às interações.
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Capítulo 4

Considerações Finais

O modelo de colisões simples é capaz de representar um conjunto grande de di-
nâmicas de sistemas abertos. É interessante avaliar quais condições para o estado
inicial do reservatório ω e do hamiltoniano de interação H são responsáveis por
gerar esses diversos mapas.

Em um reservatório com partículas independentes, nota-se que a sequência de
interações é equivalente a uma concatenação de canais quânticos que levam a uma
perda de informação intermitente. Outros hamiltonianos de interação possuem
diferentes efeitos sobre o sistema, porém, a colisão com o grau de liberdade do
reservatório agindo como um qubit de controle, fornece um esquema natural para
aplicar estratégias de monitoramento. Cada base utilizada para medir a partí-
cula do ambiente, após a aplicação da unitária controlada, gera um conjunto de
trajetórias diferentes e podem ser utilizadas com diferentes propósitos no controle
da evolução. Dois casos extremos são: a medição na mesma base que se define a
unitária controlada fornece informação sobre qual unitária foi aplicada e o mapa
se torna uma evolução cujo efeito final pode ser revertida, a partir do registro de
medições de cada partícula do reservatório; uma medição em uma base ortogonal
preserva inalterada a evolução do sistema. Em um contexto onde o meio causa o
processo de decoerência do sistema, ao realizar medições de maneira incontrolá-
vel, esta dinâmica sugere que existem operações que preservam as propriedades da
dinâmica apesar dessa ação do meio.

Na discussão sobre a diferença entre correlações clássicas e quânticas, os ele-
mentos fora da diagonal da matriz densidade do reservatório torna o registro de
medições do monitoramento sensível ao estado do sistema. Como visto nos exem-
plos, os casos extremos para o estado do reservatório puro ou em uma soma convexa
de estados ortogonais (estado classicamente correlacionado), revelam regimes onde
os mapas são, ou não, proporcionais à identidade, para estados puros ou clássicos
respectivamente. A origem deste efeito, devido à discordia ou ao emaranhamento,
fica em aberto.
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A existência de correlações no reservatório, anterior às interações com o sis-
tema, impede uma associação imediata com uma sequência de canais. Uma forma
de verificar se o mapa da dinâmica pode ser dividido em cada tempo de colisão, é
verificar se há um refluxo de informação devido aos efeitos de memória. Esta con-
dição é suficiente para avaliar a não-markovianidade e a medição da distância de
Hilbert-Schmidt, para analisar a distância entre dois estados após uma sequência
de unitárias controladas, pode ser uma ferramenta importante nesta tarefa. A prin-
cípio, o conjunto de estados iniciais que maximiza a medida de não-markovianidade
pode ser encontrado através desse esquema. É interessante, e uma proposta para
trabalhos futuros, a verificação numérica dessa abordagem.

Outra situação que merece estudos é o caso em que o número de colisões cresce,
enquanto o intervalo entre elas diminui para atingir o limite do contínuo. Neste
limite o esquema de monitoramento deixa de ser representado por um processo de
saltos, passando a ser descrito por um processo difusivo, e seria interessante avaliar
como a evolução depende das correlações e das estratégias de monitoramento neste
contexto.

Em resumo, o objetivo do trabalho foi estabelecer formalmente alguns quesitos
em dinâmica de sistemas abertos através de um modelo simples que contenha os
elementos básicos da interação de um sistema com um ambiente. Nesta abordagem
há possibilidade de uma estudo analítico e numérico dos efeitos de correlações e
memória.
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