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Resumo

Visando o estudo do comportamento nao-linear das estruturas em trelica espacial, €
apresentada uma teoria geral para a andlise destas estruturas pelo método dos
elementos finitos. Esta formulacdo considera os comportamentos nao-lineares fisico
(NLF) e geométrico (NLG) das estruturas. O desenvolvimento tedrico ¢ feito dentro
de uma rigorosa formula¢ao Lagrangiana, que utiliza a técnica corrotacional para a
dedugdo consistente da matriz de rigidez do elemento de treliga espacial. A
formulagdo apresentada pretende ser a mais geral possivel, permitindo que os nds
sofram grandes deslocamentos e as barras sofram grandes alongamentos e, além
disso, estas barras podem ser ndo-prismaticas e podem ser constituidas de material
elasto-plastico. Sera feita a andlise estdtica da estrutura através de carregamento
incremental, mono6tono e estritamente crescente, proporcional ou ndo, até que
ocorra ruptura parcial ou global da estrutura. A solucdo do problema exige um
procedimento incremental-iterativo, do tipo Newton-Raphson, para se alcangar a
convergéncia do método. Desta forma, foi desenvolvido um programa de
computador consistente e de facil utilizagdo que permite a andlise de trelicas
espaciais e/ou planas levando-se em consideragdo os efeitos de segunda ordem. A
implementacdo computacional do elemento ¢ feita através da linguagem de
programa¢dao PASCAL 7.0 dentro das padroniza¢gdes do DELPHI 2.0. Os exemplos
apresentados sdo comparados com resultados tedricos ou de outros programas de
computador amplamente testados, profissionais ou ndo, demonstrando a

consisténcia e precisdo do programa desenvolvido.

Palavras chave: Analise nao linear, estruturas trelicadas, elementos finitos.



Abstract

Aiming the study of the non-linear behaviour of space trusses, a general theory for
the analysis of such structures by the finite element method is presented. The
formulation take into accounts the material and geometric nonlinearities. The theory
is developed applying a rigorous Lagrangian formulation where the corotacional
thecnique is used to obtain the stiffness matrix of the space truss element. The
formulation intends to be as general as possible, allowing for the nodes to undergo
large displacements and the bars to undertake large strains. Besides, elasto-plastic
material can be used. A static incremental analysis will be perfomed, applying an
incremental, monotonic and increasing load, proportional or not, until partial or
global failure of the structure occurs. The solution of the problem requires an
incremental-iterative procedure, such as the Newton-Raphson Method, to insure the
convergence. An easy to use computer program was developed which allows for
plane and spatial analyses of trusses taking encompassing second order effects. The
computational coding of the element was performed using the PASCAL
programming language obeying the DELPHI 2.0 standards. The examples presented
were compared with theoretical results and with results produced by some
commercial programs, showing the correctness and accuracy of the developed

program.

Key words: Non-linear analysis, lattice structures, finite elements.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 - Consideracoées Iniciais — Revisao Bibliografica

As estruturas trelicadas, planas e espaciais, tém grande aplicacdo na engenharia
estrutural, sendo que os métodos de analises lineares destes tipos de estruturas ja

estao bastante consolidados.

Atualmente sistemas em trelicas espaciais de dimensdes e complexidade cada vez
maiores tém sido usados numa grande variedade de aplicagdes praticas da
engenharia. A capacidade de cobrir grandes vados e 4areas com relagdes
resisténcia/peso eficientes, frequentemente fazem das estruturas treligadas as mais

econdmicas em termos de materiais e custo global.

O advento do uso de sistemas trelicados espaciais em estruturas de grande
complexidade, tais como, torres de linhas de transmissdo, pontes € mesmo
estruturas aeroespaciais, tem exigido o uso intensivo de computadores e técnicas

apuradas de analise matricial.



Contudo, em geral, uma analise adequada de sistemas em trelicas espaciais somente
pode ser feita levando-se em consideracdo as ndo linearidades fisica e geométrica

envolvidas no problema.

Geralmente as estruturas em trelicas espaciais sdo estaticamente indeterminadas.
Consequentemente o escoamento ou a flambagem de um ou mais de seus elementos
resulta na redistribuicdo dos esfor¢os internos entre os demais elementos. O
aumento nas cargas externas leva ao comportamento nao linear da relacdo carga x

deslocamento.

Hé varias maneiras de incluir ambas as ndo linearidades, fisica e geométrica, na
analise de trelicas elasto-plasticas. Se os efeitos da mudanca de geometria sdo
levados em conta na andlise, ou seja, se o equilibrio da estrutura ¢ feito na sua
posi¢ao deslocada, as caracteristicas carga x deslocamento sdo nao lineares, levando
ao problema da ndo linearidade geométrica (NLG). A nao linearidade oriunda do
comportamento do material (NLF) pode ocorrer simultanecamente com a nao

linearidade devido a mudanga de geometria.

Neste trabalho ¢ apresentada uma teoria geral para se estudar o comportamento nao
linear das estruturas em trelica espacial pelo método dos elementos finitos (MEF)

considerando as nao linearidades fisica e geométrica.

Conforme Bathe [7], ¢ dificil precisar exatamente a “data de invencao” do MEF,
mas a sua origem advém de trés grupos distintos: dos matematicos aplicados, dos
fisicos e dos engenheiros. A sua raiz entre o grupo dos engenheiros pode ser
encontrada em Argyris & Kelsey [4]. O MEF obteve, realmente, grande impulso
através dos trabalhos desenvolvidos por engenheiros, entre os quais apareceram as

contribui¢des originais nos artigos de Argyris & Kelsey [4] ja citado, Turner et al.



[45] e Clough [12], sendo que o nome “elemento finito” foi cunhado por este

ultimo.

Nos anos recentes, uma quantidade consideravel de trabalhos teodricos t€ém sido

realizados para determinar os efeitos das ndo linearidades geométrica e fisica sobre

o comportamento das estruturas. A andlise ndo linear pelo MEF foi primeiro

introduzida para a NLG por Turner et al. [44] em 1960 e para a NLF por Gallagher
etal. [16] em 1962.

Conforme Wen et al. [48] ou Corréa [13], a analise nao linear pelo MEF tem quatro

etapas principais.

1 - A primeira etapa refere-se a escolha do modelo elemental, na qual se definem as

tensdes e deformacdes conjugadas, as relagdes constitutivas, as hipoteses
basicas da teoria estrutural com os campos de deslocamento e de deformagao

consistentes e as fungdes de interpolacao para estes campos.

Na segunda etapa, define-se o sistema de coordenadas do elemento a ser
utilizado na formulacao Lagrangiana. Este pode ser o sistema de coordenadas
Lagrangiano, no qual os deslocamentos generalizados sao medidos em relagdo a
uma configuragdo indeformada do elemento e o sistema de referéncia ¢ fixo,
podendo ser atualizado ou nao; ou o sistema de coordenadas corrotacional, onde
os deslocamentos generalizados sdao medidos em relacdo a uma configuracao
deformada do elemento e o sistema de referéncia ndo ¢ fixo, acompanhando a
estrutura deformada. Muitos autores definem este sistema de coordenadas como
Euleriano. Entretanto, por considerar que esta definicdo ndo ¢ prdpria para a
analise de estruturas dentro de uma formulagdo rigorosamente Lagrangiana,

sera usado neste trabalho o termo corrotacional.



3 - A terceira etapa diz respeito as formulagdes usadas para obtengdo das matrizes
de rigidez dos elementos, que no caso ndo linear pode ser através da matriz de

rigidez geométrica ou da matriz de rigidez incremental.

4 - Por ultimo, a quarta etapa se refere a escolha do procedimento numérico a ser
utilizado na solugdo do sistema de equagdes de equilibrio ndo lineares, podendo
ser o método de iteracao direta, o incremental direto (sem iteragdo), ou o misto,

adotando-se os algoritmos de Newton-Rapshon e suas variagdoes.

Em 1965, Argyris [2] publica o texto classico “Continua and Descontinua”, onde
estuda os problemas nao lineares fisico e geométrico pelo MEF. Mallet & Marcal
[23] em 1968, usando o sistema de coordenadas Lagrangiano e considerando
pequenas rotagdes, formulam trés modelos gerais de andlise da NLG pelo MEF, a
saber: energia potencial, direta e incremental, expressando as rigidezes em termos
de somente trés matrizes distintas. A matriz de rigidez tangente tras de volta o

conceito de rigidez tangente visto em Turner et al. [44].

Jennings [19] e Powell [38] empregam as coordenadas Eulerianas na formulag¢ao da
rigidez tangente, sendo que Powell no seu desenvolvimento, separa as deformagdes
das barras e os deslocamentos de corpo rigido dos nés, a fim de tornar a formulacao
aplicavel quando houver grandes rotacdes dos nos. Ele procura também identificar
os tipos de nao linearidades associadas com os grandes deslocamentos de estruturas
elasticas. Em 1972, Ebner & Uciferro [14] fazem uma comparagdo tedrica e
numérica de varias formulacdes para analise ndo linear de estruturas via MEF. Em
1973, Rajasekaran & Murray [41] discutem com detalhes as equagdes incrementais
de Mallet & Marcal [23] e mostram os cuidados necessarios que devem ser tomados

na formulacao, para que as equagdes continuem validas.



Trabalhos importantes também foram os desenvolvidos por Oran [25, 26] e Oran &
Kassimalli [27]. Em [25] Oran apresenta a matriz de rigidez tangente que ¢
totalmente consistente com a teoria convencional de viga-coluna, para estruturas
planas, considerando o sistema de coordenadas Euleriano. Em [26] o estudo ¢
estendido para os porticos espaciais elasticos, baseado na hipodtese de pequenas
deformacdes nas grandes rotagdes. E chamada a atengio para o fato de que grandes
rotacdes no espago tridimensional ndo podem ser tratadas como vetor, pois a
propriedade comutativa nao ¢ satisfeita em 3D. Em [27] Oran et al. estudam grandes
deslocamentos de estruturas aporticadas planas e espaciais, tanto no sistema

Euleriano quanto no Lagrangiano e estendem a formulagdo para o caso dinamico.

Em 1979 Argyris et al. [3], sabendo da ndo-comutatividade de grandes rotagdes no
espago, apresentam consideracdes sobre uma formulagdo consistente para a rigidez
geométrica de viga no espaco, onde chamam a atengdo para o fato de que grandes
rotacdes de um corpo rigido podem ser descritas de forma tnica pelos angulos de

Euler.

Nesta década de 90 tem-se observado a énfase dada as formulagdes geométricas nao
lineares para o estudo das grandes rotagdes no espago, com o objetivo de se obter
formulagdes consistentes e geometricamente exatas. Assim, Levy et al. [22] em
1991 apresentam uma formulagdo geometricamente exata para analise ndo linear de
trelicas, usada para estudar, por exemplo, a resposta de cadeias de cabo a carga

externa.

Mais recentemente, em 1994, Pai & Nayfeh [29] publicam um trabalho interessante
onde ¢ discutida a objetividade de varias definicoes de tensdes e deformagdes

conjugadas, entre elas as tensdes e deformagdes de engenharia e as tensdes 2° de



Piola-Kirchhoff e deformacdes de Green-Lagrange e o uso delas na formulagdo de

teorias estruturais ndo lineares.

Como ja citado anteriormente, a analise NLF via MEF foi introduzida
pioneiramente por Gallagher et al. [16] em 1962 e depois tratada no trabalho de
Argyris [2] em 1965. Em 1984, Chebl & Neale [10] usam a formulagdo
Lagrangiana total e obtém as equacdes do problema na forma incremental e Kam
[20], em 1988, apresenta a matriz de rigidez tangente para problemas inelasticos
formulada no sistema Euleriano, com base na equacao diferencial “exata” de barra.
Importantes referéncias sao as publicagdes de Owen & Hinton [28], onde se
descreve em detalhes a aplicagdo do MEF na solugdo de problemas nao lineares
fisicos, envolvendo teoria da plasticidade e comportamento elasto-viscoplastico dos
materiais, ¢ as publicagdes de Bathe [7, 8], onde se estuda de forma bastante
completa a formulacdo do MEF, sendo uma boa referéncia tanto para aqueles que
desejam se introduzir na analise dos elementos finitos, como para aqueles que
desejam um conhecimento mais avangado sobre as técnicas do MEF, como por
exemplo, em andlises dindmicas, de transporte de calor, de escoamento de fluidos,

em métodos numéricos € em analise ndo linear de s6lidos e estruturas.

Muito importantes foram os trabalhos apresentados por Pimenta [30 a 34], onde ¢
desenvolvida uma teoria geral, consistente, para andlise ndo linear de porticos
planos e trelicas espaciais, considerando tanto a NLG quanto a NLF dos materiais,
numa formulagdo Lagrangiana mas que utiliza a técnica corrotacional na obtencao
dos vetores e matrizes elementais. Nesta teoria permite-se que os ndés do portico
sofram grandes deslocamentos e rotagdes, assim como suas barras sofram grandes

alongamentos e curvaturas.



Apo6s 1992, Pimenta et al. [35 e 36] a partir das equagdes da Mecanica dos Sélidos
Deformaveis, de forma totalmente consistente e usando formulagdes variacionais
para a obten¢do das equacdes de equilibrio, desenvolve um modelo de barra
totalmente nao linear (NLFG) e geometricamente exato, sem nenhuma limitagao
tanto nos deslocamentos quanto nas rotacdes, muito proprio para a andlise de
porticos espaciais através do MEF. Para tanto usa uma formulagdo puramente
Lagrangiana e a rotacdo em 3D ¢ trabalhada com o auxilio da formula de Euler-

Rodrigues.

Os trabalhos de McCallen & Romstad [24] e Blandford [9], embora com enfoques
diferentes, analisam o problema de treli¢a considerando as nao linearidades fisica e
geométrica existentes. Observa-se também, atualmente, uma grande preocupacao
dos pesquisadores com a otimizacdo dos projetos das estruturas em treligas

espaciais, como em Xin [49] e Saka [42].

1.2 - Objetivos

Este trabalho tém como objetivos apresentar o desenvolvimento e formulagdo de
um elemento finito para a andlise de trelicas espaciais onde serdo consideradas as
nao linearidades fisica e geométrica. Pretende-se ainda desenvolver um “software”
para “PCs” e implementa-lo utilizando-se um processo incremental-iterativo para o

estudo do comportamento ndo linear destas estruturas.

A ndo linearidade fisica serd considerada através do modelo elasto-plastico
atribuido ao comportamento do material e a ndo linearidade geométrica através da
atualizagdo das coordenadas nodais da estrutura e da avaliagdo de sua matriz de

rigidez geométrica.



1.3 — Organizacao do Texto

Este trabalho foi dividido em cinco capitulos, cada um deles tratando de cada uma
das fases do trabalho. Apresenta-se a seguir, uma breve descricado do conteudo de

cada um destes capitulos.

No primeiro capitulo mostra-se a importancia de se desenvolver uma formulagado
para o estudo das trelicas espaciais considerando-se os comportamentos nao lineares
fisico e geométrico. Em seguida ¢ apresentado um breve histérico da evolugdo do
M¢étodo dos Elementos Finitos, principalmente no que se refere a sua aplicagdo na
area da engenharia estrutural, considerando ambas NLG e NLF. Foram definidos,

ainda neste capitulo, os objetivos a serem alcangados neste trabalho.

O segundo capitulo apresenta a formulacao tedrica do trabalho, onde ¢, de forma
detalhada, tratada toda a formulagdo matematica da teoria em segunda ordem via
MEF. O desenvolvimento tedrico ¢ feito dentro de uma rigorosa formulagdo
Lagrangiana, utilizando a técnica corrotacional para a deducdo das matrizes de

rigidez tangente do elemento de treliga espacial.

O terceiro capitulo apresenta os aspectos fundamentais da implementacao
computacional do elemento desenvolvido. Sao discutidos aspectos da utiliza¢do do
método de Newton-Raphson usado no processo incremental-iterativo para a solugao
do problema nao linear, o critério de convergéncia adotado para a verificagdo do
final do processo e o modelo constitutivo adotado para o material. Consideracdes
sobre o processo de avaliagdo da ocorréncia da flambagem por flexao e flexo-tor¢ao
dos elementos de trelica espacial e uma breve descri¢ao de cada uma das subrotinas

componentes do programa principal desenvolvido sdo também apresentados.



No quarto capitulo sao apresentados alguns exemplos numéricos com o objetivo de
avaliar o elemento e o programa desenvolvidos. Sendo assim, alguns casos sdo
estudados considerando a andlise das ndo linearidades fisica e geométrica das
estruturas € o comportamento das mesmas sob efeito da pré e da pds-flambagem de

elementos estruturais componentes.

No quinto e ultimo capitulo deste trabalho sdo apresentadas as conclusdes do

corrente trabalho e sugestdes para trabalhos posteriores.
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Capitulo 2

Formulacao Teorica Consistente para Analise Nao

linear de Estruturas Trelicadas Espaciais

2.1 Introducao

Visando o estudo das estruturas de aco trelicadas espaciais, ¢ apresentada neste
capitulo uma teoria geral para a andlise ndo linear das mesmas pelo método dos
elementos finitos. Esta formulacdo considera ambos os comportamentos nao

lineares, o fisico (NLF) e o geométrico (NLG), das estruturas.

A formulacao apresentada pretende ser a mais geral possivel, permitindo que os nos
sofram grandes deslocamentos e as barras sofram grandes alongamentos e, além

disto, estas barras podem ser constituidas de material elasto-pléstico.

O desenvolvimento tedrico apresentado a seguir ¢ adaptado de Lavall [21] e
Pimenta [30 a 32] e ¢ feito dentro de uma rigorosa formulacdo Lagrangiana, que
utiliza a técnica corrotacional para a dedugdo consistente das matrizes dos

elementos de barra de trelica espacial.
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2.2 Deformacoes e Tensoes

Seja um elemento de barra de trelica onde se designam por V,, 4, e /. o seu volume,
a sua area da segdo transversal e o seu comprimento, respectivamente, na
configuragdo de referéncia ou inicial. Por V., 4. e [. sdo designados o seu volume, a
sua area da secdo transversal € o seu comprimento, respectivamente, na
configuragdo corrigida ou deformada, no qual atua uma for¢a normal N, conforme

a fig. 2.1, sendo validas as seguintes equacoes:

Vr = Ar ll‘ (2 1)
VC = AC lC .
Configuracdo de Referéncia Configuracdo Corrigida
<

Figura 2.1: Elemento de barra de treliga.

Uma medida de deformagdo ¢ definida como qualquer grandeza que compare os
comprimentos do elemento nas configuracdes de referéncia e corrigida. Uma

medida basica de deformacao € o estiramento do elemento, dado por:

Q= (2.2)
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Uma familia de medidas de deformacdo ou familia de deformagdes pode ser

definida através de:

(2" =1)
S m=#0

g, = 2m (23)
nA m=10

Com a ajuda da eq. (2.2) e variando-se o valor de m, podem ser explicitados alguns
membros desta familia. Em particular, neste trabalho sera adotada a deformacao

. 1 . ~ . , .
linear & para m = '/,, sendo designada por deformacdo linear ou técnica ou de

engenharia:
I, -1, A
5%—8—/1—]— T (2.4)

Tensoes e deformacdes conjugadas sao um par de medidas de tensao e deformacao,
que ao se integrar o produto da tensdo pela taxa de deformagdo em todo o volume
do elemento obtem-se a energia interna total. Uma familia de tensdes o,,, conjugada

com a familia de deformacao &, dada pela eq. (2.3), pode ser expressa por:

o,=A"0o, (2.5)
onde:
o, :Al (2.6)

¢ a tensdo nominal ou tensao de engenharia.
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Adotando-se m = '/, vem que:

0,,=0y 2.7)

Em uma analise tedrica consistente de solidos e estruturas, as medidas de tensoes e
deformacgdes devem ser conjugadas e objetivas. Tensdes e deformacdes objetivas
sdo invariantes sob movimentos de corpo rigido, ou seja, nenhuma tensdo ou

deformacgao aparece de rotacdes puras de corpo rigido.

As tensoes e deformacdes de engenharia sdo objetivas somente se as rotagdes sao
infinitesimais. Para problemas geometricamente ndo lineares, a estrutura estd, de
fato, submetida a deformagdes infinitesimais medidas em relagdo a um sistema de
coordenadas fixo no elemento e submetida a grandes translacdes e rotagdes quando

medidas em relacdo a um sistema de coordenadas global fora do elemento.

Para tornar as medidas de engenharia objetivas, emprega-se um sistema de
coordenadas fixo ao elemento (sistema corrotacional), no qual os deslocamentos
generalizados sdo medidos em relagdo a uma configuracdo deformada. Neste
sistema ndo sao considerados os graus de liberdade de corpo rigido, levando-se em
conta apenas os graus de liberdade naturais, associados as deformagdes, os quais
sao quantidades objetivas. Para levar em conta os deslocamentos de corpo rigido,
necessita-se uma transformagdo entre os dois sistemas de coordenadas: um que
descreve a configuracdo indeformada (sistema de coordenadas Lagrangiano ou
Cartesiano fora do elemento), e o outro que descreve a configuracdo deformada

(sistema de coordenadas corrotacional fixo no elemento).

Adotando-se todos estes procedimentos, as tensdes e deformagdes de engenharia

tornam-se um par de medidas de tensdo ¢ deformagdo conjugadas e objetivas. Elas
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serdo utilizadas como referéncia neste trabalho, sendo designadas por:

E,=c=A-1= "l_ L=—
' ' (2.8)

0y =0=0y ="+

2.3 Relac¢oes Constitutivas
Da relagao tensao x deformagao expressa por:

c,=0,(c,) (2.9)

o moédulo de rigidez tangente do material de um elemento ¢ definido pelo

coeficiente angular da curva o, x &, :

D =""n (2.10)

Pensando agora em abordar de maneira sucinta as relagcdes constitutivas elasticas e
elasto-plasticas, que serdo utilizadas neste trabalho, considere-se a fig. 2.2, onde ¢

mostrada a relagdo tensdo x deformagio expressa por o, =, (¢, )

Considerando-se um elemento com o comportamento elasto-plastico mostrado na

fig. (2.2), diz-se que o mesmo estd em regime eldstico se D,, ¢ Unico, sendo

denotado por D; , tanto em carga quanto em descarga. Se o elemento estiver em

regime elasto-plastico, D,, pode ter dois valores: D; para o descarregamento
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elastico ou D para o carregamento plastico.

///
__— Dep
m
//
/,
//
Tel-——— e
™ D,
/
e /
ge / \Dm /
Um— — /
/
/
-
| /
//
} /
} /
/,
L
‘ - JIN—————
£e -
m Em

Figura 2.2: Comportamento elasto-plastico de um elemento.

Ao se analisar um elemento em regime elasto-plastico distingue-se, conforme

mostrado na fig. 2.2, duas regides: uma regido elastica, onde o, € menor do que
o,, sendo o,a tensdo de escoamento do material e uma regido plastica, onde o, ¢

maior do que o,, de tal forma que:

e Sec (O'm ~0,)<0, a barra esta na fase elasticae D =D° =do, /de, , tanto em

carga quanto em descarga.

e Se (o, —0'9)> 0, a barra se encontra na fase plastica e D, = D; , se ela estiver

em descarga, ou D, = D se estiver em carga.
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2.4 Sistema de Coordenadas - Graus de Liberdade

2.4.1Consideracoes Iniciais

Pensando em um desenvolvimento tedrico baseado em uma rigorosa formulacao
Lagrangiana, o sistema de referéncia global da estrutura escolhido neste trabalho € o
sistema de coordenadas Lagrangiano ou Cartesiano. Porém, conforme ja
mencionado anteriormente, as tensdes e deformagdes de engenharia adotadas como
referéncia neste trabalho, sdo energeticamente conjugadas mas nao sao objetivas.

Para torna-las objetivas, escolhe-se inicialmente um sistema local de coordenadas
corrotacional, diferente do sistema global de referéncia, que estd ligado ao
elemento, no qual os deslocamentos generalizados sdao medidos em relagdo a uma
configuracdo deformada. Trata-se portanto de um sistema de referéncia mével que

acompanha a estrutura deformada.

Neste sistema os graus de liberdade de corpo rigido nao sdao considerados, levando-
se em conta apenas os graus de liberdade naturais, que sdo quantidades objetivas.
Escreve-se, entdo, as fungdes de interpolacao para os deslocamentos locais do
elemento em funcdo destes graus de liberdade e se obtém as deformacdes de
engenharia objetivas aplicando-se as relacdes deformacao-deslocamento da
elasticidade linear neste campo de deslocamento. Além disso, a obten¢do das
matrizes de rigidez do problema ¢ facilitada, uma vez que se trabalha com um

numero reduzido de graus de liberdade.

Uma transformagdo de coordenadas muda do sistema corrotacional local para o
sistema Lagrangiano ou Cartesiano local, levando-se em conta os deslocamentos de
corpo rigido. Finalmente, uma rotagcdo de eixos coloca este Ultimo sistema paralelo

ao sistema global de referéncia.
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2.4.2Definicao dos Sistemas de Coordenadas e Graus de Liberdade

Seja uma trelica formada por barras retas em sua configuragdo de referéncia ou
inicial. Suponha-se que esta trelica esteja contida em um espago tri-dimensional de
coordenadas cartesianas x, y, z, definindo o sistema global de referéncia. Os nos da
trelica espacial possuem trés graus de liberdade: os deslocamentos u, v € w ao longo

dos eixos x, y e z respectivamente (fig. 2.3).

[\,

Figura 2.3: Elemento de barra de treli¢a espacial em sua configuragdo de referéncia

e em sua configuragdo corrigida.

Observe-se agora um elemento qualquer da trelica na sua configuragdo de
referéncia, cujo comprimento medido entre os seus nds de extremidade, a e b, € /..
Sobre este elemento introduz-se um sistema de coordenadas local, corrotacional (x,.,

V., Zr), com origem no seu centro. Os angulos formados entre os eixos de referéncia
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global x, y, z e o eixo do elemento sdo respectivamente «,, [, J;, conforme ¢

mostrado na fig. 2.3.

Para um determinado nivel de carregamento este elemento esta deformado e
encontra-se em uma posicdo atualizada ou corrigida. Nesta configuragdo o
comprimento entre os seus nds de extremidade ¢ /.. Sobre este elemento introduz-se
um sistema de coordenadas corrotacional (x., y., z.), com origem no seu centro. Os
angulos formados entre os eixos de referéncia global x, y, z € 0 eixo do elemento sdo
respectivamente «,, f3., ., conforme ¢ mostrado na fig. 2.3.

Desta forma o estiramento do elemento e sua deformacao linear ou de engenharia

sao dados respectivamente por:

A=l
[, (2.11)
e=A-1

Os graus de liberdade a serem adotados sdo aqueles referentes ao sistema
corrotacional, que sd@o quantidades objetivas, e sdo denominados graus de liberdade
naturais ou corrotacionais. Estes graus de liberdade podem ser colecionados num

vetor ¢, (1x1), onde =1 e € definido por:

q." =la,) (2.12)
sendo:
q1 = lc - lr (213)

onde ¢g; mede a variagao de comprimento do elemento.
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Os graus de liberdade cartesianos p; (i = 1,...6), geralmente utilizados, sdo definidos

por:

{p]:ua ’.p2:va ;p3:wa

(2.14)
P, =u, ;Ps=V, ;Ps =W,

e podem ser colecionados no vetor p, (6x1), denominado vetor dos deslocamentos

nodais do elemento da seguinte forma:
pl.T :{ua v, w, u, v, wb} (2.15)

Sendo x,, Xp, Vu, Vb, Za € 2, as coordenadas nodais dos elementos na configuragao de

referéncia, tem-se:

Zc :[(‘xb —X, T D, _p1)2 +(yb Y.t Ds _pz)2 +(Zb —Z,tDs _p3)2]1/2
lr :[(xb _'xa)z +(yb _ya)z +(Zb _Za)2]1/2

a, = arccos( iz l_x“ J B = arccos(@j, y, = arccos( % Z_Z“ j

r

r r

@, = arccos Sls ; PP B. = arccos s y”l B~ Py j
p— + —
7. Zarccos(zb L sz

(2.16)
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As derivadas das coordenadas corrotacionais g, em relacdo as coordenadas globais
cartesianas p;, ou seja, &, /cp, (também escritas na forma indicial por ¢, onde a

virgula indica diferenciagdo e o indice grego ¢ igual a 1, enquanto que o latino varia

de 1 a 6), podem ser escritas numa matriz B (1x6), da seguinte forma:

(2.17)

4, =B= [— cosa, —cosf, —cosy,6 —cosa, cosy, ]

cos .

onde a matriz B ¢ rigorosamente uma matriz de “mudanca de coordenadas

instantanea”, pois relaciona as variagdes dos deslocamentos nas coordenadas locais

com as variagoes dos deslocamentos nas coordenadas globais.
As derivadas segundas de g, em relagdo a p;, isto é J°¢,, /pp; (a=1;1=1,....,6;

j = 1,....,6), serdo também necessarias e podem ser colocadas numa matriz simétrica

G, (6x6), dadas por:

2 2
sert o, —cosa, cosff, —cosa,cosy, —ser @,  cosa, cosfl,  cosq, cosy,
sert f3, —cosf3.cosy, cosa, cosfB.  —sert BB, cosp. cosy,
1 sert y, cosa, cosy,  cosp. cosy, —sert y,
q9,; =4, = >
~ ser ¢,  —cosa, cosfl, —cosa, cosy,
sert 3, —cosf3. cosy,
| simétrica sert y,
(2.18)

Esta derivada segunda ¢,; €

(deslocamentos em coordenadas

uma relacdo que envolve apenas geometria

corrotacionais € deslocamentos em coordenadas

cartesianas), que estard presente numa parcela da matriz de rigidez geométrica

(teoria de segunda-ordem).
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2.5 Teoria Estrutural

A teoria estrutural a ser desenvolvida neste trabalho segue a hipotese cinematica

atribuida a Bernoulli-Euler, segundo a qual:

“As segoes transversais planas e ortogonais ao eixo da barra permanecem planas,

indeformadveis e ortogonais ao eixo, apos a deformagdo”.

Por esta hipotese, a teoria estrutural utilizada despreza o empenamento das se¢des
transversais ¢ o efeito da deformacgao transversal ou de Poisson e, neste caso, as
deformagdes segundo os eixos y € z e o coeficiente de Poisson sdo nulos

(gyy =& :U:O), decorre de tudo isto que a unica deformagdo relevante ¢,

portanto, a deformacao longitudinal ¢ __ .

2.6 Cinematica do Elemento

2.6.1Campo de Deformacao

As eq. (2.11) mostram que o estiramento de um elemento de barra de treliga no
sistema local, assim como a sua deformagdo linear ou de engenharia sdo dados,

respectivamente, por:

A=l
I
c=A-1

onde o indice ¢ indica a configuracao atualizada ou corrigida e o indice r indica a

configuracao inicial ou de referéncia.
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2.6.2Campo de Deslocamento - Consideracoes Analiticas

Da hipotese de Bernoulli-Euler adotada neste trabalho, o campo de deslocamento

dos pontos da barra fica completamente caracterizado se conhecidos os

deslocamentos axiais (u ) e transversais (v € w) dos pontos situados sobre seu eixo.

Figura 2.4: Deslocamentos de um ponto de uma secao genérica em relagdo ao

sistema de eixos Cartesianos globais.

Considerando-se entdo, o ponto P da se¢do da barra caracterizado pela distancia r
relativa ao seu eixo, conforme mostrado na fig. 2.4, pode-se escrever os seus

deslocamentos denotados por u,, v. € w, no sistema corrotacional (x,, ., z.), por:
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uc(x,y,z)z uc(x)
v, (x,y,z)z\_/c(x):() (2.19)

w, (x,y,z) = v_vc (x) =0

onde u., v. e w. sdo os deslocamentos longitudinal e transversais do ponto P da

secdo da barra, assim como u., v. € w. sdo estes deslocamentos para os pontos ao
longo do seu eixo.

Das fig. 2.3 e 2.4, observa-se que o eixo do elemento de barra tem o comprimento

infinitesimal d!,, antes da deformacao e d I apos a deformagao, dados por:

dl, =ax’ +dy’ +dz*|" (2.20)

12

dl. =[(dx+du. f+(dy+dv. f+{dz +dw. F] 2.21)

Para o sistema corrotacional, temos:

dy=0,dz=0,dv.=0 e dw. =0 (2.22)
Portanto:
dl, =dx e dl. =dx+du. (2.23)

O estiramento do eixo do elemento ¢ dado por:

Ny
I
&

(2.24)

X,
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que com a aplicacao das eq. (2.23), fornece:

g derdue g (2.25)
dx

Considerando-se uma fibra fora do eixo do elemento tem-se, com o auxilio das eq.

(2.19), (2.23) e (2.24):

g dl, _dx, +du,_dx, +du. _dl.

=% =2 (2.26)
dl dx, dx, dl,
Logo, usando as eq. (2.25) e (2.26):
A=A=1+u. (2.27)

A expressao do campo de deformacdo, ja deduzida anteriormente, ¢ dada por

¢ =A—1, e portanto:

s=€=u. (2.28)

Este serd o campo de deformacdo a ser utilizado neste trabalho. Observa-se nesta

eq. (2.28), que para a definicao do campo de deformacdo ¢ necessario escolher as

funcdes de interpolacdo para o deslocamento u. do eixo da barra. Esta funcao de
interpolacdo aproximadora serd, entdo, colocada em funcdo do grau de liberdade

natural (objetivo), g, (= 1) e o campo de deformagado passara a ser uma func¢ao de:

e=flq.(p,)] (2.29)
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2.7 Equacoes de Equilibrio

2.7.1Equilibrio do Elemento

Conhecido o campo de deformacdo, &= f[q,(p,)], dado anteriormente pela eq.

(2.29), o equilibrio do elemento pode ser formulado através do Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV).

O trabalho virtual interno de um elemento ¢ dado por:

ow, =[ o ded, (2.30)

onde V, é¢ o volume do elemento na configuracao de referéncia o ¢ a tensdo normal

de uma fibra e d¢ ¢ a deformacao virtual de uma fibra.

A deformacgao virtual ¢ dada pela variacdo da eq. (2.29) e ¢ obtida com o emprego

da regra da cadeia:

oe _ e A, _—
Db A, P,
5‘9 = g,a qg,i 5p1 (231)

onde dp; ¢ o vetor dos deslocamentos nodais virtuais do elemento.

As forgas nodais externas P; sdo definidas de tal forma que:

ow, =P, dp, (2.32)
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Igualando-se as eq. (2.30) e (2.32) com a ajuda da eq. (2.31), e sabendo-se que q,;
representa uma transformagao de coordenadas (sistema corrotacional para o sistema
Cartesiano) que independe do volume de referéncia, tem-se a equagdo de equilibrio

do elemento, dada por:

p=([ oz, av,)q., (2.33)

ChamandoQ,, de esfor¢os internos nas coordenadas naturais:

0,=| oz, av, (2.34)

a equacao de equilibrio do elemento ¢ dada em notagao indicial por:

Pi = Qa. 9o (235)

Reunindo Q, e P; em dois vetores Q e P, respectivamente, pode-se escrever a

equacao de equilibrio do elemento na forma matricial por:

liae
Il
>

"0 (2.36)

Matriz de Rigidez Tangente do Elemento no Sistema Local Cartesiano

Sendo P=P(c,p) e pensando numa formulagio incremental do equilibrio, a
derivada no tempo de P (ou a variagdo de cada incremento de P) pode ser dada por:
dP _ P &

WA (2.37)
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Chamando
2 (2.38)
Pp

a eq. (2.37) fica, na forma matricial:
P=k p (239)

~
~ o~

onde k, ¢ a matriz de rigidez tangente do elemento nas coordenadas cartesianas.

~

As componentes k; da matriz de rigidez tangente sdo as derivadas de P; em relagdo
as coordenadas cartesianas p;. Derivando-se a eq. (2.35) com o auxilio da regra da

cadeia, tem-se:

P
z = k;’j = qa,i Qa,ﬂ qﬂj +Qa qa,zj (240)

j
Da derivada da eq. (2.34) e com o auxilio da eq. (2.10), conclui-se que:

0.,=[ (6, D&, +oe,,)dv, (2.41)

onde define-se:
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D,,=| ¢.De,dV, (2.42)
H, =] oe,dV, (2.43)

Levando-se aeq. (2.41) na eq. (2.40), com o auxilio das eq. (2.42) e (2.43), tem-se:

ki, =q,(D,,+H,,)q,,+0,4,, (2.44)
—
Parcela Objetiva Parcela do
Movimento de
Corpo Rigido
ki:] =Yqa Daﬂ qﬁ,j +qa,i Ha,ﬁ' qﬁ,j +Qa qa,g,' (245)
Parcela Constitutiva Parcela Geométrica

Escrevendo em notacdo matricial, a matriz de rigidez constitutiva vem da parcela

constitutiva da eq. (2.45) dada por k, =q,,D,,q,,;. Usando q,;, =q,; =B,

(1x6) e D, 5 = D, (1x1), resulta na matriz simétrica (6x6) a seguir:
k,=B"DB (2.46)

A matriz de rigidez geométrica ¢ obtida da parcela geométrica da eq. (2.45) dada

por k;=q, H +0,4,;, que com o auxilio de H, ,=H, (3x3), ¢

ap 9p.;

4,,; =G, , (6x6), ambas simétricas e &==1, resulta na matriz também simeétrica:

~

kG:§TPNI~B+Qa Ga (247)

Finalmente, escreve-se a matriz de rigidez tangente, simétrica, nas formas a seguir:
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k =k, +k (2.48)

ou

(2.49)

ey
I
oy
2,
e
ey
+
1>
2,
S
oy
+
<

2.7.2Equilibrio Estrutural

Do estudo anterior concluiu-se que o equilibrio do elemento ¢ dado, na forma

indicial ou matricial, respectivamente, por:

r=0,49, ou P

I
ey
7
\»)

sendo P = P(o,p).

Para escrever o equilibrio da estrutura, os graus de liberdade cartesianos de um

elemento, p, serdo relacionados com os graus de liberdade da estrutura, r, através

da seguinte expressao matricial:

AN

Il
NN

s

(2.50)

onde A ¢ a matriz de incidéncia cinematica, responsavel pela compatibilidade dos

deslocamentos nodais do elemento, p;, com os deslocamentos nodais da estrutura, 7;.

Esta matriz ¢ composta por 0 e 1. Variando-se a eq. (2.50), vem que:
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op=Aor (2.51)

~ o~
~

O trabalho virtual interno da estrutura ¢ dado pelo somatério dos trabalhos virtuais

internos dos seus elementos. Assim, com o auxilio da eq. (2.51), tem-se:
W, =300, =3 P dp=3 P Asr=(3 P 4l
- 9

Chamando

§=>4"P (2.52)

~

o vetor dos esforcos internos da estrutura, obtido somando-se a contribui¢ao de

todos os elementos, conclui-se que:

Sw, =S o (2.53)
Como P=P(c,p)e p= Ar,entdo S = S(o,7).

O trabalho virtual externo, supondo-se somente forcas externas concentradas

aplicadas nos nés da estrutura, representadas pelo vetor R, ¢ dado por:

Sw,=R" o (2.54)

~ o~

Igualando-se as eq. (2.53) e (2.54) pelo P.T.V, vem que:
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>
1
[l

’ s (2.55)

I

e, finalmente:

(@
I
%!

(2.56)

que representa a equacao do equilibrio estrutural.

2.7.3Equacoes Incrementais do Equilibrio

As equagdes incrementais do equilibrio da estrutura sdo obtidas ao se derivar a eq.

(2.56) no tempo:

R=S (2.57)
Da eq. (2.52) vem que:

§=%4"P (2.58)
Levando-se a eq. (2.39), onde f = kN, j), em (2.58), obtém-se

gzzéf@p (2.59)

mas de (2.51), onde p = élf, aplicada em (2.59), fica:
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S=%4"k Ar (2.60)

donde, finalmente, pode-se escrever

S=K,r (2.61)
onde
K =>A4"kA4 (2.62)

¢ a matriz de rigidez tangente da estrutura, obtida pela contribui¢do das matrizes de

rigidez de cada elemento, através da matriz de incidéncia cinematica 4. Assim, a

eq. (2.57), R=S , do equilibrio incremental da estrutura, pode ser escrita da

seguinte forma:
R=K,r (2.63)
ou, de forma aproximada:

AR =K, Ar (2.64)

onde AR representa os incrementos no carregamento € Ar os incrementos nos

deslocamentos nodais.

2.8 Interpolacao
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O campo de deformacao adotado neste trabalho ¢ dado pela eq. (2.28), onde:

Para se conhecer o campo de deformagdo ¢ preciso, entdo, definir fungdes
aproximadoras para o deslocamento u. do eixo da barra. Estas fungdes de
interpolacdo para os deslocamentos serdo escritas em func¢do do grau de liberdade

natural, objetivo, g, (a = 1), obtendo-se finalmente:
&= r(q.) (2.65)

Pode-se adotar diversas interpolagdes para Uc, a0 longo do eixo da barra, de modo
que elas fiquem explicitadas em funcao de ¢,. Sera introduzida a interpolagao usual
do calculo numérico, onde se adota uma interpolacao linear para os deslocamentos.

Escrevendo em func¢do do grau de liberdade natural, tem-se:

- 1

uc(xr)z ql(z’ +3] (2.66)
ou

;C ('xr): ql W] (xr) (267)
onde

x. 1
=L 4+— 2.68
l/ll(xr) l +2 ( )

Tendo-se em vista a eq. (2.28), ¢ necessaria a derivada de I/_lc(xr), donde se

determina:
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we (x)=2 (2.69)

!

Levando-se a eq. (2.69) na eq. (2.28) do campo de deformagdo, ¢ =u. , obtém-se

finalmente:
£ = % (2.70)

Com o objetivo de se calcular Q,, D, s € H,p conforme as eq. (2.34), (2.42) e
(2.43), respectivamente, € necessario encontrar a expressao do elemento de volume

dV,, que vale:

dV.=dA dx, 2.71)

onde 4, ¢ a area da secdo transversal na configuracao de referéncia.

Voltando-se a eq. (2.70), pode-se fazer as primeira e segunda derivadas de & em

relagdo a g,:

£ =— (2.72)

£,=0 (2.73)

Levando-se as eq. (2.72) na eq. (2.34) e com o auxilio da eq. (2.71), deduz-se que:



35

0, = T dx, (2.74)
onde
N=[odd (2775)

¢ a for¢a normal atuante na se¢ao transversal.

Tomando-se a eq. (2.42) e introduzindo-se a eq. (2.72) com o auxilio da eq. (2.71),

obtém-se:
C
D,=| 7 ax, (2.76)

onde os coeficientes de rigidez C, que aparece na eq. (2.76), vale:
C=[Da4, (2.77)

Finalmente, levando-se as eq. (2.73) na eq. (2.43) com o auxilio das eq. (2.71) e

(2.75), chega-se a:
H,=0 (2.78)

As integrais para obtencdo de Q;, Dy;, Hy; sdo feitas na direcdo x, ¢ tém como

limites de integragdo —1 /2 e [./2 e, em geral, sdo computadas numericamente

através, por exemplo, do método de Gauss, com pelo menos dois pontos de

integracdo. As integrais para obtengdo de N e C sdo efetuadas sobre toda a se¢ao.
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2.9 Expressoes Analiticas para a Matriz de Rigidez Tangente

2.9.1Elementos Prismaticos em Regime Elastico Linear

Deduz-se agora expressdes analiticas para N, C, Oy, H;, ¢ Dy, em regime elastico

linear. Com o auxilio das eq. (2.74) a (2.78). Conhece-se neste caso a Lei de Hooke:
oc=FEc¢ (2.79)

e o campo de deformacao dado por:

g=A—-l=u. =2 (2.80)

que varia linearmente com x,.
2.9.1.1 Determinacdo da For¢ca Normal N
Com o auxilio das eq. (2.75), (2.79) e (2.80), tem-se:

N=[odd =| Ecdd =Es| dd4,

N:EgAr:EA,% (2.81)

”

constante na se¢ao ¢ ao longo do elemento.

2.9.1.2 Determinagdo da forg¢a interna natural Q,;
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Usando-se a eq. (2.74) com auxilio da Eq. (2.81), determina-se:

+F & A, EcA
1, l l

r r

, ] =E¢Ad =N (2.82)

2.9.1.3 Determinacdo do Elemento da Matriz D,
Inicialmente determina-se o coeficiente C dado na eq. (2.77).
C=EA, (2.83)

Usando-se esta eq. (2.83) na eq. (2.76), tem-se:

p, -E4 (2.84)

2.9.1.4 Matriz de Rigidez Tangente do Elemento no Sistema Local Cartesiano

em Regime Elastico Linear

A matriz de rigidez tangente do elemento no sistema local cartesiano deduzida na

se¢do 2.7.1, pode ser explicitada na forma matricial por:

k=B'DB+B HB+0,G, (285)

onde as matrizes de rigidez, constitutiva e geométrica, no sistema local sdo dadas,

respectivamente, por:

ky=B"DB (2.86)
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k;=B"HB+Q,G, (2.87)

A matriz de rigidez constitutiva pode ser escrita, tendo em vista a Eq. (2.86), com o

auxilio das eq. (2.17) e (2.84), como:

[ cos @ cosa.cosB cosacosy, —cosa, ~— —cosa,cosf —cosa,cosy,
cos B cosP.cosy, —cosa.cosp  —cos B —cosfcosy,
= EA4 cosy,  —cosa.cosy. —cosfcosy,  —cosy,
~ cos a, cosa,cosfl,  cosa,cosy,
cos f3, cosp.cosy.
| simétrica cos’y,

(2.88)

A eq. (2.88) representa a matriz de rigidez constitutiva em regime elastico no

sistema local, nas coordenadas Cartesianas.

A matriz de rigidez geométrica dada pela eq. (2.87) é composta de duas parcelas:

uma devida a matriz H e outra devida as matrizes G, . Como se pode observar pela

~

eq. (2.78) H =0, entdo, usando-se as eq. (2.82) ¢ (2.18), obtém-se:

[ a2 2
sen’ @, —cosa, cosfl, —cosQ, Cosy, —Sen a,  COS¢, COSf3.  cosa, COSy,
2 2
sen” f3. —cosf3. cosy, cosa,cosfl.  —sen . cosp. cosy.
2 2
e = N sen” y, cosa, cosy,  Cosf3. cosy, —sen’ y,
G~ 2
~ . sen’ @,  —Ccosa, Cosf, —cosa, Cosy,
sen’ f3, —cosf3. cosy,
simétrica sen’ 7,
(2.89)

A matriz de rigidez tangente do elemento, em regime elastico, no sistema local em

coordenadas cartesianas, ¢ dada por:



ki =kw+ke
onde ky & dada pelaeq. (2.88) e ke pela eq. (2.89).

2.9.2Flementos Prismaticos em Regime Elasto-Plastico
No caso elasto-plastico adota-se a lei constitutiva dada por:
oc=Dc¢

Continua valido o campo de deformacao dado por:

que varia linearmente com Jx,.
2.9.2.1 Determinacdo da For¢ca Normal N

Com o auxilio das eq. (2.75), (2.77), (2.91) e (2.92), tem-se:

N:Ladi:LDng

Nng:C%—

r

constante na se¢ao ¢ ao longo do elemento.

2.9.2.2 Determinagdo da For¢a Interna Natural Q,
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(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)
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Usando-se a eq. (2.74) com auxilio da Eq. (2.93), determina-se:

0= —dx, = =N (2.94)

2.9.2.3 Determinacdo do Elemento da Matriz D,

Inicialmente determina-se o coeficiente C dado na eq. (2.77).
C=DA, (2.95)

Usando-se esta eq. (2.95) na Eq. (2.76), tem-se:

p, =< (2.96)

2.9.2.4 Matriz de Rigidez Tangente do Elemento no Sistema Local Cartesiano

em Regime Elasto-Plastico

Por analogia com o caso eldstico a matriz de rigidez tangente do elemento no

sistema local cartesiano, em regime elasto-plastico, pode ser explicitada na forma

matricial
por:
k=B DB+B HE+0,G, @.97)

onde as matrizes de rigidez, constitutiva e geométrica, no sistema local sdo dadas,

respectivamente, por:
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k, =B" DB (2.98)

k;=B" HB+Q,G, (2.99)

G

A matriz de rigidez constitutiva pode ser escrita, tendo em vista a eq. (2.98), com o

auxilio das eq. (2.17) e (2.96), como:

[ cos a, cosa, cosP, cosa,cosy, —cosa, — —cosa, cosf, —cosa,cosy,
cos’ . cosP.cosy. —cosa, cos.  —cos . —cosp, cosy,

ko = C cos’y,  —cosa,cosy, —cosp.cosy,  —cos'y,
~ 1 cos’ a, cosa, cosf3.  cosa, cosy,
cos’ B, cosf. cosy,

| simétrica cos’ y,

(2.100)

A eq. (2.99) representa a matriz de rigidez constitutiva em regime elasto-plastico,

no sistema local em coordenadas Cartesianas.

A matriz de rigidez geométrica dada pela eq. (2.99) é composta de duas parcelas:

uma devida a matriz H e outra devida a matriz G, . Como se pode observar pela

~

eq. (2.78) H =0, entdo, usando-se as eq. (2.94) e (2.18), obtém-se:

seit o, —cosa, cosfl, —cosa, cosy, —seif @, — cosa,cosf.  cosa, cosy,

ke =2

simétrica

sert B,

—cosp, cosy,

sert y,

cosa, cosp.
cosa, cosy,

sert a,

—sert f3,
cosp. cosy,
—cosa, cosp,

sert 3,

cosp. cosy.
—ser’ y,

—cosa, cosy,

—cosf, cosy,

sert y,
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(2.101)

A matriz de rigidez tangente do elemento, em regime elasto-plastico, no sistema

local em coordenadas cartesianas, ¢ dada por:

ki =kw+kc (2.102)

onde ky ¢ dada pelaeq. (2.100) e ke pelaeq. (2.101).
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Capitulo 3

Aspectos da Implementacao do Programa

3.1 Consideracoes Iniciais

Neste capitulo descrevem-se os aspectos principais da implementacao do programa
de computador que foi desenvolvido durante este trabalho de pesquisa para a
analise nao linear elasto-plastica de trelicas espaciais, considerando a formulacao

tedrica apresentada no capitulo 2.

Sendo assim, procura-se mostrar a utilizacdo do método de Newton-Rapshon para a
solucao numérica das equacdes ndo lineares que descrevem o problema, o critério
de convergéncia adotado para verificacao do final do processo incremental-iterativo
e os modelos constitutivos atribuidos ao material, bem como as aproximagodes
adotadas. Consideragdes sobre a verificacdo a flambagem por flexao e flexo-tor¢ao
dos elementos de treliga espacial e aspectos de sua implementacdo e uma descri¢ao

suscinta das subrotinas do programa desenvolvido sdo também apresentados.

INiCIO



LOOP DO PROCESSO ITERATIVO

!

DATA
Lé os dados que definem a geometria, condigdes de contorno, propriedades
dos materiais e carregamentos.

\ 4

INITIAL
Zera as variaveis para inicializar o processo.

>
l

INCLOD

Controla o incremento das cargas aplicadas. Inicio do processo incremental.

P

A\ 4

NONAL
Inicia o tipo de algoritimo de solugdo a ser empregado. Ex.: Iteracdo direta,
rigidez tangente, etc. Inicio do processo iterativo.

STIFF
Determina a matriz de rigidez eléstica ou elasto-plastica do elemento.

A 4

ASSEMB
Faz a montagem da matriz de rigidez global e do vetor de cargas global,
através da contribuigdo dos elementos.

GREDUC & BAKSUB
Resolve o sistema de equagdes, calcula os deslocamentos nodais e verifica
0s pontos criticos.

REFOR
Calcula as forgas nodais equivalentes internas e os esforgos solicitantes.

MONITR / CONUND
Verifica a convergéncia do processo iterativo.

\ 4

RES
Saida dos

ULT
resultados.

FIM

Figura 3.1: Fluxograma geral para analise nao linear incremental-iterativa.

LOOP DO PROCESSO INCREMENTAL
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O programa desenvolvido ¢ capaz de fazer a andlise considerando as ndo

lineariadades fisica e geométrica envolvidas no problema, baseado num processo
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incremental-iterativo, no qual o equilibrio € verificado para cada iteracao segundo

um critério de convergéncia adotado previamente.

O programa foi escrito em linguagem de programacdao PASCAL de acordo com as
padronizag¢des do DELPHI, usando precisdo dupla, para analisar somente problemas
do tipo trelica espacial. Nesta versao “académica”, o programa admite que todos os
nos sdo rotulas perfeitas e os carregamentos sdo considerados quase-estaticos,

mondtonos estritamente crescentes e aplicados somente nos nos da trelica espacial.

A fig. 3.1 mostra como ilustragdo um fluxograma, adaptado de Owen & Hinton
[28], que indica os passos basicos para se fazer uma analise ndo linear de estruturas
reticulares. Observa-se que num processo incremental-iterativo dois loops sdo
necessarios: um para incrementar o carregamento aplicado € o outro para iteragir a

solucdo até que a convergéncia ocorra.

3.2 Método de Newton-Raphson

Conforme visto no capitulo 2, as equagdes de equilibrio obtidas da formulacdo em
teoria de segunda-ordem para problemas elasto-plasticos sao altamente nao lineares.
Desta forma, as respostas para o sistema de equagdes obtido s6 podem ser
encontradas empregando-se um meétodo numérico de solugcdo, o que torna

importante a escolha adequada do algoritmo a ser usado na analise.

Neste trabalho adota-se 0 método Newton-Raphson, que tem provado ser uma das
mais eficientes técnicas de solugdo disponivel para anélise ndo linear de estruturas

via Método dos Elementos Finitos (MEF).
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Conforme descrito em Owen & Hinton [28], Plais [37] ¢ Ferreira [15] o uso do
MEF para a andlise nao linear de estruturas, frequentemente leva ao seguinte

sistema de equacoes simultaneas:

k-p+P=0 (3.1)

onde p ¢ o vetor de incognitas, P o vetor de cargas aplicadas e k a matriz de

rigidez da estrutura. Se os coeficientes da matriz & dependem das incognitas p ou

de suas derivadas, o problema se apresenta de uma forma nao linear e, neste caso,
solucdes diretas da eq. (3.1) sdo em geral impossiveis, havendo portanto a

necessidade do uso de um processo iterativo.

O processo iterativo adotado neste trabalho segue o método de Newton-Raphson,
onde admite-se que durante qualquer etapa do processo iterativo de solugdo a eq.
(3.1) ndo ¢ satisfeita a menos que a convergéncia ocorra. No método de Newton-

Raphson um sistema de forgas residuais € suposto existir de tal forma que:

w=k p+P=#0 (3.2)

As forgas residuais i podem ser interpretadas como uma medida de quanto a

solucdo obtida se distancia do equilibrio. Para problemas estruturais a matriz k

pode ser fisicamente interpretada como a matriz de rigidez da estrutura e o vetor de

incognitas p como o vetor de deslocamentos nodais. Em uma anélise ndo linear

incremental, na qual a rigidez, de alguma forma depende dos deslocamentos nodais,
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a matriz k ¢ igual ao gradiente da relagdo forca x deslocamento da estrutura e ¢

denominada matriz de rigidez tangente.

A andlise de tais problemas deve ser realizada através de um processo incremental-
iterativo, j4 que a solucdo em um determinado estdgio ndo depende apenas dos

deslocamentos obtidos naquele estagio, mas também da historia do carregamento.

O algoritimo para a solugdo deste problema ¢ ilustrado na fig. (3.2) para o caso de

uma Unica varidvel. A solugdo tem inicio a partir da atribui¢do de um valor para as

incognitas pO (para problemas estruturais p0 = 0). A matriz k (p"), correspondente
a este estado de deslocamento é determinada e o vetor w° ¢ entdo calculado a partir
da eq. (3.2). A corregdo 4 p0 ¢ calculada da seguinte forma:

Ap" ==k(p") y(p") (3.3)

Figura 3.2: Método de Newton-Raphson.
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A melhor aproximagdo para o vetor de incognitas ¢ entdo obtido com

1 0 r . . ’ ~ .
p =p +Ap . Este processo iterativo prossegue até a solugdo convergir para a

< 1 e 1 o ,
resposta nao linear, o que ¢ indicado pela condi¢do de que a norma do vetor ' ou

anorma do vetor A p” tende para zero.

3.3 Critério de Convergéncia

O processo iterativo chega ao seu final quando a solucdo procurada, através de um
método numérico, converge para uma tolerancia adequada, previamente
estabelecida. Esta convergéncia deve ser verificada no final de cada iteragdao do

Processo.

Nos critérios envolvendo deslocamentos, a convergéncia do processo numérico
usado na solucdo do sistema de equagdes nao lineares, deve ser verificado
comparando-se, de alguma forma, os valores dos deslocamentos determinados em
cada iteracdo. Em algumas situacdes, para se evitar inconsisténcia de dimensoes,

pode-se separar os deslocamentos de translagdo dos deslocamentos de rotagao.

Um segundo critério bastante utilizado, difere do primeiro pelo fato de que a
convergéncia ¢ baseada na comparagao dos valores das forcas residuais em cada
iteragdo. Também neste caso, alguns autores consideram componentes de forca e
componentes de momento separadamente, para se evitar inconsisténcia de

dimensoes.

Para se prevenir contra possiveis falhas quando estes critérios sdo aplicados

isoladamente, pode-se contornar o problema com a utilizacdo simultanea dos
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mesmos, ou aplicando-se o critério baseado no incremento da energia interna
durante cada iteragdo, onde se comparam o trabalho realizado no final e no inicio do

incremento.

Neste trabalho optou-se por implementar o critério baseado nas forcas nodais
residuais por se considerar as for¢as normais preponderantes neste tipo de estrutura.

Através deste critério, admite-se que o processo converge se:

. 100 < TOLER (3.4)

M=
~

M=
<

Il
—

onde y; sdo as forcas residuais, f; sdo as forgas totais aplicadas, N ¢ o nimero total
de incognitas do problema, j denota o nimero da iteracdo e TOLER ¢ a tolerancia

em percentual.

Este critério, dado pela eq. (3.4), estabelece que a convergéncia ocorre se a norma
das forgas residuais torna-se menor que TOLER vezes a norma das forcas totais
aplicadas. A literatura recomenda que o valor de TOLER igual a 1,0, isto &, 1%, ¢

adequado para a maioria das solugdes. Neste trabalho adota-se TOLER = 0,5.

3.4 Modelos Constitutivos - Aproximacées para o Aco

A formulagao tedrica para a analise ndo linear desenvolvida no capitulo 2 ¢ bastante
geral, podendo ser aplicada a materiais cujas propriedades podem ser descritas por
equacdes constitutivas elasticas, lineares ou ndo lineares, elasto-plésticas, visco-
elasticas ou visco-plasticas . Como a proposta principal deste trabalho ¢ se estudar o
comportamento das trelicas espaciais de ago, sera adotado o modelo constitutivo

elasto-plastico deste material.
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A fig. (3.3) idealiza o comportamento elasto-plastico através de um diagrama
bilinear, onde se distingue um comportamento elastico na regido OA com moddulo
de elasticidade £ e uma regido plastica AB com “endurecimento” linear (strain-

hardening) e mddulo tangente E..

Como se pode observar, o material inicialmente se deforma segundo o moédulo de
elasticidade £ até que a tensdo atuante atinge o valor o,, denominada tensdo de
escoamento. Se a partir deste ponto continua a se aplicar carga sobre o material, este

passa a se deformar segundo o modulo tangente E,.

Analisando-se a fig. (3.3) dentro de um processo incremental, tem-se que em algum
estagio apds o escoamento inicial o acréscimo de tensdo do € acompanhado de um
acréscimo de deformagdo de. Admitindo-se que a deformacao possa ser decomposta

em uma parcela eléstica e outra plastica, tem-se:

de=de® +deg” (3.5
)

O parametro de endurecimento A’ ¢ definido por:

H = j; (3.6)

Desenvolvendo H’ com o auxilio da eq. (3.5), vem que:

do 1 1 1

:dg—dg": de de° T 1 11

Hl

do do dolds dolds E, E

e, finalmente, chega-se a:
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(3.7)

Resposta Elasto-Pldstica

P

Lo
***** N
do{ Sl
. . ! o
Gl — 4 | |

] |
| |
] |
Comportamento |
Eldstico L |
g’ | dg’ |
E
|| |
0O
de

e

Figura 3.3: Comportamento elasto-plastico do material para o caso uniaxial.

E possivel reescrever a eq. (3.5):

Desenvolvendo, vem que:

dg:(i+
E

)i )do_:(H+EjdG
H' E-H'

(3.8)



donde,

EH'
do = -de
E+H'

Sendo do = E, d¢, conclui-se que:

_EH
" E+H'

Observando-se a fig. (3.3), pode-se escrever do do seguinte modo:

do=E, de=(E-ypde

Sendo E, = E - y e com o auxilio da eq. (3.10), determina-se:

E2
CE+H

/4

Levando-se a eq. (3.12) em (3.11), tem-se:

do= E(]— E jdg
E+H'

E=E@ E ) EH

“E+H ) E+H
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(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



53

Na implementagdo do programa ¢ considerado que na fase eldstica

do=E de (3.15)

e na fase elasto-plastica

dazE(]— E ]dg (3.16)
E+H'
E claro que quando H’ = 0, E;, = 0 e, neste caso, o comportamento elastico

perfeitamente plastico ¢ contemplado.

3.5 Verificacdo a Flambagem dos Elementos de Trelica

Sabendo-se que a teoria apresentada no capitulo 2 ndo permite a verificagdo da
flambagem por flexdo ou flexo-tor¢do dos elementos de trelica e tendo em mente
tornar o programa de computador, resultante deste trabalho, o mais abrangente
possivel foi implementado um procedimento para a verificacdo dos elementos a

flambagem, desenvolvido a partir da Teoria Geral da Estabilidade Elastica.

A partir da generalizagdo da Teoria de Euler, em regime eléstico, considerando
barras submetidas a cargas longitudinais de compressdao passando pelo CG de
secOes sem eixos de simetria, o sistema de equacdes diferenciais para o estudo do
equilibrio de uma barra na sua posi¢ao deslocada (Ver Vlassov [47] e Rachid &
Mori [39]) leva a seguinte condicdo para a determinagdo da carga critica de

flambagem:
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P-P 0 ~Pz,
0 P-P. Py, |=0 (3.17)
-Pz, Py, iDZ (P_Pz

onde P ¢ a carga critica de flambagem a ser determinada, yp e zp as coordenadas do
centro de tor¢cdo da secdo transversal em relagdo aos eixo principais y e z
respectivamente, P, e P. as cargas de flambagem por flexdo (ou de Euler) em
relacdo aos eixos principais y e z respectivamente, P, a carga de flambagem por

tor¢ao pura e ip o raio de giragdo polar em relagdo ao centro de tor¢do, sendo:

7’ E1
P =—7F"
©o(kL)
7’ EI
Z (kL)Z (3.18)
1 (7’ EJ
P=—|——>+GJ
’ i;( (kL) )
P , 1. +1
Ip, =z, t)Yp + 4

Nas eq. (3.18) £ ¢ o modulo de elasticidade do material, /, ¢ 1. os momentos de
inércia em relacdo aos eixos y € z respectivamente, L o comprimento do elemento,
J,, a constante de empenamento da secdo, G o mddulo de elasticidade transversal, J,
o momento de inércia a tor¢do, 4 ¢ a area secdo transversal e k£ ¢ o coeficiente de

flambagem que depende das condi¢des de contorno do elemento.

Pode-se escrever o determinante da eq. (3.17) na forma de equacdo do terceiro grau,

como a seguir:
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I+1
( z; yJP3_[(pZ+py+PZ)iD2—ZD2 P~y PP+ (3.19)

iy’ (P.P,+P P+P, P)P-i, P.P, P =0

A carga critica de flambagem ¢ dada pela menor das trés raizes reais da equagao

cubica (3.19).

Foi implementado a solu¢do da equacao do terceiro grau dada pela eq. (3.19), de tal
forma a ser calculada a carga critica de flambagem de cada elemento em sua
configuragdo de referéncia, sendo estes valores armazenados em um “array” para
posterior comparagdo com o “array” de esforcos atuantes nos elementos resultante

da analise incremental-iterativa.

A eq. (3.19) ¢ transformada numa equacao do terceiro grau do tipo candnico € com

raizes reais, como segue:
x’+ax’ +bx+c=0 (3.20)

onde:

z,) P+y,’ P.—(P.+P,+R)i,
I.+1,
A
. 2
i,)(P.P+P.P+P P)
polp LA LAE 3.21
I.+1, (3-21)
4
~i,) PP, P
I.+1,
A
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Para a solucdo da eq. (3.20) utilizou-se as Formulas de Cardan conforme sao

apresentadas no anexo A.

A implementagdo computacional para a verificagdo da ocorréncia da flambagem
dos elementos, quando estes estdo submetidos a esfor¢co de compressao, ¢ feita em
conjunto ¢ de forma andloga a verificacao da plastificacdo dos elementos dentro do

processo iterativo, conforme ¢ mostrado em Owen & Hinton [28].

3.6 Descricao das Subrotinas

O programa principal do software desenvolvido contém vérias subrotinas (ver o
fluxograma do programa principal no anexo B). Segue um breve comentario sobre
suas fungdes no processo para a analise de treligas espaciais de aco considerando as

nao linearidades fisica e geométrica.

I Subrotina Iniciar Varidveis

Nesta subrotina sdo zerados todos os arrays acumulativos do programa. Diz-se que

o problema esta pronto para ser inicializado.

II Subrotina Le Dados

Nesta subrotina sao definidos os parametros de controle do problema, as
propriedades dos materiais dos elementos que compdem a estrutura ¢ as condigdes

de contorno.
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III  Subrotina Geometria Inicial Estrutura

Toda a geometria inicial da estrutura fica determinada dentro desta subrotina, com o

calculo dos comprimentos e cossenos diretores iniciais das barras.

v Subrotina Carga Critica

Nesta subrotina o indice de esbeltez de cada elemento ¢ calculado, em seguida ¢
comparado com o indice de esbeltez limite elastico do material sendo entdo
determinada a carga critica de flambagem de cada elemento para posterior

verificacao de sua ocorréncia.

A% Subrotinas Incrementa Carga e Incrementa Deslocamnentos

Estas subrotinas sdo importantes dentro do processo incremental de resolucao do
problema, pois ¢ através delas que se controla os incrementos de carga e

deslocamentos prescritos e se atualiza estes vetores em cada passo do processo.

VI Subrotina Matriz_Rigidez

Na subrotina Matriz Rigidez calcula-se a matriz de rigidez tangente dos elementos,
elastica ou elasto-plastica, em teoria de segunda-ordem. Esta matriz ¢ armazenada
em disco para ser usada na montagem da matriz de rigidez tangente global da

estrutura.

VII  Subrotina Matriz Rigidez Global
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Através desta subrotina monta-se a matriz de rigidez tangente global da estrutura
usando a contribui¢do de cada elemento, assim como o vetor de cargas global.
Neste trabalho, esta matriz estd armazenada na sua forma completa, podendo ser,
posteriormente, adotada alguma técnica de armazenamento mais compacta para

melhor performance do programa.

VIII  Subrotinas Escalonamento e Substituicao Regressiva

Sao as subrotinas usadas para a resolucdo do sistema de equagdes ndo lineares do
equilibrio da estrutura. Inicialmente, através da subrotina Escalonamento, faz-se a
redu¢do Gaussiana (eliminagdo de Gauss) do sistema de equagdes, €
simultaneamente, verifica-se se a matriz de rigidez tangente ¢ positiva definida
através da avaliagdo do elemento PIVOT, na tentativa de se determinar algum ponto

critico da estrutura.

Na subrotina Substituicao Regressiva faz-se o processo de substituicdo de volta,
exigido apos a fase de triangularizacdo da matriz resultante do processo de
eliminacdo de Gauss. Nesta subrotina sdo calculados os deslocamentos nodais ¢ as
reagoes de apoio e ainda, sdo atualizadas as coordenadas nodais, os comprimentos

dos elementos e 0s seus cossenos diretores.

IX Subrotina Esforcos

Através desta subrotina sao calculadas as forcas nodais. Nestes calculos a lei
constitutiva do material ¢ sempre considerada, observando-se se o material estd em
regime elastico ou plastico, em carga ou descarga. Também a verificacdo da

ocorréncia da flambagem ou ndo dos elementos ¢ considerada nesta fase. Ainda
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nesta subrotina relacionam-se os deslocamentos nas coordenadas cartesianas P

com os deslocamentos nas coordenadas corrotacionais q« dos elementos e

calculam-se os esforcos solicitantes nas extremidades de cada elemento.
X Subrotina Verifica Convergencia Esforcos

Nesta subrotina sdo calculadas as forcas nodais residuais para cada elemento, as
quais se constituirdo no carregamento a ser aplicado na iteragdo seguinte, caso nao
haja convergéncia no processo iterativo. Sua outra fungdo também muito importante
¢ verificar a convergéncia da solugdo do problema, feita utilizando-se o critério das
forcas, onde se tenta reduzir as forg¢as residuais a um valor previamente

estabelecido. Este critério de convergéncia foi descrito na segdo 3.3.
X1 Subrotina Resultados

Sua funcao ¢ fornecer a saida dos resultados desejados do problema que, neste caso,
sdo os deslocamentos globais dos nos, as reagdes de apoio, os esforgos solicitantes

nas extremidades de cada elemento e as deformagdes plasticas em cada elemento.



60

Capitulo 4

Exemplos Numéricos

4.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos numeéricos com o objetivo de
avaliar o elemento e o programa desenvolvidos. Sendo assim, alguns casos sdo
estudados procurando enfatizar varios aspectos da formulacdo desenvolvida, como
por exemplo, consideragdes sobre a analise das ndo linearidades fisica e geométrica
das estruturas, e sobre o comportamento de estruturas considerando a pré e a pds-
flambagem de elementos estruturais componentes. Um exemplo de projeto de torre
¢ também apresentado, o qual procurard demonstrar a validade pratica da

formulagao.
4.2 Efeito da Nao Linearidade Fisica

Este exemplo tem como objetivo demonstrar que para estruturas, tanto em regime
elastico quanto em regime elasto-plastico, o programa desenvolvido, baseado na

formulacdo apresentada neste trabalho, tem sua eficiéncia comprovada. Os
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resultados obtidos sdo comparados com resultados teoéricos, cujas equacoes sao

também apresentadas.

Considere a estrutura indicada na fig. 4.1, onde as barras AD,BDeCD tém o
mesmo modulo de elasticidade £ = 20.500 kN/cmz, a mesma tensao limite de
escoamento o, = 34,50 kN/cm?® e a mesma area da secdo transversal 4 = 12,51 cmz,

sendo ainda L =200 cm; B =45; P = 1.050 kN, cujos significados sio indicados
na fig. 4.1.

D
l P
Figura 4.1: Treliga plana hiperestatica em regime elasto-plastico .

Da Mecanica dos Soélidos, aplicando-se, por exemplo o Método da Forgas tem-se

que:
PL
D :—3 (4'1)
2FEAcos” B
Pcos’ P
R A - 4.2)
1+2cos” 1+2cos”
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P = O'eA(l +2cos’ ,B); P, =o,A(l+2cos f) (4.3)

onde &) é o deslocamento do ponto D; F; é o esforgo que atua nas barras ADeCD;

F; ¢ o esfor¢o que atua na barra BD; P, ¢ a carga que provoca o inicio do

escoamento e P, ¢ a carga de colapso do sistema.

Das eq. (4.3) pode-se obter os valores teoricos para P, e Py, sendo: P, = 736,78

kN e Py = 1.041,96 kN.

Inicialmente sdao apresentadas as telas da entrada de dados do pré-processador do

programa desenvolvido.

;|5 Pré-processador T & CA - Entrada de dados




Pré-proceszador T & CA - Entrada de dados

| Matein | E [ o [ & | B |
20500 2000 34,5 a
20500 2000 34,5 a

Pré-processador T & CA - Entrada de dados

Ln

LiNE

|
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A seguir ¢ apresentada uma parte do arquivo de saida dos resultados.

sf s e s sk st s sfe sk sk st st she ke sk sk st s sfe ke sk sk st sfeske sk sk st sk sfe s sk st sk sk sk sk sk st st sheske sk sk st sk sk ke sk sk sk sfeske sk sk st st sk skl sk sk skeoskok sk sk skok

* UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS

* DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE ESTRUTURAS *
* PROGRAMA T&CA *

* PROGRAMADO POR: M.Sc. Eng. FABIO NOGUEIRA LEITE *

* SOB A ORIENTACAO DE: Prof. Dr. Eng. ARMANDO CESAR CAMPOS LAVALL *
* BELO HORIZONTE - MINAS GERALIS - BRASIL, 31 DE DEZEMBRO DE 1999  *

3 sfe sk sk sk st s ke sk sk sk st she sk s s st sk sk ke sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk st sk sk s sk st sk stk sk sk sk stk sk sk sk sk stk sk skoskosk sk sk sk ok

+-+-+ Exemplo 01 - Simulagido do Comportamento Elasto-Plastico +-+-+

(1) VARIAVEIS RELATIVAS A GEOMETRIA DA ESTRUTURA.

(1.1) Numero de nés da estrutura= 4

(1.2) COORDENADAS NODAIS:

| NO | COORDENADA X | COORDENADA Y | COORDENADA Z |

[ 1 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 |
| 2| 200.00000 | 0.00000 \ 0.00000 \
| 3]  400.00000 | 0.00000 | 0.00000 \
| 4 | 200.00000 | 200.00000 | 0.00000 |
(1.3) Numero de elementos = 3

(1.4) INCIDENCIA DOS ELEMENTOS E TIPO DE MATERIAL:

1 = Material das barras de treliga.
2 = Material dos cabos de ago.

| ELEMENTO | NOi | NOj | MATERIAL |

(1.5) RESTRICOES NODAIS:

0 = Direg¢do ndo restringida.
1 = Diregao restringida.

\ RESTRICOES \

| NO | DIRECAO X | DIRECAOY | DIRECAO Z |

—_—

B R S
S = = =
S = = =
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(2) VARIAVEIS RELATIVAS AS CARACTERISTICAS FiSICAS DOS MATERIAIS:

E =Modulo de elasticidade ou de Young.

G =Moddulo de elasticidade transversal.

fy = Limite de escoamento do material.

H = Parametro de encruamento (zero = sem encruamento).

| ELEMENTO | E | G | fy | H |

| Barrade trelica | 20500.00000 | 8000.00000 |  34.50000 |  0.00000 |

(3) VARIAVEIS RELATIVAS AS PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS:

A = Area da secio transversal dos elementos.

Iz =Momento de inércia em torno do eixo Z-Z.
Iy =Momento de inércia em torno do eixo Y-Y .
Imax = Momento de inércia maximo.

Imin = Momento de inércia minimo.

It =Momento de inércia a tor¢ao.

Jw = Constante de empenamento.

zD = Coordenada z do centro de cisalhamento.
yD = Coordenada y do centro de cisalhamento.

| ELEMENTO | A \ Iz \ Iy | Imax | Imin | It | Jw | zD | yD |
| 1 [ 12.51000 | 125.00000 |125.00000 |217.91000 |50.04000 |1.74000 |0.00000 |0.00000 |3.21000 |
| 2 [ 12.51000 |125.00000 |125.00000 |217.91000 |50.04000 |1.74000 |0.00000 |0.00000 |3.21000 |
| 3 | 12.51000 | 125.00000 | 125.00000 |217.91000 |50.04000 |1.74000 |0.00000 |0.00000 |3.21000 |

(4) VARIAVEIS RELATIVAS AS CARGAS NODAIS:

\ CARGAS |

| NO | DIRECAO X | DIRECAO Y | DIRECAO Z |

[ 1] 000000 | 0.00000 | 0.00000 |
[ 2] 000000 | 0.00000 | 0.00000 |
[ 3] 000000 | 0.00000 | 0.00000 |
| 4 | 0.00000 | 1050.00000 | 0.00000 |

(5) VARIAVEIS RELATIVAS AOS DESLOCAMENTOS PRESCRITOS:

| DESLOCAMENTOS PRESCRISTOS \

| NO | DIRECAO X | DIRECAOY | DIRECAO Z |

[ 1] 000000 | 000000 | 0.00000 |
| 2| 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 |
| 3] 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 |
| 4 ] 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 |

(6) VARIAVEIS RELATIVAS AO CONTROLE INCREMENTAL, ITERATIVO E DE CONVERGENCIA.

Numero maximo de iteragdes = 1000
Tolerancia em % = 5.0E-0001



Numero de incrementos de carga =

11

INCREMENTOS DE CARGA EM PORCENTAGEM:

1] 20.00000 |
2 | 20.00000 |
3] 20.00000 |
4| 10.00000 |
5] 5.00000 |
6] 5.00000 |
71 5.00000 |
8| 5.00000 |
9| 5.00000 |
0] 250000 |
1] 250000 |

##4% RESULTADOS *¥##

(1) COMPRIMENTO DOS ELEMENTOS E COSENOS DIRETORES NA POSICAO INDESLOCADA:

| ELEMENTO | COMPRIMENTO | COSENO ALFA | COSENO BETA | COSENO GAMA |

| 1 | 282.84271
| 2 | 200.00000
| 3 | 282.84271

0.70711 | 0.70711
0.00000 | 1.00000
-0.70711 \ 0.70711

| 0.00000 |
| 0.00000 |
[ 0.00000 |

(2) CARGA CRITICA DE FLAMBAGEM:

*x*%% Nao serd verificada a flambagem dos elementos. *#%**

* Incremento niimero: 1
* Iteragdo niimero: 1

(3) ESFORCOS NORMAIS:

| ELEMENTO | ESFORCOS NORMALIS |

| 1 | 61.51495
| 2 | 123.01515
| 3 | 61.51495

(4) REACOES DE APOIO:

\ REACOES

| NO | DIRECAO X | DIRECAOY | DIRECAO Z |

| -43.49242 | -43.49242
| 0.00000 | -123.01515
| 4349242 | -43.49242
| 0.00000 | 0.00000

B R S

| 0.00000 |
| 0.00000
| 0.00000 |
| 0.00000 |
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(5) DESLOCAMENTOS NODAIS:

| DESLOCAMENTOS |

| NO | DIRECAOX | DIRECAOY | DIRECAOZ |

[ 1] 000000 | 0.00000 | 0.00000000 |
| 2] 0.00000 | 0.00000 | 0.00000000 |
| 3] 000000 | 0.0000 | 0.00000000 |
| 4] 000000 | 0.09594 | 0.00000000 |

(6) COMPRIMENTO DOS ELEMENTOS E COSENOS DIRETORES NA POSICAO DESLOCADA:

| ELEMENTO | COMPRIMENTO | COSENO ALFA | COSENO BETA | COSENO GAMA |

| 1 | 28291056 | 070694 | 070728 |  0.00000 |

| 2 | 20009594 | 0.00000 |  1.00000 |  0.00000 |
| 3 | 28291056 |  -0.70694 | 070728 |  0.00000 |
(7) DEFORMACAO PLASTICA:

| ELEMENTO | DEFORMAGAO PLASTICA |

| 1] 0.000000000 |
| 2] 0.000000000 |
| 3| 0.000000000 |

* Incremento numero: 10
* Tteragdo numero: |

(3) ESFORCOS NORMAIS:

| ELEMENTO | ESFORCOS NORMAIS |

| 1| 418.03958 |
| 2| 431.59500 |
| 3] 418.03958 |
(4) REACOES DE APOIO:
| REACOES |

| NO | DIRECAO X | DIRECAOY | DIRECAO Z |

| 1] -295.11803 | -296.07750| 0.00000 |
| 2] 0.00000| -431.59500| 0.00000 |
| 3] 295.11803| -296.07750| 0.00000 |
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| 4] 0.00000] 0.00000] 0.00000 |

(5) DESLOCAMENTOS NODALIS:

| DESLOCAMENTOS \

| NO | DIRECAO X | DIRECAOY | DIRECAO Z |

| 0.00000| 0.00000 | 0.00000000 |
| 0.00000| 0.00000 | 0.00000000 |
| 0.00000| 0.00000 | 0.00000000 |
|

|
|
|
| -0.00000| 0.65150 | 0.00000000 |

(6) COMPRIMENTO DOS ELEMENTOS E COSENOS DIRETORES NA POSICAO DESLOCADA:

| ELEMENTO | COMPRIMENTO | COSENO ALFA | COSENO BETA | COSENO GAMA |

| 1 | 28330377 | 0.70596 | 0.70826 |  0.00000 |
| 2 | 20065150 | 0.00000 | 1.00000 |  0.00000 |
| 3 | 28330377 | -0.70596 | 0.70826 |  0.00000 |

(7) DEFORMACAO PLASTICA:

| ELEMENTO | DEFORMAGAO PLASTICA |

[ 1] 0.00000000 |
| 2] 0.001574565
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Nas tab. 4.1 e 4.2 sdo apresentados, respectivamente os resumos dos resultados

teoricos obtidos usando-se as eq. (4.1) e (4.2), e dos resultados fornecidos pelo

programa desenvolvido. Neste exemplo o carregamento maximo P = 1.050 kN, foi

aplicado através de 11 incrementos de carga conforme os percentuais indicados. Os

valores obtidos para F'j, F, e F; mostram a excelente correlacdo entre os resultados

das duas analises.

Até 70% do carregamento (P = 735kN) todas as barras

trabalham em regime

elastico contribuindo para a rigidez do sistema. A partir desta carga, a barra BD

escoa (F, = 431,60kN) e deixa de contribuir para a rigidez do sistema. Apenas as
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barras ADeCD resistem aos esforcos adicionais e a rigidez do sistema diminui,

conforme indica a mudanga de inclinagdo da curva da fig. 4.2.

Hesultados Teoricos
Incrementos de Cargas £ (k) F (kN) 4 (kN) & p (cm)

01 20, 00% 210,00 61,51 123,02 0,096
0z 20,00% 420,00 123,02 246 04 0,191
0= 20,00% 630,00 184,53 36905 0,288
04 10,00%; 735,00 215,28 430,56 0,336
05 5,00% 787,50 251,66 431,60 2,393
08 5,00% 340,00 288,79 431,60 0,450
a7 5,00% 392,50 32591 431,60 02,508
08 5,00% 945,00 363,05 431,60 i.566
0% 5,00% 997,50 400,16 431,60 0,624
10 2,50% 1.023,75 418,72 431,60 #.653
11 2,00% 1.050,00

Tabela 4.1: Resultados tedricos da analise.
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Resultados do Programa Desenvolvido

Incrementos de Cargas £ (k) ' (kN) 4 (kN) & p (cm)
01 20,00% 210,00 61,51 123,02 0,096
02 20,00% 420,00 122,02 245,98 0,192
0= 20,00% 630,00 184,52 268,90 0,288
04 10,00%% 735,00 215,26 430,35 0.336
05 5,00% 787,50 25142 431,60 0,392
06 5,00% 340,00 288 47 431,60 i.450
a7 5,00% 392,50 225,00 431,60 3,507
0 5,00% 945,00 362,95 431,60 0,565
0% 5,00% 997.50 399 54 431,60 0,623
10 2,50% 1.023,75 418,04 431,60 0,652
11 2,50% 1.050,00

Tabela 4.2: Resultados da analise numérica.

Curva Carga x Deslocamento

1200

1000 K/}ﬁ»&
[y ,_,'25-,-/
= 800
& /_A’/S
o
E A = Curva Tednca
2 600 X
Ma{ —e— Curva Resultante de Programa
-
S
5 400
Q0 /

200 L

04
0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7

Deslocamento do Ponto D {cm)

Figura 4.2: Curva carga x deslocamento para a estrutura da fig. 4.1.

4.3 Efeito da Nao Linearidade Geométrica
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Estuda-se neste caso o comportamento de uma treliga plana em balango na qual atua
em sua extremidade livre uma carga pontual aplicada, conforme mostra a fig. 4.3,
com o objetivo de mostrar a aplicagdo da presente formulagdo em problemas nao
lineares que envolvem grandes deslocamentos (exemplo baseado em McCallen &

Romstad [24]).

As barras que compoem a trelica plana em balango possuem mesmo modulo de
elasticidade (E = 20.500 kN/cm®) e area da se¢io transversal das barras que formam
os banzos inferior e superior igual 10,00 cm® e daquelas que formam as diagonais e

montantes igual a 5,00 cm”.

Com o objetivo de evitar o escoamento de qualquer uma das barras da treliga, para
que se pudesse analisar a nao linearidade geométrica (NLG) isoladamente e o
comportamento estrutural da trelica, foi adotado um limite de escoamento ficticio

igual a 250 kN/cm®.

C]\V12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
a7 T
\ \ \ \ é
1 ‘2 3 ‘4 ‘5 ‘6 ‘7 ‘8 ‘9 ‘10 11
=—100cm 100c 100cr 100cm 100cm 100cm 100Cm 100cr 00cr 100Cm—=
1000cm

Figura 4.3: Treli¢a plana em balanco.
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Comportamento Estrutural

P = 50.000k17

P = 15.000k17
P =10.000kN

P = 5.000kT

Deslocamenio na Direcdo ¥

Dezlocamento na Diregdo X

‘ —e— Eixo Longitudinal da Treliga ‘

Figura 4.4: Comportamento estrutural da estrutura da fig. 4.3.

A fig. 4.4 apresenta as configuragdes deformadas, no plano da estrutura, do banzo
inferior da treli¢a para varios valores da carga P. Quando P = 0, o banzo inferior se
encontra na posi¢io horizontal, apresentando flecha nula. A medida que os valores
de P aumentam e grandes deslocamentos acontecem, percebe-se nitidamente o
comportamento ndo linear da estrutura. As grandezas dos valores da carga P foram
escolhidos de tal forma que se pudesse mostrar a potencialidade da formulagdo no

estudo de estruturas com grandes deslocamentos.

4.4 Efeito da Flambagem

Neste exemplo faz-se o estudo da estrutura do item 4.2 sob a acdo de uma carga
aplicada, de tal forma que a mesma provoque compressao em todos os elementos da
estrutura, com o intuito de se provar a eficacia do processo de verificacdo da

flambagem.
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B

A _..B C..

Figura 4.5: Trelica plana hiperestatica submetida a compressao.

Considere-se entdo a estrutura indicada na fig. 4.5, onde as barras AD,BDeCD tém
o mesmo moédulo de elasticidade E = 20.500 kN/cm® e a mesma tensdo limite de
escoamento o, = 25 kN/cm?, sendo L = 200 cm, p = 45 ¢ P =1.200 kN indicados

na figura.

Para a estrutura adotou-se perfis “ 1> para as barras ADeCD e perfil “L > de

abas iguais para a barra BD, cujas propriedades geométricas sdo dadas a seguir,

onde A4 ¢€ a area da sec@o transversal; 7 ¢ ]y, sdo os momentos de inércia em torno

dos eixos horizontal e vertical, z’ e y’, respectivamente; /. e /, sdo os momento de
inércia em torno dos eixos principais, z € y, respectivamente; /, ¢ o momento de
inércia a torgao; J,, € a constante de empenamento e, zp € yp s@o as coordenadas do

centro de tor¢ao em relagdo ao C.G.

para as barras E e @I para a barra @I

A= 48,10 cm”. A= 12,51 cm?.



74

[ =L= 5.140,00 cm". I = 125,00 cm®.
I, =I,= 282,00cm", I = 125,00 cm*.
I = Ly = 5.140,00 cm*. L = L= 217,91 cm®.
I, =ILyn= 282,00 cm”. L,=1Lu,= 50,04cm".
I= 28,90 cm”. I= 1,74 cm”.
J,= 42.900,00 cm®. J,= 0.

zZp — 0. zp — 0.

Vp = 0. Vp= 3,21 cm.

Utilizando as equagdes do item 3.5 do capitulo 3, tem-se os valores tedricos para as
cargas criticas de flambagem, sendo P, = 713,20 kN para as barras ADeCD eP,, =
253,11 kN para a barra BD. Os valores de P, resultantes do programa
desenvolvido obviamente coincidem com estes valores.

Para se estudar este caso, a estrutura foi analisada através do programa PRETP (ver
Vasconsellos Filho [46]), amplamente testado, que ¢ baseado no Método dos
Deslocamentos e também através do programa baseado na formulagdo deste

trabalho.

As tab. 4.3 e 4.4, a seguir, apresentam os resumos dos resultados das duas anélises,
respectivamente. Neste caso o carregamento maximo (P = 1.200 kN) foi aplicado

através de 12 incrementos de carga, conforme os percentuais indicados. Nestas
tabelas F| € o esfor¢o que atua nas barras ADeCD, F,éo0 esfor¢o que atua na barra

BD e &) é o deslocamento do ponto D.
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Resultados do Método dos Deslocamentos
Incrementos de Cargas £ (kN) Fy (kN) F 4 (kN) & p (cm)
01 20,00% 240,00 124,07 i, 5 0,050
02 20,00% 430,00 248,14 129,08 0,101
0z 20,00% 720,00 372,21 183 61 0151
04 10,00%% 340,00 434 25 225,88 0176
05 5,00% 900,00 465 27 24202 0,189
06 2,50% 930,00 480777 25008 0,195
a7 2,50% 960,00 496 28 250828 d.201
08 2,50% 990,00 511,79 266 22 0,208
0% 2,50% 1.020,00 527,30 274 28 0214
10 5,00% 1.080,00 558,32 29042 0,227
11 5,00% 1.140,00 589,34 306,55 02,239
12 5,00% 1.200,00 620,35 322,35 0,252

Tabela 4.3: Resultados do Método dos Deslocamentos.

Deve-se considerar que na analise pelo Método dos Deslocamentos (tab. 4.3) ndo ¢
considerado o efeito da flambagem nas barras da estrutura. Observa-se que em toda
a analise o programa apresenta uma resposta sem que a estrutura atinja o colapso. A
barra BD atinge valores de /', maiores que P,.. = 253,11 kN e sua flambagem nao ¢
identificada.

Considerando-se os resultados do programa desenvolvido neste trabalho (tab. 4.4),
observa-se que até o incremento 06 (77,50% de P) os resultados sdo praticamente
coincidentes com os da andlise pelo Método dos Deslocamentos. A partir do
incremento 07 (80,00% de P) o esfor¢o F, na barra BD ultrapassa P, = 253,11 kN,

levando consequentemente a sua flambagem. A barra BD deixa de trabalhar,

ocorrendo uma subsequente redistribuicdo dos esforgos para as barras ADeCD que

passam a absorver toda a carga P.



Resultados do Programa Desenvolvido
Incrementos de Cargas £ (k) F (kN) 4 (kN) & p (em)

01 20,00% 240,00 124,06 6,54 a.050
0z 20,00% 480,00 248,16 122,10 a.101
0= 20,00% 720,00 372,28 193 68 151
04 10,00%% 340,00 434 36 225,99 0176
05 5,00% 900,00 46540 242,14 0,189
06 2,50% 930,00 42091 250,22 8,195
a7 2,50% 260,00 679,29 0,00 8276
0R 2,50% 990,00 700,53 0,00 0,284
09 2,50% 1.020,00 COLAPZOD

10 5, 00% 1.030,00

11 5,00% 1.140,00

12 5,00% 1.200,00

Tabela 4.4: Resultados do programa desenvolvido.
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No incremento 09 (85,00% de P) as barras ADeCD ultrapassam P., = 713,20 kN,

ocorrendo a flambagem das mesmas e consequente colapso global da estrutura.

A fig. 4.6 mostra a curva carga x deslocamento do ponto D da estrutura da figura

4.5. Nesta figura pode-se observar, durante todo o carregamento, o comportamento

linear da estrutura obtido da analise convencional pelo Método dos Deslocamentos

sem que ocorra o colapso da estrutura.

Pela curva resultante do programa desenvolvido, observa-se o comportamento

coincidente entre as duas analises até o incremento 06. No incremento 07 nota-se

claramente o instante da flambagem da barra BD, ocorrendo uma diminui¢io da

rigidez global da estrutura, com consequente aumento dos deslocamentos do ponto

D da estrutura. Esta caracteristica se mantém até o colapso da estrutura.
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Grafico Carga x Deslocamento
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Figura 4.6: Curva carga x deslocamento para a estrutura da fig. 4.5.

4.5 Comportamento Po6s Flambagem em Estruturas

Trelicadas Hiperestaticas

Compara-se neste caso o comportamento de uma trelica plana isostatica
internamente com a de outra treliga hiperestatica internamente, ambas em balango,

nas quais atua em suas extremidades livres uma carga aplicada, conforme ilustra as

fig. 4.7 ¢ 4.8.

As estruturas de trelica plana mostradas nas fig. 4.7 ¢ 4.8 sdo compostas por
elementos que possuem mesmo modulo de elasticidade (E = 20.500 kN/cm?) e
mesmo moédulo de elasticidade transversal (G = 7.900 kN/cm?), sendo que os

banzos superior e inferior sdo constituidos pelo perfil laminado em cantoneira de
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abas iguais 4” x 4” x '/, e todas as diagonais e montantes sio constituidos pelo

29

perfil laminado em cantoneira de abas iguais 1LY x 1.1, x 3 16 -

Os banzos possuem carga limite de escoamento tedrica P, = 312,75 kN e carga

critica de flambagem elastico P, = 1.012,44 kN, admitindo-se que todos os nos

estdo contidos fora do plano da estrutura. As diagonais € os montantes possuem

carga limite de escoamento teorica P, = 85,50 kN e carga critica de flambagem P,

= 38,20 kN (montantes) e 19,10 kN (diagonais).

o 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 Y22
N \ N 1
. \ N j
i 2 3 4 s ‘6 7 8 9 10 1
~—100cCr 100cm 100cm 100cm 100Cm 100cm 100cm 100c 100c 100Cm—=]
1000cm
Figura 4.7: Trelica plana isostatica em balanco.
o 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 Yzz
. \ . / C
Al 2 3 4 ‘5 ‘6 7 ‘8 ‘9 10 11
~—100cr 100cm 100cm 100cr 100cm 100cm 100cr 100cm 100cm 100cm—=
1000cm

Figura 4.8: Trelica plana hiperestatica em balango.

Os resultados para a analise comparativa entre os dois modelos sdo mostrados nas

tab. 4.5 ¢ 4.6 e na fig. 4.9. Neste exemplo dividiu-se a carga maxima aplicada em 20

incrementos com os percentuais indicados.
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Incrementos |P (kIV) Esforcos (kI¥) - Trelica Isostatica Esforcos (k) - Trelica Hiperestatica
de Carga Barra 1-2 | Barra 12-13 | Barra2-12 Barra 1-2 | Barra 12-13 | Barra2-12 | Barra 1-13
01 5,0% 2 -20,00 18,00 283 -18,88 19,13 1,24 -1,59
nz 5,0% 4 -40,00 36,01 5,66 -37,75 38,25 2,48 -3,18
nz 5,0% 6 -60,00 54,01 3,49 -56,63 57,38 37 -4,78
04 5,0% 3 -80,01 72,02 11,32 -75,51 76,52 4,95 6,37
05 5,0% 10 -100,02 90,04 14,15 -94,38 95,66 6,18 -7,97
0é 5,09 12 -120,04 108,05 16,98 -113,26 114,80 741 9,57
o7 5,0% 14 -140,05 126,07 1981 -132,14 133,94 8,64 -11,17
03 5,0% 16 -160,07 144,09 22,64 -151,02 153,09 937 -12,78
ng 5,09 18 -180,09 162,11 2547 -169,90 172,24 11,10 -14,38
10 5,0% 20 -200,12 180,14 28,31 -188,78 191,39 12,33 -15,99
11 5,0% 22 -220,14 198,16 31,14 -207,66 210,54 13,56 -17,60
12 5,09 24 -240,17 216,19 3397 -239,52 216,33 33,08 Flamhagem
13 5,0% 16 -260,20 234,23 36,81 -260,21 234,22 36,80
14 5,0% 28 -280,23 252,26 39,64 -280,24 152,26 39,64
15 5,09 30 -300,27 270,30 42,47 -300,27 270,30 4247
16 5,084 32 Flambagem Flambhagem
17 5,0% 34
18 5,09 36
15 5,0% 38
20 5,0% 40

Tabela 4.5: Esforgos nas barras adjacentes aos apoios.

A tab. 4.5 apresenta os esfor¢os nas barras adjacentes aos apoios nos nos 1 e 12.

Observa-se pela tabela que o banzo inferior estd comprimido (sinal negativo dos

esfor¢os) e o banzo superior estd tracionado (sinal positivo dos esforcos), para

ambas as trelicas. A diagonal da trelica isostatica estd sempre tracionada e no caso

da trelica hiperestatica, uma diagonal estd tracionada e a outra comprimida.

A partir do incremento 12 a diagonal comprimida da trelica hiperestatica flamba e

consequentemente deixa de trabalhar. Ocorre entdo a redistribuicdo dos esforcos e a

diagonal tracionada passa a absorver todo o esforco da diagonal comprimida.

Apesar da flambagem da diagonal comprimida, ndo ocorre o colapso da estrutura

como um todo, sendo que a mesma passa a se comportar como isostatica.
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Incrementos (kM) |Deslocamento do Mé 22 na Direciio ¥ (cm)

de Carga Trelica Isostatica |Trelica Hiperestatica)
01 3,0% 2 0,635 0,560
02 5,0% 4 1,269 1121
03 3,0% & 1,904 1,681
04 5,0% 8 2,540 2,242
05 3,0% 10 3,175 2,802
06 5,0% 12 3811 31,263
07 3,0% 14 4,447 3924
03 5,0% 16 5,083 4,485
09 3,0% 18 5,719 5,046
10 5,0% 20 5,355 5,607
11 5,0% 22 5,992 6,163
12 5,0% 24 7,629 6,814
13 5,0% 26 8,266 8,266
14 3,0% 28 8,903 8,903
15 5,0% 30 9,541 9,541
16 3,0% 32

17 5,0% 34

18 3,0% 36

19 5,0% 38

20 5,0% 40

Flamhagem das Diagonais Comprimidas

Ruptura das Estrutura

Tabela 4.6: Deslocamentos do n6 22 na vertical.

A tab. 4.6 apresenta os deslocamentos do n6 22 na diregao vertical (Y). Observa-se

que o modelo hiperestatico ¢ mais rigido, apresentando menores deslocamentos até

o instante da flambagem das diagonais comprimidas, momento a partir do qual a

estrutura passa a se comportar como isostitica e consequentemente seus

deslocamentos a passam a ter valores iguais aos daquela estrutura.

O grafico carga x deslocamento da fig. 4.9 ilustra o comportamento de ambas as

estruturas. Neste grafico pode-se observar claramente a mudanca de comportamento

da estrutura hiperestatica para isostdtica a partir do instante da flambagem das

diagonais comprimidas, sendo que entdo as duas curvas passam a coincidirem.
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Grafico Carga x Deslocamento

35

30 1}

20

—o— Trelica Isostética

15 —0— Treliga Hiperestatica

Carga P (kN)

il

D T T T T T
0,000 2,000 4,000 6,000 3,000 10,000 12,000

Deslocamento na Direcdo ¥ (cim)

Figura 4.9: Curvas carga x deslocamento comparativas dos dois modelos.

4.6 Trelica Espacial

O objetivo deste exemplo ¢ mostrar a aplicagdo do programa desenvolvido neste
trabalho na andlise de estruturas trelicadas espaciais, o que era a principal meta
proposta ao se apresentar a formulagdo. Este caso, trata-se de um exemplo simples,
adaptado de Gere & Weaver [17] cujos resultados produzidos pelo programa
desenvolvido serdo comparados com os do programa PRETE [46] baseado no

Método dos Deslocamentos em teoria de 1% ordem.

A estrutura em trelica espacial mostrada na fig. 4.10 € composta por seis elementos
de barra, os quais possuem mesmo modulo de elasticidade e mesma area da segao
transversal, sendo que E = 10.000 kN/cm?, 4 = 10 cm’. Todos os dados

relacionados a geometria da estrutura sao apresentados na fig. 4.10.
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SO

Figura 4.10: Treliga espacial.

Os resultados das analises sdo mostrados nas tab. 4.7, 4.8 e 4.9 a seguir, onde

constam os esfor¢os nos elementos, as reagdes de apoio e os deslocamentos nodais.

Os resultados do programa PRETE apresentados na tab. 4.7 representam uma
analise linear através de um processo nao incremental-iterativo. Estes resultados sao

utlizados apenas como referéncia para avaliar a precisdao do programa desenvolvido.
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Programa Baseado no Método dos Deslocamentos em Teoria de 1° Ordem

Esforcos nos Elementos (kIN) Reacies de Apoio (kM) Deslocamentos Nodais {cm)
Elemento Esforgo Apoio Ex Ey Ez s Dz Dy Dz

1 36,184 1 -56,184 | -20,000 | -10,000 1 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
2 0,000 2 0,000 -0,421 50,333 2 0,02714 | 0,00000 | 0,00000
3 0,000 3 -27.816 | -39,579 20,000 3 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
4 13,026 4 0,000 0,000 -78,333 4 0,15560 | 0,08485 | 0,00000
5 -61,667

& -42.426

Tabela 4.7: Resultados do Método dos Deslocamentos.

A tab. 4.8 apresenta os resultados do programa desenvolvido considerando apenas
um incremento de carga, sendo que se pode observar que os resultados obtidos sao

praticamente iguais aos da tab. 4.7.

Programa Desenvolvido - 1 Incremento de Carga
Esforcos nos Elementos (k) Reacies de Apoio (kI¥) Deslocamentos Nodais (cm)
Elemento Esforco Apoto Ex Ey E= s Dz Dy D=

1 36,184 1 -56,184 | -20,000 | -10,000 1 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
2 0,000 2 0,000 -0,421 50,333 2 0,02714 | 0,00000 | 0,00000
3 0,157 3 -27,816 | -39,579 20,000 3 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
4 13,028 4 0,000 0,000 -78,333 4 0,15561 | 0,08485 | 0,00000
5 -61,610

6 42 557

Tabela 4.8: Resultados do programa desenvolvido para um incremento de carga.

Ao se utilizar o programa desenvolvido considerando dez incrementos de carga
(tab. 4.9), nota-se uma pequena diferenca entre os resultados obtidos quando
comparados aos resultados das duas analises anteriores, fato este atribuido ao efeito
da nao linearidade geométrica (NLG) e do processo incremental-iterativo, uma vez

que nenhuma barra atinge o escoamento ou sofre flambagem.

Programa Desenvolvido - 10 Incrementos de Carga
Esforcos nos Elementos (k) Reaciies de Apoio (kI¥) Deslocamentos Nodais (cm)
Elemento Esforco Apoto Ex By E=z s Dz Dy Dz

1 36,220 1 -56,220 | -20,000 | -10,156 1 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
2 0,000 2 0,000 -0,330 50,479 2 0,02716 | 0,00000 | 0,00000
3 0,158 3 -27.780 | -3%,610 20,067 3 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
4 13,041 4 0,000 0,000 -78,390 4 0,15606 | 0,08514 | 0,00000
5 -61,810

& -42,502

Tabela 4.9: Resultados do programa desenvolvido para dez incrementos de carga.
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4.7 Torre Trelicada Triangular

Este exemplo tem como objetivo estudar um caso pratico de estrutura para que se
possa demonstrar a toda a capacidade do programa desenvolvido, sendo assim
estuda-se aqui o caso real de uma torre trelicada comumente utilizada na
transmissao de sinais para o sistema moével celular. Os resultados produzidos pelo
programa desenvolvido sdo comparados com os do programa profissional

CypeCAD Metalicas 3D.

Considerando-se que o programa desenvolvido restringe-se unicamente ao estudo
de trelicas espaciais ideais, ou seja, todos os nos sao rétulas perfeitas, foi necessario
fazer algumas alteragdes na estrutura original da torre para que esta deixasse de ser

hipostatica. Estas alteracdes serdo mostradas oportunamente.

Este exemplo procura ser o mais pratico possivel, e dentro desse pensamento

algumas rotinas usuais dos escritorios de célculo sdo aqui utilizadas.

4.77.1Caracteristicas Geométricas da Torre

Trata-se de uma torre de se¢do triangular equildtera com altura igual a 36,00 m,
sendo que sua dimensdao no topo ¢ igual a 1,00 m e na base ¢ igual a 1,72 m
resultando numa taxa de abertura da se¢do transversal igual a 2%, como pode ser
visto pela fig 4.11 a seguir. Os montantes sdo formados por barras de se¢ao tubular
com didmetro igual a 5 até a cota aproximada de 18,00 m, e igual a 4” entre as
cotas 18,00 m e 36,00 m e as diagonais e transversinas sdo formadas por cantoneiras

de abas iguais L 1%/,
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= 1,00m =

Corte A-A

36,00m
>
>

=—1,72m —~

Figura 4.11: Geometria da torre.

Como se pode notar pela fig. 4.11, ndo ha tranversinas em todos os segmentos, o
que torna a estrutura hipostatica quando analisada como treliga espacial. Com o
intuito de se eliminar tal hipostaticidade foram criados elementos transversais em
todos os segmentos, sendo que devido ao comportamento das torres esta alteracao

ndo trard prejuizos a andlise.

A seguir ¢ apresentada uma vista 3D da torre para melhor visualizagdo (fig. 4.12).
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Figura 4.12: Vista 3D da torre.
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4.7.2 Carregamento

Nesta fase se utilizard a unidade de forca [kgf] por se tratar de procedimento usual

nos escritorios de calculo.

4.7.2.1 Carga Permanente

As seguintes cargas sdao consideradas como sendo permanentes:

e Peso proprio da estrutura: aproximadamente 3.700 kgf.

e Peso proprio das escadas: 9,00 kgf/m.

e Peso proprio do esteiramento: 1,50 kgf/m.

e Peso proprio dos cabos coaxiais: 3,00 kgf/m.

e Peso proprio das plataformas: 200,00 kgf/plataforma.

e Peso proprio dos suportes: 60,00 kgf/suporte (para antenas parabolicas).
20,00 kgf/suporte (para as antenas tipo SMC).

e Peso proprio das antenas: 12,00 kgf/antena.

¢ Quantidade de antenas: 12 (doze) antenas tipo SMC (0,20m x 2,50m).

2 (duas) antenas tipo parabodlica (diametro = 1,20m).

4.7.2.2 Carga Acidental

As seguintes cargas serdao consideradas como sendo acidentais:

e Peso do pessoal de manutencao: 4 pessoas de 70,00 kgf.

e Peso de equipamentos auxiliares para instalagdo das antenas: 150,00 kgf.

4.7.2.3 Cargas Devidas ao Vento



88

As cargas devidas ao vento serdo calculadas de acordo com a NBR-6123/1988 [5]

como segue:
A forca de arrasto em kgf € dada por:
F,=C,.q.4,
onde A4, ¢ area frontal efetiva do reticulado em m? (4rea da projecdo ortogonal das

barras do reticulado sobre um plano perpendicular a dire¢do do vento) e g ¢ a

pressdo dindmica do vento em kgf/m* ¢ dada por:

onde V¢ a velocidade caracteristica do vento em m/s dada por:

szsl.Sz.S3.V0

SendoV, a velocidade basica do vento igual 35,00 m/s para a regido adotada e S}, S,

e §; fatores determinados como segue:

e Fator topografico S;.

Terreno plano ou fracamente acidentado __, S, =1,00

e Fator S,.
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z p
e
10

Rugosidade do terreno categoria H} Tabela 1 - NBR-6123 b =0,94
> F,.=0,98

p = 0,105

Edificacdo classe B

0,105
S, = 0,9212-(%) =0,7234 - (z)"'*

onde z ¢ a cota em relacao ao terreno em m.
e Fator estatistico S;.
Grupo 1 —> S$3=1,10

Entdo vem que:

V, =1,00-0,7234-(z)*'” -1,10-35,00
vV, =27,8509-(z)"'”
q =48,4795-(z)"*

F, =484795-C, - A, -(z)"*
onde:

C, = Coeficiente de arrasto que depende de Re e &. Dado pelas figuras 9 e 12 da
NBR-6123/1988.

C, = 1,60 para antenas do tipo parabolica.

C, = 1,20 para antenas do tipo SMC.

d = Diametro das barras de secdo circular.



90

& = Indice de area exposta: igual a area frontal efetiva do reticulado dividida
pela area frontal da superficie limitada pelo contorno do reticulado.

Re = Numero de Reynolds dado por:
Re=70.000.V\.d

Re =1.949.563-(z)"'" -d

As componentes da forca de arrasto sdo dadas pela tabela 15 da NBR-6123/1988 ¢
as hipodteses para o carregamento devido ao vento perpendicular a uma face,
paralela a uma face e paralela a uma bissetriz sdo mostradas na fig. 4.13 -a, b e c
respectivamente. Sera considerada a area total de exposicdo ao vento para as
antenas como sendo igual a 8,26 mz, onde: 6,00 m? para as antenas SMC e 2,26 m?

para as antenas parabolicas.

e Para as antenas do tipo SMC posicionadas no topo da torre e igualmente

distribuidas entre os trés vértices:

C,=1,20.
A4,=0,50 m*.
F, =29,0877-(z)"*

Paraz=36,00m ............couuuueee. F,=61,7352 kgf.

e Para as antenas do tipo parabodlica posicionadas 4,00 m abaixo do topo da torre e
distribuidas de forma a causarem o efeito mais desfavoravel com relagcdo ao

vento, sendo que sua incidéncia serd a 56 ° em relagdo a geratriz da parabola.

C, = 1,60.
A.= 1,13 m%



F, =87,6509-(z)""

Paraz=32,00m ..........evvvvvuenee. F,=181,4838 kgf.

O O et O

QO
XS
o g
£ A7
>
O Face | O
N

Figura 4.13: Hipdteses para o carregamento devido ao vento.

A tab. 4.10 contém um resumo do carregamento devido ao vento aplicado aos nos

da estrutura que ¢ resultante da decomposi¢ao das componentes normal e tangencial

as faces da for¢a de arrasto como ilustra a fig. 4.14. Nesta figura também ¢

apresentada a orientacdo positiva das cargas e a distribui¢do dos nds da estrutura.
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Figura 4.14: Decomposicao das componentes da for¢a de arrasto.

4.7.2Resultados

A seguir estdo apresentados na forma de tabelas os dados comparativos entre os
resultados produzidos pelo programa profissional CypeCAD Metélicas 3D e os
produzidos pelo programa desenvolvido com um incremento de carga e com dez
incrementos de carga. S3o analisados os resultados relativos as reagdes de apoio
(tab. 4.11), aos deslocamentos do topo da torre nas diregdes x e y (tab. 4.12 ¢ 4.13),

e os esforcos dos elementos adjacentes a base da torre (tab. 4.14).

4.7.2Conclusoes

Este exemplo tinha como objetivo comparar os resultados produzidos pelo
programa desenvolvido com os produzidos por um programa profissional
amplamente testado e de grande aceitacdo entre os profissionais de engenharia,
demonstrando sua grande capacidade de célculo e precisdo de resultados, além de
comprovar sua utilidade pratica. De posse dos resultados apresentados fica claro
que as metas deste exemplo foram alcangadas, pois como se pode notar os

resultados sao aproximadamente iguais.
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Tabela 4.10: Carregamento devido ao vento.
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Tabela 4.11: Reagdes de apoio.



Deslocamento do N6 52 na Direciio X (cmn)

Cmegﬂﬂlmtﬂ CypeCAD Progr. Deseny. Progr. Deseny.
Metalicas 3D | Unn Incremento | Dez Incrementos
Yento
Perpendicular a 0,24 0,16 0,16
Uma Face
Yento
Paralelo a 13,36 17,76 17,76
Uma Face
Yento
Paralelo a 31,56 0,57 0,56

Uma Bissetriz

Tabela 4.12: Deslocamento do topo da torre na direcao x.

Destocamento do N6 52 na Direciio Y (cm)

Cafregﬂﬂlmtﬂ Cype CAD Progr. Deseny. Progr. Deseny.
Metalicas 3D | Um Incremientoe | Dez Incrementos
YVento
Perpendicular a 36,84 5,56 5,56
Uma Face
YVento
Paralelo a 31,76 30,68 30,68
Uma Face
YVento
Paralelo a 18,35 17,75 17,75

Uma Bissetriz

Tabela 4.13: Deslocamento do topo da torre na direcao y.
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Esforce Normal nos Elementos (kN)

MMontantes
Elemento 1 Elemento 26 Elemento 51
Carregatmnento CypeCAD | Progr. Desemv. | Progr. Desemv. | CypeCAD | Progr Desemv. | Progr. Desenv. | CypeCAD | Progr. Desenv. | Progr. Desen.
Metilicas 3D | Um Incremento | Dez Incrementoz | Metilicas JD | Um Incremente | Dez Incrementoz| Metilicas JD | Um Incremento | Dez Incrementos
Vento
Perpendicular a 243,47 247,27 247,25 -493,24 -494 48 -494 45 245,57 247,27 247,26
Uma Face
Vento
Paralelo a 422,71 42749 42747 -414 56 -426,18 -426,15 -1,14 -1,26 -1,26
Uma Face
Vento
Paralelo a 488,36 492,85 492,82 -245,22 -246,54 -246,53 -244,61 -246,25 -246,24
Uma Bissetriz
Diagonais
Elemento 76 Elemento 101 Elemento 126
Carregaﬂleﬂto CypeCAD Progr. Desenv. Progr. Desenv. CypeCAD Progr. Desenv. Progr. Deseny. CypeCAD Progr. Desenv. Progr. Deseny.
Metilicas 3D | Um Incremento | Dez Incrementos| Metilicas 3D | Um Incremente | Dez Incrementos| Metilicas 3D | Um Incremento | Dez Incrementos
Vento
Perpendicular a 4,33 4,30 4,30 -13,01 -13,24 -13,24 7,59 7,55 7,55
Uma Face
Vento
Paralelo a 8,61 8,16 8,16 -8,10 -8,16 -8,16 13,59 13,15 13,15
Uma Face
Vento
Paralelo a 11,59 11,36 11,36 -2.45 -2.95 -2,96 13,43 13,22 13,22
Uma Bissetriz
Elemento 151 Elemento 176 Elemento 201
Carregatmnento CypeCAD | Progr. Desemv. | Progr. Desemv. | CypeCAD | Progr Desemv. | Progr. Desenv. | CypeCAD | Progr. Desenv. | Progr. Desen.
Metilicas 3D | Um Incremento | Dez Incrementoz | Metilicas JD | Um Incremente | Dez Incrementoz| Metilicas JD | Um Incremento | Dez Incrementos
Vento
Perpendicular a 9,12 9,25 9,25 -11,56 -11,51 -11,51 3,48 3,08 3,08
Uma Face
Vento
Paralelo a 1,56 1,31 1,30 -13,53 -13,13 -13,13 -147 -1,39 -1,39
Uma Face
Vento
Paralelo a -4,09 -4,96 -4,96 -9,19 -9.31 -9.31 -7,16 -743 -743
Uma Bissetriz
Transversinas
Elemento 227 Elemento 253 Elemento 279
Carregaﬂleﬂto CypeCAD Progr. Desenv. Progr. Desenv. CypeCAD Progr. Desenv. Progr. Deseny. CypeCAD Progr. Desenv. Progr. Deseny.
Metilicas 3D | Um Incremento | Dez Incrementos| Metilicas 3D | Um Incremente | Dez Incrementos| Metilicas 3D | Um Incremento | Dez Incrementos
Vento
Perpendicular a 4,79 5,10 5,10 -9,60 -10,27 -10,27 4,79 5,09 5,10
Uma Face
Vento
Paralelo a -0,03 -0,06 -0,06 -8,26 -8.39 -8.39 8,28 8,88 8,87
Uma Face
Vento
Paralelo a -4,77 -5,05 -5,05 -4,78 -5,26 -5,26 9,57 10,23 10,23
Uma Bissetriz

Tabela 4.14: Esforcos nos elementos adjacentes a base da torre.
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Capitulo 5

Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi apresentar uma formulagdo tedrica consistente para a
analise ndo linear, fisica e geométrica, de trelicas espaciais através do MEF, visando
adapté-la e implementd-la em um programa de computador para fazer a analise
elasto-plastica de estruturas de ago. Para demonstrar a consisténcia e precisao da

formulagdo, varios exemplos foram analisados.

O desenvolvimento tedrico, adaptado de Lavall [21] e Pimenta [30 a 32], foi feito
dentro de uma formulacdo Lagrangiana utilizando a técnica corrotacional para a
dedugdo consistente das matrizes do elemento de trelica espacial. A formulagao ¢
bastante geral, permitindo-se que os nos sofram grandes deslocamentos e as barras

sofram grandes alongamentos.
As contribuicdes deste trabalho pretende-se que sejam:
1. Apresentacdo itemizada da formulagdo, baseada principalmente nos trabalhos de

Lavall [21] e Pimenta [30 a 32], culminando na explicitacdo analitica das

matrizes de rigidez tangente, eléstica e elasto-plastica, de forma simples.
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2. A implementag¢dao de um programa de computador, capaz de fazer a analise nao
linear elasto-plastica de trelicas espaciais, baseado em um processo

incremental-iterativo.

O programa desenvolvido neste trabalho mostrou-se bastante eficiente na analise de
varios exemplos apresentados, confirmando a expectativa da grande potencialidade
da formulagdo adotada para o estudo das ndo linearidades fisica e geométrica em

analise de estruturas.

Ao final deste trabalho surgem algumas propostas para o desenvolvimento em
estudos posteriores, uma vez que algumas lacunas encontradas podem ser

preenchidas.

Desta forma a formulagdo poderia ser estendida para a andlise de estruturas
trelicadas suportadas por cabos de ago visando, por exemplo, a aplicagdo em torres

estaiadas.

Aprofundar o estudo da flambagem através de uma formulagdo também consistente
e desenvolver algoritimos que possibilitem o tratamento adequado da

hipostaticidade dos nés que ocorre usualmente em estruturas espaciais.

Melhorar a entrada de dados do pré-processador através, por exemplo, de uma
interface grafica. Também poderia se fazer o mesmo para a saida de dados,

facilitando a interpretacdo dos mesmos.

Implementar outros algoritimos de solu¢ao numérica e métodos de incremento de
cargas, € inserir outros critérios de convergéncia, com o objetivo de melhorar a

eficiéncia do programa.
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Introduzindo-se estas modificacdes, acredita-se que o programa desenvolvido para a
formulacdo deste trabalho tornar-se-a um instrumento bastante eficiente, tanto para
as andlises teoricas, académicas quanto para os célculos praticos dos escritorios de

projeto.
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Anexo A

Formulas de Cardan para a Solucao de Equacoes

do Terceiro Grau

As Formulas de Cardan sdo utilizadas para a solugdo de equacdes do terceiro grau

do tipo candnico e com raizes reais, como segue:
x’+ax* +bx+c=0 (A.1)

As raizes da eq. (A.1) sdo expressas por:

a

X =N 3
a

X, :J’2_§ (A.2)
a

X3 =)V3 _5



Por outro lado, sabendo-se que as trés raizes sao reais, tém-se:

0
v =2A/p -cos[gj
v, =23/p -cos(zﬂ_ej
3
onde:

1 (a* ’ )
QH?@ -
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(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

com a, b e ¢ tomados com sinal conforme (A.1) e @ pertencente ao primeiro

quadrante no caso de R positivo e no segundo em caso contrario.
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Anexo B

Fluxograma do Programa Principal

A seguir ¢ apresentado o fluxograma completo e detalhado do programa principal.
Fluxogramas das subrotinas aqui ndo serdo apresentados. O cddigo das principais
subrotinas do programa podem ser encontrados em Owen & Hinton [28], salvo

algumas modificagdes.
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" INICIO )

Y
Varglob

Declaragiio de variaveis globais

Y

Programa T&CA

Programa para andlise nio-linear de estruturas trelicadas espaciais

!
Iniciar Variaveis

Zeratodas as variaveis para que se inicie a resolugéo

|
Le Dados

Entrada de dados

Y
Assignfile
Rewrite

Y
nvg = 3-nn

neq = 3-nn
pvalu=0

o1




on

Geometria Inicial Estrutura

Define a geometria inicial da estrutura apartir dos dados lidos
(comprimento dos elementos e seus respectivos cossenos diretores)

Y

Comnjunto de comandos
que verificam se a

estrutura € hipostatica

¥
vlc = vlr
vlra = vlr
vcosalfac = vcosalfar
vcosbetac = veosbetar
vcosgamac = vcosgamar

(Inicialmente faz-se a geometria
corrigida igual a de referéncia)

Y
Carga Critica

Calculo da carga critica de flambagem dos elementos

!

]
Arquiva Dados

Armazena os parimetros iniciais em um arquivo de extensdo txt
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inc = 1 nincrem
Inicio do processo incremental

¥
Incrementa Carga

Controla os incrementos de carga

Y

Incrementa Deslocamentos

Controla os incrementos de deslocamentos prescritos

Y

iter = 1, maxiter
Inicio do processo iterativo

Y

Matriz_Rigidez

Célculo da matriz de rigidez dos elementos

Y

Matriz_Rigidez Global

Montagem da matriz de rigidez global ¢ vetor de carga global
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Escalonamento

Redugiio de Gauss

|
Subistituicao Regressiva

Substituigio regressiva de Gauss e calculo dos deslocamentos e reagdes de apoio

|
Geometria Estrutura

Calculo da nova geometria na poﬁo corrigida (posigéo deslocada)

|
Esforcos

Calculo dos esforgos axiai nos elementos

|

Verifica Convergencia Esforcos

Calculo da forgas residuais do processo iterativo e verificagdo da convergéncia
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nchek = 999
E
iter >= 100

SIM

Resultados

Armazena os resultados em um arquivo de extensdo txt
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O processo ndo convergiu

CFIM )






