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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver um estudo critico sobre a utilizacao de
condicoes de contorno absorventes (CCA) para problemas de espalhamento de campos
eletromagnéticos em alta-freqiiéncia em dominios bidimensionais fechados. Em particular,
pretende-se investigar a precisao e a facilidade de implementacao de dois conjuntos de
métodos; o primeiro, constituido por condigoes analiticas, entre as quais, Mur, Trefethen
e Higdon, o segundo, formado por condigoes absorventes, com destaque para a técnica de
Berenger, ou técnica da camada perfeitamente casada.

Utilizou-se o método de diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD) como técnica
numérica para resolver o problema de espalhamento de campos eletromagnéticos e imple-
mentacao das condicoes de contorno.

O modelo utilizado para a avaliacao dos resultados foi um dominio bidimensional pre-
enchido com ar com 100 células na direcao x e 50 células na direcao y. A fonte de campo
eletromagnético foi representada por uma fonte puntual do tipo “hard”, localizada no centro
do dominio.

Para a validacao dos resultados do FDTD, utilizou-se a definicao de erro relativo que
compara a solucao numérica com a solucao analitica. Para a andlise da precisao das CCAs,
empregou-se a definicao de erro local, observado em pontos do dominio onde espera-se as
maiores reflexoes, e a definicao de erro global, que representa o erro acumulado no dominio
ao longo do tempo.

Os resultados obtidos indicam que o erro relativo das CCAs analiticas encontram-se na
escala de 1072 e que da CCA absorvente (PML) situa-se na escala de 107, sendo portanto,
100 vezes mais preciso. Os erros locais obtidos para as CCAs analiticas foram da ordem
de 1072 e para a CCA PML da ordem de 107%. Para o erro global, as CCAs analiticas
apresentaram um erro da ordem de 10~* e a CCA absorvente da ordem de 107°.

A CCA absorvente apresentou uma maior precisao nos resultados, porém uma maior
dificuldade de implementacgao. Por outro lado, as CCAs analiticas de Mur, Trefethen e
Higdon, obtiveram resultados menos precisos, porém satisfatérios, contudo apresentaram
uma maior facilidade de implementacao.



Abstract

The main purpose is to develop a critical study on the use of absorbing boundary conditions
(CCA) for high-frequency electromagnetic scattering problems in bidimensional closed do-
mains. In particular, the investigation is focused in the precision of two sets of CCAs. The
first is constituted of analytical conditions, with emphasis in the techniques suggested by
Mur, Trefthen and Higdon; the second is composed of absorbing conditions, with emphasis
in the method proposed by Berenger, the perfect matching layer (PML).

The finite difference time domain (FDTD) method is the numerical technique used to
solve the electromagnetic scattering problem and to implement the boundary conditions.

The model used in the numerical simulations is a bidimensional domain, filled with air,
with 100 cells in the x direction and 50 cells in the y direction. The electromagnetic field
source was represented by a “hard” source, located in the center of the domain.

The numerical results obtained by the FDTD were validated using the definition of
relative error, which compares the numerical result with the analytical solution. The preci-
sion of CCAs was investigated using the definition of local error, calculated in points of the
domain were the highest reflections are expected; and the definition of global error, that
represents the accumulated error in the domain throughout time.

The results indicate that the relative errors of the analytical CCAs are in the order of
10~% whereas in the CCA PML it is in the order of 107°. The CCA PML is, therefore, 100
times more accurate. The local error obtained for the analytical CCAs are in the order of
10~2 whereas the CCA PML is in the order of 1075, For the global error, the analytical
CCAs presented errors in the order of 10~* and the CCA PML in the order of 107°.

The CCA PML presented a higher precision, but also presented a higher difficulty of
implementation. On the other hand, the analytical CCAs of Mur, Trefethen and Higdon
showed less accurate results, when compared to the CCA PML, but an easier implementa-
tion.



“Se consegui enxergar mais longe é porque estava apoiado sobre ombros de gigantes.”
Isaac Newton
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

A grande inovacao tecnoldgica na area da Engenharia, especialmente na Engenharia Elétrica
e de Telecomunicacoes, traz consigo uma necessidade de solucao de problemas de eletromag-
netismo em alta-freqiiéncia, além de levantar questoes relacionadas a precisao e robustez
dos resultados obtidos.

Utilizando as equacoes de Maxwell pode-se unificar campos elétrico e magnético, e o
fenomeno das ondas eletromagnéticas representam uma conseqiiéncia desta unificacao. A
partir de entao, pesquisadores de todo o mundo, especialmente engenheiros e matematicos,
utilizam tais equagoes para solucionar uma série de problemas em diferentes aplicagoes.

As primeiras aplicagoes foram motivadas pelas exigéncias da defesa militar. Durante a
Segunda Guerra Mundial, o estudo do eletromagnetismo era voltado para aplicagoes milita-
res. O desenvolvimento da tecnologia de radar de microondas, durante esta época, motivou
trabalhos essenciais que proporcionaram o aprimoramento tecnolégico dos equipamentos
de ataque e defesa utilizados [Taflove, 2002], [Taflove and Hagness, 2005].

Atualmente, o campo de estudo do eletromagnetismo estd deslocando rapidamente
para aplicagoes comerciais importantes em comunicagao de alta velocidade [Taflove, 2002],
[Taflove and Hagness, 2005].

O modelamento dos sistemas de engenharia eletromagnética foi implementado primei-
ramente utilizando técnicas para solucao das equacoes de Maxwell no estado estacionario
senoidal. Até 1960, as principais aproximagcoes nesta area envolviam solugoes analiticas uti-
lizando séries infinitas e os resultados eram obtidos por meio de calculadoras mecanicas.
Apds 1960, a disponibilidade crescente de computadores eletronicos programaveis permi-
tiu que houvesse um crescente desenvolvimento das técnicas numéricas para a solugao dos
problemas eletromagnéticos [Taflove and Hagness, 2005].

Os problemas de eletromagnetismo envolvem, normalmente, a solucao de ondas que se
propagam em dominios abertos, ou dominios limitados tais como guias de ondas, linhas de
transmissao e cabos coaxiais. Os dominios abertos ou infinitos sao representagoes do espago
livre, ou seja, servem como um modelo simplificado para examinar o comportamento da
onda minimizando complexidades matematicas.

A solucao de problemas de espalhamento de campos em alta-freqiiéncia é tema de
grande interesse cientifico e tecnoldgico devido ao vasto nimero de aplicagoes relevantes nas
diversas areas do conhecimento como arqueologia, biomédica, defesa nacional, engenharias,
fisica, geofisica, meteorologia, navegagao espacial e maritima, radar e telecomunicacoes,
e em particular projeto de antenas, guias de ondas, etc. Ha varias técnicas numéricas
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disponiveis para abordar problemas de espalhamento de campos eletromagnéticos, como o
método de elementos finitos (FEM), o método de elementos de fronteira (BEM), o método
dos momentos (MoM), o método de diferengas finitas no dominio do tempo (FDTD), entre
outros.

O FDTD, e outras técnicas relacionadas, sao procedimentos variantes no tempo que
simulam uma propagacao de uma onda eletromagnética continua em uma regiao espacial
finita utilizando de amostras de dados numéricos analogos a propagacao em um espacgo
computacional. Para simulagoes nas quais a regiao modelada deve estender ao infinito,
condigoes de contorno absorventes (CCA) sdo empregadas para truncar as bordas para que
estas idealmente permitam que as ondas que incidem na superficie “saiam” da regiao, sendo
a reflexdo insignificante, [Taflove and Hagness, 2000].

O FDTD é uma das técnicas computacionais que se destacam atualmente na solucao
de problemas de espalhamento. O FDTD pode ser utilizado para calcular dinamicamente
campos eletromagnéticos, distribuicoes de temperatura ou outros fenomenos descritos por
equagoes diferenciais parciais (EDPs), e possui grande aplicacdo em tais areas, como pode
ser exemplificada por Taflove [Taflove and Brodwin, 1975a], [Taflove and Brodwin, 1975b],
Mur [Mur, 1981] e Moore [Moore et al., 1988].

Para técnicas numéricas diferenciais, como é o caso do FDTD, por questoes de pro-
cessamento computacional, é imprescindivel limitar a regiao de interesse de investigacao
do fenomeno fisico descritos pelas EDPs a um dominio fechado. Dai a necessidade de im-
por CCAs apropriadas nos limites do dominio para evitar reflexdes espirias dos campos
eletromagnéticos.

No FDTD, o calculo dos campos é feito de forma alternada no tempo e no espaco,
isto é, os campos elétrico (E) e magnético (H) sao calculados a partir dos valores destes
campos em células préoximas e em instantes de tempos anteriores. Desta forma, as CCAs
sao essenciais neste método pois nao é possivel saber o valor do campo na célula seguinte
a da fronteira, o que impossibilita o calculo nas células da fronteira, conseqiientemente
impossibilitando o calculo em todo o dominio. Em geral, o comportamento do campo ao
atingir esta fronteira deve ser tal que simule o espago livre, impedindo qualquer reflexao de
volta para dentro do dominio.

As CCAs para as células da borda em uma simulagdo no FDTD sdo necessarias na
ordem de prevenir reflexdes geradas pelas ondas propagantes em uma escala de angulos
de incidéncia tao larga quanto possivel. O desempenho das primeiras CCAs desenvolvidas
piorava se o angulo de incidéncia divergia do angulo de incidéncia normal, porém os avangos
nesta area de estudo proporcionam uma maior precisao nos resultados das CCAs para todos
os angulos, [Kosmas and Rappaport, 2004].

E importante ressaltar, portanto, a necessidade de se ter CCAs apropriadas no FDTD,
isto é, que nao produzam reflexdes espirias na solucao de problemas de espalhamento de
campos eletromagnéticos em alta-freqiiéncia em dominios fechados. Este é o contexto desta
dissertacao.

1.2 Objetivos do Trabalho

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo principal deste trabalho é investigar técnicas de condigao de contorno absor-
vente (CCA) para um programa de cdlculo de campo eletromagnético utilizando o FDTD.
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As técnicas investigadas sao as CCAs analiticas de Mur, Trefethen e Higdon, e a CCA
absorvente PML.

Esta investigacao abordard questoes relacionadas a aplicabilidade do método, a precisao
dos resultados, a facilidade de implementacgao e ao desempenho apresentado, na exposicao
a irradiagao de alta freqiiéncia gerada por uma antena.

1.2.2 Objetivos Especificos

Para satisfazer o objetivo geral deste trabalhos, foram tracados alguns objetivos especificos.
Com o intuito de melhor exemplificar tais objetivos especificos, primeiramente serao apre-
sentados o conceito das equagoes de Maxwell e da equacao de onda plana, para em seguida
definir os objetivos especificos.

Equacgoes de Maxwell

O comportamento dos campos eletromagnéticos em qualquer meio é definido pelas equacoes
de Maxwell apresentadas a seguir.

OH

E = —M-p— 1.1

V x e (1.1)
E

VxH = Ji+Jc+s%t (1.2)

V-D = Gev (13)

V-B = Gmo

nas quais, E denota o campo elétrico, H o campo magnético, B o vetor densidade de
fluxo magnético, D o vetor densidade de fluxo elétrico, J; uma possivel fonte de densidade
de corrente elétrica, J. é a densidade de corrente de conducao, M uma possivel fonte de
densidade de corrente magnética (tedrica), £ a permissividade elétrica do material, u a
permeabilidade magnética do material, ¢,,, a densidade volumétrica de carga magnética
(tedrica) e qe, a densidade volumétrica de carga elétrica.

Completam estas equacoes as equagoes constitutivas, dadas a seguir.

D = ¢E (1.5)
B = uH

Equacao de Onda Plana

Considere a Fig. 1.1 a qual representa esquematicamente um dominio computacional finito,
), o qual utilizaremos para exemplificar o problema de espalhamento de campos eletro-
magnéticos. No interior de €2 , aplica-se um conjunto de Equacoes Diferenciais Parciais
(EDP) descritas por (1.7), as quais representam fisicamente a propagacao de ondas nas
direcoes x, y e z.

2 2 2 2
CQ<(9U 0*u 8u> _ Pu (.7)

ox? * 0y? * 0722 o

onde u é um componente escalar de campo e ¢ é a velocidade da luz.
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Diferenciais
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FDTD
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Figura 1.1: Dominio computacional finito

Este trabalho utilizard o método de Diferengas Finitas no Dominio do Tempo (FDTD)
para resolver a equagao descrita por (1.7).

O dominio €2 apresenta dimensoes muito extensas ou praticamente infinitas, portanto, é
necessario impor nas bordas de €2 Condigoes de Contorno Absorventes ou Analiticas (CCA)
que evitem reflexdes espurias, permitindo que a solu¢ao do FDTD permanega valida por
todos 0s passos no tempo e no espaco.

Apos esta apresentacao preliminar das equacoes de Maxwell e da equacao de onda plana,
define-se os objetivos especificos que sao:

1. Implementar um programa computacional em duas dimensoes, utilizando o FDTD
para calcular os campos eletromagnéticos a partir das equagoes de Maxwell (1.1),
(1.2), (1.3) e (1.4).

2. Modelar e implementar a fonte dos campos eletromagnéticos, ou seja, uma antena
simples que opere em alta-freqiiéncia, neste trabalho a freqiiéncia utilizada foi f =
1.8GHz.

3. Implementar no programa computacional, mencionado no item 1, as CCAs
propostas por Mur [Mur, 1981], Trefethen [Trefethen and Halpern, 1986], Higdon
[Higdon, 1986], ¢ Berenger [Berenger, 1994].

4. Testar, validar e apresentar um estudo critico das CCAs mencionadas no item 3
em relagao a aplicabilidade do método, a precisao dos resultados, a facilidade de
implementacao e ao desempenho.

1.3 Limitacoes do Trabalho

O presente trabalho pretende investigar as condicoes de contornos absorventes que sao
impostas em programas de calculos de campos eletromagnéticos que propagam em dominios
abertos gerados por uma antena em alta-freqiiéncia em 2D.

Sendo o dominio em 2D, este trabalho limita-se a modelos computacionais nos quais o
problema apresenta simetria infinita no eixo z.

As CCAs abordadas neste trabalho sao utilizadas no FDTD, desta forma, o desenvol-
vimento tedrico e matematico de outros métodos numéricos nao sao apresentados.

Nao é objetivo deste trabalho desenvolver modelos detalhados da antena e dos materiais
do meio de propagacao. Assim, a antena é representada como uma fonte puntual de onda
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plana. O modelo do dominio computacional deste trabalho é sempre composto por ar, logo,
o meio de propagacgao serd representado pelas caracteristicas do espaco livre.

1.4 Estruturacao do Trabalho

Este trabalho é composto de cinco capitulos dispostos de maneira a facilitar a apresentacao
dos métodos a serem investigados, a definicao do problema e a avaliacao dos resultados.

O Capitulo 2 abordara os problemas de contorno em eletromagnetismo, através da
apresentacao da formulacao matematica do FDTD. Em seguida é apresentada a revisao
bibliografica, detalhando o estado da arte neste campo de pesquisa.

O Capitulo 3 detalha o desenvolvimento matematico das CCAs utilizadas neste traba-
lho. Tais CCAs compreendem duas técnicas distintas, as analiticas e as absorventes. As
CCAs analiticas estudadas neste trabalhos sao as CCAs de Mur, Trefethen e Higdon. A
CCA absorvente utilizada é a CCA PML.

O Capitulo 4 consiste dos resultados obtidos. O problema investigado é composto por
um dominio em duas dimensées (2D) composto de 100 células na diregao x e 50 células na
direcao y. O ponto de excitagao é uma fonte do tipo Hard localizada no centro do dominio
de teste. As avaliacOes dos programas foram realizadas de duas maneiras distintas, primei-
ramente foram obtidos os erros global e local no dominio computacional, e posteriormente
foi obtida a comparacao da solucao do FDTD com a solugao analitica de um problema cuja
solucao é conhecida.

Finalmente, o Capitulo 5 apresenta as conclusoes finais do trabalho e sugere conti-
nuacoes para o trabalho desenvolvido.



Capitulo 2

Problemas de Contorno em
Eletromagnetismo

2.1 Introducao

Este capitulo dedica-se a definicao de problemas de contorno em eletromagnetismo, com
destaque para a necessidade de se impor condigoes de contorno apropriadas nas bordas do
dominio e ao estudo do método de diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD).

A apresentacao do FDTD ¢é feita utilizando o algoritmo de Yee para as equacoes de
Maxwell. Em seguida, é apresentado a simplificacao das equacoes para um dominio em
duas dimensoes para os modos T'E, e T'M,. Posteriormente, sao discutidos os critérios de
dispersao e estabilidade numéricas do FDTD.

Apresenta-se, também, neste capitulo uma breve revisao da literatura sobre as principais
técnicas de condigoes de contorno utilizadas em problemas de espalhamento de campos
eletromagnéticos em alta-freqiiéncia em dominios fechados.

2.2 Definicao do Problema

Problemas em eletromagnetismo, cujo dominio possui dimensoes infinitas, precisam ser re-
presentados por um dominio computacional finito {2, como mostra a Fig. 2.1. Esta limitacao
do dominio se deve ao fato de ser impossivel representar dominios infinitos em simulacoes
computacionais.

Como resultado desta limitacao ha a necessidade de se ter condigoes de contorno nas
bordas do dominio para a correta resolucao do problema, ou seja, deve-se simular corre-
tamente um dominio computacional de extensao infinita. No interior de €2, é aplicado um
esquema numérico que simula a propagacao de ondas em todas as diregoes.

As equagoes de propagacao de ondas que regem este problema sao descritas por um
conjunto de equagdes diferenciais parciais (EDP), descritas por (2.1). Esta é a equacao de
onda escalar em trés dimensoes na qual u = u(z,y, 2, t).

Pu 2 Pu
a2~ oz T a2 T a2

(2.1)

H&a véarias técnicas numéricas disponiveis para abordar problemas de campos eletro-
magnéticos, por exemplo o método de elementos finitos (FEM), o método de elementos
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Y

Figura 2.1: Dominio Computacional [Taflove and Hagness, 2000]

de fronteira (BEM), o método dos momentos (MoM), o método de diferengas finitas no
dominio do tempo (FDTD) [Taflove and Hagness, 2000], entre outros.

O FEM ¢ um método matematico, que utiliza uma aproximagao discreta para um
problema continuo - o meio continuo é discretizado (subdividido) em elementos que mantém
as propriedades de quem os originou. Esses elementos sao descritos por equacoes diferenciais
e resolvidos por modelos mateméaticos. O FEM consiste em uma aproximacao da solucao
no interior de elementos finitos. Cada elemento possui um pequeno sistema de equacoes
que é um a um inserido num sistema global de equacoes. Apds a insercao de todas as
contribuigoes de cada elemento e da substituicao das condi¢oes de contorno do problema, o
sistema, global é resolvido por uma técnica adequada. A solucao do sistema global permite a
determinacao dos valores das incdgnitas, os quais podem agora ser utilizados na visualizacao
dos resultados [Balanis, 1982],[Compart, 2005].

O MoM ¢ uma método numérico integral que consiste na transformagao de uma equagao
integral em um conjunto de equagoes algébricas. Este método baseia-se no fato de que uma
resposta desconhecida para uma funcao F pode ser expandida como uma combinagao linear
de N termos desta funcao F. Enquanto o problema inverso é freqiientemente intratavel, a
linearidade do operador F torna a solugao numérica possivel, ou seja, matematicamente,
este método consiste em reduzir uma equacao funcional em uma equagao matricial por
meio de equagoes nao-homogéneas [Balanis, 1982],[Balanis, 1989).

O FDTD vem se destacando na solugao de problemas térmicos e eletrodinamicos. No
eletromagnetismo, o método consiste em resolver, diretamente, de forma discretizada, as
equacoes de Maxwell. Assim, o desenvolvimento do FDTD apresenta-se como uma al-
ternativa as extensas deducoes necessarias para a solucao de problemas eletromagnéticos
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envolvendo estruturas complexas.

O FDTD destaca-se entre as demais técnicas por possibilitar a solugao de EDPs - deri-
vadas das equacoes de Maxwell - de forma dinamica sem a necessidade de manipulagao de
matrizes, utilizando diferencas finitas para discretizar estas EDPs, resolvendo-as espacial-
mente no dominio do tempo. Para campos eletromagnéticos especificamente, este método
consiste em calcular as componentes de campo elétrico (E) e magnético (H) separadamente
no tempo e no espago [Taflove and Hagness, 2005].

Neste processo, a condi¢ao de contorno deve suprimir reflexoes espiirias que partem da
onda numérica para um nivel aceitavel, permitindo que a solu¢ao do FDTD permaneca
valida por todos os passos no tempo, especialmente apds a onda refletida retornar para a
vizinhanga da estrutura modulada. Dependendo da formulagao utilizada, estas condigoes
de fronteira sdo chamadas de condigbes de fronteira de radiacao (RBCs) ou condigoes de
contorno absorventes (CCAs).

2.3 O Meétodo de Diferencas Finitas no Dominio do
Tempo (FDTD)

O FDTD constitui um método numérico para calculo de campos eletromagnéticos utilizando
equagoes discretizadas no tempo e no espaco. A base de cédlculo sao as equacoes de Maxwell
[Taflove and Hagness, 2005].

2.3.1 Algoritmo de Yee

O desenvolvimento da analise de campos eletromagnéticos utilizando o FDTD foi impulsi-
onado pelo surgimento do algoritmo de Yee por meio da apresentagao do trabalho pioneiro
de Kane S. Yee em 1966 [Yee, 1966]. A novidade apresentada por Yee foi escolher uma
relagdo geométrica para a amostragem das componentes vetoriais dos campos elétrico (E)
e magnético (H) que representassem com consisténcia as equagoes de Maxwell, como mos-
tra a Fig. 2.2. Nesta figura é possivel observar a representacao grafica do rotacional dos
campos E e H na célula classica de Yee.
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Figura 2.2: Representacao grafica do Algoritmo de Yee para 3D

O algoritmo de Yee resolve os campos E e H no tempo e no espago utilizando as equacoes
rotacionais de Maxwell acopladas, obtendo um desempenho melhor que para os campos E e
H sozinhos, utilizando a equacao de onda. Desta forma, o resultado é mais robusto, ou seja,
mais preciso, e as propriedades elétricas e magnéticas dos materiais podem ser modeladas
de forma direta.

Como ilustrado na Fig. 2.2, o algoritmo de Yee aloca os campos E e H em trés dimensoes
(3D) de maneira que toda componente E esteja “circulada” por quatro componentes H, e
toda componente H esteja “circulada” por quatro componentes E, satisfazendo, portanto,
as equacoes rotacionais de Maxwell.

Baseado nesta caracteristica de andlise dos campos, o FDTD foi desenvolvido como
um método computacional para solucao de problemas de contorno em eletromagnetismo, o
qual consiste em calcular as componentes de E e H alternadamente no tempo e no espago.
Ou seja, a cada instante de tempo uma representacao do dominio na forma do cubo de
Yee é calculada utilizando a mesma representacao calculada no instante anterior, como
exemplificado nas Figs. 2.3 e 2.4.

Devido a sua alta aplicabilidade, o FDTD pode ser utilizado em diferentes areas, como
solucdo de problemas de espalhamento [Taflove and Brodwin, 1975b], [de Lima, 2006],
célculo de eficiéncia de antenas, [Adachi, 1995], e cdlculo de campo eletromagnético,
SAR e aumento de temperatura na cabeca humana [Dimbylow and Mann, 1994],
[Furse et al., 1996], [Gandhi et al., 2001], [Rodrigues, 2003], [Watanabe et al., 1996], entre
outros.

Em 2000, Taflove publica “Computational Electrodynamics - The Finite-Difference
Time-Domain Method” [Taflove and Hagness, 2000], que se torna a referéncia para uti-
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X

Figura 2.3: Representacao grafica do Algoritmo de Yee para 2D

lizacao do FDTD. Além de extensa revisao sobre o assunto, o método é apresentado de
forma completa e didatica.

Indiferente a complexidade do problema composto, a limitacao da capacidade de resol-
ver problemas eletromagnéticos do FDTD depende apenas da capacidade computacional
disponivel. Esta é uma das caracteristicas mais interessantes do FDTD. Varios trabalhos
fazem uma avaliacao das vantagens do FDTD em relagao a outros métodos. Também sao
feitas comparagoes com modelos fisicos e medicoes. Os autores concluem que o FDTD é
um método indicado para problemas de alta-freqiiéncia em dominios fechados complexos
devido as seguintes vantagens:

e No FDTD nao é necesséario resolver um sistema de equacoes lineares. Apesar dos
avangos consideraveis alcancados nos ultimos anos na solugao de sistemas de equagoes
de grandes dimensoes, o FD'TD mostra-se mais simples de ser implementado do que
técnicas numéricas que envolvem a solucao de sistemas de equagoes lineares.

e A modelagem de estruturas complexas é razoavelmente simples no FDTD, bastando
identificar o material contido em cada cubo do dominio.

e E possivel implementar novas estruturas sem a necessidade de re-escrever equagoes
ou refazer malhas. Para incluir uma nova estrutura, basta determinar quais cubos
terao os novos materiais no modelo.
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Figura 2.4: Representacao grafica do Algoritmo de Yee para 1D

2.3.2 Desenvolvimento Matematico do FDTD

O FDTD foi desenvolvido a partir das equagoes de Maxwell descritas pelas equagoes (2.2)
a (2.5)apresentadas abaixo na forma diferencial [Balanis, 1989]:

VxH = Ji+JC+5%]? (2.2)
0B oH

E = M-~ =-M-p— 2.

VX ot T 3)

VB = ¢m (2.4)

V-D = Gev (25)

onde E é definido como intensidade de campo elétrico (V/m); H intensidade de campo
magnético (A/m); B o vetor densidade de fluxo magnético (Wb/m?); D o vetor densidade
de fluxo elétrico (C'/m?); J; uma possivel fonte de densidade de corrente elétrica; J. den-
sidade de corrente de condugao (A/m?); M uma possivel fonte de densidade de corrente
magnética (teérica) (V/m?); e é a permissividade elétrica do meio (F/m); pu é a permeabi-
lidade magnética do meio (H/m); ¢, a densidade volumétrica de carga magnética tedrica
€ (ep a densidade volumétrica de carga elétrica.

A Fig. 2.2 apresenta uma representacao grafica do rotacional dos campos E e H na célula
classica de Yee. B possivel observar claramente que esta é uma interpretacao geométrica
das equacgoes Eq. (2.2) e Eq. (2.3), uma vez que a circulagdo dos componentes de campo
elétrico geram a componente de campo magnético, e vice-versa.

No presente trabalho, nao consideraremos correntes ou cargas magnéticas, portanto, M
€ ¢mp S0 iguais a zero. Assim, reescrevemos (2.2) a (2.5) como:

oD

H = Ji+J.+— 2.
V x ++8t (2.6)
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0B
V:-D = Gev (29)

Considerando que os materiais sao lineares, isotrépicos e nao dispersivos, obtém-se:

D = ¢E (2.10)
B = uH (2.11)
J = oE+J; (2.12)

na qual € é a permissividade elétrica do meio (F/m), p é a permeabilidade magnética do
meio (H/m) e o é a condutividade elétrica do meio (S/m).

Embora o FDTD néo inclua as equagoes (2.8) e (2.9) diretamente em sua formulagao,
é possivel mostrar que estas estao incluidas em (2.6) e (2.7) quando ¢, = 0 (dominio
sem acimulo de carga) [Taflove and Hagness, 2000]. Se g, for diferente de zero, sdo ne-
cessarias modificacoes na formulacao, porém estas modificacoes nao se fazem necessarias
neste trabalho. As fontes sao incluidas por meio do termo J;.

Para o desenvolvimento das equagoes do FDTD, utiliza-se a seguinte notacao:

(,j,k) = (iAz,jAy, kA) (2.13)
u (1A, jAy, kAz,nAt) = i, (2.14)

Utilizando-se diferencas finitas centrais em (2.14), obtém-se:

oul . Ul g U
ok = Il 20 O)(Aa)’] (2.15)
upy  ulii—ulE :

na qual At é o passo no tempo, e Az, Ay e Az sao os passos no espaco nas diregoes x, y e
z, respectivamente, O[(Az)?] e O[(At)?] séo termos de ordem superior.

A partir de (2.6) e (2.7), e utilizando-se as definigoes de rotacional em coordenadas
cartesianas, temos:

8;z _ ; (%i’y _ 9@%) (2.17)
a;?, _ /i <aaiz B 85) (2.18)
8£Z _ /i (8;; - 8@%) (2.19)
aaEtx B i <8£z_%f§,_aEx_Ji> (2.20)
aaEtZ _ i (81? - a;; _UEZ_JZ.> (2.22)
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Substituindo (2.10) a (2.12) em (2.6) e (2.7), obtém-se:

OoH 1

—_— = —— E 2.23
T MV X (2.23)
oE 1 1

As equagdes (2.17) e (2.20) podem ser reescritas em um ponto (7, j, k) nas coordenadas
cartesianas como:

OH, 1 (0E, OE,
— . _ 2.2
ot i gk ( dy ox ) (2.25)
OF 1 0H, OH
: t g B — J; 2.2
ot Eiin <6$ oy Tk JZ) (2.26)

Por similaridade, pode-se obter a representacao de H,, H,, F, e E,.

Utilizando (2.13) a (2.16), pode-se reescrever as equagoes (2.25) e (2.26) em termos de
diferencas finitas. Para exemplificar, detalharemos a componente E,, deduzida a partir de
(2.22).

OF, 1 (0H, OH,
= : - — ok, — Ji. 2.27
ot Eijk ( Oz oy ik ) (2:27)
Ezli;:]g - Ez‘ihj’]j B 1 Hy‘i-l-%,j k - H |z—f Hx|i,j+% k H ’ ,]—7
At N 5i,j,k Azx Ay

Para eliminar o termo E.[7;; da equagdo, utiliza-se a aproximacao semi-implicita dada
por:

BN+ B 7
E.|" “lisi ; s (2.29)
Assim, é possivel reescrever (2.28) como:
E, |Uk E, \”% o A e el — Hl
At Eijik Ax Ay
ElGi + ELGE
—0ijk : 5 = Jizli jk (2.30)

Organizando os termos em funcao da componente desejada, F, |Z ks aequagao (2.31)
mostra a forma final da componente. As outras componentes sao andlogas e podem ser
facilmente deduzidas utilizando-se a mesma metodologia.

A Eq. (2.32) mostra a forma final da componente H, para o FDTD.

) 1 o Ui’j’kﬂt )
ntz; _ 2205,k n—3
Eli;p = | 4 7ol E.lije +

2¢i,5.k
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Hy|" —H,
y‘i+%,j,k y‘i—%,j,k_i_
Az
At
Cigik Ho|" —H, "
()| en o)
t o Ay
. |n
_JZZ i7j7k
_ oij kAt
ntl [ L 2%k n
Hz|i,j,k - 1+ 015 kA Hz .9,k +
2¢i,5,k
E|n+% _ |" 3
Viipdge Yi-Lik
27 ’ 2 3 —+—
Az
At
€i,j,k 1
= |- B2 B (2.32)
1 + LR o z,]Jrj,k Z“]ink—'—
2¢4,5,k Ay
n
Ji. i,5.k

Assumindo um meio sem fontes (J; = 0), as eqs.(2.33) e (2.34) representam a forma
final das componentes F, e H, para o FDTD, respectivamente.

) . O’i’j’kAt )
’ﬁfa _ 205k ’ﬁfa 4
zli,gk T 1 0,5 kAt zli,5,k
22,5,k
Hy|" —H,|"
A y‘¢+%,j,k y‘if%,j,k+
P Az
2,75
1 + UiajakAt ’ H |n _H ‘n (233)
2€i 5.k Mgk Tii-dk
Ay
Ui,j,kAt
ntl 2¢4,5.k n
el = 1 4 Tuusd He i jn +
2205,k
el ol
y| 12 .kay|. 12 ke
At 1"!’5,], =550 +
Tiin Az
2,75
71 Rl . (2.34)
25k E "2 gy
e Uitk Q=% .k
Ay

As equagoes (2.31) e (2.32) ilustram as potencialidades do FDTD para a solucao das
equagoes de Maxwell, i.e. (i) trata diretamente com as componentes de campo sem a neces-
sidade de varidveis auxiliares, (ii) possibilita a solu¢ao com discretizagao espacial e temporal
e (iii) ndo necessita da inversao de sistemas matriciais.

2.3.3 Reducao do FDTD em 2D para os modos T'E, e T'M,

As equagoes de diferencas finitas em 3D podem ser reduzidas aos algoritimos apropriados
em duas dimensoes (2D) dos casos TE, e TM,.
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Assume-se que a estrutura modelada estende para o infinito na direcao z. Se a onda
incidente também € uniforme na direcao z, entao a derivada parcial dos campos com respeito
a z serao iguais a 0. Desta forma, as equagoes (2.17) a (2.22) reduzem para:

agw _ _i.aaiz (2.35)
- ; o (2.36)
agz ~ ; (a;;x ) (2.37)
aafzf = <aa]jj—aE J) (2.38)
‘1}% - i < aHZ—aE J) (2.39)
o i.(a;iy_a;;x Z_J,-Z> (2.40)

Para reduzir corretamente as equacoes do FDTD em 3D para 2D nos modos T'E, ou
T M, as seguintes condigoes devem ser atendidas:

1. O conjunto das componentes (H,, E,, E,) localizadas em cada corte do plano z sao
designadas como pertencentes ao modo T'E,, conforme a Fig. 2.5.

2. O conjunto das componentes (E,, H,, H,) localizadas em cada corte do plano z sdo
designadas como pertencentes ao modo T'M,, conforme a Fig. 2.6.

3. Os modos T'E, e T'M, sao completamente desacoplados um do outro.

E
>

X

Y
L "
X

Figura 2.5: Representacao do modo TFE,
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Modo TFE,

L =

X

Figura 2.6: Representacao do modo T'M,

O modo T'E, é composto por linhas do campo E em um plano infinitamente perpendicular

ao eixo z do dominio. Considerando o grupo de equagoes (2.35) a

(2.40), pode-se designar

que o modo transverso elétrico na direcao z TE, em 2D ¢ descrito pelas equagoes:

Ao aplicar o esquema de diferengas finitas nas equagoes (2.41), (2.42) e

E ‘n+1

E ‘n+1

n+1
zli,g

OE, 1 (0H,

pum— —_ J— E P
ot € ( oy ot
or, 1 OH,
o g‘<— o T
OH, 1 (0E, O0E,
o dy ox

(2.41)
(2.42)

(2.43)

(2.43) tem-se:

1 1
1 - Ui’jAt) At z n+1§ - z’n+15
2e,5 E |n gi,j i+5.7 i—35.J
SRR oM | : . (2.44)
O'iyjAt Tl O'iyjAt A
1 + 282‘7]' 1 + 28i,j y
1 1
] ciaht At "Ta_H|T2
%, ci ity “lig—s (2.45)
i At J”At : A :
1+ 5 X
&‘z] 251'7]‘
1 — UQZ;At
(¥
1 04, At HZ
+ 2¢e4,5
nty g th
EZ/‘H_ - Ey‘i_l ; zl; j4 L T 96‘1 i1
EZ] 27] 27] _ ) 2 5J 2 (2 46)

Ay
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O conjunto das equagoes (2.44), (2.45) e (2.46) representam as equagoes de diferengas

finitas para o modo TE.,.

Modo T'M,

Diferentemente do modo T'E., o modo T'M, é composto por linhas do campo E em um
plano infinitamente paralelo ao eixo z do dominio. Considerando o grupo de equagoes (2.35)
a (2.40), pode-se designar que o modo transverso magnético na dire¢ao z TM, em 2D é

descrito pelas equacgoes:

OH,
ot
oH,
ot
OE.
ot

1 OF,

po Oy
OE,

1
ﬁ.ﬁx
1
€

ox

(o

0H,,
dy

- O'EZ - Jzz>

(2.47)
(2.48)

(2.49)

Ao aplicar o esquema de diferencas finitas nas equagoes (2.47), (2.48) e (2.49) tem-se:

OiyjAt
2¢4,5

o4 ;AL

1 _
H,|"t =
2,7 (1 +

267;7]'

O'iyjAt
1 2e; j
H,|rt ,
Yl
2ei,

Ui’jAt
n+1 2g,5
E.l3;

2ei,

At
€i,j

1+

2e,

O'iyjAt

o'i,jAt

O'iﬁjAt

n—i—% n—&-%
A.t, EZ|,L i EZ|1 i1
H |'n,+ E’L,] A ) 2 sJ 2
Tli,j Oik t . A
14 %= y
1 1
n+s n+s
o Bl — Bl 2
H |TL + €i,j ) 2 sJ 2
Yla,y g jAt : A
- X
1+ 2ei,
n
E.|%; +
n+% n+% n+% n+%
Hy'z‘%,j Hy'z’fé,j _ HI'%’J% Hw|i:j*§
Ax Ay

(2.50)

(2.51)

(2.52)

As equacoes de diferencas finitas para o modo T'M, sao representadas pelas equacoes

(2.50), (2.51) e (2.52).

Neste trabalho, serao usadas as equagoes do modo TE..

2.3.4 Critérios de Dispersao e Estabilidade Numéricas

A seguir serao apresentados os conceitos de dispersao numérica e estabilidade numérica.
Também sao apresentadas as consideracoes especificas para o caso estudado.

Dispersao Numérica

Dispersao numérica é definida como a variacao do comprimento de onda A com a freqiiéncia
f. Por conveniéncia, a dispersao numérica é em geral representada como a variacao no
ntimero de onda k = 27/\ em relagao a freqiiéncia angular w = 27 f.
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As equagoes de Maxwell (2.6) e (2.7) em coordenadas cartesianas para o modo bi-
dimensional TE,, adimitindo um meio sem fontes, sao dadas por:

OE, 1 (0H,

g a( ay) (2.53)
0B, 1 [ OH,

E 5'<‘ ax) (2:54)
oH, 1 (0E, OE,

o u <6y B 8x> (2:55)

Para simplificar este problema, assume-se que o modelamento espacial do FDTD é
preenchido por materiais homogéneos sem variacao de p ou € com a posicao do grid. Entao,
as expressoes de diferencas finitas para as equagoes (2.53), (2.54) e (2.55) sdo:

Ey i —Eelijie 1 H [ (2.56)
At €ij+1/2 Ay
n+1/2 n—1/2 n n
By lij2y =By i, 1 H Py —H: I (2.57)
AN €it1/2,j Az
n+1/2 n+1/2
Byliiijo=BuliZ1)s;
H n+1 —H |n 1 Az +
z lij # iy (2 58)
At - n+1/2 n+1/2 ‘
Hi.; _Eﬁfli,j+1/2_E9”|i,j—1/2
Ay

O procedimento bésico para a andlise de dispersao numérica envolve a substituigao
da onda plana e monocromética, na solugao do sistema de diferengas finitas de (2.56),
(2.57) e (2.58). Fazendo-se uma manipulagao algébrica, a equagao é obtida em relagao ao
numero de onda, da freqiiéncia da onda, do passo no tempo e do incremento espacial no
grid. Esta equacao, a relagao de dispersao numérica, pode ser resolvida por uma variedade
de discretizacoes do grid, nimero de onda e freqiiéncia da onda para ilustrar o resultado
associado ao modelamento nao fisico com dispersao numérica.

Inicializando este procedimento, assume-se a seguinte onda plana, monocromatica, para
solugao do modo T'M,:

Hz |7]17J _ Hzoej(wnAt—EchAx—EyJAy ) (259)
va |§L7J — Exoej(wnAth{IIAxfﬂl\{/yJAy ) (260)
Ey V[LJ _ Eyoej(wnAt—anA$—nyJAy ) (261)

na qual, K, e K, sao os componentes x e y do numero de onda e w ¢ a freqiiéncia angular.
Substituindo as equagoes (2.59), (2.60) e (2.61) nas equagoes (2.56), (2.57) e (2.58), obtém-
se:

Exoej(wnAt—EzIAx—EyJAy ) ej(“’TAt) . e_j(ngt):| [
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) [ej(EyAy ) - 1} (2.62)

pAY

j(wnAt—ka IAT—Fy JA i(wAt _ (@At
Eyoej(wn t—rReIAz—FyJ y)'{ey( < )_ej( s )]At _

L'Hzoej(wnAt—Exle—EyJAy ) {ej(ErAx ) _ 1} (2.63)
A
wAt
H ej(u.mAt kel Az— Iiy.]Ay ) u _
v At
] ((wAt
1 B pi(wnat-roIAz—r, Ay ) ”“Ay (*”"”fy) (424 B
o Al
/-zzAa: . ’@ b j(""At)
iEyoe (wndt=RelAv—Ry I Ay ) le ) ()] e Az (2.64)

Apés fazer as devidas manipulagoes algébricas em (2.62), (2.63) e (2.64), chega-se nas
seguintes relacoes:

_ AtH, sin (R,Ay/2)
Bao = pAy - sin (WAL/2) (2.65)

AtH,, sin (k,Ay/2)

Ew == pAz - sin (wAt/2) (2.66)
(WAt At By, . (R Ay E, . (%IA$)
H,, sin ( 5 ) = [Ay sin < 5 ) el (2.67)

Substituindo E,, de (2.65) e E,, de(2.66) em (2.67), obtém-se:

At At
H.,, sin (“’ ) - =
€
AtH, sin(EyAy/Z) ~ _AtHZO sin(ngy/Z) _
pAy - sin(wAt/2) sin (ﬁyAy) . pAz - sin(wAt/2) sin <f€xAx>
Ay 2 Ax 2
(2.68)

2
H., sin (wAt) At*H,,
2 Ep
1 sin(k,Ay/2) Sin<EyAy> 1 sin(R,Ay/2) Sjﬂ(%Aw)
Ay?’ sin (wAt/2) 2 Az? sin (wWAt/2) 2

H,, sin® (WAt> _ At*H., [1 sin’ (RyAy) + ! sin’ (gwa)]
20 9 . .
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gl . wAt) 1 9 (@Ay) 1 ) 2(@Am)
—— H — ] = |—. . —
ARH, sin ( 5 lAyQ sin 5 + N sin 5
(2.71)
Simplificando o H,, e fazendo a velocidade da luz ¢ = 1/ \/,u_e, tem-se:
1 WA\ 12 1 FoAz\12 1 YNk
—sin [ — = |—sin| —— —— si 2.72
{cAt sm( 2 )] [Ax sm( 2 )] + [Ay Sm( 2 > (2.72)

Por defini¢ao sin(a) ~ «, se & — 0. Assumindo Az = Ay e com valores bem pequenos,
tem-se:

At\? FoA\2 (RyAy\®
() = () (3 -
2cAt 2Ax 2Ay
Simplificando todos os termos repetidos e extraindo a raiz quadrada dos dois lados,
encontra-se:

2
(":) - B4R (2.74)

Apoés a deducgao da dispersao numérica, definem-se trés casos com os seguintes resulta-
dos:

e Malha com alto refinamento (Axz — 0, At — 0) : a medida que o passo no tempo e
a discretizacao da malha tendem para zero, a solucao tende para a solugao exata.

e Passo de tempo magico (cAzx = At): novamente, a solu¢do numérica é exata.

e Solucao geral: a medida que escolhe-se relagoes diferentes de Axz/At, obtém-se di-
ferentes erros na velocidade de propagagao da onda (dispersao). Para Az = X\y/10,
onde Ay é o comprimento de onda no vécuo, este erro na velocidade de propagacgao
é de 1,27%, com um erro de fase de 45,72°. Para Az = \g/20, o erro na velocidade
de propagacao é reduzido para -0,31%, com conseqiiente erro de fase de 11,20°. Ou
seja, para uma reducao pela metade no Ax, o erro é reduzido em aproximadamente
4 vezes. Estas solugoes demonstram a necessidade de malhas refinadas para reduzir
o erro de dispersao numérica.

Estabilidade Numérica

A questao da estabilidade numérica é de grande importancia. Garantir a estabilidade
numérica evita que os resultados calculados crescam de forma descontrolada a medida que
os calculos sao feitos. Esta possibilidade esta presente nos métodos de solucao de equagoes
utilizando diferengas finitas explicitas, como o FDTD [Taflove and Hagness, 2000]. Para
evitar esta instabilidade, o passo no tempo At deve ser mantido dentro de um certo limite,
definido pela escolha dos incrementos espaciais (Ax, Ay e Az).
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Considere uma onda senoidal viajante em uma malha bidimensional do FDTD e
amostrada discretamente em (xy,yy,t,), € considerando também a possibilidade de uma
freqiiéncia angular complexa, @ = Wye + JWim.-

O vetor de campo desta onda pode ser escrito como:

Vv |7}L’J _ %ej[(Zre+j§¢m)nAthzIAx;f;yJAy] (275)

VvV |7117J — %efsimnAtej(GrenAt—Eg;IA:v—EyJAy) (276)

Nota-se que (2.75) admite trés possibilidades, uma amplitude da onda constante com

0 tempo w;,, = 0, uma amplitude decrescendo exponencialmente com o tempo @;,, > 0 ou
uma amplitude aumentando exponencialmente com o tempo w;,, < 0.

A partir deste conceito, analisa-se a rela¢ao de dispersao numérica, equacao (2.77), para
um valor de freqiiéncia angular complexa:

1 in(RmAx)]2+ 1 in(RyAy>2
Az 2 cAyS 2

(2.77)
Isolando a freqiiencia angular @, encontra-se:
5 = s (O (2.78)
W = Rsin :
na qual
1 VAN 1 Ry A
£ = cAt 5 sin? (/% x) 5 sin? <’€y y)
(Ax) 2 (Ay) 2
(2.79)
Pode-se observar, a partir de (2.79), que:
1 —_—
0<§<cAt (Az)? + (Ay)? = imite superior (2.80)

para todo valor real possivel de &k, que significa uma onda com atenuacao exponencial igual

7 . s . 2 .
a zero por célula do grid, §ippite superior ¢ obtido quando cada termo de sin“ dentro da raiz
quadrada de (2.79) simultaneamente resulta o valor 1. Isto ocorre para a onda numérica
propagada com os seguintes nimeros de onda:

s
Ky = £— 2.81
" Az (281)
- s

Dependendo do valor de At escolhido, &imitesuperior POde exceder 1, resultando em um
valor complexo de sin™*(£) em (2.78), e por esta razao os valores complexos de & elevam
as instabilidade numérica. Dessa forma, faz-se necessario o estudo da regiao instavel.
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Regidao Instdvel: 1 < § < &ippite superior
Esta regiao existe apenas se:

1 1
ST . = cAt +
limite superior (Ax)2 (Ay)

S >1 (2.83)

A regiao instavel é definida de uma maneira equivalente por:

1
At > - T n i = AtlS3D (284)
(Ax)® T (Ay)®

Para provar a alegacao de instabilidade para a regiao & > 1, aplica-se ao valor complexo
de sin~*(€) a seguinte funcio:

sin () = —jin <j§ iz g?) (2.85)

Substituindo (2.85) em (2.78) e resolvendo para @, obtém-se:

G o= Xt In <;5+\/1—§2> (2.86)

Fatorando j = e*7% no argumento do logaritmo natural, resulta em:

o = Ajt ln{(ﬁ—l—\/@i—l) etz
5= 2 [ln (g +ofe2 — 1) +jﬂ (2.88)
5 o= Alt - ftln (5 +Je2 — 1) (2.89)

Finalmente, a parte real e a parte imaginaria podem ser separadas.

(2.87)

- T

Wre = Kt (290)
2

). - 2

i Cin <§+ e 1) (2.91)

Agora, substituindo (2.90) e (2.91) em (2.75), obtém-se:

\V |?’J _ ‘/0 inn(f-i‘\/ £2— 1) [( ) (nAt) KIIAszyJAy] (292)

®k2n ﬂ
VI = V(o) ll@Enso s R 2.9

na qual * % 2n denota o fator de poténcia de 2. A partir de (2.93) é definido o fator de
crescimento de onda que amplifica a onda numérica a cada passo no tempo como:
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¢ = <5+@)2 (2.94)

Em [Taflove and Hagness, 2000] é detalhado como a escolha do incremento espacial Az
e de tempo At podem afetar a velocidade de propagacao na aproximacao unidimensional
da equacao da onda e, portanto, do erro numérico.

E definido que At deve ser limitado de forma a evitar que os resultados aumentem
sem limites a medida que o tempo progride. Apds avaliar as caracteristicas do problema
de média no tempo, do problema da média no espaco e de como forcar a estabilidade, por
meio da solugao dos problemas de auto-valor no tempo e no espaco, é possivel mostrar que
a condicao indispensavel e suficiente para a estabilidade é a adogao do chamado passo de
tempo mdgico, onde a escolha dos incrementos espaciais Ax e Ay resultam na definicao
do valor maximo do passo no tempo At. Por ser uma deducao extensa e estar detalhada
na referéncia [Taflove and Hagness, 2000], esta nao serd repetida aqui. O resultado obtido
para o At maximo encontra-se em (2.95):

At < ! (2.95)
c 1 + 1
(Az)? T (Ay)?

onde ¢ é a velocidade de propagacao da onda no meio em questao.

Observa-se que adotando-se a velocidade da luz no vacuo como sendo o valor de ¢, esta-
remos adotando o pior caso. Nos possiveis materiais que compoem o modelo, a velocidade
de propagacao da onda serd sempre menor do que no vacuo, de forma que o At poderia ser
maior.

Além de garantir os critérios de dispersao e estabilidade numéricas, é necessario im-
pedir que fatores externos influenciem a precisao e a robustez dos calculos no FDTD. A
aplicagoes de CCAs garante um nivel de reflexao baixo e toleravel, cujo valor nao interfere
significativamente no resultado final da solucao do problema.

2.3.5 Condicoes de Contorno

As CCAs sao essenciais no FDTD pois nao é possivel saber qual o valor de campo na célula
seguinte a da fronteira, o que impossiblitaria o cdlculo em todas as células da fronteira.
Geralmente, o comportamento do campo ao atingir esta fronteira deve ser tal que simule o
espago livre, impedindo qualquer reflexao de volta para dentro do dominio.

Para calcular o valor de campo nas células da fronteira foram desenvolvidos varios
conjuntos de equacoes. O presente estudo utilizara dois deles:

e CCA Analiticas, como as propostas por Mur [Mur, 1981], podem ser obtidas uti-
lizando a equagao de onda de sentido unico mostrada na Eq. (2.96), proposta por
[Engquist and Majda, 1977], em termos da derivada parcial. Essa onda absorve os
efeitos das ondas espalhadas ao ser aplicada na fronteira externa de uma malha de
FDTD; e

e CCA Absorventes, como exemplo a camada perfeitamente casada (Perfectly Mat-
ched Layer Absorbing Boundary Conditions - PML), propostas por Berenger
[Berenger, 1994], podem ser definidas como uma camada absorvente colocada nas
bordas do dominio, a qual absorve toda onda que chega até a fronteira.
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2 2 2 2
0*u _ 2<8u 0u 8u> (2.96)

o 0x? + 0y? * 022

onde u é um campo escalar e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.

2.4 Revisao da Literatura

Nesta secao sera feita uma revisao bibliografica do método FDTD e suas principais CCAs.
Serao discutidas brevemente diversas CCAs que indicam o avango da pesquisa nesta érea,
as quais sao apresentadas em ordem cronolégica.

2.4.1 Condicoes de Contorno

As condigoes de contorno absorventes (CCA) sdao um conjunto de equagoes que relacionam
os valores de campo na fronteira artificial com aqueles no dominio de estudo, representadas
esquematicamente na Figura 2.7.

Equacoes
Diferenciais
Parciais

o

Figura 2.7: Representacao simplificada de um dominio

As CCAs simulam uma quantidade infinita de espaco livre além dos limites do dominio,
permitindo que haja a menor reflexao possivel nas fronteiras.

Ao resolver problemas de interacao de ondas eletromagnéticas, muitas geometrias de
interesse sao definidas em regices “abertas” onde o dominio espacial do campo computado
¢ ilimitado em um ou mais sentidos de coordenadas.

Claramente, no computador nao pode haver uma ilimitada quantidade de dados, e
conseqiientemente, o dominio do campo computado deve ser limitado em tamanho. O
dominio computacional deve ser grande o bastante para incluir a estrutura de interesse, e
uma condicao de contorno apropriada deve ser usada nas bordas para simular a extensao
para o infinito.

Bayliss - Turkel

Bayliss e Turkel, [Bayliss and Turkel, 1980], [A. Bayliss and Turkel, 1982], propuseram a
teoria e a aplicacao do operador diferencial. Este estudo representa uma das maiores re-
alizagoes da teoria das CCAs entre as décadas de 70 e 80. Este operador constitui uma
classe de CCA baseada na expansao externa da solugao da equagao de propagacao de on-
das, (2.96), em coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas. A idéia béasica é construir
uma soma de trés derivadas parciais do campo:
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e Uma derivada parcial espacial na direcao de propagacao da onda;
e Uma derivada parcial espacial na direcao transversa a direcao de propagacao da onda;

e Uma derivada parcial temporal.

Construido corretamente, este operador diferencial sistematicamente cancela uma onda
arbitraria, deixando um termo restante que representa um erro residual do processo. O
conhecimento do campo na direcao de propagacao da onda permite que a zona de simulacao
seja fechada com um baixo nivel de reflexao.

Embora o operador Bayliss-Turkel possa ser adaptado para fornecer CCA para malhas
cartesianas do FDTD em duas ou trés dimensoes, esta é uma adaptacao forcada. A malha
de fronteira externa no espagco cartesiano nao é tao grande quanto a distancia radial fixada
ao centro da malha, e as aproximagoes de diferencas finitas sao necessarias na derivada
espacial azimutal no tempo completamente dentro do espaco computacional. Aqui, a melhor
aproximacao é definir um sistema de coordenada local na fronteira externa que segue o plano
natural da malha. Este serda o proximo grupo de CCAs a serem consideradas.

Engquist - Majda

A partir da eq. (2.96) e da teoria da equacao de onda de sentido unico, Engquist e Majda,
[Engquist and Majda, 1977], propuseram CCAs apropriadas para malhas cartesianas no
FDTD. Estas CCAs apresentam um nivel de reflexdao suficientemente baixo para as si-
mulacoes no FDTD.

Mur

A partir de Engquist - Majda, em 1981 Mur, [Mur, 1981], discute detalhadamente a ne-
cessidade de condigoes de contorno eficientes, até entao limitadas a média dos valores
préximos ou médias baseadas em solucoes analiticas. A maior limitacao apresentada por
estes métodos era a alta reflexao observada quando o angulo de incidéncia nao era perpen-
dicular a fronteira.

Desta forma, Mur propos uma CCA derivada de Enquist - Majda que diminui a reflexao
de campos com os diversos angulos de incidéncia.

Os cuidados necessarios para evitar erros e instabilidade utilizando a nova CCA proposta
incluem:

1. afastar a fonte da CCA: quanto mais distante das bordas do dominio, menor sera
a reflexao observada. Entretanto, é desejavel que o dominio de estudo seja o menor
possivel. Uma distancia padrao que garante reflexdo da ordem de 1% seria afastar a
fonte um minimo de meio comprimento de onda ou um minimo de 5 células, o que
for maior.

2. utilizar “aproximagao de 2a. ordem”: a formulagao das condigoes de contorno de
Mur permite utilizar aproximacoes com variacoes de primeira e segunda ordens. As
deducoes destas formulacoes serao detalhadas posteriormente.

Em [Taflove and Hagness, 2000] sdo apresentados resultados obtidos com esta CCA que
sao bem préximos da solucao analitica. Estas CCAs sao usadas pela grande maioria dos
trabalhos com FDTD por sua simplicidade de implementacao e boa precisao.
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Trefethen

Trefethen e Halpern, [Trefethen and Halpern, 1986], [Halpern and Trefethen, 1986], pro-
puseram maneiras para melhorar a exatidao das CCAs derivadas da equacao de onda de
sentido unico. A idéia bésica é utilizar a série de Taylor para encontrar uma aproximacao
adequada e acrescentar esta aproximacao nas equacoes de Enquist - Majda.

Higdon

Similar ao método de Bayliss - Turkel, a técnica de Higdon, [Higdon, 1986], [Higdon, 1987],
envolve a construcao de séries de operadores diferenciais lineares para anular as ondas
externas ao dominio. Contudo, o operador de Higdon absorve ondas planas propagando a
angulos especificos em uma malha cartesiana.

PML

Em 1994, Berenger [Berenger, 1994] sugere uma nova abordagem para as CCAs. Esta nova
condigao de contorno absorvente, chamada de camada perfeitamente casada (perfectly mat-
ched layer - PML), implementa a idéia de uma borda absorvente ao redor do dominio, citada
por Taflove em 1975 [Taflove and Brodwin, 1975a].

Esta idéia nao foi implementada na época por requerer um alto custo computacional. As
equacoes da PML para 2D sao detalhadas, e é sugerido que estas substituam as condigoes
utilizadas até entao, que apresentam grande reflexao quando a onda propaga em diregoes
diferentes da perpendicular a fronteira.

A PML consiste em separar as componentes do campo elétrico e magnético e adotar
valores adequados de o e 0% em cada direcao de forma a evitar reflexdes nas camadas exte-
riores ao dominio. Sao apresentados resultados numéricos que comprovam a independéncia
do angulo de incidéncia na absorcao da onda. Também sao apresentados valores de reflexao
uma ordem de grandeza menor do que os obtidos anteriormente.

Em relagao aos resultados obtidos com a condi¢ao de contorno de segunda ordem de Mur
[Mur, 1981], por exemplo, o campo refletido total é 400 vezes menor e a média do campo
refletido no dominio é 100.000 vezes menor. Os resultados apresentados sao consistentes e
esta técnica define o atual estado da arte das condig¢oes de contorno para FDTD. Entretanto,
sua implementacao em 3D implica em um aumento consideravel do custo computacional
necessario e da complexidade de implementacao.

Avaliagoes posteriores mostram que a condi¢ao de contorno de Mur [Mur, 1981] em 3D
tende a instabilidade a longo prazo [Yusheng, 1996]. Este efeito é causado pela aproximacao
por expressoes de diferencas centrais. E demonstrado que aumentar a distancia entre a fonte
e a borda do dominio melhora o desempenho do método, mas nao elimina a instabilidade
a longo prazo.

Apesar das limitagoes das CCA de Mur apresentadas por [Yusheng, 1996] e das vanta-
gens de se implementar a PML apresentadas por [Taflove and Hagness, 2000], a diferenga
nos resultados entre implementar as CCA de Mur ou a PML é de menos de 1% se a distancia
da fonte a fronteira for suficientemente grande [Nikita et al., 2000].

2.5 Conclusao

Neste capitulo foi apresentada a definicao de problemas de contorno em eletromagnetismo,
com énfase para a necessidade de se impor condigoes de contorno apropriadas nas bordas
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do dominio para evitar reflexdes espurias.

Em seguida, foram detalhadas as equacoes do FDTD para a solucao de problemas
de contorno em eletromagnetismo. Posteriormente, foi feita uma revisao bibliografica do
método e das principais CCAs estudadas.

A escolha do FDTD neste trabalho foi motivada pelas vantagens em relacdo a outros
métodos comumente utilizados. Tais vantagens incluem a facilidade de implementagao e a
nao necessidade de inversao de matrizes. Porém sua principal desvantagem esta na capaci-
dade de processamento do computador utilizado. Para problemas com geometrias simples,
como o que sera estudado neste trabalho, o FDTD ¢ indicado, pois a aplicacao do método
¢é mais especifica e requer menos esfor¢co computacional.

No préximo capitulo serao apresentadas as equagoes das CCA de Mur, Trefethen, Hig-
don e PML, utilizadas para limitar o dominio computacional do FDTD para a solucao
de problemas de contorno em eletromagnetismo. Também sera detalhada a formulacao
matematica correspondente a cada CCA.



Capitulo 3

Formulacao Matematica de
Condicoes de Contorno

3.1 Introducao

Este capitulo dedica-se a apresentacao da formulagao matematica de dois conjuntos de
condigbes de contorno absorvente (CCA), as quais podem ser aplicadas para a solucao de
problemas de espalhamento de campos eletromagnéticos usando o método de diferencas
finitas no dominio do tempo descrito no capitulo anterior.

O primeiro conjunto de condigoes de contorno refere-se a condicoes analiticas, as quais
sao deduzidas a partir da equacao de onda e tem como principio definir uma equacao
especifica na borda do dominio para cancelar a onda incidente. Sao apresentadas as CCAs
de Mur, Trefethen e Higdon.

O segundo conjunto de condicoes de contorno refere-se a condicoes absorventes, as
quais tem como principio implementar uma camada de material absorvente ao redor do
dominio que absorve as ondas incidentes. Uma das CCA absorvente mais estudadas é a
CCA perfectly matched layer (PML).

3.2 Condicao de Contorno Analitica

O principio da CCAs analiticas consiste em definir equacoes especificas nas bordas para
cancelar a onda incidente. Isso ¢ detalhado a seguir.

3.2.1 Condicao de Contorno Analitica de Mur

Considere a equagao de onda escalar em trés dimensoes (3D) representada pela equagao
(3.1), sendo u = u(z,y, 2, 1).

2 2 2 2
C2<8u 0*u 8u> _ Pu (3.1)

ox? + 0y? + 0722 o

a qual representa um fenomeno fisico no interior do dominio definido a seguir.
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Y

Figura 3.1: Representagao de um dominio fisico [Taflove and Hagness, 2000]

Enquist e Majda

A equacao de onda de sentido tunico proposta por Enquist e Majda,
[Engquist and Majda, 1977], quando aplicada na fronteira externa de uma malha de
FDTD absorve os efeitos das ondas espalhadas.

Esta teoria pode ser explicada nos termos da fatoracao do operador de derivada parcial.
Para a equac@o de onda em trés dimensoes em coordenadas cartesianas (3.1), tem-se:

Pu  Pu  *u 1 9%u

0?2 * Oy? * 092 2o 0 (32)

na qual, u ¢ um campo escalar e ¢ é a velocidade de fase. Pode-se definir o operador de
derivada parcial como:

G = 872+872+872_l872
- 0x2  Qyr 022 2 Ot?

1
D2+ D+ D2 — ng (3.4)

(3.3)

G

A equacao de onda pode entao ser escrita compactamente e fatorada da seguinte forma:

Gu = 0 (3.5)
Gu = GTGu=0 (3.

Sy Ot
~—
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na qual G~ é definido como:

G = p,- i3 (3.7)
C

Considerando o segundo termo da série de Taylor, a aproximacao para a raiz quadrada

V1I-82 =2 1- 252 (3.8)

Para obter absorcao exata na fronteira x = 0, .S é dado por:

s (5 (57 =

Substituindo (3.8) em (3.7), obtém-se:

c 2

e

Dt CDZ CDE

G- = D,— Dt (1 - 152) (3.10)

= D,——4+—= 3.11
& + 2Dt + 2Dt ( )
ou seja:
D, ¢D. ¢D?
D, — = Y 4 Tz =0 3.12
( 02 + 2Dt + 2Dt Y ( )

Multiplicando a equagao (3.12) por D, e identificando o operador diferencial, as deriva-
das parciais desejadas para x = 0 sao:

0*u 10%u n c0u N c0%u

Jxdt cot?  20y* 2022

Analogamente & equagao (3.13), pode-se encontrar as derivadas parciais respectivas as
outras fronteiras do dominio.

=0 (3.13)

0%u 100  cd*u cd*u

520 T “3oR 2027 0, — 2= Xz (3.14)
R
T U
o s g < 0 o
Pu 10*u  cdu cd*u 022, (3.18)

020t cor 2022 202
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Para a simulagao das equagoes de Maxwell no FDTD a equacgao (3.13), e as equagoes
respectivas para as outras fronteiras, que sao obtidas por similaridade, sao aplicadas indi-
vidualmente para as componentes cartesianas de E e H, localizadas nas fronteiras externas
do dominio.

Mur

As condigoes de contorno propostas por Mur [Mur, 1981] consistem em utilizar equagoes
especificas para fazer o calculo na fronteira do dominio.

Mur introduziu um esquema simples e bem sucedido de diferencas finitas para as CCAs
das equagoes (3.13) a (3.18), detalhado a seguir.

Seja u |6”;}€ a representacao cartesiana de E e H localizadas no cubo de Yee em = 0
e tangencial a esta fronteira.

Mur implementou as derivadas parciais de (3.13) como diferencas numéricas centrais
expandida sobre uma malha auxiliar (1/2, j, k).

No primeiro passo, a derivada em relacao a = e t é escrita como:

0 n 1 U 1 1
drot |1/2,j,k = 9A \or |1/2,j,k (9x ‘1/2,]k (3.19)
1 u |71Lj]_,}<; —u |gj]_}<; _ u |1]k’ —u |0,]7 (3 20)

2At Ax Ax ’

No préximo passo, a derivada segunda em relagao ao tempo é escrita como a média das
derivadas segundas no tempo nos pontos (0, j, k) e (1, j, k).

Pu 0% 2u
@ |1/27j7k = (atQ |0]k: 8t2 |O] k> (321)
el =20 e figa] | e i =20 [ [
2 (At)? (At)2
(3.22)

Em seguida, a derivada segunda em relagao a y ¢é escrita como a média das derivadas
segundas em y nos pontos (0, j, k) e (1,4, k).

Pu 0*u 0*u
aiy2 |1/27j7k = (a 2 |0,]k +a 2 |0,j k) (323)
_ 1{ lu 016 — (r)L,j—l,k‘| n lu T i1k —2u [T, +u |rll,j—1,k‘| }
2 (Ay)? (Ay)?
(3.24)

E para finalizar, a derivada segunda em relagao a z é escrita como a média das derivadas
segundas em z nos pontos (0,7, k) e (1,7, k).

Pu u Pu
@ |1/27j7k = (a 2 |0,]/€ +a 2 |O] k) (325)
_ 1{ lu 10,4641 —2u [o Hu ’8,j,k—1‘| n lu T e —2u [T, +u ]’f%k,_l] }
2 (Ay)? (Ay)?

(3.26)
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Substituindo as expressoes de diferencas finitas de (3.20), (3.22), (3.24) e (3.26) em
(3.13), e entao resolvendo para u |6”;}€, obtém-se a seguinte expressao com 0O passo No
tempo ao longo da fronteira x = 0.

n n— A n
u oj,}c = —u l,j,}c m ( |1ﬁ; |0]k>
2Ax n n
+ cAt + Az (u|o’j’k + u|1’j’k)
2 n n n
(cAt)” Az . < ulg ik 2wl tulg g )
2 (Ay)2 (cAt + Ax) +U|?,j+1,k _2“|?,j,k +u|?,j71,k

2 n n n
(cAt)” Az . ( ulgjner  —2ulgie Fulg e ) (3.27)
2(A2)* (cAt + Az) \ Fulljp —2ulf;p Fulf e

Para as outras fronteiras, x = max, y = 0, y = max, z = 0 e z = mazx, as equagoes cor-
respondentes sdo representadas por (3.28), (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32), respectivamente:

cAt — Ax
n+1 _ n+1
imaz,gyk T ‘zmaz 1,7, kT At + Az’ (U imaz—1,7,k + u‘lmaz,j k)
CAt+ Ax Zmazy,]yk ’Lmazflyjyk'
2 n n
— (CAt) ALE ( u’imaaz7j+17k 2u’7«maz7] k +u|imaz7j_17k )
2 (Ay)2 (cAt + Ax) ful? e —2ulp g FulR g
2 n n
. (CAt) Ax ( u|imaz,j,k+1 2u|2maz 7] k +u|imaz,jak71 >
2(A2)% (eAt + Az) \ Fulf . 1gear —2ull, e Ul 1k
(3.28)
n n cAt — Ax n—
ulior = —uliie+ AN AL (U ikt U|¢,o,11q)
4 2AI ( ’n i |n )
cAt + Az 50k b1k
2 n n n
(cAt)” Az ( U|i+1,o,k _2u|i,0,k +u|i—1,0,k )
2 (Ay)2 (cAt + Ax) ‘ult e —2ulPy gy Aulig g
2 n n n
(cAt)” Az . ( U’i,l,kﬂ _2u|i,0,k +u‘i,0,k—1 ) (3.29)
2(A2)? (cAt + Az) \ tuliiepr —2ulf, Fuliye
n+1 _ CAt — Az (g
'L'yjmazJ’v' - _U/| Jmaz 1 k' + CAt _|_ AI. : (u i,jmaz 1 k' _'_ u‘ 7]maz,k>
CAt—i—AZL‘ Zy]maz,k Jmaz 1k
2 n n
(cAt)” Az ( U1 G —2uli; ko ULk )
2 (Ay)2 (cAt + Ax) +U‘?+1,jmaz—1,k —2ul i jmaz—1,k +u‘?—17jmaz—1,k
2 n n
(cAt)” Ax ( u|i,jmaz,k+1 —2ul} A +u|i,jmaz,k71 )
2 (AZ)Q (CAt + Am) +u‘2]ma171,k+1 2u| ,]maz 1 k +u‘2]ma1717k71
(3.30)
n+l n—1 cAt — Ax n+1 n—1
uifs =l At A (RS ki)
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2A
+oary e (e ull)

(CAt) Ax ( U|zn+1,j,o 2u|?30 +uli 1;0)

2(Ay)? (eAt + Az) \ +uliin —2ulfyy Hulilg,
2
(cAt)” Ax _ ( ulfiig —2ulie tuliog > (3.31)
2(A2)? (cAt + Az) \ Fulijn —2ulij, +u|i7j—171
et B cAt — Az g1
ijkmas —ul}, i, kmaz 1+ A+ Az (“ i kmaz—1 T ul; i, kmaz)
I 2Ax ( n + |n )
CAt—i—AZL’ 'Ly];k'maz Zy]ykmazfl
2 n n
— (CAt) ALE . ( u’i“l‘lyjakmaz _2u’2]7kmaz +u’1 17.7 kmaz )
2 (Ay)2 (cAt + Ax) +u|?+1,j,kmw—1 _2u‘7'fj kmac—1 +uli Ljkmas—
2 n
—_ (CAt) Ax . ( u|i7j+17kmaz 2u| J kmaz +u| 7] 1 kmaz )
2(A2)* (At + Ax) \ Uit ket —2U[ k1 TUL 1
(3.32)

Para uma malha cibica, Ax = Ay = Az = A, a CCA de Mur pode ser escrita como:

n " cAt — A "
U|07‘]",1 = —u ,]71 At+A ( |1—;}€+ |O]k)
2A n n
EPNEN (Uyo,j,k +u‘1,j,k)
(cAt)? ulg e Fulojoie Fultoie Fullia
+ 2N (At + A)° Fulg e Fulojemr tultjea tulte— | (3.33)
_4u|g,j,k _4u|?11,j,k

E interessante notar que para alguns pontos, certos termos de (3.51) s@o indefinidos
(7 = 0 provoca indefinigdo nos pontos onde y = j — 1, por exemplo). Nestes casos, devemos
utilizar as condigdes de contorno de primeira (3.34) ou de segunda ordem (3.35).

n+l n—1 cAt — Ax n+1
ulgiy = —u 1’j’k+7cAt~|—A:v ( 1,jk+u|0,]k)
2Ax " N
AT (s + ult ) (3.34)
n+l a1, CAl— Az n+1
Uogk = TUNLk T AT AL ( uly kU 0,]k)
2Ax " n
Qe CLTRLe)
2 n n n
(cAt)” Ax ' ( ulg ik —2ulp e Fulf gt ) (3.35)
2 (Ay)2 (cAt + Ax) u‘?,j+1,k _2u‘711,j,k +u‘?,j71,k

De maneira semelhante, pode-se obter as expressoes de diferencas finitas para a CCA
de Mur nas outras fronteiras (r = X0, ¥y = 0, ¥y = Yinaw, 2 = 0 € 2 = Z4,) utilizando as
equagoes (3.14) a (3.18), respectivamente. Estas expressoes podem ser obtidas por inspecao
de (3.51) e (3.34) usando o argumento de coordenadas simétricas para trocar os indices de
u.
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Simplificagcao para 2D

Em duas dimensdes (2D), assume-se que as derivadas parciais em relagdo a z sdo
nulas, portanto a equacao de onda de sentido Unico proposta por Enquist e Majda,
[Engquist and Majda, 1977], resume-se a:

0w O*u 1 0%

ot o aom = O (3:36)

na qual, u é um campo escalar e ¢ é a velocidade de fase. Analogamente, o operador de
derivada parcial é definido como:

0? 0? 1 92

G = —+———=— 3.37
0x? + oy? 2 ot? ( )

1
G = D;+D;— ng (3.38)

Para obter absorcao exata na fronteira x = 0, .S é dado por:
D
S = Y 3.39
(Di/c] 339
Substituindo (3.39) em (3.7), obtém-se:

Dy 1
G = D,——(1- 52> 3.40
c ( 2 ( )

D, 1/ D,\?
~ D,—— [1—= y)
c l 2 (C D, ]

Dt CD2

C + 2Dt ( )
ou seja:
D Dt+CD5 =0 (3.42)
T2 Tap, )" T '

Similarmente a 3D, ao multiplicar a equagao (3.42) por D, e identificar os operadores
diferenciais, as derivadas parciais desejadas sao:

Py 10%u  cd*u

_ = b = 0. —2=0 3.43
0zt cof 2042 T (343)
u  10%u  cd*u

z — - = 0,— 2= X 3.44
0zt T cor T 20 AR (344)
9%u 10%u  c0?u

_ - -z = 0. —y=0 3.45
oyot ¢ Ot? * 2 Ox? ’ 4 (3.45)
0? 10? 0?

i b T )y = Vi (3.46)

oyt T cor 2022
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Substituindo as equagoes (3.19) a (3.24) nas equagoes (3.43) a (3.46), com as redugoes
necessarias em relagao a coordenada z, obtém-se as expressoes de diferengas finitas para
a CCA de Mur nas fronteiras * = 0, £ = X0z, ¥ = 0 € y = Y142, respectivamente. A
equagao (3.47) apresenta a forma final da CCA de Mur para z = 0, as equagoes das outras
fronteiras sao obtidas facilmente por meio de substituicoes.

n+l _ n—1 cAt — Ax

uBs = el A T A
cAt + Ax 0.7 LJ

2 n n n
(CQAt) Az ( U’o,j+1 _2'“’0,]' +u|0,j71 ) (3.47)
2 (Ay)” (cAt + Ax) +ult g =2l tuli;o

n+1 n—1

Para as outras fronteiras, x = max, y = 0 e y = max, as equagoes correspondentes sao
representadas por (3.48), (3.49) e (3.50), respectivamente:

cAt — Ax
n+1 _ n+1 n—1
imaz ] - |Zmaz 17] CAt _|_ AI‘ ( tmaz—1,J + U imamyj)
I 2Ax ( n 4 n )
cAt + A.’,E u ima:r,j u Z’mazflyj
2 n
_ (CAt) ALE . ( u imaz,J+1 2u’7ﬂma17j + ‘lmazyj 1 )
2 (Ay)2 (CAt + ALU) _'_u‘?maz—l,j-i-l 2u‘zmaz—1,] +u’zmaz—1,] 1
(3.48)
n+l -1 cAt — Ax n+1 n—1
Ui | cAt + Az’ ( +u10>
i 2Ax < |n 4 |n )
cAt + Ax’ lio T Ui
2 n n n
(cAt)” Az . ( ulfyio —2ulfy Huliig ) (3.49)
2(Ay)? (eAt + Az) "\ +ultn —2ulfy Fuli,
bl cAt—Ax
Z'yjmam - _u| JmaT + CAt + Am (u i,jmaz_l + u| Jm(n‘)
1 2Ax < n + | )
CAt + A.CC U 5, Jmax u %y Jmaz—1
2 n
(CAt) AIE . < u|i+1:jmam _2u| L,Jmaz +U|Z 1jmaz )
2(Ay)? (eAt + Az) \ Huliiijnw—1 22Ul Ul
(3.50)

Para uma malha quadrada Az = Ay = A, a CCA de Mur pode ser escrita como:

cAt —

cAt + A’
cAt+ A’ ulo + vl

+(0At)< U|g,j+1 _2U|8,j +U|6L,j—1> (3.51)
2A (cAt+ A\ +ult, —2ulp, +ul?;

agft = —uly; (i +ulg)
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3.2.2 Condicao de Contorno Analitica de Trefethen

Trefethen e Halpern, [Halpern and Trefethen, 1986] e [Trefethen and Halpern, 1986], pro-
puseram uma maneira de promover um refinamento das CCA’s derivadas das equagao de
onda de sentido tnico. Esta idéia significava encontrar a melhor aproximacao para v/1 — S?
em (3.7) usando a série de Taylor. Um interpolador geral r(S) para esta proposta foi de-
finido sobre a escala —1 < § < +1. Este interpolador foi postulado para ser uma relagao
de dois polindémios em S, um polinémio numerador p,,(S) de grau m, e um polindémio
denominador ¢,(S) de grau n:

VI— 822 p(S) = Z’:((g)) (3.52)

r(S) é chamado de fungao-racional interpoladora do tipo (m,n) sobre o intervalo S [—1, 1].
Desde que S = ¢D,/D,, implementando (3.52) ¢é equivalente a aproximar a exata equacao
de onda de sentido unico de (3.5) ao longo da fronteira z = 0 para ondas que partem da
dire¢do —y, incidem ao longo da fronteira (S = —1), seguem para (S = 0), e chegam a +y
incidindo em (S = +1).

Por exemplo, especificando r(.S) como uma aproximacao geral (2,0), a funcao raiz qua-
drada é interpolada por um polinémio da forma:

VI—= 5221 (S) = py + poS? (3.53)

Resultando na aproximacao da equagao geral da CCA de segunda ordem:

9%u B @8% N @
Jxot ¢ Ot? pQCGyQ

= 0 (3.54)

Uma aproximagao mais flexivel é provida pela funcao racional geral (2,2).

2
VISE = p(g) = BtpeS (3.55)

qo + q25?
Isto, resulta na aproximagao da equacao geral da CCA de terceira ordem:
Pu , Bu  pydiu Pu

Wowor T Grar T o TP e T Y (3.56)

A selegao apropriada dos coeficientes p e ¢ nas equagoes (3.53) e (3.55) produzem
varias familias de CCA, como sugerido por Trefethen e Halpern. O padrao de Padé, menor
quadrado, ou interpolacao de Chebyshev sao aplicados para encontrar o “melhor ajuste”
para v/1 — 52 sobre parte ou toda a escala —1 < S < 1. Isto produz uma CCA aproximada
cujo desempenho é bom por meio de todo ou parte da escala de direcoes de ondas que saem
do dominio. O segundo termo da série de Taylor presente em Mur, (3.39), (3.40), (3.41) e
(3.41), ¢ agora visto em uma razao mais geral de ser Padé(2,0) um interpolador com os
coeficientes pg = +1 e pp = —1/2 em (3.53), produzindo um duplo zero nas reflexées de
ondas em S = 0, ou seja, para ondas com incidéncia normal a fronteira z = 0.



3.2 Condicao de Contorno Analitica 37

A interpolagdo mais precisa envolve a escolha de g9 = pg = 1, po = —3/4 e ¢ =
—1/4 em (3.55). Esta escolha da aproximagao de Padé(2,2) produz um triplo zero nas
reflexdes de ondas com incidéncia normal a S = 0, sendo esta a CCA de Terceira Ordem
proposta originalmente por Engquist a Majda em [Engquist and Majda, 1977]. Outros tipos
de aproximagoes polinomiais levam a CCA a absorver a onda numérica incidente a angulos
especificos a excecao de fronteiras laterais distantes. Estas sao consideradas por Trefethen
e Halpern uma maneira de melhorar o angulo de desempenho da CCA, e sao apresentadas
na Tabela 3.1 para a CCA de 2 ordem e na Tabela 3.2 para a CCA de 3% ordem e.

Tabela 3.1: Coeficientes para a CCA de Trefethen de Segunda Ordem
[Halpern and Trefethen, 1986] e [Trefethen and Halpern, 1986]
Tipo de Aproximacao Do D2 + Angulo de
Absor¢ao Exata
Padé 1,00000 | —0,50000 | 0° 0°
Chebshev em um subintervalo | 1,00023 | —0,51555 | 7,6° | 18,7°
Chebshev (pontos) 1,03597 | —0,76537 | 22,5° | 67,5°
Menor quadrado 1,03084 | —0,73631 | 22,1° | 64,4°
Chebshev-Padé 1,06103 | —0,84883 | 25,8° | 73,9°
Newman (pontos) 1,00000 | —1,00000 | 0° 90°
Chebshev 1,12500 | —1,00000 | 31,4° | 81,6°
Tabela 3.2: Coeficientes para a CCA de Trefethen de Segunda Ordem
[Halpern and Trefethen, 1986] e [Trefethen and Halpern, 1986]
Tipo de Aproximacao Do D2 qo + Angulo de
Absor¢ao Exata
Padé 1,00000 | —0, 75000 | —0,25000 | 0° 0° 0°
Chebshev em um subintervalo | 0,99973 | —0,80864 | —0,31657 | 11,7° | 31,9° | 43,5°
Chebshev (pontos) 0,99650 | —0,91296 | —0,47258 | 15° 45° 75°
Menor quadrado 0,99250 | —0,92233 | —0,51084 | 18,4° | 51,3° | 76, 6°
Chebshev-Padé 0,99030 | —0,94314 | —0,55556 | 18,4° | 53,1° | 81,2°
Newman (pontos) 1,00000 | —1,00000 | —0,66976 | 0° 60, 5% | 90°
Chebshev 0,95651 | —0,94354 | —0,70385 | 26,9° | 66,6° | 87,0°

3.2.3 Condicao de Contorno Analitica de Higdon

A terceira familia de CCA que surgiu durante as décadas de 70 e 80 foi originada por
Higdon [Higdon, 1986] e [Higdon, 1987]. Similar ao método de Bayliss e Turkel, a técnica
de Higdon envolve a construcao de uma série de operadores diferenciais lineares para anular
as ondas numéricas de saem do dominio. Entretanto, o operador de Higdon absorve ondas
planas propagando a angulos especificos no plano cartesiano.

Higdon propos um operador “anulador” para a soma de ondas planas da forma:

L 0 0
[H (Cosalat — C&j)] u =

(3.57)
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para permitir o fechamento do dominio computacional em x = 0, no qual «; é o angulo de
incidéncia da onda na borda.

A simplicidade da aproximacao de Higdon pode ser ilustrada escrevendo os dois pri-
meiros operadores da seqiiéncia definidos por (3.57). Tomando L = 1, obtém-se o primeiro
operador:

ou ou
— —c— =0 3.58
cos oo = Co (3.58)
Este operador absorve completamente ondas planas propagando com a velocidade ¢ e
angulos +a; relativo ao eixo z. Se a; = 02, (3.59) reduz para a CCA de Mur de Primeira
Ordem em uma dimensao (1D).
Se for considerado o segundo operador na seqiiéncia de Higdon, L = 2, obtém-se:

0 0 ou  Ou
(cos Qrp = C%) (cos Qg = C(‘?:z:) =0 (3.59)

Efetuando as operacoes e agrupando os termos semelhantes, tem-se:

O*u Pu 0%
COS (v1 COS g—— — ¢ (Ccos g + oS ay) +

BIE ozot 022

=0 (3.60)

No plano da fronteira z = 0, a CCA de (3.60) absorve completamente ondas planas
propagando com velocidade ¢ e angulos +a; e £y com respeito ao eixo —z. Como mostrado
por Higdon, (3.60) pode ser diretamente implementada com diferengas finitas em uma linha
reta da malha perpendicular a fronteira. Entretanto, tem-se a opcao de utilizar a equagao

de onda em duas dimensoes
0*u o [(Pu  O%u
orr — ¢ <8x2 - 0y? (3:61)

para eliminar a segunda derivada parcial de x, e desse modo simplificar a equacao de
diferencas finitas para = na fronteira da malha. Isto permite uma comparacao direta entre
os termos da derivada parcial da CCA Higdon de Segunda Ordem e CCA geral de Trefethen-
Halpern de Segunda Ordem dada por (3.53). Apés manipulagoes algébricas, (3.60) é escrita
como:

Pu 1 <1+cosa1 COSO[Q) 0%*u N ( c ) Pu

dxdt ¢ ot aw_o (3:62)

COS (1 + COS (g COS (X1 + coSQg

Comparando (3.62) com (3.53), observa-se que as duas equagoes podem ser idénticas se
forem feitas as seguintes correspondéncias:

1 4+ cosajcosa
o = o (3.63)
COS (v] + COS (g
1
= — 3.64
bz COS (v] + COS (vg ( )
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3.3 Condicao de Contorno Absorvente

As CCA absorventes surgiram com o proposito de utilizar uma camada ao redor da borda
do dominio para absorver os campos incidentes na borda. Assim o dominio computacional
fechado por esta CCA possui resultados mais precisos por nao serem influenciados pelo
campo refletido na borda.

3.3.1 Condicao de Contorno Absorvente PML

A condigao de contorno que utiliza a camada perfeitamente casada (Perfectly Matched
Layer - PML) possui um conceito diferente das condigdes de contorno que tém seu ponto
de partida nas equagoes de onda plana. Esta é uma nova técnica de simulacao no espaco livre
desenvolvida para solucionar problemas de eletromagnetismo em regioes abertas utilizando
o FDTD, [Berenger, 1994], [Berenger, 1996a].

A PML é baseada na idéia de usar uma camada especialmente designada para absor-
ver as ondas eletromagnéticas sem reflexdes na interface PML-vdcuo (ou outro material
utilizado), [Berenger, 1996b].

No meio PML, cada componente do campo eletromagnético é separada em duas partes.
Em coordenadas cartesianas, as seis componentes de campo H,, H,, H,, E,, F, e E, sao
divididas em doze subcomponentes denotadas por H,,, H,., H,,, Hy., H,,, H.,, E,,, E,.,

E,., E,., E.. e E,, e as equagdes de Maxwell (2.2) e (2.3) sao transformadas em:

yxs Hyz, 2y

O0H,, 0(E.; +E.)

0H 0(Ey. + E,.)
ad *H,, = Z Ny | YR 3.66
Ho—p,— T O B (3.66)
0H,. . 0(Ey, + E..
po o gy, = et B (3.67)
0H,, . 0(E.. +E.
OH 0(Ey + E,.)
2T *Hzx _ yT Yz '
o+ 0 T (3.69)
H, . 0(Ey, + Ey)
Lo (9ty +o,H,, = ya—y (3.70)
OFE, 0(H..+ H.
o 01& Y + UyEIy = (ayy) (371)
OF 0 (Hyo + H,.)
= zE:vz = - ¥ b 3.72
=0 ot o 0z ( )
oF,, 0(H,y + H,.
€0 aiy +0,E,, = —(%Z> (3.73)
OF,, 0(H..+ H,
OF 0(Hy, + H,.)
= zEza: = - ¥ ¥ 3.75
0o T o (3.75)
OE, 0 (Hyy + Hy.
50# + JyEzy = (?éy) (376)
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nas quais, o e 0* denotam as possiveis condutividade elétrica e perda magnética associadas
4 A * * *
a0 Vacuo e os parametros (o, 0y, 0., 0y, 0y, OF).
A camada absorvente ao redor do dominio deve seguir a Fig. 3.2, [Berenger, 1994] e

[Taflove and Hagness, 2000].

77—

Figura 3.2: Representacao grafica da PML em 3D

Para que haja absorcao na PML, os valores de o e 0* devem ser tais que:

= 3.77
€0 Mo ( )

7(0) = omar (%) (3.78)

onde g e pp denotam a permissividade e a permeabilidade do vécuo, o representa o, o,
ou o, 0* representa o, o ou o, p é a profundidade de penetragao na PML em [m], § é
a largura da PML em [m].

Assumindo corretamente estes valores, o fator de reflexdo da PML serd dado por (3.79)

[Berenger, 1996a].

cos 6

R(O) = e 2omumibg (3.79)

Nos seis lados do dominio, os meios absorventes PML sao casados com o meio transversal
de condutividade igual a zero, por exemplo, a regido superior direita do dominio (0, 0, 0,
0, 0., 0F), como mostra a Fig. 3.3, [Berenger, 1994].

Nas doze arestas do dominio, as condutividades sao selecionadas de maneira que as
condutividades transversais sao iguais as da interface localizadas entre os meios da borda e

os meios laterais. Isto é obtido por meios de duas condutividades iguais a zero e as outras
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PML(GmGu 042,02 ,0,5,0 2

PML(5,,,5,,0,0,0,,,6, .

L PML(OaOaGyz’Gyz 502,00,

PML(0,0,0,0,6,,,5,,"
+—— PML(5,,6,,0,,,6,,,0,0)

_—— PML(0,0,6,,,,,,0,0)

PML(c,,.0,, ,0,,.0,, 0.0) —

PML(G/\Zicxz*7Gy270y2*70427642*
PML(5,,.5,,,0,0,0,0)

\

PML(GstGxZ* sGstGyZ* 3030)

X

Figura 3.3: Regiao superior direita computacional cercada pela camada PML,
[Berenger, 19964

quatro condutividades iguais as condutividades adjacentes aos meio laterais, apresentado
pela Fig. 3.3. Como resultado, teoricamente nao ha reflexao nas interfaces borda-lateral,
[Berenger, 1994].

Nos oito cantos do dominio, as condutividades sao escolhidas iguais aquelas das arestas
adjacentes, de modo que as condutividades transversais sao iguais as das interfaces entre
as camadas da borda e as camadas do canto. Entao, a reflexao é igual a zero em todas as
interfaces borda-canto, [Berenger, 1994].

Como uma observacao fisica, nota-se que a velocidade de propagacao em todo o dominio
computacional é a velocidade da luz, e em todas as interfaces deve-se seguir lei de Snell-
Descartes, detalhada no Apéndice A. Entao, como uma onda viaja de um meio para outro
através da interface, sua forma é preservada. Isto esta proximo da relacao com a auséncia
de reflexao nas interfaces.

Simplificagao para 2D

Em 2D, as simplificagoes possiveis sao eliminar as componentes F,, H, e H,. Assim, para
conseguir as componentes cartesianas de campo E,, E, e H, as equagoes de Maxwell (2.6)
e (2.7) sao transformadas em:

2B op, - QUL (3.81)

ot ox
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0H, . _ 0(Ey) | O0(Ey)
+o,H, = ay + O

Mo It

(3.82)

nas quais o e o* denotam as possiveis condutividade elétrica e perda magnética associadas
a0 vacuo.

Similarmente ao modelo em trés dimensoes, a camada absorvente ao redor do dominio
em duas dimensoes deve seguir a Fig. 3.4.

PML

e Fonte

Figura 3.4: Representacao grafica da PML em 2D

Como foi dito anteriormente, para que haja absor¢ao na PML, os valores de o e o*
devem ser tais que:

o o*

—_ = — 3.83
€0 Ko ( )

o(p) = Oma (g) (3.84)

onde g e o denotam a permissividade e a permeabilidade do vacuo, o representa o, o,
ou 0, o* representa oy, o, ou o7, p ¢ a profundidade de penetragao na PML em [m], § é
a largura da PML em [m].

O fator de reflexdo da PML sera dado por (3.85).

cos 0

R(0) = ¢ mermita (3.85)

Nos lados direito e esquerdo do dominio computacional, as camadas absorventes PML
sao casadas com o meio (0., ok, 0, 0), como mostra a Fig. 3.5. Entao, nas interfaces vdcuo-
PML normais ao eixo x, o fator de reflexao é teoricamente nulo, como mostra a equagao
(3.85). As ondas viajantes podem propagar sem reflexao por meio das interfaces vacuo-PML
direita e esquerda, [Berenger, 1994].
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Similarmente, o meio (0, 0, oy, a’y*) sao usados nos lados superior e inferior de dominio
computacional de maneira que as ondas viajantes podem propagar sem reflexao por meio
das interfaces vdcuo-PML normais ao eixo y, [Berenger, 1994].

Nos quatro cantos do dominio computacional, as camadas absorventes PML sao feitas
do meio (o, o¥, 0y, 0;), possuindo condutividades iguais aquelas dos meios adjacentes (o,
0:,0,0) e (0,0, oy, a;). Como resultado, teoricamente nao ha reflexao nas interfaces que
encontram-se entre as camadas laterais e as camadas dos cantos.

PML(O,O,GyszyZ*)

PML(le’le*aGyz’ yz*) / \

PML(c,,,0,, 502,05 5

PML(s,,.0,0.0) —— | —

PML(c,,,,, ,0,0)

PML(c,,,6,,',6,,0,) 7 -

PML(0,0,5,,,5,, PML(640..0

.
y120y1

Y

Figura 3.5: A técnica PML [Berenger, 1994]

3.4 Conclusao

Neste capitulo foram detalhadas as equacoes das CCA de Mur, Trefethen, Higdon e PML,
utilizadas para limitar o dominio computacional do FDTD para a solucao de problemas de
contorno em eletromagnetismo.

A CCA de Mur é um tratamento mais generalizado da equacao de onda, isto é, trabalha
com as componentes individuais dos campos E e H. E uma CCA com um baixo grau de
dificuldade em sua implementacao.

As CCAs de Trefethen e Higdon sao derivadas da CCA de Mur, com a inclusao de
constantes porém definem constantes com o intuito de propiciarem uma maior precisao nos
resultados. Contudo, tais constantes sao especificas para certos angulos de incidéncia.

A CCA PML tem a finalidade de criar uma camada absorvente ao redor do dominio,
onde os campos incidentes sao absorvidos. Esta CCA possui uma formulacao matematica
mais complexa, que envolve a divisao dos campos eletromagnéticos e a extensao do dominio
por meio de uma camada absorvente. Conclui-se, portanto, que a CCA PML apresenta uma
dificuldade maior de implementagdo em comparacgao com as CCAs analiticas.
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A seguir serao apresentados os resultados obtidos com estas CCAs.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo os resultados das simulacées numéricas utilizando o método
de diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD) para as formulagdes de condigoes de
contorno absorventes (CCA) discutidas no capitulo anterior. O capitulo é dividido em trés
partes.

Na primeira parte é apresentada a definicao de um problema bidimensional, o qual sera
utilizado como referéncia para avaliar a precisao das CCAs estudadas. Define-se, também,
trés métricas, isto é, os erros relativo, local e global, os quais serao utilizados para investigar
a precisao dos resultados.

Na segunda parte sao apresentados os resultados obtidos para as CCAs de Mur, Tre-
fethen, Higdon e PML.

Na terceira parte os resultados sao discutidos e comparados em relagao a precisao,
aplicabilidade e implementagao.

4.2 Definicao do Problema

O problema proposto neste trabalho é composto por um dominio em duas dimensoes (2D)
composto de 100 células na diregao = e 50 células na direcao y, conforme a Fig. 4.1. O ponto
de excitacao é uma fonte do tipo hard e esta localizado no centro do dominio de teste. Este
dominio foi escolhido devido aos métodos utilizados para a investigacao da precisao das
CCAs. Foram utilizados trés métodos distintos, sendo que dois deles foram baseados do
artigo do Moore [Moore et al., 1988]. Para estes dois métodos de calculo de erro, os valores
utilizados para as simulagoes foram os mesmos utilizados no artigo.

Existem duas maneiras distintas de representar uma fonte em problemas de eletromag-
netismo. A primeira é uma fonte do tipo soft. A segunda é uma fonte do tipo hard.

A onda plana foi implementada como uma fonte do tipo hard. Existem diferencas subs-
tanciais entre fontes do tipo soft e do tipo hard [Balanis, 1989]. Neste trabalho serd utilizado
exclusivamente fontes do tipo hard.

Quando uma fonte do tipo hard é implementada, isto significa que os campos nos pontos
da fonte nao sao influenciados por campos externos, como campos refletidos e outras fontes.
Neste caso, os calculos do FDTD nao sao feitos nos cubos onde a fonte estd localizada. O
valor do campo nos cubos da fonte é dado apenas pela equagao da fonte.

A primeira fonte de campo magnético é dada pela equacao (4.1) a seguir, cuja solucdo
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50

(] Fonte

100 X

Figura 4.1: Dominio proposto

analitica é ilustrada na Fig. 4.2. Esta equagao serd utilizada para verificar a precisao do
erro relativo da solugao do FDTD.

H, = 2sin(wnAt) (4.1)

Yalor de Hz [Afm]

_1 1 1 1 1 oL 1 1 1 1
a 10 20 30 40 50 B0 70 50 a0 100
Instantes de tempo

Figura 4.2: Forma de onda da fonte para o calculo do erro relativo

A segunda fonte de campo magnético é um pulso com valor maximo de 0.1 [A/m]
localizado no instante de tempo n = 20, expresso pela equagao (4.2), cuja representagao é
ilustrada na Fig. 4.3. Esta equacao sera utilizada para analisar os erros local e global da
solugdo do FDTD [Moore et al., 1988].
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"o - { [10 — 15cos ( ) + 6 cos (2%1) — cos (350”)} n < 40 (4.2)
0 n > 40

0.1

0.09 .

0.03 .

0.07 .

0.06 .

n.osF .

0.04 .

Walor de Hz [A/m)

.03 .

.02 .

0.0 .

D == 1 1 1 IIIIIIIIIIII|III=IIIII|III=IIIII|IIIIIIIII|III=IIIII|III=IIIII
a 10 20 30 40 50 =i} Fil] 8O an 100
Instantes de tempao

Figura 4.3: Forma de onda da Fonte para o Céalculo do Global e Local

A caracteristica principal deste pulso é ter uma transicao extremamente suave para
ZEro.

4.2.1 Erro Relativo

O erro relativo é definido conforme a equagao (4.3) [Taflove and Hagness, 2005]:

H.(t) — H, (1)

Bl = i (1)

(4.3)

onde H,(t) é a solucdo obtida pelo FDTD e H, (t) é calculado conforme a equagao (4.1).
O erro relativo serd calculado nos pontos P1 a P4, cujas coordenadas sao Pl(z =
0.156m;y = 0.150m), P2(z = 0.180m;y = 0.150m), P3(x = 0.210m;y = 0.150m) e
P4(x = 0.297m;y = 0.150m), como ilustrado na Fig. 4.4.
Neste caso, os dados utilizados nas simulagoes sao os seguintes: Ax = Ay = A =

3.0 x 1073m, At =1/ [c,/ Ar)? (Ay)g}, = 27 f, ¢ é a velocidade da luz, n é o nimero

de passos no tempo e a freqiiéncia utilizada foi 1.8GHz.

4.2.2 FErro Local e Global

Para efeito do célculo dos erros local e global utilizaremos o dominio definido na Fig. 4.5,
ilustrada a seguir, que é derivada da Fig. 4.1, e a fonte descrita na equacao (4.2).
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50

P1 P2 P3 P4
X X X X

Fonte

100 X

Figura 4.4: Pontos analisados na solugao analitica

Neste caso, serd utilizado o valor de At = 2.5 x 107s e Az = Ay = A = 2cAt, na
qual ¢ é a velocidade da luz no espago livre (m/s) e A é o incremento espacial na malha
do FDTD, [Moore et al., 1988].

60

Fronteira de Teste

50

/

Fonte

100 110 X

Figura 4.5: Dominio proposto
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Na borda do dominio de teste €27, as CCAs a serem analisadas foram aplicadas. Para
cada ponto de p, existe um ponto correspondente em 2z. Nos dois dominios, a fonte
estd localizada no mesmo ponto. A fonte propaga ondas cilindricas que sao espacialmente
coincidentes nos dois dominios até o instante de tempo no qual as ondas incidem na fronteira
de Q7. Algumas reflexoes da fronteira de 27 fazem com que a solucao dos pontos no interior
de Qr seja diferente da solucao dos pontos correspondentes em 25. A solucao nos pontos
interiores de () representam a modelagem numérica desejada para a propagacao no espago
livre até o instante de tempo quando reflexoes da prépria fronteira de €2g entram na regiao
de Qp correspondente a Qr [Moore et al., 1988].

Para mensurar a diferenca entre {25 e {27 em cada ponto e em cada instante de tempo,
a medida das reflexdes espirias causadas pela borda de Qr foi calculada. Este cédlculo foi
definido como erro global, E,. Como mostra a equagao (4.4), para todo (z,y) interno a Qp
o erro global refletido no interior do dominio de teste para qualquer instante de tempo é
medido, ou seja, para cada ponto interno (x,y) do dominio de teste, no qual H é a solugao
interna de Q7 e HB é a solugao interna de Qp para os pontos correspondentes a {07, o erro
é calculado. O erro local Ej, representado pela equagao (4.5), é definido como o erro local
em uma linha do dominio de teste causado pela reflexao da borda.

2

E" = Y Y |al, - HELL, (4.4)
T Y
El Z,j = HZ :,y - HZB|Z,y (45)

Para a obtencao do erro local foram definidas duas linhas de teste, como definidas na
Fig. 4.6. A primeira linha de teste, Tz, é paralela ao eixo z e localiza-se uma célula acima
da fronteira x = 0. A segunda linha de teste, Ty, é paralela ao eixo y e localiza-se uma
célula antes da fronteira y = max.

Fronteira de Teste
60

50

Linha de Teste Ty

Linha de Teste Tx

100 110 X

Figura 4.6: Linhas de teste
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Para efeito do cédlculo do erro local, em Tz considera-se n = 100 instantes de tempo, e
em Ty considera-se n = 150 instantes de tempo. Isso se justifica pelas seguintes razoes. A
fonte, conforme ilustrado na Fig. 4.6, situa-se 25 células de {2y em y = 0 e 50 de 27 em
x = 0. Utilizando a definicao Az = Ay = A = 2c¢At, a onda emitida pela fonte necessitara
de 50 instantes de tempo para alcancar a fronteira em y = 0 e 100 instantes de tempo para
atingir z = 0. No instante de tempo 70 o pico do pulso comeca a ultrapassar a fronteira
y = 0, e no instante de tempo 120 para a fronteira x = 0.

Escolheu-se observar a reflexao na primeira linha da malha a partir dos limites da
fronteira, linhas Tz e Ty definidos na Fig. 4.6, porque nestes pontos espera-se as maiores
reflexdes.

4.2.3 Condicoes de Dispersao e Estabilidade

Aplicando os conceitos apresentados anteriormente na secao 2.3.4, é possivel avaliar a pre-
cisao da malha no presente estudo utilizando as propriedades do material que compoe o
modelo.

Para o cédlculo do erro relativo no dominio da Fig. 4.4, tem-se que o comprimento de
onda no vacuo g é dado por:

Ao = vo/ f (4.6)

onde vy é a velocidade de propagagao da onda (3 x 108m/s no vdcuo) e f é a freqiiéncia
de interesse (1.8GHz). Assim, o comprimento de onda é de 0.1667m para 1.8GHz.

Como os cubos possuem lados de comprimento idénticos, iguais a 0.003m, tem-se, no
vacuo, 55 cubos por comprimento de onda. Este é o refinamento da malha em todo o
dominio, que é composto de ar. Nesta regiao um alto refinamento é necessario para calcular
corretamente os campos elétrico e magnético.

Como neste modelo o valor é de 55 cubos por comprimento de onda, pode-se avaliar a
malha como sendo de bom refinamento e que o critério de dispersao numérica foi respeitado.

Com relacao aos critérios de estabilidade numérica, determinou-se neste estudo que o
passo de tempo seria o chamado passo de tempo mdgico. Assim,

1

magico 1 1
@ T By
1
= =7.071.10" 25 (4.7)

1 1
20\/(3mm)2 + (3mm)?

Para o célculo dos erros local e global no dominio descrito pela Fig. 4.5, o valor de A é:

A = 2cAt=2x3x10® x 2.5 x 107" (4.8)
A = 0.015m (4.9)

Com a especificacao de A = 2cAt, a fonte necessita de 50 instantes de tempo para
propagar até a fronteira em y = 0. Como a fonte localiza-se a 25 células da mesma fronteira,
temos que a velocidade de propagacao do pulso é:
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v, = d/t = (25 x 0.015)/(50 x 2.5 x 107'") = 3 x 10°m/s (4.10)

Porém, como este pulso nao possui uma freqiiéncia principal, temos 25 células para a
propagacao total da onda.

Para garantir uma avaliacao detalhada do comportamento do campo dentro do dominio
e assegurar que o critério de dispersao numeérica seja atingido, recomenda-se um minimo
de 10 pontos por comprimento de onda [Taflove and Hagness, 2000] na regidao de campo
distante. Para a regiao de campo préximo, nao héd uma recomendagao especifica, mas é
desejavel um valor bem maior, para que os campos sejam corretamente calculados.

Assim, esta malha possui um refinamento adequado respeitando o critério de dispersao
numérica.

4.3 Resultados de Condicoes de Contorno Analiticas

4.3.1 Condicao de Contorno Analitica de Mur
Erro Relativo

As Figs. 4.7 a 4.10 mostram o erro relativo de H, calculado pela equacao (4.3) utilizando
as equagcoes de Mur de 2% ordem para os pontos P1 a P4 definidos na Fig. 4.4.

O erro relativo observado nos pontos P1 a P3 situa-se na escala entre 1072 a 107 a
partir de n > 50. Para o ponto P4, observa-se que o erro relativo encontra-se na faixa 1072
a 1073 a partir de n > 150, sendo portanto, da ordem de 10 vezes maior em comparacao
com os pontos P1 a P3.

Para n < 50, nos pontos P1 a P3, e n < 150, no ponto P4, observa-se que o erro
relativo apresenta valores na ordem de 10° a 1072. Isso se justifica pelo fato de a solucao
analitica considerar que no instante n = 0 ja existe campo em todos os pontos, o que difere
da solucao do FDTD, pois o campo “demora” alguns instantes de tempo para atingir os
quatro pontos de interesse.
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Figura 4.7: Erro relativo para a CCA de Mur no ponto P1
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Figura 4.8: Erro relativo para a CCA de Mur no ponto P2

Constata-se, portanto, que a formulacao de Mur de 2* ordem apresenta erros relativos
da ordem de 1073, o que é aceitdvel para uma grande gama de problemas envolvendo
simulagoes em engenharia.
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Figura 4.9: Erro relativo para a CCA de Mur no ponto P3
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Figura 4.10: Erro relativo para a CCA de Mur no ponto P4

Erro Local e Global

Os erros locais, nas linhas Tz e Ty da Fig. 4.6, e o erro global obtidos com a formulacao
de Mur 2¢ ordem estao ilustrados nas Figs. 4.11 a 4.13.

Observa-se que em T'x o erro local encontra-se na faixa de 1072, em concordancia com
a literatura [Moore et al., 1988]. Em Ty, o erro local encontra-se na faixa de 1072, sendo,
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portanto, semelhante ao erro encontrado em T'x.
O erro global situa-se na faixa de 10~* para os 150 primeiros instantes de tempo, em
concordancia com [Moore et al., 1988].
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Figura 4.11: Erro local para Mur na linha de teste Tx
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Figura 4.12: Erro local para Mur na linha de teste Ty
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Figura 4.13: Erro global para Mur

Constata-se, portanto, que a formulacao de Mur de 2* ordem apresenta valores aceitaveis
para simulagbes em engenharia para os erros locais e global. Tal constatagao se justifica
pela concordancia dos valores apresentados comparados com os valores disponiveis em
[Moore et al., 1988].
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4.3.2 Condicao de Contorno Analitica de Trefethen

Ao aplicar as aproximacoes da Tabela 3.1 para a CCA de Trefethen foi verificado que apenas
as duas primeiras aproximagoes, Padé e Chebyshev em um subintervalo, apresentaram
resultados satisfatérios. As outras aproximacoes se mostraram instaveis.

A Fig. 4.14 apresenta o comportamento do coeficiente de reflexao para a CCA de Tre-
fethen utilizando as aproximacgoes de Padé e Chebyshev em um subintervalo em funcao do
angulo de incidéncia no intervalo [0, /2]. A figura mostra R menor que 1% para 0 < 6 < 45°
para as duas aproximacoes. A medida que o angulo de incidéncia aumenta, os valores para
os coeficientes de reflexao tendem a se estabilizar, o valor maximo apresentado é referente
a incidéncia normal. O angulo de absorcao exata ocorre quando 6 = 0°.

Pade
—*— Chebyshev

Coeficiente de reflexao

10 L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Angulo de incidencia

Figura 4.14: Coeficiente de reflexao versus angulo de incidéncia da onda para as apro-
ximagoes de Padé e Chebyshev

Erro Relativo

As Figs. 4.15 a 4.18 mostram o erro relativo de H, calculado pela equacao (4.3) para as
equacoes de Trefethen utilizando a aproximacao de Padé para os pontos P1 a P4 definidos
na Fig. 4.4.
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Figura 4.15: Erro relativo para a CCA de Trefethen utilizando a aproximacao de Padé no

ponto P1
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Figura 4.16: Erro relativo para a CCA de Trefethen utilizando a aproximacao de Padé no

ponto P2

As Figs. 4.19 a 4.22 mostram o erro relativo de H, calculado pela equagao (4.3) para
as equagoes de Trefethen utilizando a aproximacao de Chebyshev para os pontos P1 a P4

definidos na Fig. 4.4.
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Figura 4.17: Erro relativo para a CCA de Trefethen utilizando a aproximacao de Padé no
ponto P3
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Figura 4.18: Erro relativo para a CCA de Trefethen utilizando a aproximacao de Padé no
ponto P4

Semelhante ao resultado apresentado para Mur de 2¢ ordem, o erro relativo observado
nos pontos P1 a P3, para as duas aproximacoes estudadas, situa-se na escala entre 1072
a 10~* a partir de n > 50. Para o ponto P4, observa-se que o erro relativo encontra-se na
faixa 1072 a 1072 a partir de n > 150, sendo portanto, da ordem de 10 vezes maior em
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Figura 4.19: Erro relativo para a CCA de Trefethen utilizando a aproximagao de Chebyshev
no ponto P1.
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Figura 4.20: Erro relativo para a CCA de Trefethen utilizando a aproximacao de Chebyshev
no ponto P2.

comparacao com os pontos P1 a P3.

Para n < 50, nos pontos P1 a P3, e n < 150, no ponto P4, observa-se que o erro
relativo apresenta valores na ordem de 10° a 1072. Isso se justifica pelo fato de a solucao
analitica considerar que no instante n = 0 ja existe campo em todos os pontos, o que difere
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Figura 4.21: Erro relativo para a CCA de Trefethen utilizando a aproximagao de Chebyshev
no ponto P3.
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Figura 4.22: Erro relativo para a CCA de Trefethen utilizando a aproximacao de Chebyshev
no ponto P4.

da solucao do FDTD, pois o campo “demora” alguns instantes de tempo para atingir os
quatro pontos de interesse.

Constata-se, portanto, que a formulagao de Trefethen, utilizando as aproximagoes de
Padé e Chebyshev, apresenta erros relativos da ordem de 1073, o que é aceitdvel para uma
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grande gama de problemas envolvendo simulagoes em engenharia.

Erro Local e Global

Os erros locais, nas linhas Tx e Ty da Fig. 4.6, e o erro global obtidos com a formulagao
de Trefethen utilizando a aproximacao de Padé estao ilustrados nas Figs. 4.23 a 4.26.

As Figs. 4.24 e 4.27 ilustram os erros local e global, respectivamente, apresentados
pelo artigo utilizado como referéncia para estes célculos [Moore et al., 1988]. Como pode-
se notar, existe uma semelhanca significativa entre as figuras apresentadas pelo artigo e
as figuras obtidas nas simulac¢oes propostas. Isto significa que a implementacao obteve um
resultado satisfatorio.
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Figura 4.23: Erro local para Trefethen utilizando a aproximagao de Padé na linha de teste
Tx



4.3 Resultados de Condigoes de Contorno Analiticas 62

0.04

A

=1

ﬂ
2
o
=
. 7 /N
5 o000 PN — type (2.2)
P ¥ - o
[+}]
o -0.01 1
N
E -0.02 %) v
2 o003

-0.04 T T T T v T

0 20 40 60 80 100

Grid Position, |

Figura 4.24: Erro local para Trefethen utilizando a aproximacao de Padé apresentado no
artigo [Moore et al., 1988]
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Figura 4.25: Erro local para Trefethen utilizando a aproximagao de Padé na linha de teste

Ty

Os erros locais, nas linhas Tz e Ty da Fig. 4.6, e o erro global obtidos com a formulacao
de Trefethen utilizando a aproximagao de Chebyshev estao ilustrados nas Figs. 4.28 a 4.30.
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Figura 4.26: Erro global para Trefethen utilizando a aproximagao de Padé
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Figura 4.27: Erro global para Trefethen utilizando a aproximacao de Padé apresentado no

artigo [Moore et al., 1988]

Para as duas aproximagcoes, observa-se que em T'x o erro local encontra-se na faixa de
1072, em concordancia com a literatura [Moore et al., 1988]. Em Ty, o erro local encontra-
se na faixa de 1072, sendo, portanto, semelhante ao erro encontrado em T'x.

O erro global situa-se na faixa de 10~* para os 150 primeiros instantes de tempo, em

concordancia com [Moore et al., 1988].

Constata-se, portanto, que a formulagao de Trefethen, utilizando as aproximagoes de
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Figura 4.28: Erro local para Trefethen utilizando a aproximagao de Chebyshev na linha de
teste Tx
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Figura 4.29: Erro local para Trefethen utilizando a aproximacao de Chebyshev na linha de
teste Ty

Padé e Chebyshev, apresenta valores aceitaveis para simulagoes em engenharia para os
erros locais e global. Tal constatagao se justifica pela concordancia dos valores apresentados
comparados com os valores disponiveis em [Moore et al., 1988].
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Figura 4.30: Erro global para Trefethen utilizando a aproximacao de Chebyshev

4.3.3 Condicao de Contorno Analitica de Higdon

De forma anéloga a Trefethen, para higdon foi verificado que apenas as duas primeiras apro-
ximacoes da Tabela 3.1, Padé e Chebyshev em um subintervalo, apresentaram resultados
satisfatorios. As outras aproximagoes se mostraram instaveis.

Erro Relativo

As Figs. 4.31 a 4.34 mostram o erro relativo de H, calculado pela equagao (4.3) para as
equagoes de Higdon utilizando a aproximagao de Padé para os pontos P1 a P4 definidos
na Fig. 4.4.
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Figura 4.31: Erro relativo para a CCA de Higdon utilizando a aproximagao de Padé no
ponto P1
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Figura 4.32: Erro relativo para a CCA de Higdon utilizando a aproximagao de Padé no
ponto P2

As Figs. 4.35 a 4.38 mostram o erro relativo de H, calculado pela equagao (4.3) para
as equacgoes de Higdon utilizando a aproximacao de Chebyshev para os pontos P1 a P4
definidos na Fig. 4.4.
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Figura 4.33: Erro relativo para a CCA de Higdon utilizando a aproximagao de Padé no

ponto P3

10

10°

10

10

10

10

Erro relativo no ponto p4
5

10

10°

10

-3

-5

0 100 200 300

Instantes de tempo

400 500

Figura 4.34: Erro relativo para a CCA de Higdon utilizando a aproximagao de Padé no

ponto P4

De forma analoga aos resultados apresentado para Mur de 2¢ ordem e Trefethen, uti-
lizando as aproximagoes de Padé e Chebyshev, o erro relativo observado nos pontos P1 a
P3, para as duas aproximacoes estudadas, situa-se na escala entre 1072 a 10~* a partir de
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Figura 4.35: Erro relativo para a CCA de Higdon utilizando a aproximagao de Chebyshev

no ponto P1.
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Figura 4.36: Erro relativo para a CCA de Higdon utilizando a aproximacao de Chebyshev

no ponto P2.

n > 50. Para o ponto P4, observa-se que o erro relativo encontra-se na faixa 1072 a 1073

a partir de n > 150,

pontos P1 a P3.

sendo portanto, da ordem de 10 vezes maior em comparagao com o0s
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Figura 4.37: Erro relativo para a CCA de Higdon utilizando a aproximacao de Chebyshev
no ponto P3.
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Figura 4.38: Erro relativo para a CCA de Higdon utilizando a aproximacao de Chebyshev
no ponto P4.

Para n < 50, nos pontos P1 a P3, e n < 150, no ponto P4, observa-se que o erro
relativo apresenta valores na ordem de 10° a 1072, Isso se justifica pelo fato de a solucao
analitica considerar que no instante n = 0 ja existe campo em todos os pontos, o que difere
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da solucao do FDTD, pois o campo “demora” alguns instantes de tempo para atingir os
quatro pontos de interesse.

Constata-se, portanto, que a formulacao de Higdon, utilizando as aproximacoes de Padé
e Chebyshev, apresenta erros relativos da ordem de 1073, o que é aceitével para uma grande
gama de problemas envolvendo simulagoes em engenharia.

Erro Local e Global

Os erros locais, nas linhas Tx e Ty da Fig. 4.6, e o erro global obtidos com a formulagao
de Higdon utilizando a aproximacao de Padé estao ilustrados nas Figs. 4.39 a 4.41.
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Figura 4.39: Erro local para Higdon utilizando a aproximagao de Padé na linha de teste Tx
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Figura 4.40: Erro local para Higdon utilizando a aproximacao de Padé na linha de teste Ty
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Figura 4.41: Erro global para Higdon utilizando a aproximacao de Padé
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Os erros locais, nas linhas T'x e T'y da Fig. 4.6, e o erro global obtidos com a formulagao
de Higdon utilizando a aproximagao de Chebyshev estao ilustrados nas Figs. 4.42 a 4.44.
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Figura 4.42: Erro local para Higdon utilizando a aproximagao de Chebyshev na linha de

teste T'x

0.06

0.04

0.02

Erro Local
o
T

-0.02

-0.04 1

-0.06 :
0 10

Figura 4.43: Erro local para Higdon
teste Ty

20 30 40 50
Posicéo

utilizando a aproximacao de Chebyshev na linha de
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Figura 4.44: Erro global para Higdon utilizando a aproximacao de Chebyshev

Para as duas aproximagoes, observa-se que em T'x o erro local encontra-se na faixa de
1072, em concordancia com a literatura [Moore et al., 1988]. Em Ty, o erro local encontra-
se na faixa de 1072, sendo, portanto, semelhante ao erro encontrado em 7'z.

O erro global situa-se na faixa de 10~* para os 150 primeiros instantes de tempo, em
concordancia com [Moore et al., 1988].

Constata-se, portanto, que a formulagao de Higdon, utilizando as aproximacoes de Padé
e Chebyshev, apresenta valores aceitaveis para simulacoes em engenharia para os erros locais
e global. Tal constatagao se justifica pela concordancia dos valores apresentados comparados
com os valores disponiveis em [Moore et al., 1988].

Como pode-se observar, os resultados referentes a Mur, Trefethen e Higdon forma bas-
tante préximos. Tal fato se deve a semelhancga entre a formulacao destas Condigoes de
Contorno Analiticas, isto é, a formulacao de Higdon ¢é derivada de Trefethen, que por sua
vez ¢ derivada de Mur.
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4.4 Resultados de Condicoes de Contorno Absorven-
tes

4.4.1 Condicao de Contorno Absorvente PML
Erro Relativo

As Figs. 4.45 a 4.48 mostram o erro relativo de H, calculado pela equacao (4.3) utilizando
as equacgoes da PML para os pontos P1 a P4 definidos na Fig. 4.4.

O erro relativo observado nos pontos P1 a P3 situa-se na escala entre 107* a 1076 a
partir de n > 50. Para o ponto P4, observa-se que o erro relativo encontra-se na faixa 1073
a 107 a partir de n > 150, sendo portanto, 10 vezes maior em comparacao com os pontos
P1 a P3.

Para n < 50, nos pontos P1 a P3, e n < 150, no ponto P4, observa-se que o erro
relativo apresenta valores na ordem de 10° a 1072, Isso se justifica pelo fato de a solucao
analitica considerar que no instante n = 0 ja existe campo em todos os pontos, o que difere
da solucao do FDTD, pois o campo “demora”’ alguns instantes de tempo para atingir os
quatro pontos de interesse.

Ao comparar os resultados obtidos para a CCA PML com os resultados obtidos para a
CCA de Mur, percebe-se que os resultados para as formulagoes da PML sao da ordem de
102 mas precisos, como pode se observar na Fig. 4.48.
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Figura 4.45: Erro relativo para a CCA de PML no ponto P1
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Figura 4.46: Erro relativo para a CCA de PML no ponto P2
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Figura 4.47: Erro relativo para a CCA de PML no ponto P3
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Figura 4.48: Erro relativo para a CCA de PML no ponto P4
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Constata-se, portanto, que a formulacao da PML apresenta erros relativos da ordem
de 107®, cerca de 100 vezes menor que os resultados apresentados para a formulacao das
CCAs analiticas, o que é desejavel para problemas envolvendo simulacoes em engenharia.

Erro Local e Global

Os erros locais, nas linhas Tz e Ty da Fig. 4.6, e o erro global obtidos com a formulacao
de Mur 2% ordem estao ilustrados nas Figs. 4.49 a 4.51.

Observa-se que em T'x o erro local encontra-se na faixa de 1075, e em 7'y, o erro local
também encontra-se na faixa de 1075, Este resultado é aproximadamente 10* vezes menor
que o resultado apresentado pelas formulacao das CCAs analiticas.

O erro global situa-se na faixa de 10™° para os 150 primeiros instantes de tempo, man-
tendo o formato caracterisco da curva e apresentando-se menor que o erro global obtido
para as CCAs analiticas.

Erro Local

0 20 40 60 80 100
Posicéo

Figura 4.49: Erro local para PML na linha de teste Tx



4.4 Resultados de Condigoes de Contorno Absorventes 78

x107°

Erro Local
|
N
T

-8 I I I I
0 10 20 30 40 50

Posicéo

Figura 4.50: Erro local para PML na linha de teste Ty

x 107

Erro Global
S

50 100 150
Instantes de tempo

Figura 4.51: Erro global para PML

Constata-se, portanto, que a formulacao da PML apresenta valores desejaveis para
simulagoes em engenharia para os erros locais e global. Tal constatagao se justifica pe-
los valores inferiores apresentados comparados com os valores apresentados pelas CCAs
analiticas.
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4.5 Discussao

4.5.1 Erro Relativo

Como dito anteriormente, a teoria das CCAs assumem que a propagacao da onda no interior
do dominio ¢ igual a velocidade da luz, c¢. Contudo, em experimentos numéricos a veloci-
dade de propagacao, v, ¢ diferente e inferior a c. Taflove em [Taflove and Hagness, 2005,
menciona que as CCAs tendem a forcar v, = ¢, mas sem um refinamento de malha, é
impossivel evitar variagoes em v, da ordem de 0,1% a 1%.

Para todas as CCAs analiticas estudadas neste trabalho os valores de reflexoes espurias
obtidos permaneceram abaixo de 10™*, garantindo assim a confiabilidade e a precisao de-
sejada em relacao as estas CCAs.

A CCA PML apresentou um padrao semelhante aos encontrados pelas CCAs analiticas,
entretanto com um nivel de precisao maior. Os valores médios encontrados para as CCAs
analiticas permaneceram na faixa de 1073, enquanto que para a PML os valores médios
permaneceram na faixa de 1075, ou seja, 10? vezes mais precisos.

Estes valores indicam que as CCAs analisadas possuem diferentes niveis de reflexoes,
sendo, portanto, apliciveis em uma grande faixa de problemas em engenharia. Para pro-
blemas em que se necessita uma reflexao inferior a 10~* recomenda-se a utilizacao da CCA
PML.

4.5.2 Erro Local e Global

Analisando os erros locais e globais percebe-se que estes resultados seguem um padrao,
ou seja, para todas as CCAs propostas as curvas resultantes apresentaram um formato
semelhante. Tal padrao indica que nao ha discordancias relevantes quanto a implementacao
das técnicas.

Comparando os erros globais obtidos para a CCA de Trefethen, utilizando a apro-
ximacao de Padé, com os erros apresentados para a mesma CCA no artigo original de Mo-
ore [Moore et al., 1988], verifica-se uma semelhanca entre os valores. Desta forma, pode-se
concluir que a implementagao desta técnica foi efetuada de forma correta e os resultados
correspondem ao esperado.

O mesmo pode-se dizer em relagao aos erros globais obtidos para a CCA de Trefethen,
utilizando a aproximacao de Chebyshev, com os erros apresentados para a mesma CCA no
artigo original de Moore [Moore et al., 1988|.

Os erros locais encontrados para a CCA de Trefethen, utilizando as aproximacoes de
Padé e Chebyshev, foram semelhantes aos apresentados por Moore [Moore et al., 1988].

As CCAs de Mur e Higdon, esta tltima utilizado as aproximacgoes de Padé e Chebyshev,
apresentaram valores para os erros locais e globais muito préximos aos obtidos para CCA
de Trefethen.

Utilizando a CCA PML, os erros locais e globais obtidos apresentaram valores inferiores
se comparados aos valores encontrados para as outras CCAs. Os valores encontrados para
os erros locais para as CCAs analiticas foram da ordem de 1072, enquanto que para a
PML os valores encontrados foram da ordem de 107¢. No erro local, as CCAs analiticas
apresentaram um erro da ordem de 107#, e a CCA absorvente apresentou um erro da ordem
de 1075,

Analogamente aos resultados apresentados para o erro relativo, a CCA absorvente apre-
sentou uma maior precisao nos resultados em relacao as CCAs analiticas.
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4.5.3 Consideracoes Finais

Avaliando todos os resultados apresentados, conclui-se que a CCA absorvente PML possui
um desempenho superior as outras CCAs em relagao aos erros globais e locais. Para esta
CCA, os resultados para o erro relativo apresentaram uma precisao na ordem de 107?,
sendo 10% mais preciso que as CCAs analiticas.

A CCA PML possui uma dificuldade maior de implementagao, tal fato é explicado por
meio da divisao dos campos, implementacao e processamento da camada absorvente. Esta
desvantagem nao é percebida nas CCA analiticas, cujo objetivo e fechar o dominio com
apenas uma equagcao.

As CCAs foram implementadas em 2D, e tais CCAs apresentaram eficiéncias muito
préximas.

Com base nas consideragoes anteriores, conclui-se que todas as CCAs apresentadas
possuem resultados satisfatorios, porém para efetuar a escolha da CCA mais adequada,
alguns fatores precisam ser considerados:

e O tipo de problema e a precisao desejada;
e A facilidade de implementacao; e

e O desempenho apresentado.

A CCA absorvente apresentou uma maior precisao nos resultados, porém uma maior
dificuldade de implementagao. Em contra-partida, as CCAs analiticas de Mur, Trefethen
e Higdon, obtiveram resultados menos precisos, porém satisfatorios, contudo uma maior
facilidade de implementacao.

Em todas as CCAs estudadas o desempenho apresentado atendeu as expectativas, o
que indica que todas as técnicas sao eficientes e possiveis de serem utilizadas.

Ressalta-se, entretanto, que a ordem de grandeza dos erros encontrados aplicam-se ape-
nas para as condicgoes ideais do problema proposto, ou seja, dominio preenchido com ar e
alta densidade do refinamento da malha.

No proximo capitulo serao apresentadas as conclusoes finais deste trabalho.



Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Conclusoes

Neste capitulo é feita uma sintese do trabalho apresentado, ressaltando os resultados obtidos
e o seu alcance. Apds apresentar as conclusoes relativas ao trabalho desenvolvido, serao
destacadas as principais contribuicoes e sugestoes de trabalhos futuros.

5.1.1 Resultados Obtidos e Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou uma avaliacao das técnicas de condicao de contorno absorvente
e analiticas (CCA) para um programa de célculo de campo eletromagnético utilizando o
método de diferengas finitas no dominio do tempo (FDTD). As técnicas estudadas foram
as CCAs analiticas de Mur, Trefethen e Higdon, e a CCA absorvente PML.

O modelo utilizado para esta avaliagao foi um dominio em duas dimensoes preenchido
com ar, cujas dimensoes foram de 100 células na direcao = e 50 células na diregao y. A
utilizagao deste modelo deve-se ao fato de ja existir na literatura resultados para esta
implementagao, permitindo a comparacao entre os resultados.

Para garantir a confiabilidade dos resultados, a validacao dos programas foi feita de
duas maneiras distintas; a primeira utiliza a definicao de erro relativo para comparar a
solugao do FDTD com a solucao analitica, e a segunda emprega a definicao de erro local e
global.

A fonte foi modelada como um ponto localizado no centro do dominio irradiando em
duas situacoes: primeiramente foi assumida a forma de uma onda senoidal continua para
a comparacao entre o calculo do FDTD e a solucao analitica; e em seguida a fonte foi
substituida para um pulso suave compacto para o obtencao dos erros globais e locais.

Utilizando-se o FDTD e as CCAs propostas, foram calculados os campos eletro-
magnéticos e as diferencas entre a solugao ideal e a solugao real para o problema.

Os erros relativos calculados através da comparacao entre o calculo obtido pelo pro-
grama proposto e a solucao analitica, utilizando a equagao (4.3), obtiveram valores da
ordem de 1073 para as CCAs analiticas e 107 para a CCA absorvente.

Os erros local e global foram obtidos através da aplicagao das equagoes (4.5) e (4.4) no
dominio Fig. 4.5. Tais erros estao em concordancia com os valores apresentados na litera-
tura. Desta maneira, pode-se concluir que o os métodos utilizados sao capazes de “fechar” o
dominio computacional impedindo que reflexoes esptrias retornem para dentro do dominio
e influenciem nos resultados dos calculos. A CCA absorvente apresentou resultados cerca
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de 10* vezes mais precisos para os erros locais e 10? vezes mais precisos para o erro global,
em comparagao com as CCAs analiticas.

Os resultados sugerem que o programa proposto possui eficiéncia suficiente, aliando
precisao dos resultados, facilidade de implementacao e desempenho.

Entre as principais contribuigoes desta dissertacao, em particular para o Grupo de
Otimizagao e Projeto Assistido por Computador (GOPAC), destaca-se a implementagao
das técnicas de CCAs de Mur, Trefethen, Higdon e PML e a analise da aplicabilidade destas
técnicas para problemas de contorno em eletromagnetismo em alta-freqiiéncia.

Como sugestao para trabalhos futuros, sugere-se estender a investigacao para problemas
em trés dimensoes nos sistemas de coordenadas cartesiano, cilindrico e esférico.



Referéncias Bibliograficas

[A. Bayliss and Turkel, 1982] A. Bayliss, M. G. and Turkel, E. (1982). Boundary conditions
for the numerical solution of elliptic equations in exterior regions. SIAM Journal on
Applied Mathematics, 42:430-451.

[Adachi, 1995] Adachi, S. (1995). Three-dimentional fdtd analysis of complicated antennas.
9th International Conference on Antennas and Propagation, pages 299-304.

[Balanis, 1982] Balanis, C. A. (1982). Antenna Theory - Analysis and Design. J. W. Sons,
New York, NY.

[Balanis, 1989] Balanis, C. A. (1989). Advanced Engineering Electromagnetics. J. W. and
Sons, New York, NY.

[Bayliss and Turkel, 1980] Bayliss, A. and Turkel, E. (1980). Radiation boundary condition
for wave-like equations. Communications on Pure and Applied Mathematics, 33:707-725.

[Berenger, 1994 Berenger, J. (1994). A perfectly matched layer for the absorption of elec-
tromagnetic waves. Journal of Computational Physics, 114:185-200.

[Berenger, 1996a] Berenger, J. (1996a). A perfectly matched layer for the fdtd solution
of wave-structure interaction problems. [IFEE Trans. on Antennas and Propagation,
44(1):110-117.

[Berenger, 1996b] Berenger, J. (1996b). Three-dimensional perfectly matched layer for the
absorption of electromagnetic waves. Journal of Computational Physics, 127:363-379.

[Compart, 2005] Compart, J. (2005). Comparacao entre o método de elementos finitos
(fem) e o método de diferengas finitas no dominio do tempo (fd-td). Trabalho final
submetido a Disciplina de Método de Elementos Finitos no sequndo semestre de 2005.

[de Lima, 2006] de Lima, C. B. (2006). Analise de dispositivos eletromagnéticos para hi-
petermia usando o método fdtd. Programa de Pos-Graduagao em Engenharia Elétrica
da Universidade Federal de Santa Catarina.

[Dimbylow and Mann, 1994] Dimbylow, P. and Mann, S. (1994). Sar calculations in an
anatomically realistic model of the head for mobile communication transceivers at 900
mhz and 1.8 ghz. Phys. Med. Biol., 39:1537-1553.

[Engquist and Majda, 1977] Engquist, B. and Majda, A. (1977). Absorbing boundary con-
ditions for numerical simulation of waves. Mathematics of Computation, 31:629-651.

[Furse et al., 1996] Furse, C., Lazzi, G., and Gandhi, O. (1996). Fdtd computation of
power deposition in the head for cellular telephones. Antennas and Propagation Society
International Symposium, pages 1794-1797.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 84

[Gandhi et al., 2001] Gandhi, O., Li, Q.-X., and Kang, G. (2001). Temperature rise for
the human head for cellular telephones and for peak sars prescribed in safety guidelines.
IEEFE Transactions on Microwave Theory and Techniques, 49(9):1607-1613.

[Halpern and Trefethen, 1986] Halpern, L. and Trefethen, L. N. (1986). Wide-angle one-
way wave equations.

[Hayt, 2001] Hayt, W. (2001). FEletromagnetismo. LTC - Livros Técnicos e Cientificos
Editora S.A., Rio de Janeiro, RJ.

[Higdon, 1986] Higdon, R. L. (1986). Absorbing boundary conditions for difference ap-
proximations to the multi-dimensional wave equation. Mathematics of Computation,
47:437-459.

[Higdon, 1987] Higdon, R. L. (1987). Numerical absorbing boundary conditions for the
wave equation. Mathematics of Computation, 49:65-90.

[Kosmas and Rappaport, 2004] Kosmas, P. and Rappaport, C. (2004). A simple absorbing
boundary condition for fdtd modeling of lossy, dispersive based on the one-way wave
equation. IEEE Trans. on Antennas and Propagation, 52(9):2476-2479.

[Kraus, 1991] Kraus, J. (1991). FElectromagnetics. McGraw-Hill., New York, NY.

[Moore et al., 1988] Moore, T., Blaschar, J., Taflove, A., and Kriegsmann, G. (1988). The-
ory and application of radiation boundary operators. IEEE Transactions on Antennas
and Propagation, 36:1797-1812.

[Mur, 1981] Mur, G. (1981). Absorbing boundary conditions for the finite-difference ap-
proximation of the time-domain electromagnetic-field equations. IEEE Transactions on
FElectromagnetic Compatibility, 23(4):377-382.

[Nikita et al., 2000] Nikita, K., Cavagnaro, M., Bernardi, P., Uzunoglu, N., Pisa, S., Piuzzi,
E., Sahalos, J., Krikelas, G., Vaul, J., Excell, P., Cerri, G., Chiarandini, S., Leo, R., and
Russo, P. (2000). A study of uncertainties in modeling antenna performance and power

absorption in the head of a cellular phone user. IEEE Trans. on Microwave Theory and
Techniques, 48(12):2676-2685.

[Rodrigues, 2003] Rodrigues, A. (2003). Caracterizagao da taxa de absor¢ao especifica e do
aumento de temperatura induzidos por telefones celulares na cabega humana. Programa
de Pos-Graduagao em Engenharia Elétrica da Universidade Federal de Minas Gerais,
vol.L.

[Taflove, 2002] Taflove, A. (2002). Why study electromagnetics: The first unit in an un-
dergraduate electromagnetics course. Northwestern University, Department of Electrical
and Computer Engineering.

[Taflove and Brodwin, 1975a] Taflove, A. and Brodwin, M. (1975a). Computation of the
electromagnetic fields and induced temperatures within a model of the microwave-

irradiated human eye. [EEFE Transactions on Microwave Theory and Techniques,
23(11):888-896.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 85

[Taflove and Brodwin, 1975b] Taflove, A. and Brodwin, M. (1975b). Numerical solution
of steady-state electromagnetic scattering problems using the time-dependent maxwells
equations. IEEE Transactions on Microwave Theory and Techniques, 23(8):623-630.

[Taflove and Hagness, 2000] Taflove, A. and Hagness, S. (2000). Computational Electrody-
namics - The Finite-Difference Time-Domain Method. Artech House, Norwood, MA.

[Taflove and Hagness, 2005] Taflove, A. and Hagness, S. (2005). Computational Electrody-
namics - The Finite-Difference Time-Domain Method. Artech House, Norwood, MA.

[Trefethen and Halpern, 1986] Trefethen, L. N. and Halpern, L. (1986). Well-possedness
of one-way wave equation and absorbing boundary conditions. Mathematics of Compu-
tation, 47:421-435.

[Watanabe et al., 1996] Watanabe, S.-I., Taki, M., Nojima, T., and Fujiwara, O. (1996).
Characteristics of the sar distributions in a head exposed to electromagnetic fields ra-

diated by a hand-held portable radio. IEEE Transactions on Microwave Theory and
Techniques, 44(10):1874-1883.

[Yee, 1966] Yee, K. (1966). Numerical solution of initial boundary value problems involving
maxwells equations in isotropic media. IEEE Transactions on Antennas and Propagation,
14:302-307.

[Yusheng, 1996] Yusheng, Z. (1996). The studies of the stability of fdtd with murs absor-
bing boundary condition of second order in 3-d scattering problems. IEEE Microwave
and Guided Wave Letters, 6(3):120-122.



Apeéendice A

Coeficientes de Reflexao e
Transmissao

Em problemas de contorno com interesse pratico é necessario atentar para as regioes de
tamanho infinito. Ao limitar uma regiao, as condicoes de fronteira devem ser consideradas,
e neste caso, ocorrem fenomenos de reflexao e refracao na fronteira de regides compostas
por dois materiais diferentes. Para isto, expressoes sao estabelecidas para a onda refletida
pela interface e para a onda transmitida para a outra regiao, [Balanis, 1989).

Para analisar a transmissao e reflexao de ondas incidentes, primeiramente deve-se in-
troduzir o conceito de plano incidente. Plano incidente é definido como o plano formado
por um vetor unitdario normal a interface refletora e o vetor na direcao de incidéncia. Por
exemplo, uma onda cujo vetor onda esta no plano zz e é incidente na superficie paralela
ao plano zy, ou seja, o plano de incidéncia é o plano zz [Balanis, 1989).

A.1 Incidéncia Normal

Considere uma onda polarizada linearmente, viajando na diregao positiva de z com E na
direcao y e H na direcao z, como mostra a Fig. A.1. Esta onda possui incidéncia normal a
fronteira entre dois meios. A onda incidente é composta pelas componentes E; e H;, assim
como as ondas refletidas e transmitidas, as quais sao formadas por E, e H,, e E; e Hy,
respectivamente, conforme a Fig. A.2 [Balanis, 1989], [Kraus, 1991].

Pela condigao de continuidade, tem-se na fronteira que:

E,+E, = E, (A1)

Os campos E e H de ondas planas sao relacionados com a impedancia intrinseca do
meio da seguinte forma:

E‘

- _ 7 A.
7 1 (A.3)
E

- = -z A4
A 1 (A.4)
B _ g (A.5)

H,
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Figura A.1: Ondas refletidas e transmitidas para uma incidéncia normal em uma superficie
plana
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Figura A.2: Representacao grafica de uma incidéncia normal
Com a combinagao de (A.1) a (A.5), tem-se:

E, E; E,
g - L B A6
! Zs 7. 7 (A.6)
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Zo Zo
B 2p _Z22R A.
t Zl 7 Zl T ( 7)
Multiplicando (A.1) por Z,/Z;, obtém-se:
Zy Zy Zy
—F —F,+=—F A.
zZ " Z (8.8)
Somando (A.7) e (A.8), resulta em:
Zo 275
E (14 = —F; A9
t<_%z) Z (A.9)
ou
27,
¢ 71 7, (A.10)

na qual 7 chamado de coeficiente de transmissao, que é dado por

B 27
T = B 7,17 (A.11)
Subtraindo (A.7) de (A.8), resulta em:
Zo 275
E(—=—-1 = —F A.12
t(a ) 7z, " (A-12)

Substituindo E; de (A.10) em (A.12) e resolvendo para E,., tem-se:

Zy — 74
E. E; = pE; A3
7, 17, Bi=r (A.13)
na qual p chamado de coeficiente de reflexao, que é dado por:
E. Z,—7Z
— = A4

Através de (A.11) e (A.14) conclui-se que:

T

p+1 (A.15)
A equacgao (A.15) representa a relagao entre os coeficientes de reflexao e transmissao de
uma onda plana com incidéncia normal a uma superficie planar.
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A.2 Incidéncia Obliqua

Em uma polarizagao geral de ondas com incidéncia obliqua, para examinar reflexoes e trans-
missoes é mais conveniente decompor os campos E e H em componentes perpendiculares e
paralelas, em relacao ao plano de incidéncia, e analisar cada uma delas individualmente. O
campo refletido e transmitido total sera o vetor soma de cada uma das duas polarizacoes
[Balanis, 1989).

Pela Lei de Snell Descartes, temos:

0, = 0, (A.16)
msind; = nysinb; (A.17)

nas quais a equagao (A.16) é a Lei de Snell para a reflexdo, a equagao (A.17) é a Lei de
Snell para a refragao, 1, e 7 sao os indices de refracao dos meios 1 e 2, respectivamente.

Para um meio sem perdas o indice de refracao n pode ser escrito como ,/fi,&,, € a Lei
de Snell para a refracao pode ser alterada para:

FICL in o, (A.18)
H2E2

sin 9,5 =

A.2.1 Polarizacao Perpendicular

A polarizacao perpendicular, também conhecida como polarizagao horizontal ou E, possui
o campo E orientado perpendicularmente ao plano de incidéncia, conforme mostrado na
Fig. A.3 [Balanis, 1989], [Hayt, 2001].

Em uma polarizacao perpendicular, os campos incidentes F; e H; podem ser escritos
como:

EiJ_ = ayEilefjﬁrr — ayEoefjﬁﬁ(:ESinOiJrzcosOi) (Alg)
E . )
= (_ar sin ez + az CcOS 91) ?06_351(3”511191'4-260501-) (A20)
1
nas quais
P = fo (A.21)
E; E,
Ho = =7 A.22
B Zl Z1 ( )

De maneira analoga, os campos refletidos E, e H, sao dados por:

ayErLefj,Br-r — apr_Eoefjﬂl (z sin 6, +zcosby) (A23)
(Gy sin 6, + a.cosb,) Hue_jﬁ"‘r

E . .
= (ax sin 07" -+ azCOSQT) %e_Jﬁl(x sin 0, 4-zcos0r.) (A24)

1
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Figura A.3: Representagao grafica de uma incidéncia obliqua e campo com polarizagao
perpendicular

nas quais

E, = piEi=p.E, (A.25)
E,  piE

H, == = A.26

. A (A.26)

Similarmente, os campos transmitidos F; e H; sao dados por:

EtJ_ — ayEtLefjﬁt.r _ ayTLEoefjﬁg(x sin 0 +zcosby) (A27)
Hy = (—asinb; + a,cosb;) HtLe_j’gt'r
E ) .
_ (_am sin 6, + aZCOSQt) TL 0€*J52(281n9t+20089t) (A28)
2
nas quais
EtJ_ == TJ_EZ' == TJ_EO (A29)
E; 7, Ey
H, = = = A.30
ty 22 22 ( )

Os coeficientes de reflexdo (p,) e transmissao (7)), e a relagdo entre os angulos inci-
dente (6;), refletido (6,) e transmitido (refratado) (6;) podem ser obtidas por aplicagao da
condicao de continuidade ou condicao de fronteira nas componentes dos campos elétrico E
e magnético H.
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EiJ__FET’J_ = Etj_
H’L‘L—FH’!’L = Ht

(A.31)
(A.32)

1

Usando os termos apropriados de (A.19) a (A.30), as equagdes (A.31) e (A.32) podem
ser escritas como:

e—jﬁlx sin 6; + pLe—jﬁlz sin 6, Tle—jﬁgaxsinﬁt (ASS)
A (—cosﬁie_jﬁlmmel + pLCOSQ,,e_]Bl“meT) = ;cosﬁte_jﬂﬁsmet (A.34)
1 2

Utilizando as equagoes (A.16) e (A.17), as equagoes (A.33) e (A.34) reduzem a:

1+pJ_ = T (A35)

cosf
(~1+p1) = ———7 (A.36)
2

cosb;
Z

Resolvendo (A.35) e (A.36) para 7, e p, , tem-se:

Ey, 275c050; 2 %200391
no= ph=— - (A.37)
i 2c080; + Z1cosb; \/%cos@- + \/Ecosty
E, Zocosl; — Z1cosh B2cosb; — [t cost,
b = . Zycos 1cost; \F \/7 (A.38)

Ei,  Zacost; + Zicosty  [E2cosf); + , [Ecost),

Os coeficientes 7, e p, sao conhecidos como coeficientes de transmissao e reflexao de
Fresnel para uma onda com polarizagao perpendicular.

A.2.2 Polarizacao Paralela

Na polarizacao paralela, ou polarizacao vertical ou H, o campo E ¢é paralelo ao plano de
incidéncia, mostrado na Fig. A.4 [Balanis, 1989], [Hayt, 2001].
A polarizacao paralela pode ter os campos incidentes F; e H; escritos como:

B = (aysinb; — a.cosb;) Eye~iPir
= (Gycosb; — a,sinb;) Eye—iP1(zcostit=sin0;) (4.30)
Hi” = ayHiHe—jﬁn _ ay?e—jﬁﬂxsineﬁ—zcos%) (A.40)
nas quais
Ba = B0 (A.41)
B =g (A.42)

Il Zl Zl
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Figura A.4: Representagao grafica de uma incidéncia obliqua e campo com polarizagao

paralela

De maneira semelhante aos campos incidentes, os campos refletidos F, e H, sao dados

por:
E, = (4 sin 6, + @, cos 6,) Eye3Pr™
— (azCOSQT + aZ sin 67") Eoe—jﬂl(xcosﬁ,.+zsin97-)
Hr” — ayHTHe*jﬁr-r — ay p”EO e*jﬁl(xsin 0r+z cos 6y)
1
nas quais
B = pEi=pko
g~ En_ ik
Tl A 7

Assim como os campos transmitidos F; e H; sao dados por:

By, = (G sin 6y — G,cosby) Ege Pt™

= (axCOSQt — @, sin 915) Eoe—j,@1(xc039t+z sin 0y)

Ht = 4 Ht e*jﬂt-r — 3 THEO efjﬂl(xsiné?ﬂrzcos@t)
I | Y Zl
nas quais
By = 1B =7Eo
H, = By _ Tk
I

Zy Zy
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Utilizando os termos apropriados de (A.39) a (A.50) e aplicando a polarizacao paralela,
as equagoes (A.31) e (A.32) reduzem a:

cosfie P TIO y pcosf,e TN = 1y cosf,e TIPSO (A.51)
1 . . . . T . .
e—]ﬁmﬁsmGi —p 6—jﬁ1xsm9r — i,/_ e—]ﬁgxsmet (A52)
2 ( H ) 2,

Utilizando as equagoes (A.16) e (A.17) juntamente com as equagoes (A.35) e (A.36) e
resolvendo para 7 e p| , tem-se:

o By 2Zcest  2lcosh (A.53)
| Eiy  Zicosh; + ZacosOy | [Ecosh; + /22 cosb, '
E, — Z,c0s0; + Zocosh — 5—1100361- + /2 cos0,

E;, Z1c080; + Zycost, |/ Ercost; + | [E2 cost,

Os coeficientes 7 e p sao conhecidos como coeficientes de transmissao e reflexao de
Fresnel para uma onda com polarizacao perpendicular.



