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Resumo

Este trabalho se aplica, especificamente, ao caso de C servidores heterogéneos, expo-
nencialmente distribuidos e que atendem a uma fila tinica, com disciplina de atendimento
First-Come, First-Served, formada por apenas uma classe de cliente. E apresentada uma
formulacao matematica para se obter um limite superior para as medidas de desempenho.
Tal formulacgao é obtida, basicamente, através de uma expansao do espaco de estados, re-
sultante da heterogeneidade dos servidores, e, em seguida, através de uma reducao desse
espaco de estados. Essa reducao é viavel, pois apenas as possibilidades de maior prob-
abilidade foram consideradas. Com isso, é possivel encontrar o pior caso para o tempo
médio de espera na fila e para o niimero médio de servicos na fila, como, também, para o
tempo médio no sistema e o niimero médio de pessoas no sistema.

Essa formulacao se torna atraente por ser capaz de aproximar o comportamento real
desses sistemas de servidores heterogéneos com um erro, na maioria dos casos, menor
do que se fosse calculado utilizando a aproximacao existente para uma MMec tradicional.
Resultados de simulagoes, feitas em GPSS (General Purpose Simulation System), sao
apresentados com o intuito de validar a formulagao criada e de comparar o erro relativo
dela com o de outras aproximacoes.

O Indice de Gini é usado para facilitar a comparacio entre sistemas, pois, através
desse, ¢é viavel classifici-los quanto a heterogeneidade e, entao, avaliar qual é o efeito
resultante dessa sobre as medidas de desempenho de um sistema de filas qualquer. E
apresentada, também, uma analise sobre a influéncia que alguns tipos de alocacao tém

sobre os resultados.
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Abstract

This work is specifically applied to the case of C heterogeneous servers, exponentially
distributed, which assist a single FCFES line formed for just one type of customer class.
A mathematical formulation is presented to obtain an upper bound for the performance
measures. Basically, such formulation is obtained through an expansion of the state space
resulting from the heterogeneity of the servers and afterwards through a reduction of that
state space. That reduction is feasible because only the possibilities of larger probability
are considered. With that, it is possible to find the worst case for the average waiting time
in queue and for the average number of people in the queue, as well as for the average
waiting time in the system and the average number of people in the system.

In most of the cases that formulation becomes attractive as it is capable to approximate
the real behavior of those systems of heterogeneous servers with an error that is smaller
than if it was calculated using the traditional MMec.

Results from simulations, which were run in GPSS, are showed with the intention of
validating the created formulation and to compare the relative error resulted from it with
the error from other approaches. The Gini’s Index is used to make the comparison among
systems possible as it makes viable the classification of the systems according to their
heterogeneity. As a result of that it is possible to evaluate which is the resultant effect on
the performance measures of those queueing systems. In addition, some analyses on the

influence which different allocation polices have over the results are also presented.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

As filas sao fendmenos que acontecem a todo o momento em nossos dias. Pode-se
ver fila em tudo o que fazemos e aonde vamos. H4& filas de carros, para comprar um
lanche ou quando se vai pagar uma conta. Em diversas e variadas situacoes, podem-se
vé-las. As filas que acontecem no nosso dia-a-dia nao sao, apenas, as visiveis diretamente.
Existem filas, por exemplo, nos aeroportos e nos portos, além de estarem presentes em
todo o processo de producao e escoamento de produtos, fazendo com que os precos das
mercadorias subam ou desgcam conforme a eficiéncia na distribuicao e na logistica. Em
telefonia, principalmente com as tecnologias de comutacao de pacotes, Video sob Demanda
e Voz sobre 1P, as filas também aparecem. Desta forma, resolver de maneira adequada os
problemas de filas pode ser um fator de reducao de custos e de maximizacao da eficiéncia
de um sistema.

As filas acontecem a todo o momento em véarios sistemas e elas poderao se tornar
instaveis quando a quantidade de trabalho demandada ao sistema é maior ou igual a
capacidade de processar essa quantidade de servico. Quando a oferta de processamento é
menor que o fluxo de trabalho que chega nesse sistema, as filas, inevitavelmente, surgirao
e poder-se-ao tornar um entrave intransponivel. Em alguns casos, a solu¢ao ¢ aumentar
a capacidade de atendimento, mas isso pode requerer vultosas despesas de capital. Em
outros casos, as filas podem ser reduzidas através de uma alocagao mais eficiente dos
recursos existentes.

A investigacao de sistemas de filas é, portanto, de extrema importancia. Dentro deste

contexto sao considerados os casos em que as filas sao processadas por servidores que nao
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tém as mesmas taxas de trabalho e, por isso, sao chamados de Servidores Heterogéneos.
A necessidade de estudar os sistemas atendidos por esses servidores vem do fato de que,
na pratica, o nimero de sistemas nos quais os servidores trabalham com taxas diferentes
vem crescendo. Considerando, por exemplo, seres humanos como servidores, sendo cada
um encarregado de realizar um servico mesmo que esse servico seja igual para todos,
cada um terminara o trabalho em um tempo diferente. Afinal de contas, seres humanos
sao diferentes e tém capacidades diferentes. Ainda que os servidores sejam maquinas, é
provavel que o mesmo ocorra. No caso da Internet, é possivel que o processador de uma
maquina ou o roteador seja mais rapido que outros. Principalmente porque os sistemas de
comunicacao enfrentam um processo rapido e permanente de renovacao de tecnologia, o
que faz equipamentos velhos serem normalmente mais lentos. Considerando os processos
industriais, é de se esperar que haja maquinas com diferentes precos e, portanto, com
diferentes taxas de producao, ou mesmo, serem de origens diferentes o que, também,
afeta as respectivas capacidades. Mais ainda, as maquinas podem, apenas, ser de idades
diferentes e, consequentemente, trabalharem com capacidades dispares.

A Teoria de Filas ¢ um ramo da Probabilidade Aplicada com a Pesquisa operacional
que procura modelar, matematicamente, esses sistemas e, dessa forma, revelar a natureza
probabilistica por tras desses. Através desses modelos matematicos, procura-se, de forma
detalhada, obter respostas 6timas para problemas de gerenciamento de varias naturezas.
Para isso, a Teoria de Filas aparece como ferramenta para a obtencao de parametros de
desempenho, como, por exemplo, tempo de espera médio e nimero médio de pessoas tanto
na fila quanto no sistema. Com a criacao de formulacoes fechadas é possivel tomar decisoes
de forma mais rapida e confiavel, j& que nao é mais preciso utilizar apenas simulacoes, as

quais podem ser imprecisas e muitas vezes demoradas.

1.2 Objetivo

O objetivo desta dissertagao é desenvolver uma formulagao matematica que represente,
de forma aproximada, os sistemas de filas correspondentes aos casos em que existam
servidores heterogéneos exponencialmente distribuidos, alimentados por uma fila tnica.
Tal fila tem disciplina de atendimento FCFS (First-Come First-Served) e é formada por
jobs de uma so classe, cujas chegadas ao sistema acontecem de acordo com um processo
de Poisson. Pretende-se, com essa formulagao, obter as medidas de desempenho, tempo

médio de espera por job na fila, tempo médio de permanéncia de um job no sistema,
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niimero médio de jobs no sistema e niimero médio de jobs na fila.

Especificamente, pretende-se avaliar, através da formulacao desenvolvida, a influéncia
da heterogeneidade dos servidores dentro do sistema. O Indice de Gini sera utilizado para
mensurar essa heterogeneidade entre tais sistemas e, entao, tornar possivel a classificacao
e a comparacao desses.

Com base em tais medicoes, pode-se, entao, determinar como o sistema se comporta
quando se varia o niimero de servidores. Deseja-se com isso avaliar o quanto os resulta-
dos obtidos com a formulacao proposta sao afetados com o aumento da quantidade de
servidores. Para essa avaliacao, sao comparados valores obtidos com valores simulados.

Em seguida, pretende-se definir limites superiores e inferiores para cada configuragao
de servidores. Isto é feito, através de comparacoes do erro resultante em relacao as
variacoes que ocorrem na formulacao proposta quando sao utilizadas as seguintes politicas
de alocacao de servidores: (i) escolhendo os servidores mais lentos primeiro; (ii) escolhendo
os servidores de forma aleatoria; e (iii) escolhendo os servidores mais rapidos primeiro.

Finalmente, pretende-se analisar o erro acarretado nos resultados calculados com a
formulagao proposta quando se varia o coeficiente p de utilizagdo do sistema. Espera-se
que o erro seja menor quando o p tende & unidade, pois, a influéncia das politicas de
alocacao nas medidas de performance para esse caso é menor.

A anélise realizada permite a identificacdo de aplicagoes praticas nas quais a formu-
lacao proposta possa ser utilizada. Dessa forma, este estudo torna-se ttil para o geren-
ciamento de quaisquer processos de filas que ocorrem no dia-a-dia, se esses puderem ser

representados pelo modelo aqui proposto.

1.3 Motivacao

A motivacao para este trabalho vem da importancia de se desenvolver uma ferramenta
que possibilite uma melhora nas avaliacoes feitas sobre varios processos de filas e, assim,
melhorar o gerenciamento dos mesmos. Como conseqiiéncia de uma melhor gestao dos
processos, tem-se: melhor qualidade dos servicos, maior capacidade de trabalho e econo-
mia financeira através de reducao de custos.

Sao encontrados, na literatura, muitos modelos que se utilizam da Teoria de Filas para
descrever matematicamente a realidade. Entretanto, quase todos, quando é o caso de mais
de um servidor, consideram os servidores como sendo homogéneos. Esta é apenas uma das

simplificacoes feitas ao tentar aproximar do que realmente acontece. Nesta dissertacao,
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procura-se dar um passo a mais em dire¢ao a uma melhor representacao do que acontece na
realidade. A possibilidade de criacao de uma formulagao relativamente simples e que seja
sensivel a heterogeneidade dos servidores quando esses sao exponencialmente distribuidos
representa uma contribuicao suficientemente significativa para justificar a realizacao deste
trabalho.

A gama de sistemas com natureza distinta em que a formulacao proposta podera
ser aplicada é mais um estimulo a investigacao da mesma. Esta gama estende-se desde
sistemas de telecomunicacoes, nas quais agrupam-se tecnologias de video sob demanda
e voz sobre Ip,passando por redes de computadores em geral, e indo até sistemas de

manufatura, logistica e analise financeira.

1.4 Revisao Bibliografica

Com a ampla utilidade encontrada para a Teoria de Filas em varias areas, observa-se
que, nos ultimos anos, varios autores vém estudando extensivamente o assunto. Devido,
portanto, a quantidade de trabalhos publicados neste campo, um leitor interessado pode
se perder entre tantos caminhos possiveis. Neste trabalho os esforcos sao divididos de
maneira a evitar esse erro. Para isso os seguintes passos sao seguidos: (i) estudo sobre
teoria de filas descrita em Gross e Harris (1985), Kleinrock (1976a), Kleinrock (1976b),
Ross (1993), El-Taha e Stidham (1999), Wolff (1989), Saaty (1961), Feller (1957), Feller
(1966), Cooper (1981) e Allen (1990) onde foram encontrados os fundamentos necessarios
para desenvolver este estudo; (ii) pesquisa e conseqiiente estudo sobre trabalhos que de-
senvolvem a teoria sobre servidores heterogéneos necessaria para este; e (iii) investigagao
sobre possiveis aplicacoes.

Existe mais de um tipo de sistemas com servidores heterogéneos, e esses sao tratados
de formas diferentes. O primeiro tipo de sistema consiste em servidores individuais, onde
cada um deles "enxerga" a sua frente uma fila inica a qual so ele atende. Esse sistema
esta representado na Figura 1.1. O segundo tipo de sistema, mostrado na Figura 1.2,
é o caso em que os servidores atendem & mesma fila, ou seja, existe somente uma fila
"alimentando" os servidores quando esses ficam vazios.

O primeiro tipo de tratamento, na verdade, considera miltiplas filas paralelas. Esse
tipo de sistema é caracterizado, portanto, por varios servidores que trabalham em paralelo
onde cada um tem uma fila propria como se fosse um sistema de apenas um servidor. Nesse

tipo de sistema, normalmente é considerada a troca entre filas (jockeying), o que ocorre
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Figura 1.1: Sistema com servidores Heterogéneos atendidos por miltiplas filas paralelas.

quando um job sai de sua fila e vai para uma mais curta. Para se calcular as medidas
de performance dos sistemas com multiplas filas considera-se cada fila individualmente
e depois tira-se a média ponderada de cada uma dessas filas. Essa ponderacao é feita
através de pesos probabilisticos de roteamento (The Routing Probabilities).

Muitos pesquisadores vém estudando esses tipos de sistemas de filas paralelas e esses
consideram ou nao a heterogeneidade dos servidores. Alguns artigos sobre essas filas e
que de alguma forma contribuem como base para o modelo desenvolvido neste trabalho,
sao: Levine e Finkel (1990), Banawan e Zahorjan (1989), Haight (1958), Kingman (1961),
Borst (1990), Koenigsberg (1966), Lee (1994), Whitt (1980), Whitt (1992), Wein (1991),
Disney e Mitchell (1971), Elsyed e Bastani (1985), Blanc (1987), Blanc (1992), Schwartz
(1974), Zhao e Grasmann (1990), Grassmann e Zhao (2004), Zhao e Grasmann (1990).

O segundo tipo de sistema com servidores heterogéneos é o que é tratado neste tra-
balho. Nesse caso existe apenas uma fila onde os jobs aguardam para serem atendidos
por algum servidor que fique livre, o que acontece quando esse termina o processamento
do trabalho que estava realizando. Essa ¢ uma fila FCFS (First-Come, First-Served), na
qual o primeiro job que chega ao sistema é o primeiro a ser atendido. Obviamente, o
fato do primeiro job que chegar ser atendido primeiro nao resulta no fato de que esse ira
também sair primeiro do sistema, uma vez que, a taxa de processamento de cada servidor
é diferente. Outra razao para que isso ocorra vem da consideracao de que o tempo de

processamento de trabalho em cada servidor é governado pela distribui¢ao exponencial.
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No sistema de uma fila compartilhada por diversos servidores, nao é possivel calcular
as medidas de performance fazendo as ponderagoes como feito para os sistemas com
filas paralelas. Assim sendo, a complexidade analitica para os calculos de medidas de
desempenho desse tipo de sistema faz com que hoje na literatura ainda existam menos
trabalhos publicados, que para os casos de filas paralelas e de servidores homogéneos.
Como muitas aplicagdes necessitam da formulagao de filas como forma de obtencao de
conhecimento sobre os sistemas, simplificacoes sao empregadas para que se contorne a
dificuldade analitica. Uma forma simplificada de se tratar esses sistemas é considerar
todos os servidores homogéneos reduzindo o sistema a uma fila G/G/C. Outra forma de
simplificacao é considerar as chegadas como sendo de acordo com o processo de Poisson
e o tempo de servi¢co como sendo exponencialmente distribuido, o que reduziria o sistema
a uma fila' M/M/c.

-
—$

—b T ),

o
&
&
Figura 1.2: Sistema com servidores Heterogéneos atendidos por uma Gnica fila.

Nesses sistemas, pode-se considerar os jobs como pertencendo a mais de uma classe
diferente. Esse é o caso dos sistemas com miltiplos servidores heterogéneos com miltiplas
classes de jobs. Neste trabalho, particularmente, os jobs sao considerados como sendo
pertencentes a uma sé classe, ou seja, todos serao atendidos pelo mesmo tipo de servidor.

Até o momento nao é do conhecimento do autor nenhum trabalho que trate do as-

sunto de servidores heterogéneos com a generalidade proposta aqui dentro do mesmo foco

'Entrada e saida markovianas com ¢ servidores - notacdo de modelos de filas de Kendall (Kleinrock,
1976a)
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tratado. Porém, para que se tenha uma visao geral das pesquisas ja realizadas sobre o

tema sao descritos a seguir trabalhos que serviram de base para esta dissertacao.

e Shimkin e Mandelbaum (2004) consideram o caso em que clientes (por impaciéncia)
abandonam a fila e deixam o sistema. Os clientes sao considerados heterogéneos
quando analisados pelo ponto de vista de seus parametros de utilizacao, pois esses
variam dentro da populacao. A fila é assumida como sendo invisivel para o cliente
em espera, pois este nao obtém nenhuma informacao sobre o sistema. Esse tipo
de fila acontece em centros de telefonia ou em qualquer tipo de servi¢co remoto.
Eles modelam o sistema através de uma fila atendida por miiltiplos servidores com
clientes impacientes. E, entao, definem pontos de equilibrio para o sistema, nos
quais este é mantido estavel e o cliente nao abandona a fila. As chegadas sao de
Poisson e o tempo de servico é exponencialmente distribuido. Entretanto, eles nao
consideram os servidores heterogéneos. Medidas de performance também sao feitas

para esse modelo.

e Chao e Luh (2004) mostram que em um sistema com fila M/M/C/N, ou seja, com C
servidores e com capacidade limitada em N (& considerado um buffer com N lugares
para os jobs incluindo os que estao em servigo), a probabilidade de se barrar os jobs
é convexa para (A, 1), onde A é a taxa de chegada no sistema e p é a taxa de servigo.
Eles levam em conta entao, um sistema de fila com servidores heterogéneos com o
tempo entre chegadas e os tempos de processamento de servigos nao-estacionarios.
As taxas de chegada e de servigo alternam entre dois niveis (A1, p1) e (g, o) e ficam
nos niveis i (i=1,2) por um tempo exponencialmente distribuido com um taxa c(«);.
Mostra-se que o numero de jobs barrados dentro de um tempo t é decrescente em
¢ em uma ordem estocastica convexa para qualquer t > (. Esse trabalho é uma
extensao do trabalho Fond e Ross (1978) onde é estudado o caso de C=N=1.

e Grassmann e Zhao (2004) analisam um sistema de filas com servidores heterogéneos
com entradas generalizadas. Mostra-se como obter as probabilidades de estado per-
manente para esse sistema em pontos aleatérios no tempo e para um ponto no tempo

que precede alguma chegada. Para determinar as probabilidades para os pontos no
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tempo em que ocorrem chegadas, determinam-se as probabilidades para todos os
estados em que o cliente nao encontra fila, e depois determinam as probabilidades
para quando ja havia clientes esperando na hora de uma chegada. As probabili-
dades nos tempos de chegada permitem achar a probabilidade de nao ter espera no
sistema, a distribuicao do tempo de espera e a distribuicao do nimero de pessoas no
sistema em pontos aleatérios do tempo. Através de argumentos heuristicos e calcu-
los numéricos, mostra-se que a importancia da alocacao é inversamente proporcional
a intensidade de trafego no sistema, a variancia entre os intervalos entre chegadas
e diretamente proporcional ao niimero de servidores. Eles também definem regras

para a decisao de alocacao quando h& mais de um servidor livre.

e Harten e Sleptchenko (2003) desenvolvem um estudo sobre sistemas de filas MCMS
(Multi-Class Multi-server). Considera-se, entdo, um sistema de fila M/M/k com k
classes e servidores exponencialmente distribuidos, mas, com taxas de processamento
diferentes. Desenvolve-se um procedimento para a construcao de solucoes exatas
para as equacoes de estado estacionario. Nesse procedimento faz-se uma reducao de
parte do problema para uma equacao diferencial de segunda ordem. Mostra-se que
a solucao exata pode ser achada através de decomposicao dos autovalores dessas.
Com as solucoes exatas para as equacoes de estado, computam-se as medidas de
performance para o sistema para depois compara-las com aproximacoes heuristicas
encontradas na literatura. Em seguida, ilustram-se os métodos desenvolvidos no
artigo com resultados numéricos e demonstram-se algumas aplicacoes tuteis para

esses.

e Boxma, Deng, e Zwart (2002) estudam uma fila heterogénea M/M/2 e definem o
tempo de servigo do primeiro servidor como sendo exponencialmente distribuido,
enquanto que, no segundo servidor o tempo de servico é representado por uma
distribuigao genérica B(.). Os autores apresentam uma anélise matemética precisa
para o tamanho da fila e para a distribuicao do tempo de espera para os casos em
que B(.) tenha a transformada de Laplace-Stieltjes. Mostra-se que a distribuigao
do tempo de espera é semi-exponencial se a taxa de chegada de jobs no sistema for

menor que a taxa de processamento do servidor exponencial.
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e Gall (1998b) generaliza o método de fatorizagao criado por ele mesmo em (Gall,
1998a) para as filas G/G/s, s6 que agora considerando os servidores como sendo
heterogéneos. Apresentam-se trés propriedades simples, as quais permitem a con-
strucao de um método numérico para os calculos. Comparam-se os resultados acha-
dos com os determinados através de métodos Markovianos classicos para o caso
de um sistema de fila M/G/s simétrica. Compara também o atraso médio em fila

encontrado na andlise com resultados simulados.

e Singh (1971) em seu trabalho considera um sistema de fila M /M, /3, onde os trés
servidores sao heterogéneos. Encontram-se as seqiiéncias de melhores taxas de

servico, através de investigacoes numéricas que minimizam as medidas de perfor-

A

et eXiste uma combinacao

mance dos sistemas. Singh mostra que para p =

de p; que otimiza o sistema.

e Singh (1970) desenvolve um sistema Markoviano com dois servidores heterogéneos
que atendem a uma unica fila. Os jobs sao todos de um s6 tipo e no modelo
é permitido que se decidam se os jobs vao ou nao se juntar ao sistema. A fila
considerada no artigo ¢ do tipo M/MU1/2/(3), onde 3 ¢ a probabilidade de um
job se juntar ao sistema se no momento da chegada os dois servidores estiverem
ocupados. Se os dois servidores estiverem vazios, ha duas possibilidades: i) o job é
alocado para o servidor mais rapido; e ii) o job tem uma probabilidade de ser alocado
para qualquer um dos servidores. Como o espaco de estados para um sistema de
dois servidores é tratavel analiticamente, o autor desenvolve uma formulacao para
o tempo médio de espera e o compara com o tempo médio de espera obtido para

um sitema M /M /2/(3) com servidores homogéneos.

e Gumbel (1960) caracteriza um sistema de fila M/M/c com ¢ servidores heterogéneos
que atendem a uma tunica classe de jobs. Ele assume que para mais de um servidor
vazio, o que ird ser alocado para servir um cliente que chega serd aleatoriamente
escolhido. O autor prova que um sistema equivalente com servidores homogéneos

nao existe. Calcula-se, entao, o erro que existe entre o sistema com servidores
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heterogéneos quando este é comparado com um sistema de servidores homogéneos.
Considerando o sistema em regime permanente, uma expressao para as probabil-
idades de estado é apresentada em uma formulacao fechada e, a partir dessa, é

desenvolvida a formulacao para o tamanho esperado da fila.

Dentro da area de teoria de filas surgiu a necessidade de se controlar os sistemas de
alocacao e de entrada de jobs. A teoria de filas controlaveis foi amplamente estudada com o
intuito de se achar um ponto de controle 6timo para a admissao, o agendamento, o servigo
e o roteamento de jobs em filas ou em redes de filas ((Rykov, 1975), (Stidham, 1985) e
(Stidham e Weber, 1993)). "O principal objetivo da teoria desses processos é provar a
propriedade Markoviana de se ter uma estratégia 6tima, a qual permita a construcao de
um politica 6tima usando métodos numéricos"

(Rykov, 2001). Algumas publicagoes nessa area serviram de embasamento para este

trabalho e sao apresentadas a seguir:

e Marmony (2005) propoe um regra de roteamento para um sistema de larga escala
com miiltiplos servidores heterogéneos e apenas uma classe. A regra proposta é do
tipo FSF (Fast Server First), ou seja, aloca o servidor mais rapido livre primeiro.
Mostra-se que essa regra minimiza assintoticamente, para o sistema em estado per-
manente, o tamanho da fila e o tempo virtual de espera. Considera-se um regime
com muitos servidores que atendem a um alto trafego de jobs, o qual é chamado
regime QED (Quality and Efficiency Driven). O sistema proposto atinge um alto
nivel de qualidade de servico e de eficiéncia fazendo-se um balanceamento entre os
dois. A anélise feita mostra que o modelo com servidores heterogéneos funciona

melhor do que o modelo com servidores homogéneos.

e Rykov e Efrosinin (2004) desenvolvem uma descrigdo numeérica que prova a politica
de alocacao 6tima que minimiza o custo operacional do sistema. A escolha do
servidor mais rapido é feita como politica de alocacao, e os autores mostram que
esta politica reduz o tamanho da fila. Considera-se um sistema de uma tinica fila

controlavel e multiplos servidores heterogéneos.
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e Rykov (2001) desenvolve um modelo de fila controlavel para miltiplos servidores
heterogéneos. O autor expande as propriedades desenvolvidas para dois servidores,
generalizando o trabalho de Lin e Kumar (1984). Considera-se o sistema de filas
M/M/K/N-K (K < N < o0) que tem um buffer com apenas N-K lugares. A chegada
segue 0 modelo de um processo de Poisson com taxa A e o sistema tem K servidores
heterogéneos exponencialmente distribuidos. Considera-se um custo por unidade
de tempo em que cada job utiliza o servico e também um custo para o tempo em
que o job fica parado esperando na fila. No sistema considerado por eles ha um
controlador que decide se manda ou nao um job para um servidor que esta livre, e

clientes sao rejeitados no sistema se o buffer estiver cheio.

e Nobel e Tijms (2000) analisam um modelo de filas com chegadas de Poisson em
bando BPI (Batch Poisson Input) em um sistema com dois servidores exponenciais
heterogéneos. O servidor mais rapido esta sempre em servico e o mais lento é usado
s6 quando a fila atinge um tamanho limite, pois, esse incorre em custos fixos para
ser ativado. Desenvolve-se um algoritmo para achar a melhor regra para gerar um

nivel 6timo para a decisao de ativar ou nao o servidor lento.

e Righter (2000) estuda um sistema com fila M/M/2, onde os servidores sao het-
erogéneos. No sistema h& miltiplas classes de clientes e é associado aos clientes
de cada classe uma taxa de recompensa (reward rate) e um custo por ficar no sis-
tema. Determinam-se prioridades e os clientes com a prioridade mais alta podem
tomar o lugar (preempt) dos clientes de classe mais baixa que ja estdo sendo servi-
dos. Definem-se dois modelos onde a politica de alocacao 6tima e a distribuicao de
prioridades 6tima maximizam o lucro através de uma estrutura de limiar que é de-
pendente do niimero de clientes de cada classe que existe no sistema. Eles mostram
que o limiar 6timo nao depende do valor numérico especifico da taxa de remuneracao

e nem do valor de cada um deles.

e Shenker e Weinrib (1988) consideram um sistema com uma tnica fila e varios servi-

dores heterogéneos. Eles identificam nesse trabalho uma politica de alocacao que
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minimiza o atraso médio do sistema para o caso em que o numero de servidores
tende ao infinito. Analisando os servidores apenas com duas taxas diferentes de
processamento eles mostram a convergéncia para o ponto 6timo quando usada essa
politica. Eles propoem também politicas para sistemas que tém uma grande quan-
tidade, porém finita, de servidores com uma distribuicao genérica para as taxas de

processamento.

e Lin e Kumar (1984) mostraram que para dois servidores heterogéneos a politica que
minimiza o niimero de jobs no sistema tem uma propriedade de limiar (veja também
Koole (1995) e Walrand (1984)) e essa usa o servidor mais rapido se necessario.
Usando argumentos de programagcao estocéstica dindmica (veja Bellman (1954) e
Bellman (1957)) eles provam que a regra de controle 6timo é do tipo limiar, o que era
um resultado intuitivamente obvio. O controle criado por eles considera necessario
a utilizacao do servidor mais lento s6 depois que a fila atinge um tamanho que

ultrapasse certo valor de limiar.

Achamos pertinente citar aqui outros trabalhos analisados e que também lidam de
alguma forma com sistema SQMS (single-queue, multi-server) e que nao foram comenta-
dos acima. Sao eles: (Neuts e Takahashi, 1981), (Foss e Kovalevskii, 1999), (Viniotis e
Ephremides, 1988). Ressaltamos aqui que nenhum desses autores desenvolveu uma for-
mulacao fechada relacionadas as medidas de desempenho de forma tao genérica ou para
o caso de sistemas com presenca de mais de trés servidores heterogéneos, mostrando o
quao este trabalho generaliza o estudo de filas para o caso de servidores heterogéneos e,

portanto, garantindo o ineditismo deste.

1.5 Abordagem Proposta

Neste trabalho, pretende-se desenvolver uma formulacao para o caso de um sistema
com miiltiplos servidores. Esses servidores nao sao tratados de forma homogénea como é
o caso da M/M/c. O modelo abordado neste trabalho corresponde ao aprensentado na
Figura 1.3. Os jobs chegam ao sistema de acordo com uma distribuicao de Poisson com
taxa A. No modelo dessa dissertacao é considerada apenas uma classe simples de job,

logo, a taxa A representa todas as chegadas no sistema. O ntimero de servidores é ¢ para
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c=1,2,. . . 00 O tempo que cada job passa em cada servidor é exponencialmente
distribuido e cada servidor no sistema tem uma capacidade de processamento especifica
que ¢ representada pela taxa p de trabalho. Por motivos de calculos, os servidores sao
ordenados em uma ordem crescente de acordo com a taxa de processamento, ou seja, o
servidor um sera aquele com menor capacidade de trabalho o dois a segunda menor e

assim por diante. Temos portanto:

A Taxa de chegada de clientes no sistema
14 Taxa de processamento do servidor j, para j — 1, 2, ..., ¢. Sendo que, pu; <
Mo S p3 - o o S Hee

Cada job chega individualmente ao sistema, ou seja, nao sao consideradas as chegadas
em bando (bulk arrivings) e também nao é considerado nenhum tipo de prioridade. Além
disso, o sistema tem capacidade infinita, ou seja, nao ha rejeicao de jobs que chegam ao
sistema. Finalmente, nao é considerada a perda de jobs por nenhum tipo de desisténcia,

troca ou impaciéncia por parte deles.

s

I
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Figura 1.3: Sistema de fila Gnica com c servidores Heterogéneos, modelo estudado neste
trabalho.

Como a fila é do tipo FCFS (First-Come, First-Served), os jobs que chegam primeiro
a0 sistema sao atendidos primeiro. No modelo, nao é permitido que um servidor fique
ocioso (livre) quando ha trabalho a ser realizado ou seja, quando houver fila. Assim sendo,
o primeiro job na fila serd atendido assim que algum dos servidores terminar de processar
o trabalho que estiver realizando.

Como os servidores sao heterogéneos, o tipo de alocacao utilizada influenciard nas
medidas de desempenho desse sistema e consequentemente no modelo. Estuda-se aqui trés
tipos de alocacao: (i) alocacao rapida, em que os servidores mais rapidos sao alocados
primeiro sempre que estiverem disponiveis; (ii) alocagao aleatéria, onde o proximo job

¢ mandado de forma aleatéria para qualquer um dos servidores que estiverem livres;
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(iii) alocagdo lenta, na qual os servidores mais lentos que estiverem livres sdo alocados
primeiro. A tltima alocagao considerada (lenta), ainda que nao seja muito realista quando
comparada com aplicacoes reais, € muito ttil, pois, como sera mostrado aqui, esta serve

de aproximacao para as outras.

1.6 Aplicacoes

Nesta se¢ao, procura-se juntar casos em que se possa empregar o modelo proposto aqui.
Para isso, buscam-se casos aplicaveis existentes na literatura, além de situacoes praticas.
E muito ampla a quantidade de possibilidades existentes nas quais se pode relacionar com
o trabalho. Servidores heterogéneos podem ser usados para representar vérios tipos de
sistemas e, as vezes, com naturezas completamente diferentes. Abaixo sao exemplificados

alguns modelos obtidos através de trabalhos ja publicados.

1.6.1 VoD - Video Sob Demanda

Os sistemas de video sob demanda (VoD) sdo usados para se iniciar a exemplificagao.
VoD é um servico pago de distribuicao de video eletronico para usuarios diversos. Esses
sistemas permitem que os usudrios selecionem e assistam determinados programas ou
eventos em video. Esses podem ser achados em um canal de televisao interativa ou
em paginas da Web e consistem em envios de conteiidos em formato de video, karaoké,
jogos, etc. Para isso, pode-se fazer um "download" (quando todo o video é enviado antes
da exibi¢ao) ou por "streaming" (quando o video é enviado constantemente durante a
exibigao). Essa é uma solugao encontrada para as transmissoes que utilizam tecnologia
ADSLou outra tecnologia Banda Larga?.

Para que todos os usuarios sejam atendidos simultaneamente devem ser adotados
miultiplos servidores heterogéneos. A heterogeneidade desses servidores se justifica por
varios motivos, como, por exemplo, se um novo servidor for adicionado para expandir o
sistema VoD ou se um servidor for substituido por outro que tenha falhado, é de se esperar
que o novo servidor tenha mais rapidez e uma maior capacidade de armazenagem. A
formulacao criada aqui serve como ferramenta para a criacao de modelos que representem

esses sistemas.

2Banda larga é o nome usado para definir qualquer conexdo acima da velocidade padrio dos modens
de linha telefonica.
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e Leung e Hou (2005) investigam como direcionar filmes para servidores heterogéneos
para que a probabilidade de bloqueio diminua. O artigo trata das seguintes formas
de lidar com o problema: (i) Problem relazation - é determinada uma carga ideal com
que cada servidor deva lidar e (ii) Goal programming - Através de iteragoes a carga
é direcionada e redirecionada para cada servidor até se aproximar de um valor ideal.
Desenvolve-se um modelo de fila que considera que os pedidos de video chegam de
acordo com um processo de Poisson e que cada servidor atende a varios usuarios ao
mesmo tempo dependendo da capacidade desse. A medida de performance analisada

foi a probabilidade de bloqueio do sistema.

1.6.2 Redes de Comunicacoes

Um segundo exemplo para a aplicacao do modelo é encontrado nas tecnologias para
protocolos de Internet, no caso, a tecnologia de voz sobre IP (VoIP). VoIP torna possivel
estabelecer conversacoes telefonicas em uma rede IP, tornando a transmissao de voz mais
um dos servicos suportados pelas redes de dados. Essa é uma tecnologia que cresce
rapidamente e chama atencao nao s6 pela habilidade do TP de carregar trafego de voz
mas, também, por ser capaz de carregar ao mesmo tempo trafegos de fax e outros sobre a
rede de dados. Isso tem implicacoes como a tomada pela Internet de espacos do mercado
da PSTN (Public Switched Telephone Network).

e Liu, Squillante, e Wolf (2001) apresentam uma metodologia para maximizar lucros
em ambientes de e-commerce. O modelo é baseado nas receitas que sao geradas
quando sao garantidos niveis de QoS. Os critérios para QoS sao derivados de acor-
dos para niveis de servigo (SLLAs) entre provedores e clientes. Usa-se um modelo
de filas para achar medidas de performance, no caso: throughput e atraso médio.
Modela-se a rede através de grupos de servidores da Web (Web server farm) que
consistem em um sistema de computadores distribuidos que correspondem a servi-
dores heterogéneos que executam classes de pedidos continuos de dados (Figura 1.4).
Os WSF’s sao modelados por filas tinicas com miiltiplas classes de clientes que sao

atendidos por grupos de servidores.

e Foo e Mercankosk (2005) também investigam analiticamente, através de modelos

de filas, o efeito que o atraso total, devido a servidores heterogéneos gargalos (que
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Figura 1.4: Modelo de rede de filas para grupos de servidores na Web.
Figura reproduzida de (Liu et al., 2001).

representam buffers), na rede tem sobre os pacotes. Com a defini¢ao do atraso total
médio, usam-se métodos heuristicos para definir o "atraso" que deve ser dado na

hora de se reorganizar os pacotes na tultima estacao.

e Qian, Tipper, e Medhi (1996) apresentam andlises comparativas para esquemas de
controles de largura de banda sob a condicao de trafego nao-estacionario em redes
B-ISDN. Utilizam-se métodos numéricos para resolver as equacoes de Chapman-
Kolmogorov associadas e para determinar o comportamento nao-estacionario. Sao
apresentados resultados para varias medidas de desempenho do sistema e, para
isso, faz-se uso de modelos de filas propostos em Eick, Massey, e Whitt (1990) e em
Eick, Massey, e Whitt (1993). Relata-se que o processo de chegadas de pedidos para
conexao para o trafego de voz pode ser modelado como um Processo de Poisson nao-
estacionario e com essa consideragao obtém-se aproximacoes de filas. Considera-se
esse como sendo um sistema de fila M;/G /oo onde as chegadas sao dependentes no

tempo e com apenas uma classe.

Outros autores estudam a utilizacao de buffer em varios pontos da rede. Através
de formulagoes de filas Trajkovit e Halfin (1994) calculam possiveis tamanhos de buffer
necessarios para se garantir QoS com uma perda de pacotes arbitrariamente baixa. Em

Wong, Mark, e Chua (2000) é feita também uma anélise do tamanho de buffers para que
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se tenha um taxa minima de perda de pacotes em redes ATM sem fio. Considera-se um
sistema que consiste em um protocolo MAC (Medium Acess Control) para o uplink e um
UPC (Usage Parameter Control) para suporte a servidores heterogéneos na estagao base.
O reseqiienciamento de pacotes descrito em Gogate e Panwar (1999) é também uma
fonte de estudo e mais uma area onde o modelo desenvolvido aqui pode ser aplicado.
Finalmente, Fulton e Li (1998), entre outros, estudam o comportamento do Jitter® em
nos da rede sob diferentes condigoes de trafego.
Este breve levantamento bibliografico ilustra a importancia do uso de técnicas de filas

para a andalise da performance de redes de pacotes.
1.6.3 Telefonia

e Daigle (2005) mostra um modelo de fila para ser aplicado em sistemas de telefonia
movel. Para isso utiliza as seguintes premissas: a) um sistema de comunicac¢ao tem
832 freqiiéncias e b) ha apenas duas operadoras que fornecem os servigos. Com
isso, ha apenas 416 freqiiéncias para cada operadora sendo que 21 delas tém que ser
separadas para sinalizacao. Os canais sao agrupados em grupos de 56, os quais sao
chamados de células. Para saber como direcionar essas células, é interessante que a
operadora estime a probabilidade de bloqueio e, para isso, é interessante estudar o
trafego em hora de pico e, dessa maneira, tem-se que: A é a taxa de ligagoes feitas

por cliente durante o horario de pico e que i

é o tempo médio que cada cliente
gasta por ligacao durante a hora de pico. Sendo os tempos entre chegadas sao
representados por uma exponencial i.i.d., obtém-se a probabilidade de bloqueio e o
tamanho médio da fila que representa o tanto que o canal é utilizado (o quanto do

espectro de freqiiéncia é aproveitado).

1.6.4 Multiplexacao de Pacotes em Switches

Os dados na Internet passam por multiplexadores em roteadores e sao mandados para
as linhas de comunicacao de dados fim-a-fim e depois de passar novamente em roteadores,
passam por demultiplexadores. Filas sao formadas em varios pontos nesse processo e a

criagao de modelos para a melhor compreensao desses € muito bem vinda.

30 Jitter (Delay Jitter) ¢ uma flutuacio no tempo de chegada dos pacotes e, essa é causa pela variacao
dos atrasos que ocorrem durante o percurso pela rede.
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e Daigle (2005) exemplifica uma aplicagdo para um modelo que é usado para repre-
sentar a fila que surge em roteadores durante a multiplexacao de pacotes. Foca-se
apenas nas filas formadas nas portas de saidas desses roteadores. Normalmente, um
roteador tem N portas de entrada e N de saida e, quando os pacotes chegam a um
processador de um roteador, eles sao particionados em blocos de dados de tamanho
fixo e, em seguida, esses blocos sdo comutados (switched). Daigle, estuda a influén-
cia das N portas e dos tipos de distribuicao de chegadas no tamanho da fila, para
um determinado trafego. Faz-se a suposicao de que o sistema ¢ dividido em slots de
tempo, sendo que cada um desses slots é o tempo para que um pacote entre ou saia
do roteador. Portanto, N pacotes podem chegar nesse switch por slot de tempo e

como s6 um pacote pode sair por slot, hd uma fila que se forma e é armazenada em
buffer.

Com o modelo criado aqui, pode-se acrescentar no estudo feito por Daigle(2005) a het-

erogeneidade relativa a esse processo.

1.6.5 Central de Atendimento (Call Center)

Desde 1878, quando a empresa de telefonia Bell (Bell Telephone Company) comegou a
usar operadores para conectar as ligacoes, o uso de centros de atendimento aumentou para
varios fins, o que acarretou em um incrivel crescimento de sua importancia na economia
em geral. Dados mostram que, nos Estados Unidos, trés por cento da populacao trabalha
em centros de atendimento, o que significa que tem mais gente trabalhando nessa area
do que na agricultura por exemplo (Texto tirado de Pinedo, Seshadri, e Shanthikumar
(2003)).

Os centros de atendimento tém fundamental importancia para algumas indistrias,
como:

1- industria de telecomunicacoes;

2- industrias da Aviacao; e

3- industria para vendas produtos e servigos em geral.

Os centros de atendimento, (Figura 1.5), tém diferentes propositos dentro de uma
companhia, os quais dependem de vérios fatores. Esses podem ser usados, por exemplo,
para informacao, fazer reservas, fazer compras, pedir conselhos (médicos, por exemplo)
ou para abrir uma conta. E muito usado em empresas de seguro, mercado financeiro e

outros.
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Vérios autores vém estudando modelos de filas que possam representar esses sistemas.
Recentemente, pesquisadores tém focado seus esforcos em modelos com processos de
chegadas nao-estacionarias. Entretanto, para que possamos usar o modelo desenvolvido
aqui precisariamos considerar intervalos de tempo que sao estacionarios. Uma boa refer-
encia para esse tipo de sistema pode ser achada em (Melnick, Pinedo, Nayyar, e Seshardi,
1999).

lost calls

N agents
busy

retrials

arrivals

retrials |
abandonment

v returns
lost calls

Figura 1.5: Modelo Operacional de um centro de atendimento.
Figura tirada de (Koole e Mandelbaum, 2001)

Normalmente os usuarios estao interessados em medidas do tipo: probabilidade de
atraso, quantidade de perda de clientes, tamanho da fila de espera e o atraso experimen-

tado por clientes.

e Green e Kolesar (1991) considera um sistema em que o tempo de servico dos clientes é
independente e identicamente distribuido de acordo com uma distribuicao exponen-
cial com taxa média de servico igual a u. O nimero de servidores é constante e igual
a S. O processo de chegadas é assumido como sendo um Processo nao-homogéneo

de Poisson com taxa de chegada A(t) no tempo t.

Green e Kolesar (1991) consideram que os servidores sao homogéneos, o que na pratica
é muito dificil de acontecer. O modelo desenvolvido aqui permite criar modelos mais

realistas para tais sistemas.

1.6.6 Modelos Financeiros

Em operacoes financeiras hé riscos, e esses podem ser definidos como a incerteza asso-

ciada aos retornos esperados. Nao h& como evitar o risco. Portanto, deve-se administra-lo.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 20

Entre as aplicacoes de filas encontradas para modelos financeiros a apresentada aqui
é a que utiliza filas para se calcular riscos de crédito. O Risco de Crédito esta associ-
ado as possiveis perdas que o credor tenha caso o devedor (contraparte) nao honre com
os seus compromissos. Toda empresa financeira deve, portanto, fazer um gerenciamento
rigoroso de seus créditos de risco. Para isso, mensuram-se a probabilidade de inadim-
pléncia, taxa de recuperacao, exposicao em caso de inadimpléncia e perda inesperada. A
partir de entao, sao criados modelos para que se estimem os riscos. Com o passar do
tempo, as metodologias de modelagem de risco de crédito melhoraram e os bancos foram
incorporando modelos aos processos de gradacao de risco, precificacao, gerenciamentos de
carteira e tomadas de decisao. Com a relevancia do papel dos modelos de risco de crédito,
tornou-se importante compreender as diferentes opcoes de mensuracao dos componentes
individuais do risco de crédito e do relacionamento deles entre si. Obtém-se, assim, uma

medida completa do risco de crédito.

e Schellhorn e Cossin (2004) criaram modelos de risco de crédito baseados em modelos
representados por redes de filas. Precifica-se o débito de trés firmas onde a firma A
empresta para a firma B que empresta para a C, a qual, por sua vez, fecha o ciclo
emprestando para a firma A. Mostra-se que esse ciclo contém efeitos complexos.
O modelo criado por eles é equivalente a uma rede Jackson de varias filas do tipo
M/M/oo. Cada fila representa uma firma e o dinheiro é a variavel de fluxo, o que é
representado pelas receitas de cada firma. A saidas que ocorrem nas firmas sao as
despesas (financeiras ou nao). Os servidores sao no caso de trés tipos: Acionistas,

pessoas com dinheiro na firma, e gastos operacionais.

Apesar de terem identificado naturezas diferentes entre os servidores, no modelo
matemaético criado por Schellhorn e Cossin (2004), nao foi feita a consideragao dos servi-

dores como sendo heterogéneos.

1.6.7 Owutras Aplicacoes

E impossivel pensar e ainda mais identificar todos os casos onde é possivel aplicar o
modelo de fila aqui proposto. Entre as diversas areas de provaveis aplicacoes e que nao

foram citas acima, encontram-se:
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e Logistica - existe desde os tempos mais antigos. Na preparacao das guerras, lideres
militares desde os tempos biblicos ja se utilizavam de meios logisticos para al-
cancarem seus objetivos. Podemos dizer que a logistica trata do planejamento, or-
ganizacao, controle e realizacao de outras tarefas associadas a armazenagem, trans-
porte e distribuicao de bens e servigos. Os modelos de filas sao muito ricos quando
usados para representar sistemas que se enquadram nessa area, pois, esses muitas
vezes representam bem toda a natureza existente. Abaixo estao alguns exemplos
simples, para mero efeito de ilustracao, da utilizacao do modelo de filas proposto

aqui para os seguintes objetivos:

1. Armazenagem - Uma empresa petroquimica brasileira produz resinas termo-
plasticas, como o polietileno, o polipropileno e o PVC. O nafta, que é um
derivado do petroleo, é a principal matéria-prima da cadeia produtiva dessa
empresa. Em 2006 o preco do barril do petréleo chegou a quase 80 dolares,
mas em janeiro de 2007 o preco caiu para 50 doélares o barril. De uma forma
simplificada vamos considerar que a empresa passou a comprar a nafta com
maior freqiiéncia. As compras ocorriam dependendo da flutuacao do preco do
barril de petroleo e representam as chegadas no sistema. Considerando-se que a
empresa consiga trabalhar toda a matéria-prima rapidamente, pode-se assumir
que os servidores serao os clientes dessa empresa. Como esses fazem pedidos
que variam em quantidade e em tipo de produto, podemos dizer que esses sao
heterogéneos. Consequentemente, a fila sera o estoque e essa nao podera passar

os limites permitidos de armazenagem.

2. Transporte - Frutas e alimentos sao transportados de areas rurais para areas
urbanas. Pode-se modelar esse sistema da seguinte forma: para uma mesma
fazenda, ha pedidos feitos por comerciantes localizados em diferentes cidades.
Neste exemplo as chegadas sao representadas pelos pedidos. Os servidores sao
os caminhoes, sendo que a taxa de servico de cada um varia de caminhao para

caminhao e de estrada para estrada.

3. Distribui¢ao de bens e servicos - (i) Um supermercado pode ser um exemplo
para a distribuicao de servigos, onde os caixas sao os servidores e a fila pode
ser tinica ou nao. Esse tipo de sistema pode ser comparado com os caixas em
agéncias bancarias; (ii) Outro exemplo de distribuigdo de bens e de servigos

seria uma drogaria de Belo Horizonte. A empresa espalhou por toda a cidade
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pontos de venda, porém mantém uma central onde é feita a estocagem de
produtos que saem para entrega em domicilio. Pode-se considerar os pedidos
feitos pelos clientes como sendo as chegadas e as formas de transporte para
a entrega os servidores. Com o modelo é possivel prever qual a diferenca no
tamanho da fila para o caso dos entregadores sairem da central e para o caso

deles sairem de pontos distribuidos pela cidade.

e Gerenciamento de pessoas - Em um salao de corte de cabelo, os barbeiros sao servi-
dores heterogéneos. A taxa de clientes que chegam é tal que sempre ha fila no salao.
Vale ou nao a pena o dono do saldao contratar mais um funcionario? As vezes, ao
contratar outro funcionario, o salao passara a ter funcionarios ociosos, fazendo com
que, talvez, a margem de lucro diminua. Uma solugao é usar o modelo para prever
o tamanho médio da fila e a probabilidade de 6cio no sistema para os casos i) com

o funcionéario extra e ii) sem o funcionério extra.

H& mais exemplos a serem dados, principalmente nos sistemas de manufatura e nas
linhas de producao em industrias. O interessante ¢ que com o modelo de filas desenvolvido
pode-se aproximar de forma mais eficaz esses sistemas com servidores heterogéneos e obter
as medidas de desempenho desses, para que se possa gerenciar, tomar decisoes e otimiza-

los.

1.7 Organizacao do Trabalho

A organizacao do trabalho pode ser vista na Figura 1.6 que esta explicada a seguir:

A teoria béasica, necessaria para a compreensao desta dissertacao, encontra-se nos
capitulos 2 e 3. No Capitulo 2, especificamente, é apresentada a teoria para compreender
0s processos estocasticos Markovianos, que sao a base para o modelo proposto. Ja no
Capitulo 3, é mostrado de forma muito resumida os modelos de filas elementares que sao,
na verdade, governadas pelos processos Markovianos, descritos no Capitulo 2.

No Capitulo 4, é desenvolvida, analiticamente, uma formulacao para se obter aproxi-
madamente as medidas de performance para sistemas de fila tinica FCFS com servidores
heterogéneos exponenciais. Para o desenvolvimento dessa formulagao, é considerado o
processo de Nascimento e Morte (BD) para representar os estados referentes ao niimero

de pessoas no sistema. As chegadas sao governadas por um processo de Poisson e os
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tempos de servico sao modelados pela distribuicao exponencial. Tanto a distribuicao ex-
ponencial, quanto os processos de Poisson e de Nascimento e Morte, foram descritos no
Capitulo 2.

Jesenvolvimento
T | da Farmulagto . .
) earia Proposte Discussdo
Introducdo —> Basica [ e —> e
Necessaria Resultados Conclusao
Teorlcos
Cap. 1 Cap, & Cap. 4 Cap. 6
Cap. 3 Cap, S

Figura 1.6: Organizacdo dos capitulos da dissertacdo

No Capitulo 5, avalia-se, através de resultados obtidos com simulac¢des, o compor-
tamento da formulacao desenvolvida. A partir das observacoes feitas e das conclusoes
tiradas, as formulas propostas no Capitulo 4 sao comparadas com as formulas ja existentes
na literatura, que sao as desenvolvidas para os modelos que consideram os servidores como
homogéneos, no caso as filas M/M/c, ja descritas no Capitulo 3. O intuito dessa com-
paracao é validar a formulagao criada e comparar o erro obtido entre a aproximacao com
o obtido com as formulas para as filas M/M/c. Ainda neste capitulo, sdo discutidas as
capacidades e limitacoes do modelo desenvolvido no trabalho.

Finalmente, no Capitulo 6, sao apresentadas as especulacoes para aplicagoes e pesquisas

futuras e as conclusoes desta dissertacao.



Capitulo 2

Processos estocasticos Markovianos

2.1 Cadeias de Markov

Para se definir uma cadeia de Markov, precisa-se, primeiramente, definir eventos in-

dependentes. Esses podem ser descritos da seguinte maneira:

Definig¢ao 1. Se X e Y sao dois eventos e supondo que a probabilidade P(X) é > 0. Entao

o evento Y € considerado independente de X se:

P(Y|X) = P(Y). (2.1)

De forma geral, pode-se definir também a independéncia de n eventos, mas para isso é
preciso garantir que a probabilidade de os n eventos acontecerem seja valida para a forma

produto.

Definicao 2. Os eventos X1, Xs, ..., X,, sao considerados independentes se:

para todo k — 2,3, ... n e todo {iy,is,....0x} C {1,2,....,n} tal que iy < iy < ... < iy.

Na teoria das Cadeias de Markov de primeira ordem! um novo evento depende so-
mente do evento anterior e nao mais de todos os eventos anteriores, como o mostrado

acima. Portanto, se tivermos um evento X} esse serd associado com a probabilidade p;

TAo longo deste texto, a expressdo "cadeia de Markov" serd usada para abreviar"cadeia de Markov
de primeira ordem", uma vez que cadeias de ordem mais elevada nao serdo tratadas.

24
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do par de eventos (X;, X;). Logo, dado que um evento X; ocorreu, a probabilidade de
um evento Xj ocorrer serd p;. vezes a probabilidade a; de ocorréncia do evento X; na

primeira rodada. Tem-se:

P(X;, Xi) = aipik P{(Xi, Xg, X))} = @ipirper

P{(Xla Xka Xra Xs)} = Q;PikPkrPrs

P{(Xim Xilv ) Xi )} = QigPigiy Pivig -+ -Pin—2in—1Pin_1in- (2'3)

Definicao 3. Uma seqiiéncia onde 0s eventos sao X1, Xs,..., é chamada Cadeia de Markov?
se as probabilidades da seqiiéncia amostrada sao definidas pela Equacgao 2.3 em termos da
distribuicao de probabilidade a;, sendo Ejy o evento ocorrido no estado inicial e a proba-

bilidade condicional € p;. dado que E; ocorreu em sequida ao evento inicial.

As probabilidades p;; sao chamadas de Probabilidades de Transicao e essas serao

arranjadas em uma matrix P de probabilidades de transicao:

P11 P12 P13
P21 P22 P23
P31 P32 P33

Onde as linhas sao referenciadas pelo primeiro subscrito e as colunas pelo segundo. A
matriz P acima é quadrada positiva e a soma das probabilidades em cada uma de suas

linhas é um.

2.1.1 Processos Markovianos Discretos no Tempo

Em aplicacoes, colocam-se as cadeias de Markov em funcao de Varidveis Aleatorias, e

dai surge o processo de Markov. O termo "Processo de Markov" é referente a uma classe

2Considerando aqui apenas uma classe das Cadeias de Markov. Aqui o termo é usado considerando
somente os casos em que as probabilidades de Transicao sao Estacionarias
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grande e importante dentre as muitas classes Estocasticas, as quais podem ser, discretas
ou continuas. Nos processos de Markov consideramos o niimero de eventos ocorridos, que
é representado pelo inteiro k. O estado do sistema em um ponto n qualquer da linha de
tempo é representado pela Variavel Aleatoria V(™ que assumira com a probabilidade a,(gn)
o valor k. A distribuicdo conjunta de V™ com V("+1 & dada por P{V(™ = j V(n+l) —
k} = agn)pik, e a distribui¢io conjunta de (V... V() é dada pela Equacio (2.3).

Nos processos Markovianos o presente determina a probabilidade do futuro, ou seja, o
ultimo evento é uma conseqiiéncia do que foi feito no presente. Entretanto, observe que,
o passado que foi o responsavel pelo sistema estar em um estado V®), onde p representa o
tempo presente, nao tem nenhuma influencia sobre o futuro. Conseqiientemente, pode-se
afirmar apenas que se o sistema chegou a um estado futuro V) qualquer, este tem que
ter passado pelo estado presente consecutivamente antes V®) e nada mais podera ser dito

sobre os outros estados.

Definicao 4. Uma seqiiéncia de varidveis aleatorias discretas pode ser chamada de pro-
cesso de Markov se: Para um grupo finito de nimeros inteiros ny < ng < ... <n, <n a
distribuicao conjunta dos estados (V™) V() V() V()Y ¢ definida de tal forma que a
probabilidade condicional de se estar no estado V™ =y dado que V) =y, ... V) =y,
¢ igual a probabilidade condicional de se estar no estado V™ = y dado apenas que

V) =y Sendo que y1, ...y, sio valores arbitrdrios.

E necessario lembrar que a Cadeia de Markov referida aqui é apenas uma classe das
Cadeias genéricas de Markov, e é obviamente um processo Markoviano. Essa cadeia tem
uma particularidade, que é o fato de suas Probabilidades de Transicao py, = P{V{"V) =
k\V(m) = i} serem independentes de m. Uma equagio mais geral para essas probabilidades

é dada por:

P = PV — RV =4} (m < n). (2.5)

Observa-se que estas dependem somente da diferenca n - m. Por isso essas probabili-
dades de transi¢ao sao chamadas de estacionarias (homogéneas no tempo).

Pode ser visto pela Equacao 2.5 que o lado direito depende de m e n. E, por isso,
para se determinar p;(m,n) é feita a consideragdo de que p;x(n,n+1) é a probabilidade

de transicao de um passo. Tem-se entao:
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pik’(m7 n) = Z Piv (ma r)pvk (Ta n)a (26)

para todo m < r < n. A Equacao 2.6 acima é chamada de Chapman-Kolmogorov.

A figura 2.1 mostra um diagrama de Venn para ajudar na visualizacao das relacgoes
entre os processos Semi-Markovianos, Markovianos e suas respectivas classes especiais
que estao contidas dentro deles. Nesta dissertacao nao ha detalhes para cada um dos
processos apresentados no diagrama, pois, nao é o foco do trabalho. Essa limita-se apenas
ao processo Markoviano continuo, e aos processos de Nascimento e Morte (BD), Puro
Nascimento (PB) e de Poisson (PP).

Praocessos Seml-Marlkovlanos

Processos Markovliano

Rarndaom
Walk

Rernewal
&

Figura 2.1: Diagrama de Venn para maior compreensdo das relacbes entre os processos
aleatérios: SMP (Semi-Markov process), MP (Markov process), RW (Random Walk), RP
(Renewal process), BD (Birth-Death process), PB (Pure-Birth) e PP(Poisson process).

2.1.2 Classificacoes para as Cadeias Markovianas

Neste ponto, sao definidas algumas probabilidades antes de se falar sobre as classifi-

cacoes possiveis para as Cadeias Markovianas.

Definicao 5. A probabilidade do sistema voltar pela primeira vez ao estado E; em n

transicoes apos ter saido dele, €:

fl-(") = P[Voltar em n transicoes pela 1* vez para E; depois de ter saido)

entao a probabilidade de o sistema sempre voltar a E; é:
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fi= 220:1 fz-(n) = Plsempre voltar a E;].

Definigao 6. Se para um estado i qualquer f;—1, entao o numero médio de transi¢oes

necessdrias para se voltar ao estado i €:
My =0 nf™
[ n=1 i

M ¢ também chamado de tempo médio de recorréncia.

Entre os estados contaveis e discretos de uma cadeia de Markov, algumas peculiari-
dades podem ser identificadas e, a partir dessas, é possivel classificad-los. Algumas car-
acteristicas sao referentes aos estados individualmente, enquanto outras sao referentes ao
conjunto de tipos de estados que existe dentro de uma cadeia de Markov. Sabendo as car-
acteristicas desses conjuntos, pode-se também classificar essas cadeias. Listamos a seguir

as classificacoes dos estados e das cadeias de Markov.

Classificagao dos Estados:

e Conjunto Fechado - Um grupo X de estados é dito "fechado" se apenas com uma
transicao nenhum dos estados contidos no conjunto X conseguir ir para algum estado

de X¢ (onde ¢ é o complemento de X).

e Estado Absorvente® - Se X é um conjunto Fechado, e se considerarmos que haja
apenas um estado dentro de X, esse é chamado de estado absorvente. Sempre que
um sistema entrar em um estado e nao puder sair mais dele é porque esse entrou

em um estado absorvente. Uma condicao para esse estado ¢ p; = 1.

e Estado Recorrente - Um estado E; é chamado de recorrente quando f; = 1, ou seja,

o sistema sempre volta nele.

4

e Estado Recorrente Positivo - Se um estado i é recorrente, entao ele é chamado
também de positivo se o tempo necessario para o sistema voltar a esse estado é
finito, ou seja, M; < oo. Em uma cadeia Markoviana com um ntamero finito de

estados, todos os estados recorrentes sao também positivos.

3 A nomenclatura usada aqui nio é a mesma do inglés "absorbing", mas representa a mesma idéia.
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e Estado Recorrente Sem Valor - Um estado recorrente i é dito sem valor quando o

tempo necessario para o sistema voltar a esse estado é infinito, ou seja, M; = occ.
e Estado Transiente - Um estado E; é chamado de transiente quando f; < 1.

e Estado Periddico - Se o sistema s6 consegue voltar a um estado E; em 27, 3,
...(onde gama é um namero inteiro), entao o estado i é dito periodico, com periodo

v. Portanto, o estado i tem periodo v se p},—0 sempre que n nao for divisivel por ~.

e Estado Aperiodico - Se o sistema consegue voltar a um estado E; em ~, 2, 37, ...s6

que aqui v = 1.

e Estado Ergodigo - Um estado i é dito ergddico se esse for também recorrente positivo,

e for aperiddico, ou seja, se f; =1, M; < 0o, e v = 1.

Classificagao das Cadeias de Markov:

e Irredutivel - Um processo de Markov é dito irredutivel se, para qualquer estado i,
esse possa ser alcancado de qualquer outro estado j. Para uma cadeia de Markov

irredutivel sempre ha um inteiro n tal que:
™) >0 2.7
i, > 0. (2.7)

Uma outra forma de se definir uma cadeia irredutivel é através do conceito de Con-
junto Fechado de estados. Se um Conjunto X é Fechado e contém todos os estados
de uma cadeia de Markov e se dentro de X nao houver nenhum outro conjunto

Fechado, entao, essa cadeia pode ser classificada com irredutivel.

e Redutivel - Se X é um conjunto fechado contendo todos os estados de uma cadeia
de Markov, e se dentro de X ha subconjuntos também fechados, entao essa cadeia é

redutivel.

e Ergodiga - Quando todos os estados de uma cadeia de Markov sao ergodigos, entao,
essa também o é. Uma cadeia de Markov também é dita ergdédiga quando as suas

probabilidades convergem com n — oo para probabilidades estacionarias limites®.

4 As probabilidades limites vio ser estudadas na subsecdo seguinte.
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2.1.3 Probabilidades Limite

As cadeias de Markov apresentam uma caracteristica especial em relacao as suas prob-
abilidades de transicao. Quando n — oo na Equacao 2.6 a probabilidade p}; converge
para um valor que passa a ser o mesmo valor independentemente de n. O que esta sendo
dito aqui é que a matriz P das probabilidades de transicao apresentadas na Equacao 2.4
converge para valores limites quando o niimero de transi¢oes tende para o infinito (no
futuro distante). Com isso, a matriz P, depois de uma grande quantidade de transigoes,
passa a conter essas probabilidades limites do sistema se encontrar em um estado k e,

além disso, os valores dessas probabilidades nao dependem do estado inicial.

Definicao 7. Uma Cadeia de Markov € dita Homogénea se as probabilidades de transicao

sao independentes de n, como abaizo:
pi = P{V®W =gy =3} v, (2.8)

Além das probabilidades limites de transicao, também existem no sistema as proba-

bilidades limites do sistema se encontrar em um estado i qualquer.

Definicao 8. A probabilidade de um sistema se encontrar em um estado F; na n-ésima
transicao € dada por:

= P{V™ =}, (2.9)

A seguir estao dois teoremas (sem provas). O primeiro é sobre grupos de estados para
cadeias irredutiveis de Markov e o segundo é sobre a existéncia de uma probabilidade

limite do sistema se encontrar em um estado i qualquer.

Teorema 2.1.1. Os estados de uma cadeia irredutivel de Markov sao todos transientes
ou todos recorrentes positivos ou todos recorrentes sem wvalor. Se periddicos, entao todos

0s estados tém o mesmo periodo 7.

Para um sistema que passa por todos os seus estados o tempo todo, existe uma dis-
tribuicao estacionaria de probabilidade m; que descreve a probabilidade desse sistema estar

em F; em um momento qualquer no futuro.

Definicao 9. Uma distribuicao de probabilidade P; € dita estaciondria se, quando a es-
colhemos para ser a distribui¢ao do estado inicial, ou seja, ) = P;, para todo e qualquer

n __
n = F;.
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Teorema 2.1.2. Para uma cadeia Markoviana, irredutivel, homogénea e aperiodica as

probabilidades-limite

m = lim 7", (2.10)

n—~0o0

sempre existem e sao independentes do estado inicial. Além disso,

1. Todos os estados sao transientes ou todos sao recorrentes sem valor, ou seja, m; = 0

para todo 1 e nao hd uma distribuicao estaciondria, ou
2. Todos o0s estados sao recorrentes positivos, ou seja, ©; > 0 para todo i, na qual o

grupo {m;} € uma distribuicao estaciondria de probabilidade e

;= —. 2.11

Sendo assim, m; poderd ser determinada somente através das sequintes equagoes

1=> = (2.12)

2.2 Distribuicao Exponencial

Uma variavel aleatéria exponencialmente distribuida tem a propriedade de nao ter
memoria, ou seja, as caracteristicas probabilisticas dos sistemas representados por ela nao
se alteram ao longo do tempo. Essa propriedade faz dela uma V.A. de facil analise. Uma

variavel aleatoria é exponencialmente distribuida quando

f(x):{ 0, sex

s 0 (2.14)
e ™M sex > 0. '

A funcao distribuicao cumulativa para uma variavel aleatoria exponencialmente dis-

tribuida é:

F(a) = / e Mdy =1 — e, (2.15)
0
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2.2.1 Funcao Geradora de Momento

A Funcao Geradora de Momentos ®(¢) de uma VA X é definida para todos os valores
em t por:

oo ep(x), para X discreta;

T=—00 €

2.16
fj;o e'* f(x)dx, para X continua. (2.16)

O(t) = Ele™] = {

onde f(x) é a pdf da VA x e p(x) é a fun¢ao distribui¢ao de probabilidade da VA x.

A fungao @(t) é chamada de Fungao Geradora de momento porque todos os momentos

de X podem ser obtidos através de derivadas sucessivas de .

P'(t) %E[etx] = E[%etx] = B[X e (2.17)
=  ¥(0) = E[X],
& (t) = %Cb’(t) - %E[Xetx] _ E[%(Xetx)] (2.18)
_ E[XQGtX]

o' (t) = B[X").

Na tabela 2.1 estao mostradas as funcoes geradoras de momentos, a média e a variancia
para as distribuicoes Gama, exponencial e Poisson, que sao as distribuicoes usadas neste
trabalho.

2.2.2 Propriedades da Distribuicao exponencial

Para se modelar matematicamente certos fenomenos reais, é necessario fazer algumas
simplificacoes para que a matemaética fique tratavel. Mas, por outro lado nao se pode

fazer tantas simplificacdes de modo que nosso modelo nao seja mais aplicavel.
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Tabela 2.1: Funcdes Geradoras de Momentos, Médias e Variancias

Distribuicdo d Média | Varidncia
: X
Poisson ? /1\ i\
Exponencial g X 3z
A\ n n
Gama (E) X b¥i

Uma simplificacao que é frequentemente usada é assumir algumas variaveis aleatorias
sendo exponencialmente distribuidas, uma vez que a pdf exponencial tem propriedade de
nao se deteriorar com o tempo, simplificando a analise.

Com esta propriedade é possivel dizer que se o tempo de vida de dois itens forem
exponencialmente distribuidos com média %, entao o item que ja estd em uso por um
periodo t, tem o mesmo tempo residual de vida que o item novo, ou seja, ela é uma

distribuicao sem memoéria, pois

P{X >s+t|X >t} = P{X > s} (2.19)

para todo s,t > 0.

A tnica distribuicao continua que se enquadra nessas condi¢oes é a exponencial, como

mostrado abaixo:
Se
P{X>s+t|X>t}—P{X>s},
entao

P{X >s+t,X >t}

Ples 1) — P{X > s}. (2.20)

Para que P{X > s+ t} ocorra, P{X > t} tem que ter ocorrido, logo:

P{X>s+t,X>t}-P{X>s+t}.
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Portanto a Equagao 2.20 torna-se:

P{X >s+t}
W—P{X>s},

ou P{X > s+t } = P{X > s}P{X > t}. O que somente sera verdade para a

—X(s+t) ~As oAt

distribuicao exponencial e =e

2.2.3 Funcao taxa de Falha

Uma forma de se observar a auséncia de memoria da distribuicao exponencial é através
da fun¢ao taxa de falha r(t). A fungao r(t) fornece a probabilidade de X nao durar um
tempo adicional além de t, sendo t a idade que ele ja tem. Esse é um modelo utilizado
para descrever o tempo de vida de um componente ou um sistema. A variavel aleatoria
X tem densidade de probabilidade f(x) e distribui¢ao cumulativa de probabilidade F(x),
a qual representa, neste caso, tempo de vida. A probabilidade de um sistema nao ter

falhado até um instante qualquer t, serd chamada confiabilidade do sistema.

Definicao 10. A confiabilidade de um sistema que tenha a distribuicao cumulativa de
probabilidade do tempo de vida F(t), é definida por

C(t) =1— F(t). (2.21)

A taxa de falha é uma funcao do tempo e corresponde a probabilidade de que aconteca
uma falha num intervalo de tempo At, muito menor que t, apds o instante t, dado que

nao houve falha até esse instante.

, P{t < X <t+At|X >t} P{t < X <t+ At}
B 1 , F(t+ At) — F(t)
T 1-F(t) limai—o At

/()
1—F(t)
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Defini¢ao 11. A tazxa de falha r(t) de um sistema cujo tempo de vida tem densidade de

probabilidade f(t) e distribui¢ao cumulativa de probabilidade F(t), € dada por:

ft)

r(t) = T (2.22)

Para a distribuicao exponencial a funcao taxa de falha é constante igual a A, pois, de

acordo com as equacgoes 2.14, 2.15 e 2.22, tem-se:

B )\€fo )\€fo
Sl (1—e ) M

r(t)

r(t) = A (2.23)

e a taxa de confiabilidade é dada por
Cty=1—F(t)=eM

Observe, entao, que a probabilidade de um item que tem o seu tempo de vida expo-
nencialmente distribuido durar um tempo adicional dt, é constante. Esse fendmeno é uma

conseqiiéncia da auséncia de memoéria da distribuicao exponencial.

2.3 Distribuicao de Poisson

Definicao 12. Uma Varidvel aleatoria X, tomando os wvalores 0,1,2,... € chamada de
varidvel aleatoria de Poisson com pardmetro X, para X > () quando:
e AN

pli) = PIX =i = —~. (2.24)

A distribuicao de Poisson na verdade é uma aproximacao para a distribuicao Bino-
mial quando o ntimero de ensaios de Bernolli tende a infinito e o produto np permanece
constante igual a A (Ross, 1993). Se uma variavel aleatoria X representa o numero de
sucessos em n tentativas, tem-se, entao, uma distribuicao Binomial com parametros n e

p, onde p é a probabilidade de se ter sucesso:

Plo=i= ()= (2.25)
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Desenvolvendo a Equacao 2.25 considerando que a probabilidade p*% é muito pequena

e que o nimero de amostras n é muito grande temos:

P{x:i}zm

= m(noid DA . (2.26)

De acordo com as consideragoes feitas acima, quando n — oo e p — 0 pode-se afirmar

que:

(1—\/n)"~e™?; (2.27)

(1—X/n)"~1, (2.28)

n(n — 1)(n —i+1)

~1. (2.29)

Subistituindo as equagoes 2.27, 2.28 e 2.29 na equacao 2.26 chega-se a equacao para a

distribuicao de Poisson:
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2.4 Processos Markovianos Continuos no Tempo e o

Processo de Poisson

Nas secao 2.1, as Cadeias de Markov foram definidas como processos estocasticos
em que o estado futuro dependia simplesmente do estado presente, nao tendo nenhuma
relacao com o estado passado ou com a forma em que o sistema chegou ao estado presente.
Foi assumido que as mudancas de estado aconteciam em momentos discretos do tempo
t = 0,1,... Além disso, o niimero de estados, ainda que elevado, eram contaveis, ou seja,
havia uma quantidade finita de estados. Entretanto, nesta secao os sistemas representados
sofrem mudancas de estado, que continuam tendo um nimero finito, mas, que ocorrem
a qualquer instante de tempo. Tem-se, assim, eventos discretos que fazem um sistema
variar de um estado para o outro, os quais dependem de um parametro que é continuo
no tempo. Por exemplo, se a variavel aleatoria X representa o evento chegada de um
pacote vindo de uma rede ATM no seu destino final, é certo que X acontecerd a qualquer
momento ao longo da linha do tempo.

A probabilidade de transicao Pl(kn) usada nas Cadeias de Markov como sendo para o
caso discreto, daqui para frente é representada por B-k(t), sO que para o tempo t continuo,
e é chamada de probabilidade condicional. Isso significa que a probabilidade do sistema
estar no estado E; em t + s é condicionada ao fato de o sistema estar no estado E; em um
tempo s, sendo que s < (t + s). Observa-se que a probabilidade Py (t) depende somente
da duracao de t, que nada mais é que um intervalo de tempo entre eventos, e nao do
momento em que esse intervalo esta situado no tempo. Essa probabilidade de transicao
¢ chamada de estacionaria ou de homogénea no tempo. Através dessa probabilidade,
chega-se a identidade de Chapaman-Kolmogorov que é analoga a Equacao 2.6 s6 que aqui

considerando o tempo como sendo continuo:

Pi(s+1) =Y _ Py(s)Pi(t) (2.30)

A Equacao 2.4 pode ser interpretada da seguinte maneira: para uma época inicial,
que é considerada como sendo o ponto 0 na linha do tempo, e para um sistema que
esteja no estado E;, resulta que, com a probabilidade P;;(s) o sistema vai para um estado
intermediario £ dentro de um intervalo s. E, com probabilidade Pj;(t), ele sai do estado
intermediario e, dentro de um intervalo de tempo t, vai para o estado Ej. Se for feita

a soma em j de todas as possibilidades do sistema passar por qualquer um dos estados
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intermediarios possiveis ao sair de i e antes de chegar a k tem-se que em algum momento
s+ t, paras > 0 et > 0, de acordo com a equagao , existe uma probabilidade P, do
sistema sair de i e chegar ao estado k.

Matematicamente, o processo de Poisson é um processo de Markov homogéneo no
tempo. Alguns exemplos de eventos aleatérios que podem ser modelados com a ajuda do
processo de Poisson como regente de seus comportamentos probabilisticos, sao: pacotes
que chegam a um roteador durante um intervalo de tempo, desintegracao de particulas,
chamadas telefonicas e quebra de cromossomos através de radiagao. Esses exemplos foram
tirados de (Feller, 1957).

Todas essas ocorréncias, a principio, tém a mesma natureza, e o processo de Poisson
esta relacionado com o niimero total de eventos N(t) que ocorrem dentro de um intervalo
de tempo t. Observa-se que o descrito acima refere-se aos pontos que ocorrem na linha
do tempo e que sao governados por um processo que se mantém constante ao longo de
todo o periodo. Em outras palavras, a probabilidade de um determinado evento acontecer
permanece constante ao longo da linha do tempo de forma uniforme.

O processo de Poisson tem grande importancia por ser um processo de facil analise,
pois os tempos entre chegadas sao exponencialmente distribuidos. Com isso se faz uso
da propriedade da distribuicao exponencial nao possuir memoria. Além disso, esse é um
processo que tem aplicabilidade em varios modelos praticos, sendo muitas vezes usado
para representar eventos de natureza aleatoria como os citados acima.

N (t), t > 0 é um processo estocastico que é chamado de processo de contagem se N(t)
representar o niumero total de eventos que acontecem no tempo t.

Um processo de contagem é definido de forma a atender as seguintes condigoes:

(i) N(t) >0

(ii) N(t) é um valor inteiro;

(iii) se s < t, entao N(s) < N(t);

(iv) paras < t, N(t) - N(s) é igual ao nimero de eventos que ocorrem
no intervalo (s, t).

Outros exemplos de processos de contagem, sao:

e numero de pedidos por produtos que uma loja de pronto entrega recebe em um

periodo de tempo t,

e niimero de pessoas que nascem no intervalo de tempo t,
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e numero de ligacoes telefonicas feitas durante o tempo t.

O Processo de Poisson é um tipo de processo de contagem, cuja definicao segue abaixo.

Defini¢ao 13. Um processo estocdstico N (t), t > 0 ¢ dito ser de Poisson, com taza A,

para A > 0 se:
1. N(t) > 0;
2. 0s incrementos sao independentes e estaciondrios;
3. O numero de eventos no intervalo de tempo t seque uma distribuicao de Poisson
com media . Ou seja, para s, t nao-negativos, temos:

Pt) = PIN() = i} = 20 (2.31)

7!
Cabe aqui apresentar as seguintes definicoes:

e Processo com incrementos Independentes: processo em que os niimeros de eventos
que ocorrem em intervalos disjuntos de tempo sao independentes. Isso acontece
quando o niamero de eventos N(t) que ocorreram no intervalo t é independente do

namero resultante de eventos N(t + s) - N(t).

e Processo com incrementos Estacionarios: processo em que a distribuicao de eventos
que ocorrem em cada intervalo de tempo depende somente do tamanho do intervalo.
Para isso, N(to+s) - N(t;+s) tem a mesma distribui¢do de N(t2) - N(t1), sendo t;
< ta.

Um processo de Poisson é dito estar em um estado E; em um tempo t > 0 se houve i
mudancas de estado. Assim, a probabilidade P{N(t) — i} deve ser descrita como sendo a
probabilidade de transicao referente a uma mudanca de estado de um sistema que esta em

um estado arbitrario E; em uma época s e que vai para um E;; até a épocas + t. Em um

intervalo de tempo s fracionado em i subintervalos de duracao k = %, a probabilidade de

sair (haver mudanga) do estado j—1,2,...,i qualquer, é 1 — P{N(k) = 0} e, enta, o nimero

esperado de subintervalos que sofreram mudancas seré:

1 — P{N(k) = 0}

i(1— P{N(k) = 0}) = -

(2.32)
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Observa-se que, para k — 0, a Equacao 2.32 converge para o nimero esperado de
mudancas dentro do intervalo de tempo t, e espera-se que esse seja igual a A. O processo de
Poisson requer também que sempre que haja uma mudanca, esta tenha que ocorrer entre
um estado E; e um estado E;;4, o que significa que o niimero esperado de subintervalos

de duracao k que contém mais de uma mudanca deve tender a 0 quando k£ — O:

1 — P{N(k) = 0} — P{N(k) = 1}
k

= 0. (2.33)

Mmkﬂo

Portanto, P{N (k) = 0} = 1 — Ak + o(k) onde o(k) é uma quantidade de ordem menor
que k.

Defini¢ao 14. Uma funcao qualquer f(-) é dita ser o(k) se:

(k)
k

limi_o = 0. (2.34)

Agora é possivel definir o Processo Poisson da seguinte maneira:

Defini¢ao 15. Um processo estocdstico N (t), t > 0 ¢é dito ser de Poisson, com taza A,

para A > 0 se:
1. N(t) > 0;
2. 0s incrementos sao independentes e estaciondrios;
3. PIN(k) = 1} = M + o(k);

J. P{N(E)>2 } = o(k).

2.4.1 Distribuicao do Tempo entre Chegadas

Para se obter a distribuicao dos tempos entre chegadas, tem-se que k; ¢ o tempo do
primeiro evento e k; é o tempo decorrido entre o evento (i-1)-ésimo e o i-ésimo evento.

A probabilidade do primeiro evento nao acontecer no intervalo k; é:

Pl{k; >t} = P{N(t) =0} = e . (2.35)
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Pela Equacao 2.35 pode-se ver que, o primeiro intervalo entre chegadas é exponencial-

mente distribuido com taxa % O mesmo pode ser provado para ks, como é mostrado a

seguir:

P{ky >t} = E[P{ky > t|k:1}]

Piky > tlky = s} = P{N(s,s + ] = Olky = s}

= P{N(s,s+1] =0} =e . (2.36)

Conclui-se que o tempo entre chegadas de um processo de Poisson tem distribuicao
exponencial. Com este resultado podemos afirmar que um proximo evento de Poisson
acontecera dentro de um intervalo exponencialmente distribuido. Portanto, esse é um
processo sem memoria e que tem um tempo médio % de intervalo entre os eventos. Como
o Processo de Poisson tem incrementos independentes e estaciondrios, é correto dizer que,
a qualquer ponto do tempo, suas probabilidades de transicao se reiniciam, ou seja, ele

terd a qualquer momento a mesma distribuicao de probabilidade que em t — 0.

Distribuigao dos tempos entre chegadas

#  Lambda =05
Lambda =1
----- Lambda =4

Probab de nao evento em t

_;k
i
.*
| *
L
|
f
&
mf'
i \
£

Figura 2.2: Intervalo entre chegadas. A probabilidade de um evento seguinte n3o ter aconte-
cido diminui exponencialmente com t. O grafico foi plotado para as taxas de chegadas \ =
0.5, 1 e 4 eventos por U.T.
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A Figura 2.2 mostra que a probabilidade de um evento ainda nao ter acontecido no
tempo t — 0 é maxima e igual a unidade. Ela mostra também que esta probabilidade
cai com o tempo, pois ¢ mais provavel que aconteca um evento a medida que o tempo
passa. Logo, quando o tempo t cresce muito, a probabilidade de nenhum evento ocorrer
cai exponencialmente até chegar a (. Para plotar o gréafico da figura 2.2 foram ajustadas

as taxas de chegadas da seguinte forma: A = 0.5, 1 e 4 eventos por unidade de tempo.

2.4.2 Distribuicao do Tempo de Espera

Para se saber quando um evento especifico ird acontecer, é preciso determinar a fungao
de densidade de probabilidade que representa o comportamento desse evento no tempo.
Considerando que S; é o tempo necessario para a chegada do i-ésimo evento a partir de t

= 0 ou, em outras palavras, o tempo de espera até o i-ésimo evento, tem-se que:

S;=> ki,  Para i>1 (2.37)

De acordo com a Equacao 2.37, o tempo de espera S; nada mais é que a soma de todos
os intervalos k; entre eventos até que ocorra o evento i.

Como é de se esperar que o i-ésimo evento ocorra antes de um tempo t qualquer,
entao, o niimero de eventos em um intervalo de tempo t tem que ser maior ou igual a i.
Consequentemente, a soma de todos os intervalos k; tem que ser menor ou igual ao tempo
total t,

N({t)zi+«— S; <t. (2.38)

De acordo com a propriedade mostrada na Equacao 2.38, é desenvolvida a seguinte

formulagao para achar a densidade de probabilidade f;, (¢).
(A )‘t '
Fs.(t) = P{S; <t} = P{N(t) > i} = Z (2.39)

dFs,(t)  d>_7 6_M(ATt!)j
at dt

fult) = (2.40)

_ Z;X;z e M (/\t + e —\tJ AZ)
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— e M0, M s 07

j=i (G—1)

_ )\6—/\zt((>\t)i*1 + 3 (it S (Aff')j)

G—1)! j=i+1 (G—1)!

fa,(t) = Ae—“% (2.41)

Com as manipulagoes acima chegamos a pdf f;,(¢) do tempo de espera s; e, como pode

ser visto na Equagao 2.41, essa tem distribui¢do Gama com parametrosie A (Ross, 1993).

2.4.3 Distribuicao Condicional dos tempos de chegadas

Supondo que um evento pertencente a um processo de Poisson aconteca em um ponto
qualquer na linha do tempo e se queira determinar a distribuicao de probabilidade que
rege o intervalo de tempo t em que esse evento ocorreu. Como o processo de Poisson tem
incrementos independentes e estacionarios, é de se esperar que, em intervalos de tempo
de mesmo tamanho |0, t|, ainda que esses sejam disjuntos, a probabilidade de conter um
evento é igual em todos eles. Com isso, é correto dizer que o tempo de ocorréncia de um
evento de Poisson é uniformemente distribuido no intervalo |0, t|, como mostrado abaixo:

Para s < t, tem-se:

P{ki < s, N(t) = 1}
P{N(t) = 1}

P{k, < s|N(t) = 1} = (2.42)

_ P{N(s)=1),N(t—s) =0}
P{N(t) = 1}

_ P{N(s) = )} P{N(t - 5) = 0}
P{N(t) = 1}
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como, em um processo de Poisson,

PN = i} = e A

7l

A —As ,—A(t—s)
Plk <s|N@t) =1} =22 _

S
—. 2.43
Ate— At t ( )

2.5 Processo de Nascimento e Morte

O processo de Nascimento e Morte BD (birth-death) é também uma classe especial
dentro dos processos de Markov. No processo BD, sempre que ocorrer uma mudanca no
sistema, esse tem que ir necessariamente para um estado vizinho antecessor ou para um
estado vizinho sucessor. Assim sendo, o sistema s6 pode sair de um estado E; para ir
para algum dos estados E;_; ou E; 1. O processo de Nascimento-Morte é extremamente
importante para se dar continuidade, nos capitulos seguintes, aos estudos de filas e para
que se entenda a teoria proposta neste trabalho.

O processo BD pode ser tanto discreto no tempo, quanto continuo. Vamos considerar
neste trabalho apenas os casos em que esse é continuo no tempo e, por isso, é necessario
que o sistema fique num estado E; apenas por um intervalo finito de tempo. Ao fim desse
intervalo o sistema tem que mudar para algum dos estados vizinhos. O leitor deve estar
atento ao fato de que o processo BD considerado aqui, apesar de ser continuo no tempo,
tem o espaco de estados discreto.

O Processo BD é muito utilizado para o estudo de populagoes. O sistema em um
estado E; qualquer, ou seja, N(t) = i, significa que a populacao é de tamanho i. Para essa
populacao i, o sistema terd uma taxa de Nascimento \; que fard com que o sistema suba
para o estado E;;; e, ainda no estado E;, o sistema tera uma taxa de Mortalidade p; que
fard com que o sistema volte para o estado E;_;. Os processos em que essa as taxas ;
sao constantes iguais a zero, sdo chamados de Processos de Nascimento (Pure-Birth) e os
processos em que as taxas \; sao constantes iguais a zero, sao chamados de Processos de
Morte (Pure-Death).

Portanto, se em algum momento o sistema estiver no estado E;, a probabilidade condi-

cional de ocorrer uma transi¢ao de E; — E;;; durante o intervalo de tempo (t,t + k) sera

5Esta sendo considerado aqui apenas o processo BD unidimensional
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igual a \;k 4 o(k), quando k— 0 e a probabilidade condicional de E; — E; ; sera igual a

wik + o(k) quando k— 0. Se forem somadas todas as probabilidades,

P{N(t+k)=i}=> P{N(t+k)=iN(t) = j}P{N(t) = j}

=0
Se fizermos k& — 0, entao:

Niik+o(k), paraj=i—1
P{N({t+k)=1iN(t)=j}=< pipk+o(k), paraj=i+1
o(k), para |j —i| = 2.

Considerando o caso em que k — 0, tem-se:

P{N({t+k)=iNt) =i} =1— (N + )k + o(k).

Chamando P{N(t+ k) =i} = P;(t + k) e considerando as seguintes condigoes:

k—0; 7=0,1,...; Aq=pg=P_4(t)=0]

A equacao 2.44 pode ser reescrita da seguinte forma:

Pi(t+ k) = Ni1kPi_1(t) + pis1kPia (t) + [1 — (N + ) K] Pi(t) + o(k).

Rearranjando e dividindo por k:

P{N(t+k) =i} — P{N(t) = i}
K

= N1 Pi1(t) + pip1 Py (1)
—(Ni + ) Pi(t) + 2.

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Como k — 0, o termo esquerdo da equagdo 2.48 nada mais é do que dP;(t)/dt, o que

resulta na equacao diferencial de variacao para o processo BD.

d

—P.
dt

() = Xica P () + pia P (8) — (A + ) Pi(2), (2.49)

onde as condicoes iniciais em t — 0 sao,

P5(0) :{ (1) :j (2.50)

O leitor deve observar que, para o caso de processos puros de Nascimento ou de
Morte, a equacao diferencial de variacao 2.49 pode ser resolvida de forma recursiva. No
estudo desenvolvido nessa dissertacao, é considerado um processo de Nascimento e Morte.
Entretanto, a taxa \; é constante e igual )\, o que representa uma taxa constante no tempo
de chegadas de jobs no sistema. A taxa pu; continua varidvel e dependente do niimero de
servidores ocupados no sistema. Todavia, se o processo de chegada de jobs no sistema
for considerado de forma isolada, entao, esse sera um processo Puro de Nascimento com
taxa A\; =A. Considerando ainda que nao houve chegadas e, portanto, o processo esteja

no estado Eg, as equacoes 2.49 e 2.50 se transformam em:

d
S Li(t) = APia(t) — AR(?) (2.51)
e
1 i=0
P{N(0) = i} = = (2.52)
0 7#0.
Desenvolvendo as equacoes 2.51 e 2.52 por sucessivas substituicoes chega-se a seguinte
formula:

Pi(t) = W)ie—kt (2.53)

A equacao 2.53 achada, nada mais é do que a formula da distribuicao de Poisson
com média At. Logo, N(t), t > 0 é um Processo de Poisson que, por sua vez, respeita a

condigao necessaria de normalizagao >~ P;(t) = 1 quando t > 0.
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2.6 Sumario

Até aqui, vimos os principais conceitos referéntes aos processos Markovianos e as
cadeias Markovianas. No capitulo 3 e no capitulo 4, utilizaremos os resultados obtidos

aqui como base para a andlise de modelos de filas.



Capitulo 3
Sistemas de Filas Markovianas

Neste capitulo sao discutidos alguns modelos basicos de filas. Estes sao os mais sim-
ples modelos encontrados. Entretanto, sao também a base para todo o desenvolvimento
posterior. Essas filas sao chamadas de Markovianas porque os modelos que as utilizam
sao desenvolvidos através de andalises de processos Markovianos, como sera mostrado mais
a frente.

Os modelos de filas mais basicos podem ser definidos, normalmente, através de trés
caracteristicas: (i) o processo de chegada de jobs; (ii) a disciplina de fila utilizada; e (iii) o
mecanismo de servi¢o. O processo de chegada descreve a seqiiéncia de pedidos por servigo
e aqui nos limitaremos aos casos que esse é representado por um processo de Poisson. A
disciplina utilizada depende da fila e serd tratada de forma especifica de acordo com cada
tipo de modelo. Por fim, o mecanismo de servico inclui caracteristicas como o niimero
de servidores a taxa de processamento. Assim como neste capitulo, toda a formulacao
desenvolvida nesta dissertacao é baseada na suposicao de que os tempos de servigos sao

independentes e identicamente distribuidos de acordo com uma distribuicao exponencial.

3.1 Solucoes Gerais: Equacoes de Equilibrio

Nesta secao outros caminhos sao apresentados para que se possa buscar um maior con-
hecimento sobre os processos BD sem precisar solucionar as probabilidades dependentes
no tempo P;(t). A Equagao 2.49 se torna intratével quando é aumentada a quantidade
de informacgao necesséaria para se compreender um determinado sistema. Para contornar
esse obstaculo é preciso parar de olhar para o sistema quando esse estd em um estado

transiente e passar a analisi-lo apenas quando todas as probabilidades ja estao estaveis.

48
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Definicao 16. P; ¢ a probabilidade de um sistema conter i jobs em algum momento

distante no tempo t:

pi = lim P{N(t) = i}. (3.1)

t—o0

Com o limite na Equacao 3.1, a probabilidade p; deixa de ser dependente do tempo
t. Contudo, deve-se atentar para o fato de que, no sistema, ainda hd mudancas entre
estados, embora essa probabilidade nao esteja mais relacionada com o tempo. Portanto,
p; somente descreve a probabilidade de se achar i jobs no sistema quando esse estiver
estavel.
Com o limite na Equacao 3.1 a equacao de Kolmogorov 2.49 passa a ter o seu lado
Pi(t)

esquerdo nulo, pois, lim =5~ — 0 quando ¢ — oco. Considerando também as condigoes

iniciais apresentadas na equacao 2.47, tem-se:

0= —(Ni + p)pi + Nic1pi-1 + fli1Pis1- (3.2)

Neste ponto, é interessante usar equacoes de equilibrio para tratar a equacao 3.2.
Essas equacoes de equilibrio sao fundamentadas na conservacao dos fluxos, onde todo
o fluxo entrante tem que ser igual ao fluxo de saida. Pelo diagrama de transicao de
estados para um processo BD apresentado na Figura 3.1, podem-se ver os i estados e as
suas respectivas taxas de transmissao (Nascimento + Morte). Concentrando-se apenas

no estado i, e montando as equacoes de equilibrio para esse estado, tem-se:

}'\.-I-_? }'u i—1 }'ul-

Figura 3.1: Diagrama de transicdo de estados para um processo BD.
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Fluxo entrando em F; = \i_1pi—1 + is1Dit1,

Fluzxo saindo de E; = (A\; + ;) p;.

Como, em equilibrio as duas equacoes acima devem ser iguais, tem-se que:

(N + 16)pi = Nicapi—1 + Hit1Dit1- (3.3)

As equacgoes 3.3 e 3.2 sao iguais, como era de se esperar. Elas sdo as equacoes de
diferenca em equilibrio que representam as mudancas de estado quando o sistema esta em
estado perene. Para se achar uma equacao geral para p; pode-se, através de um método
recursivo', realizar consecutivas substituicoes, sempre colocando py em evidéncia e, assim,
chegar em uma formulacao geral para essa. A seguir é ilustrado esse método e, para isso,
inicia-se a busca analisando as equacoes de equilibrio para o estado Eg, ou seja, para i =

0 na equacao 3.3:

(Ao + to)po = A_1p—1 + tup

Reescrevendo levando em conta as condigoes iniciais, pg = A_; = 0 mostradas em 2.47,

obtém-se:

Ao
P1 = —DPo (3.4)
M1
Se for feito o mesmo para o estado E, portanto, ajustando i—1 na equagao 3.3, chega-

se a seguinte equacao de equilibrio:

oM
Ha b2

D2 Po (3.5)

'Em (Kleinrock, 1976a) pagina 93 foi desenvolvido também um outro método para se chegar na
equagao geral.
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Com as sucessivas substituicoes e sempre deixando py em evidencia obtém-se a seguinte

equacao produto:

1—1

Aot i \; ,

= =p [[ S, i=0.1,2, .. (3.6)
Hiph2.- o Ha+1

Di

Como o somatoério em i de todas as possibilidades do sistema se encontrar em um

estado E; qualquer deve ser igual a unidade, segue-se que:

Zpi =1 (3.7)

e, com isso, chega-se a seguinte equacao para pg:

1
Pbo = )\j (38)

1+ 352 T1,

As equacoes 3.6 e 3.8 sao a base para o desenvolvimento proposto neste trabalho.

Hj+1

Com elas sao determinadas as probabilidades p; e pg para os sistemas com servidores
heterogéneos. Para isso, expandem-se as taxas \; e y; que sao variaveis dependentes dos

respectivos estados correntes i.

3.2 Lei de Little

Em 1961 J. D. C. Little (Little, 1961) desenvolveu um teorema que consiste na equagao
L=AW que foi chamada de Lei de Little. Essa equacao é uma das mais tteis dentro da

Teoria de Filas e, particularmente, para este trabalho.

onde
L é o niimero médio de jobs no sistema,

W é o tempo médio de espera e,

A ¢é a taxa média de chegada de jobs no sistema
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Stidham (1974) fez uma simplificagdo, sem perda de rigorosidade, da prova para a
equagao 3.9 proposta por Little.O teorema demonstrado em Stidham(1974) é apresentado

a seguir,

Teorema 3.2.1. Se L(z) é o nimero de jobs presente em um momento x, L é o nimero

médio de jobs presente ao longo de todo o tempo [0,00], como mostrado na equa¢ao abaizo:

1 t
L= limpooz/ L(z)dz. (3.10)
0

Definindo N(t) como o nimero de jobs que chegam no intervalo [0,t], define-se a taza de

chegada \ como

A= Tim YO, (3.11)

t—oo 1

Finalmente, definindo W; como o tempo de espera do i-€simo job, define-se o tempo médio

de espera como
W =1l ! zn:W (3.12)
= 1Mp—oo— i .
i3

Se X e W existirem e forem finitos, entao também serd L, e eles serao relacionados de

acordo com a equacao 5.9: L = AW.

A equacao 3.9 pode ser usada também com o foco na fila do sistema. Ela pode ser
usada também como a relacao entre o nimero médio de pessoas na fila com o tempo

médio que cada cliente fica na fila.

L, = AW, (3.13)

L

W, Tempo médio de espera na fila

¢ Nuamero médio de pessoas na fila

A Taxa média de chegada de pessoas a fila
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3.3 Fila M/M/1

A fila M/M/1 é a mais simples existente entre os modelos propostos até hoje. Esse
tipo de fila é de facil andlise e consiste em um processo markoviano de Nascimento e
Morte, mas com os parametros \; = A para i—0,1,2,... e pu; = p para i—1,2,3... Essa
fila M/M/1 é chamada dessa maneira pelos seguintes motivos: a distribui¢ao do tempo
entre chegadas neste sistema é exponencial, o que é indicado pelo primeiro M do nome. A
distribuicao do tempo de servico também é exponencial e por isso o segundo M no nome.
E o ultimo motivo é o fato de essa ser uma fila com apenas um servidor, o que é indicado
pelo nimero "1" na terceira casa. Suponha, entao, que um job chegue a este sistema. Esse
vai chegar de acordo com um processo de Poisson com taxa A e, se nao houver pessoas no
sistema, vai ser atendido pelo servidor tnico e ficard em servigo durante um tempo i que
é exponencialmente distribuido. Porém, se o suposto job chegar ao sistema e encontrar

um job ou mais, esse terd que se juntar a fila e esperar por sua vez de ser atendido.

Figura 3.2: Diagrama de transicdo de estados para um sistema de fila M/M/1.

Y

A disciplina de atendimento da fila é FiFo (First-in, First-out), o quer dizer que, se
um job chegar e encontrar apenas um outro job no sistema, que estard com certeza em
servico, pois, nesse tipo de fila nao ha ociosidade de servidores quando ha no sistema
trabalho a ser processado, esse tera que iniciar uma fila e serd o proximo a ser atendido
e portanto, o primeiro a sair do sistema apo6s o que ja estava em servico.

Um diagrama de transicao de estados é apresentado para este sistema, Figura 3.2,
onde os estados representam o nimero de pessoas no sistema. O sistema faz uma tran-
sicao sempre que chegar um job ou sempre que um servidor termina de processar um
trabalho. Utilizando-se do mesmo método empregado para achar as probabilidades p; e

po no processo BD, chega-se as mesmas equacoes de equilibrio 3.6 e 3.8 desenvolvidas
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através dos sistemas de conservagoes de fluxo, mas com A\; = A e y; = pu. Portanto, tem-se

que:
i—1 i
A A .
Di :Z)OH . = Po (_) ) v = 1727"' (314)
o Mo+t H
1 1

(3.15)

Po =

14+ >2 2 oo (A
D im1 =0 R Rt p

A
Considerando que — < 1 para que o sistema seja ergodigo (Kleinrock, 1976a), o termo
1

A

i

00 by L. L. , m ~

> oy <ﬁ) define a soma de uma série geométrica, a qual ¢ igual a 7#x. Logo a equagao
I3

3.15 de pgy torna-se

Po = 2 . (316)

3.4 Fila M/M/c

Nesta secao é considerado um sistema com chegadas de jobs que acontecem de acordo

com o processo de Poisson e com c servidores homogéneos, todos com tempo médio de

1
e

servico exponencialmente distribuidos e com taxa

Figura 3.3: Diagrama de transi¢do de estados para um sistema de fila M/M/c

Y

Com as mesmas equacoes 3.6 e 3.8 sdo achados p; e po para a fila M/M/c. Para

isso, precisa-se considerar \; = A\ para i=0,1,2,..., da mesma forma que foi feito para as
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filas M/M/1. A taxa de pessoas (imaginando que sdo pessoas chegando) neste sistema
é constante ao longo do tempo e, por isso, independentemente do estado em que esse se
encontre a taxa sera A.

Contudo, a taxa de saida dessas pessoas para fora deste sistema ja nao é mais con-
stante. Observe que, para o estado Fy (nenhuma pessoa no sistema) nao ha nenhum
trabalho sendo realizado e py = 0. Para o estado E; (uma pessoa) ha um servidor tra-
balhando com taxa p, e por conseguinte, py = p. Mas, para os estados E; para 1<i < ¢
teremos i pessoas no sistema, ou seja, i servidores trabalhando com taxa p. Logo, u; = ipu.
Quando o numero de pessoas no sistema passa a ser maior ou igual a ¢, ou seja, o sistema
se encontra no estado E., E..1, E.io ..., todos os servidores vao estar trabalhando e o
excesso de pessoas ficara em uma fila. Assim sendo, mesmo que o sistema fique com um
nimero enorme de pessoas a capacidade maxima de processamento vai ser o nimero de
servidores vezes a taxa p. Logo, pu; = cu para i >c. A Figura 3.3 mostra o diagrama de
transi¢ao de estados para a fila M/M/c.

Com a anélise do diagrama de estado e das Equacoes 3.6 e 3.8, segue:

' 0<i<
i = { == (3.17)
clh c<y
Para i <c¢
Y AN\ 1
Pi =D =D | — | = 3.18
Og(yﬂ)u O(M) i (315)
Parai > ¢

¢ A A M1
= A AN A ‘ 3.19
P poju)(ﬁrl)uzl_[ cp po(u) clet=e (319)
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Depois de achada a probabilidade p; pode-se, através da equacao 3.7, achar py,

c—1 ; -1
A A€ cl
= : 3.20
P [ZO i (CW) (cu— A)] (320

3.5 Fator p de Utilizacao

O fator de utilizagdo p é uma medida de capacidade do sistema, que é imprescindivel
para sua avaliacao. Esse é um fator que representa a fracao entre a taxa de entrada de
trabalho no sistema e a capacidade total maxima com que esse consegue processar esse
trabalho.

Definicao 17. O trabalho que um job trds para o sistema € igual ao nimero de unidades

de tempo de servico que deve ser usado para se processd-lo.

taxa de chegada de trabalho por unidade de tempo

P (3.21)

B Capacidade maxima total de processamento por unidade de tempo

Para o caso de uma M/M /1, a utiliza¢ao do sistema ¢é a taxa média de chegada de jobs
vezes o tempo médio de servico. Neste caso a capacidade total do sistema é a capacidade
do tinico servidor e, como a taxa de processamento é igual ao inverso do tempo de servico,

tem-se:

para uma M/M/1

A
p=2 3.22
p (3.22)
e para uma M/M/c
A
= —. 3.23
= (3.23)

As duas equacoes acima sao aplicadas para os casos em que a taxa maxima de servico
no sistema é independente do estado. A taxa de chegada de trabalho no sistema é também

chamada de intensidade de trafego. Essa medida de intensidade também é medida em
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relacao a utilizagao p do sistema. Para que o sistema se mantenha estavel é necessério
que 0 < p < 1. Se a utilizacao for maior ou igual a "1" significa que no sistema chega
mais trabalho por unidade de tempo do que se consegue processar e, consequentemente,

a fila cresce infinitamente.



Capitulo 4

Aproximacao Proposta:
M/M/cy,

terogeneos

4.1 Desenvolvimento

No modelo proposto nesta dissertacao, ¢ considerado um sistema com C servidores
heterogéneos e sem limite para o nimero de jobs na fila. Os clientes (todos de uma mesma
classe) sao atendidos de acordo com a chegada, ou seja, o primeiro a chegar é o primeiro
a ser atendido (FCFS). Para desenvolver as equagoes probabilisticas que governam esse
sistema, as mudancas de estado sao tratadas como sendo um processo de Nascimento e
Morte (BD), as chegadas de jobs como sendo governadas pelo processo de Poisson e o

tempo de servico como sendo exponencialmente distribuido.

4.1.1 Taxa de Nascimento e Taxa de Morte

Através do diagrama de estados mostrado na Figura 4.1, é possivel montar as equagoes
de equilibrio que sao fundamentadas na conservacao dos fluxos, onde todo o fluxo entrante
tem que ser igual ao fluxo de saida. Como é considerado que esse sistema estd em um
periodo longe no futuro, ou seja, t — oo , é usada a Equacao de Kolmogorov 3.2. O
objetivo é achar as equacoes probabilisticas 3.6 e 3.8 desenvolvidas para o processo de
nascimento e morte, mas, considerando a taxa de Nascimento \; = A\, para:=0,1,2, ...,

e que a taxa de Morte varidavel, dependente do estado em que o sistema se encontra.

o8
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ETEROGENEOS

Define-se entao um ftegyivaiente COMo sendo a taxa de Morte:

0, Parai=0
1, Para i =1
1+ o, Para i =2
feg = : : (4.1)

et st e =i i =me, Parai>c

Observa-se que, de acordo com a Equagao 4.1 acima, p., pode ser representado de
duas maneiras. A primeira representacao é feita para o caso em que o sistema contém
menos de ¢ jobs e a segunda, para o caso desse conter ¢ ou mais jobs. Abaixo é definido
m; e m, com o intuito de facilitar o desenvolvimento da formulagao e para melhorar a
visualizacao da formulacao.

Parai < c:

mi= Y (4.2)
j=1
Parai > c:

m; =m. = Zuj (4.3)
j=1

Neste ponto, é necessario definir nas equagoes 4.1, 4.2 e 4.3, quem sao as taxas iy,
o, [3, ... it;. Entretanto, essa é uma escolha que nao é 6bvia e nem direta, e sua escolha
influencia muito o sistema. Quando se faz referencia a p;, estd sendo na verdade feita
uma referencia a taxa de Morte do sistema quando esse se encontra no estado Ej, o que
acontece quando ha apenas um job no sistema. Quando isso acontece, tem-se apenas um
servidor processando trabalho e, obviamente, a taxa de morte nesse caso serd a taxa de
processamento desse servidor que ainda esta ocupado (supondo que os outros ja acabaram
de processar o que estavam fazendo).

A dificuldade ao definir gy é intuitiva, pois, neste ponto, a seguinte pergunta surge:
qual é o servidor que esta ocupado nesse momento? A pergunta se repete quando se tem

dois, trés, quatro ou mais servidores ocupados: quais sao os servidores que estao ocupados
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em um tempo t qualquer se ha i (para i < ¢) jobs no sistema?

<]
(1 o+ M, oty L My Me
Onde Mp=H, +H +H - +H _+1L

Figura 4.1: Diagrama de transicdo de estados para o modelo proposto de Servidores Heterogé-
neos.

E dificil responder as perguntas acima de forma analitica. As possibilidades aumentam
com o aumento do nimero de servidores e as probabilidades ficam mais dificeis de serem
encontradas, pois passam a ser influenciadas também pelas politicas de alocacao usadas

no sistema especifico. Para o caso de um sistema com 4 servidores (c—4), tem-se: (‘11) =14

taxas diferentes de servigo possiveis para o estado Ej, (;1) = 6 taxas diferentes de servico

4
3

Portanto, para um sistema com quatro servidores, o niimero de possibilidades aumenta

possiveis para o estado Fs e ( ) = 4 taxas diferentes de servi¢o possiveis para o estado Fs.
e com isso a formulacao passa a ter uma natureza probabilistica dificil de ser modelada
analiticamente de forma fechada.

Para se entender melhor a influencia que a escolha dos p’s tem sobre o sistema, sao
desenvolvidas as equacoes de equilibrio de fluxo para os estados i < ¢, e, para isso, utiliza-

se o diagrama apresentado na Figura 4.1.

O [11P1 = PoA < p1 = ﬁpo

)\2

0 Apo + (ftayfi2) pa = (p1 + A) p1 = P2 = T

Po

3
o Ap1+ (1 + p2 + p3) ps = (A + pasp2) pa = p3 = m(mﬂg)?mﬂﬁ“g)po
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)\671
pr (e 4p2)... (1 4pe+. A pe—1)

o )‘pc72 + (mc) Pec = ()\ + mcfl)pcfl = Pe—1 = Po

AC
pa (pa+p2) (1 +pz+u3)... (me)

0 Ape—1 + (Me) Per1 = (A +me) pe & Pe = Po

Observando, por exemplo, p._1, pode-se ver como p; aparece em todos os termos do
denominador causando grande influencia sobre a formula. Seguido por ele vem a taxa po,
que tem um segundo maior peso, depois uz e assim por diante até u., que sd aparece no
iltimo termo do denominador de p._; mostrado acima. Conseqiientemente a escolha de
cada p; nao é obvia.

Prestando atencao ao significado da probabilidade p;, pode-se comecar a entender
como essa escolha poderia ser feita. p; é a probabilidade de haver um job no sistema e,
olhando para a sua férmula, é visivel a dependéncia dela pelos p’s escolhidos. E intuitivo
que se houver uma pessoa no sistema e o trafego de jobs for intenso, essa terd maior
probabilidade de estar no servidor mais lento, pois, ela ficara mais tempo sendo atendida
nesse do que as outras que estarao em servidores mais rapidos.

Outra razao para imaginar que a tinica pessoa no sistema esta no servidor mais lento
é a propriedade da distribuicao exponencial nao possui memoéria. Se em um momento t
qualquer acontecer de todos os ¢ servidores estarem ocupados e se eventualmente fosse
necessario saber qual dos servidores tem a maior probabilidade de ser o tltimo a termi-
nar o trabalho, devido a falta de memoria da distribuicao exponencial essa probabilidade
nao depende da informacao de qual servidor iniciou o trabalho primeiro. Essa probabili-
dade depende apenas da taxa de servi¢o g, nao importando, portanto, se algum servidor
comecou o trabalho antes ou nao.

Levando em conta o descrito acima, pode-se fazer a seguinte escolha para a atribuicao

dos p’s:

pr < pg < g < pg < < pe

Esta configuragao, onde j; é a taxa de atendimento do servidor mais lento, us a taxa
de atendimento do segundo servidor mais lento e assim por diante até p., que é a taxa
de atendimento do servidor mais rapido, modela o nosso sistema como se reduzissemos
todas as possibilidades de escolha para apenas uma, que é a mais provavel. O que esta
sendo realizado na verdade é uma simplificacao, pois é feita uma aproximacao para esse

sistema usando apenas as possibilidades de maior probabilidade e desprezando as outras.
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Outra coisa é que estao sendo definidos limites superiores para o nosso modelo, pois as

probabilidades usadas sao as de que o sistema esta sempre no pior caso, que é o servidor

mais lento. Logo, é feita uma aproximacao pelo pior caso, e isso pode ser considerado

como um limite superior quando calculadas as medidas de performance.

4.1.2 Definicao de p;

Como definido anteriormente, p; é a taxa de atendimento do servidor mais lento, ps
a taxa de atendimento do segundo servidor mais lento e assim por diante até p. que é a
taxa de atendimento do servidor mais rapido.

Das equacoes de fluxo, chega-se a seguinte expressao para a probabilidade p; de se

achar i pessoas no sistema:

Para ¢ < ¢ temos:
)\i
k
(Zj:l 145)

Pi = Do

i

ou

o (i) (4.4

J=1 J

Para ¢ > ¢ temos:

Depois de desenvolvida fica:

Pi =po————F— (4.5)
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4.1.3 Definicao de pg

Para se achar pg, coloca-se esse termo em evidencia nas equacoes 4.4 e 4.5. E usa-se

a restricao
o0
Z pi = 17
i=0

chegando & expressao

-1

—1

Cmd)t (A
- jﬁlmj (]ﬁlm]’) ;(mc) (4.6)

Para que o sistema se mantenha estavel, ou seja, para que a fila nao cresca indefinida-

[y
|
—
>~
.
—~

mente, é necessirio que a grandeza p definida por

p = Z§:1 m = — (47)

satisfaca a restricao p < 1.

Subistituindo p na equacao 4.6 obtém-se a seguinte expressao para py:

-1

I S A i U0 1 (1.8)

i (&
. i=c
m; I[1m,
Jj=1 j=1

Como |p| < 1 para se garantir que o sistema seja estavel, tem-se:

o0

> (0 =(1=p) (") (4.9)

i=c
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Substituindo a equacao 4.9 na equacao 4.8 a formula de py torna-se:

—1

c

o c—1 X (me)
=yt = + -
Po =4 >ice o ( : mj) (= (2)) o)
J

I1

Jj=1 j=1

e, finalmente

I
I
O =

>

+

>

NI

Po (4.10)

4.2 Medidas de Perfomance

Achadas as probabilidades p; e pg é possivel obter as formulagoes necesséarias para a
analise de performance de um sistema como esse. A intencao é desenvolver as equacoes
para: i) nimero médio L de jobs no sistema; ii) tempo médio W que cada job fica no
sistema; iii) nimero médio L, de jobs na fila; e iv) tempo médio W, que cada job fica na
fila.

4.2.1 L,e W,

Para se achar o nimero médio L, de pessoas na fila é preciso achar a esperanca de se

encontrar uma ou mais pessoas na fila, ou seja, mais que ¢ pessoas no sistema.

o0

L, = Z(z — C)p;. (4.11)

i=c

Substituindo a equacao 4.5 na equacao acima, tem-se:

L= YX(i-op = T2 ( — -
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me Cpc oo /- i—c
= ot s i) (p)
M
J'I;II !
Parai =k + ¢
me)’ P oo
Lq_ O(C) k:o(k)()k:
ma
jl;ll ’
Me ¢ ct+l1 - _
o e k) (o)
m
jl;ll ’
(me) p d [ oo
= [ SR ()] =
m
J'I;II ’
Me ¢ _c+1 Cl M c c+1
m
Jj=1 ’ <]1;[1mj>
tem-se entao
¢ e+l
- (me) p . (4.12)

Obtem-se

(4.13)
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422 LeW

Para se achar o niimero médio I. de pessoas no sistema é preciso achar a esperanca de

se encontrar uma ou mais pessoas no sistema:

L=> ip. (4.14)
1=0

o) . c—1 . i oo - >\Z
L=3320ip= i [pO I1 (%) +22ct |Po T
= (me) ™ TT my
j=1
-1 . LA me)" s il
— oS [po ()] + [mr e il |
7=1 \M;j

L=py> iy [H (i)

=1\,

Lope [ 200 11 (2)+ <(m0)c (et p—cp) (e) (4.15)
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Finalmente, para se obter o tempo médio W que cada job fica no sistema é usada

novamente a Lei de Little, o que resulta em:

w- B izH <mi) N <(mc)c> (c +(Z:01P;2 ) || (4.16)

4.3 Comparacao da Aproximacao Proposta com OQutros
Modelos

Para avaliar se a aproximacao é consistente, é feita uma comparacao com formulagoes
confiaveis ja conhecidas. Para isso foram escolhidos os modelos de fila M/M/1 e M/M/c.
O modelo dessa dissertacao ¢ uma aproximacao que tenta captar o comportamento do
sistema quando nesse ha servidores heterogéneos. Entretanto, ele tem que ser capaz de
modelar também: i) o caso em que ha apenas um servidor no sistema e ii) o caso em que as

taxas de servigo dos servidores sao iguais, ou seja, quando os servidores sao homogéneos,

M/M/c.

1. M/M/1 - Servidor tnico: Considerando aqui a formulagdo desenvolvida para se
obter o niimero médio L de pessoas no sistema. Para o caso de c=1 na Equacao
4.15.

Para p; = p

Parai < ¢

1
”%'::E:jzlﬁﬁ =K

Parai > ¢

Me =3y = p

Com isso, chega-se a seguinte equacao:
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L=py |3, z’j]i[1 (g) + <E)u> (c +(/;:if;l (r°)

L = py Z?:ﬂ.H(A)—i-(” (L+p—p)(p)

J=1

1 i
. - o A\ :
Como na expressao acima, [[p=pe Y i ][] (;) =0, tem-se:
=1 j=1

L= {(1 JEpp—_{;Z (p)}

(4.17)

Com a equacao 3.16 desenvolvida para se obter PO /110 chega-se a seguinte equacao:

- —»r 1
(9_1)2 p(llp) +1

__»r _
L=gtm -0

L—_"_ (4.18)

p—1
A equagao 4.18 desenvolvida para se obter o niimero médio de jobs no sistema

quando ¢—1, como é esperado, é a mesma que para uma M/M /1 tradicional ((Klein-
rock, 1976a)).

2. M/M/c - Todos os servidores sao iguais:
M1 = H2 = H3 = ... = Hc=H

. ~ % . c
Com isso as equagdes 4.2 e 4.3 se reduzem a m; =3 5, jij =ifp e me =Y 5 | jtj =

cp. Substituindo esses valores na Equagao 4.10, tem-se:
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-1

—1 )\z P

Po = Zf: ; + :
’ [1in (1-p) I1 ju

j=1 Jj=

Como [] ju=1ilu" e [] jn = clu®, segue que:
j=1 j=1

. —1
Po = [<§:i;éiiﬂ> +-JLC(IiM] =

po = [(-:0 (05)Z> i (Cg)c(lip)] (4.19)

Que é a mesma equacao obtida para uma M /M /c tradicional apresentada na equagao

3.20 (Pode ser encontrado desenvolvimento para essa em (Kleinrock, 1976a)).

E importante deixar claro que, o fato de o modelo deduzido poder ser aplicado com
sucesso aos casos M/M /1 e M /M /Chomogneo COTTObOTA para, mas nao garante que o modelo

M /M /cheterogneo aqui deduzido represente corretamente processos reais.

4.4 Sumario

Neste capitulo foi desenvolvida uma formulacao para se definir limites superiores para
as medidas de performance do modelo de filas com servidores heterogéneos proposto neste
trabalho. Observa-se que tal formulacao serve, também, para aproximar o valor dessas
medidas, independentemente, do tipo de alocacao utilizada. Ainda, foi mostrado que
quando a aproximacao desenvolvida é utilizada para modelar sistemas com apenas 1
servidor ou com c¢ servidores homogéneos, essa se reduz respectivamente a uma M/M/1
ou a uma M/M/c. No capitulo 5, mostramos com resultados niimericos o comportamento

da aproximacao desenvolvida.



Capitulo 5

Resultados Numéricos, Capacidades e

Limitacoes

5.1 Resultados Numeéricos

Nesta secao sao apresentados resultados numéricos que servem como fonte para a
investigacao da validade e da utilidade da formulacao proposta quando empregada ao
modelo desejado (veja Segao 1.5) de servidores heterogéneos. Ja que nao ha nenhum
outro modelo existente na literatura (até onde vai o conhecimento do autor) que possa
ser usado para se obter medidas que sirvam como comparacao para 0S Mesmos Casos
estudados aqui, simulagoes (veja Apendice A) sdo usadas para que se tenha os dados
necessarios para avaliar os resultados obtidos com a formulacao desenvolvida.

Os esforcos foram concentrados na medida de performance dado pelo tempo médio
de espera em fila Wq, pois ela representa o mesmo comportamento probabilistico que
as outras medidas de performance. Dessa maneira, é esperado que as avaliagoes dos
resultados para tal medida sirvam para entender o comportamento do sistema em relacao
as outras também.

Vérios sistemas de filas foram criados, onde variou-se:
1. o niimero ¢ de servidores existentes;
2. a divisao da capacidade total de processamento entre esses servidores;

3. a taxa A de chegada de jobs.

70
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Para cada um desses sistemas foram calculados os valores para o tempo médio de
espera W, através da formulacao criada e através da formulagao existente, M/M/c, que
considera os servidores como sendo homogéneos. Em seguida simulamos para cada um
desses sistemas os casos de alocagao rapida, aleatoria e lenta. Portanto, para cada sistema,
foram encontrados trés valores simulados para W,. O referente ao caso em que foi alocado
sempre o servidor livre mais rapido primeiro, o referente ao caso em que alocou-se sempre
o servidor livre mais lento primeiro e o correspondente ao caso em que os servidores foram
alocados de forma aleatoria.

As simulagoes foram feitas na linguagem GPSS (General Purpose Simulation System)
e o "compilador" usado foi o GPSS World Program. O GPSS World foi escolhido, pois
permite obter rapidamente as respostas, permite a visualizacao da simulacao enquanto
essa estd sendo executada e também fornece ferramentas para o tratamento estatistico
dos dados. Para cada um dos sistemas® foram feitas duzentas replicacdes que serviram
para definir um intervalo minimo de 95% de confianca. A partir das simulacoes, foram
extraidas a média dos tempos médios de espera na fila, ou seja, obteve-se um Wq simulado
para cada alocacao de cada sistema.

Para classificar os sistemas foi necessario empregar o indice de Gini. Esse indice varia
entre 0 e 1, onde 0 é o caso homogéneo e 1 é o caso mais heterogéneos. Neste trabalho
o indice de Gini serviu para medir a diferenca entre as capacidades de processamento
que existiam entre os servidores de um determinado sistema. Essas medidas, na verdade,
indicam a heterogeneidade existente entre os servidores para que se possa classificar e
comparar os sistemas em questao.

Com base na descri¢ao acima, pretende-se avaliar a influéncia da heterogeneidade dos
servidores na formulacao proposta, determinar como o sistema se comportava quando
o namero de servidores ¢ variado, considerar o controle que o coeficiente p tem sobre o
sistema e definir o erro resultante que ocorre na formulacao proposta quando sao mudadas
as politicas de alocacao de servidores.

Os graficos a seguir contém os valores de Wq simulados e calculados para o caso de
dois servidores heterogéneos. Primeiramente, simulou-se e calculou-se W, para o sistema
que tem a seguinte distribui¢ao das capacidades de processamento, p; = 0.02 e s = 0.98.
Esse sistema é representado pelo ponto 1 de cada curva nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3, as quais

representam os mesmos sistemas s6 que com taxas A de chegada diferentes. Em seguida,

'O ntimero total de casos é multiplicado por trés, ja que para cada sistema foram considerados trés
tipos de alocagao diferente.
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nessas mesmas figuras, sao plotados os valores de W, obtidos para outras distribuigoes
de p’s. Essas foram sendo mudadas gradualmente de forma a diminuir a heterogeneidade
entre os servidores, até o caso em que os servidores fossem iguais.

Nas Figuras 5.1 até 5.12 é mostrado o erro existente entre os valores obtidos através
da aproximagao criada e através da M/M/c em relagao aos valores simulados para cada
uma das alocacoes. Esse erro foi plotado em funcao do indice de Gini para que se possa
observar como esse se comporta quando é variada a heterogeneidade dos sistemas. Usou-se

a seguinte formula para o calculo do erro:

|| Simulado — Calculado ||
Simulado

Erro= (5.1)
A equagao de erro 5.1 acima, nada mais é do que a normalizacao do erro em relagao
aos valores simulados. Essa normalizacao é necessaria para que se possa comparar 0 erro

para os diferentes sistemas e para os casos em que as taxas de chegadas variam.

Apenas com a anélise das Figuras 5.1, 5.2 e 5.3, as quais foram feitas para sistemas
que contém apenas dois servidores heterogéneos ja é possivel observar que o erro normal-
izado obtido tanto pela formulagio criada como pela M/M /¢ tradicional é inversamente
proporcional a p. Através dessas figuras, pode-se ver que para p = 0.9 o erro maximo
obtido foi aproximadamente 0.049 para a curva da M/M/c e de 0.022 para a formulagio
criada. Ja para p = 0.75 e p = 0.6 foram respectivamente 0.1349 e 0.2363 para a curva da
M/M/c e 0.0691 e 0.1408 para a curva obtida com a formulagao criada. O erro aumenta
muito para os dois casos calculados quando diminui-se o p do sistema. Isso se deve ao
fato de que quando o sistema tem utiliza¢do mais baixa (p menor), a varia¢ao dos estados
de probabilidade se torna maior. Em outras palavras, na féormula de p;, equacoes 4.5 e
4.4, o denominador gera um erro maior devido a diminuigao do p, pois a probabilidade do
servidor ocupado ser o de taxa de processamento mais lenta, como proposto na secao 4.1,
diminui. E, para a M/M/c, o erro aumenta, pois a diminui¢ao de p faz com que o peso da
heterogeneidade dos servidores aumente, distanciando-se, portanto, dos resultados obti-
dos com a consideracao da homogeneidade. Esse fenomeno acontece também para mais
servidores, o que pode ser visto pelas Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 que foram feitas para modelos

com 6 servidores e pelas Figuras 5.10, 5.11 e 5.12 que foram feitas para 12 servidores.
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M/M/2 heterogéneos - r6 = 0.9

MMc
895r * Calcula com Aprox
89l +  Simul Aloc. Rapida
& Simul Aloc. Aleat6ria
885y o Simul Aloc. Demoradal
r_:‘ 8.8f
)
~ 8.75
o
-
8.651
8.6
855} g ° N
- - — — ——— 8
8'50 5 10 15
Sistema
(a)
Gréficos dos Erros M/M/2 heterogéneos — R6 = 0.9
0.051

MMc x Aleatéria
%  Aprox. x Aleatoria

" I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

indice de Gini
0.05 .
MMc x Aleatéria
*  Aprox. x Aleatéria
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Indice de Gini
0.051

MMc x Demorada
*#  Aprox. x Demorada

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Indice de Gini

(b)

Erro Aloc. Demorada Erro Aloc. Aleatéria Erro Aloc. Rapida

Figura 5.1: Sistemas com 2 servidores para p = 0.9 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
15 sistemas com diferentes u's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo répida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximacdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulac@es.

Na Tabela 5.1 estao os erros maximos obtidos para cada modelo. Através dela pode-se
ver, entre outras coisas, a influéncia que o coeficiente de utilizacao p tem sobre os sistemas.
Com ela, observa-se, também, que nos casos em que calculdvamos pela formulacao criada,
os erros maiores ocorrem quando é considerada a alocacao rapida, enquanto que, nos casos

em que é usada a M/M/c, o erro é maior para a alocagao lenta.
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Erro Aloc. Demorada Erro Aloc. Aleatdria Erro Aloc. Répida

Figura 5.2: Sistemas com 2 servidores para p = 0.75 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
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15 sistemas com diferentes p's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo rapida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximagdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.

Pelas figuras, pode-se notar também que o erro em geral aumenta quando aumenta-se

o numero de servidores. Ao considerar-se, por exemplo, a Tabela 5.1 de erro maximo

pode-se ver que esse aumento no erro de forma generalizada realmente ocorre. Isso se

deve ao fato de que, ao aumentar-se o niimero de servidores, aumenta, também, o nimero

de possibilidades na qual o job em servico podera se encontrar.



CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS, CAPACIDADES E LIMITACOES 75

M/M/2 heterogéneos - r6 = 0.6
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Figura 5.3: Sistemas com 2 servidores para p = 0.6 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
15 sistemas com diferentes p's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo rapida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximagdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.

Com as Figuras 5.1(b) a 5.12 (b), pode-se observar a influéncia da heterogeneidade
dos servidores no erro resultante. Nessas figuras estao plotados os erros obtidos em cada
sistema em funcao do indice de Gini. Observa-se que a formulagao desenvolvida se com-
porta melhor para os casos em que a heterogeneidade é maior, enquanto que a M/M/c

comporta-se melhor para os casos em que a heterogeneidade é menor. Entretanto, é dificil
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definir exatamente para qual faixa do indice de Gini a formulacao criada se comporta de
melhor maneira. Essa dificuldade pode ser ilustrada, por exemplo, com as Figuras 5.3(b)
e 5.9(b). Na primeira, para p = 0.6 e alocagao aleatoria, a partir de um 1G=0.58, a
formulagao criada apresenta um erro menor do que o apresentado pela M/M/c e, ja na
segunda figura, o comportamento da primeira passa a ser melhor a partir de um IG—0.15.
Com isso, observa-se que com o aumento do ntimero de servidores o erro obtido com a
formulagao criada passa a ser menor que o erro obtido com a M/M/c¢ para um IG mais
baixo. Em outras palavras, pode-se dizer que, quanto maior o nimero de servidores,
melhor a formulacao criada fica em relagao a M /M /c.

Ainda na Tabela 5.1 pode-se ver que, para a formulacao desenvolvida, os erros de
maior valor ocorrem para os casos de alocacao rapida. Um resultado importante obtido
aqui é que, para todos os casos, o erro maximo encontrado para a formulacao criada
é menor que os erros maximos encontrados com a formulacdo da M/M/c. Isso é um
resultado importante, pois escolhendo usar a formulacao desenvolvida nesta dissertacao
para aproximar algum sistema de servidores heterogéneos, diminui-se a intensidade do
erro maximo que tal aproximacao pode acarretar.

A Tabela 5.2 mostra a soma dos erros obtidos para cada um dos sistemas, dividida
pelo namero de amostras (sistemas) feitas dentro de cada modelo, ou seja, a média dos
erros. O erro médio é referente a cada uma das curvas apresentadas nas Figuras 5.1(b)
até 5.12(b), e consiste na soma dos pontos obtidos em cada uma dividido pelo niimero
de pontos. Através dessa, pode-se avaliar e comparar para os varios casos o erro médio
obtido entre as curvas conseguidas com a formula para M /M /c com as curvas conseguidas
com a formula proposta.

Com a Tabela 5.2 pode-se mais uma vez observar a influéncia das alocagoes nos re-
sultados. Para a formulagao aqui proposta, o erro médio é menor do que o achado com
a formulagdo da M/M/c quando a politica de alocagdo é a lenta, ou a aleatoria. Ja
para o caso da alocacao rapida, nao se sabe a que apresenta o menor erro entre as duas
formulagoes, pois esse depende do p utilizado e do ntimero ¢ de servidores empregados.

Na Tabela 5.3 observa-se o efeito que o aumento do niimero de servidores no sistema
tem sobre o tempo médio W, de espera em fila. Para uma mesma taxa total de pro-
cessamento, foi calculado o tempo de espera para varios p’s e para varios valores de c.
Chega-se a conclusao de que, quando é aumentado o nimero de servidores, W, diminui.
Isso acontece porque a probabilidade de fila diminui, ou seja, menos jobs encontraram fila

ao chegar ao sistema e, portanto, menos jobs esperam, fazendo com que o niimero médio
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Tabela 5.1: Erro maximo encontrado nos resultados. Essa tabela compara os erros de maior
intensidade gerados pela M/M/c com os gerados pela Aproximacio criada.

Erro Maximo Encontrado
Para 2 servidores  |Aloc. Rapida |[Aloc. Aleatdria [Aloc. Demorada
a=09 Aproxirmatdo criada 0.0227 0.0136 00077y
B 1111 11 00466 00476 004495
0 =075 Aproximacdo criada 0.0691 0.0393 n.0193
B |11 01252 01311 01345
n=06 Aproximacdo criada n.140a 0.0731 n.o31a
—|hihie 021449 022095 0.2363
Para 3 servidores  |Aloc. Rapida |[Aloc. Aleatdria [Aloc. Demorada
a=089 Aproximacdo criada 0.043 n.0252 n.o137
B 10114 11 00342 0.033a 0.0aay
0 =075 Aproximatdo criada 0.137 0.074 0.0351
ol bl 02262 02333 0.2358
a=06 Aproximatdo criada N.2856 N.1464 n.0s5g48
B 111 11 0379y 03931 039749
Parat servidores |Aloc. Rapida [Aloc. Aleatéria [Aloc. Demorada
n=089 Aproximacdo criada N.06349 n.047 N.02445
B 1014 11 01637 01657 01716
0 =075 Aproximacdo criada .2348 01182 0.0543
ot ol 04041 04181 0.4236
a=06 Aproximacdo criada NG274 0.2264 0.08364
B 111 1 0a7ay 06493 06566
Para 12 servidores |[Aloc. Rapida [Aloc. Aleatdria [Aloc. Demorada
a=09 Aproximatdo criada n.0863 00435 nozz22
B 1011 11 02rag 027096 0.2az8
0 =075 Aproximatdo criada 03177 1.1364 0.05885
BN 1113 06209 0EIT 0.F353
a=06 Aproximacdo criada 0.9933 0.2706 0.094F
Wi 02553 02654 08687

de jobs na fila diminua e, conseqiientemente, fazendo com que o tempo médio de espera
diminua.

Entretanto, para servidores heterogéneos, um outro fenémeno acontece. Quando servi-
dores heterogéneos sao considerados, dependendo do valor do indice de Gini do sistema,
o W, real se comporta como se o sistema tivesse menos servidores, ou mais, dependendo
também da alocagao escolhida. Observa-se que um sistema com p = 0.95 e dois servidores,
c=2, o valor de W, ¢ 18.513. Entretanto, para um indice de Gini proximo da unidade,
esse sistema com dois servidores se comporta mais como um sistema de um servidor. Ao
aumentar o nimero de servidores, como pode ser visto pela Tabela 5.3, o tempo de es-
pera em fila diminui. Para o exemplo com p = 0.95, ao considerar-se ¢=20, tem-se que
W, = 15.108. Ao comparar-se o valor obtido com ¢ 1, com o obtido com ¢ 20, observa-se
uma variacao resultante de aproximadamente 20%. Isso justifica o porqué dos erros nas

Figuras 5.1(b) até 5.12(b) aumentarem com o aumento de c¢. Isso justifica, também, o
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M/M/3 heterogéneos - r6 = 0.9

- MMc
891 * Calcula com Aprox
ssl X *  Simul Aloc. Rapida
% Simul Aloc. Aleatéria
8.7 ©  Simul Aloc. Demorada
\
; 8.6
)
=2 g5l
o
= ..l
8.3F
8.2 SN
LM
8.1r
8 s s s s |
0 5 10 15 20 25
Sistema
(a)
Gréficos dos Erros M/M/3 heterogéneos — R6 = 0.9
0.1r -
- MMc x Aleatéria
005X AProx.x Aleatéria

LT 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Indice de Gini

01r .
- MMc x Aleat6ria

N s
005 % Aprox. x Aleatoria

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Indice de Gini

01r
- MMc x Demorada

005 Aprox. x Demorada

n
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Erro Aloc. Demorada Erro Aloc. Aleatéria Erro Aloc. Rapida

indice de Gini
(b)

Figura 5.4: Sistemas com 3 servidores para p = 0.9 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
24 sistemas com diferentes u's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo rapida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximagdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.

fato de que a formulacao criada nessa dissertacao se torna cada vez melhor, ao longo de
todo o intervalo do indice de Gini, do que a formulagdo da M/M /¢, quando aumenta-se

¢, pois a primeira representa melhor o sistema quando o niimero de servidores é grande.
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M/M/3 heterogéneos — rd = 0.75
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Figura 5.5: Sistemas com 3 servidores para p = 0.75 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
24 sistemas com diferentes u's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo rapida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximagdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.

5.2 Capacidades e Limitacoes

A formulacao desenvolvida nesta dissertacao fornece um limite superior para as me-
didas de desempenho tempo médio de espera na fila e no sistema e pelo niimero médio

de jobs na fila e no sistema. Com esse limite, pode-se estimar, para varios casos, o valor
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M/M/3 heterogéneos - r6 = 0.6
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Figura 5.6: Sistemas com 3 servidores para p = 0.6 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
24 sistemas com diferentes u's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo rapida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximagdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.

maximo para essas medidas. Com isso é possivel gerir melhor vérios sistemas de filas que
dependam de servidores heterogéneos.

Uma vantagem para o uso das formulas desenvolvidas aqui é que estas incorrem em
um erro maximo menor do que o obtido pela formulagao que considera os servidores

homogéneos. Outra vantagem é que as formulas desenvolvidas aqui sao mais simples de
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Tabela 5.2: Erro Médio encontrado nos resultados para cada modelo. Essa tabela mostra
a soma dos erros ocorridos dividido pelo nimero de amostras feitas com a M/M/c e com a
Aproximac3o criada.

Erro  Meédio
Para 2 servidores [Aloc. Rapida[Aloc. AleatérialAloc. Demorada
n=0g Aproximacdo criads 0.0131 0.0082 0.0046
~ {hidic 00103 00145 noi1a
=075 Aproximacdo criads 0.0402 0.0233 0.0116
hlshs 00275 003583 0.0501
n=08 Aproximacdo criads 0.081 0.0428 0.0191
~|hindic 00458 00651 00249
Para 3 servidores [Aloc. Rapida|Aloc. AleatérialAloc. Demorada
h=0g Aprozimacao criads 0.0254 0.0153 0.o0avy
~ i 00215 00256 0.0359
0 =075 Aprozimacao criads 0.07349 0.0443 0.0211
hShS 00562 00807 01009
h=08 Aprozimacao criads 01675 0.086 0.03449
i 00938 014 017498
Parat servidores [Aloc. Rapida|Aloc. Aleatoria|Aloc. Demorada
n=09 Aprozimacao criads 0.0315 00212 0.0038
~ Wi 0.0535 0.062 00718
0 =075 Aprozimacao criads 01074 0.0a1y N.02449
hshs 01368 01721 01924
008 Aprozimatao criads 0.2619 DA02Y 0422
Wi 02172 02935 0.3301
Para 12 servidores [Aloc. Rapida|Aloc. AleatérialAloc. Demorada
n=0g Aproximacdo criads 0.0401 0.0175 0.0084
~ {hidic 01343 01527 016
=075 Aproximacdo criads 0145451 0.0a75 n.024
~ Wi 03326 03356 04032
n=08 Aproximacdo criads 0.4991 01183 0.0433
~|hidic 0.4a83 06044 06251

serem usadas e podem ser incorporadas facilmente em varios modelos ja existentes na
literatura.

A formulacao se torna mais interessante ainda, quando é aumentado o nimero de
servidores heterogéneos, pois o erro gerado com esse aumento nao cresce significativamente
para ela. Isso é uma grande vantagem, ja que as outras aproximagoes existentes sofrem
com um aumento excessivo do erro quando é elevado o ntimero de servidores.

A limitacao mais evidente para essa formulacao é a de nao conseguir captar muito
bem o comportamento 6timo dos modelos de servidores heterogéneos nos quais usa-se a
politica de alocacao que ocupa primeiro os servidores livres que trabalham com taxas de
processamento maiores. Ao alocarmos os servidores mais rapidos, como pode ser visto

pelos resultados obtidos com simulagao, ha uma regiao de heterogeneidade 6tima para a
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M/M/6 heterogéneos - r6 = 0.9
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Figura 5.7: Sistemas com 6 servidores para p = 0.9 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
26 sistemas com diferentes u's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo rapida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximagdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.

qual as medidas de performance para esses sistemas sao melhores do que para o caso onde
todos os servidores sao iguais. Entretanto, a formulagao desenvolvida aqui, por considerar
sO 0s casos mais provaveis, nao consegue acompanhar essa regiao.

A formulacao é uma aproximacao, ja que nao fornece os resultados exatos e, por

isso gera um erro. Entretanto, para o gerenciamente esse erro ¢ menos ruim, pois é
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M/M/6 heterogéneos — rd = 0.75

MMc

Ak # Calcula com Aprox

+  Simul Aloc. Réapida
Simul Aloc. Aleatéria
Simul Aloc. Demoradal

281

181

16 1 1 1
0 4 8 12 16 20 24 27

Sistema
(a)

Gréficos dos Erros M/M/6 heterogéneos — R6 =0.75

MMc x Aleatéria
031«  Aprox. x Aleatéria

0.15-

0451

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Indice de Gini

0.451 .
- MMc x Aleat6ria

03w Aprox. x Aleatéria
015}

‘ ;
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Indice de Gini

0451

MMc x Demorada
03%  Aprox. x Demorada

0.15-

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Indice de Gini

(b)

Erro Aloc. Demorada Erro Aloc. Aleatoria Erro Aloc. Rapida
=4

Figura 5.8: Sistemas com 6 servidores para p = 0.75 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
26 sistemas com diferentes u's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo rapida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximagdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.

resultante do fato de que a aproximacao superestima os sistemas. Isso significa que, a
aproximacao identifica o pior caso, que é, exatamente, o "ponto" que se quer evitar,

através de gerenciamento, que o sistema atinja.
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M/M/6 heterogéneos - r6 = 0.6
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Figura 5.9: Sistemas com 6 servidores para p = 0.6 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
26 sistemas com diferentes p's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo répida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximacdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.
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M/M/12 heterogéneos — r6 = 0.9
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Figura 5.10: Sistemas com 12 servidores para p = 0.9 (a) Tempo médio de espera na fila (W) para
29 sistemas com diferentes u's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximacdo criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo rapida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximagdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.
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M/M/12 heterogéneos - ro = 0.75
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Figura 5.11: Sistemas com 12 servidores para p = 0.75 (a) Tempo médio de espera na fila (W,) para
29 sistemas com diferentes p's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo répida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximacdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.
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M/M/12 heterogéneos — rd = 0.6
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Figura 5.12: Sistemas com 12 servidores para p = 0.6 (a) Tempo médio de espera na fila (W) para
29 sistemas com diferentes p's. Os pontos foram obtidos através dos calculados com MMc e com
aproximac3o criada e através de simulacdes para as politicas de alocacdo répida, aleatéria e lenta.
(b)Erro obtido com a aproximacdo criada e com a M/M/c em relacdo as simulag@es.
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Tabela 5.3:  Tempo médio de espera em fila para M/M/c. Os calculos foram feitos para

diferentes p's e para varios nameros c de servidores Homogéneos.

RESULTADO DOS CALCULOS CORM MIMIC
- Tempo médio de esperana fila
Homogéneos | p = 0,95 |p = 0,90 |p=0,75|p = 0,6
MM 19 3.0 3 15
MMz 18513 5526 25714 | 1135
M3 15140 5171 2271 03860
MM 17 828 7ETT 20377 _|_0.7176
MM5 17 556 7 524 18472 | 0.5904
MG 17 312 7 401 1687 0.491
M7 17089 7199 15485 | 04126
MG 16.683 7015 14279 | 0.3489
MM 16 692 5545 13214 | 02966
MM10 16512 E 537 12264 | 02532
MM12 16.181 5400 10641 | 01867
MM13 15580 6144 09304 | 01392
M6 15 604 TEE 05183 | 01047
MM13 15,348 5702 07232 | 0.0793
MM20 15.108 5507 06417 | 0.0603




Capitulo 6
Discussoes

Neste capitulo, novos rumos a serem seguidos sao discutidos com o intuito de apro-
fundar o conhecimento dentro do campo da Teoria de Filas e, mais especificamente, para
o caso de servidores heterogéneos. Pretende-se, também, identificar um novo tipo de

aplicacao em telecomunicagoes para o modelo proposto nesta dissertagao.

6.1 Identificacado de Regiao Otima

A formulacao desenvolvida nesta dissertacao nao consegue aproximar bem o modelo
de servidores heterogéneos (Secao 1.5) quando a politica de alocagao é a que utiliza o
servidor mais rapido primeiro e a heterogeneidade é baixa (Indice de Gini entre 0 e 0.5).
Observa-se que a dificuldade do modelo é maior quando o niimero de servidores é pequeno,
aproximadamente para ¢ menor que dez. Quando se utiliza a alocacao rapida ha uma
regiao na qual o tempo médio de espera em fila é 6timo, ou seja, menor possivel. Nessa
regiao 6tima, que pode ser observada, por exemplo, nas Figuras 6.1 e 6.2, o valor do tempo
de espera em fila é menor do que o obtido quando todos os servidores sao homogéneos.
Com isso, demonstra-se, através de simulacoes, que a heterogeneidade dos servidores tem
uma distribuicao 6tima para a qual as medidas de desempenho do sistema sao melhores
do que se esse fosse composto apenas por servidores homogéneos.

Seria interessante se o estudo da presente dissertacao fosse continuado com a finalidade
de se criar uma aproximacao que conseguisse prever a regiao 6tima que surge quando é
alocado primeiro o servidor mais rapido. Se tal aproximacao fosse criada, nao apenas o
erro de aproximacao para sistemas que se utilizam dessa politica de alocacao diminuiria,

mas, também, novas possibilidades para projetos surgiriam. Com uma férmula fechada
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que aproxime o tempo de espera em fila em maos, por meio de métodos de otimizagao
tais como: algoritmo do Gradiente, método de Newton, etc., seria possivel definir qual é
o ponto 6timo para a heterogeneidade dos servidores. Assim, através dessa formula que
aproxima o caso em que a politica de alocacdo é a rapida e através de ferramentas de
otimizacao, sera possivel projetar sistemas 6timos, nos quais o tempo de espera serd o
menor possivel para uma determinada capacidade de trabalho e um determinado ntimero

de servidores.

M/M/2heterogéneos - r6 = 0.75

MMc *
* Calcula com Aprox
+  Simul Aloc. Rapida

2751 /

Wq

*

TRk ———F

" reomo i

2.45 I I I I I I I I I )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

indice de Gini

Figura 6.1: Sistemas com 2 servidores para p = 0.75 e politica de alocagdo rapida. A figura mostra
a regido 6tima onde o tempo médio de espera na fila (W,) é menor do que para o caso em que os
servidores sdo homogéneos. Isso s6 ocorre para o caso de alocacdo rapida e servidores heterogéneos.
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Wq

M/M/6 heterogéneos - r6 = 0.75

*

281 - MMc
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2.6 . L, .
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241 F K
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2r . Y g
| - —fesk
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16
\ Regiédo

14 . Ofma — .
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Figura 6.2: Sistemas com 6 servidores para p = 0.75 e politica de alocacdo rapida. A figura mostra
a regido 6tima onde o tempo médio de espera na fila (W,) é menor do que para o caso em que os
servidores sdo homogéneos. Isso s6 ocorre para o caso de alocacdo rapida e servidores heterogéneos.
Observa-se que tal regido é bem menor para c=6 do que para o caso da Figura 6.1 na qual c=2.

Wq

25

15

M/M/12heterogéneos — r6 = 0.75

MMc
* Calcula com Aproximacao
Simul Aloc. Répida

H
S
¥

_—
\ ‘ Ponto Otimo = S. Homogéneos ‘

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Indice de Gini

Figura 6.3: Sistemas com 12 servidores para p = 0.75 e politica de alocacdo rapida. Para o caso
de 12 servidores ja ndo hd uma regido étima como a que pode ser vista nas Figuras 6.1 e 6.2. Neste
caso o ponto 6timo onde o tempo médio de espera na fila (W,) é o menor possivel ocorre quando os
servidores sdo homogéneos.
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6.2 Modelo Proposto x Tecnologia MPLS

A tecnologia chamada de MPLS (Multiprotocol Label Switching) atua dentro de uma
rede IP. Tal tecnologia serve para aumentar o desempenho das redes 1P, através do controle
de trafego. Com a tecnologia MPLS é possivel desviar os pacotes de dados de links que
estejam congestionados ou falhos de uma forma dindmica. Com uma gestao do trafego
da rede é possivel melhorar a qualidade dos servicos e a confiabilidade dessas redes. Essa
tecnologia utiliza rotulos (labels) para os pacotes TP, rotulos esses que determinam qual
rota os pacotes seguirao.

Como a tecnologia MPLS suporta também o trafego de voz e video, surge uma oportu-
nidade para o uso do modelo criado. A idéia é alocar os pacotes de voz para os servidores
(rotas mpls) mais rapidos, pois esses pacotes necessitam de maior velocidade. Ja os pa-
cotes de dados sao alocados para os servidores mais lentos, pois esses requerem mais
confiabilidade do que velocidade. O modelo proposto nesta dissertacao poderia ser usado
para ajudar a encaminhar os pacotes. Para isso, o tempo esperado em fila (para entrar
na rede) e o tempo esperado em servigo (transporte através das rotas) seriam calculados
frequentemente. Com essas medidas em maos seria possivel definir quais sao os melhores
percursos que cada pacote deve seguir. Com isso a rede poderia ganhar em qualidade e

em rapidez.



Capitulo 7

Conclusao

7.1 Conclusao

Em diferentes campos do conhecimento, a teoria de filas vem sendo aplicada. A cri-
acao de modelos analiticos mais realistas é uma rica oportunidade para varias aplicacoes.
Particularmente, para a area de Pesquisa Operacional, existe um grande niimero de casos
em que esses modelos podem ser aplicados. Com o advento da Internet, onde ocorrem
varios processos de filas, e com a possibilidade de modelar-se o comportamento de varios
outros sistemas, nos quais as filas também estao presentes, o desenvolvimento de modelos
mais complexos e que representam melhor a realidade de todos esses casos se torna ainda
mais relevante.

Neste trabalho, foi criada uma formulacao para que se possa obter as medidas de
performance, tempo médio de espera no sistema e em fila e nimero médio de pessoas no
sistema e na fila, em sistemas com servidores heterogéneos. Essa formulacao é uma gen-
eralizagao da formulagao existente para M/M/c, que consiste, inicialmente, na expansao
dos estados de probabilidade possiveis e, finalmente, na reducao desses estados, através da
escolha de manter apenas os estados de maior probabilidade. Do resultado, obteve-se um
limite superior para as medidas de performance dos sistemas em questao. Logo, pode-se
prever o pior caso no qual o desempenho desses sistemas pode resultar.

Com o intuito de avaliar a aplicabilidade dessa formulacao, comparou-se essa com 0s
casos ja desenvolvidos na Teoria de Filas, que nao consideram a heterogeneidade dos servi-
dores. Devido a dificuldade encontrada para que se pudesse fazer a comparacao direta
entre o modelo desenvolvido aqui e o ja existente na literatura, partiu-se para o uso de

simulagoes com o intuito de calcular a distancia entre essa e os casos a serem compara-
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dos.A utiliza¢ao da formulagao criada é uma alternativa muito ttil a tradicional M /M /c,
pois, além de ser capaz de captar o comportamento desses sistemas mais efetivamente, a
primeira se reduz a segunda quando os servidores sao homogéneos e quando a utilizagao
do sistema é tao grande que os efeitos das politicas de alocacao se tornam despreziveis.
Chega-se, portanto, a conclusao de que o modelo desenvolvido aqui é um avanco em
direcao ao entendimento do comportamento de tais sistemas de filas.

E esperado que varios sistemas, que antes eram avaliados através de formulacoes que
consideravam os servidores iguais e que, consequentemente, subestimavam essas medidas,
possam ser recalculados e revistos com a nova formulacao. Espera-se, também, que haja, a
partir dessa, uma abertura para a continuacao de varios trabalhos existentes na literatura,
visto que, esses foram baseados somente em modelos que consideravam os servidores
como sendo homogéneos. Entretanto, a falta de modelos exatos e que sejam aplicaveis

na realidade, continua sendo um obstaculo real para aqueles que procuram modelar os

sistemas de servidores heterogéneos através de teoria de filas.



Apéndice A
Simulacao

A simulacao é uma ferramenta usada para que, de certa forma, se possa imitar a
realidade. Com a ajuda de simulacoes é possivel experimentar modelos, observar as
caracteristicas resultantes deles, analisa-los de acordo com nossas estratégias e entao tomar
as devidas decisoes.

Ela é 1til quando se quer prever algum fendmeno cuja medigdo nao seja facil de ser
obtida, principalmente para varios pontos ou regioes. Particularmente, para o campo
de pesquisa operacional, as simulagoes sao também muito importantes, ja que dificeis
decisoes podem ser tomadas com mais firmeza quando se as tem para auxiliar. Além
disso, elas também ajudam na elaboracao de estratégias que conduzam nossas tomadas
de decisoes para um ponto 6timo.

Os Modelos simulados podem se aproximar muito da realidade, pois, esses capturam
as caracteristicas de um sistema sem ter que fazer tantas simplificacoes que distanciam
o modelo dessa realidade, o que quase sempre é necessario quando sao usadas equacoes
fechadas.

Vantagens de se usar a simulacao, como a nao necessidade da existéncia previa do
modelo na pratica, e a capacidade de compressao do tempo, permitindo a obtencao, em
poucas horas, de resultados que demorariam demasiadamente se tivessem que ser medidos,
foram imprescindiveis para a elaboracao deste trabalho.

Entretanto, deve-se deixar claro as limitacoes encontradas, como a dificuldade de obter
resultados exatos, pois, apenas se conseguiu obter parametros estimados. Outra dificul-
dade foi a de se generalizar os parametros obtidos e, portanto, definir comportamentos
gerais, pois, cada simulacao se aplica somente ao caso simulado e as vezes, o niimero de

casos necessarios para que se chegue a uma conclusao genérica ¢ muito grande.
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Essa ferramenta teve grande importancia neste trabalho, pois, ela ajudou a calibrar
os modelos matematicos, visto que, nao existiam dados reais disponiveis. Usou-se a simu-
lacao nesta dissertacao como ferramenta para ajudar na criacao dos modelos mateméticos
e para a calibragao da formulagao criada. A linguagem usada foi a GPSS (General Purpose
Simulation System) e o "compilador"/ usado foi o GPSS World Program, que permite
obter rapidamente as respostas, além de permitir a visualizacao da simulacao enquanto
essa estd "rodando"/ e de fornecer ferramentas para o tratamento estatistico dos dados.

Através do GPSS as filas M/M/1 e M/M/c (para varios valores de ¢) tradicionais e
depois as M /M /cheterogneos criadas (também para vérios valores de c) foram modeladas.
Primeiramente fez-se uma replicacao para as filas MMc e se comparou os resultados com
os obtidos por calculo (usando as equagoes ja conhecidas, veja se¢do 3.4) com o intuito de
calibrar o sistema. Devido ao fato de que o intervalo de confianca de 95% resultante foi
muito grande, houve uma variancia muito grande nos resultados, por isso, o erro entre o
tempo em fila médio encontrado com as simulacoes foi muito grande quando comparado
com o calculado. Para se diminuir o intervalo de confianca e aumentar o ntimero de
amostras aumentou-se gradativamente o niimero de replicacoes e fez-se a média das mé-
dias dos tempos de espera em fila. Com 200 replicacoes e com 700 000 unidades de tempo
para cada sistema, o erro ja variava na faixa entre 4% a menos de 1% de acordo com
o coeficiente de utilizacao p escolhido. A variancia nos resultados e consequentemente o
erro de simulagao, aumentaram para o p mais proximo de um. Com o modelo calibrado
se fez varias simulacoes para os casos em que se tinha servidores heterogéneos, objeti-
vando confirmar a veracidade das formulas desenvolvidas, como também para entender a
influencia que os diferentes tipos de alocacoes tinham no sistema.

Em Schriber (1991), foi achado o material inicial necessario para que se pudesse
adquirir conhecimento sobre a linguagem GPSS e também para entender mais sobre sim-
ulacoes. O compilador GPSS World Student pode ser achado no site do minuteman:

http://www.minutemansoftware.com



Apéndice B

Resultados Numéricos Calculados e

Simulados

Esta secao foi separada para se colocar as tabelas criadas com os valores de simulacoes
e os valores obtidos através dos calculos com a formulagao da MMc e dos obtidos com
a formulacao criada neste trabalho. Todas as tabelas apresentadas aqui mostram os
resultados para a medida de performance tempo médio na fila por job.

A coluna 1 de cada tabela mostra a numeracao dos sistemas criados. Quando foi
aumentado o niimero de servidores aumentou-se também o niimero de sistemas criados.
Cada sistema se diferencia pela divisao da capacidade de processamento entre os servi-
dores, o que esté representado nas colunas seguintes.

As colunas chamadas de IG representam o indice de Gini referente a distribuicao das
taxas p’s definidas para cada sistema. No topo de cada figura ha os dados de simulacao,
numero de replicagoes e quantidade de unidades de tempo utilizadas em cada uma das
replicacoes. E p é o coeficiente de utilizacao ao qual cada sistema foi submetido. Abaixo

estao as tabelas:
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Tabela B.1: Resultados para M/M/2heterogénea para p = 0.9. Nesta tabelas, assim como
nas tabela B.2 e B.3 a coluna 1 mostra os 15 sistemas criados para os casos com 2 servidores.
Cada sistema se diferencia pela divisdo da capacidade de processamento entre os servidores,
o que esta representado nas colunas 2-3. Para cada ponto simulado foram realizadas 200
replicacdes onde se deixou o sistema rodar por 500000 unidades de tempo. A coluna IG
representa o indice de Gini.

. Tempo Medio de Espera em Fila

Fila M/M/2 - Simulado COM 200 REPLICACAQ) - (500 000) UT

P= 0.9 Alocacao | Alocagio | Alocagdo Calculado
rapida | aleatoria |demoraida MMc Com

sistema |1 ¢ 2y | 16 | P=09 | P=09 ) p=09 Aproxima

simulado| simulado | simulado ciio

1 98 2 | 096 8.9 8.935 8.958 8526 | B8.980
2 94 6 |(0g8a| BEIE 3.86k 8.854 8526 | 8.940
3 20 10 | 08 8.732 3.803 3.853 8526 | B8.901
4 36 14 (072 8642 8.747 8.79 8526 | B.862
5 32 18 |[064 ]| BEIT 8.605 8.745 8526 | B8.824
5 78 22 | 056 8.57 3.554 8.702 8526 | B8.735
7 74 26 (048] 8539 8.513 8.66R 8526 | B.747
8 70 30 | 0.4 8.516 8.662 8.652 8526 8.710
] 66 34 |03z2| HAMN 8.557 8.5595 8526 | BE/2
10 62 38 (024 8.493 8.553 8.567 8526 | 8635
11 58 42 (016 | 8492 8.6 3.541 8526 | B8.599
12 56 44 |012] 8495 8.515 8.543 8526 | B8.581
13 54 46 (008 | 8499 8.513 8522 8526 | B.562
14 52 48 (004 8.499 3504 3.518 8526 | 8544
15 50 50 1] 8.603 8608 8.51 8526 | B8.526

Tabela B.2: Resultados para M/M/2heterogénea para p = 0.75.

. Tempo Medio de Espera em Fila

Fila M/M/2 - Simulado COM 200 REPLICACAO) - (500 000) UT

P= 0.75 Alocagio| Alocagio | Alocagio Calculado
rapida | aleatoria [demoraida Mhc Com

sistema | ) | p2es | 10 p =075 p =075 p =075 Aproxima

simulado | simulade | simulado ciio

1 98 2 |08s| 24937 2957 2.97 2571 2.9a80
2 94 6 |083| 2832 2887 2918 |[2571| 2841
3 a0 10 | 08 2 756 2 B2R 28R | 2571 2903
4 86 14 |072| Z2E54 2773 2822 |2571| Z2.066
5 82 18 | 064 | 2E46 2726 2779|2571 2.830
£ 78 22 |056| 2E12 2 RaE 274 2E7T| 279A
7 74 26 |043| 258G 2 BS54 2706|2571 2761
g 70 30 | 0.4 2565 2627 2678|2571 2727
g 66 34 |032| 255G 2 R0R 2E45  |2571| 2695
10 62 38 |024| 2554 2 585 2 B2 2E71 | 2EB3
11 58 42 |06 | 2552 2578 2808 |2571| 2632
12 56 44 |012| 2556 2573 264 2571 2616
13 54 46 |003| 2559 2571 2EE2 2571 2.6
14 52 48 |004| 2ER3 2 ARS 2E7E | 2571 2586
15 50 50 1] 2568 2568 2668 2571 2671
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Tabela B.3: Resultados para M/M/2heterogénea para p = 0.6.

. Tempo Meédio de Espera em Fila

Fila M/M/2 - Simuladoe COM 200 REPLICACAQ) - (500 000) UT

p= 0.6 Alocagio| Alocagio | Alocagio Calculade
rapida | aleatoria |demorada MMz Com

sistema |1 | w2y | 16 | P=9-0 | P=0.6 | p=056 Aproxima
simulado | simulado | simulado cin
1 98 2 0.96 1.433 1.4549 1.473 1124 1.480
2 94 G .88 1.333 1.393 1.424 1.124 1.442
3 a0 10 0.8 1.262 1.337 1.378 1.125 1.406
4 86 14 072 1.211 1.281 1.338 1124 1.372
a 82 18 0.64 1174 1.252 1.301 1124 1.3349
f T8 22 |0.96 1.147 1.218 1.269 1.125 1.208
7 74 26 |0.448 113 1.192 1.239 1.1245 1.278
8 70 30 04 1117 117 1.213 1124 1.240
4 [i13] 34 |0.32 1.111 1.153 1.189 1.1248 1.223
110 62 g |0.24 1.109 1.14 1.169 1.125 1.187
11 bt 42 |0.16 111 1131 11481 11248 1172
12 56 44 012 1113 11248 1144 1124 1160
13 54 46 | 0.08 1116 1.126 1137 1.124 1.148
14 h2 48 |0.04 112 1.124 113 1.125 1.136
148 50 50 1] 1125 1124 1125 1124 1124
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Tabela B.4: Resultados para M/M/2heterogénea para p = 0.9. Nesta tabela, assim como
nas tabela B.5 e B.6 a coluna 1 mostra os 24 sistemas criados para os casos com 3 servidores.
Cada sistema se diferencia pela divisdo da capacidade de processamento entre os servidores,
0 que estd representado nas colunas 2-4. Para cada ponto simulado foram realizadas 200
replicacdes onde se deixou o sistema rodar por 700000 unidades de tempo.

representa o indice de Gini.

. Tempo Médio de Espera em Fila
Fila M/M/3 - Simulado (200 replicacées - 700 000 UT)

P= 0.9 Alocacao | Alocacdo | Alocagdo Calculado
rapida_| aleatoria |demorada| oo, Com

sistema | w3¢%) | w20 [wew | 16 | P09 | P=0.9 | p=09 Aproxima
simulade | simulade | simulado ciin
1 98 1 1 097 | 8590 5.956 8945 |8.171] 5980
2 94 4 2 0.92 5.8 §.663 g8.855 |8.171] 5939
3 86 12 2 0.584 | BEXE 5.72 8786 |8.171] 5.859
4 78 20 2 076 848N G614 8657 |8.171] 8781
5 74 24 2 0.72 | 8467 §.569 G645 |5.71] 8742
B 66 32 2 0.64 | 5423 g.81 8575 |8.171| G.EES
7 58 40 2 0.56 | 8411 g.474 g.485 |5.171] 8.8%0
8 54 44 2 052 | 841 g8.47 G466 |5.171] 5.853
k] 50 48 2 0.48 8427 8.473 8479 |8.171| 8516
10 76 12 12 | 0.64 5.389 8.546 8613|8171 8736
11 72 16 12 0.6 8.316 54582 8572 8171 5634
12 64 24 12| 0.52 8.234 8.3587 8477 18171 8610
13 56 32 12| 0.44 8197 8.324 5.401 8.171] 8528
14 48 40 12 | 0.36 8.186 8.295 8346|8171 5447
15 44 44 12 |0.32 8197 5.292 8.331 8171 8407
16 60 20 20 0.4 8.183 8.321 8405 |8.171| 5536
17 56 24 20 |0.36 8.153 5.28 8357  |8.171] 5493
18 52 28 20 | 032 8.133 5.249 8322|8171 5449
19 48 32 20 |0.28 8124 5224 8285 |8.171| 5406
20 44 36 20 |0.24 8124 8.212 8257|8171 5364
21 44 28 28 | 016 8121 8.192 5.201 8171 8321
22 40 32 28 |012 8.123 8.171 8.2 8171 8277
23 36 36 28 | 0.08 8.132 8.166 8182 8171 8233
24 33.333 [ 33.333 (33333 | 10 8.15 g8.16 8.15 8171 8171

A coluna IG
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Tabela B.5: Resultados para M/M/3heterogénea para p =

Tempo Médio de Espera em Fila

Fila M/M/3 - Simulado (200 replicagées - 700 000 UT)
p= 0.75 Alocacio | Alocagao | Alocagido Calculado
rapida | aleatoria |demorada MM Com
sistema | u3e) | wzow e | ¢ |P=973| P=0.73 | p=075 Aproxima
simulado | simulado | simulado ciio

1 98 1 1 0.97 2958 2967 |2.2371] 2930
2 94 4 2 |08z| 2811 2876 2911 (2371 2940
3 86 12 2 084 | 2E4S 271 281 2271 2863
4 78 20 2 |07 | 2545 2645 2725 (2371 2780
g 74 24 2 |oyz| 2517 2609 2638 (2371 255
i 66 32 2 | 064 243 2559 2B25  |2371| ZEEY
7 58 40 2 |0&6 | 2472 2532 2576|2371 ZEES
g 54 4 2 |0s2| 2475 287 2506|2371 ZaEd
] 50 18 2 048] 2485 2526 2542 (2371 ZAEE
10 76 12 12 | 064 | 2434 2581 2BES (2371 2745
11 72 16 12| 0F 2379 287 2818|2371 207
12 64 24 12| 082 2311 2445 2539 2371 ZE33
13 56 32 12| 044 | 2253 24 2476 |2.271] Zabd
14 48 40 12 | 036 | 225Y 2378 2434 (2371 Z4585
18 44 14 12032 2251 2378 2419 (2371 Z4BR
16 60 20 20 |04 ] 23594 2478|2271 ZAE7
17 56 24 20 |035 | 2287 2361 2.44 227 2530
18 52 28 20 033 | 23244 2335 2409 (2371 24585
19 48 32 20 |028| 2036 2319 2382 (2371 Z4B0
20 44 36 20 |024| 2235 2.308 2361 (2371 Z49F
iyl 44 28 28 | 015 | 2244 2289 2.33 2271 2388
22 40 32 28 (012 | 224 2877 2308 (2271 2354
23 36 36 28 (008 | 2248 2473 2291|2271 2340
24 (3333333333333 0 2,266 2967 2286 (2271 23271

Tabela B.6:

0.75.

Tabela com resultados para M/M/3heterogénea para p =
. Tempo Médio de Espera em Fila
Fila M/M/3 - Simulado (200 replicacées - 700 000 UT)

P= 0.6 Alocacao | Alocacao | Alocagio Calculado
rapida_| aleatoria |demoradal ppr Com

sistema | p30a) | w2y |mew | 1¢ | P=06 | p=0.6 | p=0,6 Aproxima

simulado | simulado | simulado ciio

1 93 1 1 |087 ] 1.429 1.459 1.472 (0887 1.4799
Z 94 1 2 |08z] 1309 1381 1418 [0.857 | 14405
3 86 | 12 2 |0&4| 1150 1257 1328 [0.887 | 1.3601
4 78 | 20 2 076 1082 1178 1256|0887 1.3026
5 74 | 24 2 |07z| 1.080 1,149 1224|0887 1.2721
B 66 | 32 2 |064] 1.0 111 1172|0897 1.2153
7 58 | 40 2 056 1032 1.091 1132 [0.8997] 1.1634
E 54 | 14 2 |0&2] 1037 1.087 1116|0897 1.139
F 50 | 48 2 |04 | 1044 1067 1104 |0aa7| 1.1157
10 76 | 12 | 12 |064 | 00060 T121 1202 |0.8a7 | 1.2564
11 72 | 16 | 12 | 06 | 00460 1078 1163|0687 | 1.2255
12 61 | 24 | 12 |04&2| 0@9a0 1016 1099|0607 1.1646
13 56 | 32 | 12 |044| O@o00 0.9a1 1050|0867 | 1.1095
14 48 | 40 | 12 |036| 06020 0.966 1016|0607 | 1.0593
15 41 | 44 | 12 |03z | O@oo0 0.965 1005|0867 | 1.0350
16 60 | 20 | 20 |04 | 0650 0977 1043|0807 | 1.1066
17 56 | 24 | 20 |0a6| 06670 0.953 1021|0887 | 1.0763
18 52 | 28 | 20 |03z 06500 0935 0097 |0.8ar | 1.0614
e 48 | 32 | 20 |028| 06550 0923 0076|0067 | 1.0258
20 41 | 36 | 20 024 06500 0317 0060 |0.6a7 | 1.0015
21 41 | 28 | 28 |016| 06650 0901 0036 |0.067 | 00693
22 40 | 32 | 28 |012| 046640 0.834 00919 |0.0a7 | 0.0454
23 36 | 36 | 28 |008| 06710 0.831 0006 |0.887 | 0.9226
24 |33.333 |33.333 | 33.333 | 0 | 0.0060 0.6a7 0886 |0.887 | 0.8869

0.6.
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Tabela B.7: Resultados para M/M/6heterogénea para p = 0.9. Nesta tabela, assim como nas
tabela B.11 e B.12 a coluna 1 mostra os 26 sistemas criados para os casos com 6 servidores.
Cada sistema se diferencia pela divisdo da capacidade de processamento entre os servidores,
o que esta representado nas colunas 2-7. Para cada ponto simulado foram realizadas 200
replicacdes onde se deixou o sistema rodar por 700000 unidades de tempo. A coluna IG
representa o indice de Gini.

. Tempo Medio de Espera em Fila

Fila M/M/6 - Simulado COM 200 REPLICACAOQ) - {700 000) UT

p= 0.9 Alocacao | Alocacio | Alocagao Calculado
rapida_| aleatoria_|demeorada| ppr Com

sistema |46126) | 45(%) | w1261 | )| weiva| wipa)| 16 | P02 | P=0.9 | p=0.9 Aproximag

simulado | simulado | simulado o

1 95 [ 1 1 1 1 1 (084 S8 8574 ] A0 85945
] 81 | 15 | 1 1 1 nee | 8404 ENCE] 8714 [7401] 5805
3 66 | 30 1 1 1 1082 5.344 8.4581 5.556 740 5.6579
4 51 | 45 | 1 1 1 1 (076 5329 8.405 8445 [74001] 55151
5 s [ a8 | 1 1 1 1 (075 EREE] a2.414 8438 [7401] 54871
5 67 | 15 | 15 1 1 1 |o77 ] 814 8.356 5452 740 5.E186
7 52 | 30 | 15 1 1 1 (071 ] 5005 8.209 8.1 7401 | 54558
] M [ ¢ |15 1 1 1 [067 ] 5000 3158 B4 (7401 ] 53402
] 37 | 30 | 30 1 1 1059 7.98 5.06 5125 740 52076
0 325 325 32 1 1 1 (0587 7992 g.057 8.1 7401 | 51436
1 53 [ 15 [ 15 [ 15 [ 1 1 | 06 7804 8.045 8195 [7.40 8377
2 38 | 30 | 15 [ 15 [ 1 1 (054 7711 7805 8031 7401 ] 81959
13 34 | 34 | 15 15 1 1 053 Z.718 7.882 5.012 740 5.1489
4 26 | 28 | 21 [ 15 [ 1 1 (046 7704 7547 7a05  [7d401] 79332
5 |245 (245 [245 [245 | 1 1 [038] 7735 7.815 7 Als  [7d401] 78552
[ 39 | 15 | 15 | 15 | 15 1 |03 | VAN 7707 784 740 50509
T 27 [ 27 [ 15 [ 15 [ 15 | 1 [033] 7455 7635 7746 [7401] 78938
3 23 [ 23 [ 23 [ 18 [ 15 | 1 [oz8] 7485 7.6 FhEA (7401 77737
9 24 [ 21 [ 24 [ 24 [ 45 [ 1 [034] 7457 7.50E JEOE  [7.401] 7BB0R
20 |198 (198 [19.8 198 [198 ]| 1 [019] 7526 7.578 7AFS (7401 ] 7B129
1 25 [ 15 [ 15 [ 15 [ 15 [ 15 | 041 7337 7357 A0 [7401] 7B435
22 20 [ 20 [ 15 [ 15 [ 15 [ 15 [o008] 7437 75 F4E3 [7401] 7EE7S
23 18.5 (185 | 18 | 15 | 15 | 15 006 | 7332 7366 7412 740 7127
24 [175 [17.5 [17.5 [175 [ 15 [ 15 [0.04 7.3 73587 7404 [7.401] 74602
25 A7 [ 47 [ a7 [ 17 [ 17 [ 15 [002 | 7355 7307 v [ 7401 7 49R1
TG | 5867 | 16667 | 16667 | 16667 | 66T | BE67] O 7373 7. 409 7373 740 74011




APENDICE B. RESULTADOS NUMERICOS CALCULADOS E SIMULADOS

Tabela B.8: Resultados para M/M/6heterogénea para p = 0.75.
. Tempo Médio de Espera em Fila
Fila M/M/3 - Simulado (200 replicagées - 700 000 UT)
p= 0.75 Alocagido| Alocagao | Alocagio Calculado
rapida | aleatoria |demorada MMe Com
sistema | 165 | u506)| 14361 | wiioa) | weva)| wie)| 16 | P =0-T3 | P=0.75 1 p=0.75 Aproximag
simulado | simulado | simulado do

1 95 1 1 1 1 [0.94 ER=EE] 2805 2005 =R T E

2 81 | 15 1 1 1 (088 2513 2670 2742 BE7 | 2812

E] 66 | 30 1 1 i (082 ERCEE] 2532 2603 BE7 | 2ERD

4 51 | 45 1 1 1 [076 2386 2480 2518 1.687 | 2559

5 3B | 4 1 1 i (075 2355 2483 2509 1687 | 2536

3 67 | 15 | 15 1 1 (077 2216 2424 2535 1.687 | 2E37

7 52 [ 30 | 15 1 1|07 2111 2.300 2.396 1.687 | 2500

B [ m [ w15 [ 1 1067 2117 2772 2342 [ 167 | 2408

] 37 [ 30 | 30 1 1 | 059 2104 2.203 2.249 1.687 | 2297

10 32,5 | 325 | 32 1 1 | 057 2118 2199 2,224 BE7 | 2245

11 53 |15 [ 15 | 15 1 0.6 957 2171 2,303 BE7 | 2421

12 38 |30 |15 [ 15 1 [ 054 == 2059 2171 BE7 | 28T

13 |34 [ 34 [ 15 [ 15 1 [o063| 1897 2066 2154 | 1687 | 2246

14 28 | 28 |21 [ 15 1 [ 046 = 2015 2.072 BE7 | 212

5 24,5 | 245 | 245 | 24.5 1 038 ] 986 2.008 BE7 | 2020

3 39 |15 |15 [ 15 | 15 1 (038 =E] 5 2.044 BE7 | 2157

7 27 |27 |15 [ 15 | 15 1 (033 EE] 866 054 BE7 | 2044

a 23 | 23 | 23 [ 15 | 15 1 (028 ELE] 845 Q] == =

] HEHERERERRES 1 [0.24 BT ] .86 BEY 858

20 [ 19.8 [19.8 | 19.8 | 19.8 198 | 1| 018 76 E3E] 3 [ 538

21 25 |15 [ 15 [15 [ 15 | 15 | D1 1.653 1.712 1.772 1.687 1.843

22 20 [ 20 |15 [ 15 | 15 | 15 |0.08 1.649 1.694 1.743 1.687 1.797

23 18.5 [18.5 | 18 | 15 [ 15 | 15 |0.06 1.654 1.691 1.722 1.687 1.762

24 17.5 [17.5 [17.5 [17.5 | 15 | 15 | 0.04 1.660 1.6BS 1.705 1.687 1.727

25 17 | 17 |47 [ 17 | 17 | 15 [0.02 1.671 1.6749 1.693 1.687 1.704

26 16,667 | 16.667 | 16667 | 16.657 [ 16867 | 16e7| 0 1.685 1.683 1.685 1.687 1.687

Tabela B.9: Resultados para M/M/6heterogénea para p = 0.6.
Fila M/IM/6 Tempo Medio de Espera em Fila
) Simulado {200 replicacées - 700 000 UT)
p= 0.6 Alocagio]| Alocacao [ Alocacao Calculado
rapida | aleatoria [demorada o Com
sistema | 46(%)| a8i%)| p19%) | witoe] | 2o | wios)| 16 | P =06 | p=0.6 1) p=0.6 Aproximag
simulado [ simulado | simulado io

1 95 1 1 1 1 1 | 0.94 1.319 1.399 1.431 0.491 1.448
2 # | 15 1 1 1 1 |0.88 1.031 1.195 1.266 0.491 1.321
3 66 | 30 1 1 1 1 |0.82 0.944 1.087 1.152 0.491 1.207
4 51 | 45 1 1 1 1 | 076 0.945 1.047 1.084 0.491 1.112
q 43 | 18 1 1 1 1 | 075 0.953 1.048 1.076 0.491 1.094
fi 67 | 15 | 15 1 1 1 (077 0.794 0.994 1.092 0.491 1.163
7 52 | 30 | 15 1 1 i |om 0.728 0.902 0.986 0.491 1.056
2 H | #H |15 1 1 1 | 067 0.736 0.885 0.943 0.491 0.989
E] 37 | 30 | 30 1 1 1 | 0.59 0.734 0.835 0.874 0.491 0.902
10 325 | 325 | 32 1 1 1 | 0.57 0.746 0.832 0.856 0.491 0.869
11 53 | 15 | 15 | 15 [ 1 0.6 0522 0.801 0.907 0.491 0.581
12 33 | 30 [ 15 | 15 1 1| 054 0564 0.735 0817 0.491 0.883
13 34 | 34 [ 15 | 15 1 1 | 043 0569 0.732 0.805 0.491 0.860
14 28 | 28 | 21 [ 15 1 1 [0.46 0.594 0.700 0.744 0.491 0.775
15 245 [ 245 [ 245 [245 | 1 1 | 0.38 0.620 0.683 0.692 0.491 0.705
16 3 [ 15 [ 15 [ 15 | 15 1 |0.38 0515 0.635 0.719 0.491 0.780
17 27T | 27 [ 15 [ 15 | 15 1 |0.33 0.503 0.600 0.663 0.491 0.713
18 23 | 23 [ 23 [ 15 | 15 1 | 0.28 0.509 0.586 0.628 0.491 0.658
19 EHEEEEEEES 1 | 024 0522 0.579 0601 0.491 0E1R
a0 19.3 [ 19.3 (193 (1983 (198 [ 1 [018 0541 0.574 0.582 0.491 0.585
21 25 [ 15 |15 [ 15 | 15 [ 15 | 0.1 0471 0.504 0.545 0.491 0.575
22 20 | 20 [ 15 [ 15 [ 15 [ 15 [0.08 0.470 0.496 0.528 0.491 0.552
23 18.5 (185 | 18 [ 15 [ 15 [ 15 [0.06 0.472 0.494 0.516 0.491 0.534
24 17.5 [17.5 [17.5 (175 [ 15 [ 15 [ 0.04 0477 0.492 0.505 0.491 0.515
25 AT | A7 [ 17 [ 17 [ 17 | 15 | 0.02 0.483 0.490 0.493 0.491 0.502
26 16.667 | 16.667 | 15,667 | 16.667 [ 16667 [ 6667 10 0.492 0.490 0.492 0.491 0.491
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Tabela B.10: Resultados para M/M/12heterogénea para p =
como nas tabela B.11 e B.12 a coluna 1 mostra os 29 sistemas criados para os casos com
12 servidores. Cada sistema se diferencia pela divisdo da capacidade de processamento entre
os servidores, o que estd representado nas colunas 2-13. Para cada ponto simulado foram
realizadas 250 replicacdes onde se deixou o sistema rodar por 700000 unidades de tempo. A
coluna IG representa o indice de Gini.

103

0.9. Nesta tabela, assim

Fila M/M/12 Tempo Médio de Espera em Fila
Simulado (250 REPLICACOES - 700 000 UT)

p= 0‘9 Alocagi |Alocacio| Alocagio Caleulado
o rapida |aleatdria |[demorada MMc Com

Sistem p=09 | p=029 p=0,9 Aproxinuag

a i M el et st el el ol ol ol i # 16 simulado | simulado | simulado E1

1 9450 [ 050 [ 050 [ 050 [ os0 [ 050 [ oo [ oso [ oso [ os0 [ oso | oso J0.94 a8 B.05R 0.899 BAO0 [ 5542
2 2000 [ 1500 [ 050 [ o560 [ os0 [ os0 [ oo [ o050 [ os0 [ oso [ oo [oso [001 ] 5457 8R40 B.R73 RAO0 [ B.793
3 g5.00 | 3000 | 060 | 060 [ 050 | 060 | 060 [ 060 | 060 | os0 | os0 | oso0 [0.89 3.281 3424 5.531 B.400 5.644
4 4750 [ 4760 | o060 | o060 | 050 | o060 [ o060 | oso [ om0 | os0 | oso | oso [ 0085 a.281 3376 8.4 5,400 8477
5 e550 | 16500 [ 1500 [ 050 [ os0 [ 050 [ 050 [ os0o [ oso [ oso [ oso [ oso [0.86 | 5055 8315 5.446 G400 8.595
6 5050 [ 3000 [ 500 ] 050 [ os0 [ os0 [ oo [ oso [ os0 [oso [ oso [ oso JO.83 [ 7 591 8 15R 8.273 RAO0 [ &.431
i 4025 [ 4026 [ 500 [ 050 [ o50 [ 050 [ o050 [ oso [ os0 [ oso [ oso [oso [0.82 [ 7.575 8072 5.1 RAO0 [ B/322
8 3660 | 30,00 | 3000 | 060 | 050 | 060 | 060 [ 060 | 060 | 050 | os0 | os0 [0.78 789 5.005 5.0%95 G400 5.178
9 3200 | 3200 | m60 | 060 [ 050 | 060 | 060 [ 060 | 060 | os0 | os0 | om0 (077 789y 3.017 5.073 B.400 8127
10 5100 | 1500 | 15.00 [ 1500 [ 050 | 050 | 050 [ 060 | 050 | 050 | os0 | oso [0.78 7 .55 e 0.147 B.400 8.337
1" 26,00 [ 3000 [ 500 | woo | os0 [ os0 [ 050 [ oso [ os0 [oso [ oso [oso [0.75 [ 7 EES = 7078 RAO0 [ B.153
12 [szo0]2z00] oo [ moo [ 060 [ 050 [ os0 [ oso [ oso [ oso [ oso [ oo JO.75 [ 7551 ==t e 400 [ B.117
13 zron | 2700 | 2700 1600 | 050 | 060 | 050 [ 050 | 0850 | os0 | oS0 | oso [0.72 7 5B5 7754 7.853 . 400 =]
14 zao0 | 2400 | 2400 | 2400 | 050 | 060 [ os0 | oso | om0 | os0 | oso | oso0 [ 0.G8 7R3 7724 7.7a 5,400 7.832
15 3660 | 1500 | 15.00 | 1500 [ 1500 | 050 | 060 [ 060 | 060 | os0 | os0 | 050 [ 0.68 7344 7 B34 R B.400 7.5985
16 2675 | 2575 | 1500 [ 1500 [ w00 [ 050 [ 050 [ 050 [ oso [ oso [ oso | oso [066 | 7.305 7543 FTE B 400 7846
17 [zesofzzoo zzon| oo [ 500 ] 050 [ os0 [ os0 [ oso [ oso [ oso [ om0 064 ] 7 255 =l 7 R19 RAO0 | 7737
18 [zo50 ] 2050 | 2060 | zooo [ 500 | 050 | os0 [ os0 [ oso [ oso | os0 [ ose [0.62 732 7A04 =t RAO0 | 7 R51
19 1960 | 1925 | 19.25 | 1926 [ 1326 | 050 | 060 [ 060 | 060 | 050 | 050 | 080 [ 0,60 7193 S 7.518 B.400 7.a87
20 1850 | 1260 | 15.00 | 1500 [ 1500 | 1500 | 050 [ 060 | 060 | 050 | os0 | om0 [0.54 707 R .37 B.400 7.483
21 1625 [ 1625 | 1625 [ 25 [ woo [ oo | 050 [ oso [ oso [ oso | oso | oso [ 0.51 7145 e 7319 B 400 V.36
22 1400 [ 1400 [ @00 [ w00 [ 1400 [ o0 50 ] 050 [ os0 [oso [ oso [ o5 [0.43 ] ROE4 7085 7124 RAO0 [ 7172
23 1226 [ 1225 [ 1225 [ 1226 [ 1226 [ 1zze [ eeg [ 1225 [ om0 [ om0 [ oo [ 050 [0.34 [ REOS R.939 F.949 BAO0 | R.5987
24 oo | oo | oo | oo | oo | oo | oo | oo | wso | oso | oso | oso [ 0.26 [ RB.7ed4 G.7493 5,400 B.831
25 1000 | 1000 | 1w0.00 | wo0 [ woo | woo | 975 [ a5 | 975 | 975 | 050 | om0 [0.18 5,555 5.542 B.643 B.400 B.687
26 o0 [ oo [ oo | oo [ oo | oo | noo | noo [ wso ] oso [ oso | oso [0.26 B.E7 G771 E.793 G400 F.831
27 0,00 [ 1000 [ 000 ] woo [ woo [ woo [ 975 [ ars [ors [om [ oso [ om0 [0.18 ] FESR Sl F.R43 BAO0 [ RREY
28 926 | 926 [ 900 [ o0 [ ao0 [ o000 [ oo0 [ oo [ aoo [ oo | aoo o5 [000] 455 R 48R F.505 RAO0 | R.551
29 2333 | 8333 | 8333 | 8333 | 8334 | 2334 | 8334 [ 8334 | a3sa| sasz| easa | a3z [0.000] K375 5372 G.375 G400 G.400
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Tabela B.11: Resultados para M/M/12heterogénea para p = 0.75.

Fila M/IM/12 Tempo Medio de Espera em Fila
Simulade (250 REPLICACOES - 700 000 UT)
p= 0,75 Alocaci |Alocagio | Alocagiio Calculado
o rapida |aleatdria |demorada MMe Com.
Sistem p=0,75|p=0,75| p=0,75 Aproximar
a il el Rl il Mol Mol sl Mol Ml Mt Ml et 16 simulado | simulado | simulado i
1 9450 | 050 [ oso [ oso | oso [ oso [ oso | ose [ eso | oso [ os0 [ eso (084 [ D505 2 BE7 2916 1064 | 20420
2 50.00 [ 15.00 | 050 [ 050 [ 050 [ o050 [ os0 [ om0 [ om0 | oo | o0 | o0 [0.01 | ZARZ 2.h38 2724 1.064 | 28001
3 65.00 [ 20.00 [ 050 [ 050 [ 050 [ 050 [ os0 [ o050 [ os0 | ok | o0 | 060 [0.89 | D557 2 A0E 2585 064 | 2 BRRES
4 47.50 [ 47.50 [ 050 [ 050 [ 050 [ o50 [ o50 [o50 [ o50 | oso | o0 [ 060 [0.85 [ 2547 2457 2493 064 | 2565
5 g5.50 | 15.00 [ 1500 [ 050 | 050 [ oso [ oso | oso [ eso | oso [ os0 [ eso (086 [ 2125 238 2505 054 2616
[ 50.50 | 20.00 | #5.00 [ 050 [ 050 | 050 [ oso [ os0 [ os0 [ oso [ oso [ os0 [0.83 ] 2.017 2258 2366 B4 | 24781
7 40.26 [ 40.26 | 15.00 [ 050 [ 050 [ 050 [ os0 [ os0 [ os0 | ok | o0 | os0 [0.82 | 2029 e 2316 064 | 23919
8 36.50 [ 30.00 [ 30.00 [ 050 [ 060 [ 060 [ o60 [ o60 [ 060 | o6 | oo | o0 [0.78 | Z.0OTA 2164 2.2 OB | X724
9 32.00 [ 3200 [ 3160 [ 050 [ 050 [ o50 [ o50 [ o50 [ os0 | oso | o0 | 060 [0.77 | 2028 2162 2.208 064 | 225349
10 5100 | 15.00 | 15.00 | 500 | os0 [ os0 [ oso [ oso [ oso [ oso [ 050 | oso [0.78 1.824 2112 2258 B4 | 23863
11 26.00 [ 20.00 | 15.00 [ 500 [ 050 [ 050 [ os0 [ 060 [ 050 | oo | o0 [ o0 [0.75 | 1.759 2013 2131 OB | 22457
12 [ 23003300 1600 [ 600 [ 060 [ 060 | 060 | 060 | 060 | oo | 060 | 060 | 0.75 TBS 2014 211 064 | 22155
13 [eroo[2roo]2700] 500 ] 050 [ 050 [ 050 [ 050 [ 050 | os0 | os0 | 050 [ 0.72 768 HES 2037 064 | 20942
14 z4.00 | 2400 [ 2400 [ 2400 [ 050 [ 050 | oso [ os0 [ oso [ oso | oso [ os0 [0.68 K ELE] 1.979 B4 | 20024
15 [ 2650 15.00 [ 15.00 | 500 [ 500 [ 050 | 050 | 050 | 050 | oo | o0 | 060 | 0.68 =EE 849 1.986 064 | 21045
16 [ 2575 26.75 | 16.00 | 500 | 500 [ 060 [ o060 [ o060 [ o060 | ok | oo | o0 [0.66 | T.A7Z .60 S06 064 | 20033
17 [2z250[ 2200 2200 1500 [ 1500 050 [ 050 | 050 | 050 | os0 | 050 | 050 [ 0.64 1.576 i) 861 064 | 1.9265
18 z0.50 | 20.50 | 2050 [ 2000 [ 500 | 050 [ os0 [ os0 [ oso | oso | oso [ o050 [0.62 1.89 K H25 B4 | 1.8655
19 1960 | 19.26 | 19.26 | 19.26 | 19.26 | 060 | 060 | 080 | 080 [ ogo [ os0 [ 0s0 [0, 1.513 B72 =E] 054 1.819
20 1260 | 18.60 | 16.00 | 16.00 | 1600 | 1500 | 060 | 060 | oso [ oo [ 060 [ 050 [0.54 452 R18 554 054 NETE]
21 1625 | 16.25 | 16.25 | 16.26 | 1600 | 1600 | 050 | 050 | 050 | oso | oso | oso [ 051 A7B 614 BB 064 BB36
22 1400 | 1400 | 100 | woo | oo [ oo [ 1350 ] 050 [ oso [ oso [ os0 | oso [ 0.43 EEE] 489 A6 [EE 5202
23 1225 | 12.26 | 12.26 | 12.26 | 1226 | 1226 | 1226 | 1225 | 050 [ os0 [ 0s0 [ 050 [0.34 AT 378 A01 054 095
24 o0 | oo [ oo [ oo [ oo [ noo [ oo [ noo [ 1060 oso [ oso [ oso J0.26 [ 1.2071 K] 304 054 3125
25 10.00 | 10.00 | 10.00 | 10.00 | 1000 [ 1000 | 975 | 975 | 95 [ 975 [ 050 [ 050 [0.18 1.14 201 218 064 2261
26 100 | oo | oo [ oo | neo | meo [ noe | oo | eso [ eso | oso [oso [0z | 1201 283 304 054 3123
27 10.00 | 10.00 | 10.00 | 0.00 | 000 | 000 | 975 | 975 | 975 [ 975 [ o0 [ 00 [0.18 1.14 20 218 054 261
28 926 | 926 [ 900 [ 900 [ 900 [ 900 [ 900 [ 900 [ 900 [ goo [ 900 [ ok [0.00] 1.097 1.127 1.139 1.0654 | 11464
29 [s333[s33] 83338333 [ 8334 [ 8334 [ s30¢ [ sane [ s3a3] 333 | 8333 | sz J0.000]  T.0R2 1.062 1.062 1.064 [ 1.0641

Tabela B.12: Resultados para M/M/12heterogénea para p = 0.6.

Fila M/M/12 Tempo Médio de Espera em Fila
Simulado (250 REFLICAZOES - 700 000 UT)
p= 0,6 Alecagi [Alocagio | Alocagio Caleulado
o rapida | aleatéria | demorada MM Com
Sistem p=06 | p=0,6 p=006 Aproximag
a il Mo Ml Il S S Rl Il S i I 16 simulado | simuladoe | simulade o

1 9450 | 050 | 050 [ 050 [ 050 [ os0 [ os0 [ os0 [ 050 [ oso [ oso [ o0 [0.84 ] 1.291 366 X 0187 4424
2 20.00 | 1500 | 050 [ 050 [ 050 [ 050 [ os0 | 060 [ 050 [ o0 [ o0 [ os0 [ 0.91 0.974 72 249 0187 3097
3 65.00 | 30.00 | 050 [ 050 [ 050 [ 050 [ o0 | o5 [ o5 [ of0 [oso [ o0 [0.89 | 0.883 063 136 0187 1958
4 4780 | 4760 | 050 [ 050 [ 050 [ os0 [ o0 | ofo [ 050 [ ofo [ oso [ o0 [0.85 | 0.893 025 ] 0187 0858
5 65.50 [ 15.00 | 15.00 | 050 [ 050 [ o650 | 050 | 050 | os0 [ oso | oo | os0 | 086 0.704 0.955 eV 0187 444
6 5060 | 3000 | 5.00 | 060 | 050 | 050 | 060 | o6 | o0 | o0 | 060 | 050 | 0.83 | 0.638 0.867 0.951 0187 0374
7 40.25 | 4025 | 15.00 [ 050 [ 050 [ 050 [ o0 | o6 [ 050 [ os0 [ oso [ o0 [082 | 0.644 0.851 0.o23 0187 | 09752
8 36.60 | 30.00 | 3000 050 [ 050 [ 060 [ 060 | o6 [ 060 [ ofo [ o060 [ o0 [0.78 | O.E4S 0.504 0.851 0187 | 0.8839
9 3200 | 3200 | 3150 [ 050 [ 050 [ o0 [ oo | oso [ os0 [ oso [ oso [os0 [0.77 | O.BES 0.803 0.838 0187 | 0.8585
10 5100 [ 15.00 [ 15.00 | 1500 | 050 [ 050 [ 050 [ o050 | os0 | os0 [ os0 [ oS0 [0.78 [ 0502 0.757 0.872 0187 | 09527
11 36.00 | 30.00 | 5.00 [ 500 [ 050 [ 050 [ oo | oo [ os0 [ ofo [ oso [os0 075 0.4B5 0.594 0.787 0,187 | 0.8569
12 [ 3300 3300 | 1500 500 | 050 [ 050 [ os0 | os0 [ os0 [ os0 [ om0 [os0 (075 0470 0.692 0777 0187 | 0.58401
13 [zro0] 2700 | 2ro0] 500 [ 050 [ 050 [ oo | oo [ os0 [ ofo [oso [ o060 [0.72 | 0476 0.5R4 0719 0187 | 07552
14  [2400] 2400 2400 2400 050 [ 050 [ o0 | o0 [ o50 [ os0 [ om0 [os0 [0.68 [ 0.802 0.645 0.679 0187 | 0.6928
15 [ 2650 1500 | 1500 | 500 [ 1500 [ 050 [ o0 | o6 [ 050 [ of0 [ oso [ o0 [068 | 0.373 0.584 0.679 0187 | 07429
16 [ 2575 2675 [ 1500 | 1m0 | 500 [ 050 [ o0 | oso [ os0 [ os0 [ oso [ o0 [ 066 | 0.362 0.556 0.631 0187 | 0.6544
17 [ 2280 2200 | 2200 600 [ 1600 [ 050 [ o0 | oo [ of0 [ of0 [ oso [ o0 [0.64 | 0.36F 0.544 0.600 0187 | 06386
18 2050 | 2050 | 2050 | 2000 | 1500 [ 060 | 050 | 050 | os0 | oso | oso | om0 | 062 0.377 0.535 0.578 0187 | 06012
19 19.60 [ 19.26 [ 19.26 | 19.26 | 19.26 | 050 [ 060 [ 00 | o0 | of0 [ os0 [ os0 [0.60 [ 0.532 0485 0.538 0187 | 0OA72
20 12.60 | 1850 [ 15.00 | 1500 | 1500 | 500 [ 050 [ oo | o0 | ok [ os0 [os0 [0.54 | 0305 0.450 0. 4592 0187 | 05172
21 16.25 | 16.26 | 16.26 | 16.26 | 1600 | 1600 | 060 [ 060 | os0 | 060 [ 060 [ 060 [ 051 0.323 0.447 0.469 0187 | 04777
22 14.00 [ 14.00 [ 1400 | 1400 | 1400 | o0 [ 1350 [ 050 | o0 | om0 [ ose [ose (043 0272 0.378 0.3595 0187 | 0.4026
23 1225 [ 1225 [ 12.26 | 1226 | 1225 | 1226 [ 1225 [ 1225 | 050 | 050 [ 050 [ om0 [0.34 [ 0239 0.325 0.336 0187 | 0.3396
24 oo | oo | neo [ oo | oo | oo | noo [ oo | oso | oo [ oso [oso [0.26 [ 0.213 02749 [NEE] 0187 | 0.2923
25 10.00 [ 10.00 [ 10.00 | 10.00 | 1000 [ 1000 [ 875 [ 975 | 975 | 275 [ os0 [ om0 (018 [ 0.198 0242 0.250 0187 | 0253
26 oo | oo [ oo [ oo [ oo | woo | noo [ oo | 050 | oo [ os0 [ oso [0.26 [ 0213 0.4749 0.289 0187 | 02923
27 10.00 [ 10.00 [ 10.00 | 10.00 | 1000 [ 1000 [ 876 [ 975 [ 975 [ 275 [os0 [ om0 [018 [ 0.1598 0242 0.250 0187 | 0253
2 926 | 926 [ 900 [ 900 [ 900 | 900 | 900 [ 900 | 900 | 900 [ ao0 [ os0 [0.08 [ O0.1689 0412 0217 0187 | 0.2185
2 8.333 | 8.333 | 8303 [ e393 [ et [ eane [ e [ ane [ waoa [ eaea [ same [ |0.000] 0157 0.186 0187 0187 | 01867
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