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ResumoEste trabalho se apli
a, espe
i�
amente, ao 
aso de C servidores heterogêneos, expo-nen
ialmente distribuídos e que atendem a uma �la úni
a, 
om dis
iplina de atendimentoFirst-Come,First-Served, formada por apenas uma 
lasse de 
liente. É apresentada umaformulação matemáti
a para se obter um limite superior para as medidas de desempenho.Tal formulação é obtida, basi
amente, através de uma expansão do espaço de estados, re-sultante da heterogeneidade dos servidores, e, em seguida, através de uma redução desseespaço de estados. Essa redução é viável, pois apenas as possibilidades de maior prob-abilidade foram 
onsideradas. Com isso, é possível en
ontrar o pior 
aso para o tempomédio de espera na �la e para o número médio de serviços na �la, 
omo, também, para otempo médio no sistema e o número médio de pessoas no sistema.Essa formulação se torna atraente por ser 
apaz de aproximar o 
omportamento realdesses sistemas de servidores heterogêneos 
om um erro, na maioria dos 
asos, menordo que se fosse 
al
ulado utilizando a aproximação existente para uma MM
 tradi
ional.Resultados de simulações, feitas em GPSS (General Purpose Simulation System), sãoapresentados 
om o intuito de validar a formulação 
riada e de 
omparar o erro relativodela 
om o de outras aproximações.O Índi
e de Gini é usado para fa
ilitar a 
omparação entre sistemas, pois, atravésdesse, é viável 
lassi�
á-los quanto à heterogeneidade e, então, avaliar qual é o efeitoresultante dessa sobre as medidas de desempenho de um sistema de �las qualquer. Éapresentada, também, uma análise sobre a in�uên
ia que alguns tipos de alo
ação têmsobre os resultados.
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Abstra
tThis work is spe
i�
ally applied to the 
ase of C heterogeneous servers, exponentiallydistributed, whi
h assist a single FCFS line formed for just one type of 
ustomer 
lass.A mathemati
al formulation is presented to obtain an upper bound for the performan
emeasures. Basi
ally, su
h formulation is obtained through an expansion of the state spa
eresulting from the heterogeneity of the servers and afterwards through a redu
tion of thatstate spa
e. That redu
tion is feasible be
ause only the possibilities of larger probabilityare 
onsidered. With that, it is possible to �nd the worst 
ase for the average waiting timein queue and for the average number of people in the queue, as well as for the averagewaiting time in the system and the average number of people in the system.In most of the 
ases that formulation be
omes attra
tive as it is 
apable to approximatethe real behavior of those systems of heterogeneous servers with an error that is smallerthan if it was 
al
ulated using the traditional MM
.Results from simulations, whi
h were run in GPSS, are showed with the intention ofvalidating the 
reated formulation and to 
ompare the relative error resulted from it withthe error from other approa
hes. The Gini's Index is used to make the 
omparison amongsystems possible as it makes viable the 
lassi�
ation of the systems a

ording to theirheterogeneity. As a result of that it is possible to evaluate whi
h is the resultant e�e
t onthe performan
e measures of those queueing systems. In addition, some analyses on thein�uen
e whi
h di�erent allo
ation poli
es have over the results are also presented.
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Capítulo 1Introdução
1.1 IntroduçãoAs �las são fen�menos que a
onte
em a todo o momento em nossos dias. Pode-sever �la em tudo o que fazemos e aonde vamos. Há �las de 
arros, para 
omprar umlan
he ou quando se vai pagar uma 
onta. Em diversas e variadas situações, podem-sevê-las. As �las que a
onte
em no nosso dia-a-dia não são, apenas, as visíveis diretamente.Existem �las, por exemplo, nos aeroportos e nos portos, além de estarem presentes emtodo o pro
esso de produção e es
oamento de produtos, fazendo 
om que os preços dasmer
adorias subam ou desçam 
onforme a e�
iên
ia na distribuição e na logísti
a. Emtelefonia, prin
ipalmente 
om as te
nologias de 
omutação de pa
otes, Video sob Demandae Voz sobre IP, as �las também apare
em. Desta forma, resolver de maneira adequada osproblemas de �las pode ser um fator de redução de 
ustos e de maximização da e�
iên
iade um sistema.As �las a
onte
em a todo o momento em vários sistemas e elas poderão se tornarinstáveis quando a quantidade de trabalho demandada ao sistema é maior ou igual à
apa
idade de pro
essar essa quantidade de serviço. Quando a oferta de pro
essamento émenor que o �uxo de trabalho que 
hega nesse sistema, as �las, inevitavelmente, surgirãoe poder-se-ão tornar um entrave intransponível. Em alguns 
asos, a solução é aumentara 
apa
idade de atendimento, mas isso pode requerer vultosas despesas de 
apital. Emoutros 
asos, as �las podem ser reduzidas através de uma alo
ação mais e�
iente dosre
ursos existentes.A investigação de sistemas de �las é, portanto, de extrema importân
ia. Dentro deste
ontexto são 
onsiderados os 
asos em que as �las são pro
essadas por servidores que não1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 2têm as mesmas taxas de trabalho e, por isso, são 
hamados de Servidores Heterogêneos.A ne
essidade de estudar os sistemas atendidos por esses servidores vem do fato de que,na práti
a, o número de sistemas nos quais os servidores trabalham 
om taxas diferentesvem 
res
endo. Considerando, por exemplo, seres humanos 
omo servidores, sendo 
adaum en
arregado de realizar um serviço mesmo que esse serviço seja igual para todos,
ada um terminará o trabalho em um tempo diferente. A�nal de 
ontas, seres humanossão diferentes e têm 
apa
idades diferentes. Ainda que os servidores sejam máquinas, éprovável que o mesmo o
orra. No 
aso da Internet, é possível que o pro
essador de umamáquina ou o roteador seja mais rápido que outros. Prin
ipalmente porque os sistemas de
omuni
ação enfrentam um pro
esso rápido e permanente de renovação de te
nologia, oque faz equipamentos velhos serem normalmente mais lentos. Considerando os pro
essosindustriais, é de se esperar que haja máquinas 
om diferentes preços e, portanto, 
omdiferentes taxas de produção, ou mesmo, serem de origens diferentes o que, também,afeta as respe
tivas 
apa
idades. Mais ainda, as máquinas podem, apenas, ser de idadesdiferentes e, 
onsequentemente, trabalharem 
om 
apa
idades díspares.A Teoria de Filas é um ramo da Probabilidade Apli
ada 
om a Pesquisa opera
ionalque pro
ura modelar, matemati
amente, esses sistemas e, dessa forma, revelar a naturezaprobabilísti
a por trás desses. Através desses modelos matemáti
os, pro
ura-se, de formadetalhada, obter respostas ótimas para problemas de geren
iamento de várias naturezas.Para isso, a Teoria de Filas apare
e 
omo ferramenta para a obtenção de parâmetros dedesempenho, 
omo, por exemplo, tempo de espera médio e número médio de pessoas tantona �la quanto no sistema. Com a 
riação de formulações fe
hadas é possível tomar de
isõesde forma mais rápida e 
on�ável, já que não é mais pre
iso utilizar apenas simulações, asquais podem ser impre
isas e muitas vezes demoradas.1.2 ObjetivoO objetivo desta dissertação é desenvolver uma formulação matemáti
a que represente,de forma aproximada, os sistemas de �las 
orrespondentes aos 
asos em que existamservidores heterogêneos exponen
ialmente distribuídos, alimentados por uma �la úni
a.Tal �la tem dis
iplina de atendimento FCFS (First-Come First-Served) e é formada porjobs de uma só 
lasse, 
ujas 
hegadas ao sistema a
onte
em de a
ordo 
om um pro
essode Poisson. Pretende-se, 
om essa formulação, obter as medidas de desempenho, tempomédio de espera por job na �la, tempo médio de permanên
ia de um job no sistema,



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 3número médio de jobs no sistema e número médio de jobs na �la.Espe
i�
amente, pretende-se avaliar, através da formulação desenvolvida, a in�uên
iada heterogeneidade dos servidores dentro do sistema. O Índi
e de Gini será utilizado paramensurar essa heterogeneidade entre tais sistemas e, então, tornar possível a 
lassi�
açãoe a 
omparação desses.Com base em tais medições, pode-se, então, determinar 
omo o sistema se 
omportaquando se varia o número de servidores. Deseja-se 
om isso avaliar o quanto os resulta-dos obtidos 
om a formulação proposta são afetados 
om o aumento da quantidade deservidores. Para essa avaliação, são 
omparados valores obtidos 
om valores simulados.Em seguida, pretende-se de�nir limites superiores e inferiores para 
ada 
on�guraçãode servidores. Isto é feito, através de 
omparações do erro resultante em relação àsvariações que o
orrem na formulação proposta quando são utilizadas as seguintes políti
asde alo
ação de servidores: (i) es
olhendo os servidores mais lentos primeiro; (ii) es
olhendoos servidores de forma aleatória; e (iii) es
olhendo os servidores mais rápidos primeiro.Finalmente, pretende-se analisar o erro a
arretado nos resultados 
al
ulados 
om aformulação proposta quando se varia o 
oe�
iente ρ de utilização do sistema. Espera-seque o erro seja menor quando o ρ tende à unidade, pois, a in�uên
ia das políti
as dealo
ação nas medidas de performan
e para esse 
aso é menor.A análise realizada permite a identi�
ação de apli
ações práti
as nas quais a formu-lação proposta possa ser utilizada. Dessa forma, este estudo torna-se útil para o geren-
iamento de quaisquer pro
essos de �las que o
orrem no dia-a-dia, se esses puderem serrepresentados pelo modelo aqui proposto.1.3 MotivaçãoA motivação para este trabalho vem da importân
ia de se desenvolver uma ferramentaque possibilite uma melhora nas avaliações feitas sobre vários pro
essos de �las e, assim,melhorar o geren
iamento dos mesmos. Como 
onseqüên
ia de uma melhor gestão dospro
essos, tem-se: melhor qualidade dos serviços, maior 
apa
idade de trabalho e e
ono-mia �nan
eira através de redução de 
ustos.São en
ontrados, na literatura, muitos modelos que se utilizam da Teoria de Filas parades
rever matemati
amente a realidade. Entretanto, quase todos, quando é o 
aso de maisde um servidor, 
onsideram os servidores 
omo sendo homogêneos. Esta é apenas uma dassimpli�
ações feitas ao tentar aproximar do que realmente a
onte
e. Nesta dissertação,
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ura-se dar um passo a mais em direção a uma melhor representação do que a
onte
e narealidade. A possibilidade de 
riação de uma formulação relativamente simples e que sejasensível à heterogeneidade dos servidores quando esses são exponen
ialmente distribuídosrepresenta uma 
ontribuição su�
ientemente signi�
ativa para justi�
ar a realização destetrabalho.A gama de sistemas 
om natureza distinta em que a formulação proposta poderáser apli
ada é mais um estímulo à investigação da mesma. Esta gama estende-se desdesistemas de tele
omuni
ações, nas quais agrupam-se te
nologias de video sob demandae voz sobre Ip,passando por redes de 
omputadores em geral, e indo até sistemas demanufatura, logísti
a e análise �nan
eira.1.4 Revisão Bibliográ�
aCom a ampla utilidade en
ontrada para a Teoria de Filas em várias áreas, observa-seque, nos últimos anos, vários autores vêm estudando extensivamente o assunto. Devido,portanto, à quantidade de trabalhos publi
ados neste 
ampo, um leitor interessado podese perder entre tantos 
aminhos possíveis. Neste trabalho os esforços são divididos demaneira a evitar esse erro. Para isso os seguintes passos são seguidos: (i) estudo sobreteoria de �las des
rita em Gross e Harris (1985), Kleinro
k (1976a), Kleinro
k (1976b),Ross (1993), El-Taha e Stidham (1999), Wol� (1989), Saaty (1961), Feller (1957), Feller(1966), Cooper (1981) e Allen (1990) onde foram en
ontrados os fundamentos ne
essáriospara desenvolver este estudo; (ii) pesquisa e 
onseqüente estudo sobre trabalhos que de-senvolvem a teoria sobre servidores heterogêneos ne
essária para este; e (iii) investigaçãosobre possíveis apli
ações.Existe mais de um tipo de sistemas 
om servidores heterogêneos, e esses são tratadosde formas diferentes. O primeiro tipo de sistema 
onsiste em servidores individuais, onde
ada um deles "enxerga" à sua frente uma �la úni
a à qual só ele atende. Esse sistemaestá representado na Figura 1.1. O segundo tipo de sistema, mostrado na Figura 1.2,é o 
aso em que os servidores atendem à mesma �la, ou seja, existe somente uma �la"alimentando" os servidores quando esses �
am vazios.O primeiro tipo de tratamento, na verdade, 
onsidera múltiplas �las paralelas. Essetipo de sistema é 
ara
terizado, portanto, por vários servidores que trabalham em paraleloonde 
ada um tem uma �la própria 
omo se fosse um sistema de apenas um servidor. Nessetipo de sistema, normalmente é 
onsiderada a tro
a entre �las (jo
keying), o que o
orre
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Figura 1.1: Sistema 
om servidores Heterogêneos atendidos por múltiplas �las paralelas.quando um job sai de sua �la e vai para uma mais 
urta. Para se 
al
ular as medidasde performan
e dos sistemas 
om múltiplas �las 
onsidera-se 
ada �la individualmentee depois tira-se a média ponderada de 
ada uma dessas �las. Essa ponderação é feitaatravés de pesos probabilísti
os de roteamento (The Routing Probabilities).Muitos pesquisadores vêm estudando esses tipos de sistemas de �las paralelas e esses
onsideram ou não a heterogeneidade dos servidores. Alguns artigos sobre essas �las eque de alguma forma 
ontribuem 
omo base para o modelo desenvolvido neste trabalho,são: Levine e Finkel (1990), Banawan e Zahorjan (1989), Haight (1958), Kingman (1961),Borst (1990), Koenigsberg (1966), Lee (1994), Whitt (1980), Whitt (1992), Wein (1991),Disney e Mit
hell (1971), Elsyed e Bastani (1985), Blan
 (1987), Blan
 (1992), S
hwartz(1974), Zhao e Grasmann (1990), Grassmann e Zhao (2004), Zhao e Grasmann (1990).O segundo tipo de sistema 
om servidores heterogêneos é o que é tratado neste tra-balho. Nesse 
aso existe apenas uma �la onde os jobs aguardam para serem atendidospor algum servidor que �que livre, o que a
onte
e quando esse termina o pro
essamentodo trabalho que estava realizando. Essa é uma �la FCFS (First-Come, First-Served), naqual o primeiro job que 
hega ao sistema é o primeiro a ser atendido. Obviamente, ofato do primeiro job que 
hegar ser atendido primeiro não resulta no fato de que esse irátambém sair primeiro do sistema, uma vez que, a taxa de pro
essamento de 
ada servidoré diferente. Outra razão para que isso o
orra vem da 
onsideração de que o tempo depro
essamento de trabalho em 
ada servidor é governado pela distribuição exponen
ial.
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ompartilhada por diversos servidores, não é possível 
al
ularas medidas de performan
e fazendo as ponderações 
omo feito para os sistemas 
om�las paralelas. Assim sendo, a 
omplexidade analíti
a para os 
ál
ulos de medidas dedesempenho desse tipo de sistema faz 
om que hoje na literatura ainda existam menostrabalhos publi
ados, que para os 
asos de �las paralelas e de servidores homogêneos.Como muitas apli
ações ne
essitam da formulação de �las 
omo forma de obtenção de
onhe
imento sobre os sistemas, simpli�
ações são empregadas para que se 
ontorne adi�
uldade analíti
a. Uma forma simpli�
ada de se tratar esses sistemas é 
onsiderartodos os servidores homogêneos reduzindo o sistema a uma �la G/G/C. Outra forma desimpli�
ação é 
onsiderar as 
hegadas 
omo sendo de a
ordo 
om o pro
esso de Poissone o tempo de serviço 
omo sendo exponen
ialmente distribuído, o que reduziria o sistemaa uma �la1 M/M/
.

Figura 1.2: Sistema 
om servidores Heterogêneos atendidos por uma úni
a �la.Nesses sistemas, pode-se 
onsiderar os jobs 
omo perten
endo a mais de uma 
lassediferente. Esse é o 
aso dos sistemas 
om múltiplos servidores heterogêneos 
om múltiplas
lasses de jobs. Neste trabalho, parti
ularmente, os jobs são 
onsiderados 
omo sendoperten
entes a uma só 
lasse, ou seja, todos serão atendidos pelo mesmo tipo de servidor.Até o momento não é do 
onhe
imento do autor nenhum trabalho que trate do as-sunto de servidores heterogêneos 
om a generalidade proposta aqui dentro do mesmo fo
o1Entrada e saída markovianas 
om 
 servidores - notação de modelos de �las de Kendall (Kleinro
k,1976a)



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 7tratado. Porém, para que se tenha uma visão geral das pesquisas já realizadas sobre otema são des
ritos a seguir trabalhos que serviram de base para esta dissertação.
• Shimkin e Mandelbaum (2004) 
onsideram o 
aso em que 
lientes (por impa
iên
ia)abandonam a �la e deixam o sistema. Os 
lientes são 
onsiderados heterogêneosquando analisados pelo ponto de vista de seus parâmetros de utilização, pois essesvariam dentro da população. A �la é assumida 
omo sendo invisível para o 
lienteem espera, pois este não obtém nenhuma informação sobre o sistema. Esse tipode �la a
onte
e em 
entros de telefonia ou em qualquer tipo de serviço remoto.Eles modelam o sistema através de uma �la atendida por múltiplos servidores 
om
lientes impa
ientes. E, então, de�nem pontos de equilíbrio para o sistema, nosquais este é mantido estável e o 
liente não abandona a �la. As 
hegadas são dePoisson e o tempo de serviço é exponen
ialmente distribuído. Entretanto, eles não
onsideram os servidores heterogêneos. Medidas de performan
e também são feitaspara esse modelo.
• Chao e Luh (2004) mostram que em um sistema 
om �la M/M/C/N, ou seja, 
om Cservidores e 
om 
apa
idade limitada em N (é 
onsiderado um bu�er 
om N lugarespara os jobs in
luindo os que estão em serviço), a probabilidade de se barrar os jobsé 
onvexa para (λ, µ), onde λ é a taxa de 
hegada no sistema e µ é a taxa de serviço.Eles levam em 
onta então, um sistema de �la 
om servidores heterogêneos 
om otempo entre 
hegadas e os tempos de pro
essamento de serviços não-esta
ionários.As taxas de 
hegada e de serviço alternam entre dois níveis (λ1, µ1) e (λ2, µ2) e �
amnos níveis i (i=1,2) por um tempo exponen
ialmente distribuído 
om um taxa 
(α)i.Mostra-se que o número de jobs barrados dentro de um tempo t é de
res
ente em
 em uma ordem esto
ásti
a 
onvexa para qualquer t ≥ 0. Esse trabalho é umaextensão do trabalho Fond e Ross (1978) onde é estudado o 
aso de C=N=1.
• Grassmann e Zhao (2004) analisam um sistema de �las 
om servidores heterogêneos
om entradas generalizadas. Mostra-se 
omo obter as probabilidades de estado per-manente para esse sistema em pontos aleatórios no tempo e para um ponto no tempoque pre
ede alguma 
hegada. Para determinar as probabilidades para os pontos no
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orrem 
hegadas, determinam-se as probabilidades para todos osestados em que o 
liente não en
ontra �la, e depois determinam as probabilidadespara quando já havia 
lientes esperando na hora de uma 
hegada. As probabili-dades nos tempos de 
hegada permitem a
har a probabilidade de não ter espera nosistema, a distribuição do tempo de espera e a distribuição do número de pessoas nosistema em pontos aleatórios do tempo. Através de argumentos heurísti
os e 
ál
u-los numéri
os, mostra-se que a importân
ia da alo
ação é inversamente propor
ionalà intensidade de trafego no sistema, à variân
ia entre os intervalos entre 
hegadase diretamente propor
ional ao número de servidores. Eles também de�nem regraspara a de
isão de alo
ação quando há mais de um servidor livre.
• Harten e Slept
henko (2003) desenvolvem um estudo sobre sistemas de �las MCMS(Multi-Class Multi-server). Considera-se, então, um sistema de �la M/M/k 
om k
lasses e servidores exponen
ialmente distribuídos, mas, 
om taxas de pro
essamentodiferentes. Desenvolve-se um pro
edimento para a 
onstrução de soluções exataspara as equações de estado esta
ionário. Nesse pro
edimento faz-se uma redução departe do problema para uma equação diferen
ial de segunda ordem. Mostra-se quea solução exata pode ser a
hada através de de
omposição dos autovalores dessas.Com as soluções exatas para as equações de estado, 
omputam-se as medidas deperforman
e para o sistema para depois 
ompará-las 
om aproximações heurísti
asen
ontradas na literatura. Em seguida, ilustram-se os métodos desenvolvidos noartigo 
om resultados numéri
os e demonstram-se algumas apli
ações úteis paraesses.
• Boxma, Deng, e Zwart (2002) estudam uma �la heterogênea M/M/2 e de�nem otempo de serviço do primeiro servidor 
omo sendo exponen
ialmente distribuído,enquanto que, no segundo servidor o tempo de serviço é representado por umadistribuição genéri
a B(.). Os autores apresentam uma análise matemáti
a pre
isapara o tamanho da �la e para a distribuição do tempo de espera para os 
asos emque B(.) tenha a transformada de Lapla
e-Stieltjes. Mostra-se que a distribuiçãodo tempo de espera é semi-exponen
ial se a taxa de 
hegada de jobs no sistema formenor que a taxa de pro
essamento do servidor exponen
ial.
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• Gall (1998b) generaliza o método de fatorização 
riado por ele mesmo em (Gall,1998a) para as �las G/G/s, só que agora 
onsiderando os servidores 
omo sendoheterogêneos. Apresentam-se três propriedades simples, as quais permitem a 
on-strução de um método numéri
o para os 
ál
ulos. Comparam-se os resultados a
ha-dos 
om os determinados através de métodos Markovianos 
lássi
os para o 
asode um sistema de �la M/G/s simétri
a. Compara também o atraso médio em �laen
ontrado na análise 
om resultados simulados.
• Singh (1971) em seu trabalho 
onsidera um sistema de �la M/Mi/3, onde os trêsservidores são heterogêneos. En
ontram-se as seqüên
ias de melhores taxas deserviço, através de investigações numéri
as que minimizam as medidas de perfor-man
e dos sistemas. Singh mostra que para ρ = λ

µ1+µ2+µ3
existe uma 
ombinaçãode µi que otimiza o sistema.

• Singh (1970) desenvolve um sistema Markoviano 
om dois servidores heterogêneosque atendem a uma úni
a �la. Os jobs são todos de um só tipo e no modeloé permitido que se de
idam se os jobs vão ou não se juntar ao sistema. A �la
onsiderada no artigo é do tipo M/M [j]/2/(β), onde β é a probabilidade de umjob se juntar ao sistema se no momento da 
hegada os dois servidores estiveremo
upados. Se os dois servidores estiverem vazios, há duas possibilidades: i) o job éalo
ado para o servidor mais rápido; e ii) o job tem uma probabilidade de ser alo
adopara qualquer um dos servidores. Como o espaço de estados para um sistema dedois servidores é tratável analiti
amente, o autor desenvolve uma formulação parao tempo médio de espera e o 
ompara 
om o tempo médio de espera obtido paraum sitema M/M/2/(β) 
om servidores homogêneos.
• Gumbel (1960) 
ara
teriza um sistema de �la M/M/
 
om 
 servidores heterogêneosque atendem a uma úni
a 
lasse de jobs. Ele assume que para mais de um servidorvazio, o que irá ser alo
ado para servir um 
liente que 
hega será aleatoriamentees
olhido. O autor prova que um sistema equivalente 
om servidores homogêneosnão existe. Cal
ula-se, então, o erro que existe entre o sistema 
om servidores



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 10heterogêneos quando este é 
omparado 
om um sistema de servidores homogêneos.Considerando o sistema em regime permanente, uma expressão para as probabil-idades de estado é apresentada em uma formulação fe
hada e, a partir dessa, édesenvolvida a formulação para o tamanho esperado da �la.Dentro da área de teoria de �las surgiu a ne
essidade de se 
ontrolar os sistemas dealo
ação e de entrada de jobs. A teoria de �las 
ontroláveis foi amplamente estudada 
om ointuito de se a
har um ponto de 
ontrole ótimo para a admissão, o agendamento, o serviçoe o roteamento de jobs em �las ou em redes de �las ((Rykov, 1975), (Stidham, 1985) e(Stidham e Weber, 1993)). "O prin
ipal objetivo da teoria desses pro
essos é provar apropriedade Markoviana de se ter uma estratégia ótima, a qual permita a 
onstrução deum políti
a ótima usando métodos numéri
os"(Rykov, 2001). Algumas publi
ações nessa área serviram de embasamento para estetrabalho e são apresentadas a seguir:
• Marmony (2005) propõe um regra de roteamento para um sistema de larga es
ala
om múltiplos servidores heterogêneos e apenas uma 
lasse. A regra proposta é dotipo FSF (Fast Server First), ou seja, alo
a o servidor mais rápido livre primeiro.Mostra-se que essa regra minimiza assintoti
amente, para o sistema em estado per-manente, o tamanho da �la e o tempo virtual de espera. Considera-se um regime
om muitos servidores que atendem a um alto tráfego de jobs, o qual é 
hamadoregime QED (Quality and E�
ien
y Driven). O sistema proposto atinge um altonível de qualidade de serviço e de e�
iên
ia fazendo-se um balan
eamento entre osdois. A análise feita mostra que o modelo 
om servidores heterogêneos fun
ionamelhor do que o modelo 
om servidores homogêneos.
• Rykov e Efrosinin (2004) desenvolvem uma des
rição numéri
a que prova a políti
ade alo
ação ótima que minimiza o 
usto opera
ional do sistema. A es
olha doservidor mais rápido é feita 
omo políti
a de alo
ação, e os autores mostram queesta políti
a reduz o tamanho da �la. Considera-se um sistema de uma úni
a �la
ontrolável e múltiplos servidores heterogêneos.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 11
• Rykov (2001) desenvolve um modelo de �la 
ontrolável para múltiplos servidoresheterogêneos. O autor expande as propriedades desenvolvidas para dois servidores,generalizando o trabalho de Lin e Kumar (1984). Considera-se o sistema de �lasM/M/K/N-K (K ≤ N ≤∞) que tem um bu�er 
om apenas N-K lugares. A 
hegadasegue o modelo de um pro
esso de Poisson 
om taxa λ e o sistema tem K servidoresheterogêneos exponen
ialmente distribuídos. Considera-se um 
usto por unidadede tempo em que 
ada job utiliza o serviço e também um 
usto para o tempo emque o job �
a parado esperando na �la. No sistema 
onsiderado por eles há um
ontrolador que de
ide se manda ou não um job para um servidor que está livre, e
lientes são rejeitados no sistema se o bu�er estiver 
heio.
• Nobel e Tijms (2000) analisam um modelo de �las 
om 
hegadas de Poisson embando BPI (Bat
h Poisson Input) em um sistema 
om dois servidores exponen
iaisheterogêneos. O servidor mais rápido está sempre em serviço e o mais lento é usadosó quando a �la atinge um tamanho limite, pois, esse in
orre em 
ustos �xos paraser ativado. Desenvolve-se um algoritmo para a
har a melhor regra para gerar umnível ótimo para a de
isão de ativar ou não o servidor lento.
• Righter (2000) estuda um sistema 
om �la M/M/2, onde os servidores são het-erogêneos. No sistema há múltiplas 
lasses de 
lientes e é asso
iado aos 
lientesde 
ada 
lasse uma taxa de re
ompensa (reward rate) e um 
usto por �
ar no sis-tema. Determinam-se prioridades e os 
lientes 
om a prioridade mais alta podemtomar o lugar (preempt) dos 
lientes de 
lasse mais baixa que já estão sendo servi-dos. De�nem-se dois modelos onde a políti
a de alo
ação ótima e a distribuição deprioridades ótima maximizam o lu
ro através de uma estrutura de limiar que é de-pendente do número de 
lientes de 
ada 
lasse que existe no sistema. Eles mostramque o limiar ótimo não depende do valor numéri
o espe
i�
o da taxa de remuneraçãoe nem do valor de 
ada um deles.
• Shenker e Weinrib (1988) 
onsideram um sistema 
om uma úni
a �la e vários servi-dores heterogêneos. Eles identi�
am nesse trabalho uma políti
a de alo
ação que
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aso em que o número de servidorestende ao in�nito. Analisando os servidores apenas 
om duas taxas diferentes depro
essamento eles mostram a 
onvergên
ia para o ponto ótimo quando usada essapolíti
a. Eles propõem também políti
as para sistemas que têm uma grande quan-tidade, porém �nita, de servidores 
om uma distribuição genéri
a para as taxas depro
essamento.
• Lin e Kumar (1984) mostraram que para dois servidores heterogêneos a políti
a queminimiza o número de jobs no sistema tem uma propriedade de limiar (veja tambémKoole (1995) e Walrand (1984)) e essa usa o servidor mais rápido se ne
essário.Usando argumentos de programação esto
ásti
a dinâmi
a (veja Bellman (1954) eBellman (1957)) eles provam que a regra de 
ontrole ótimo é do tipo limiar, o que eraum resultado intuitivamente obvio. O 
ontrole 
riado por eles 
onsidera ne
essárioa utilização do servidor mais lento só depois que a �la atinge um tamanho queultrapasse 
erto valor de limiar.A
hamos pertinente 
itar aqui outros trabalhos analisados e que também lidam dealguma forma 
om sistema SQMS (single-queue, multi-server) e que não foram 
omenta-dos a
ima. São eles: (Neuts e Takahashi, 1981), (Foss e Kovalevskii, 1999), (Viniotis eEphremides, 1988). Ressaltamos aqui que nenhum desses autores desenvolveu uma for-mulação fe
hada rela
ionadas às medidas de desempenho de forma tão genéri
a ou parao 
aso de sistemas 
om presença de mais de três servidores heterogêneos, mostrando oquão este trabalho generaliza o estudo de �las para o 
aso de servidores heterogêneos e,portanto, garantindo o ineditismo deste.1.5 Abordagem PropostaNeste trabalho, pretende-se desenvolver uma formulação para o 
aso de um sistema
om múltiplos servidores. Esses servidores não são tratados de forma homogênea 
omo éo 
aso da M/M/
. O modelo abordado neste trabalho 
orresponde ao aprensentado naFigura 1.3. Os jobs 
hegam ao sistema de a
ordo 
om uma distribuição de Poisson 
omtaxa λ. No modelo dessa dissertação é 
onsiderada apenas uma 
lasse simples de job,logo, a taxa λ representa todas as 
hegadas no sistema. O número de servidores é 
 para
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 = 1, 2, . . ., ∞. O tempo que 
ada job passa em 
ada servidor é exponen
ialmentedistribuído e 
ada servidor no sistema tem uma 
apa
idade de pro
essamento espe
í�
aque é representada pela taxa µ de trabalho. Por motivos de 
ál
ulos, os servidores sãoordenados em uma ordem 
res
ente de a
ordo 
om a taxa de pro
essamento, ou seja, oservidor um será aquele 
om menor 
apa
idade de trabalho o dois a segunda menor eassim por diante. Temos portanto:
λ Taxa de 
hegada de 
lientes no sistema
µj Taxa de pro
essamento do servidor j, para j = 1, 2, ..., 
. Sendo que, µ1 6

µ2 6 µ3 . . . 6 µc.Cada job 
hega individualmente ao sistema, ou seja, não são 
onsideradas as 
hegadasem bando (bulk arrivings) e também não é 
onsiderado nenhum tipo de prioridade. Alémdisso, o sistema tem 
apa
idade in�nita, ou seja, não há rejeição de jobs que 
hegam aosistema. Finalmente, não é 
onsiderada a perda de jobs por nenhum tipo de desistên
ia,tro
a ou impa
iên
ia por parte deles.

Figura 1.3: Sistema de �la úni
a 
om 
 servidores Heterogêneos, modelo estudado nestetrabalho.Como a �la é do tipo FCFS (First-Come, First-Served), os jobs que 
hegam primeiroao sistema são atendidos primeiro. No modelo, não é permitido que um servidor �queo
ioso (livre) quando há trabalho a ser realizado ou seja, quando houver �la. Assim sendo,o primeiro job na �la será atendido assim que algum dos servidores terminar de pro
essaro trabalho que estiver realizando.Como os servidores são heterogêneos, o tipo de alo
ação utilizada in�uen
iará nasmedidas de desempenho desse sistema e 
onsequentemente no modelo. Estuda-se aqui trêstipos de alo
ação: (i) alo
ação rápida, em que os servidores mais rápidos são alo
adosprimeiro sempre que estiverem disponíveis; (ii) alo
ação aleatória, onde o próximo jobé mandado de forma aleatória para qualquer um dos servidores que estiverem livres;



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 14(iii) alo
ação lenta, na qual os servidores mais lentos que estiverem livres são alo
adosprimeiro. A última alo
ação 
onsiderada (lenta), ainda que não seja muito realista quando
omparada 
om apli
ações reais, é muito útil, pois, 
omo será mostrado aqui, esta servede aproximação para as outras.1.6 Apli
açõesNesta seção, pro
ura-se juntar 
asos em que se possa empregar o modelo proposto aqui.Para isso, bus
am-se 
asos apli
áveis existentes na literatura, além de situações práti
as.É muito ampla a quantidade de possibilidades existentes nas quais se pode rela
ionar 
omo trabalho. Servidores heterogêneos podem ser usados para representar vários tipos desistemas e, às vezes, 
om naturezas 
ompletamente diferentes. Abaixo são exempli�
adosalguns modelos obtidos através de trabalhos já publi
ados.1.6.1 VoD - Video Sob DemandaOs sistemas de video sob demanda (VoD) são usados para se ini
iar a exempli�
ação.VoD é um serviço pago de distribuição de vídeo eletr�ni
o para usuários diversos. Essessistemas permitem que os usuários sele
ionem e assistam determinados programas oueventos em vídeo. Esses podem ser a
hados em um 
anal de televisão interativa ouem paginas da Web e 
onsistem em envios de 
onteúdos em formato de vídeo, karaokê,jogos, et
. Para isso, pode-se fazer um "download"(quando todo o vídeo é enviado antesda exibição) ou por "streaming" (quando o vídeo é enviado 
onstantemente durante aexibição). Essa é uma solução en
ontrada para as transmissões que utilizam te
nologiaADSLou outra te
nologia Banda Larga2.Para que todos os usuários sejam atendidos simultaneamente devem ser adotadosmúltiplos servidores heterogêneos. A heterogeneidade desses servidores se justi�
a porvários motivos, 
omo, por exemplo, se um novo servidor for adi
ionado para expandir osistema VoD ou se um servidor for substituído por outro que tenha falhado, é de se esperarque o novo servidor tenha mais rapidez e uma maior 
apa
idade de armazenagem. Aformulação 
riada aqui serve 
omo ferramenta para a 
riação de modelos que representemesses sistemas.2Banda larga é o nome usado para de�nir qualquer 
onexão a
ima da velo
idade padrão dos modensde linha telef�ni
a.
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• Leung e Hou (2005) investigam 
omo dire
ionar �lmes para servidores heterogêneospara que a probabilidade de bloqueio diminua. O artigo trata das seguintes formasde lidar 
om o problema: (i) Problem relaxation - é determinada uma 
arga ideal 
omque 
ada servidor deva lidar e (ii) Goal programming - Através de iterações a 
argaé dire
ionada e redire
ionada para 
ada servidor até se aproximar de um valor ideal.Desenvolve-se um modelo de �la que 
onsidera que os pedidos de vídeo 
hegam dea
ordo 
om um pro
esso de Poisson e que 
ada servidor atende a vários usuários aomesmo tempo dependendo da 
apa
idade desse. A medida de performan
e analisadafoi a probabilidade de bloqueio do sistema.1.6.2 Redes de Comuni
açõesUm segundo exemplo para a apli
ação do modelo é en
ontrado nas te
nologias paraproto
olos de Internet, no 
aso, a te
nologia de voz sobre IP (VoIP). VoIP torna possívelestabele
er 
onversações telef�ni
as em uma rede IP, tornando a transmissão de voz maisum dos serviços suportados pelas redes de dados. Essa é uma te
nologia que 
res
erapidamente e 
hama atenção não só pela habilidade do IP de 
arregar tráfego de vozmas, também, por ser 
apaz de 
arregar ao mesmo tempo tráfegos de fax e outros sobre arede de dados. Isso tem impli
ações 
omo a tomada pela Internet de espaços do mer
adoda PSTN (Publi
 Swit
hed Telephone Network).
• Liu, Squillante, e Wolf (2001) apresentam uma metodologia para maximizar lu
rosem ambientes de e-
ommer
e. O modelo é baseado nas re
eitas que são geradasquando são garantidos níveis de QoS. Os 
ritérios para QoS são derivados de a
or-dos para níveis de serviço (SLAs) entre provedores e 
lientes. Usa-se um modelode �las para a
har medidas de performan
e, no 
aso: throughput e atraso médio.Modela-se a rede através de grupos de servidores da Web (Web server farm) que
onsistem em um sistema de 
omputadores distribuídos que 
orrespondem a servi-dores heterogêneos que exe
utam 
lasses de pedidos 
ontínuos de dados (Figura 1.4).Os WSF's são modelados por �las úni
as 
om múltiplas 
lasses de 
lientes que sãoatendidos por grupos de servidores.
• Foo e Mer
ankosk (2005) também investigam analiti
amente, através de modelosde �las, o efeito que o atraso total, devido a servidores heterogêneos gargalos (que
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Figura 1.4: Modelo de rede de �las para grupos de servidores na Web.Figura reproduzida de (Liu et al., 2001).representam bu�ers), na rede tem sobre os pa
otes. Com a de�nição do atraso totalmédio, usam-se métodos heurísti
os para de�nir o "atraso" que deve ser dado nahora de se reorganizar os pa
otes na última estação.
• Qian, Tipper, e Medhi (1996) apresentam análises 
omparativas para esquemas de
ontroles de largura de banda sob a 
ondição de trafego não-esta
ionário em redesB-ISDN. Utilizam-se métodos numéri
os para resolver as equações de Chapman-Kolmogorov asso
iadas e para determinar o 
omportamento não-esta
ionário. Sãoapresentados resultados para várias medidas de desempenho do sistema e, paraisso, faz-se uso de modelos de �las propostos em Ei
k, Massey, e Whitt (1990) e emEi
k, Massey, e Whitt (1993). Relata-se que o pro
esso de 
hegadas de pedidos para
onexão para o tráfego de voz pode ser modelado 
omo um Pro
esso de Poisson não-esta
ionário e 
om essa 
onsideração obtém-se aproximações de �las. Considera-seesse 
omo sendo um sistema de �la Mt/G/∞ onde as 
hegadas são dependentes notempo e 
om apenas uma 
lasse.Outros autores estudam a utilização de bu�er em vários pontos da rede. Atravésde formulações de �las Trajkovit e Hal�n (1994) 
al
ulam possíveis tamanhos de bu�erne
essários para se garantir QoS 
om uma perda de pa
otes arbitrariamente baixa. EmWong, Mark, e Chua (2000) é feita também uma análise do tamanho de bu�ers para que
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otes em redes ATM sem �o. Considera-se umsistema que 
onsiste em um proto
olo MAC (Medium A
ess Control) para o uplink e umUPC (Usage Parameter Control) para suporte a servidores heterogêneos na estação base.O reseqüen
iamento de pa
otes des
rito em Gogate e Panwar (1999) é também umafonte de estudo e mais uma área onde o modelo desenvolvido aqui pode ser apli
ado.Finalmente, Fulton e Li (1998), entre outros, estudam o 
omportamento do Jitter3 emnós da rede sob diferentes 
ondições de tráfego.Este breve levantamento bibliográ�
o ilustra a importân
ia do uso de té
ni
as de �laspara a análise da performan
e de redes de pa
otes.1.6.3 Telefonia
• Daigle (2005) mostra um modelo de �la para ser apli
ado em sistemas de telefoniamóvel. Para isso utiliza as seguintes premissas: a) um sistema de 
omuni
ação tem832 freqüên
ias e b) há apenas duas operadoras que forne
em os serviços. Comisso, há apenas 416 freqüên
ias para 
ada operadora sendo que 21 delas têm que serseparadas para sinalização. Os 
anais são agrupados em grupos de 56, os quais são
hamados de 
élulas. Para saber 
omo dire
ionar essas 
élulas, é interessante que aoperadora estime a probabilidade de bloqueio e, para isso, é interessante estudar otráfego em hora de pi
o e, dessa maneira, tem-se que: λ é a taxa de ligações feitaspor 
liente durante o horário de pi
o e que 1

µ
é o tempo médio que 
ada 
lientegasta por ligação durante a hora de pi
o. Sendo os tempos entre 
hegadas sãorepresentados por uma exponen
ial i.i.d., obtém-se a probabilidade de bloqueio e otamanho médio da �la que representa o tanto que o 
anal é utilizado (o quanto doespe
tro de freqüên
ia é aproveitado).1.6.4 Multiplexação de Pa
otes em Swit
hesOs dados na Internet passam por multiplexadores em roteadores e são mandados paraas linhas de 
omuni
ação de dados �m-a-�m e depois de passar novamente em roteadores,passam por demultiplexadores. Filas são formadas em vários pontos nesse pro
esso e a
riação de modelos para a melhor 
ompreensão desses é muito bem vinda.3O Jitter (Delay Jitter) é uma �utuação no tempo de 
hegada dos pa
otes e, essa é 
ausa pela variaçãodos atrasos que o
orrem durante o per
urso pela rede.
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• Daigle (2005) exempli�
a uma apli
ação para um modelo que é usado para repre-sentar a �la que surge em roteadores durante a multiplexação de pa
otes. Fo
a-seapenas nas �las formadas nas portas de saídas desses roteadores. Normalmente, umroteador tem N portas de entrada e N de saída e, quando os pa
otes 
hegam a umpro
essador de um roteador, eles são parti
ionados em blo
os de dados de tamanho�xo e, em seguida, esses blo
os são 
omutados (swit
hed). Daigle, estuda a in�uên-
ia das N portas e dos tipos de distribuição de 
hegadas no tamanho da �la, paraum determinado tráfego. Faz-se a suposição de que o sistema é dividido em slots detempo, sendo que 
ada um desses slots é o tempo para que um pa
ote entre ou saiado roteador. Portanto, N pa
otes podem 
hegar nesse swit
h por slot de tempo e
omo só um pa
ote pode sair por slot, há uma �la que se forma e é armazenada embu�er.Com o modelo 
riado aqui, pode-se a
res
entar no estudo feito por Daigle(2005) a het-erogeneidade relativa a esse pro
esso.1.6.5 Central de Atendimento (Call Center)Desde 1878, quando a empresa de telefonia Bell (Bell Telephone Company) 
omeçou ausar operadores para 
one
tar as ligações, o uso de 
entros de atendimento aumentou paravários �ns, o que a
arretou em um in
rível 
res
imento de sua importân
ia na e
onomiaem geral. Dados mostram que, nos Estados Unidos, três por 
ento da população trabalhaem 
entros de atendimento, o que signi�
a que tem mais gente trabalhando nessa áreado que na agri
ultura por exemplo (Texto tirado de Pinedo, Seshadri, e Shanthikumar(2003)).Os 
entros de atendimento têm fundamental importân
ia para algumas indústrias,
omo:1- indústria de tele
omuni
ações;2- indústrias da Aviação; e3- indústria para vendas produtos e serviços em geral.Os 
entros de atendimento, (Figura 1.5), têm diferentes propósitos dentro de uma
ompanhia, os quais dependem de vários fatores. Esses podem ser usados, por exemplo,para informação, fazer reservas, fazer 
ompras, pedir 
onselhos (médi
os, por exemplo)ou para abrir uma 
onta. É muito usado em empresas de seguro, mer
ado �nan
eiro eoutros.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 19Vários autores vêm estudando modelos de �las que possam representar esses sistemas.Re
entemente, pesquisadores têm fo
ado seus esforços em modelos 
om pro
essos de
hegadas não-esta
ionárias. Entretanto, para que possamos usar o modelo desenvolvidoaqui pre
isaríamos 
onsiderar intervalos de tempo que são esta
ionários. Uma boa refer-en
ia para esse tipo de sistema pode ser a
hada em (Melni
k, Pinedo, Nayyar, e Seshardi,1999).

Figura 1.5: Modelo Opera
ional de um 
entro de atendimento.Figura tirada de (Koole e Mandelbaum, 2001)Normalmente os usuários estão interessados em medidas do tipo: probabilidade deatraso, quantidade de perda de 
lientes, tamanho da �la de espera e o atraso experimen-tado por 
lientes.
• Green e Kolesar (1991) 
onsidera um sistema em que o tempo de serviço dos 
lientes éindependente e identi
amente distribuído de a
ordo 
om uma distribuição exponen-
ial 
om taxa média de serviço igual a µ. O número de servidores é 
onstante e iguala S. O pro
esso de 
hegadas é assumido 
omo sendo um Pro
esso não-homogêneode Poisson 
om taxa de 
hegada λ(t) no tempo t.Green e Kolesar (1991) 
onsideram que os servidores são homogêneos, o que na práti
aé muito difí
il de a
onte
er. O modelo desenvolvido aqui permite 
riar modelos maisrealistas para tais sistemas.1.6.6 Modelos Finan
eirosEm operações �nan
eiras há ris
os, e esses podem ser de�nidos 
omo a in
erteza asso-
iada aos retornos esperados. Não há 
omo evitar o ris
o. Portanto, deve-se administrá-lo.
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ações de �las en
ontradas para modelos �nan
eiros a apresentada aquié a que utiliza �las para se 
al
ular ris
os de 
rédito. O Ris
o de Crédito está asso
i-ado às possíveis perdas que o 
redor tenha 
aso o devedor (
ontraparte) não honre 
omos seus 
ompromissos. Toda empresa �nan
eira deve, portanto, fazer um geren
iamentorigoroso de seus 
réditos de ris
o. Para isso, mensuram-se a probabilidade de inadim-plên
ia, taxa de re
uperação, exposição em 
aso de inadimplên
ia e perda inesperada. Apartir de então, são 
riados modelos para que se estimem os ris
os. Com o passar dotempo, as metodologias de modelagem de ris
o de 
rédito melhoraram e os ban
os foramin
orporando modelos aos pro
essos de gradação de ris
o, pre
i�
ação, geren
iamentos de
arteira e tomadas de de
isão. Com a relevân
ia do papel dos modelos de ris
o de 
rédito,tornou-se importante 
ompreender as diferentes opções de mensuração dos 
omponentesindividuais do ris
o de 
rédito e do rela
ionamento deles entre si. Obtém-se, assim, umamedida 
ompleta do ris
o de 
rédito.
• S
hellhorn e Cossin (2004) 
riaram modelos de ris
o de 
rédito baseados em modelosrepresentados por redes de �las. Pre
i�
a-se o débito de três �rmas onde a �rma Aempresta para a �rma B que empresta para a C, a qual, por sua vez, fe
ha o 
i
loemprestando para a �rma A. Mostra-se que esse 
i
lo 
ontém efeitos 
omplexos.O modelo 
riado por eles é equivalente a uma rede Ja
kson de várias �las do tipoM/M/∞. Cada �la representa uma �rma e o dinheiro é a variável de �uxo, o que érepresentado pelas re
eitas de 
ada �rma. A saídas que o
orrem nas �rmas são asdespesas (�nan
eiras ou não). Os servidores são no 
aso de três tipos: A
ionistas,pessoas 
om dinheiro na �rma, e gastos opera
ionais.Apesar de terem identi�
ado naturezas diferentes entre os servidores, no modelomatemáti
o 
riado por S
hellhorn e Cossin (2004), não foi feita a 
onsideração dos servi-dores 
omo sendo heterogêneos.1.6.7 Outras Apli
açõesÉ impossível pensar e ainda mais identi�
ar todos os 
asos onde é possível apli
ar omodelo de �la aqui proposto. Entre as diversas áreas de prováveis apli
ações e que nãoforam 
itas a
ima, en
ontram-se:
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• Logísti
a - existe desde os tempos mais antigos. Na preparação das guerras, líderesmilitares desde os tempos bíbli
os já se utilizavam de meios logísti
os para al-
ançarem seus objetivos. Podemos dizer que a logísti
a trata do planejamento, or-ganização, 
ontrole e realização de outras tarefas asso
iadas a armazenagem, trans-porte e distribuição de bens e serviços. Os modelos de �las são muito ri
os quandousados para representar sistemas que se enquadram nessa área, pois, esses muitasvezes representam bem toda a natureza existente. Abaixo estão alguns exemplossimples, para mero efeito de ilustração, da utilização do modelo de �las propostoaqui para os seguintes objetivos:1. Armazenagem - Uma empresa petroquími
a brasileira produz resinas termo-plásti
as, 
omo o polietileno, o polipropileno e o PVC. O nafta, que é umderivado do petróleo, é a prin
ipal matéria-prima da 
adeia produtiva dessaempresa. Em 2006 o preço do barril do petróleo 
hegou a quase 80 dólares,mas em janeiro de 2007 o preço 
aiu para 50 dólares o barril. De uma formasimpli�
ada vamos 
onsiderar que a empresa passou a 
omprar a nafta 
ommaior freqüên
ia. As 
ompras o
orriam dependendo da �utuação do preço dobarril de petróleo e representam as 
hegadas no sistema. Considerando-se que aempresa 
onsiga trabalhar toda a matéria-prima rapidamente, pode-se assumirque os servidores serão os 
lientes dessa empresa. Como esses fazem pedidosque variam em quantidade e em tipo de produto, podemos dizer que esses sãoheterogêneos. Consequentemente, a �la será o estoque e essa não poderá passaros limites permitidos de armazenagem.2. Transporte - Frutas e alimentos são transportados de áreas rurais para áreasurbanas. Pode-se modelar esse sistema da seguinte forma: para uma mesmafazenda, há pedidos feitos por 
omer
iantes lo
alizados em diferentes 
idades.Neste exemplo as 
hegadas são representadas pelos pedidos. Os servidores sãoos 
aminhões, sendo que a taxa de serviço de 
ada um varia de 
aminhão para
aminhão e de estrada para estrada.3. Distribuição de bens e serviços - (i) Um supermer
ado pode ser um exemplopara a distribuição de serviços, onde os 
aixas são os servidores e a �la podeser úni
a ou não. Esse tipo de sistema pode ser 
omparado 
om os 
aixas emagên
ias ban
árias; (ii) Outro exemplo de distribuição de bens e de serviçosseria uma drogaria de Belo Horizonte. A empresa espalhou por toda a 
idade
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entral onde é feita a esto
agem deprodutos que saem para entrega em domi
ílio. Pode-se 
onsiderar os pedidosfeitos pelos 
lientes 
omo sendo as 
hegadas e as formas de transporte paraa entrega os servidores. Com o modelo é possível prever qual a diferença notamanho da �la para o 
aso dos entregadores saírem da 
entral e para o 
asodeles saírem de pontos distribuídos pela 
idade.
• Geren
iamento de pessoas - Em um salão de 
orte de 
abelo, os barbeiros são servi-dores heterogêneos. A taxa de 
lientes que 
hegam é tal que sempre há �la no salão.Vale ou não a pena o dono do salão 
ontratar mais um fun
ionário? Às vezes, ao
ontratar outro fun
ionário, o salão passará a ter fun
ionários o
iosos, fazendo 
omque, talvez, a margem de lu
ro diminua. Uma solução é usar o modelo para prevero tamanho médio da �la e a probabilidade de ó
io no sistema para os 
asos i) 
omo fun
ionário extra e ii) sem o fun
ionário extra.Há mais exemplos a serem dados, prin
ipalmente nos sistemas de manufatura e naslinhas de produção em indústrias. O interessante é que 
om o modelo de �las desenvolvidopode-se aproximar de forma mais e�
az esses sistemas 
om servidores heterogêneos e obteras medidas de desempenho desses, para que se possa geren
iar, tomar de
isões e otimizá-los.1.7 Organização do TrabalhoA organização do trabalho pode ser vista na Figura 1.6 que está expli
ada a seguir:A teoria bási
a, ne
essária para a 
ompreensão desta dissertação, en
ontra-se nos
apítulos 2 e 3. No Capítulo 2, espe
i�
amente, é apresentada a teoria para 
ompreenderos pro
essos esto
ásti
os Markovianos, que são a base para o modelo proposto. Já noCapítulo 3, é mostrado de forma muito resumida os modelos de �las elementares que são,na verdade, governadas pelos pro
essos Markovianos, des
ritos no Capítulo 2.No Capítulo 4, é desenvolvida, analiti
amente, uma formulação para se obter aproxi-madamente as medidas de performan
e para sistemas de �la úni
a FCFS 
om servidoresheterogêneos exponen
iais. Para o desenvolvimento dessa formulação, é 
onsiderado opro
esso de Nas
imento e Morte (BD) para representar os estados referentes ao númerode pessoas no sistema. As 
hegadas são governadas por um pro
esso de Poisson e os
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ial. Tanto a distribuição ex-ponen
ial, quanto os pro
essos de Poisson e de Nas
imento e Morte, foram des
ritos noCapítulo 2.

Figura 1.6: Organização dos 
apítulos da dissertaçãoNo Capítulo 5, avalia-se, através de resultados obtidos 
om simulações, o 
ompor-tamento da formulação desenvolvida. A partir das observações feitas e das 
on
lusõestiradas, as fórmulas propostas no Capítulo 4 são 
omparadas 
om as fórmulas já existentesna literatura, que são as desenvolvidas para os modelos que 
onsideram os servidores 
omohomogêneos, no 
aso as �las M/M/
, já des
ritas no Capítulo 3. O intuito dessa 
om-paração é validar a formulação 
riada e 
omparar o erro obtido entre a aproximação 
omo obtido 
om as fórmulas para as �las M/M/
. Ainda neste 
apítulo, são dis
utidas as
apa
idades e limitações do modelo desenvolvido no trabalho.Finalmente, no Capítulo 6, são apresentadas as espe
ulações para apli
ações e pesquisasfuturas e as 
on
lusões desta dissertação.



Capítulo 2Pro
essos esto
ásti
os Markovianos
2.1 Cadeias de MarkovPara se de�nir uma 
adeia de Markov, pre
isa-se, primeiramente, de�nir eventos in-dependentes. Esses podem ser des
ritos da seguinte maneira:De�nição 1. Se X e Y são dois eventos e supondo que a probabilidade P(X) é > 0. Entãoo evento Y é 
onsiderado independente de X se:

P (Y |X) = P (Y ). (2.1)De forma geral, pode-se de�nir também a independên
ia de n eventos, mas para isso épre
iso garantir que a probabilidade de os n eventos a
onte
erem seja válida para a formaproduto.De�nição 2. Os eventos X1, X2, ..., Xn são 
onsiderados independentes se:
P (Xi1Xi2...Xik) = P (Xi1)P (Xi2)...P (Xik). (2.2)para todo k = 2,3, ... n e todo {i1, i2, ..., ik} ⊂ {1, 2, ..., n} tal que i1 < i2 < ... < ik.Na teoria das Cadeias de Markov de primeira ordem1 um novo evento depende so-mente do evento anterior e não mais de todos os eventos anteriores, 
omo o mostradoa
ima. Portanto, se tivermos um evento Xk esse será asso
iado 
om a probabilidade pik1Ao longo deste texto, a expressão "
adeia de Markov" será usada para abreviar"
adeia de Markovde primeira ordem", uma vez que 
adeias de ordem mais elevada não serão tratadas.24
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orreu, a probabilidade deum evento Xk o
orrer será pik vezes a probabilidade ai de o
orrên
ia do evento Xi naprimeira rodada. Tem-se:
P (Xi, Xk) = aipik P{(Xi, Xk, Xr)} = aipikpkr

P{(Xi, Xk, Xr, Xs)} = aipikpkrprs

P{(Xi0, Xi1, ..., Xin)} = ai0pi0i1pi1i2 ...pin−2in−1pin−1in . (2.3)De�nição 3. Uma seqüên
ia onde os eventos são X1, X2,..., é 
hamada Cadeia de Markov2se as probabilidades da seqüên
ia amostrada são de�nidas pela Equação 2.3 em termos dadistribuição de probabilidade ak sendo Ek o evento o
orrido no estado ini
ial e a proba-bilidade 
ondi
ional é pik dado que Ei o
orreu em seguida ao evento ini
ial.As probabilidades pik são 
hamadas de Probabilidades de Transição e essas serãoarranjadas em uma matrix P de probabilidades de transição:






















p11 p12 p13 ...

p21 p22 p23 ...

p31 p32 p33 ...

. . . ...

. . . ...

. . . ...























, (2.4)
Onde as linhas são referen
iadas pelo primeiro subs
rito e as 
olunas pelo segundo. Amatriz P a
ima é quadrada positiva e a soma das probabilidades em 
ada uma de suaslinhas é um.2.1.1 Pro
essos Markovianos Dis
retos no TempoEm apli
ações, 
olo
am-se as 
adeias de Markov em função de Variáveis Aleatórias, edaí surge o pro
esso de Markov. O termo "Pro
esso de Markov" é referente a uma 
lasse2Considerando aqui apenas uma 
lasse das Cadeias de Markov. Aqui o termo é usado 
onsiderandosomente os 
asos em que as probabilidades de Transição são Esta
ionárias
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lasses Esto
ásti
as, as quais podem ser, dis
retasou 
ontínuas. Nos pro
essos de Markov 
onsideramos o número de eventos o
orridos, queé representado pelo inteiro k. O estado do sistema em um ponto n qualquer da linha detempo é representado pela Variável Aleatória V (n) que assumirá 
om a probabilidade a
(n)
ko valor k. A distribuição 
onjunta de V (n) 
om V (n+1) é dada por P{V (n) = i, V (n+1) =

k} = a
(n)
i pik, e a distribuição 
onjunta de (V (0), ..., V (n)) é dada pela Equação (2.3).Nos pro
essos Markovianos o presente determina a probabilidade do futuro, ou seja, oúltimo evento é uma 
onseqüên
ia do que foi feito no presente. Entretanto, observe que,o passado que foi o responsável pelo sistema estar em um estado V (p), onde p representa otempo presente, não tem nenhuma in�uen
ia sobre o futuro. Conseqüentemente, pode-sea�rmar apenas que se o sistema 
hegou a um estado futuro V (f) qualquer, este tem queter passado pelo estado presente 
onse
utivamente antes V (p) e nada mais poderá ser ditosobre os outros estados.De�nição 4. Uma seqüên
ia de variáveis aleatórias dis
retas pode ser 
hamada de pro-
esso de Markov se: Para um grupo �nito de números inteiros n1 < n2 < ... < nr < n adistribuição 
onjunta dos estados (V (n1), V (n2), ..., V (nr), V (n)) é de�nida de tal forma que aprobabilidade 
ondi
ional de se estar no estado V (n) = y dado que V (n1) = y1, ..., V

(nr) = yré igual à probabilidade 
ondi
ional de se estar no estado V (n) = y dado apenas que
V (nr) = yr. Sendo que y1, ..., yr são valores arbitrários.É ne
essário lembrar que a Cadeia de Markov referida aqui é apenas uma 
lasse dasCadeias genéri
as de Markov, e é obviamente um pro
esso Markoviano. Essa 
adeia temuma parti
ularidade, que é o fato de suas Probabilidades de Transição pik = P{V (m+1) =

k|V (m) = i} serem independentes de m. Uma equação mais geral para essas probabilidadesé dada por:
p

(n−m)
ik = P{V (n) = k|V (m) = i} (m < n). (2.5)Observa-se que estas dependem somente da diferença n - m. Por isso essas probabili-dades de transição são 
hamadas de esta
ionárias (homogêneas no tempo).Pode ser visto pela Equação 2.5 que o lado direito depende de m e n. E, por isso,para se determinar pik(m,n) é feita a 
onsideração de que pik(n,n+1) é a probabilidadede transição de um passo. Tem-se então:
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pik(m, n) =

∑

v

piv(m, r)pvk(r, n), (2.6)para todo m < r < n. A Equação 2.6 a
ima é 
hamada de Chapman-Kolmogorov.A �gura 2.1 mostra um diagrama de Venn para ajudar na visualização das relaçõesentre os pro
essos Semi-Markovianos, Markovianos e suas respe
tivas 
lasses espe
iaisque estão 
ontidas dentro deles. Nesta dissertação não há detalhes para 
ada um dospro
essos apresentados no diagrama, pois, não é o fo
o do trabalho. Essa limita-se apenasao pro
esso Markoviano 
ontínuo, e aos pro
essos de Nas
imento e Morte (BD), PuroNas
imento (PB) e de Poisson (PP).

Figura 2.1: Diagrama de Venn para maior 
ompreensão das relações entre os pro
essosaleatórios: SMP (Semi-Markov pro
ess), MP (Markov pro
ess), RW (Random Walk), RP(Renewal pro
ess), BD (Birth-Death pro
ess), PB (Pure-Birth) e PP(Poisson pro
ess).2.1.2 Classi�
ações para as Cadeias MarkovianasNeste ponto, são de�nidas algumas probabilidades antes de se falar sobre as 
lassi�-
ações possíveis para as Cadeias Markovianas.De�nição 5. A probabilidade do sistema voltar pela primeira vez ao estado Ei em ntransições após ter saído dele, é:
f

(n)
i = P [V oltar em n transições pela 1a vez para Ei depois de ter saido]então a probabilidade de o sistema sempre voltar a Ei é:
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fi =

∑

∞

n=1 f
(n)
i = P [sempre voltar a Ei].De�nição 6. Se para um estado i qualquer fi=1, então o número médio de transiçõesne
essárias para se voltar ao estado i é:
Mi =

∑

∞

n=1 nf
(n)
i .M é também 
hamado de tempo médio de re
orrên
ia.Entre os estados 
ontáveis e dis
retos de uma 
adeia de Markov, algumas pe
uliari-dades podem ser identi�
adas e, a partir dessas, é possível 
lassi�
á-los. Algumas 
ar-a
terísti
as são referentes aos estados individualmente, enquanto outras são referentes ao
onjunto de tipos de estados que existe dentro de uma 
adeia de Markov. Sabendo as 
ar-a
terísti
as desses 
onjuntos, pode-se também 
lassi�
ar essas 
adeias. Listamos a seguiras 
lassi�
ações dos estados e das 
adeias de Markov.Classi�
ação dos Estados:

• Conjunto Fe
hado - Um grupo X de estados é dito "fe
hado" se apenas 
om umatransição nenhum dos estados 
ontidos no 
onjunto X 
onseguir ir para algum estadode Xc (onde 
 é o 
omplemento de X).
• Estado Absorvente3 - Se X é um 
onjunto Fe
hado, e se 
onsiderarmos que hajaapenas um estado dentro de X, esse é 
hamado de estado absorvente. Sempre queum sistema entrar em um estado e não puder sair mais dele é porque esse entrouem um estado absorvente. Uma 
ondição para esse estado é pii = 1.
• Estado Re
orrente - Um estado Ei é 
hamado de re
orrente quando f i = 1, ou seja,o sistema sempre volta nele.
• Estado Re
orrente Positivo - Se um estado i é re
orrente, então ele é 
hamadotambém de positivo se o tempo ne
essário para o sistema voltar a esse estado é�nito, ou seja, Mi < ∞. Em uma 
adeia Markoviana 
om um número �nito deestados, todos os estados re
orrentes são também positivos.3A nomen
latura usada aqui não é a mesma do inglês "absorbing", mas representa a mesma idéia.
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• Estado Re
orrente Sem Valor - Um estado re
orrente i é dito sem valor quando otempo ne
essário para o sistema voltar a esse estado é in�nito, ou seja, Mi =∞.
• Estado Transiente - Um estado Ei é 
hamado de transiente quando f i < 1.
• Estado Periódi
o - Se o sistema só 
onsegue voltar a um estado Ei em 2γ, 3γ,...(onde gama é um número inteiro), então o estado i é dito periódi
o, 
om período

γ. Portanto, o estado i tem período γ se pn
ii=0 sempre que n não for divisível por γ.

• Estado Aperiódi
o - Se o sistema 
onsegue voltar a um estado Ei em γ, 2γ, 3γ, ...sóque aqui γ = 1.
• Estado Ergódigo - Um estado i é dito ergódi
o se esse for também re
orrente positivo,e for aperiódi
o, ou seja, se fi = 1, Mi <∞, e γ = 1.Classi�
ação das Cadeias de Markov:
• Irredutível - Um pro
esso de Markov é dito irredutível se, para qualquer estado i,esse possa ser al
ançado de qualquer outro estado j. Para uma 
adeia de Markovirredutível sempre há um inteiro n tal que:

p
(n)
ik > 0. (2.7)Uma outra forma de se de�nir uma 
adeia irredutível é através do 
on
eito de Con-junto Fe
hado de estados. Se um Conjunto X é Fe
hado e 
ontém todos os estadosde uma 
adeia de Markov e se dentro de X não houver nenhum outro 
onjuntoFe
hado, então, essa 
adeia pode ser 
lassi�
ada 
om irredutível.

• Redutível - Se X é um 
onjunto fe
hado 
ontendo todos os estados de uma 
adeiade Markov, e se dentro de X há sub
onjuntos também fe
hados, então essa 
adeia éredutível.
• Ergódiga - Quando todos os estados de uma 
adeia de Markov são ergódigos, então,essa também o é. Uma 
adeia de Markov também é dita ergódiga quando as suasprobabilidades 
onvergem 
om n→∞ para probabilidades esta
ionárias limites4.4As probabilidades limites vão ser estudadas na subseção seguinte.
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adeias de Markov apresentam uma 
ara
terísti
a espe
ial em relação às suas prob-abilidades de transição. Quando n → ∞ na Equação 2.6 a probabilidade pn
ik 
onvergepara um valor que passa a ser o mesmo valor independentemente de n. O que está sendodito aqui é que a matriz P das probabilidades de transição apresentadas na Equação 2.4
onverge para valores limites quando o número de transições tende para o in�nito (nofuturo distante). Com isso, a matriz P, depois de uma grande quantidade de transições,passa a 
onter essas probabilidades limites do sistema se en
ontrar em um estado k e,além disso, os valores dessas probabilidades não dependem do estado ini
ial.De�nição 7. Uma Cadeia de Markov é dita Homogênea se as probabilidades de transiçãosão independentes de n, 
omo abaixo:

pik = P{V (n) = k|V (n−1) = i} ∀n. (2.8)Além das probabilidades limites de transição, também existem no sistema as proba-bilidades limites do sistema se en
ontrar em um estado i qualquer.De�nição 8. A probabilidade de um sistema se en
ontrar em um estado Ei na n-ésimatransição é dada por:
πn

i = P{V (n) = i}. (2.9)A seguir estão dois teoremas (sem provas). O primeiro é sobre grupos de estados para
adeias irredutíveis de Markov e o segundo é sobre a existên
ia de uma probabilidadelimite do sistema se en
ontrar em um estado i qualquer.Teorema 2.1.1. Os estados de uma 
adeia irredutivel de Markov são todos transientesou todos re
orrentes positivos ou todos re
orrentes sem valor. Se periódi
os, então todosos estados têm o mesmo período γ.Para um sistema que passa por todos os seus estados o tempo todo, existe uma dis-tribuição esta
ionária de probabilidade πi que des
reve a probabilidade desse sistema estarem Ei em um momento qualquer no futuro.De�nição 9. Uma distribuição de probabilidade Pi é dita esta
ionária se, quando a es-
olhemos para ser a distribuição do estado ini
ial, ou seja, π0
i = Pi, para todo e qualquern πn

i = Pi.
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adeia Markoviana, irredutível, homogênea e aperiódi
a asprobabilidades-limite
πi = lim

n→∞

π
(n)
i , (2.10)sempre existem e são independentes do estado ini
ial. Além disso,1. Todos os estados são transientes ou todos são re
orrentes sem valor, ou seja, πi = 0para todo i e não há uma distribuição esta
ionária, ou2. Todos os estados são re
orrentes positivos, ou seja, πi > 0 para todo i, na qual ogrupo {πi} é uma distribuição esta
ionária de probabilidade e

πi =
1

Mi

. (2.11)Sendo assim, πi poderá ser determinada somente através das seguintes equações
1 =

∑

j

πj , (2.12)e
πi =

∑

i

πipji. (2.13)2.2 Distribuição Exponen
ialUma variável aleatória exponen
ialmente distribuída tem a propriedade de não termemória, ou seja, as 
ara
terísti
as probabilisti
as dos sistemas representados por ela nãose alteram ao longo do tempo. Essa propriedade faz dela uma V.A. de fá
il analise. Umavariável aleatória é exponen
ialmente distribuída quando
f(x) =

{

0, se x 6 0

λe−λx, se x > 0.
(2.14)A função distribuição 
umulativa para uma variável aleatória exponen
ialmente dis-tribuída é:

F (a) =

∫ a

0

λe−λxdx = 1− e−λa. (2.15)



CAPÍTULO 2. PROCESSOS ESTOCÁSTICOS MARKOVIANOS 322.2.1 Função Geradora de MomentoA Função Geradora de Momentos Φ(t) de uma VA X é de�nida para todos os valoresem t por:
Φ(t) = E[etx] =

{

∑

∞

x=−∞
etxp(x), para X dis
reta;

∫ +∞

−∞
etxf(x)dx, para X 
ontinua. (2.16)onde f(x) é a pdf da VA x e p(x) é a função distribuição de probabilidade da VA x.A função Φ(t) é 
hamada de Função Geradora de momento porque todos os momentosde X podem ser obtidos através de derivadas su
essivas de Φ.

Φ′(t) =
d

dt
E[etX ] = E[

d

dt
etX ] = E[XetX ] (2.17)

⇒ Φ′(0) = E[X],

Φ
′′

(t) =
d

dt
Φ′(t) =

d

dt
E[XetX ] = E[

d

dt
(XetX)] (2.18)

= E[X2etX ]

⇒ Φ
′′

(0) = E[X2],

Φ
n
(t) = E[Xn].Na tabela 2.1 estão mostradas as funções geradoras de momentos, a média e a variân
iapara as distribuições Gama, exponen
ial e Poisson, que são as distribuições usadas nestetrabalho.2.2.2 Propriedades da Distribuição exponen
ialPara se modelar matemati
amente 
ertos fen�menos reais, é ne
essário fazer algumassimpli�
ações para que a matemáti
a �que tratável. Mas, por outro lado não se podefazer tantas simpli�
ações de modo que nosso modelo não seja mais apli
ável.
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iasDistribuição Φ Média Variân
iaPoisson λ
λ−t

λ λExponen
ial λ
λ−t

1
λ

1
λ2Gama (

λ
λ−t

)n
n
λ

n
λ2

Uma simpli�
ação que é frequentemente usada é assumir algumas variáveis aleatóriassendo exponen
ialmente distribuídas, uma vez que a pdf exponen
ial tem propriedade denão se deteriorar 
om o tempo, simpli�
ando a analise.Com esta propriedade é possível dizer que se o tempo de vida de dois itens foremexponen
ialmente distribuídos 
om média 1
λ
, então o item que já está em uso por umperíodo t, tem o mesmo tempo residual de vida que o item novo, ou seja, ela é umadistribuição sem memória, pois

P{X > s + t|X > t} = P{X > s} (2.19)para todo s, t > 0.A úni
a distribuição 
ontínua que se enquadra nessas 
ondições é a exponen
ial, 
omomostrado abaixo:Se P{X>s+t|X>t}=P{X>s},então
P{X > s + t, X > t}

P{x > t}
= P{X > s}. (2.20)

Para que P{X > s + t} o
orra, P{X > t} tem que ter o
orrido, logo:P{X>s+t,X>t}=P{X>s+t}.
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P{X > s + t}

P{x > t}
= P{X > s},ou P{X > s + t } = P{X > s}P{X > t}. O que somente será verdade para adistribuição exponen
ial e−λ(s+t) = e−λse−λt.2.2.3 Função taxa de FalhaUma forma de se observar a ausên
ia de memória da distribuição exponen
ial é atravésda função taxa de falha r(t). A função r(t) forne
e a probabilidade de X não durar umtempo adi
ional além de t, sendo t a idade que ele já tem. Esse é um modelo utilizadopara des
rever o tempo de vida de um 
omponente ou um sistema. A variável aleatóriaX tem densidade de probabilidade f(x) e distribuição 
umulativa de probabilidade F(x),a qual representa, neste 
aso, tempo de vida. A probabilidade de um sistema não terfalhado até um instante qualquer t, será 
hamada 
on�abilidade do sistema.De�nição 10. A 
on�abilidade de um sistema que tenha a distribuição 
umulativa deprobabilidade do tempo de vida F(t), é de�nida por

C(t) = 1− F (t). (2.21)A taxa de falha é uma função do tempo e 
orresponde à probabilidade de que a
onteçauma falha num intervalo de tempo ∆t, muito menor que t, após o instante t, dado quenão houve falha até esse instante.
r(t) = lim∆t→0

P{t < X ≤ t + ∆t|X > t}

∆t
= lim∆t→0

P{t < X ≤ t + ∆t}

P{X > t}∆t

=
1

1− F (t)
lim∆t→0

F (t + ∆t)− F (t)

∆t

=
f(t)

1− F (t)
.
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ujo tempo de vida tem densidade deprobabilidade f(t) e distribuição 
umulativa de probabilidade F(t), é dada por:
r(t) =

f(t)

1− F (t)
. (2.22)Para a distribuição exponen
ial a função taxa de falha é 
onstante igual a λ, pois, dea
ordo 
om as equações 2.14, 2.15 e 2.22, tem-se:

r(t) =
λe−λx

1− (1− e−λx)
=

λe−λx

e−λx

r(t) = λ (2.23)e a taxa de 
on�abilidade é dada por
C(t) = 1− F (t) = e−λtObserve, então, que a probabilidade de um item que tem o seu tempo de vida expo-nen
ialmente distribuído durar um tempo adi
ional dt, é 
onstante. Esse fen�meno é uma
onseqüên
ia da ausên
ia de memória da distribuição exponen
ial.2.3 Distribuição de PoissonDe�nição 12. Uma Variável aleatória X, tomando os valores 0,1,2,... é 
hamada devariável aleatória de Poisson 
om parâmetro λ, para λ > 0 quando:

p(i) = P [X = i] =
e−λλi

i!
. (2.24)A distribuição de Poisson na verdade é uma aproximação para a distribuição Bino-mial quando o número de ensaios de Bernolli tende a in�nito e o produto np permane
e
onstante igual a λ (Ross, 1993). Se uma variável aleatória X representa o número desu
essos em n tentativas, tem-se, então, uma distribuição Binomial 
om parâmetros n ep, onde p é a probabilidade de se ter su
esso:

P{x = i} =

(

n

i

)

pi(1− p)n−i (2.25)
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Desenvolvendo a Equação 2.25 
onsiderando que a probabilidade p=λ

n
é muito pequenae que o número de amostras n é muito grande temos:

P{x = i} =
n!

(n− i)!i!
pi(1− p)n−i =

n!

(n− i)!i!
(λ

n
)i(1− λ

n
)n−i =

=
n(n− 1)...(n− i + 1)(n− i)!

(n− i)!i!
(
λ

n
)i

(1− λ/n)n

(1− λ/n)i
=

=
n(n− 1)...(n− i + 1)

ni

λi

i!

(1− λ/n)n

(1− λ/n)i
. (2.26)De a
ordo 
om as 
onsiderações feitas a
ima, quando n→∞ e p→ 0 pode-se a�rmarque:

(1− λ/n)n ≃ e−λ; (2.27)
(1− λ/n)−i ≃ 1; (2.28)

n(n− 1)...(n− i + 1)

ni
≃ 1. (2.29)Subistituindo as equações 2.27, 2.28 e 2.29 na equação 2.26 
hega-se à equação para adistribuição de Poisson:

P{x = i} =
e−λλi

i!
.
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essos Markovianos Contínuos no Tempo e oPro
esso de PoissonNas seção 2.1, as Cadeias de Markov foram de�nidas 
omo pro
essos esto
ásti
osem que o estado futuro dependia simplesmente do estado presente, não tendo nenhumarelação 
om o estado passado ou 
om a forma em que o sistema 
hegou ao estado presente.Foi assumido que as mudanças de estado a
onte
iam em momentos dis
retos do tempot = 0,1,... Além disso, o número de estados, ainda que elevado, eram 
ontáveis, ou seja,havia uma quantidade �nita de estados. Entretanto, nesta seção os sistemas representadossofrem mudanças de estado, que 
ontinuam tendo um número �nito, mas, que o
orrema qualquer instante de tempo. Tem-se, assim, eventos dis
retos que fazem um sistemavariar de um estado para o outro, os quais dependem de um parâmetro que é 
ontínuono tempo. Por exemplo, se a variável aleatória X representa o evento 
hegada de umpa
ote vindo de uma rede ATM no seu destino �nal, é 
erto que X a
onte
erá a qualquermomento ao longo da linha do tempo.A probabilidade de transição P
(n)
ik usada nas Cadeias de Markov 
omo sendo para o
aso dis
reto, daqui para frente é representada por Pik(t), só que para o tempo t 
ontínuo,e é 
hamada de probabilidade 
ondi
ional. Isso signi�
a que a probabilidade do sistemaestar no estado Ek em t + s é 
ondi
ionada ao fato de o sistema estar no estado Ei em umtempo s, sendo que s < (t + s). Observa-se que a probabilidade Pik(t) depende somenteda duração de t, que nada mais é que um intervalo de tempo entre eventos, e não domomento em que esse intervalo está situado no tempo. Essa probabilidade de transiçãoé 
hamada de esta
ionária ou de homogênea no tempo. Através dessa probabilidade,
hega-se à identidade de Chapaman-Kolmogorov que é análoga à Equação 2.6 só que aqui
onsiderando o tempo 
omo sendo 
ontínuo:

Pik(s + t) =
∑

j

Pij(s)Pjk(t) (2.30)A Equação 2.4 pode ser interpretada da seguinte maneira: para uma épo
a ini
ial,que é 
onsiderada 
omo sendo o ponto 0 na linha do tempo, e para um sistema queesteja no estado Ei, resulta que, 
om a probabilidade Pij(s) o sistema vai para um estadointermediário Ej dentro de um intervalo s. E, 
om probabilidade Pjk(t), ele sai do estadointermediário e, dentro de um intervalo de tempo t, vai para o estado Ek. Se for feitaa soma em j de todas as possibilidades do sistema passar por qualquer um dos estados
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hegar a k tem-se que em algum momentos + t, para s > 0 e t > 0, de a
ordo 
om a equação , existe uma probabilidade Pik dosistema sair de i e 
hegar ao estado k.Matemati
amente, o pro
esso de Poisson é um pro
esso de Markov homogêneo notempo. Alguns exemplos de eventos aleatórios que podem ser modelados 
om a ajuda dopro
esso de Poisson 
omo regente de seus 
omportamentos probabilísti
os, são: pa
otesque 
hegam a um roteador durante um intervalo de tempo, desintegração de partí
ulas,
hamadas telef�ni
as e quebra de 
romossomos através de radiação. Esses exemplos foramtirados de (Feller, 1957).Todas essas o
orrên
ias, a prin
ípio, têm a mesma natureza, e o pro
esso de Poissonestá rela
ionado 
om o número total de eventos N(t) que o
orrem dentro de um intervalode tempo t. Observa-se que o des
rito a
ima refere-se aos pontos que o
orrem na linhado tempo e que são governados por um pro
esso que se mantém 
onstante ao longo detodo o período. Em outras palavras, a probabilidade de um determinado evento a
onte
erpermane
e 
onstante ao longo da linha do tempo de forma uniforme.O pro
esso de Poisson tem grande importân
ia por ser um pro
esso de fá
il analise,pois os tempos entre 
hegadas são exponen
ialmente distribuídos. Com isso se faz usoda propriedade da distribuição exponen
ial não possuir memória. Além disso, esse é umpro
esso que tem apli
abilidade em vários modelos práti
os, sendo muitas vezes usadopara representar eventos de natureza aleatória 
omo os 
itados a
ima.N (t), t ≥ 0 é um pro
esso esto
ásti
o que é 
hamado de pro
esso de 
ontagem se N(t)representar o número total de eventos que a
onte
em no tempo t.Um pro
esso de 
ontagem é de�nido de forma a atender as seguintes 
ondições:(i) N(t) ≥ 0;(ii) N(t) é um valor inteiro;(iii) se s < t, então N(s) ≤ N(t);(iv) para s < t, N(t) - N(s) é igual ao número de eventos que o
orremno intervalo (s, t).Outros exemplos de pro
essos de 
ontagem, são:
• número de pedidos por produtos que uma loja de pronto entrega re
ebe em umperíodo de tempo t,
• número de pessoas que nas
em no intervalo de tempo t,
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• número de ligações telef�ni
as feitas durante o tempo t.O Pro
esso de Poisson é um tipo de pro
esso de 
ontagem, 
uja de�nição segue abaixo.De�nição 13. Um pro
esso esto
ásti
o N (t), t ≥ 0 é dito ser de Poisson, 
om taxa λ,para λ > 0 se:1. N(t) ≥ 0;2. os in
rementos são independentes e esta
ionários;3. O número de eventos no intervalo de tempo t segue uma distribuição de Poisson
om media λ. Ou seja, para s, t não-negativos, temos:

Pi(t) = P{N(t) = i} = e−λt (λt)i

i!
. (2.31)Cabe aqui apresentar as seguintes de�nições:

• Pro
esso 
om in
rementos Independentes: pro
esso em que os números de eventosque o
orrem em intervalos disjuntos de tempo são independentes. Isso a
onte
equando o número de eventos N(t) que o
orreram no intervalo t é independente donúmero resultante de eventos N(t + s) - N(t).
• Pro
esso 
om in
rementos Esta
ionários: pro
esso em que a distribuição de eventosque o
orrem em 
ada intervalo de tempo depende somente do tamanho do intervalo.Para isso, N(t2+s) - N(t1+s) tem a mesma distribuição de N(t2) - N(t1), sendo t1< t2.Um pro
esso de Poisson é dito estar em um estado Ei em um tempo t > 0 se houve imudanças de estado. Assim, a probabilidade P{N(t) = i} deve ser des
rita 
omo sendo aprobabilidade de transição referente a uma mudança de estado de um sistema que está emum estado arbitrário Ej em uma épo
a s e que vai para um Ej+i até a épo
a s + t. Em umintervalo de tempo s fra
ionado em i subintervalos de duração k = 1

i
, a probabilidade desair (haver mudança) do estado j=1,2,...,i qualquer, é 1−P{N(k) = 0} e, entã, o númeroesperado de subintervalos que sofreram mudanças será:

i(1− P{N(k) = 0}) =
1− P{N(k) = 0}

k
. (2.32)
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Observa-se que, para k → 0, a Equação 2.32 
onverge para o número esperado demudanças dentro do intervalo de tempo t, e espera-se que esse seja igual a λ. O pro
esso dePoisson requer também que sempre que haja uma mudança, esta tenha que o
orrer entreum estado Ej e um estado Ej+1, o que signi�
a que o número esperado de subintervalosde duração k que 
ontêm mais de uma mudança deve tender a 0 quando k → 0:

limk→0
1− P{N(k) = 0} − P{N(k) = 1}

k
= 0. (2.33)

Portanto, P{N(k) = 0} = 1−λk + o(k) onde o(k) é uma quantidade de ordem menorque k.De�nição 14. Uma função qualquer f(·) é dita ser o(k) se:
limk→0

f(k)

k
= 0. (2.34)Agora é possível de�nir o Pro
esso Poisson da seguinte maneira:De�nição 15. Um pro
esso esto
ásti
o N (t), t ≥ 0 é dito ser de Poisson, 
om taxa λ,para λ > 0 se:1. N(t) ≥ 0;2. os in
rementos são independentes e esta
ionários;3. P{N(k) = 1} = λk + o(k);4. P{N(k)≥ 2 } = o(k).2.4.1 Distribuição do Tempo entre ChegadasPara se obter a distribuição dos tempos entre 
hegadas, tem-se que k1 é o tempo doprimeiro evento e ki é o tempo de
orrido entre o evento (i-1)-ésimo e o i-ésimo evento.A probabilidade do primeiro evento não a
onte
er no intervalo k1 é:

P{k1 > t} = P{N(t) = 0} = e−λt. (2.35)



CAPÍTULO 2. PROCESSOS ESTOCÁSTICOS MARKOVIANOS 41Pela Equação 2.35 pode-se ver que, o primeiro intervalo entre 
hegadas é exponen
ial-mente distribuído 
om taxa 1
λ
. O mesmo pode ser provado para k2, 
omo é mostrado aseguir:
P{k2 > t} = E[P{k2 > t|k1}]

P{k2 > t|k1 = s} = P{N(s, s + t] = 0|k1 = s}

= P{N(s, s + t] = 0} = e−λt. (2.36)Con
lui-se que o tempo entre 
hegadas de um pro
esso de Poisson tem distribuiçãoexponen
ial. Com este resultado podemos a�rmar que um próximo evento de Poissona
onte
erá dentro de um intervalo exponen
ialmente distribuído. Portanto, esse é umpro
esso sem memória e que tem um tempo médio 1
λ
de intervalo entre os eventos. Comoo Pro
esso de Poisson tem in
rementos independentes e esta
ionários, é 
orreto dizer que,a qualquer ponto do tempo, suas probabilidades de transição se reini
iam, ou seja, eleterá a qualquer momento a mesma distribuição de probabilidade que em t = 0.

Figura 2.2: Intervalo entre 
hegadas. A probabilidade de um evento seguinte não ter a
onte-
ido diminui exponen
ialmente 
om t. O grá�
o foi plotado para as taxas de 
hegadas λ =0.5, 1 e 4 eventos por U.T.
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onte
ido notempo t = 0 é máxima e igual à unidade. Ela mostra também que esta probabilidade
ai 
om o tempo, pois é mais provável que a
onteça um evento à medida que o tempopassa. Logo, quando o tempo t 
res
e muito, a probabilidade de nenhum evento o
orrer
ai exponen
ialmente até 
hegar a 0. Para plotar o grá�
o da �gura 2.2 foram ajustadasas taxas de 
hegadas da seguinte forma: λ = 0.5, 1 e 4 eventos por unidade de tempo.2.4.2 Distribuição do Tempo de EsperaPara se saber quando um evento espe
í�
o irá a
onte
er, é pre
iso determinar a funçãode densidade de probabilidade que representa o 
omportamento desse evento no tempo.Considerando que Si é o tempo ne
essário para a 
hegada do i-ésimo evento a partir de t= 0 ou, em outras palavras, o tempo de espera até o i-ésimo evento, tem-se que:
Si =

i
∑

j=1

kj, Para i > 1 (2.37)De a
ordo 
om a Equação 2.37, o tempo de espera Si nada mais é que a soma de todosos intervalos kj entre eventos até que o
orra o evento i.Como é de se esperar que o i-ésimo evento o
orra antes de um tempo t qualquer,então, o número de eventos em um intervalo de tempo t tem que ser maior ou igual a i.Consequentemente, a soma de todos os intervalos kj tem que ser menor ou igual ao tempototal t,
N(t) > i←→ Si ≤ t. (2.38)De a
ordo 
om a propriedade mostrada na Equação 2.38, é desenvolvida a seguinteformulação para a
har a densidade de probabilidade fsi

(t).
FSi

(t) = P{Si ≤ t} = P{N(t) > i} =
∞
∑

j=i

e−λt (λt)j

j!
(2.39)

fsi
(t) =

dFSi
(t)

dt
=

d
∑

∞

j=i e
−λt (λt)j

j!

dt
(2.40)

=
∑

∞

j=i−λe−λt (λt)j

j!
+ λe−λt j(λt)j−1

j!
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= λe−λt(

∑

∞

j=i

(λt)j−1

(j−1)!
−
∑

∞

j=i

(λt)j

j!
)

= λe−λt( (λt)i−1

(i−1)!
+
∑

∞

j=i+1
(λt)j−1

(j−1)!
−
∑

∞

j=i
(λt)j

j!
)

fsi
(t) = λe−λt (λt)i−1

(i− 1)!
(2.41)Com as manipulações a
ima 
hegamos à pdf fsi

(t) do tempo de espera si e, 
omo podeser visto na Equação 2.41, essa tem distribuição Gama 
om parâmetros i e λ (Ross, 1993).2.4.3 Distribuição Condi
ional dos tempos de 
hegadasSupondo que um evento perten
ente a um pro
esso de Poisson a
onteça em um pontoqualquer na linha do tempo e se queira determinar a distribuição de probabilidade querege o intervalo de tempo t em que esse evento o
orreu. Como o pro
esso de Poisson temin
rementos independentes e esta
ionários, é de se esperar que, em intervalos de tempode mesmo tamanho [0, t℄, ainda que esses sejam disjuntos, a probabilidade de 
onter umevento é igual em todos eles. Com isso, é 
orreto dizer que o tempo de o
orrên
ia de umevento de Poisson é uniformemente distribuído no intervalo [0, t℄, 
omo mostrado abaixo:Para s ≤ t, tem-se:
P{k1 < s|N(t) = 1} =

P{k1 < s, N(t) = 1}

P{N(t) = 1}
(2.42)

=
P{N(s) = 1), N(t− s) = 0}

P{N(t) = 1}

=
P{N(s) = 1)}P{N(t− s) = 0}

P{N(t) = 1}
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omo, em um pro
esso de Poisson,
P{N(t) = i} = e−λt

(λt)i

i!
,

P{k1 < s|N(t) = 1} =
λse−λse−λ(t−s)

λte−λt
=

s

t
. (2.43)2.5 Pro
esso de Nas
imento e MorteO pro
esso de Nas
imento e Morte BD (birth-death) é também uma 
lasse espe
ialdentro dos pro
essos de Markov. No pro
esso BD, sempre que o
orrer uma mudança nosistema, esse tem que ir ne
essariamente para um estado vizinho ante
essor ou para umestado vizinho su
essor. Assim sendo, o sistema só pode sair de um estado Ei para irpara algum dos estados Ei−1 ou Ei+1

5. O pro
esso de Nas
imento-Morte é extremamenteimportante para se dar 
ontinuidade, nos 
apítulos seguintes, aos estudos de �las e paraque se entenda a teoria proposta neste trabalho.O pro
esso BD pode ser tanto dis
reto no tempo, quanto 
ontínuo. Vamos 
onsiderarneste trabalho apenas os 
asos em que esse é 
ontínuo no tempo e, por isso, é ne
essárioque o sistema �que num estado Ei apenas por um intervalo �nito de tempo. Ao �m desseintervalo o sistema tem que mudar para algum dos estados vizinhos. O leitor deve estaratento ao fato de que o pro
esso BD 
onsiderado aqui, apesar de ser 
ontínuo no tempo,tem o espaço de estados dis
reto.O Pro
esso BD é muito utilizado para o estudo de populações. O sistema em umestado Ei qualquer, ou seja, N(t) = i, signi�
a que a população é de tamanho i. Para essapopulação i, o sistema terá uma taxa de Nas
imento λi que fará 
om que o sistema subapara o estado Ei+1 e, ainda no estado Ei, o sistema terá uma taxa de Mortalidade µi quefará 
om que o sistema volte para o estado Ej−1. Os pro
essos em que essa as taxas µisão 
onstantes iguais a zero, são 
hamados de Pro
essos de Nas
imento (Pure-Birth) e ospro
essos em que as taxas λi são 
onstantes iguais a zero, são 
hamados de Pro
essos deMorte (Pure-Death).Portanto, se em algum momento o sistema estiver no estado Ei, a probabilidade 
ondi-
ional de o
orrer uma transição de Ei → Ei+1 durante o intervalo de tempo (t,t + k) será5Esta sendo 
onsiderado aqui apenas o pro
esso BD unidimensional
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ondi
ional de Ei → Ei−1 será igual a
µik + o(k) quando k→ 0. Se forem somadas todas as probabilidades,

P{N(t + k) = i} =

∞
∑

j=0

P{N(t + k) = i|N(t) = j}P{N(t) = j} (2.44)Se �zermos k → 0, então:
P{N(t + k) = i|N(t) = j} =











λi−1k + o(k),

µi+1k + o(k),

o(k),

para j = i− 1

para j = i + 1

para |j − i| > 2.

(2.45)
Considerando o 
aso em que k → 0, tem-se:

P{N(t + k) = i|N(t) = i} = 1− (λi + µi)k + o(k). (2.46)Chamando P{N(t + k) = i} = Pi(t + k) e 
onsiderando as seguintes 
ondições:
[k → 0; j = 0, 1, ...; λ−1 = µ0 = P−1(t) = 0] (2.47)A equação 2.44 pode ser rees
rita da seguinte forma:

Pi(t + k) = λi−1kPi−1(t) + µi+1kPi+1(t) + [1− (λi + µi)k]Pi(t) + o(k).Rearranjando e dividindo por k:
P{N(t + k) = i} − P{N(t) = i}

k
= λi−1Pi−1(t) + µi+1Pi+1(t)

−(λi + µi)Pi(t) + o(k)
k

.
(2.48)



CAPÍTULO 2. PROCESSOS ESTOCÁSTICOS MARKOVIANOS 46Como k → 0, o termo esquerdo da equação 2.48 nada mais é do que dPi(t)/dt, o queresulta na equação diferen
ial de variação para o pro
esso BD.
d

dt
Pj(t) = λi−1Pi−1(t) + µi+1Pi+1(t)− (λi + µi)Pi(t), (2.49)onde as 
ondições ini
iais em t = 0 são,

Pj(0) =

{

1

0

i = j,

i 6= j.
(2.50)O leitor deve observar que, para o 
aso de pro
essos puros de Nas
imento ou deMorte, a equação diferen
ial de variação 2.49 pode ser resolvida de forma re
ursiva. Noestudo desenvolvido nessa dissertação, é 
onsiderado um pro
esso de Nas
imento e Morte.Entretanto, a taxa λi é 
onstante e igual λ, o que representa uma taxa 
onstante no tempode 
hegadas de jobs no sistema. A taxa µi 
ontinua variável e dependente do número deservidores o
upados no sistema. Todavia, se o pro
esso de 
hegada de jobs no sistemafor 
onsiderado de forma isolada, então, esse será um pro
esso Puro de Nas
imento 
omtaxa λi =λ. Considerando ainda que não houve 
hegadas e, portanto, o pro
esso estejano estado E0, as equações 2.49 e 2.50 se transformam em:

d

dt
Pj(t) = λPi−1(t)− λPi(t) (2.51)e

P{N(0) = i} =

{

1

0

i = 0,

i 6= 0.
(2.52)Desenvolvendo as equações 2.51 e 2.52 por su
essivas substituições 
hega-se a seguinteformula:

Pi(t) =
(λt)i

i!
e−λt (2.53)A equação 2.53 a
hada, nada mais é do que a formula da distribuição de Poisson
om média λt. Logo, N(t), t ≥ 0 é um Pro
esso de Poisson que, por sua vez, respeita a
ondição ne
essária de normalização∑∞

i=0 Pi(t) = 1 quando t ≥ 0.
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ipais 
on
eitos referêntes aos pro
essos Markovianos e às
adeias Markovianas. No 
apítulo 3 e no 
apítulo 4, utilizaremos os resultados obtidosaqui 
omo base para a análise de modelos de �las.



Capítulo 3Sistemas de Filas MarkovianasNeste 
apítulo são dis
utidos alguns modelos bási
os de �las. Estes são os mais sim-ples modelos en
ontrados. Entretanto, são também a base para todo o desenvolvimentoposterior. Essas �las são 
hamadas de Markovianas porque os modelos que as utilizamsão desenvolvidos através de análises de pro
essos Markovianos, 
omo será mostrado maisà frente.Os modelos de �las mais bási
os podem ser de�nidos, normalmente, através de três
ara
terísti
as: (i) o pro
esso de 
hegada de jobs; (ii) a dis
iplina de �la utilizada; e (iii) ome
anismo de serviço. O pro
esso de 
hegada des
reve a seqüên
ia de pedidos por serviçoe aqui nos limitaremos aos 
asos que esse é representado por um pro
esso de Poisson. Adis
iplina utilizada depende da �la e será tratada de forma espe
í�
a de a
ordo 
om 
adatipo de modelo. Por �m, o me
anismo de serviço in
lui 
ara
terísti
as 
omo o númerode servidores a taxa de pro
essamento. Assim 
omo neste 
apítulo, toda a formulaçãodesenvolvida nesta dissertação é baseada na suposição de que os tempos de serviços sãoindependentes e identi
amente distribuídos de a
ordo 
om uma distribuição exponen
ial.3.1 Soluções Gerais: Equações de EquilíbrioNesta seção outros 
aminhos são apresentados para que se possa bus
ar um maior 
on-he
imento sobre os pro
essos BD sem pre
isar solu
ionar as probabilidades dependentesno tempo Pi(t). A Equação 2.49 se torna intratável quando é aumentada a quantidadede informação ne
essária para se 
ompreender um determinado sistema. Para 
ontornaresse obstá
ulo é pre
iso parar de olhar para o sistema quando esse está em um estadotransiente e passar a analisá-lo apenas quando todas as probabilidades já estão estáveis.48



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE FILAS MARKOVIANAS 49De�nição 16. Pi é a probabilidade de um sistema 
onter i jobs em algum momentodistante no tempo t:
pi = lim

t→∞

P{N(t) = i}. (3.1)Com o limite na Equação 3.1, a probabilidade pi deixa de ser dependente do tempot. Contudo, deve-se atentar para o fato de que, no sistema, ainda há mudanças entreestados, embora essa probabilidade não esteja mais rela
ionada 
om o tempo. Portanto,pi somente des
reve a probabilidade de se a
har i jobs no sistema quando esse estiverestável.Com o limite na Equação 3.1 a equação de Kolmogorov 2.49 passa a ter o seu ladoesquerdo nulo, pois, lim Pi(t)
dt
→ 0 quando t → ∞. Considerando também as 
ondiçõesini
iais apresentadas na equação 2.47, tem-se:

0 = −(λi + µi)pi + λi−1pi−1 + µi+1pi+1. (3.2)Neste ponto, é interessante usar equações de equilíbrio para tratar a equação 3.2.Essas equações de equilíbrio são fundamentadas na 
onservação dos �uxos, onde todoo �uxo entrante tem que ser igual ao �uxo de saída. Pelo diagrama de transição deestados para um pro
esso BD apresentado na Figura 3.1, podem-se ver os i estados e assuas respe
tivas taxas de transmissão (Nas
imento + Morte). Con
entrando-se apenasno estado i, e montando as equações de equilíbrio para esse estado, tem-se:

Figura 3.1: Diagrama de transição de estados para um pro
esso BD.
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F luxo entrando em Ei = λi−1pi−1 + µi+1pi+1,e

F luxo saindo de Ei = (λi + µi)pi.Como, em equilíbrio as duas equações a
ima devem ser iguais, tem-se que:
(λi + µi)pi = λi−1pi−1 + µi+1pi+1. (3.3)As equações 3.3 e 3.2 são iguais, 
omo era de se esperar. Elas são as equações dediferença em equilíbrio que representam as mudanças de estado quando o sistema está emestado perene. Para se a
har uma equação geral para pi pode-se, através de um métodore
ursivo1, realizar 
onse
utivas substituições, sempre 
olo
ando p0 em evidên
ia e, assim,
hegar em uma formulação geral para essa. A seguir é ilustrado esse método e, para isso,ini
ia-se a bus
a analisando as equações de equilíbrio para o estado E0, ou seja, para i =0 na equação 3.3:

(λ0 + µ0)p0 = λ−1p−1 + µ1p1Rees
revendo levando em 
onta as 
ondições ini
iais, µ0 = λ−1 = 0 mostradas em 2.47,obtém-se:
p1 =

λ0

µ1

p0 (3.4)Se for feito o mesmo para o estado E1, portanto, ajustando i=1 na equação 3.3, 
hega-se à seguinte equação de equilíbrio:
p2 =

λ0λ1

µ1µ2
p0 (3.5)1Em (Kleinro
k, 1976a) página 93 foi desenvolvido também um outro método para se 
hegar naequação geral.
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essivas substituições e sempre deixando p0 em eviden
ia obtém-se a seguinteequação produto:
pi =

λ0λ1...λi−1

µ1µ2...µi

p0 = p0

i−1
∏

j=0

λj

µj+1

, i = 0, 1, 2, ... (3.6)Como o somatório em i de todas as possibilidades do sistema se en
ontrar em umestado Ei qualquer deve ser igual à unidade, segue-se que:
∞
∑

i=0

pi = 1 (3.7)e, 
om isso, 
hega-se à seguinte equação para p0:
p0 =

1

1 +
∑

∞

i=1

∏i−1
j=0

λj

µj+1

(3.8)As equações 3.6 e 3.8 são a base para o desenvolvimento proposto neste trabalho.Com elas são determinadas as probabilidades pi e p0 para os sistemas 
om servidoresheterogêneos. Para isso, expandem-se as taxas λi e µi que são variáveis dependentes dosrespe
tivos estados 
orrentes i.3.2 Lei de LittleEm 1961 J. D. C. Little (Little, 1961) desenvolveu um teorema que 
onsiste na equaçãoL=λW que foi 
hamada de Lei de Little. Essa equação é uma das mais úteis dentro daTeoria de Filas e, parti
ularmente, para este trabalho.
L = λW (3.9)ondeL é o número médio de jobs no sistema,W é o tempo médio de espera e,

λ é a taxa média de 
hegada de jobs no sistema



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE FILAS MARKOVIANAS 52Stidham (1974) fez uma simpli�
ação, sem perda de rigorosidade, da prova para aequação 3.9 proposta por Little.O teorema demonstrado em Stidham(1974) é apresentadoa seguir,Teorema 3.2.1. Se L(x) é o número de jobs presente em um momento x, L é o númeromédio de jobs presente ao longo de todo o tempo [0,∞℄, 
omo mostrado na equação abaixo:
L = limt→∞

1

t

∫ t

0

L(x)dx. (3.10)De�nindo N(t) 
omo o número de jobs que 
hegam no intervalo [0,t℄, de�ne-se a taxa de
hegada λ 
omo
λ = lim

t→∞

N(t)

t
; (3.11)Finalmente, de�nindo Wi 
omo o tempo de espera do i-ésimo job, de�ne-se o tempo médiode espera 
omo

W = limn→∞

1

n

n
∑

i=1

Wi (3.12)Se λ e W existirem e forem �nitos, então também será L, e eles serão rela
ionados dea
ordo 
om a equação 3.9: L = λW .A equação 3.9 pode ser usada também 
om o fo
o na �la do sistema. Ela pode serusada também 
omo a relação entre o número médio de pessoas na �la 
om o tempomédio que 
ada 
liente �
a na �la.
Lq = λWq (3.13)Lq Número médio de pessoas na �laWq Tempo médio de espera na �la

λ Taxa média de 
hegada de pessoas à �la



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE FILAS MARKOVIANAS 533.3 Fila M/M/1A �la M/M/1 é a mais simples existente entre os modelos propostos até hoje. Essetipo de �la é de fá
il análise e 
onsiste em um pro
esso markoviano de Nas
imento eMorte, mas 
om os parâmetros λi = λ para i=0,1,2,... e µi = µ para i=1,2,3... Essa�la M/M/1 é 
hamada dessa maneira pelos seguintes motivos: a distribuição do tempoentre 
hegadas neste sistema é exponen
ial, o que é indi
ado pelo primeiro M do nome. Adistribuição do tempo de serviço também é exponen
ial e por isso o segundo M no nome.E o último motivo é o fato de essa ser uma �la 
om apenas um servidor, o que é indi
adopelo número "1" na ter
eira 
asa. Suponha, então, que um job 
hegue a este sistema. Essevai 
hegar de a
ordo 
om um pro
esso de Poisson 
om taxa λ e, se não houver pessoas nosistema, vai ser atendido pelo servidor úni
o e �
ará em serviço durante um tempo 1
µ
queé exponen
ialmente distribuído. Porém, se o suposto job 
hegar ao sistema e en
ontrarum job ou mais, esse terá que se juntar à �la e esperar por sua vez de ser atendido.

Figura 3.2: Diagrama de transição de estados para um sistema de �la M/M/1.,A dis
iplina de atendimento da �la é FiFo (First-in, First-out), o quer dizer que, seum job 
hegar e en
ontrar apenas um outro job no sistema, que estará 
om 
erteza emserviço, pois, nesse tipo de �la não há o
iosidade de servidores quando há no sistematrabalho a ser pro
essado, esse terá que ini
iar uma �la e será o próximo a ser atendidoe portanto, o primeiro a sair do sistema após o que já estava em serviço.Um diagrama de transição de estados é apresentado para este sistema, Figura 3.2,onde os estados representam o número de pessoas no sistema. O sistema faz uma tran-sição sempre que 
hegar um job ou sempre que um servidor termina de pro
essar umtrabalho. Utilizando-se do mesmo método empregado para a
har as probabilidades pi ep0 no pro
esso BD, 
hega-se às mesmas equações de equilíbrio 3.6 e 3.8 desenvolvidas
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onservações de �uxo, mas 
om λi = λ e µi = µ. Portanto, tem-seque:
pi = p0

i−1
∏

j=0

λj

µj+1
= p0

(

λ

µ

)i

, i = 1, 2, ... (3.14)
p0 =

1

1 +
∑

∞

i=1
i−1
j=0

λj

µj+1

=
1

1 +
∑

∞

i=1

(

λ

µ

)i
(3.15)

Considerando que λ

µ
< 1 para que o sistema seja ergódigo (Kleinro
k, 1976a), o termo

∑

∞

i=1

(

λ
µ

)i de�ne a soma de uma série geométri
a, a qual é igual a λ
µ

1−λ
µ

. Logo a equação3.15 de p0 torna-se
p0 =

1
λ

µ(1−λ
µ)

+ 1
. (3.16)

3.4 Fila M/M/
Nesta seção é 
onsiderado um sistema 
om 
hegadas de jobs que a
onte
em de a
ordo
om o pro
esso de Poisson e 
om 
 servidores homogêneos, todos 
om tempo médio deserviço exponen
ialmente distribuídos e 
om taxa 1
µ
.

Figura 3.3: Diagrama de transição de estados para um sistema de �la M/M/
,Com as mesmas equações 3.6 e 3.8 são a
hados pi e p0 para a �la M/M/
. Paraisso, pre
isa-se 
onsiderar λi = λ para i=0,1,2,..., da mesma forma que foi feito para as



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE FILAS MARKOVIANAS 55�las M/M/1. A taxa de pessoas (imaginando que são pessoas 
hegando) neste sistemaé 
onstante ao longo do tempo e, por isso, independentemente do estado em que esse seen
ontre a taxa será λ.Contudo, a taxa de saída dessas pessoas para fora deste sistema já não é mais 
on-stante. Observe que, para o estado E0 (nenhuma pessoa no sistema) não há nenhumtrabalho sendo realizado e µ0 = 0. Para o estado E1 (uma pessoa) há um servidor tra-balhando 
om taxa µ, e por 
onseguinte, µ1 = µ. Mas, para os estados Ei para 1≤i < 
teremos i pessoas no sistema, ou seja, i servidores trabalhando 
om taxa µ. Logo, µi = iµ.Quando o número de pessoas no sistema passa a ser maior ou igual a 
, ou seja, o sistemase en
ontra no estado Ec, Ec+1, Ec+2 ..., todos os servidores vão estar trabalhando e oex
esso de pessoas �
ará em uma �la. Assim sendo, mesmo que o sistema �que 
om umnúmero enorme de pessoas a 
apa
idade máxima de pro
essamento vai ser o número deservidores vezes a taxa µ. Logo, µi = cµ para i ≥
. A Figura 3.3 mostra o diagrama detransição de estados para a �la M/M/
.Com a análise do diagrama de estado e das Equações 3.6 e 3.8, segue:
µi =

{

iµ

cµ

0 ≤ i ≤ c

c ≤ i
(3.17)

Para i ≤ c

pi = p0

i−1
∏

j=0

λ

(j + 1)µ
= p0

(

λ

µ

)i
1

i!
(3.18)

Para i > c

pi = p0

c
∏

j=0

λ

(j + 1)µ

k
∏

z=c+1

λ

cµ
= p0

(

λ

µ

)i
1

c!ci−c
(3.19)
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hada a probabilidade pi pode-se, através da equação 3.7, a
har p0,
p0 =

[

c−1
∑

i=0

λi

i!µi
+

(

λc

c!µc

)(

cµ

cµ− λ

)

]

−1 (3.20)
3.5 Fator ρ de UtilizaçãoO fator de utilização ρ é uma medida de 
apa
idade do sistema, que é impres
indívelpara sua avaliação. Esse é um fator que representa a fração entre a taxa de entrada detrabalho no sistema e a 
apa
idade total máxima 
om que esse 
onsegue pro
essar essetrabalho.De�nição 17. O trabalho que um job trás para o sistema é igual ao número de unidadesde tempo de serviço que deve ser usado para se pro
essá-lo.

ρ =
taxa de chegada de trabalho por unidade de tempo

Capacidade máxima total de processamento por unidade de tempo
(3.21)Para o 
aso de uma M/M/1, a utilização do sistema é a taxa média de 
hegada de jobsvezes o tempo médio de serviço. Neste 
aso a 
apa
idade total do sistema é a 
apa
idadedo úni
o servidor e, 
omo a taxa de pro
essamento é igual ao inverso do tempo de serviço,tem-se:para uma M/M/1

ρ =
λ

µ
, (3.22)

e para uma M/M/

ρ =

λ

cµ
. (3.23)As duas equações a
ima são apli
adas para os 
asos em que a taxa máxima de serviçono sistema é independente do estado. A taxa de 
hegada de trabalho no sistema é também
hamada de intensidade de tráfego. Essa medida de intensidade também é medida em



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE FILAS MARKOVIANAS 57relação à utilização ρ do sistema. Para que o sistema se mantenha estável é ne
essárioque 0 ≤ ρ < 1. Se a utilização for maior ou igual a "1" signi�
a que no sistema 
hegamais trabalho por unidade de tempo do que se 
onsegue pro
essar e, 
onsequentemente,a �la 
res
e in�nitamente.



Capítulo 4Aproximação Proposta:M/M/cHeterogêneos4.1 DesenvolvimentoNo modelo proposto nesta dissertação, é 
onsiderado um sistema 
om C servidoresheterogêneos e sem limite para o número de jobs na �la. Os 
lientes (todos de uma mesma
lasse) são atendidos de a
ordo 
om a 
hegada, ou seja, o primeiro a 
hegar é o primeiroa ser atendido (FCFS). Para desenvolver as equações probabilísti
as que governam essesistema, as mudanças de estado são tratadas 
omo sendo um pro
esso de Nas
imento eMorte (BD), as 
hegadas de jobs 
omo sendo governadas pelo pro
esso de Poisson e otempo de serviço 
omo sendo exponen
ialmente distribuído.4.1.1 Taxa de Nas
imento e Taxa de MorteAtravés do diagrama de estados mostrado na Figura 4.1, é possível montar as equaçõesde equilíbrio que são fundamentadas na 
onservação dos �uxos, onde todo o �uxo entrantetem que ser igual ao �uxo de saída. Como é 
onsiderado que esse sistema está em umperíodo longe no futuro, ou seja, t → ∞ , é usada a Equação de Kolmogorov 3.2. Oobjetivo é a
har as equações probabilísti
as 3.6 e 3.8 desenvolvidas para o pro
esso denas
imento e morte, mas, 
onsiderando a taxa de Nas
imento λi = λ, para i = 0, 1, 2, ...,e que a taxa de Morte variável, dependente do estado em que o sistema se en
ontra.
58
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omo sendo a taxa de Morte:
µeq =



















































0,

µ1,

µ1 + µ2,

.

.

.

µ1 + µ2 + µ3 + ... + µc =
∑c

i=1 µi = mc,

Para i = 0

Para i = 1

Para i = 2

.

.

.

Para i > c

(4.1)
Observa-se que, de a
ordo 
om a Equação 4.1 a
ima, µeq pode ser representado deduas maneiras. A primeira representação é feita para o 
aso em que o sistema 
ontémmenos de 
 jobs e a segunda, para o 
aso desse 
onter 
 ou mais jobs. Abaixo é de�nidomi e mc 
om o intuito de fa
ilitar o desenvolvimento da formulação e para melhorar avisualização da formulação.Para i < 
:

mi =

i
∑

j=1

µj (4.2)Para i > 
:
mi = mc =

c
∑

j=1

µj (4.3)Neste ponto, é ne
essário de�nir nas equações 4.1, 4.2 e 4.3, quem são as taxas µ1,
µ2, µ3, ... µi. Entretanto, essa é uma es
olha que não é óbvia e nem direta, e sua es
olhain�uen
ia muito o sistema. Quando se faz referen
ia a µ1, está sendo na verdade feitauma referen
ia à taxa de Morte do sistema quando esse se en
ontra no estado E1, o quea
onte
e quando há apenas um job no sistema. Quando isso a
onte
e, tem-se apenas umservidor pro
essando trabalho e, obviamente, a taxa de morte nesse 
aso será a taxa depro
essamento desse servidor que ainda está o
upado (supondo que os outros já a
abaramde pro
essar o que estavam fazendo).A di�
uldade ao de�nir µ1 é intuitiva, pois, neste ponto, a seguinte pergunta surge:qual é o servidor que está o
upado nesse momento? A pergunta se repete quando se temdois, três, quatro ou mais servidores o
upados: quais são os servidores que estão o
upados
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) jobs no sistema?

Figura 4.1: Diagrama de transição de estados para o modelo proposto de Servidores Heterogê-neos.É difí
il responder às perguntas a
ima de forma analíti
a. As possibilidades aumentam
om o aumento do número de servidores e as probabilidades �
am mais difí
eis de seremen
ontradas, pois passam a ser in�uen
iadas também pelas políti
as de alo
ação usadasno sistema espe
í�
o. Para o 
aso de um sistema 
om 4 servidores (
=4), tem-se: (4
1

)

= 4taxas diferentes de serviço possíveis para o estado E1, (42) = 6 taxas diferentes de serviçopossíveis para o estado E2 e (43) = 4 taxas diferentes de serviço possíveis para o estado E3.Portanto, para um sistema 
om quatro servidores, o número de possibilidades aumentae 
om isso a formulação passa a ter uma natureza probabilísti
a difí
il de ser modeladaanaliti
amente de forma fe
hada.Para se entender melhor a in�uen
ia que a es
olha dos µ's tem sobre o sistema, sãodesenvolvidas as equações de equilíbrio de �uxo para os estados i ≤ 
, e, para isso, utiliza-se o diagrama apresentado na Figura 4.1.
◦ µ1p1 = p0λ ⇔ p1 = λ

µ1
p0

◦ λp0 + (µ1+µ2) p2 = (µ1 + λ) p1 ⇔ p2 = λ2

µ1(µ1+µ2)
p0

◦ λp1 + (µ1 + µ2 + µ3) p3 = (λ + µ1+µ2) p2 ⇔ p3 = λ3

µ1(µ1+µ2)(µ1+µ2+µ3)
p0

·

·

·
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◦ λpc−2 + (mc) pc = (λ + mc−1) pc−1 ⇔ pc−1 = λc−1

µ1(µ1+µ2)...(µ1+µ2+...+µc−1)
p0

◦ λpc−1 + (mc) pc+1 = (λ + mc) pc ⇔ pc = λc

µ1(µ1+µ2)(µ1+µ2+µ3)...(mc)
p0Observando, por exemplo, pc−1, pode-se ver 
omo µ1 apare
e em todos os termos dodenominador 
ausando grande in�uen
ia sobre a fórmula. Seguido por ele vem a taxa µ2,que tem um segundo maior peso, depois µ3 e assim por diante até µc, que só apare
e noúltimo termo do denominador de pc−1 mostrado a
ima. Conseqüentemente a es
olha de
ada µi não é obvia.Prestando atenção ao signi�
ado da probabilidade pi, pode-se 
omeçar a entender
omo essa es
olha poderia ser feita. p1 é a probabilidade de haver um job no sistema e,olhando para a sua fórmula, é visível a dependên
ia dela pelos µ's es
olhidos. É intuitivoque se houver uma pessoa no sistema e o tráfego de jobs for intenso, essa terá maiorprobabilidade de estar no servidor mais lento, pois, ela �
ará mais tempo sendo atendidanesse do que as outras que estarão em servidores mais rápidos.Outra razão para imaginar que a úni
a pessoa no sistema está no servidor mais lentoé a propriedade da distribuição exponen
ial não possui memória. Se em um momento tqualquer a
onte
er de todos os 
 servidores estarem o
upados e se eventualmente fossene
essário saber qual dos servidores tem a maior probabilidade de ser o último a termi-nar o trabalho, devido à falta de memória da distribuição exponen
ial essa probabilidadenão depende da informação de qual servidor ini
iou o trabalho primeiro. Essa probabili-dade depende apenas da taxa de serviço µ, não importando, portanto, se algum servidor
omeçou o trabalho antes ou não.Levando em 
onta o des
rito a
ima, pode-se fazer a seguinte es
olha para a atribuiçãodos µ's:

µ1 ≤ µ2 ≤ µ3 ≤ µ4 ≤ ... ≤ µcEsta 
on�guração, onde µ1 é a taxa de atendimento do servidor mais lento, µ2 a taxade atendimento do segundo servidor mais lento e assim por diante até µc, que é a taxade atendimento do servidor mais rápido, modela o nosso sistema 
omo se reduzíssemostodas as possibilidades de es
olha para apenas uma, que é a mais provável. O que estásendo realizado na verdade é uma simpli�
ação, pois é feita uma aproximação para essesistema usando apenas as possibilidades de maior probabilidade e desprezando as outras.
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oisa é que estão sendo de�nidos limites superiores para o nosso modelo, pois asprobabilidades usadas são as de que o sistema está sempre no pior 
aso, que é o servidormais lento. Logo, é feita uma aproximação pelo pior 
aso, e isso pode ser 
onsiderado
omo um limite superior quando 
al
uladas as medidas de performan
e.4.1.2 De�nição de piComo de�nido anteriormente, µ1 é a taxa de atendimento do servidor mais lento, µ2a taxa de atendimento do segundo servidor mais lento e assim por diante até µc que é ataxa de atendimento do servidor mais rápido.Das equações de �uxo, 
hega-se à seguinte expressão para a probabilidade pi de sea
har i pessoas no sistema:Para i 6 c temos:
pi = p0

λi

i
∏

k=1

(
∑k

j=1 µj)ou pi = p0

i
∏

j=1

(

λ

mj

) (4.4)
Para i > c temos:

pi = p0

c
∏

j=1

(

λ

mj

)

[

i
∏

j=c+1

(

λ

mc

)

]Depois de desenvolvida �
a: pi = p0
λi

(mc)
i−c

c
∏

j=1

mj

(4.5)
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634.1.3 De�nição de p0Para se a
har p0, 
olo
a-se esse termo em eviden
ia nas equações 4.4 e 4.5. E usa-sea restrição
∞
∑

i=0

pi = 1,
hegando à expressão
p0 =











∑c−1
i=0





λi

i
Q

j=1
mj



+
∑

∞

i=c







λi
 

c
Q

j=1
mj

!

(mc)
i−c

















−1

=

=























c−1
∑

i=0











λi

i
∏

j=1

mj











+













(mc)
c

(

c
∏

j=1

mj

)

∞
∑

i=c

(

λ

mc

)i



































−1 (4.6)
Para que o sistema se mantenha estável, ou seja, para que a �la não 
resça inde�nida-mente, é ne
essário que a grandeza ρ de�nida por

ρ = λ
Pc

j=1 µj
=

λ

mc

(4.7)satisfaça a restrição ρ < 1.Subistituindo ρ na equação 4.6 obtém-se a seguinte expressão para p0:
p0 =























c−1
∑

i=0











λi

i
∏

j=1

mj











+













(mc)
c

(

c
∏

j=1

mj

)

∞
∑

i=c

(ρ)i



































−1 (4.8)
Como |ρ| < 1 para se garantir que o sistema seja estável, tem-se:

∞
∑

i=c

(ρ)i = (1− ρ)−1 (ρc) (4.9)
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64Substituindo a equação 4.9 na equação 4.8 a formula de p0 torna-se:
p0 =











∑c−1
i=0





λi
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e, �nalmente p0 =








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λi

i
Q

j=1
mj



 + λc

(1−ρ)
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Q

j=1
mj





−1 (4.10)
4.2 Medidas de Perfoman
eA
hadas as probabilidades pi e p0 é possível obter as formulações ne
essárias para aanálise de performan
e de um sistema 
omo esse. A intenção é desenvolver as equaçõespara: i) número médio L de jobs no sistema; ii) tempo médio W que 
ada job �
a nosistema; iii) número médio Lq de jobs na �la; e iv) tempo médio Wq que 
ada job �
a na�la.4.2.1 Lq e WqPara se a
har o número médio Lq de pessoas na �la é pre
iso a
har a esperança de seen
ontrar uma ou mais pessoas na �la, ou seja, mais que 
 pessoas no sistema.

Lq =

∞
∑

i=c

(i− c)pi. (4.11)
Substituindo a equação 4.5 na equação a
ima, tem-se:

Lq =
∑

∞

i=c(i− c)pi =
∑

∞

i=c(i− c)p0
λi

(

c
∏

j=1

mj

)

(mc)
i−c

=
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= p0
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tem-se então Lq = p0
(mc)

c ρc+1

(

c
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j=1

mj

)

(ρ− 1)2

. (4.12)
Através da Lei de Little Equação 3.13

Wq =
Lq

λObtem-se Wq = p0
(mc)

c ρc+1

(

c
∏

j=1

mj

)

(ρ− 1)2

1

λ
. (4.13)
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har o número médio L de pessoas no sistema é pre
iso a
har a esperança dese en
ontrar uma ou mais pessoas no sistema:
L =

∞
∑

i=0

ipi. (4.14)
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Substituindo na equação a
ima a Equação 4.9, tem-se:
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ada job �
a no sistema é usadanovamente a Lei de Little, o que resulta em:
W= p0
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. (4.16)
4.3 Comparação da Aproximação Proposta 
om OutrosModelosPara avaliar se a aproximação é 
onsistente, é feita uma 
omparação 
om formulações
on�áveis já 
onhe
idas. Para isso foram es
olhidos os modelos de �la M/M/1 e M/M/
.O modelo dessa dissertação é uma aproximação que tenta 
aptar o 
omportamento dosistema quando nesse há servidores heterogêneos. Entretanto, ele tem que ser 
apaz demodelar também: i) o 
aso em que há apenas um servidor no sistema e ii) o 
aso em que astaxas de serviço dos servidores são iguais, ou seja, quando os servidores são homogêneos,M/M/
.1. M/M/1 - Servidor úni
o: Considerando aqui a formulação desenvolvida para seobter o número médio L de pessoas no sistema. Para o 
aso de 
=1 na Equação4.15.Para µ1 = µPara i < 


mi =
∑1

j=1 µj = µPara i > 

mc =

∑1
j=1 µj = µCom isso, 
hega-se à seguinte equação:
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= 0, tem-se:
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(1 + ρ− ρ) (ρ)

(ρ− 1)2
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L = p0
ρ

(ρ− 1)2 (4.17)Com a equação 3.16 desenvolvida para se obter p0M/M/1
, 
hega-se à seguinte equação:

L = ρ

(ρ−1)2
1

ρ 1
(1−ρ)

+1

L = ρ

(ρ−1)2
(1− ρ)

L =
ρ

ρ− 1
(4.18)A equação 4.18 desenvolvida para se obter o número médio de jobs no sistemaquando 
=1, 
omo é esperado, é a mesma que para uma M/M/1 tradi
ional ((Klein-ro
k, 1976a)).2. M/M/
 - Todos os servidores são iguais:

µ1 = µ2 = µ3 = ... = µc = µCom isso as equações 4.2 e 4.3 se reduzem a mi =
∑i

j=1 µj = iµ e mc =
∑c

j=1 µj =

cµ. Substituindo esses valores na Equação 4.10, tem-se:
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Como i
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∏
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−1 (4.19)Que é a mesma equação obtida para uma M/M/
 tradi
ional apresentada na equação3.20 (Pode ser en
ontrado desenvolvimento para essa em (Kleinro
k, 1976a)).
É importante deixar 
laro que, o fato de o modelo deduzido poder ser apli
ado 
omsu
esso aos 
asos M/M/1 e M/M/chomogneo 
orrobora para, mas não garante que o modelo

M/M/cheterogneo aqui deduzido represente 
orretamente pro
essos reais.4.4 SumárioNeste 
apítulo foi desenvolvida uma formulação para se de�nir limites superiores paraas medidas de performan
e do modelo de �las 
om servidores heterogêneos proposto nestetrabalho. Observa-se que tal formulação serve, também, para aproximar o valor dessasmedidas, independentemente, do tipo de alo
ação utilizada. Ainda, foi mostrado quequando a aproximação desenvolvida é utilizada para modelar sistemas 
om apenas 1servidor ou 
om 
 servidores homogêneos, essa se reduz respe
tivamente a uma M/M/1ou a uma M/M/
. No 
apítulo 5, mostramos 
om resultados númeri
os o 
omportamentoda aproximação desenvolvida.



Capítulo 5Resultados Numéri
os, Capa
idades eLimitações
5.1 Resultados Numéri
osNesta seção são apresentados resultados numéri
os que servem 
omo fonte para ainvestigação da validade e da utilidade da formulação proposta quando empregada aomodelo desejado (veja Seção 1.5) de servidores heterogêneos. Já que não há nenhumoutro modelo existente na literatura (até onde vai o 
onhe
imento do autor) que possaser usado para se obter medidas que sirvam 
omo 
omparação para os mesmos 
asosestudados aqui, simulações (veja Apendi
e A) são usadas para que se tenha os dadosne
essários para avaliar os resultados obtidos 
om a formulação desenvolvida.Os esforços foram 
on
entrados na medida de performan
e dado pelo tempo médiode espera em �la Wq, pois ela representa o mesmo 
omportamento probabilísti
o queas outras medidas de performan
e. Dessa maneira, é esperado que as avaliações dosresultados para tal medida sirvam para entender o 
omportamento do sistema em relaçãoàs outras também.Vários sistemas de �las foram 
riados, onde variou-se:1. o número 
 de servidores existentes;2. a divisão da 
apa
idade total de pro
essamento entre esses servidores;3. a taxa λ de 
hegada de jobs. 70
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ada um desses sistemas foram 
al
ulados os valores para o tempo médio deespera Wq através da formulação 
riada e através da formulação existente, M/M/
, que
onsidera os servidores 
omo sendo homogêneos. Em seguida simulamos para 
ada umdesses sistemas os 
asos de alo
ação rápida, aleatória e lenta. Portanto, para 
ada sistema,foram en
ontrados três valores simulados para Wq. O referente ao 
aso em que foi alo
adosempre o servidor livre mais rápido primeiro, o referente ao 
aso em que alo
ou-se sempreo servidor livre mais lento primeiro e o 
orrespondente ao 
aso em que os servidores foramalo
ados de forma aleatória.As simulações foram feitas na linguagem GPSS (General Purpose Simulation System)e o "
ompilador" usado foi o GPSS World Program. O GPSS World foi es
olhido, poispermite obter rapidamente as respostas, permite a visualização da simulação enquantoessa está sendo exe
utada e também forne
e ferramentas para o tratamento estatísti
odos dados. Para 
ada um dos sistemas1 foram feitas duzentas repli
ações que servirampara de�nir um intervalo mínimo de 95% de 
on�ança. A partir das simulações, foramextraídas a média dos tempos médios de espera na �la, ou seja, obteve-se um W̄q simuladopara 
ada alo
ação de 
ada sistema.Para 
lassi�
ar os sistemas foi ne
essário empregar o índi
e de Gini. Esse índi
e variaentre 0 e 1, onde 0 é o 
aso homogêneo e 1 é o 
aso mais heterogêneos. Neste trabalhoo índi
e de Gini serviu para medir a diferença entre as 
apa
idades de pro
essamentoque existiam entre os servidores de um determinado sistema. Essas medidas, na verdade,indi
am a heterogeneidade existente entre os servidores para que se possa 
lassi�
ar e
omparar os sistemas em questão.Com base na des
rição a
ima, pretende-se avaliar a in�uên
ia da heterogeneidade dosservidores na formulação proposta, determinar 
omo o sistema se 
omportava quandoo número de servidores é variado, 
onsiderar o 
ontrole que o 
oe�
iente ρ tem sobre osistema e de�nir o erro resultante que o
orre na formulação proposta quando são mudadasas políti
as de alo
ação de servidores.Os grá�
os a seguir 
ontêm os valores de Wq simulados e 
al
ulados para o 
aso dedois servidores heterogêneos. Primeiramente, simulou-se e 
al
ulou-se Wq para o sistemaque tem a seguinte distribuição das 
apa
idades de pro
essamento, µ1 = 0.02 e µ2 = 0.98.Esse sistema é representado pelo ponto 1 de 
ada 
urva nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3, as quaisrepresentam os mesmos sistemas só que 
om taxas λ de 
hegada diferentes. Em seguida,1O número total de 
asos é multipli
ado por três, já que para 
ada sistema foram 
onsiderados trêstipos de alo
ação diferente.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS NUMÉRICOS, CAPACIDADES E LIMITAÇÕES 72nessas mesmas �guras, são plotados os valores de Wq obtidos para outras distribuiçõesde µ's. Essas foram sendo mudadas gradualmente de forma a diminuir a heterogeneidadeentre os servidores, até o 
aso em que os servidores fossem iguais.Nas Figuras 5.1 até 5.12 é mostrado o erro existente entre os valores obtidos atravésda aproximação 
riada e através da M/M/
 em relação aos valores simulados para 
adauma das alo
ações. Esse erro foi plotado em função do índi
e de Gini para que se possaobservar 
omo esse se 
omporta quando é variada a heterogeneidade dos sistemas. Usou-sea seguinte formula para o 
al
ulo do erro:
Erro =

|| Simulado − Calculado ||

Simulado
(5.1)A equação de erro 5.1 a
ima, nada mais é do que a normalização do erro em relaçãoaos valores simulados. Essa normalização é ne
essária para que se possa 
omparar o erropara os diferentes sistemas e para os 
asos em que as taxas de 
hegadas variam.Apenas 
om a análise das Figuras 5.1, 5.2 e 5.3, as quais foram feitas para sistemasque 
ontêm apenas dois servidores heterogêneos já é possível observar que o erro normal-izado obtido tanto pela formulação 
riada 
omo pela M/M/
 tradi
ional é inversamentepropor
ional a ρ. Através dessas �guras, pode-se ver que para ρ = 0.9 o erro máximoobtido foi aproximadamente 0.049 para a 
urva da M/M/
 e de 0.022 para a formulação
riada. Já para ρ = 0.75 e ρ = 0.6 foram respe
tivamente 0.1349 e 0.2363 para a 
urva daM/M/
 e 0.0691 e 0.1408 para a 
urva obtida 
om a formulação 
riada. O erro aumentamuito para os dois 
asos 
al
ulados quando diminui-se o ρ do sistema. Isso se deve aofato de que quando o sistema tem utilização mais baixa (ρ menor), a variação dos estadosde probabilidade se torna maior. Em outras palavras, na fórmula de pi, equações 4.5 e4.4, o denominador gera um erro maior devido à diminuição do ρ, pois a probabilidade doservidor o
upado ser o de taxa de pro
essamento mais lenta, 
omo proposto na seção 4.1,diminui. E, para a M/M/
, o erro aumenta, pois a diminuição de ρ faz 
om que o peso daheterogeneidade dos servidores aumente, distan
iando-se, portanto, dos resultados obti-dos 
om a 
onsideração da homogeneidade. Esse fen�meno a
onte
e também para maisservidores, o que pode ser visto pelas Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 que foram feitas para modelos
om 6 servidores e pelas Figuras 5.10, 5.11 e 5.12 que foram feitas para 12 servidores.
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(b)Figura 5.1: Sistemas 
om 2 servidores para ρ = 0.9 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para15 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.Na Tabela 5.1 estão os erros máximos obtidos para 
ada modelo. Através dela pode-sever, entre outras 
oisas, a in�uên
ia que o 
oe�
iente de utilização ρ tem sobre os sistemas.Com ela, observa-se, também, que nos 
asos em que 
al
ulávamos pela formulação 
riada,os erros maiores o
orrem quando é 
onsiderada a alo
ação rápida, enquanto que, nos 
asosem que é usada a M/M/
, o erro é maior para a alo
ação lenta.
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(b)Figura 5.2: Sistemas 
om 2 servidores para ρ = 0.75 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para15 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.Pelas �guras, pode-se notar também que o erro em geral aumenta quando aumenta-seo número de servidores. Ao 
onsiderar-se, por exemplo, a Tabela 5.1 de erro máximopode-se ver que esse aumento no erro de forma generalizada realmente o
orre. Isso sedeve ao fato de que, ao aumentar-se o número de servidores, aumenta, também, o númerode possibilidades na qual o job em serviço poderá se en
ontrar.
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(b)Figura 5.3: Sistemas 
om 2 servidores para ρ = 0.6 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para15 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.Com as Figuras 5.1(b) a 5.12 (b), pode-se observar a in�uên
ia da heterogeneidadedos servidores no erro resultante. Nessas �guras estão plotados os erros obtidos em 
adasistema em função do índi
e de Gini. Observa-se que a formulação desenvolvida se 
om-porta melhor para os 
asos em que a heterogeneidade é maior, enquanto que a M/M/

omporta-se melhor para os 
asos em que a heterogeneidade é menor. Entretanto, é difí
il
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e de Gini a formulação 
riada se 
omporta demelhor maneira. Essa di�
uldade pode ser ilustrada, por exemplo, 
om as Figuras 5.3(b)e 5.9(b). Na primeira, para ρ = 0.6 e alo
ação aleatória, a partir de um IG=0.58, aformulação 
riada apresenta um erro menor do que o apresentado pela M/M/
 e, já nasegunda �gura, o 
omportamento da primeira passa a ser melhor a partir de um IG=0.15.Com isso, observa-se que 
om o aumento do número de servidores o erro obtido 
om aformulação 
riada passa a ser menor que o erro obtido 
om a M/M/
 para um IG maisbaixo. Em outras palavras, pode-se dizer que, quanto maior o número de servidores,melhor a formulação 
riada �
a em relação à M/M/
.Ainda na Tabela 5.1 pode-se ver que, para a formulação desenvolvida, os erros demaior valor o
orrem para os 
asos de alo
ação rápida. Um resultado importante obtidoaqui é que, para todos os 
asos, o erro máximo en
ontrado para a formulação 
riadaé menor que os erros máximos en
ontrados 
om a formulação da M/M/
. Isso é umresultado importante, pois es
olhendo usar a formulação desenvolvida nesta dissertaçãopara aproximar algum sistema de servidores heterogêneos, diminui-se a intensidade doerro máximo que tal aproximação pode a
arretar.A Tabela 5.2 mostra a soma dos erros obtidos para 
ada um dos sistemas, divididapelo número de amostras (sistemas) feitas dentro de 
ada modelo, ou seja, a média doserros. O erro médio é referente a 
ada uma das 
urvas apresentadas nas Figuras 5.1(b)até 5.12(b), e 
onsiste na soma dos pontos obtidos em 
ada uma dividido pelo númerode pontos. Através dessa, pode-se avaliar e 
omparar para os vários 
asos o erro médioobtido entre as 
urvas 
onseguidas 
om a fórmula para M/M/
 
om as 
urvas 
onseguidas
om a fórmula proposta.Com a Tabela 5.2 pode-se mais uma vez observar a in�uên
ia das alo
ações nos re-sultados. Para a formulação aqui proposta, o erro médio é menor do que o a
hado 
oma formulação da M/M/
 quando a políti
a de alo
ação é a lenta, ou a aleatória. Jápara o 
aso da alo
ação rápida, não se sabe a que apresenta o menor erro entre as duasformulações, pois esse depende do ρ utilizado e do número 
 de servidores empregados.Na Tabela 5.3 observa-se o efeito que o aumento do número de servidores no sistematem sobre o tempo médio Wq de espera em �la. Para uma mesma taxa total de pro-
essamento, foi 
al
ulado o tempo de espera para vários ρ's e para vários valores de 
.Chega-se à 
on
lusão de que, quando é aumentado o número de servidores, Wq diminui.Isso a
onte
e porque a probabilidade de �la diminui, ou seja, menos jobs en
ontraram �laao 
hegar ao sistema e, portanto, menos jobs esperam, fazendo 
om que o número médio
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ontrado nos resultados. Essa tabela 
ompara os erros de maiorintensidade gerados pela M/M/
 
om os gerados pela Aproximação 
riada.

de jobs na �la diminua e, 
onseqüentemente, fazendo 
om que o tempo médio de esperadiminua.Entretanto, para servidores heterogêneos, um outro fen�meno a
onte
e. Quando servi-dores heterogêneos são 
onsiderados, dependendo do valor do índi
e de Gini do sistema,o Wq real se 
omporta 
omo se o sistema tivesse menos servidores, ou mais, dependendotambém da alo
ação es
olhida. Observa-se que um sistema 
om ρ = 0.95 e dois servidores,
=2, o valor de Wq é 18.513. Entretanto, para um índi
e de Gini próximo da unidade,esse sistema 
om dois servidores se 
omporta mais 
omo um sistema de um servidor. Aoaumentar o número de servidores, 
omo pode ser visto pela Tabela 5.3, o tempo de es-pera em �la diminui. Para o exemplo 
om ρ = 0.95, ao 
onsiderar-se 
=20, tem-se queWq = 15.108. Ao 
omparar-se o valor obtido 
om 
=1, 
om o obtido 
om 
=20, observa-seuma variação resultante de aproximadamente 20%. Isso justi�
a o porquê dos erros nasFiguras 5.1(b) até 5.12(b) aumentarem 
om o aumento de 
. Isso justi�
a, também, o
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(b)Figura 5.4: Sistemas 
om 3 servidores para ρ = 0.9 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para24 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.fato de que a formulação 
riada nessa dissertação se torna 
ada vez melhor, ao longo detodo o intervalo do índi
e de Gini, do que a formulação da M/M/
, quando aumenta-se
, pois a primeira representa melhor o sistema quando o número de servidores é grande.
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(b)Figura 5.5: Sistemas 
om 3 servidores para ρ = 0.75 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para24 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.5.2 Capa
idades e LimitaçõesA formulação desenvolvida nesta dissertação forne
e um limite superior para as me-didas de desempenho tempo médio de espera na �la e no sistema e pelo número médiode jobs na �la e no sistema. Com esse limite, pode-se estimar, para vários 
asos, o valor
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(b)Figura 5.6: Sistemas 
om 3 servidores para ρ = 0.6 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para24 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.máximo para essas medidas. Com isso é possível gerir melhor vários sistemas de �las quedependam de servidores heterogêneos.Uma vantagem para o uso das fórmulas desenvolvidas aqui é que estas in
orrem emum erro máximo menor do que o obtido pela formulação que 
onsidera os servidoreshomogêneos. Outra vantagem é que as fórmulas desenvolvidas aqui são mais simples de
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ontrado nos resultados para 
ada modelo. Essa tabela mostraa soma dos erros o
orridos dividido pelo número de amostras feitas 
om a M/M/
 e 
om aAproximação 
riada.

serem usadas e podem ser in
orporadas fa
ilmente em vários modelos já existentes naliteratura.A formulação se torna mais interessante ainda, quando é aumentado o número deservidores heterogêneos, pois o erro gerado 
om esse aumento não 
res
e signi�
ativamentepara ela. Isso é uma grande vantagem, já que as outras aproximações existentes sofrem
om um aumento ex
essivo do erro quando é elevado o número de servidores.A limitação mais evidente para essa formulação é a de não 
onseguir 
aptar muitobem o 
omportamento ótimo dos modelos de servidores heterogêneos nos quais usa-se apolíti
a de alo
ação que o
upa primeiro os servidores livres que trabalham 
om taxas depro
essamento maiores. Ao alo
armos os servidores mais rápidos, 
omo pode ser vistopelos resultados obtidos 
om simulação, há uma região de heterogeneidade ótima para a



CAPÍTULO 5. RESULTADOS NUMÉRICOS, CAPACIDADES E LIMITAÇÕES 82

0 4 8 12 16 20 24 27
7.2

7.4

7.6

7.8

8

8.2

8.4

8.6

8.8

9

Sistema

 W
q 

(U
.T

.)

M/M/6 heterogêneos − rô = 0.9

 

 

MMc
Calcula com Aprox
Simul Aloc. Rápida
Simul Aloc. Aleatória
Simul Aloc. Demorada

(a)
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.06

0.12

0.18

Índice de Gini

E
rr

o 
A

lo
c.

 R
áp

id
a Gráficos dos Erros M/M/6 heterogêneos −  Rô = 0.9 

 

 
MMc x Aleatória
Aprox. x Aleatória

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.06

0.12

0.18

Índice de GiniE
rr

o 
A

lo
c.

 A
le

at
ór

ia

 

 
MMc x Aleatória
Aprox. x Aleatória

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.06

0.12

0.18

Índice de Gini

E
rr

o 
A

lo
c.

 D
em

or
ad

a

 

 
MMc x Demorada
Aprox. x Demorada

(b)Figura 5.7: Sistemas 
om 6 servidores para ρ = 0.9 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para26 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.qual as medidas de performan
e para esses sistemas são melhores do que para o 
aso ondetodos os servidores são iguais. Entretanto, a formulação desenvolvida aqui, por 
onsiderarsó os 
asos mais prováveis, não 
onsegue a
ompanhar essa região.A formulação é uma aproximação, já que não forne
e os resultados exatos e, porisso gera um erro. Entretanto, para o geren
iamente esse erro é menos ruim, pois é
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(b)Figura 5.8: Sistemas 
om 6 servidores para ρ = 0.75 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para26 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.resultante do fato de que a aproximação superestima os sistemas. Isso signi�
a que, aaproximação identi�
a o pior 
aso, que é, exatamente, o "ponto" que se quer evitar,através de geren
iamento, que o sistema atinja.
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(b)Figura 5.9: Sistemas 
om 6 servidores para ρ = 0.6 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para26 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.
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(b)Figura 5.10: Sistemas 
om 12 servidores para ρ = 0.9 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para29 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.
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Aprox. x Demorada (b)Figura 5.11: Sistemas 
om 12 servidores para ρ = 0.75 (a) Tempo médio de espera na �la (Wq) para29 sistemas 
om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
omaproximação 
riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.
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om diferentes µ's. Os pontos foram obtidos através dos 
al
ulados 
om MM
 e 
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riada e através de simulações para as políti
as de alo
ação rápida, aleatória e lenta.(b)Erro obtido 
om a aproximação 
riada e 
om a M/M/
 em relação às simulações.
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Tabela 5.3: Tempo médio de espera em �la para M/M/
. Os 
ál
ulos foram feitos paradiferentes ρ's e para vários números 
 de servidores Homogêneos.



Capítulo 6Dis
ussõesNeste 
apítulo, novos rumos a serem seguidos são dis
utidos 
om o intuito de apro-fundar o 
onhe
imento dentro do 
ampo da Teoria de Filas e, mais espe
i�
amente, parao 
aso de servidores heterogêneos. Pretende-se, também, identi�
ar um novo tipo deapli
ação em tele
omuni
ações para o modelo proposto nesta dissertação.6.1 Identi�
ação de Região ÓtimaA formulação desenvolvida nesta dissertação não 
onsegue aproximar bem o modelode servidores heterogêneos (Seção 1.5) quando a políti
a de alo
ação é a que utiliza oservidor mais rápido primeiro e a heterogeneidade é baixa (Indi
e de Gini entre 0 e 0.5).Observa-se que a di�
uldade do modelo é maior quando o número de servidores é pequeno,aproximadamente para 
 menor que dez. Quando se utiliza a alo
ação rápida há umaregião na qual o tempo médio de espera em �la é ótimo, ou seja, menor possível. Nessaregião ótima, que pode ser observada, por exemplo, nas Figuras 6.1 e 6.2, o valor do tempode espera em �la é menor do que o obtido quando todos os servidores são homogêneos.Com isso, demonstra-se, através de simulações, que a heterogeneidade dos servidores temuma distribuição ótima para a qual as medidas de desempenho do sistema são melhoresdo que se esse fosse 
omposto apenas por servidores homogêneos.Seria interessante se o estudo da presente dissertação fosse 
ontinuado 
om a �nalidadede se 
riar uma aproximação que 
onseguisse prever a região ótima que surge quando éalo
ado primeiro o servidor mais rápido. Se tal aproximação fosse 
riada, não apenas oerro de aproximação para sistemas que se utilizam dessa políti
a de alo
ação diminuiria,mas, também, novas possibilidades para projetos surgiriam. Com uma fórmula fe
hada89



CAPÍTULO 6. DISCUSSÕES 90que aproxime o tempo de espera em �la em mãos, por meio de métodos de otimizaçãotais 
omo: algoritmo do Gradiente, método de Newton, et
., seria possível de�nir qual éo ponto ótimo para a heterogeneidade dos servidores. Assim, através dessa fórmula queaproxima o 
aso em que a políti
a de alo
ação é a rápida e através de ferramentas deotimização, será possível projetar sistemas ótimos, nos quais o tempo de espera será omenor possível para uma determinada 
apa
idade de trabalho e um determinado númerode servidores.
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Figura 6.1: Sistemas 
om 2 servidores para ρ = 0.75 e políti
a de alo
ação rápida. A �gura mostraa região ótima onde o tempo médio de espera na �la (Wq) é menor do que para o 
aso em que osservidores são homogêneos. Isso só o
orre para o 
aso de alo
ação rápida e servidores heterogêneos.
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ÓtimaFigura 6.2: Sistemas 
om 6 servidores para ρ = 0.75 e políti
a de alo
ação rápida. A �gura mostraa região ótima onde o tempo médio de espera na �la (Wq) é menor do que para o 
aso em que osservidores são homogêneos. Isso só o
orre para o 
aso de alo
ação rápida e servidores heterogêneos.Observa-se que tal região é bem menor para 
=6 do que para o 
aso da Figura 6.1 na qual 
=2.
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asode 12 servidores já não há uma região ótima 
omo a que pode ser vista nas Figuras 6.1 e 6.2. Neste
aso o ponto ótimo onde o tempo médio de espera na �la (Wq) é o menor possível o
orre quando osservidores são homogêneos.



CAPÍTULO 6. DISCUSSÕES 926.2 Modelo Proposto x Te
nologia MPLSA te
nologia 
hamada de MPLS (Multiproto
ol Label Swit
hing) atua dentro de umarede IP. Tal te
nologia serve para aumentar o desempenho das redes IP, através do 
ontrolede trafego. Com a te
nologia MPLS é possível desviar os pa
otes de dados de links queestejam 
ongestionados ou falhos de uma forma dinâmi
a. Com uma gestão do tráfegoda rede é possível melhorar a qualidade dos serviços e a 
on�abilidade dessas redes. Essate
nologia utiliza rótulos (labels) para os pa
otes IP, rótulos esses que determinam qualrota os pa
otes seguirão.Como a te
nologia MPLS suporta também o tráfego de voz e vídeo, surge uma oportu-nidade para o uso do modelo 
riado. A idéia é alo
ar os pa
otes de voz para os servidores(rotas mpls) mais rápidos, pois esses pa
otes ne
essitam de maior velo
idade. Já os pa-
otes de dados são alo
ados para os servidores mais lentos, pois esses requerem mais
on�abilidade do que velo
idade. O modelo proposto nesta dissertação poderia ser usadopara ajudar a en
aminhar os pa
otes. Para isso, o tempo esperado em �la (para entrarna rede) e o tempo esperado em serviço (transporte através das rotas) seriam 
al
uladosfrequentemente. Com essas medidas em mãos seria possível de�nir quais são os melhoresper
ursos que 
ada pa
ote deve seguir. Com isso a rede poderia ganhar em qualidade eem rapidez.



Capítulo 7Con
lusão
7.1 Con
lusãoEm diferentes 
ampos do 
onhe
imento, a teoria de �las vem sendo apli
ada. A 
ri-ação de modelos analíti
os mais realistas é uma ri
a oportunidade para várias apli
ações.Parti
ularmente, para a área de Pesquisa Opera
ional, existe um grande número de 
asosem que esses modelos podem ser apli
ados. Com o advento da Internet, onde o
orremvários pro
essos de �las, e 
om a possibilidade de modelar-se o 
omportamento de váriosoutros sistemas, nos quais as �las também estão presentes, o desenvolvimento de modelosmais 
omplexos e que representam melhor a realidade de todos esses 
asos se torna aindamais relevante.Neste trabalho, foi 
riada uma formulação para que se possa obter as medidas deperforman
e, tempo médio de espera no sistema e em �la e número médio de pessoas nosistema e na �la, em sistemas 
om servidores heterogêneos. Essa formulação é uma gen-eralização da formulação existente para M/M/
, que 
onsiste, ini
ialmente, na expansãodos estados de probabilidade possíveis e, �nalmente, na redução desses estados, através daes
olha de manter apenas os estados de maior probabilidade. Do resultado, obteve-se umlimite superior para as medidas de performan
e dos sistemas em questão. Logo, pode-seprever o pior 
aso no qual o desempenho desses sistemas pode resultar.Com o intuito de avaliar a apli
abilidade dessa formulação, 
omparou-se essa 
om os
asos já desenvolvidos na Teoria de Filas, que não 
onsideram a heterogeneidade dos servi-dores. Devido à di�
uldade en
ontrada para que se pudesse fazer a 
omparação diretaentre o modelo desenvolvido aqui e o já existente na literatura, partiu-se para o uso desimulações 
om o intuito de 
al
ular a distân
ia entre essa e os 
asos a serem 
ompara-93



CAPÍTULO 7. CONCLUS�O 94dos.A utilização da formulação 
riada é uma alternativa muito útil à tradi
ional M/M/
,pois, além de ser 
apaz de 
aptar o 
omportamento desses sistemas mais efetivamente, aprimeira se reduz à segunda quando os servidores são homogêneos e quando a utilizaçãodo sistema é tão grande que os efeitos das políti
as de alo
ação se tornam desprezíveis.Chega-se, portanto, à 
on
lusão de que o modelo desenvolvido aqui é um avanço emdireção ao entendimento do 
omportamento de tais sistemas de �las.É esperado que vários sistemas, que antes eram avaliados através de formulações que
onsideravam os servidores iguais e que, 
onsequentemente, subestimavam essas medidas,possam ser re
al
ulados e revistos 
om a nova formulação. Espera-se, também, que haja, apartir dessa, uma abertura para a 
ontinuação de vários trabalhos existentes na literatura,visto que, esses foram baseados somente em modelos que 
onsideravam os servidores
omo sendo homogêneos. Entretanto, a falta de modelos exatos e que sejam apli
áveisna realidade, 
ontinua sendo um obstá
ulo real para aqueles que pro
uram modelar ossistemas de servidores heterogêneos através de teoria de �las.



Apêndi
e ASimulaçãoA simulação é uma ferramenta usada para que, de 
erta forma, se possa imitar arealidade. Com a ajuda de simulações é possível experimentar modelos, observar as
ara
terísti
as resultantes deles, analisá-los de a
ordo 
om nossas estratégias e então tomaras devidas de
isões.Ela é útil quando se quer prever algum fen�meno 
uja medição não seja fá
il de serobtida, prin
ipalmente para vários pontos ou regiões. Parti
ularmente, para o 
ampode pesquisa opera
ional, as simulações são também muito importantes, já que difí
eisde
isões podem ser tomadas 
om mais �rmeza quando se as tem para auxiliar. Alémdisso, elas também ajudam na elaboração de estratégias que 
onduzam nossas tomadasde de
isões para um ponto ótimo.Os Modelos simulados podem se aproximar muito da realidade, pois, esses 
apturamas 
ara
terísti
as de um sistema sem ter que fazer tantas simpli�
ações que distan
iamo modelo dessa realidade, o que quase sempre é ne
essário quando são usadas equaçõesfe
hadas.Vantagens de se usar a simulação, 
omo a não ne
essidade da existên
ia previa domodelo na práti
a, e a 
apa
idade de 
ompressão do tempo, permitindo a obtenção, empou
as horas, de resultados que demorariam demasiadamente se tivessem que ser medidos,foram impres
indíveis para a elaboração deste trabalho.Entretanto, deve-se deixar 
laro as limitações en
ontradas, 
omo a di�
uldade de obterresultados exatos, pois, apenas se 
onseguiu obter parâmetros estimados. Outra di�
ul-dade foi a de se generalizar os parâmetros obtidos e, portanto, de�nir 
omportamentosgerais, pois, 
ada simulação se apli
a somente ao 
aso simulado e às vezes, o número de
asos ne
essários para que se 
hegue a uma 
on
lusão genéri
a é muito grande.95



APÊNDICE A. SIMULAÇ�O 96Essa ferramenta teve grande importân
ia neste trabalho, pois, ela ajudou a 
alibraros modelos matemáti
os, visto que, não existiam dados reais disponíveis. Usou-se a simu-lação nesta dissertação 
omo ferramenta para ajudar na 
riação dos modelos matemáti
ose para a 
alibração da formulação 
riada. A linguagem usada foi a GPSS (General PurposeSimulation System) e o "
ompilador"/ usado foi o GPSS World Program, que permiteobter rapidamente as respostas, além de permitir a visualização da simulação enquantoessa está "rodando"/ e de forne
er ferramentas para o tratamento estatísti
o dos dados.Através do GPSS as �las M/M/1 e M/M/
 (para vários valores de 
) tradi
ionais edepois as M/M/cheterogneos 
riadas (também para vários valores de 
) foram modeladas.Primeiramente fez-se uma repli
ação para as �las MM
 e se 
omparou os resultados 
omos obtidos por 
ál
ulo (usando as equações já 
onhe
idas, veja seção 3.4) 
om o intuito de
alibrar o sistema. Devido ao fato de que o intervalo de 
on�ança de 95% resultante foimuito grande, houve uma variân
ia muito grande nos resultados, por isso, o erro entre otempo em �la médio en
ontrado 
om as simulações foi muito grande quando 
omparado
om o 
al
ulado. Para se diminuir o intervalo de 
on�ança e aumentar o número deamostras aumentou-se gradativamente o número de repli
ações e fez-se a média das mé-dias dos tempos de espera em �la. Com 200 repli
ações e 
om 700 000 unidades de tempopara 
ada sistema, o erro já variava na faixa entre 4% a menos de 1% de a
ordo 
omo 
oe�
iente de utilização ρ es
olhido. A variân
ia nos resultados e 
onsequentemente oerro de simulação, aumentaram para o ρ mais próximo de um. Com o modelo 
alibradose fez várias simulações para os 
asos em que se tinha servidores heterogêneos, objeti-vando 
on�rmar a vera
idade das formulas desenvolvidas, 
omo também para entender ain�uen
ia que os diferentes tipos de alo
ações tinham no sistema.Em S
hriber (1991), foi a
hado o material ini
ial ne
essário para que se pudesseadquirir 
onhe
imento sobre a linguagem GPSS e também para entender mais sobre sim-ulações. O 
ompilador GPSS World Student pode ser a
hado no site do minuteman:http://www.minutemansoftware.
om



Apêndi
e BResultados Numéri
os Cal
ulados eSimuladosEsta seção foi separada para se 
olo
ar as tabelas 
riadas 
om os valores de simulaçõese os valores obtidos através dos 
ál
ulos 
om a formulação da MM
 e dos obtidos 
oma formulação 
riada neste trabalho. Todas as tabelas apresentadas aqui mostram osresultados para a medida de performan
e tempo médio na �la por job.A 
oluna 1 de 
ada tabela mostra a numeração dos sistemas 
riados. Quando foiaumentado o número de servidores aumentou-se também o número de sistemas 
riados.Cada sistema se diferen
ia pela divisão da 
apa
idade de pro
essamento entre os servi-dores, o que está representado nas 
olunas seguintes.As 
olunas 
hamadas de IG representam o índi
e de Gini referente à distribuição dastaxas µ's de�nidas para 
ada sistema. No topo de 
ada �gura há os dados de simulação,número de repli
ações e quantidade de unidades de tempo utilizadas em 
ada uma dasrepli
ações. E ρ é o 
oe�
iente de utilização ao qual 
ada sistema foi submetido. Abaixoestão as tabelas:

97



APÊNDICE B. RESULTADOS NUMÉRICOS CALCULADOS E SIMULADOS 98Tabela B.1: Resultados para M/M/2heterogênea para ρ = 0.9. Nesta tabelas, assim 
omonas tabela B.2 e B.3 a 
oluna 1 mostra os 15 sistemas 
riados para os 
asos 
om 2 servidores.Cada sistema se diferen
ia pela divisão da 
apa
idade de pro
essamento entre os servidores,o que está representado nas 
olunas 2-3. Para 
ada ponto simulado foram realizadas 200repli
ações onde se deixou o sistema rodar por 500000 unidades de tempo. A 
oluna IGrepresenta o índi
e de Gini.

Tabela B.2: Resultados para M/M/2heterogênea para ρ = 0.75.



APÊNDICE B. RESULTADOS NUMÉRICOS CALCULADOS E SIMULADOS 99Tabela B.3: Resultados para M/M/2heterogênea para ρ = 0.6.

Tabela B.4: Resultados para M/M/2heterogênea para ρ = 0.9. Nesta tabela, assim 
omonas tabela B.5 e B.6 a 
oluna 1 mostra os 24 sistemas 
riados para os 
asos 
om 3 servidores.Cada sistema se diferen
ia pela divisão da 
apa
idade de pro
essamento entre os servidores,o que está representado nas 
olunas 2-4. Para 
ada ponto simulado foram realizadas 200repli
ações onde se deixou o sistema rodar por 700000 unidades de tempo. A 
oluna IGrepresenta o índi
e de Gini.



APÊNDICE B. RESULTADOS NUMÉRICOS CALCULADOS E SIMULADOS 100Tabela B.5: Resultados para M/M/3heterogênea para ρ = 0.75.

Tabela B.6: Tabela 
om resultados para M/M/3heterogênea para ρ = 0.6.
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Tabela B.7: Resultados para M/M/6heterogênea para ρ = 0.9. Nesta tabela, assim 
omo nastabela B.11 e B.12 a 
oluna 1 mostra os 26 sistemas 
riados para os 
asos 
om 6 servidores.Cada sistema se diferen
ia pela divisão da 
apa
idade de pro
essamento entre os servidores,o que está representado nas 
olunas 2-7. Para 
ada ponto simulado foram realizadas 200repli
ações onde se deixou o sistema rodar por 700000 unidades de tempo. A 
oluna IGrepresenta o índi
e de Gini.



APÊNDICE B. RESULTADOS NUMÉRICOS CALCULADOS E SIMULADOS 102Tabela B.8: Resultados para M/M/6heterogênea para ρ = 0.75.

Tabela B.9: Resultados para M/M/6heterogênea para ρ = 0.6.
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Tabela B.10: Resultados para M/M/12heterogênea para ρ = 0.9. Nesta tabela, assim
omo nas tabela B.11 e B.12 a 
oluna 1 mostra os 29 sistemas 
riados para os 
asos 
om12 servidores. Cada sistema se diferen
ia pela divisão da 
apa
idade de pro
essamento entreos servidores, o que está representado nas 
olunas 2-13. Para 
ada ponto simulado foramrealizadas 250 repli
ações onde se deixou o sistema rodar por 700000 unidades de tempo. A
oluna IG representa o índi
e de Gini.



APÊNDICE B. RESULTADOS NUMÉRICOS CALCULADOS E SIMULADOS 104Tabela B.11: Resultados para M/M/12heterogênea para ρ = 0.75.

Tabela B.12: Resultados para M/M/12heterogênea para ρ = 0.6.
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