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Resumo

Neste trabalho descreve-se a construcao e caracterizagao dinamica de um
sistema eletromecanico capaz de exibir sensibilidade a condigoes iniciais; ca-
racteristica notadamente encontrada em sistemas cadticos. O sistema é com-
posto por um péndulo duplo conectado a um motor de corrente continua
usado para aplicar impulsos momentaneos ao mecanismo. Esses impulsos
sao gerados de acordo com valores de variaveis de estado do sistema, o que
o caracteriza como um sistema nao linear autonomo. A unica variavel de
estado disponivel para medicao é a velocidade angular da primeira haste do
péndulo, a qual é utilizada posteriormente para se avaliar o comportamento
dinamico do sistema, mediante reconstrucao do espaco de estados por coor-
denadas em atraso. Varias técnicas, tais como calculo do maior expoente de
Lyapunov e estimacao da dimensao de correlacao, sao empregadas na analise
das séries temporais simuladas e medidas. Os resultados obtidos indicam que
o sistema proposto neste trabalho é, de fato, cadtico.
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Abstract

In this work an electromechanical system that exhibits sensisitive de-
pendence on initial conditions is built and dynamically characterized. The
system is comprised by a double pendulum connected to a DC motor that
is used to apply momentary torque impulses on the mechanism. The torque
impulses are produced according to the system state, and this renders the
system autonomous. The only measured variable is the angular rate of the
double pendulum, which is used to evaluate the system dynamical behavior
through delay coordinates state space reconstruction. Various techniques,
such as the evaluation of the largest Lyapunov exponent and the estimation
of the correlation dimension are employed to analyse simulated and measu-
red time series from the electromechanical double pendulum. The results
obtained so far indicate that the system is indeed chaotic.
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R, Resisténcia de enrolamento de campo;

L, Indutancia do enrolamento de armadura;

L, Indutancia do enrolamento de campo;

V. Tensao aplicada aos terminais do enrolamento de campo.
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Capitulo 1

Introducao

“Ndo apenas em pesquisa, mas no dia-a-dia da politica e
da economia, estariamos todos em melhor situacdo se um
mator numero de pessoas se desse conta de que sistemas
simples nao possuem necessariamente propriedades dina-
micas simples.”

May (1976)

1.1 Introducao

O desejo de compreender a si mesmo e os fendmenos que ocorrem a sua
volta é uma caracteristica prépria do ser humano. A ciéncia é o instrumento
de obtencao e organizacao do aprendizado humano e o método cientifico
pode ser visto como ferramenta de sistematizacao do processo de aquisicao
de conhecimento. Todo conhecimento adquirido por meio desse método é
considerado fato cientifico, que perdura até que novas evidéncias, também
embasadas no método cientifico, sejam apresentadas. Ocorre entao uma que-
bra de paradigma.

A utilizacao do método cientifico faz com que o homen estabeleca relagoes
de dependéncia entre os elementos que formam o mundo em que vive e, dessa
forma, o homen tenta estabelecer relacoes de causa e efeito que expliquem
um conjunto de observagoes.

O conjunto de objetos que apresentam dependéncia ou relagoes de causa
e efeito é denominado um Sistema. A Figura 1.1 mostra dois exemplos de
sistemas, em (a) apresenta-se o sistema formado pelos corpos celestes, Sol,
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Terra e Lua. As setas 1, 2 e 3 mostram as possiveis interacoes entre os cor-
pos que formam esse sistema tomados dois a dois. Em (b) tem-se o sistema
formado pelo conjunto massa-mola. Em ambos os sitemas existem acoes de
forgas externas. Na Figura 1.1 (a) pode-se observar que existe uma interagao
entre os corpos do sistema Sol-Terra-Lua com um corpo que nao esta repre-
sentado no sistema, nesse caso Marte. Em (b) observa-se a agao da gravidade
m; g, que é uma forga externa ao sistema massa-mola.
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(a) Sistema Sol - Terra - Lua (b) Sistema massa - mola

Figura 1.1: Exemplos de sistemas.

Quando as relagoes existentes entre elementos de um sistema variam com
o tempo, o sistema é denominado um Sistema Dinamico (Monteiro, 2002).
Na Figura 1.1 (a) observa-se que as relagoes existentes entre os corpos do
sistema sao dinamicas, isto é, a posicao entre os corpos varia com o tempo,
e com isso, a relagao existente entre eles.

O estudo de sistemas dinamicos é tao antigo quanto a prépria ciéncia.
Pode-se citar estudos de sistemas dinamicos, mesmo que qualitativos, que
remontam a Aristételes (384-322 a.C.). A importancia do estudo de sistemas
dinamicos esta no fato de que os sistemas que nos cercam sao, em geral,
sistemas dinamicos. O sistema solar, sistemas biolégicos, o clima, dentre
outros sao sistemas que evoluem no tempo.

Apos a publicacao, em 1687, da obra Os Principios Matemdticos de Fi-
losofia Natural, de Isaac Newton, o mundo cientifico viveu um “sonho de-
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terminista” (Stewart, 1991). As equagoes diferenciais mostravam-se como as
ferramentas necessarias para que a teoria dos sistemas dinamicos atingisse seu
objetivo: prever o comportamento futuro de sistemas dinamicos, conhecendo-
se seu comportamento passado. As palavras de Pierre Simon de Laplace, um
importante matematico do século XVIII, mostram o animo dos cientistas da
época.

“Um intelecto que, num momento dado qualquer, conhecesse to-
das as forcas que animam a Natureza e as posigoes mutuas dos
seres que a compoem, se esse intelecto fosse vasto o suficiente para
submeter seus dados a analise, seria capaz de condensar numa
unica férmula o movimento dos maiores corpos do universo e o
do menor dos atomos: para tal intelecto nada poderia ser incerto;
e tanto o futuro quanto o passado estariam presentes diante de
seus olhos.™

Porém, em 1927 o fisico Werner Karl Heisenberg enunciou a lei que ficou
conhecida como “Principio da incerteza de Heisenberg”, na qual demonstrou
a impossibilidade de se realizar medidas com precisao infinita. Isso mostrou
que, na pratica, é impossivel determinar com certeza e simultaneamente, as
posicoes e as forcas que atuam em um sistema. A partir de entao, a declaracao
feita por Laplace distanciou-se da realidade, sendo refutavel ja que dependia
do conhecimento perfeito das condic¢oes iniciais do sistema.

Um aspecto importante é que mesmo nao sendo possivel determinar com
precisao infinita as condigoes iniciais de um sistema, muitos sistemas apresen-
tam uma evolugao “previsivel” mesmo para condicoes iniciais com “pequeno”
erro. Dessa forma, mesmo com as incertezas provenientes das entradas, o erro
de previsao do comportamento do sistema pode ser desprezado e o sistema
pode ser considerado previsivel com uma pequena margem de incerteza.

Essa pratica é valida para muitos sistemas, mas nao para todos. Em
1887, Henri Poincaré, um proeminente matematico frances, trabalhava com
sistemas dinamicos, e um de seus objetivos era esclarecer questoes relativas
a estabilidade do sistema solar.? Poincaré observou que, apesar de utilizar

1 Laplace P.S., (1812) Théorie Analytique des Probabilités, Paris, Courcier, 192-201.

2 A pesquisa tratava de responder uma questao “basica da astronomia” O sistema solar
é estavel? Quem conseguisse responder tal questao ganharia um prémio de 2500 coroas
oferecido pelo rei Oscar II da Suécia. Poincaré ganhou o prémio, porém nao respondeu a
questao completamente.
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um modelo muito simples conhecido como modelo de Hill (Hill, 1878), este
apresentava uma dinamica complexa. Poincaré conjecturou sobre a existéncia
de sistemas dinamicos, em que, estados iniciais infinitesimalmente préximos,
evoluissem para estados distintos em um curto espaco de tempo. Sistemas
imprevisiveis a curto prazo.

Poincaré foi o primeiro a perceber que sistemas dinamicos simples nao
apresentam, necessariamente, comportamento dinamico simples. Em 1963
Edward Lorenz®, publicou um artigo intitulado: Fluzo deterministico ndo-
periddico, (Lorenz, 1963). Nesse artigo Lorenz relatou a possibilidade de
sistemas de equacoes diferenciais apresentarem sensibilidade a condi¢oes ini-
ciats. Erros infinitesimais na determinacao dos estados iniciais de um sistema
podem evoluir a ponto de causar imprevisibilidade a médio-longo prazo.

O artigo publicado por Lorenz confrontou a comunidade cientifica com
de um novo comportamento dinamico, estabelecendo-se, entao, um novo pa-
radigma na teoria dos sistemas dinamicos, a dindamica cadtica. A partir dos
anos 80, ferramentas tém sido desenvolvidas com o objetivo de classificar e
quantificar esse tipo de comportamento.

Ainda nao existe uma definicao amplamente aceita para a dinamica cad-
tica, porém dentre as varias existentes pode-se citar:

“E um comportamento estacionario que nao pode ser classifi-
cado como um equilibrio, nao é periédico e nem quase-periodico.”
(Chua e Parker, 1989).

Em um sistema caotico, as trajetérias sao limitadas a uma regiao no
espaco de fases, porém nao convergem para nenhum atrator de dimensao
inteira, nao divergem, nao sao periédicas e, como em qualquer sistema dina-
mico continuo, nao se cruzam. E um sistema deterministico que apresenta
pouca previsibilidade e possui comportamento aparentemente “estocéastico”.

Apesar de relativamente recente, a ciéncia dos sistemas dinamicos caoti-
cos evoluiu muito desde o primeiro trabalho, publicado por Lorenz. Métodos
de analise, identificacao e sintese de sistemas cadticos sao desenvolvidos em
varias frentes de pesquisa pelo mundo. Atualmente pode-se citar trabalhos
relacionados a sistemas cadticos provenientes dos mais diversos campos da ci-
éncia, como Matematica, Fisica, Biologia, Engenharia, Medicina e Quimica,

3 Pesquisador do Instituto de Tecnologia de Massashussets. Seu trabalho é considerado
um marco no estudo de sistemas dindmicos cadticos.
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sendo amplamente divulgados na literatura (Stewart, 1991; Gleick, 1989; An-
drievskii e Fradkov, 2004).

Os avangos provenientes das pesquisas na area da dinamica cadtica tem
encontrado varias aplicagoes importantes, como transmissao de informacao
segura (Torres e Aguirre, 2004; Marinho et al., 2005; Murali et al., 2001), ca-
racterizacao de terremotos (Crisanti et al., 1992), caracterizagao de atividade
elétrica cardiovascular (Goldberger, 1990) e otimizacao de processos quimi-
cos (Lee e Chang, 1996). O artigo de Andrievskii e Fradkov (2004) relata
uma grande variedade de aplicagoes de sistemas cadticos em varias areas da
ciéncia.

1.2 Motivacao

A utilizacao de experimentos praticos é fundamental para um melhor en-
tendimento e uma maior motivacao no aprendizado (Alves e Stachak, 2005).
Na area de ensino de sistemas dinamicos, a construgao e utilizacao de expe-
rimentos praticos que permitam a observacao de regime cadtico é um fator
importante na consolidacao desse novo conceito por parte dos alunos. Isso
porque os experimentos reais confrontam a teoria formulada em sala de aula,
com dados provenientes de processos fisicos reais provenientes do experimento
pratico desenvolvido.

Um aspecto importante no desenvolvimento de experiéncias praticas e que
chamou a atencao de um proeminente filésofo da ciéncia, Thomas Kuhn, é o
fato de que os ensaios realizados em laboratorio criam condicoes artificiais, e
nao factiveis com a realidade, dado que utilizam, de maneira crescente, uma
tecnologia que os afasta das condi¢Oes normais, as quais os processos fisicos
reais sao susceptiveis. Considerando essa preocupacao, conclui-se que as
experiéncias devem ser desenvolvidas e elaboradas com o objetivo de mostrar
que os conceitos estabelecidos por uma teoria vigente podem ser verificados
na natureza, como ela é, e nao que se pode criar um experimento, que se
comporte conforme a teoria apresentada, sob certas circunstancias que o
afasta da realidade natural.

Esses sao aspectos que motivam o desenvolvimento de uma plataforma
didatica que seja simples do ponto de vista de material utilizado, custo e as-
pectos construtivos, e, além disso, que seja robusta as condi¢oes do ambiente.

Atualmente existem varios artigos que relatam a construcao de dispositi-
vos que apresentam comportamento cadtico; dentre os quais podemos desta-
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car o trabalho pioneiro de Swinney, que demonstra a transicao para o caos
em um sistema de Taylor-Couette (Stewart, 1991), o trabalho de Chua et al.
(1993) que mostra o aparecimento de oscilagoes cadticas em circuitos eletro-
nicos e o trabalho de Torres e Aguirre (2005) que relata a construgao de uma
plataforma para aplicagoes em controle e sincronismo de osciladores cadticos.

Pode-se destacar, também, trabalhos que relatam a construcao de siste-
mas mecanicos, como o trabalho de Berger e Nunes (1997), o qual relata
a construcao de um oscilador que pode ser visto como um sistema de Duf-
fing* (Strogatz, 2001), e o trabalho de Shinbrot et al. (1991), que mostra um
experimento simples para demonstragao da propriedade de sensibilidade a
condicoes iniciais, inerentes aos sistemas cadticos, em um sistema composto
por um péndulo duplo.

Sistemas mecanicos sao mais interessantes sob o aspecto visual e didatico.
Dependendo do tipo de montagem, a visualizagao do comportamento nao-
linear e a observagao de sensibilidade a condigoes iniciais, marcas tipicas
do comportamento cadtico, podem ser observadas mais facilmente. Apesar
disso, ainda parece haver uma necessidade premente por um protétipo de
sistema eletromecanico que seja robusto, e possa ser facilmente construido.

Dentre os sistemas mecanicos, o péndulo é um caso paradigméatico no
estudo de sistemas dinamicos (Monteiro, 2002). O estudo do comportamento
pendular comegou com observagoes realizadas por Galileo-Galilei ainda no
século XV. Desde entao esse sistema é mencionado como exemplo classico
em livros didaticos que tratam de sistemas dindmicos. A simplicidade de
sistemas pendulares associada ao fato de que, sob certas circunstancias, esses
sistemas podem exibir comportamento cadtico, faz do péndulo um excelente
sistema dinamico a ser utilizado para demonstracao de regime periddico e
caotico, justificando, dessa forma, sua utilizacao como objeto de estudo desse
trabalho.

1.3 Relevancia

Modelos matematicos de péndulos sao utilizados para estudos de diferen-
tes sistemas fisicos. Isso torna o estudo do comportamento pendular impor-
tante, pois os avancos obtidos na andlise de seu modelo matematico podem

4 Duffing, G., 1918. Forced Vibrations at Various Frequencies and their Technical Signi-
ficance. F. Vieweg, Braunschweig.
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ser aplicados a outros sistemas, cujos modelos matematicos sejam isomorfi-

cos® aos modelos utilizados para sistemas pendulares (Heng e Martienssen,

1992; Smith e Blackburn, 1989).

Trabalhos publicados mostram a utilizagao de péndulos aplicados a re-
solugao de problemas relacionados a diferentes sistemas fisicos, tais como:
o comportamento de navios sujeitos a oscilagoes forcadas provocadas pelo
movimento de ondas (Abdel-Rahman e Nayfeh, 2003; Henry et al., 2001);
a modelagem de um sistema composto por um helicoptero transportando
uma carga suspensa por um cabo (Cicolani et al., 2001); e, particularmente
em relagao a péndulos duplos, podem-se citar trabalhos que fazem a mo-
delagem do comportamento de diferentes partes do corpo humano, durante
o caminhar, utilizando um modelo baseado em péndulos duplos equivalentes
(Gutnik et al., 2005; Russi, 2002). Na érea da robdtica, Berkemeier e Fearing
(1999) relatam a utilizagao de modelos de péndulos duplos para o estudo do
comportamento de manipuladores.

Além da relevancia dos péndulos, devido a utilidade encontrada no estudo
de seus modelos, também deve-se levar em consideragao sua utilidade em apli-
cagoes didaticas. Nos livros dedicados ao ensino de dinamica, em quase sua
totalidade, utiliza-se o péndulo como exemplo de sistema que apresenta tanto

6

o comportamento linear’ como nao-linear e, em alguns casos, comportamento

caotico.
De acordo com o que foi exposto podemos destacar a relevancia desta
dissertacao sobre um péndulo duplo excitado nos seguintes pontos:

e importancia para os estudos em sistemas dinamicos;
e importancia histoérica e didatica para o ensino;

e importancia para os estudos de sistemas fisicos que podem ser modela-
dos como sistemas pendulares.

1.4 Objetivos

Dentre os varios tipos de péndulos, que apresentam regime cadtico, dis-
poniveis na literatura, observa-se que existem aqueles que sao adequados

5 Sistemas isomorficos sao sistemas fisicos diferentes que possuem modelos matematicos
estruturalmente equivalentes.

6 Para pequenas amplitudes o modelo do péndulo pode ser linearizado em torno do ponto
de equilibrio estavel, resultando em um modelo linear equivalente.
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para serem usados em demonstracoes didaticas e outros, mais sofisticados,
préprios para utilizagao como experimentos de laboratorio.

Porém, os péndulos mais adequados para serem utilizados em praticas de
laboratdrio que apresentam regime caético sao relativamente caros (Black-
burn e Baker, 1998). Além disso, a reprodugao desses sistemas é problemé-
tica devido ao material utilizado na construgao e aos direitos autorais. Dessa
forma, os principais objetivos deste trabalho sao:

e Propor e construir uma plataforma eletromecanica de baixo custo para
ser utilizada no estudo de dinamica nao-linear e caos. O projeto da pla-
taforma prevé a construcao de um péndulo duplo excitado, construido
a partir de material de facil obtencao e baixo custo;

e Obter um modelo representativo da plataforma baseado na fisica do
processo;

e Caracterizar dinamicamente o sistema usando invariantes dinamicos
calculados numericamente;

e Disponibilizar os dados de montagem da plataforma para que outras
instituicoes interessadas possam construir um sistema equivalente uti-
lizando material igual ou similar.

1.5 Estrutura da dissertacao

Esta dissertagao estd organizada em seis capitulos da seguinte forma.

No presente capitulo foram feitas algumas observacoes histéricas e, tam-
bém, a introducgao a alguns conceitos importantes, como de sistemas dinami-
cos e caos. Foi também apresentada a motivacao e a relevancia do trabalho
proposto. O objetivo da dissertacao foi definido e a estrutura do texto apre-
sentada.

No Capitulo 2 é feita uma revisao sucinta sobre defini¢des e conceitos
relativos a sistemas dinamicos nao-lineares e teoria do caos, o que é relevante
para a compreensao do texto.

No Capitulo 3 relata-se a revisao bibliogréafica sobre osciladores cadticos,
com enfoque em sistemas compostos por péndulos simples e péndulos duplos.
No fim do capitulo sao apresentadas duas possibilidades de implementacao e
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seus respectivos modelos. Discute-se as limitagoes praticas para implemen-
tacao dos modelos e, por fim, escolhe-se a plataforma que serd implementada
no trabalho, apresentando-se os motivos e justificativas.

No Capitulo 4 apresenta-se uma descricao detalhada do aparato experi-
mental e do modelo associado.

No Capitulo 5 faz-se caracterizacao dinamica do sistema. Nessa fase do
trabalho sao utilizados dados adquiridos a partir de simulacao do modelo re-
sultante e dados reais, provenientes do aparato experimental. Nesse capitulo
também é apresentada uma descricao dos algoritmos utilizados no processo
de caracterizagao dinamica do sistema como os expoentes de Lyapunov e a
dimensao de correlacao.

No Capitulo 6 sao apresentadas consideragoes finais e propostas de con-
tinuidade do trabalho realizado.






Capitulo 2

Sistemas Dinamicos
Nao-lineares e Teoria do Caos

“Nao se pode ensinar coisa alguma a alguém; pode-se apenas auzilid-lo a
descobrir por si mesmo”.

Galileu-Galilei, 1564-1642

2.1 Introducao

Apesar de vivermos em um mundo nao-linear (Monteiro, 2002), o desen-
volvimento de ferramentas matematicas para andlise de sistemas nao-lineares
é relativamente recente. A dificuldade de se obter soluctes analiticas para
equagoes diferenciais nao-lineares e a falta de meios adequados ao proces-
samento numérico contribuiram para um adiamento do desenvolvimento de
técnicas especificas para analise de sistemas nao-lineares.

Conseguir solucoes analiticas para equagoes diferenciais nao-lineares é
uma tarefa trabalhosa, sendo que na maioria dos casos é impossivel. Dessa
forma novas metodologias foram desenvolvidas com o objetivo de contornar
ou, ao menos, dar alternativas a analise dessas equagoes (Monteiro, 2002). O
trabalho desenvolvido por Jules Henri Poincaré no campo da Topologia e no
estudo de equacoes diferenciais é considerado o ponto inicial no desenvolvi-
mento de técnicas aplicadas a sistemas nao-lineares.

A constata¢ao numérica da sensibilidade a condigoes iniciais (Lorenz,
1963) comprovou a utilidade das técnicas desenvolvidas por Poincaré e pro-
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porcionaram um impulso no estudo e no desenvolvimento de novas ferramen-
tas para o estudo dos sistemas dinamicos nao-lineares.

Dada a importancia da utilizacao de técnicas de andlise de sistemas di-
namicos nao-lineares neste trabalho, o objetivo deste capitulo é apresentar
de maneira sucinta alguns conceitos e definicdes que serao necessarios em
capitulos subseqiientes.

2.2 Analise de Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico pode ser representado por equagoes diferenciais ou
por equagoes a diferengas. Equagoes diferenciais sao utilizadas em modelos
de sistemas dinamicos que variam de forma continua no tempo, enquanto que
equacgoes a diferencgas sao utilizadas para representar sistemas que evoluem
em intervalos especificos de tempo. As equacgoes

d"x(t)

an(t)w + a1 (1)

d"ta(t) B
P s altiel) = PO, (20)

apx(n + k) +az(n+k—1)+---+ax(n) = H(n), (2.2)

com n, k € Z,t € R representam um sistema continuo e um sistema discreto,
respectivamente.

As técnicas desenvolvidas para analise de sistemas dinamicos nao-lineares
sao aplicaveis tanto a sistemas continuos como sistemas discretos, porém
existem diferencas quanto a interpretacao dos resultados. Os métodos mais
comuns para analise de sistemas dinamicos sao:

e Método analitico:
Essa técnica tem como objetivo obter as solugoes gerais das equagoes
que descrevem os sistemas dinamicos. Porém tem pouca utilidade em
relagao as equacoes diferenciais nao-lineares devido ao fato de que nem
sempre ¢é possivel obter tais solugoes e, quando possivel, o processo de
obtengao de tal solugao é trabalhoso.

e Método numérico:
Essa técnica se baseia na resolu¢ao numérica das equacoes que descre-
vem os sistemas dinamicos, dado um conjunto de condigoes iniciais.
Para facilitar a analise numérica, é conveniente utilizar um método
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para transformar uma equacao diferencial de ordem n em n equacoes
diferenciais de primeira ordem. Dessa forma, dada a equacao (2.1),
define-se x(t) = z1(t) de forma a se obter:

% = (1),
% = w3(t),
(2.3)
Tl ),
% - Ml

em que as varidveis z;, i = (1,2,...,n) sdo denominadas varidveis de
estado. O método numérico é muito 1util para analise de sistemas di-
namicos nao-lineares, porém fornece apenas solugoes para um conjunto
especifico de condigoes iniciais.

e Método qualitativo:
Esse método utiliza um conjunto de técnicas relativamente simples e
que nao tem como objetivo obter uma solu¢ao. O objetivo do método é
fornecer uma visao de como as variaveis de estado evoluem no espaco de
estados e, partindo dessas informagoes, concluir sobre o comportamento
do sistema.

A adequacao das técnicas apresentadas depende do tipo de equacgao di-
ferencial e do objetivo da andlise a ser executada. Nesse trabalho utiliza-se,
principalmente, a técnica numérica como instrumento de anélise e obtencao
de resultados.

2.3 Representacao no Espaco de Estados

O espacgo de estados é um espaco n-dimensional em que os eixos coordena-
dos sao representados pelas n variaveis de estado. Cada ponto nesses espago,
especificado pelas coordenadas (x1, xs, ..., x,) é denominado um estado do
sistema (Monteiro, 2002).

A dimensao do espacgo de estados é dada pelo nimero de equagoes di-
ferenciais de primeira ordem necessarias para descrever o sistema. Logo a
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evolucao do sistema no espaco de estados é dado pela evolucao temporal das
n equacgoes diferenciais de primeira ordem. Um retrato de fases é uma repre-
sentagao grafica do comportamento de um sistema dinamico (Chua e Parker,
1989). A Figura 2.1 mostra o retrato de fases do modelo nao-linear de um
péndulo simples sem amortecimento, dado pela equacao diferencial

b
dt - y?

dy _ g

o = lsen(x). (2.4)

em que g representa a constante gravitacional e [ o comprimento que liga a
massa do péndulo ao ponto de fixacao. As setas representam o mapeamento

3] AP AP
. A A —e AN
] — AP — AP
- e A S
2] — AL — AL
] — 7 /S — )
. A/ o —27 77
7 — T[S -/ 717
7 A A A

v A B WA
] :/‘ ! /‘\f ;’ffff
ERRREDII SRECRRE IFCRRY!
. IR B Y /=311
] SR W e /=NAAA
-/ P J=XNNAN
q4/ SN e S=NAAN
v e NN
e SN S NN
1 S INN NN~ NN
AHHHNHHHHHHHHIHHHH
-6 -4 -2 0 2 4 6

X

Figura 2.1: Retrato de fases: Péndulo Simples

que associa a cada ponto no espaco de fases um vetor que aponta na direcao
do fluxo. A esse conjunto de vetores denomina-se campo de velocidades.

O conjunto de trajetorias para as quais as solugoes convergem depois
de um tempo suficientemente longo é denominado atrator!(Fiedler-Ferrara e
Prado, 1994). Os atratores sao encontrados apenas em sistemas dissipativos
e sua geometria pode ser caracterizada por dimensoes inteiras, como é o

1 Uma definigao mais detalhada sera apresentada na secao 2.7.1.
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caso de pontos fixos assintoticamente estaveis, ciclos limite e toros, ou por
dimensoes nao inteiras no caso de atratores cadticos e atratores fractais nao
cadticos. O conjunto de todas as condigoes iniciais que convergem para um
mesmo atrator é chamado de bacia de atracao.

2.4 Sistemas Autonomos e Nao-autonomos

Seja o sistema dinamico de segunda ordem, tomado como exemplo:

dx .
E = = f(xuy)u
dy .

em que f(-),h(-) : R* — R sao fungoes continuas nas varidveis = e y. De
acordo com Fiedler-Ferrara e Prado (1994) esse sistema serd dito um sistema
autonomo se as fungoes f(x,y) e h(x,y) ndo dependerem explicitamente do
tempo. Caso as fungoes f(z,y) e h(z,y) dependam explicitamente do tempo,
ou seja, f(x,y) = f(z,y,t) ou h(z,y) = h(z,y,t) em que a variavel ¢ repre-
senta o tempo, entao o sistema serd dito nao-autoénomo.

Todo sistema nao-autonomo pode ser transformado em um sistema auto-
nomo se o tempo for incluido como uma nova variavel (Monteiro, 2002). Seja
o sistema de equagoes diferenciais nao autonomas:

dx .

E = T = f(xayat)u

dy .

A — =h t). 2.
o Y= h(z,y,t) (2.6)

., z ~
Define-se o tempo como uma nova variavel, t = z, dessa forma = 1. Entao

o sistema autonomo resultante é dado por:

dx )

E = T = f(xaya Z)a

% = y = h(x7 y7 Z)?

= _ 1 (2.7)

dt
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2.5 Sistemas Conservativos e Dissipativos

Quando a energia total de um sistema se mantém inalterada com o passar
do tempo, o sistema é dito um sistema conservativo. Caso o sistema perca
energia com o passar do tempo, o sistema é dito dissipativo. Monteiro (2002)
mostra a diferenca entre sistemas conservativos e dissipativos utilizando um
volume? no espaco de estados. A preservacao desse volume no espaco de
estados com o passar do tempo é uma caracteristica de sistemas conservativos,
enquanto que a contracao desse volume com o tempo é uma caracteristica
dos sistemas dissipativos.

2.6 Estabilidade

O conceito de estabilidade em sistemas dinamicos pode ser utilizado para
caracterizar tanto uma solucao da equacao diferencial, como a equacao dife-
rencial em si (Monteiro, 2002). Dada a complexidade e extensao desse tema,
serd apresentado aqui apenas algumas nogoes sobre o assunto, sendo que uma
apresentacao mais formal e detalhada pode ser encontrada nas fontes que sao
referenciadas.

A estabilidade de sistemas dinamicos pode ser abordada em termos de:

Estabilidade de pontos fixos;

Estabilidade de é6rbitas peridodicas;

Estabilidade de érbitas quasi-periddicas;

Estabilidade estrutural.

2 Deve-se observar que em sistemas de dimensao maior que trés tem-se hiper-volumes.
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2.6.1 Estabilidade de Solugoes Estaciondarias (pontos
fixos)

Seja o sistema dinamico autonomo representado por n equacoes diferen-
ciais de primeira ordem:

dx
d—tl = fl(x17x27"'7xn)7
dx
d—; = f2(x17x27"'7xn)7
' (2.8)
dzx,,
% = fn(xl,xg,...,xn).

O sistema (2.8) pode ser representado de maneira simplificada utilizando-se
notagao vetorial, ou seja:
dr -
— = f(X), 2.9
= f@) (29)

em que d—f é o vetor que contém as n derivadas de primeira ordem, f repre-
senta o conjunto de n fungoes tais que f;(+) : R® — R, com i = 1...n, sao
fungoes continuas que recebem como argumento as varidveis de estado do
sistema, representadas pelo vetor . Define-se como pontos fixos, os pontos
I para os quais f (Z) = 0. Para esses pontos o sistema apresenta solu¢ao es-
tatica. A andlise de estabilidade de solucoes estacionarias se resume a andlise
do comportamento (evolugao) de pontos préximos aos pontos de equilibrio.

Um ponto de equilibrio Z* do sistema (2.9) é chamado assintoticamente
estdvel se dado um ponto 7y préximo a =, Z(xg, t) tende a £* apds um tempo
suficientemente longo, ou seja:

lim #(zo,t) = 7. (2.10)

t—o0

Como 7* é o estado para o qual o sistema dissipativo (2.9) evolui apés

um longo tempo, r* é um atrator.

Um ponto equilibrio é classificado como estdvel, ou estdvel no sentido de
Lyapunov, se dado um ponto Zy préximo a &*, ¥(zo,t) tende a ficar préximo
a " quando t — oo.

Um ponto de equilibrio é classificado como instdvel se dado um ponto Ty
préximo a =¥, ¥(xo,t) se afasta de ¥* quando t — oc.
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2.6.2 Estabilidade de Orbitas Periédicas

Uma orbita fechada, no espacgo de fases de um sistema autonomo, corres-
ponde a mudangas periédicas continuas nas variaveis do sistema (Monteiro,
2002). Qualquer solucao Z),(t) periddica particular do sistema (2.9) pode ser
distinguida pela condigao:

Z(t) = T,(t+T), VYt (2.11)

Em que T > 0 é o periodo da solu¢ao (Anishchenko, 1995).

A estabilidade de érbitas periddicas pode ser caracterizada pelo critério de
estabilidade orbital estabelecido por Poincaré. Dado um ponto #; préximo a
curva CP produzida pela evolucao temporal de ,(t), com o passar do tempo
o ponto Z(7y,t) descreve uma curva C'. O critério de Poincaré considera
a proximidade entre essas curvas no espaco de estados. Diz-se que C? é
orbitalmente estavel se, dado um e > 0, existe um §(e) > 0 tal que ||Z,(t9) —
Z(¥1,t1)]| < 0(e) para os instantes de tempo ¢, e t1, entdo existem instantes
de tempo ty e t3 em que ||Tp(t2) — Z(T1,t3)|| < €. Isso quer dizer que a
curva CP é orbitalmente estavel se existe um conjunto de pontos préximos
no espaco de fases que possuem evolugao temporal semelhante caso seja feita
uma reparametrizagao nas escalas de tempo de solugdes préoximas (Monteiro,
2002). Caso contrério a curva C? sera instavel.

A curva CP serd orbitalmente assintoticamente estavel caso C' — CP
quando t — oo.

Um tipo especial de érbita fechada é o ciclo limite. Esse tipo de orbita
¢ uma trajetéria fechada e isolada® que aparece no espaco de estados de
sistemas nao-lineares. O ciclo é considerado estével se trajetérias proximas
tendem ao ciclo limite com o tempo. Se as trajetérias tendem a se afastar,
o ciclo é instavel. O ciclo sera considerado semi-estavel, se trajetérias se
aproximam por um lado e se afastam por outro. Ciclos limite sao muito
comuns em sistemas onde se observa oscilagoes auto-sustentadas (Monteiro,
2002). A Figura 2.2 mostra o retrato de fases da equacao de van der Pol?

3 Isolada porque nao existem outras trajetérias fechadas infinitesimalmente proximas.
Dessa forma, trajetdérias préximas tendem a se afastar ou se aproximar do ciclo limite.

4 Essa equagao foi obtida em 1922 por B. van der Pol para descrever o comportamento de
tubos de vécuo em circuitos elétricos.
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dado pela equacao:

dx
dy
dy
dt

= v,
= —p@® =1y —=, (2.12)

sendo p um parametro de bifurcagao. Essa equagao apresenta um ciclo limite
estavel dependendo dos valores dos parametros da equacao. As setas na
figura mostram o sentido do fluxo para diferentes condicoes iniciais. Existem
teoremas que garantem a existéncia e a localizacao de ciclos limites no plano.
Maiores informagoes sobre o assunto podem ser encontradas em Monteiro

(2002) e Fiedler-Ferrara e Prado (1994).

Figura 2.2: Ciclo limite estdvel presente no retrato de fases do oscilador de Van
der Pol. As setas mostram o sentido do fluxo em diferentes pontos.

2.6.3 Estabilidade de Orbitas Quasi-periddicas

A solucao 7, de (2.9) é quasi-periédica quando apresenta relagao irracional
de duas ou mais freqiiéncias que a compoem, de maneira que:

fq(_)) = T+ f)
O = [wit, wot, ..., wyt] (2.13)
T = [IV,Ty,..., T,
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w; S

— e I; i#jy, (2.14)
Wi

sendo que (2.14) ocorra para pelo menos um par 4, j. A notagdo Q representa

o conjunto dos numeros racionais e 7' é o vetor composto pelos periodos

associados as freqiiéncias que compoem o sinal 7, (€2).

A Figura resultante, no espago de fases, de drbitas quasi-periddicas é
denominada superficie toroidal. As Figuras 2.3(a) e 2.3(b) mostram, respec-
tivamente, a série temporal e o retrato de fases para o sistema,

T =y,

y = (1—2%)y—x+ Acos (?) (2.15)

27t
em que Acos (T) ¢ um sinal forgante externo com amplitude A e freqiién-

cia % rad/s.

O sistema (2.15) ¢ conhecido como oscilador de van der Pol forgado
(Van der Pol, 1927; Chua e Parker, 1989). Como pode ilustrado nas Figuras
2.3(a) e 2.3(b), o sistema (2.15) apresenta comportamento quasi-periédico e

possui um ciclo limite que depende dos parametros A e T' do sinal forcante.

27
Dependendo da relacao entre a freqiiéncia do ciclo limite e a freqiiéncia rk

comportamento quasi-periédico pode ocorrer, como mostrado na Figura 2.3°.

A estabilidade de solucoes quasi-periddicas é dada pelo espectro dos ex-
poentes caracteristicos de Lyapunov. Se a solucao é assintoticamente estavel
de acordo com Lyapunov, entao os n maiores expoentes de Lyapunov terao
valor zero, com n > 2, e os restantes serao negativos. Se ao menos um dos
expoentes de Lyapunov for maior do que zero, entao a solugao é instavel e o
sistema exibe comportamento cadtico (Anishchenko, 1995). Uma apresenta-
¢ao mais detalhada sobre os expoentes de Lyapunov pode ser encontrada na
secao 2.7.2.

5 Nessa caso utilizou-se A =7 e T = /2.
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Figura 2.3: Comportamento quasi-periédico da equacao de van der Pol.

2.6.4 Estabilidade Estrutural

Estabilidade estrutural é um conceito que esta relacionado a estabilidade
de uma equacao diferencial e nao a de uma solucao. Entende-se por robustez
de um campo vetorial, a capacidade de nao apresentar mudancas qualitativas
frente as perturbagoes ocasionadas por pequenas variacoes nos parametros
das equacoes diferenciais que o representam. Nesse caso a estabilidade é ana-
lisada por meio de pequenas variagoes em parametros da equacao diferencial.
Essas variagoes geram perturbagoes no campo vetorial do espaco de fases,
testando, dessa forma, sua robustez (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).
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Um importante conceito na andlise da estabilidade estrutural é o conceito
de equivaléncia topoldgica: Seja i_i(:?) = ¢ uma fungdo que estabelece uma
relacao entre o conjunto e o conjunto ¥ tal que h seja uma funcao inver-
tivel, ou seja, FL‘l(gj) = 7 Se heh!sio continuas, entao h é chamada
de homeomorfismo. Um homeomorfismo é chamado de difeomorfismo caso
h e h=! forem diferencidveis em todos os pontos. Se os retratos de fases de
dois sistemas dinamicos puderem ser relacionados por um homeomorfismo
que preserve a orientacao no espaco de fases, entao esses sistemas sao to-
pologicamente orbitalmente equivalentes, o que significa que esses sistemas
apresentam comportamentos dinadmicos similares®.

Se existir um parametro p para um sistema dinamico tal que, depen-
dendo do valor escolhido para g, o retrato de fases do sistema apresenta
mudancga qualitativa, diz-se que ocorreu uma bifurcacao, e o parametro p é
definido como parametro de bifurcacao. Uma maneira de visualizar o com-
portamento das solugoes em funcao do parametro de bifurcacao é por meio
de um diagrama de bifurcacao (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994). A ocorréncia
de bifurcagoes estd associada a perda de estabilidade estrutural.

Dessa forma, pode-se dizer que um sistema ¢é estruturalmente estavel se
pequenas modificagoes em suas equagoes diferenciais nao provocarem mu-
danca em seu retrato de fases de modo que o novo sistema seja topologica-
mente equivalente ao sistema original.

Seja a equacao que modela o movimento de um péndulo simples sujeito
a um amortecimento proporcional a velocidade:

dr _
dt - y?
dy g
@ _ 9 _ 2.1
o psen(z) — uy, (2.16)

em que p > 0. As Figuras 2.4(a) e 2.4(b) mostram os retratos de fases da
equacao do péndulo simples amortecido para valores do parametro de bi-
furcacao’, u, iguais a 0 e 0,1 respectivamente. Percebe-se a mudanca no
comportamento das solugoes, analisando a mudanca do campo vetorial asso-
ciado.

6 Com serd visto, essa propriedade é fundamental para andlise de sistemas dinamicos
quando se utiliza reconstrucao do espago de fases a partir de séries temporais.

7 Nesse caso, o parametro de bifurcagao utilizado é o coeficiente de amortecimento do
péndulo.
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Figura 2.4: Retrato de fases do péndulo simples

Um sistema dinamico pode ter varios parametros de bifurca¢ao, mas nor-
malmente considera-se apenas a variacao de um parametro, nesse caso trata-
se do estudo de bifurcacoes de codimensao® 1.

2.7 Caos

Como mostrado na secao 2.6.4, variagoes nos valores de parametros de
equacoes diferenciais podem ocasionar a perda de estabilidade estrutural fa-
zendo com que o comportamento assintético do retrato de fases seja alterado.

Além dos tipos de atratores ja mencionados, um sistema pode evoluir
para um tipo diferente de atrator, com dimensao nao inteira, denominado
atrator estranho. Uma definicao mais precisa de atratores é apresentada a

seguir.

2.7.1 Atratores

A palavra atrator estranho foi introduzido por Ruelle e Takens (1971)
para caracterizar atratores que sao obtidos por processos de esticamentos e
dobras, de tal forma que tais processos apresentam sensibilidade a condigoes
iniciais, ou seja, pontos proximos no espaco de fases, afastam-se rapida-
mente (exponencialmente) em um curto espaco de tempo. Ruelle também
introduziu o conceito de atrator estranho néao cadtico (Kapitaniak, 1991).

8 Codimensao é o nimero minimo de parametros a serem variados de modo a se observar
algum tipo de bifurcagao.
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Essa definicao é utilizada para classificar um atrator estranho que nao apre-
senta expoentes de Lyapunov maiores que zero e, portanto, nao apresenta
dinamica caotica. Nesse trabalho o termo atrator estranho é utilizada para
caracterizar sistemas cadticos.

A conseqiiéncia imediata da sensibilidade a condigbes iniciais é a falta
de previsibilidade do sistema a médio-longo prazo. Em atratores estranhos,
apesar de condigcoes proximas afastarem-se exponencialmente, as trajetérias
permanecem confinadas” ao atrator. Isso é explicado pela teoria de dobras e
esticamentos introduzida por Smale (1967).

A propriedade de dobras e esticamentos faz com que somente seja possivel
o aparecimento de atratores estranhos em sistemas dinamicos nao-lineares,
com, no minimo, trés dimensoes para o caso continuo. No caso de siste-
mas discretos (mapas), o Unico requisito é que o sistema seja ndo invertivel
(Monteiro, 2002).

Um sistema deterministico que possui, pelo menos, um expoente de Lya-
punov positivo, apresenta dinamica cadtica e, logo, possui um atrator estra-
nho (Monteiro, 2002).

O conceito de atrator pode ser formalmente definido como:

Uma regiao compacta A é um atrator de um campo vetorial f (%) se as
quatro hipdteses a seguir valem:

—

1. A é invariante a f(-);
2. A tem uma vizinhanca contraente;

3. O fluxo é recorrente, o que quer dizer que trajetorias comegando em
qualquer ponto de A voltam a um ponto arbitrariamente proximo desse
ponto inicial em um intervalo de tempo suficientemente longo, mas
finito;

4. O fluxo nao pode ser decomposto em partes invariantes nao triviais.

A definicao de atrator apresentada nessa secao foi originalmente estabe-
lecida por Eckmann (1981). Maiores informagoes e esclarecimentos sobre os
conceitos utilizados podem ser obtidas em Fiedler-Ferrara e Prado (1994) e
Monteiro (2002).

9 Essa caracteristica é esperada, ja que trata-se de sistemas dissipativos.
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2.7.2 Caracterizagao do Caos Deterministico

Com o surgimento do conceito de atratores estranhos, e o fato de que
esses nao podem ser classificados da mesma maneira que os outros atratores
ja citados; a saber: pontos fixos, érbitas periddicas e quasi-periddicas (Kapi-
taniak, 1991); surgiu a necessidade de desenvolvimento de outros métodos de
classificacao. Os novos métodos, desenvolvidos a partir de entao, funcionam
tanto para caracterizacao dos atratores regulares como para os atratores cad-
ticos. Nesta secao sao apresentados alguns métodos que sao utilizados para
quantificar e caracterizar a existéncia de comportamento caético. Alguns dos
métodos de caracterizacao do comportamento cadtico sao:

e Caracterizacao Dinamica:
Expoentes de Lyapunov, entropia de Kolmogorov-Sinai;

e Caracterizacao Geométrica:
Dimensao fractal.

Embora existam outros métodos disponiveis na literatura, eles nao serao
discutidos aqui. Maiores detalhes sobre os métodos nao apresentados podem
ser obtidos em (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994) e (Monteiro, 2002).

Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao grandezas que fornecem uma medida da
dependéncia sensitiva as condigoes iniciais, quantificando a taxa média de
divergeéncia de duas solugoes cujas condigoes iniciais estao infinitesimalmente
proximas (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994). E a principal grandeza utilizada
para caracterizar comportamento caético (Abarbanel, 1995).

Considere a evolugao de um sistema dinamico para duas condigoes iniciais
proximas, zy e x1, sendo que x; = xy + €, em que € representa a diferenga
inicial entre as condigoes iniciais. A evolucao dessas duas condigoes iniciais,
apdés um tempo t, serd: ¢(xg,t), e ¢(x1,t), respectivamente. A evolugao da
diferenca entre as duas condigoes iniciais pode ser dada por:

D(t) = | ¢(zo,t) — (21, 1) ||2,
(2.17)
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sendo que || - ||z denota a norma Euclidiana. Em ¢ = 0, tem-se que:
D(0) = el (2.18)

e, dado que as condigoes iniciais sao proximas, se considerarmos uma di-
vergéncia exponencial como aproximacao para a evolugao de D(t), tem-se
que:

D(t) «|| €] ™, para t pequeno. (2.19)

Em que )\ é uma estimativa para o expoente de Lyapunov. Aplicando-se
uma generalizagao desse conceito, define-se uma hiper-esfera de condigoes
iniciais centrada em uma condicao inicial de referéncia xy, a evolucao dessa
hiper-esfera, com o tempo, faz com que ela se deforme, transformando-se
inicialmente em um hyper-elipséide, em que os n expoentes de Lyapunov
podem ser determinados a partir da taxa de variagao dos eixos principais da
hiper-esfera. Os expoentes de Lyapunov serao dados por:

A= (t—to)ln<dj(to))’ j=0,1,...,n, (2.20)

em que d; ¢ comprimento do j-ésimo eixo principal do elipséide. Para o caso
de sistemas discretos, chega-se, de maneira semelhante (Monteiro, 2002) &

equacao
A = JLIEOZln‘ | (2.21)
j=1 T=x;
dF
em que ﬂ é a matriz Jacobiana.

L
A Figura 2.5 ilustra o processo de divergéncia exponencial e deformagao

da esfera de condicoes iniciais'®

A partir dos expoentes de Lyapunov pode-se determinar caracteristicas
importantes do sistema. O somatorio dos expoentes de Lyapunov fornecem

10 Nesse caso, a figura mostra uma projecao em duas dimensoes de um processo que
ocorre em um espago n-dimensional. Em que n é a ordem do espago de fases.
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Figura 2.5: Deformacao da esfera de condigoes iniciais em um elipséide. Uma
ilustracao da divergéncia local exponencial de condigoes iniciais.

informacao quanto a natureza do sistema, que pode ser:
n
> N =0, (2.22)
j=1
para sistemas conservativos, e
n
D <0, (2.23)
j=1

para sistemas dissipativos.

Além disso, os expoentes de Lyapunov sao utilizados para se determinar
o tipo de atrator existente''. Em um sistema de trés dimensoes podemos ter
as seguintes combinagoes (Monteiro, 2002):

e )\, \y e \3 < 0, significa contragao nas trés direcoes do espaco de fases,
logo tem-se um ponto de equilibrio;

e )\, Ay < 0e A3 =0, contracao em duas direcoes e um expoente nulo

11 Deve-se ressaltar que atratores somente sao possiveis em sistemas dissipativos. Mostra-
se neste caso que Z;;l Aj serd sempre menor que 0 (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).
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ao longo de uma trajetéria indicam um ciclo limite;

e )\ <0,e A e A3 =0, tem-se um toro bidimensional como no caso da
Figura 2.3(b). Os expoentes nulos indicam trajetérias sem divergéncia,
nem convergencia.

e )\ =0, <0e A3 >0, indica uma direcao de divergéncia exponencial,
caracteristica de sistemas caoticos, logo, tem-se um atrator estranho.

Existem sistemas para os quais ha mais de um expoente de Lyapunov
positivo. Esses sistemas sao classificados como hipercadticos (Rossler, 1979).
A Tabela 2.1 mostra as possiveis combinagoes de expoentes de Lyapunov e
o0s respectivos atratores para um sistema de quinta ordem.

Tabela 2.1: Tipos de atratores para sistemas continuos com cinco dimensoes (Ka-
pitaniak, 1991).

A\ eR® Tipo de atrator
- - - = Ponto fixo
— Ciclo limite
- - - Toro T2
- - Hipertoro T
0 - Hipertoro T
Caos
- - Caos T3
0 - Caos T
Hipercaos C?
0 - Hipercaos T
0 - Hipercaos C?

o O

+ |+ |||+ |+ ool
+l+ |+ olololoo|o

+ |l oloolo
|
|

Entropia de Kolmogorov-Sinai

A entropia de Kolmogorov-Sinai é uma métrica utilizada para se avaliar
(quantificar) a taxa média de informacao que é criada em um sistema. Para
isso, utiliza-se a teoria da informacdao desenvolvida por Shannon'?. Para um
melhor entendimento, utiliza-se aqui um exemplo interessante e explicativo
extraido do livro de Fiedler-Ferrara e Prado (1994).

12 The Mathematical Theory of Communication (1949).
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Considere um atrator no espaco de fases recoberto por cubos de aresta e.
A probabilidade de que o sistema se encontre sucessivamente, e em intervalos
de tempo iguais a 7, em uma seqiiéncia de cubos b; é dada por p(b;). Entao
a informacao associada a seqiiéncia de cubos b; é dada por

Zp ) In p(b; (2.24)

A equagao (2.24) também pode ser interpretada como a informagao ne-
cessaria para localizar o sistema em uma trajetéria b; com precisdo € quando
se conhece apenas as probabilidades p(b;). A informacao adicional necessaria
para predizer em qual cubo b; 41 O sistemas estara, sabendo que ele esteve
em b, antes, serd Iblm(e) — I, (€). A entropia de Kolmogorov-Sinai, K, que
também pode ser encarada como uma medida da perda de informagao sobre
o sistema por parte do observador, é dada por:

K = lim lim lim — [ Zp ) In p(b; ] (2.25)

7—0e—0 i—00 27'

Pode ser demonstrado (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994) que os expoentes de
Lyapunov \; s@o proporcionais a taxa de produgao de informagcao no sistema.
Eckmann e Ruelle (1985) estabeleceram a desigualdade

K<Y\, (2.26)

Ai>0

e, considerando a densidade invariante sobre o atrator e os expoentes de
Lyapunov independentes da trajetoria, Pesin (1977) estabeleceu a igualdade

K=Y X\ (2.27)

Ai>0

Dessa forma, um sistema cuja entropia de Kolmogorov-Sinai é positiva e fi-
nita, apresenta dinamica cadtica. A entropia de Kolmogorov-Sinai K pode
ser utilizada para caracterizar sistemas dinamicos deterministicos e estocas-
ticos. A Tabela 2.2 mostra os resultados que podem ser obtidos por meio da
utilizacao dessa ferramenta de caracterizagao.

Conclusoes importantes podem ser obtidas por meio da andlise da entro-
pia K:
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Tabela 2.2: Caracterizacdo de sistemas dindmicos deterministicos e estocdsticos a
partir da entropia de Kolmogorov-Sinai

Sistema Entropia K-S
Regular (Pontos fixos, ciclos limite, toros) K =0
Cadtico (atrator estranho) O0<K <> A, A>0
Estocastico K — o0

e Para processos deterministicos que possuem regularidade, como no caso
de ciclos limite e toros, nao ha producao de informacao nova, ou seja,
o passado determina o futuro logo a taxa de producgao de informagao
K deve ser igual a zero;

e Para processos cadticos, o(s) expoente(s) de Lyapunov positivo(s) sao
indicativos de criacao de informacao no sistema, e como a taxa de
criacao de informagao serd sempre menor ou igual ao somatorio dos
expoentes de Lyapunov positivos, a entropia K sera sempre positiva e
finita.

e Em processos estocasticos existe producao de informacao que tende as-
sintoticamente ao infinito, logo a entropia K também tende ao infinito.

Dimensao Fractal

A dimensao de um conjunto de pontos é o nimero minimo necessario
de parametros usados para se direfenciar um ponto do conjunto de outro
(Monteiro, 2002). Um ponto tem dimensao zero, uma curva (ex. ciclo limite)
tem dimensao um, um toro 72 tem dimensao dois, etc. Além das dimensoes
inteiras usuais, existem dimensoes nao inteiras, tipicas de atratores estranhos.
Figuras que apresentam dimensao nao inteira sao chamadas de fractais e sao
caracterizadas por uma dimensao fracionaria (Monteiro, 2002; Fiedler-Ferrara
e Prado, 1994; Sprott, 2003).

Existem varias métricas utilizadas para se caracterizar uma dimensao
fractal. Em 1958 Kolmogorov (Kolmogorov, 1958) definiu a dimensao de
contagem de caizas, ou box-counting dimension, Dy. Considere um atrator
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no espago de fases que pode ser coberto por hiper-cubos de lado €, entao Dy

é definida como lou N
Do = lim 208V

1 )
‘ log (—)
€

em que N(€) é o numero de caixas necessarias para cobrir o atrator.

(2.28)

Em 1979 Kaplan e Yorke (1979) propuseram uma conjectura expondo
uma relacao entre os expoentes de Lyapunov e a dimensao de contagem de
caixas. A dimensao obtida pelo uso dessa relacao tem o nome de dimensao
de Kaplan-Yorke, ou dimensao de Lyapunov e é dada por

DY
Dgy = j + 55+ = Dy, (2.29)
[ Aj+1]
em que A\; > X\ > --- > )\, sao os expoentes de Lyapunov ordenados de

forma decrescente, sendo j o maior inteiro tal que le Ai > 0 (Fiedler-
Ferrara e Prado, 1994) e n representa o nimero de expoentes de Lyapunov
do sistema'3. Deve-se atentar que a igualdade mostrada na equacao (2.29) s6
é valida difeomorfismos, porém fornece um limite superior para Dy em todos
0S €asos.

A vantagem da conjectura de Kaplan-Yorke é o fato de que determinados
os expoentes de Lyapunov, a dimensao Dy fica automaticamente determi-
nada, porém para tanto é necessario o conhecimento de todo o espectro de
expoentes de Lyapunov, o que, normalmente, nao é uma tarefa facil.

Dimensoes Generalizadas D

Dependendo do tipo de fractal o conceito de dimensao fracionaria nao
conduz a um método de caracterizagao completo (Fiedler-Ferrara e Prado,
1994). Nesse contexto surge o conceito de dimensdes generalizadas, Dy, que
¢ uma anélise de como o volume das caixas de lado € varia com a diminuic¢ao
de €, (e = 0).

A partir do estudo de como a distribuicao de probabilidades p; de se ter
um ponto na i-ésima caixa de dimensao € varia ao longo do atrator, a medida
que € tende a zero, define-se

N;
pi(e) = lim =, (2.30)

13 Um sistema n—dimensional possui n expoentes de Lyapunov.
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em que N é o numero total de pontos, e N; é o nimero de pontos na caixa
1. Entao as dimensoes generalizadas de Renyi sao definidas como

1 1 N(e) ya
Dq — llm ng 2221 pZ
qg—1e0 log, €

(2.31)

emque g € R eq#1.

A diferenca entre as infinitas dimensoes generalizadas, estd no objetivo
de sua utilizacao. Todas elas medem o grau de nao-linearidade do atrator
(Fiedler-Ferrara e Prado, 1994), porém quanto maior for o valor de ¢, melhor
serd a caracterizagao de regioes densas do atrator, e quando D, # D, diz-se

que o atrator é um multifractal™. Os valores de ¢ mais usados sao

e ¢ =0 = D,, trata-se da dimensao de contagem de caixas, ja apresen-

tada;
log N (€)
Dy =1 2.32
= 1% Tog(1/e) 232
e ¢ =1= D;, conhecida como dimensao de informagcao;
Y pilogps
Dy = lim ==———F—— 2.33
s R vV (2:33)
e ¢ = 2= D,, conhecida como dimensao de correlagao®®
1 N(E
Dy = lim —="=— g izt P’ (2.34)
0 log(e)

2.8 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo apresentou-se uma breve revisao de algumas das principais
definigbes que serao utilizadas ao longo deste trabalho. O toépico referente
aos métodos para calculos dos invariantes sera objeto de um estudo mais
detalhado no Capitulo 5, em que uma maior énfase sera dada a caracterizacao
de caos deterministico a partir de séries temporais experimentais e nao mais
a partir dos sistemas de equacoes.

14 Detalhes podem ser encontrados em (Hentschel e Procaccia, 1983).
15 A mais utilizada, na pratica, devido ao algoritmo de Grassberger-Procaccia (Grassber-
ger e Procaccia, 1983).



Capitulo 3

A Escolha da Plataforma

“ .. It may happen that small differences in the initial con-
ditions produce very great ones in the final phenomena. A
small error in the former will produce an enormous error
in the latter. Prediction becomes impossible”.

Jules Henri Poincaré (1902)".

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentam-se a revisao bibliografica e a analise quali-
tativa de duas plataformas selecionadas para uma possivel implementagao
pratica. A definicdo da plataforma utilizada foi resultado de um processo
de revisao da literatura existente sobre sistemas mecanicos que apresentam
comportamento caotico.

Primeiramente foram selecionados trabalhos que tratassem de sistemas
mecanicos simples que pudessem exibir regime cadtico. A busca por um sis-
tema simples e didatico conduziu a selecao de varios sistemas que apresentam
dinamica pendular. Esses sistemas sao muito abordados na literatura, sendo
encontrados em livros académicos que investigam tanto sistemas dinamicos
lineares? (Ogata, 2003; Chen, 1999; Boyce e DiPrima, 1999) como sistemas
nao-lineares (Sprott, 2003; Monteiro, 2002; Fiedler-Ferrara e Prado, 1994;

1 Pode acontecer que pequenas incertezas nos valores das condicoes iniciais produzam
grandes diferencas no estado final. Pequenos erros nas condigoes iniciais podem produzir
grande erro na condigao final. Predi¢do torna-se impossivel (Poincaré, 1902).

2 Em sistemas lineares as equagoes do movimento do péndulo sao abordadas em sua forma
linearizada em torno de uma condicao de equilibrio.
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Anishchenko, 1995; Kapitaniak, 1991; Chua e Parker, 1989)3. Além de sua
utilidade didatica, modelos de sistemas baseados em péndulos também sao
utilizados para o estudo de sistemas dinamicos que podem ser modelados
por equagdes isomérficas aquelas obtidas para o movimento pendular (Heng
e Martienssen, 1992; Smith e Blackburn, 1989).

A importancia dos péndulos, associada a simplicidade tanto visual quanto
construtiva, foi um dos fatores que contribuiram para a restrigao da procura
por sistemas que apresentam esse tipo de dinamica.

Durante o processo de revisao bibliografica, pesquisou-se trabalhos rela-
cionados a péndulos, que pudessem ser utilizados ou modificados de modo a
atender os seguintes requisitos:

e ser um sistema didatico;
e ser um sistema Eletro-mecanico pendular;
e simplicidade construtiva e visual;

e possuir baixo custo de implementagcao.

O objetivo de que a plataforma atenda a cada um desses requisitos esta
associada, além do aspecto didatico, ao objetivo de que esse trabalho possa
ser reproduzido, de maneira rapida e nao onerosa, em outras universidades
e instituicoes de ensino, sendo utilizado como uma ferramenta de auxilio no
ensino de dinamica cadtica para alunos que ja tenham concluido um curso
de mecanica bésica.

3.2 Revisao Bibliografica: Péndulos Cadticos

A literatura relata varios tipos de sistemas mecanicos que apresentam
comportamento caético (Abarbanel, 1995; Anishchenko, 1995; Kapitaniak,
1991; Berger e Nunes, 1997). Esses sistemas podem ser construidos de varias
formas, sendo que a estrutura utilizada depende da finalidade para a qual o
sistema é concebido.

Dentre os tipos de modelos e plataformas que utilizam péndulos, pode-se
citar as que sao baseadas em péndulos simples, como os trabalhos de Smith e
Blackburn (1989); Dooren (1996); Heng e Martienssen (1992); Peters (1995);

3 Esses livros, geralmente, também apresentam uma analise das equagoes linearizadas.
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Laws (2004); DeSerio (2003); Ge e Lin (2000), ou em péndulos duplos como
apresentados em Peter (2007); Christini et al. (1996); Skeldon (1994); Jéackel
e Mullins (1998); Levien e Tan (1993); Zhou e Whiteman (1996); Shinbrot
et al. (1991); Jafri (2003). Ha ainda outros tipos de péndulos (Gauld, 2004;
Awrejcewicz e Kundra, 2005), porém, devido as restrigoes expostas, nao serao
objeto de estudo neste trabalho.

3.2.1 Péndulo Simples

A Figura 3.1 mostra uma configuracao composta por um péndulo simples.
O péndulo é formado por uma massa m presa a um ponto de apoio O por
meio de uma haste rigida de massa desprezivel e com comprimento [. O
sistema é excitado por uma fungao de excitacao P(t) e estd sujeito a acao da
gravidade ¢ e a um amortecimento viscoso bd, proporcional & sua velocidade
angular.

mg

Figura 3.1: Péndulo simples amortecido com excitacao periédica P(t) = Acos(wt).

O sistema apresentado na Figura 3.1 é modelado pela equagao

d*0 do
I— + b— + mglsen(0) = P(t), 3.1
0 mglsen(6) = P(1) (31)
em que I é o momento de inércia do péndulo, b é o coeficiente de atrito viscoso,
m é a massa, [ é o comprimento da haste, g é a constante gravitacional, e
P(t) é a fungao de excitagao, ou torque externo.
Dentre os trabalhos baseados no modelo apresentado na equagao (3.1),

pode-se citar Dooren (1996); Heng e Martienssen (1992); que apresentam o
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trabalho de modelagem e simulacao de sistemas cadticos baseados em pén-
dulos simples, e os péndulos experimentais Daedalon e TEL-Atomic, ambos
analisados no trabalho de Blackburn e Baker (1998).

Existem outros trabalhos que, apesar de utilizarem péndulos simples, nao
podem ser modelados pela equacao (3.1). Isso porque devido a utilizacao de
outros elementos em sua estrutura, outros termos aparecem na equacao (3.1)
durante o processo de modelagem. Como exemplo, pode-se citar os trabalhos
de Laws (2004); DeSerio (2003) e o péndulo Pasco, também analisado no
trabalho de Blackburn e Baker (1998).

Independentemente do tipo de plataforma ou modelo utilizado, as caracte-
risticas importantes, principalmente para aplicacoes didaticas, sao o custo, a
simplicidade e a possibilidade de montagem pratica. O trabalho de Blackburn
e Baker (1998) apresenta uma andlise de trés tipos de plataformas comerci-
ais, dando énfase a estas caracteristicas. O custo das plataformas analisadas
varia entre 1.200,00 e 2.000,00 ddlares americanos, e todas tem aplicagoes
did4ticas?.

As plataformas analisadas, compostas por péndulos simples, possuem
muitas funcionalidades, sendo adequadas as demonstragoes de comporta-
mento cadtico. Porém utilizam pecas feitas com material especifico, e nao
usualmente encontrado em qualquer loja, o que torna sua reprodutibilidade
problematica. Além disso, devem ser observadas restrigoes quanto a direitos
autorais e patentes. A possibilidade de aquisicao de plataformas comerciais,
apesar de atraente, depende da existéncia de recursos e considerando que,
normalmente, a situacao das instituicoes de ensino brasileiras é de escassez
de recursos, outras possibilidades devem ser consideradas.

Outra caracteristica importante apresentada pelas plataformas que utili-
zam péndulos simples é o fato de que nao sao sistemas autonomos, e na falta
de excitagao os sistemas nao exibem sensibilidade a condicoes iniciais.

3.2.2 Péndulo Duplo

Em relacao as plataformas e modelos baseados em péndulos duplos, a lite-
ratura apresenta varios trabalhos de modelagem e simulacao (Skeldon, 1994;
Jéckel e Mullins, 1998; Levien e Tan, 1993; Zhou e Whiteman, 1996; Jafri,
2003) e trabalhos experimentais (Shinbrot et al., 1991; Christini et al., 1996;

4 Tsso nao significa que nao possam ser utilizadas com outras finalidades como, por exem-
plo, pesquisa.
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Peter, 2007). As caracteristicas freqiientemente encontradas na literatura sao
a utilizacao da formulacao Lagrangeana como método de modelagem e a nao
consideracao do fator referente ao atrito existente nas juntas dos péndulos,
exceto no trabalho de Jafri (2003) em que a parcela referente ao atrito é
inserida no modelo como uma fun¢ao de Rayleigh® (Arnold, 1989).

A formulagao Lagrangeana é um tépico avancado em mecanica, devido a
isso, essa formulagao nao sera utilizada, pois pode nao ser uma formulacao de
dominio do publico ao qual o experimento é direcionado®. Como alternativa
serd utilizada a formulagao newtoniana, baseada em equilibrio de forcas. A
Figura 3.2 mostra uma configuracao composta por um péndulo duplo sujeito
a acao da gravidade, nesse caso, sem excitacao e nao amortecido.

Figura 3.2: Péndulo duplo.

O sistema mostrado na Figura 3.2 é modelado pelo sistema de equagoes
acopladas:

5 No trabalho apresentado por (Jafri, 2003), o coeficiente de atrito é utilizado como para-
metro de bifurcacao.
6 Alunos que tenham pelo menos concluido um curso de mecénica bésica (leis de Newton).
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j — g(sen(6h)cos(ar) — Msen(6,)) — (12922 + llélzcos(oz))sen(a)
' [ (M — cos?(a)) ’

(3.2)
g, — gM (sen(f)cos(ar) — sen(fs)) + (Ml1912 + lgégzcos(a))sen(a)
’ lo(M — cos?(«)) ’

my

em que, o« = 01 —0y e M = 1+—, sendo m; e mo as massas nas extremidades
me

das hastes, [; e I3 o comprimento das hastes, 6; e 6, sao os angulos entre a

linha normal e as hastes interna e externa, respectivamente.

Apesar de apresentar uma dindmica mais complexa que a de sistemas
compostos por péndulos simples, exibindo, inclusive, sensibilidade a condi-
¢oes iniciais. Durante o processo de revisao bibliografica, nao foram encon-
trados trabalhos que relatassem a construcao e caracterizagao dinamica de
plataformas experimentais baseadas em péndulos duplos autonomos excita-
dos. O trabalho de Christini et al. (1996) utiliza uma plataforma composta
por um péndulo duplo excitado por uma funcao periddica para demonstrar
a aplicacao de controle de sistemas caodticos de alta dimensao, porém nao
relata a modelagem, nem a caracterizacao dinamica do sistema. O trabalho
de Shinbrot et al. (1991) apresenta uma anélise de um sistema composto por
um péndulo duplo nao excitado, apresentando apenas estimativas quanto a
sensibilidade a condicoes iniciais do sistema”.

Tanto plataformas baseadas em péndulos simples, quanto plataformas ba-
seadas em péndulos duplos, podem apresentar comportamento cadtico, sendo
adequadas a projetos de experimentos didaticos. A Secao 3.3 apresenta duas
possibilidades de plataformas baseadas em trabalhos selecionadas durante o
processo de revisao bibliografica, dentre as quais foi escolhida a plataforma
implementada neste trabalho.

7 O trabalho de (Shinbrot et al., 1991) tem grande importancia, pois, durante o processo
de revisao bibliografica, verificou-se que esse foi o primeiro trabalho experimental a utilizar
um péndulo duplo.
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3.3 A Selecao da Plataforma

Durante o processo de definicao da plataforma a ser utilizada, dois sis-
temas foram analisados. Um composto por um péndulo simples e baseado
no trabalho de Dooren (1996) e outro composto por um péndulo duplo ba-
seado nos trabalhos de Shinbrot et al. (1991) e Christini et al. (1996). O
objetivo dessa primeira andlise foi verificar a possibilidade de implementacao
pratica, e a sensibilidade dos sistemas a pequenas variacoes em parametros
construtivos como amortecimento, peso e dimensoes.

3.3.1 Plataforma utilizando péndulo simples

A plataforma utilizando péndulos simples é composta por uma massa m
ligada, por meio de uma haste de comprimento [ com massa desprezivel,
ao ponto a em um carrinho. O carrinho apresenta movimento na diregao
horizontal, dado por uma fungao h(t) = Xsen(wt), em que X é a distancia
horizontal e w = 27 f, sendo f a freqiiéncia do movimento. O sistema ¢é
mostrado na Figura 3.3.

]
a/? — Xsen(wt)
(@ @]

l 0

mg

Figura 3.3: Péndulo simples amortecido com excitacao peridédica h(t) = Xsen(wt).

O péndulo é livre para girar em torno do ponto de sustentacao a, fixado no
carrinho. O atrito presente no ponto de fixacao do péndulo é modelado como
um amortecimento viscoso proporcional a velocidade angular do péndulo,
dado por b, sendo b o coeficiente de atrito.
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O modelo matematico desse sistema é dado pela equacao:

) b g w2 X
w = —Ww—zsen(e)—l- l

= w, (3.3)

cos(wt)cos(6),

A equacgao (3.3) é nao autonoma e é resultado do equacionamento a partir
do somatorio das forgas aplicadas ao péndulo em relagao ao ponto a.

O sistema (3.3) foi simulado utilizando-se o algoritmo de integracao de
Runge-Kutta de quarta ordem. Os resultados obtidos foram iguais aos rela-
tados em (Dooren, 1996). A Figura 3.4 mostra o retrato de fases do atra-
tor cadtico da equagao (3.3) e a Figura 3.5 mostra o atrator em coordena-
das cilindricas, considerando b = 0,0015Nm/rad/s, [ = 0,5m, m = 0,35kg,
g=9.81m/s?, w=41rad/s e X = 0,5m.

15

101

Figura 3.4: Atrator do sistema péndulo - carrinho mostrado na equacao (3.3) em
uma projecao bidimensional. Os pontos nao foram unidos por linhas
para facilitar a visualizagao.

Apesar das caracteristicas interessantes apresentadas pelo sistema (3.3), a
implementacao pratica do modelo é problematica. Os valores dos parametros
do sistema, necessarios para que o sistema apresente a dinamica desejada, re-
sultaram em amplitudes para as grandezas fisicas que nao sao compativeis
com a construcao de uma plataforma piloto. Isso devido ao fato de que as
dimensoes calculadas para a plataforma e a velocidade do carrinho necessa-
rias para se obter comportamento cadtico nao se mostraram adequadas aos
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sin(0) 11 cos()

Figura 3.5: Atrator do sistema péndulo - carrinho da equagao (3.3). Ilustracao
da projecao bidimensional em uma projecao tridimensional utilizando
coordenadas cilindricas por meio do fechamento do eixo referente a
posicao angular 6. Nesse caso os pontos nao forma unidos por linhas
para facilitar a visualizagao.

objetivos didaticos e de baixo custo.

3.3.2 Plataforma utilizando péndulo duplo

Outra possibilidade analisada é baseada nos trabalhos de Shinbrot et al.
(1991) e Christini et al. (1996). O aparato experimental desenvolvido por
Shinbrot et al. (1991) é constituido por um péndulo duplo feito a partir
de barras de aluminio, como mostrado na Figura 3.6. O peéndulo possui
rolamentos de baixa friccao nos pontos p; e py e é fixado em um mancal por
meio de um eixo que passa pelo rolamento no ponto p;.

Em uma primeira simulacao, foi utilizado o modelo original Shinbrot et al.
(1991), mostrado na equagao (3.2). Nesse modelo, nao se considera qualquer
tipo de atrito e, também nao se considera a presenca de excitacao externa.
Os resultados obtidos por meio da simulagao desse modelo mostraram, de
forma qualitativa, que o sistema apresenta sensibilidade a condigoes iniciais.
A Figura 3.7 mostra a evolucdao do angulo ; para duas condigoes iniciais
proximas a 6y = 5 Apesar de apresentar divergéncia de trajetdrias iniciais

proximas, algumas questoes devem ser observadas:



42

3 A Escolha da Plataforma

Figura 3.7: Simulacao do péndulo duplos para condigoes iniciais préximas. 6
e 0 = 0,996,.
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e O péndulo experimental nao pode ser modelado como um sistema com
auséncia de atrito®, apesar de a andlise dos dados provenientes do sis-
tema experimental relatada no trabalho de Shinbrot et al. (1991) tam-
bém ter mostrado a presenca de sensibilidade a condigoes iniciais.

e Em simulagao, a sensibilidade existe apenas para alguns valores de
condigoes iniciais. Para condigoes iniciais com valores de #; pequenos,
o sistema pode ser aproximado como um sistema linear e nao apresenta
sensibilidade a condigoes iniciais;

e O sistema modelado pelo conjunto de equacoes 3.2 nao pode ter dina-
mica caotica, de acordo com a definicao de caos proposta por Eckmann
(1981). Isto porque o sistema apresenta amortecimento diferente de
zero e nao possui excitacao. O fluxo resultante nao é, portanto, recor-
rente e o tipo de atrator existente nao é um atrator estranho, e sim um
ponto fixo.

Uma forma de contornar os problemas citados é utilizar, como no trabalho
de Christini et al. (1996), uma fonte de excitagao externa. Nessa configuragao
o rolamento localizado no ponto p; da figura 3.6 é retirado e o eixo de um
motor CC é fixado nesse ponto, como mostrado na Figura 3.8.

Se o motor CC for acionado por uma fungao de excitagao ®(t) periddica,
o torque aplicado ao ponto p; também serd periédico. Essa modificagao traz
mudancas qualitativas ao retrato de fases do sistema. O sistema passa de
quarta para quinta ordem, se for considerada a dinamica elétrica do motor,
e o Unico ponto fixo estavel do sistema’ autonomo perde estabilidade, pro-
porcionando o aparecimento de outros tipos de atratores, como ciclos limite,
toros e atratores estranhos.

A Figura 3.9 mostra uma projecao bidimensional do espago de fases do
sistema com comportamento periédico.

A anédlise numérica dos sistemas compostos pelos péndulos duplos mos-
trados nas Figuras 3.6 e 3.8, mostra que esses sistemas apresentam compor-
tamento interessante e podem ser construidos com dimensoes apropriadas

8 O argumento utilizado no trabalho de Shinbrot et al. (1991) como justificativa para se
desprezar o atrito é de que, se a observacao for feita em um intervalo de tempo curto, o
amortecimento devido ao atrito pode ser desconsiderado.

9 Considerando as variaveis de estado 61 e 0 do sistema no intervalo —7 até m, o tinico
ponto fixo estavel existente serd em 61 = 0; 91 =0;0,=0¢ 92 =0.
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MotorCC

Barral

Barra2

Figura 3.8: Sistema composto pelo péndulo duplo proposto por Christini et al.
(1996), modificado para ser excitado por um motor CC.

(Shinbrot et al., 1991; Christini et al., 1996). Essas caracteristicas, junta-
mente com o fato de que existem poucos trabalhos experimentais que utili-
zem péndulos duplos é um fator motivante para a utilizagao desses sistemas
para construcao de plataformas didaticas.

No Capitulo 4 serao apresentados o modelo e a plataforma desenvolvida
nesse trabalho. Essa nova plataforma, também baseada nos trabalhos de
Shinbrot et al. (1991); Christini et al. (1996), apresenta uma forma de ex-
citacao desenvolvida de modo que a plataforma possa ser modelada como
um sistema autonomo. Outro fator importante é o fato de que no modelo
proposto, além de se considerar a funcao de excitacao, também se modela o
atrito presente no sistema.

3.4 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo foram apresentadas duas possibilidades de sistemas base-
ados em péndulos e que exibem comportamento cadtico. Uma andlise numé-
rica foi realizada com o objetivo de verificar a possibilidade de implementacao
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0

Figura 3.9: Retrato de fases do sistema formado por um péndulo duplo sujeito a
amortecimento e excitado por uma funcao periddica ®(t) = sen(wt).

pratica de cada sistema, verificando-se a inviabilidade de implementagao da
plataforma baseada em um péndulo simples analisada. O préximo capitulo
mostra os procedimentos utilizados para a implementacao pratica de uma
plataforma baseada no comportamento de um péndulo duplo.






Capitulo 4

Descricao Do Projeto e
Modelagem Matematica

“A melhor maneira que o homem dispée para se aperfei-
coar € aprozimar-se de Deus”.

Pitagoras

4.1 Introducao

Este capitulo apresenta a descricao das partes que compoem a plataforma
experimental e o processo de modelagem matematica, incluindo os efeitos do
amortecimento e da tensao de excitacao. Sao abordados, também, aspectos
importantes como custo da implementacao e algumas caracteristicas cons-
trutivas.

Este capitulo esta dividido da seguinte forma. Na se¢ao 4.2 apresenta-se a
descrigao do funcionamento da plataforma e dos estagios que a compoem. Na
secao 4.3 apresenta-se os passos seguidos durante o processo de modelagem,
considerando o atrito e o sistema de excitagao.

4.2 Descricao da Plataforma

Para um melhor entendimento do funcionamento da plataforma, primei-
ramente serd apresentada, de maneira sucinta, a plataforma e suas partes
principais. No fim desta secao, serd apresentado o comportamento global da
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plataforma. Informacoes detalhadas relacionadas aos aspectos construtivos
das pecas e dos circuitos sao mostrados no Apéndice B.
A plataforma pode ser dividida nas seguintes partes principais:

o sistema de suporte;

o péndulo duplo;

® OS Sensores;

o sistema de acionamento;

o sistema de comando.

Na Figura 4.1 mostra-se uma visao em perfil da plataforma proposta.
Pode ser visto o péndulo duplo, o motor CC utilizado no acionamento e,
destacados, os sensores S; e Sg. Os circuitos que compoem o sistema de
comando nao sao mostrados.

Cada uma das partes que compoem a plataforma sao descritas a seguir.

4.2.1 Sistema de suporte

O sistema de suporte é a parte mecanica da plataforma que tem a funcao
de agrupar e prover sustentacao mecanica as diferentes partes do sistema. A
Figura 4.2 mostra o sistema de suporte, e seus principais elementos.

Os principais elementos que compoem o sistema de suporte sao.

Suporte Sq

O suporte Sg é formado por uma placa de aluminio com dimensoes 0,15 x
0,20 x 0,006 m. Essa peca tem a funcao do acoplamento rigido das outras
pecas do sistema de suporte, os mancais do eixo E5 e o suporte do motor S,,.

Suporte S,

O suporte S, é formado por uma cantoneira de aluminio. A funcao dessa
peca é a sustentacao e a fixacao do motor de acionamento do péndulo duplo.
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Péndulo duplo

Figura 4.1: Plataforma proposta - Perfil.

Mancais do eixo E,

Os mancais do eixo E5 sao formados por duas pecas de aluminio. Cada
peca é formada pela juncao da cantoneira e uma barra, também de aluminio,
onde é fixado um rolamento fixo de esferas. A funcao dos mancais é de
oferecer sustentagao mecanica ao eixo Esg, com um baixo atrito. A Figura 4.2
mostra os dois mancais.

Eixo Es

O eixo Ey é feito em acgo-carbono, e tem a funcao de ligacao entre o
péndulo duplo e o eixo do motor CC. O eixo tem diametro de 0,006m e com-
primento de 0,17m, e é fixado nos rolamentos que fazem parte dos mancais,
resultando em um sistema de baixo atrito.
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Acoplamento M E Mancais do eixo Fs

i

o~

Suporte Sg Eixo FE,

Figura 4.2: Sistema de suporte: vista em perfil.

Acoplamento ME

A pega denominada acoplamento ME é feita em aco inox. Essa pega tem
a funcao de fazer o acoplamento entre o eixo do motor CC e o eixo de susten-
tacao do péndulo duplo, eixo Eo. Apesar de simples, essa peca merece uma
atencao especial, pois erros em seu processo de confeccao podem ocasionar
anomalias no funcionamento da plataforma devido ao possivel surgimento de
vibracao indesejada. A peca é mostrada na Figura 4.2.

4.2.2 O péndulo duplo

A Figura 4.3 mostra a parte composta pelo péndulo duplo em duas vistas.
Em 4.3 (a), a vista lateral, e em 4.3 (b), a vista frontal.

No projeto das pecas que formam o péndulo duplo buscou-se manter as
dimensoes e o tipo de material utilizado no trabalho de Shinbrot et al. (1991),
porém pequenas modificagoes foram necessarias, para adaptacao do péndulo
as necessidades do projeto, como a fixacao do péndulo ao eixo do motor Es.

A haste superior do péndulo é formada pela barra 1, que por sua vez é
composta por duas barras chatas com medidas 0,27m x 0,032m x 0,006m, e
a segunda haste é formada por uma unica barra chata, barra 2, com medidas
0,216m x 0,032m x 0,013m. As barras sao feitas em aluminio.

As duas hastes, barra 1 e barra 2, sao interligadas por meio de um eixo,
E;. O ponto médio do eixo ¢é fixo na barra 2, e as extremidades do eixo
sao fixadas em rolamentos, localizados nas pecas que formam a barra 1,
conforme mostrado na Figura 4.3. A haste externa pode girar livremente
sobre seu eixo, e a primeira haste depende do sistema de acionamento para
girar!. As posicoes das hastes mostradas na Figura 4.3 (b) definem a posigao

1 A primeira haste esta ligada ao motor por meio do eixo Eo. Dessa forma seu movimento
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Furos para fixagao do eixo Fo
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Figura 4.3: Péndulo duplo: Vista em perfil (a) e frontal (b). A linha tracejada
indica a referéncia zero para o angulo das hastes.

de referéncia angular (f; = 0° e 3 = 0°) para as duas hastes. Os angulos
positivos sao contabilizados no sentido anti-horario.

4.2.3 Os sensores

Para o funcionamento da plataforma sao necessarias informagoes relacio-
nadas & velocidade angular 6; e & posicao 6, da barra 1 que compdoe o péndulo
duplo. Essas informacoes sao fornecidas por dois sensores simples, S7 e Ss,
que sao fixados na plataforma, como mostrado na Figura 4.4.

depende, dentre outros fatores, do torque exercido pelo motor.
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Figura 4.4: Sensores Si e So.

Sensor S;

O sensor S; fornece uma medi¢ao em tensao elétrica proporcional a velo-
cidade angular da barra 1. Esse sensor ¢ formado por uma pequena maquina
CC de imas permanentes, funcionando como gerador. O eixo do gerador é
acoplado diretamente ao eixo do motor CC do sistema de acionamento, fa-
zendo com que o gerador gire a mesma velocidade da barra 1 do péndulo
duplo, ou seja, 0;.

Um motor CC de imas permanentes possui a tensao nos terminas, V,
relacionada com a velocidade do eixo 6;. A relagao entre essas grandezas é
expressa por:

dig , )
E = V:z - Ra lg — kfcom ‘917 (41)

sendo 7, a corrente de armadura, L, a indutancia de armadura, R, a resistén-

L,

cia de armadura, e kg a constante de forca contra-eletromotriz. Quando
a maquina CC de fmas permanentes é utilizado no modo gerador, a entrada
passa a ser a velocidade aplicada ao eixo 91, e a saida é a tensao nos termi-
nais da armadura, em circuito aberto?. Com o circuito de armadura aberto,

di

~ ’ . ~ . . a ~ o7
nao ha circulacao da corrente i,, logo 7, e o sao nulos. Utilizando essas
relagoes, a equagao (4.1) pode ser reescrita como,
. Va
91 -

- I
kfcom

para i, = 0. (4.2)

A relagao (4.2) indica que, monitorando-se a tensdo gerada pelo sensor
S1, obtém-se a informacao da velocidade angular 6;. A constante kgen do
gerador pode ser determinada por meio de um ensaio para levantamento

2 Nesse caso, a tensao nos terminais do gerador CC é igual a forga contra-eletromotriz, pois
assumindo que a impedancia de entrada dos medidores de tensao conectados ao gerador é
infinita, nao ha queda de tensao na resisténcia R, .
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da curva estatica. Dessa forma, o sinal proveniente do sensor S; pode ser

modelado por
52(01) = kfcom ‘91- (43)

Na Figura 4.5(a) mostra-se um modelo fisico da maquina CC utilizada, e
na Figura 4.5(b) é apresentado seu circuito elétrico equivalente.

R, Lg

+
Vo = Sl (91) kfcem 61 @

(a) (b)

Figura 4.5: Sensor S;. (a) Representacao fisica. (b) Circuito elétrico equivalente.

A informacao fornecida pelo sensor S; é importante pois, além de ser
utilizada na légica de acionamento do motor, é utilizada durante o processo
de caracterizacao dinamica da plataforma apresentado no Capitulo 5.

No processo de selecao do motor CC de imas permanentes que seria utili-
zado como sensor Si, um fator importante que foi observado é a necessidade
de que as caracteristicas dinamicas do sensor nao influenciassem o compor-
tamento da plataforma. Ou seja, o motor selecionado tem que apresentar
um pequeno momento de inércia, baixo atrito e ter a relacao velocidade apli-
cada no eixo - tensao gerada, linear. Respeitando-se essas caracteristicas, a
principio, qualquer motor CC de imas permanentes pode ser utilizado.

Sensor S,

O sensor Sy é composto por duas pecas. Um disco semi-aberto Dy e um
fotosensor. O sensor S, montado no sistema é mostrado na Figura 4.4. O
disco semi-aberto e o fotosensor sao mostrados na Figura 4.6.

O disco semi-aberto é feito em acrilico e é fixado no eixo de sustentacao
Es, como mostrado na Figura 4.4.

O fotosensor é composto por um diodo emissor de luz LED, e um foto-
transistor. O funcionamento do fototransistor, corte ou saturacao, depende
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disco semi-aberto fotosensor
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Figura 4.6: Sensor Sy: (a) Disco semi-aberto. (b) Fotosensor: encapsulamento de
um diodo emissor de luz e um fototransistor.

da luz emitida pelo LED, de modo que, dependendo da posicao do disco semi-
aberto, ou seja, dependendo do valor de #;, o sensor apresenta sinal 16gico
alto (1) ou nivel légico baixo (0). Baixo se a luz for interrompida pelo disco,
|01] < 7, ou nivel 16gico alto, caso o angulo 6; de posi¢ao da primeira haste 6;
for |61] > v, em que v é um angulo limiar predefinido. Dessa forma, o sinal
de saida do sensor composto pelo disco semi-aberto e o fotosensor pode ser
descrito pela func¢ao Sq(6,) como:

2 1, se |01 <7. '

Na Figura 4.7 mostra-se a configuracao do disco semi-aberto e o fotosensor
para as duas possibilidades de saida do sensor.

Os detalhes construtivos e o tipo de componente utilizado sao mostrados
no Apéndice B.

4.2.4 O sistema de acionamento

O sistema de acionamento é composto por um motor CC e um circuito de
acionamento denominado ponte H. O motor é o elemento da plataforma que
produz o torque a ser aplicado ao péndulo e, conseqiientemente, o movimento
do péndulo duplo. A ponte H tem a funcao de, a partir dos sinais provenientes
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Disco semi-aberto
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I“ <— Fotosensor —> HI
So(61) = 1 Sa(61) = 0

Figura 4.7: Sensor Sg: (a) Situacao S2(61) = 1, (b) situagao S2(#1) = 0.

do circuito de comando, acionar o motor CC no sentido desejado?.

O motor

O motor utilizado é um motor universal, utilizado em maquinas de cos-
tura, de 100W e 110V. O motor foi modificado para operar como um motor
de corrente continua com excitagdo independente (Fitzgerald et al., 2006),
alimentado com tensao continua maxima de 32V aplicada aos terminais do
enrolamento da armadura, e tensao continua maxima de 15V aplicada aos
terminais do enrolamento de campo. As tensoes maximas a serem aplica-
das aos enrolamentos do motor foram definidas de tal forma que a maxima
corrente permitida nao tultrapassasse os limites térmicos dos enrolamentos.
Além de limitar a tensao aplicada ao motor, foi necessaria a utilizacao de
um sistema de ventilagao para facilitar a troca de calor entre o motor e o
meio. A necessidade do sistema de ventilagao deve-se ao fato de que, du-
rante o acionamento do sistema, o motor funciona a velocidades baixas e
com corrente acima da nominal, causando, dessa forma, sobreaquecimento
dos enrolamentos e conseqiiente reducao na vida util.

A Figura 4.8 mostra o circuito equivalente do motor CC modificado. O
motor original, por ser universal, possuia rotacao apenas em um sentido.
Modificagoes nas conexoes dos enrolamentos permitiram sua utilizacao como
um motor de corrente continua com excitacao independente, e dessa forma a
inversao do sentido de rotagao torna-se possivel.

Os parametros do circuito mostrado na Figura 4.8 sao a resisténcia de

3 Sentido determinado pelo circuito de comando a partir dos dados provenientes dos sen-
sores.
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Figura 4.8: Circuito equivalente do motor CC utilizado.

armadura R,, a resisténcia de campo R., a indutancia de armadura L,,
indutancia de campo L., a corrente de campo i., a constante de velocidade k,
e a tensao de campo V.. Esses parametros sao mantidos constantes durante
o funcionamento da plataforma. Porém a tensdo de armadura V (6, 6;) é
funcao da posicao e da velocidade da barra 1 que compoe o péndulo duplo.

A ponte H

O circuito denominado ponte H faz parte do sistema de acionamento e
tem a fungao de acionar o motor CC no sentido desejado. O principio de
funcionamento do circuito é fundamentado em aplicar a tensao da fonte com
a polaridade correspondente ao sentido de rotacao desejado. A Figura 4.9
mostra o esquema elétrico, ideal, de uma ponte H.

+V
G Motor CC &
| Ra  La !
X I
I
03 C4
-V

Figura 4.9: Esquema de funcionamento de uma ponte H.
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O circuito é composto por quatro chaves denotadas por C;, C,, Cs, e
C4. As chaves sao acionadas aos pares com o objetivo de prover caminhos
diferentes para a corrente de armadura ,.

Definindo o estado das chaves como 1 para o estado fechado, e 0 para o
estado aberto, os estados permitidos no funcionamento de uma ponte H sao
mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Ldgica de acionamento do motor em fungdo dos sensores.

Chaves Motor
CieCy| CyeCs Estado do motor
0 0 Desligado

Ligado no sentido horério

0 1
1 0 Ligado no sentido anti-horario
1 1

Estado nao permitido

A Figura 4.10 ilustra o processo de inversao de diregdo em um motor CC,
devido ao chaveamento de uma ponte H.

| |
| |
Cs : Cy Cs : Cy
«-——-=-—-- /I l\ —————— >

(a) (b)

Figura 4.10: Ponte H: (a) Situagao C; e C4 fechadas fazem o motor girar em sentido
horario, (b) C; e C4 abrem e Cq e Cs fecham causando a inversao da
tensao de armadura aplicada ao enrolamento de armadura do motor,
logo, apds um tempo transitério o motor passa a girar em sentido
anti-horario.
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O circuito mostrado nas Figuras 4.9 e 4.10, é um circuito ideal e utilizado
apenas para a explicagdo do principio de funcionamento de uma ponte H.
Durante a utilizacao de uma ponte H nao é permitido que as quatro chaves
estejam fechadas ao mesmo tempo, pois essa combinagao causa um curto-
circuito na fonte de tensao, e isso pode causar danos a fonte de tensao e
ao circuito da ponte H. Deve-se, portanto, utilizar circuitos apropriados que
proporcionem a protegao necessaria ao funcionamento das chaves.

Dentre as varias opgoes de circuitos para a elaboragao de uma ponte H,
optou-se, nesse trabalho, por utilizar o circuito LMD 18200 fabricado pela
National Semicondutor (National Semiconductor, 2005). A escolha baseou-se
na simplicidade oferecida pelo componente que contém, em um 1inico encap-
sulamento, o circuito da ponte H e a protecao contra curto-circuito, além de
apresentar pequenas dimensoes.

4.2.5 O sistema de comando

O circuito de comando é a parte da plataforma que tem a funcao de
processar os sinais provenientes dos sensores e, baseado em uma logica pré-
definida, determinar se o motor sera acionado e o modo como sera acionado.
Na Tabela 4.2 mostra-se a logica implementada no sistema de comando.

Tabela 4.2: Ldgica do sistema de comando.

Sensores
81(91) S2(61) Estado do motor
0 0 Desligado
0 1 Desligado
>0 0 Desligado
<0 0 Desligado
>0 1 Ligado no sentido anti-horario
<0 1 Ligado no sentido horério

Os detalhes da implementacao do circuito de comando sao mostrados no
Apéndice B.
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4.2.6 Descricao do funcionamento da plataforma

O comportamento global da plataforma é dado pela interacao dos siste-
mas apresentados anteriormente. A interacao dos sistemas e a realimentagao
dos sinais provenientes dos sensores fazem com que o sistema possua com-
portamento autonomo, isto é, nao dependa explicitamente do tempo, pois
todas as varidveis sao internas, nao existindo excitacao externa independente
dos estados do sistema. O diagrama apresentado na Figura 4.11 ilustra o
funcionamento da plataforma proposta.

Sistema de comando.
Comparadores.

Sinal de comando

Sistema de acionamento
Ponte H - motor CC
V(91, 6‘1) e G(Hl, 91)

Movimento

[ Bl 01, 02, 61, 05 J

dt’

sinal de realimentacao

Sensores

Y

\
Sa(r) | 17T ‘@(91)

velocidade angular

\i
Caracterizacao dinamica -=— 6,

Figura 4.11: Diagrama de funcionamento da plataforma.

Primeiramente o circuito de comando recebe os sinais provenientes dos
sensores e, a partir da légica de comando, envia o sinal de comando, corres-
pondente ao modo adequado de acionamento do motor CC, para o circuito
da ponte H. O circuito da ponte H aciona o motor CC aplicando uma tensao
V (6, 91), que depende da posicao e da velocidade angular da barra 1 do
péndulo duplo. A corrente de armadura resultante, i,(6;, 91), é convertida
no torque G(6;, 91) Os sensores Sy e Sy monitoram esse movimento e enviam
sinais ao circuito de comando, fechando, dessa forma, a malha de realimen-
tacao do sistema. O fechamento da malha faz com que o torque aplicado ao
péndulo nao seja uma funcao explicita do tempo, caracterizando o sistema
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como autonomo. Além disso, a saida do sensor S; é amostrada e posterior-
mente armazenada em um arquivo para a andlise e caracterizagao dinamica
do sistema.

4.3 Modelagem Matematica do Péndulo Du-
plo Eletromecanico

Essa secao tem o objetivo de apresentar o modelo matematico obtido por
meio da andlise do processo fisico, composto pelo péndulo duplo e o sistema
de excitacao, apresentados na Secao 4.2.

A importancia na obtencao de modelos mateméaticos de sistemas dina-
micos pode ser abordada dependendo da finalidade para a qual o modelo é
obtido (Aguirre, 2004; Garcia, 2005; Seborg et al., 2004). Os modelos per-
mitem melhorar o entendimento do processo por meio da investigacao de seu
comportamento, sem os gastos inerentes a operagao ou construgao de um
sistema real (Garcia, 2005).

Existem vérios métodos de obtenc¢ao de modelos (Aguirre, 2004; Seborg
et al., 2004; Garcia, 2005; Close et al., 2001; Ljung, 1999). O método de
modelagem utilizado aqui é denominado modelagem caiza branca (Aguirre,
2004), também conhecida como modelagem fenomenolégica (Garcia, 2005).
Esse processo de modelagem ¢é baseado na obtengao de equacoes a partir da
fisica do processo, isto é, a partir da aplicacao de leis fundamentais da fisica,
obtém-se um conjunto de equagoes que representam o processo.

4.3.1 O processo de modelagem

Durante o processo de modelagem da plataforma, algumas etapas foram
percorridas. Primeiramente procedeu-se desprezando-se varios fatores pre-
sentes no sistema, como atrito, excitacao, massa distribuida. Esses fatores
foram adicionados ao modelo pouco a pouco, até a obtengao do modelo final.
Deve-se ressaltar que, mesmo para o modelo final, nao se representa perfei-
tamente a realidade. Porém o grau de complexidade do modelo atende aos
objetivos necesséarios a esse trabalho.

As etapas utilizadas foram:

e obtencao de um modelo inicial, desprezando-se o atrito e a excitagao
externa;
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e inclusao do amortecimento referente ao atrito presente no sistema;
e inclusao de uma excitacao F' genérica;

e teste utilizando fungao de excitacao F'(t) periddica - Sistema nao auto-
nomo;

e 0 modelo final: Consideragao da funcao de excitacao especifica F'(6, 9)
- sistema autonomo.

Em todas as etapas de modelagem, as hastes, compostas por barras chatas
de aluminio, que compoem o péndulo duplo, foram substituidas por um mo-
delo equivalente, composto por massas pontuais, localizadas nos centros de
massa das barras, ligadas por hastes com massa desprezivel, como mostrado
na Figura 4.12.

O modelo sem atrito e sem excitacao

Para o processo de modelagem matematica, faz-se necessario defini¢oes
quanto aos eixos de referéncia a serem utilizados no processo. A Figura 4.13
mostra a referéncia para angulos positivos e o referencial cartesiano inercial
adotado.

Na Figura 4.13 o ponto O é o ponto de sustentacao do péndulo, locali-
zado na origem do referencial (z,y). J é o ponto que representa a jungao
entre as duas hastes, m; e my sdo as massas das hastes superior e inferior,
respectivamente. [; é o comprimento da haste superior e [y é 0 comprimento
da haste inferior.

Sejam os pontos C,,, e Cy,, os centréides referentes as hastes superior
e inferior, respectivamente*. Entdo as equacdes do movimento do péndulo
duplo serao obtidas a partir da aplicacao das trés leis dinamicas:

Z Fx = Macyg,
Y F, = mag, (4.5)
Z MO = ]OOé

4 Na Figura 4.13, os centrdides estao localizados no centro das circunferéncias que repre-
sentam as massas mj € ma.
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@® Ponto de fixacao

‘ Massa da haste superior

. Massa da haste inferior

R
\/‘ % Junta

Figura 4.12: Simplificagdo - O sistema fisico composto por barras de aluminio é
substituido por um sistema equivalente composto por massas concen-
tradas no centro de massa, e ligadas por hastes de massa desprezivel.

em que » F, é o somatério das forcas na direcdo x que agem no corpo,
> F, é o somatdrio das forcas na direcdo y que agem no corpo, G, € G,y
sao as aceleragoes dos centréides nas direcoes = e y respectivamente, Mg é o
momento angular resultante, /o é o momento de inércia do corpo em relacao
a um ponto O, e a é a aceleracao angular do corpo.

Considere o diagrama de corpo livre mostrado na Figura 4.14.

As equagoes que governam o movimento do péndulo duplo podem ser
obtidas aplicando (4.5) aos corpos mostrados na Figura. Aplicando (4.5)
ao corpo mostrado na Figura 4.14 (a), e considerando os angulos iniciais
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Figura 4.13: Referencial - A Figura mostra o referencial cartesiano, importante
para a dedugao das equacoes do movimento, e a referéncia de angulo
ZEro.

mostrados na Figura 4.13 obtém-se

) 0 ? ?
—my g %(1) + Jy lysen(0y) + J, 1 cos(6q) = (m1 1—12 +my Zl) ag, (4.6)

em que o = 0, éa aceleracao angular da haste superior, sendo que os calculos
foram efetuados com relagao ao ponto O.
Aplicando (4.5) a haste inferior, obtém-se

[ [ 1
2COS(92) + J, 2sen(92) = — My l; 9. (47)

S
2 Y2 12

Em (4.7), ay = 0y é a aceleracdo angular da haste inferior, os calculos
sao efetuados com relagao ao ponto em que estd concentrada a massa ms, 0
centréide da haste inferior.

As forcas J, e J, exercidas no ponto J podem ser relacionadas com o
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J?j mog

mi1g

(a) (b)

Figura 4.14: Diagrama de corpo livre: forcas que atuam no péndulo duplo para
uma dada condicao inicial. (a) haste superior e (b) haste inferior.

centréide da haste inferior por meio das relagoes

Jp = —moap, g

Jy = —moam,, — msg;

em que ag,, € am,, sao as aceleracoes do centréide da haste inferior nas
direcoes x e y, respectivamente. A aceleracao ay, ¢ a soma da aceleracao do
ponto J, ay, e a aceleragao relativa, ap,,s, que € a aceleracao do centroéide da
haste inferior em relacao ao ponto J, ou seja,

am, :CLJ_'_CLHZ./J. (410)

Para determinar-se a aceleragao ay,, deve-se utilizar o conceito de movi-
mento relativo (Meriam e Kraige, 2003). Assim, a aceleragao apy, pode ser
determinada como

aHi:&1XFJ/O+91 X(élXFJ/O)+&2XFHi/J+é2X (éQXFHi/J) (411)

Considerando o sistema inercial de coordenadas, e que o péndulo é livre
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para girar no plano xy, tem-se as seguintes relacoes:

@ = 0k, (4.12)
Gy = Oyk, (4.13)
b = OF, (4.14)
by = 6ok, (4.15)
o = b (sen(@l);—cos(el)f), (4.16)
Fi,g = %(sen(egﬂcos(ez)j), (4.17)

Sendo que 6; ke 0y k sio as aceleracoes da haste superior e inferior, respecti-
vamente, 0, ke 0y k sio as velocidades da haste superior e inferior, respecti-
vamente, 77,0 ¢ um vetor que liga o ponto O ao ponto J, e g,/ ;7 ¢ um vetor
que liga o ponto J ao ponto H;.

Substituindo as relagdes de (4.12) a (4.17) em (4.11), e decompondo o
resultado na direcao x e na direcao y, obtém-se:

am,, =l cos(0) 6, — Iy sen(6y) 67 + %008(02) 6y — %sen(ﬁg) 2, (4.18)

am,, = lisen(6) 6, — 1 cos(6,) 0% + %2 sen(6y) 0 + %008(92) 2. (4.19)

Utilizando as relagoes obtidas, e substituindo nas equagoes (4.6) e (4.7), e
resolvendo o sistema resultante para 6, e 05, chega-se ao sistema de equacoes
do movimento

—9my ly 02 sin(2 B) + 15 sin(0y) ma g + 9my g sin(fy — 265)
(=913 mycos(203) + 151 may + 813 my)
—12my g sin(0y) — 12my 1y 62 sin(5)
(=911 mycos(28) + 151, mg + 813 my)’

b, =

(4.20)
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i, — 18 sin(fy) gmo + 12 sin(0s) gmy + 9 sin(fy) my g N
(—=91lymgcos(25) + 1513 mg + 81y my)

36 11 02 my sin(B) + 121, 02 my sin(B) + 9ms Iy 02 sin(2 )

(=913 mgcos(2 ) + 1513 ms + 81y my)

9my g sin(—0y +201) — 18 my g sin(—0y + 2 6;)

(=913 mycos(23) + 151y mg + 8lamy)

, (4.21)

em que 3 = 60, — 6.

As equagoes (4.20) e (4.21) modelam um sistema conservativo e, apesar de
apresentar sensibilidade a condigoes iniciais, o sistema resultante é estavel e
nao apresenta um atrator estranho (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Monteiro,
2002), e logo, nao pode apresentar regime cadtico. Essa afirmativa se baseia
nas defini¢oes de caos para sistemas dissipativos, apresentadas em (Fiedler-
Ferrara e Prado, 1994; Monteiro, 2002; Sprott, 2003), e comentadas na Secao
2.5.

Mesmo sendo um modelo de sistema conservativo, as equagoes (4.20) e
(4.21) sao utilizadas em diversos trabalhos (Shinbrot et al., 1991; Zhou e
Whiteman, 1996). No primeiro trabalho experimental baseado no compor-
tamento de um péndulo duplo (Shinbrot et al., 1991) utilizou-se este modelo
para a estimacao dos “expoentes de Lyapunov”, porém deve ser ressaltado
que, devido ao procedimento utilizado, os valores encontrados por Shinbrot
et al. (1991) ndo podem ser classificados como expoentes de Lyapunov, pois
refletem apenas uma caracteristica local de curto-prazo do sistema.

As Figuras 4.15 e 4.16 mostram a evolugao temporal do péndulo duplo
nao amortecido e nao excitado. As condic¢Oes iniciais sao especificadas em
radianos para 6, e 65, e radianos por segundo para 0 e 0.

Os parametros utilizados no modelo sao mostrados na Tabela 4.3.

No modelo do péndulo duplo conservativo, verificou-se um comporta-
mento dependente das condigoes iniciais. Dependendo do valor da condicao
inicial escolhida, a propriedade de sensibilidade a condigoes iniciais e a es-
trutura do retrato de fases do sistema sao diferentes. As Figuras 4.17 e 4.18
mostram o comportamento do péndulo para os valores de condigoes iniciais
(015 615 023 6] = [530; 05 0].

Enquanto a Figura 4.15 mostra uma estrutura complicada, que lembra
um atrator estranho, e apresenta sensibilidade a condigoes iniciais, a Figura
4.17 mostra uma estrutura mais regular, com aspecto que sugere um com-
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15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 4.15: Retrato de fases do sistema composto pelo péndulo duplo nao
amortecido e nao excitado. Condigoes iniciais [01;61;602;602] =
[0,99314; —7,4947; —1,3580; 5,3276].

4880 4890 4900 4920 4930 4940

te?v%oo(s)

Figura 4.16: Série temporal do péndulo duplo nao amortecido e nao excitado. Con-
digbes iniciais [01;01;02;02] = [0,99314; —7,4947; —1,3580; 5,3276].
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Tabela 4.3: Parametros utilizados no modelo representado pelas equagioes (4.20) e

(4.21).

Parametro Valor Unidade Origem
I 0,273 m (Shinbrot et al., 1991)
ly 0,216 m (Shinbrot et al., 1991)
my 0,235 kg Calculo
Mo 0,297 kg Célculo
g 9,81  m/s? | (Meriam e Kraige, 2003)

20

Figura 4.17: Retrato de fases do sistema composto pelo péndulo duplo nao amor-
tecido e nao excitado. Condigdes iniciais [01; 01; 0a; 02] = [T;0;0;0].

portamento quasi-periédico, e nao exibe sensibilidade a condicGes iniciais. A
Figura 4.18 também apresenta caracteristicas de quasi-periodicidade.

O comportamento do modelo conservativo apresentado é mais simples
para condicoes iniciais que representam angulos e velocidades angulares pro-
ximas de zero. Para esses valores o sistema pode ser aproximado por um
sistema linear® Quanto maiores forem os valores das condicoes iniciais, mais
pronunciado serda o distanciamento entre o comportamento linear e o com-

5 Para pequenas amplitudes de oscilagao, pode-se considerar a aproximagao sen(fy) =
01,sen(B) = [, faz-se 0o mesmo para 0; e 6s.
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01

t(s)

Figura 4.18: Série temporal do péndulo duplo nao amortecido e nao excitado. Con-
digoes iniciais [01; 01; 0o; 02] = [F;0;0;0].

portamento efetivamente observado.

O Modelo incluindo amortecimento

O modelo do péndulo duplo nao amortecido e sem excitagao apresentado,
apesar de mais simples, nao reflete a realidade dos experimentos praticos em
que o amortecimento, devido a dissipacao de energia, sempre estd presente.

O amortecimento pode aparecer como conseqiiéncia de varios fatores,
tais como: resisténcia do ar, atrito de rolamentos, atrito de mancais, dentre
outros. No caso da plataforma proposta, o amortecimento existente é devido,
principalmente, a trés fatores:

e resistencia do ar ao movimento das hastes;
e atrito do motor (suporte do rotor e resisténcia do ar);

e atrito nos rolamentos que ligam as hastes e nos rolamentos do sistema
de suporte (mancais).

O modelo matematico que representa o amortecimento depende do tipo
de atrito existente no sistema. O atrito pode ser do tipo wviscoso, ou de
Coulomb:
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e atrito viscoso: O amortecimento devido ao atrito viscoso é modelado
como sendo um torque proporcional a velocidade e com sinal oposto,
denotando um torque ou binario que se opoe ao movimento. O modelo
é dado por

—

F, = —bv, (4.

DO

2)

em que F, é a forca de amortecimento, b é o coeficiente de atrito, e v é
o vetor velocidade;

e atrito de Coulomb: O modelo para o amortecimento de Coulomb é
dado por:
F. = —F_. sgn(v), (4.23)

em que E. éo torque de amortecimento de Coulomb, F,. é a magni-
tude do torque, e sgn(-), é um operador que fornece o sentido do vetor
velocidade, ¥, tal que sgn(v) = 1; se v > 0; e sgn(v) = —1; se v < 0.

Considerando o modelo do péndulo duplo sem excitacao®, o amorteci-
mento existente, devido aos rolamentos e a resisténcia do ar, foi modelado
como a soma de duas partes. Uma parte sendo um amortecimento puramente
viscoso e outra como amortecimento de Coulomb, ambos concentrados nos
pontos em que estao localizados os rolamentos’.

A Figura 4.19 mostra a inclusao das forcas de amortecimento viscoso no
diagrama de corpo livre do péndulo. Na Figura 4.19 (a), é mostrado o torque
de atrito no ponto de suporte O, e em (b) o torque de atrito no ponto de
juncao, J.

O amortecimento referente ao ponto O é modelado como

ﬁatl = —bl 51 — bg sgn 91, (424)

em que b; é o coeficiente de amortecimento viscoso, bs é o coeficiente de
amortecimento de Coulomb e 6; é a velocidade angular da haste superior.
O amortecimento referente ao ponto J é modelado como

ﬁatz = —by (92 - 91) — by Sgn(éz - 91)7 (4-25)

6 Entende-se por “sem excitagao” que o péndulo duplo estd desconectado do sistema de
acionamento (motor), logo o amortecimento devido as partes que compdem o motor nao
sao consideradas.

7 O atrito de Coulomb resultante proveniente dos mancais do motor também sera incluido
no modelo final.
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bg (92 — 91) + b4 sgn(ég — 91)

mag

(a) (b)

Figura 4.19: Diagrama de corpo livre: Forcas e torques que atuam no péndulo
duplo para uma dada condigao inicial (incluindo o amortecimento).
(a) Haste superior e (b) haste inferior.

em que by € o coeficiente de amortecimento viscoso, by é o coeficiente de atrito
de Coulomb e 6, é a velocidade angular da haste inferior referente ao ponto
O e 0y — 0, é a velocidade angular da haste inferior referente ao ponto J.

Introduzindo-se (4.24) e (4.25) em (4.6) e (4.7), obtém-se

l 0
—mq g %(1) + Jy lysen(6y) + J, 1y cos(0y)—
. . 1

bl 91 — b3 Sgl’l(¢91> = g myq l% aq, (426)

para a primeira haste, e, aplicando as equagoes (4.5) a haste inferior, obtém-
se:

[ [ A )
7 5 cos () L, asen(fz) by (6 — )~
2 2
. . 1
by sgn(by — 6,) = K 15 as, (4.27)

para a segunda haste. Procedendo de maneira similar a utilizada para se
obter as equagoes do movimento para o modelo sem amortecimento, chega-se
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l1 (8my 4 15my — 9ma cos(2 3))

9my (—g sin(—20, + 61) + 1, 63 sin(2 3))
l1 (8my 4 15my — 9ma cos(2 3))
24 by 0y + 24 by sgn(6;)

12 (8my + 15my — 9my cos(2 3))

36 cos(3) (by sgn(f) + by )
lily (8my + 15mg — 9mycos(23)) |

j <—3g sin(0y) (4my + 5my) + 12my 1y 62 sin(B)
1 =

+

(4.28)

b, =

—(24by By + T2by Bmy)
my 13 (8my + 15my — 9my cos(2 3))

—1211 62 sin(B) (my + 3my) + 9 g sin(26; — 63) (my + 2my)
ly (8my 4+ 15mg — 9mycos(23))
36 cos(3) (by 61 + bs sgn(6y)) — 31y sin(6y) g (my + 6my)
l11ls (8my + 15my — 9my cos(2 )

—24 by sgn(f) (my + 3my)

ma 12 (8my + 15mg — 9mg cos(2 5))
—9my 62 sin(2 3)

8my + 15my — 9maycos(23) |’

(4.29)

em que 3 = (6, — 6s).

A introducao dos termos relacionados ao atrito no modelo faz com que o
sistema resultante, modelado pelas equagoes (4.28) e (4.29), seja dissipativo,
e as seguintes consideragoes podem ser feitas:

e 0 sistema sem excitacao sempre converge para um ponto fixo estavel,
localizado em [01; 0y; 64; 65] = [0; 0; 0; O]

e 0 Unico atrator existente é um ponto fixo, logo o sistema nao pode
apresentar regime dinamico cadtico.

As Figuras 4.20 e 4.21 mostram o comportamento transitério do sistema.
Os coeficientes de amortecimento sao by = by = 300 x 1076,b5 = b4 =
300 x 1079 e foram obtidos a partir de valores fornecedos por fabricantes de
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rolamentos. Os valores dos outros parametros sao os mesmos apresentados
na Tabela 4.3.

15

101

Figura 4.20: Retrato de fases do regime transitério do sistema composto pelo
péndulo duplo amortecido e nao excitado. ~ Condigoes iniciais
[61; 615 625 62] = [0,997; 0;0; 0].

0 2 4 6 8 10

Figura 4.21: Série temporal da posicao 6, do péndulo duplo amortecido e nao
excitado, para as condigoes iniciais [01; 01; 02; 2] = [0,99 7; 0; 0; 0].

O péndulo duplo amortecido inicialmente exibe um comportamento tran-
sitério, porém, apds algum tempo, o movimento tende a ficar periddico amor-
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tecido®, e logo termina no ponto de equilibrio estdvel®, conforme mostrado
nas Figuras 4.22 e 4.23.

285 0 0.5
01

Figura 4.22: Retrato de fases transitério do sistema composto pelo péndulo duplo
amortecido e nao excitado. Comportamento peridédico amortecido.

O Modelo do péndulo duplo amortecido e excitado
O modelo final é obtido, considerando-se a inclusao dos termos.
e Funcao de excitacao G(+);
e Momento de inércia do motor M,,;

e Coeficientes de atrito viscoso b, e atrito de Coulomb b, do motor.

A fungao de excitagao G(-) utilizada nesse trabalho é definida pela Tabela

4.2 e tem como argumento as fungoes S;(6) e S»(#), apresentadas na Segao
4.2.3. A funcao de excitacao pode ser escrita como

8 O comportamento periédico amortecido ocorre quando a amplitude de oscilagao torna-
se pequena. Nesse caso o sistema pode ser modelado de forma aproximadamente linear.
9 [0y 01; 6y 92] = [2k17; 0; 2kom; 0], para ki,ke € Z, em que Z é o conjunto dos
ndmeros inteiros.
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0.5
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0.2 7
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-0.1f i
-0.21 i
-0.3r b
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Figura 4.23: Série temporal do péndulo duplo amortecido e nao excitado.

T, Se 51(91) = 1652(91) = 1,
G0y, ) =< =T, se Si(6) = leSy(0) = —1, (4.30)

0, nos outros casos,

em que 71" é o torque aplicado pelo motor. O valor de T depende da corrente
i, resultante da tensao V' (6, 91) aplicada aos terminais do enrolamento de
armadura do motor CC.

O momento de inércia M,,, relativo ao rotor do motor CC, pode ser
facilmente adicionado as equagoes que descrevem o sistema como uma con-
tribuicao para a variacdo do momento angular igual a M,), 6.

O atrito viscoso e o atrito de Coulomb relacionados ao motor podem ser
adicionados ao atrito viscoso e ao atrito de Coulomb da haste superior, sendo
essa soma denotada por

bt = by + bum (4.31)

A Figura 4.24 mostra o diagrama de corpo livre final da plataforma,
incluindo a fungao de excitacao e o amortecimento.
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bg (92 — 91) + b4 Sgﬂ(ég — 91)

X JT

b1 01 + byo sgn(él)
Jy

mag

(a) (b)

Figura 4.24: Diagrama de corpo livre: Forgas que atuam no péndulo duplo para
uma dada condigao inicial (incluindo o amortecimento e forca de ex-
citagdo). (a) haste superior e (b) haste inferior.

Adicionando o termo M,, ao momento de inércia da primeira haste, e
introduzindo as equagoes (4.30), (4.31) e (4.32) na equacao (4.26), obtém-se.

—mi g % + Jy ll sen(@l) + Jx ll cos(@l) — bml 91—
bmg sgn(@l) + G(el, 91) = (g mq l% + Mm) 91, (433)

Para encontrar as equagoes que descrevem o comportamento de 6, e 0y
faz-se necessério considerar o torque G(6y, #;) como fungao da corrente do
enrolamento de armadura do motor CC, tal que:

G(6y, 6,) = Kyia(61, 0y), (4.34)
di,  V(01, 6)) — K, 0, — R, i,

Ba  _ 4.35
o I : (4.35)
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em que K;, K,, R, e L, sdao parametros construtivos do motor CC!° seme-
lhantes aqueles detalhados na Segao 4.2.4, pag. 55, e V (6, 91) é a tensao
aplicada ao enrolamento de armadura. A dependéncia da tensao V (6, 91)
em relacao a 0, e 91 é dada por:

V(Ql,él) = Vasgn(él)h(el)v (4.36)
37)
sendo que
0, 01| > ~;
ho,) = e 1027 (4.38)
1, se |01 <.

e V, é o valor da amplituda da tensao aplicada aos terminais do enrolamento
de armadura do motor CC e, conseqiientemente, o parametro de bifurcacao
da plataforma proposta.

Considerando as relagoes (4.34) e (4.35), e aplicando o mesmo procedi-
mento utilizado para a obtencao das equagoes (4.20) e (4.21), ao sistema
formado pelas equagoes (4.33) e (4.27), obtém-se o modelo final da plata-
forma, considerando o atrito e o torque de excitagao, formado pelas equacoes

i - ( —3gly sin(6y) (4my + 5my)
t 8 My, + 8my 13 + 15ma 12 — 9my 12 cos(2 3
9yl (g sin(—0y +26,) + 14 62 sin(2 8))
8 My, +8my 12 + 15mylf — 9my 2 cos(2 )
—24 b1 0y + 24 Ky ig(61, 61) — 24 by sgn(6y))
8 My, +8my 13 + 15ma 13 — 9my 13 cos(2 )

3611 cos(B3) (by sgn(B) + by B) + 12my 1y 12 63 sin(B) (4.30)
lo( 8 My, +8my 12 +15malf —9ma2cos(26)) |7

)+

10 Motor utilizado para aplicar o torque no péndulo duplo.
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2B (8 My + 81 2+ 15malf — 9y Bcos(20))

121, 62 sin(3) (My, + my 12 4+ 3ma [3)
lo (8 My, +8my 12 4+ 15mg 13 — 9my 12 cos(2 )
—912 g sin(—20; + 65) (m1 + 2my)
I 3 My + 81 B+ 15 2 — 9my Beos(20))
—36 17 cos((3) (Kyiq (61, 91) — b1 01 — byo sgn(él))
lo (8 My, +8my 12 + 15mo 13 — 9my 13 cos(2 3))
—24 by sgn(fB) (M, +my 12 4+ 3my 12) N
mol3 (8 My, + 8my 1 + 15ma 13 — 9my 12 cos(2 5))
—3sin(f2) g (my 12 +6ma 3 + 4 M,,)
ly (8 My, +8my 12 4+ 15my 13 — 9my 12 cos(2 5)) *

j < —24 by 3 (My, 4+ my 12+ 3my 12)
2 p—

_l_

—9my 1202 sin(2 3) (4.40)
8 My, +8my 12 +15mylf —9my 2 cos(20) )’ ’
d’ia ‘/a sgn(@l)h(Hl) — Ks 91 — Ra ia
-2 = ) 4.41
o (e )

As equagoes (4.39), (4.40) e (4.41) podem ser decompostas em cinco equa-
¢oes diferenciais de primeira ordem, formando um sistema de quinta ordem.
Os cinco estados do sistema s@o a corrente de armadura i,(6, 6’1), a veloci-
dade angular 6, da barra 1, a posicao #; da barra 1, a velocidade angular 6,
da barra 2 e a posicao ¢, da barra 2.

Os parametros presentes nas equagoes, e utilizados no processo de simu-
lacao sao mostrados na Tabela 4.4, bem como o processo pelo qual o valor de
cada um foi determinado. Os dados relacionados aos coeficientes de amorte-
cimento foram obtidos por meio de contato com fabricantes de rolamentos,

como NSK! e SKF!2,

A Figura 4.25 mostra o retrato de fases formado pelas varidveis 0, e 01,
e a Figura 4.26 mostra a série temporal relativa a velocidade angular 6:. A
simulacao foi realizada utilizando o método de integracao de Runge-Kutta
de quarta ordem com passo fixo de 1073 s.

11 http://www.nsk.com.
12 http://www.skf.com.
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Tabela 4.4: Parametros utilizados no modelo final.

Parametro Valor Unidade Origem
I 0,273 m (Shinbrot et al., 1991)
ly 0,216 m (Shinbrot et al., 1991)
my 0,235 kg Célculo
Mo 0,297 kg Calculo
M, 22 x107%  kgm? Calculo
by 0,00015  Nm/rad http://www.skf.com
by 0,00015  Nm/rad http://www.skf.com
b3 0,00015  Nm/rad http://www.skf.com
by 0,00015  Nm/rad http://www.skf.com
b1 0,00085  Nm/rad Ensaio
b2 0,00085  Nm/rad Ensaio
g 9,81 m/s?> | (Meriam e Kraige, 2003)
R, 13,74 Q Ensaio
L, 31,10 mH Ensaio
K, 0,45 Nm/A Ensaio
K 0,45 V/rad/s Ensaio
v /3 rad Tentativa e erro
V. 18,5 Volts Ensaio

15

10

Figura 4.25: Projecao do espago de fases obtido para a plataforma proposta. Con-
digdes iniciais [iq; 01; 01; O2; O2] = [0; 0,997; 0; 0; 0].
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15

10y 1

_10 [ 4

Figura 4.26: Série temporal relativa a velocidade angular 6, do modelo proposto.
Condigoes iniciais [iq; 01; 01; 02; 62] =[0; 0,997; 0; 0; 0]

Na Figura 4.27 mostra-se o retrato de fases formado pelas varidveis 6, e
6, e na Figura 4.28 mostra-se a série temporal relativa a velocidade angular
0, da barra 2.

0

sen(6z) 1o cos(62)

Figura 4.27: Retrato de fases final da plataforma proposta - Barra 2. Condicoes
iniciais [ia; 61; 61; 62; 2] =[0; 0,99 0; 0; 0.

Apesar das Figuras 4.25, 4.26, 4.27 e 4.28 apresentarem uma estrutura
que parece indicar a possivel existéncia de um atrator cadtico, testes de ca-
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_307 -

Figura 4.28: Série temporal relativa a velocidade angular 65 do modelo final. Con-
digoes iniciais [iy; 61; 015 O2; 62] = [0; 0,99 7; 0; 0; 0]

racterizacao dinamica precisam ser utilizados para que uma classificacao do
sistema possa ser feita. Dada essa necessidade, no Capitulo 5 apresenta o pro-
cesso de caracterizagao dinamica da plataforma proposta, a partir de dados
simulados e de dados experimentais.

4.4 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo foi apresentado o processo de projeto e modelagem da pla-
taforma proposta. A partir da andlise e caracterizacdo dinamica das séries
temporais provenientes do modelo optou-se por implementar uma plataforma
piloto e verificar a existéncia ou nao de comportamento cadtico. O pro-
cedimento de caracterizacao dinamica das séries temporais provenientes do
modelo matematico obtido neste capitulo e da plataforma piloto serd apre-
sentado no préximo capitulo.






Capitulo 5

Caracterizacao Dinamica Da
Plataforma Proposta

“Mieux vaut prévoir sans certitude que de me pas prévoir
de tout.”

Henri Poincaré!

5.1 Introducao

Neste capitulo é apresentado o processo de caracterizacao dinamica da
plataforma proposta. O procedimento de caracterizacao dinamica utilizado
baseia-se na obtencao de estimativas para os valores de invariantes dinamicos,
como os expoentes de Lyapunov e as dimensoes fractais.

Esse capitulo esta dividido da seguinte forma. Nas se¢oes 5.2, 5.3 e 5.4 sao
apresentados os métodos utilizados para a caracterizacao dinamica do sistema
a partir de séries temporais. Na secao 5.5 é apresentada a caracterizagao
dinamica do sistema a partir de dados provenientes da simulacao do modelo.
A caracterizacao dinamica a partir de dados experimentais é apresentada na
secao 5.6.

5.2 Reconstrucao do Espaco de Estados

Como apresentado no capitulo 2, as ferramentas normalmente utilizadas
para classificacao de sinais provenientes de processos lineares nao fornecem

1 E muito melhor prever mesmo sem certeza, a nada prever.
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informacgao suficiente para a caracterizacao dinamica de sistemas cadticos
(Abarbanel, 1995). Devido a isso, ferramentas como os expoentes caracteris-
ticos de Lyapunov e as dimensoes fractais foram desenvolvidas e, atualmente,
sao amplamente utilizadas no processo de caracterizacao dinamica desses sis-
temas.

Os expoentes de Lyapunov fornecem a informagao de como as érbitas
aproximam-se ou afastam-se de acordo com a evolucao dinamica do sistema,
conforme brevemente apresentado na Sec¢ao 2.7.2. As dimensoes fractais for-
necem informacao sobre a forma geométrica do atrator, quantificando a ma-
neira como os pontos estao distribuidos no espaco. Tanto os expoentes de
Lyapunov, quanto as dimensoes fractais, sao grandezas definidas no espaco
de fases do sistema. Porém, em sistemas experimentais, nem sempre é pos-
sivel o monitoramento de todas as variaveis de estado envolvidas, e quando
possivel, o custo de implementagao pode ser alto o suficiente para inviabilizar
tal monitoramento de todas as variaveis.

Nesse contexto, os trabalhos que possibilitaram o desenvolvimento de
técnicas para a reconstrucao do espaco de fases por meio de um unico ob-
servavel (Packard et al., 1980; Takens, 1981; Mané et al., 1981; Sauer et al.,
1991), isto é, quando se mede apenas uma variavel, sao de fundamental im-
portancia para a identificacao e caracterizacao de sistemas cadticos. A técnica
de reconstrugao do espacgo de fases foi introduzida por Packard et al. (1980),
sendo que o procedimento foi provado matematicamente por Takens (1981).
Essa técnica é conhecida por imersao.

No procedimento proposto por Takens (1981), dada uma tnica série tem-
poral {z(k)}, k =1,2,..., N, proveniente de uma variavel observada do sis-
tema, pode-se proceder a reconstrucao de um espaco de fases de dimensao d,,
topologicamente equivalente ao espaco de fases original, usando valores atra-
sados do sinal observavel e uma dimensao suficientemente grande. O espago
de fases reconstruido é formado pelos vetores 7(k) mostrados na equagao:

yk) =4{zk),x(k+7),...,2(k+ (m—1)7)}, (5.1)

em que 7 é um valor de atraso® e m é a dimensdo de imersao utilizada.
Para a realizacao do processo de reconstrucao é necessario determinar os
valores da dimensao de imersao m e do atraso 7.
O Teorema da Imersao (Takens, 1981) estabelece que uma dimensao de

2 Originalmente no inglés: delay-time.
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imersao d, suficiente é

d. > 2dA, (52)

em que dy é a dimensao original do atrator a ser reconstruido®. Quanto ao
valor de atraso 7, de acordo com o Teorema da Imersao, qualquer valor de
atraso 7 pode ser utilizado, desde que a série disponivel seja infinita e livre
de ruido (Abarbanel, 1995).

O fato é que em situagoes praticas é impossivel obter séries infinitas e
livres de contaminagao por ruido. Além disso, trabalhar com uma dimensao
de imersao de valor muito alto pode trazer complicagoes numéricas. Isso faz
com que, em aplicagoes praticas, procedimentos devam ser utilizados para a
determinacao dos melhores valores da dimensao de imersao m necessaria e do
valor do atraso 7. Deve-se ressaltar que, mesmo com a aplicagao desses pro-
cedimentos, ainda existe o problema da observabilidade de variavel medida,
de maneira que, caso a varidvel nao seja um bom observéavel, os resultados
obtidos nao serao bons.

Os procedimentos utilizados neste trabalho para a determinacao do atraso
7 e da dimensao de imersao necessaria m sao os métodos da informagao mutua
(Fraser e Swinney, 1986) e dos falsos vizinhos (Kennel et al., 1992), descritos
nas proximas subsegoes.

5.2.1 O método da informacao mutua

No método da informagao mutua (Fraser e Swinney, 1986) a escolha do
valor do atraso 7 se baseia em uma caracteristica prépria dos sistemas cad-
ticos: a geragdo de informagao (Abarbanel, 1995).

A principal caracteristica dos sistemas cadticos é a sensibilidade a condi-
¢Oes iniciais. Esta caracteristica faz com que a divergéncia entre condigoes
iniciais muito préximas cresca de maneira exponencial localmente. Neste
caso a geracao de informacao nos sistemas cadticos pode ser ilustrada da se-
guinte forma: suponha que no espaco de fases a distancia entre dois pontos
iniciais, || £1(0) — 22(0) ||2< € < r, seja tal que, para a melhor resolugao r
disponivel, seja detectado a existéncia de apenas um ponto?. Supondo que o
sistema seja cadtico, solugoes que iniciaram em ty muito préximas evoluirao

3 Uma questao interessante é que, quando se estd trabalhando com séries temporais, nor-
malmente se desconhece o valor de d4. Isso cria a necessidade de métodos alternativos ao
uso da equagao (5.2).

4 Devido a distancia infinitesimal nao se consegue distinguir um ponto do outro.
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e ap6s um certo tempo 6t, os pontos z1(dt) e x2(0t) serdo distinguiveis. Ou
seja, || x1(0t) — x9(dt) ||> r. Para efeitos préticos, surgiu um novo ponto
no sistema, levando ao surgimento de uma nova informagao. Na Figura 5.1

ilustra-se essa caracteristica dos sistemas cadticos.

pontos indistinguiveis
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Figura 5.1: Tlustragao da criacao de informacao em um sistema cadtico: pontos

inicialmente indistinguiveis dao origem a duas 6rbitas diferentes.

A taxa de geracao de informacao no sistema pode ser definida por meio
do conceito de entropia, proposto por Kolmogorov (1958) e Sinai (1959),
conforme brevemente apresentado na Secao 2.7.2. Porém, no que se refere a
quantificar a informacao obtida por meio de medigoes, utiliza-se a idéia de
informagao mutua, proposta por Shannon (1948).

Sejam dois conjuntos A e B que contém possiveis valores para as variaveis

aleatérias a e b. Para quantificar a informagao mutua entre os valores a = a;
e b= bj;, calcula-se:

PA,B(ai> bj)

I, =log, [ =485 %) ) .
b =18 { B o) Polhy) 9

em que Py p(a;, b;) é a probabilidade conjunta de se observar simultanea-

mente a = a; € Aeb=">0; € B; Py(a;) e Pg(b;) sdo as probabilidades de
se observar b = b; € B, e a = a; € A, mas de forma independente, isto é,
supondo nao haver dependéncia estatistica entre as variaveis aleatérias a e b.

Caso tenha sido utilizado o logaritmo na base dois, como na equagao (5.3),
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I4;,b; serd dada em bits.

A equagao (5.3) pode ser estendida para quantificar a informagao mitua
considerando-se todas as possiveis medidas dos conjuntos A e B. Fazendo
isso, obtém-se uma medida da informac¢ao mitua média entre os valores dos
conjuntos A e B, que é dada por

Lis =Y Paslas, by) log, (%) . (5.4)

a;,b;

As distribuicoes de probabilidade sao obtidas a partir de histogramas
construidos segundo uma particao do espaco de estados em caixas n—dimensionais,
com a contagem de pontos contidos em cada uma das caixas (Fraser e Swin-
ney, 1986).

A utilizagao da teoria da informagao mutua para a escolha do valor do
atraso 7 baseia-se no seguinte argumento. Considere que, dado um sis-
tema cadtico, seja possivel obter medicoes de apenas uma variavel observada,
obtendo-se uma série temporal {x;} por meio da qual o espaco de estados serd
reconstruido. Considerando que a série foi devidamente amostrada, podem
ser feitas as seguintes consideragoes quanto ao valor de 7 a ser utilizado. O va-
lor de 7 nao pode ser muito pequeno, pois desse modo os valores x(i) e z(i+7)
estarao fortemente correlacionados e os pontos do atrator reconstruido fica-
rao comprimidos junto a diagonal que forma o espaco de fases. Caso o valor
de 7 seja muito grande, devido as caracteristicas dos sistemas caéticos, x(7)
e z(i+ T) serdo, para efeitos numéricos, pouco correlacionados. Um modo de
avaliar, qualitativamente, a escolha no valor de 7, é fazer a reconstrucao do
espaco de fases para valores diferentes do indicado pela informacao mutua.
A Figura 5.3 mostra o retrato de fases do atrator reconstruido para diferen-
tes valores de 7. Na Figura 5.3(a) o atrator foi reconstruido utilizando-se o
valor obtido por meio do método da informacao muitua, 7 = 10. Na Figura
5.3(b) o atrator foi reconstruido utilizando-se um valor para 7 muito pequeno
de modo que o atrator resultante ficou projetado na diagonal do espaco de
fases, indicando um valor de 7 insuficiente. A Figura 5.3(c) mostra o retrato
de fases do atrator reconstruido utilizando-se um valor de 7 maior que o
necessario, causando uma distorcao no atrator resultante.

Dessa forma, a determinagao da informagcao mutua entre z(7) e (i + 7)),
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denotada por

. T o, (P, 2l 7))
(D)= 3 Pt o+ 1) (parionrsy ) 69

em que 1" sao valores possiveis para 7, pode fornecer subsidios para uma boa
escolha de 7. De acordo com Fraser e Swinney (1986), uma boa escolha para
7 é dada pelo primeiro minimo de I(T).

A Figura 5.2 mostra o grafico de I(T") para o sistema de Lorenz apresen-
tado no 2. Analisando a Figura 5.2, verifica-se que o primeiro minimo de

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 5.2: Critério da informacao mutua aplicado & série temporal x(t) do sistema
de Lorenz (Lorenz, 1963). O critério indica o uso do valor de atraso
T = 10.

I(T) ocorre no valor 10.

Existem outros métodos disponiveis na literatura e que se dedicam a
fornecer uma estimativa para a escolha do valor do atraso 7, (Abarbanel,
1995; Kantz e Schreiber, 2004). A escolha pelo método a ser utilizado depende
das caracteristicas do sistema investigado, o que torna dificil a selecao de um
método especifico, j4 que na maioria das vezes, nao existe muita informagao
sobre a série investigada.
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, X(@E+T)

X(i+7)
X(i+7)

Figura 5.3: Retrato de fases do atrator de Lorenz reconstruido para diferentes
valores de atraso 7.

5.2.2 0O método dos falsos vizinhos

O método dos falsos vizinhos foi introduzido por Kennel et al. (1992) e
é usado para se determinar o valor da dimensao a ser utilizada por meio da
andlise da variagao das distancias entre pontos proximos no espaco de fases
reconstruido, para diferentes valores de dimensao de imersao m.

No método dos falsos vizinhos, quando um atrator é reconstruido em
uma dimensao menor que a necessaria, pontos que no espaco original estao
afastados ficam proximos devido aos efeitos de projecao. Os pontos que sao
vizinhos apenas em uma dimensao menor que a necessaria sao classificados
como falsos vizinhos. A distancia entre os falsos vizinhos tende a aumentar
quando a dimensao de imersao ¢ aumentada de m para m + 1.
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A Figura 5.4 ilustra a existéncia de falsos vizinhos em uma dimensao me-
nor que a necessaria, e a eliminacao do falso vizinho quando m — m+1. Na
Figura 5.4(a) os falsos vizinhos indicados pela seta sao pontos muito proxi-
mos em uma projecao em segunda dimensao do atrator de Rossler. Quando a
dimensao é aumentada para trés, os falsos vizinhos se afastam, e nao podem
mais ser considerados vizinhos, como mostrado na Figura 5.4(b).

Falsos vizinhos m = 2
|

25 -10 -5 0 5 10 15 20

40

30

E 20

10

Figura 5.4: Falsos vizinhos detectados no atrator de Rossler em uma projecao em
dimensao dois e eliminados quando o atrator é construido em dimensao
trés.
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O procedimento pode ser formalizado da seguinte maneira. Seja
y(k) = [z(k),z(k+7),...,2(k+ (m —1)7)], (5.6)

um ponto no espago de estados obtido a partir da reconstrucao com dimensao
de imersdo m e atraso 7. Supondo suficiéncia de pontos, cada ponto y(k)
possuird varios pontos préximos, denominados vizinhos mais préximos® e

denotados por
Unn (k) = [Xon(k), Tpn(k +T), .o, Tpn(k + (m — 1)7)], (5.7)

a origem desses vizinhos pode ser:

e vizinhos no tempo: Esses sao vizinhos triviais, que aparecem devido a
seqiiéncia de pontos no tempo, ou seja, os vizinhos triviais do ponto
y(k) serdao os pontos y(k — 1) e ¢(k + 1);

e vizinhos devido a dimensao de imersao ser insuficiente: Esses sao os
chamados falsos vizinhos que existem apenas devido a uma dimensao
de imersao mal determinada e que devem ser eliminados;

e vizinhos devido a dinamica: Sao os verdadeiros vizinhos, existentes de-
vido as caracteristicas recorrentes do sistema (Devaney, 1992). A dis-
tancia entre esses vizinhos nao muda de maneira significativa® quando
se aumenta a dimensao de imersao.

Um modo de se determinar se um vizinho é verdadeiro ou falso é examinar
o comportamento da distancia || y(k) —yn.(k) || com o acréscimo na dimensao
de imersao, m — m + 1. Se a distancia || (k) — ¥nn(k) |lms1 na dimensao
m + 1 for muito maior que a distancia || (k) — ¥un(k) ||l na dimensdo m,
entao o ponto analisado é um falso vizinho. Seja a distancia entre pontos
vizinhos em uma dimensao m definida como

D, (k)? = Z [2(k+ (j — 1)7) — 2k + (j — 1)7)]2. (5.8)

J=1

5 Denominagao original do Inglés Nearest Neighbours.
6 Quando comparado a variagao na distancia entre falsos vizinhos.
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Aumentando-se a dimensao de m para m + 1 tem-se

Dpa(k)* =) fe(k+ (j = )7 = 2k + ( = D7), (5.9)

j=1

+

ou seja,

Dint1(k)? = Din(k)* + [w(k + m)T — &on(k + m7)]". (5.10)

A distancia entre vizinhos na dimensao m + 1 em relagao a distancia na
dimensao m pode ser contabilizada como

= . (5.11)

\/Dmﬂuc)? — Dy(k)2 || @k + mr — 2ok +mr) |
D, (k)? D, (k)

A classificacao de um vizinho é feita comparando-se o resultado da equa-

7. Se o valor obtido for maior que o limiar,

¢ao (5.11) com um valor limiar
entao o ponto é um falso vizinho, caso contrario o ponto é um vizinho real.
A Figura 5.5 ilustra a determinagao da dimensao de imersao m para a série
correspondente a varidvel z(t) do sistema de Lorenz, por meio da andlise dos

falsos vizinhos.

A situacao mostrada na Figura 5.5 representa a utilizacdo do método dos
falsos vizinhos para uma série temporal livre de ruido. Quando a série tem-
poral analisada esta contaminada por ruido, a determinacao da dimensao m
por meio dos falsos vizinhos precisa ser realizada com cuidado. Isso porque
a presenca de ruido traz complicagoes para a convergéncia do método, e nem
sempre é possivel verificar a eliminacao dos falsos vizinhos. Neste caso é
necessario que um tratamento preliminar seja aplicado aos dados antes da
utilizacao do método. A Figura 5.6 mostra o método dos falsos vizinhos
aplicado a série z(t) proveniente do sistema de Lorenz. A série x(t) foi con-
taminada com ruido gaussiano de amplitude 0,005 vezes o desvio padrao de
x(t). Como mostrado na Figura 5.6, a presenga de ruido na série analisada
prejudica o desempenho do método e pode levar a uma escolha de m equivo-
cada, principalmente quando nao se conhece o grau de contaminagao presente
na série.

7 O valor do limiar é, normalmente, indicado como 15 (Abarbanel, 1995).



5.3 Expoentes de Lyapunov a partir de séries temporais 93

100

90 :
80- 1
70- 1
60- 1
50- 1
40+ 1

Falsos vizinhos %

301 7
201 7
10p 7

0 ‘ ; ; ‘
Dimensao m
Figura 5.5: Utilizacao do método dos falsos vizinhos para a determinacao da di-

mensao de imersao para a reconstrucao do atrator de Lorenz. Utilizou-
se a série correspondente a x(t) e 7 = 10.
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Figura 5.6: Utilizacdo do método dos falsos vizinhos para a determinacao da di-

mensao de imersao para a reconstrucao do atrator de Lorenz. Utilizou-

se a série correspondente a varidvel z(¢) somada a um ruido gaussiano
com amplitude de 0,0050(x(t)) e 7 = 10.

5.3 Expoentes de Lyapunov a partir de séries

temporais

O problema na estimacao dos expoentes de Lyapunov a partir de séries
experimentais reside no fato de que normalmente nao se conhece as equagoes
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diferenciais que governam a dinamica do sistema e, portanto os algoritmos
que necessitam de tal informagao ndo podem ser utilizados (Benettin et al.,
1978, 1980; Shimada e Nagashima, 1979).

Nos ultimos anos tem-se divulgado muitos trabalhos nos quais se pro-
poe estimar os expoentes de Lyapunov a partir de séries temporais. Dentre
esses trabalhos podemos destacar o trabalho de Sano e Sawada (1985) em
que os autores, a partir de uma aproximacao da matriz Jacobiana do sis-
tema, propoem um método de estimacao de todo o espectro de expoentes de
Lyapunov a partir de uma tunica série temporal. Ha também o trabalho de
Wolf et al. (1985) em que os autores apresentam um método para estimar
os expoentes de Lyapunov nao negativos. Mais recentemente, nos trabalhos
de Kantz (1994) e de Rosenstein (1993) se propoe estimar o maior expoente
de Lyapunov de séries temporais curtas e possivelmente contaminadas por
ruido.

Dentre os trabalhos citados, o trabalho de Sano e Sawada (1985) apre-
senta alguns problemas, sendo que o principal deles é a necessidade de uma
boa aproximacao do jacobiano do sistema a partir da série temporal disponi-
vel. Caso isso nao seja possivel, os calculos efetuados nao serao confidveis e
poderao levar a conclusoes equivocadas quando a dinamica do sistema ana-
lisado. O trabalho de Wolf et al. (1985) foi o primeiro trabalho proposto no
qual se estima o maior expoente de Lyapunov a partir de séries temporais.
O método de Wolf et al. (1985) também apresenta alguns problemas como
sensibilidade a presenca de ruido e necessidade de séries longas para que haja
convergencia da estimativa.

Os métodos apresentados por Kantz (1994) e Rosenstein (1993) sao ambos
fundamentados no método de Wolf et al. (1985), porém apresentam vantagens
quanto ao comprimento da série e, principalmente, quanto a presenca de ruido
nos sinais.

Expoentes de Lyapunov: O método de Wolf

O método apresentado por Wolf et al. (1985) pode ser descrito da seguinte
forma. Considere a série temporal {z(k)}, em que k =1,2,..., N. O espago
de estados reconstruido com dimensao de imersao d, e atraso 7 é dado por

y(k) ={z(k),x(k+7),...,2(k+ (d. — 1)7)}. (5.12)
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Semelhantemente ao método dos falsos vizinhos, considere um ponto inicial
y(ko) = {x(ko), x(ko + 7),...,x(ko + (d. — 1)7)}, (5.13)
e seu vizinho mais proximo, denotado por

Ynn(ko) = {@nn(ko), Tpn (ko +7), . . ., Tun(ko + (de — 1)7) }. (5.14)

A distancia euclidiana entre os pontos denotados pelas equacoes (5.13) e
(5.14) é definida como

D<k0>2 = [?J(ko) - ynn(ko)]2 . (515)

Apo6s certo tempo, denotado por ki passos, a distancia entre os vizinhos sera
D' (k1)* = [y (k1) = Y (k1) (5.16)

que representa a divergéncia entre os pontos iniciais y(ko) € ynn(ko) até o
instante k;. O instante k; é definido como sendo grande o suficiente para
se verificar a divergéncia exponencial, porém nao muito grande para que as
regioes que possuem dobras no atrator nao prejudiquem as estimativas do
expoente de Lyapunov A, e para que o valor da distancia D'(-) ndo se torne
muito grande.

Estendendo esse procedimento a todo o atrator, e utilizando um procedi-
mento de média, chega-se a

N
1 D'(k))
A= ——F+ log, ——2* 5.17
Yk — ko ; 52 Dk;-1) >47)

em que N representa o nimero de vezes em que um novo vizinho proximo
foi escolhido para o célculo da distancia D’.

Dessa forma, ao ser implementado, o método deve respeitar duas condi-
¢oes. A primeira condi¢ao requer que o novo vizinho escolhido esteja loca-
lizado o mais préximo possivel da trajetéria fiducial®. A segunda condicao
requer que a diferenca angular entre o vetor utilizado para calculo da dis-
tancia D'(k;) e a nova distancia, devida ao novo vizinho D(k;) seja a menor
possivel. A Figura 5.7 ilustra esse processo.

8 Trajetdria resultante da evolugao temporal de y(ko) no espago de fases.
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Evolugao do ponto vizinho ynn (ko) ‘\\

D(kp) ‘e ~ s
Evolugao do ponto inicial y(kg)
ko

Figura 5.7: Ilustracao do procedimento para estimativa do maior expoente de Lya-
punov A;: (Wolf et al., 1985).

Por meio desse método o calculo dos outros expoentes de Lyapunov nao
negativos também é possivel. Porém, neste caso, analisa-se nao s o cresci-
mento das distancias entre dois pontos, mas também o crescimento da hiper-
superficie formada por n-pontos, possibilitando a estimacao dos n maiores
expoentes de Lyapunov.

Expoentes de Lyapunov: Os métodos de Kantz (1994) e Rosenstein
(1993)

Os métodos de Kantz (1994) e de Rosenstein (1993) sao métodos equiva-
lentes e possuem diferencas apenas no modo como consideram os pontos vi-
zinhos. Esses métodos sdo ambos baseados no método de Wolf et al. (1985),
porém com algumas modificacbes que os tornam melhores sob o ponto de
vista de robustez quanto a presenca de ruido e quanto ao tamanho da série
temporal considerada.

Primeiramente escolhe-se um ponto de referéncia no espago de fases re-
construido, denotado por y;. Seleciona-se pontos vizinhos a y; dentro de uma
vizinhanga 7(y;) de diametro e. Calcula-se a média das distancias dos pontos
vizinhos a y; em funcao da evolugao temporal de k passos. Apds o procedi-
mento de média, determina-se o logaritmo, que fornece a divergéncia média
local das trajetérias proximas. O maior expoente de Lyapunov da série é ob-
tido por meio da média dos valores obtidos por esse procedimento aplicado
em todo o atrator. O célculo utilizado nesse procedimento é descrito pela
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equacao

N
1 1
=1 nwi) | yi€n(yi)

em que N é o numero total de pontos considerados.

Considerando que exista divergéncia exponencial entre os pontos iniciais,
pode-se considerar, de maneira simplificada, que a equacao (5.18) pode ser
representada da seguinte forma

S(k) = Mk + co, (5.19)

ou seja, a equacao de uma reta em que ¢, é uma constante relacionada a
distancia inicial entre os pontos vizinhos.

Desta forma, caso exista divergéncia exponencial, o grifico gerado com as
variaveis S(k) e k possui uma regido que apresenta comportamento linear,
sendo aproximada por uma reta com inclinagao A;.

Deve-se observar que neste método, ao contrario do método proposto por
Wolf et al. (1985), ndo se assume divergéncia exponencial, sendo esta iden-
tificada pelo comportamento linear com inclinagao diferente de zero. Além
disso, o ruido inerentemente presente em sinais experimentais tem seu im-
pacto diminuido devido ao processo de média aplicado as distancias entre os
pontos vizinhos.

Validacao dos programas computacionais utilizados

O desempenho dos métodos foi avaliado utilizando-se séries temporais
provenientes dos sistemas de Lorenz e Rossler. A Tabela 5.1 mostra os pa-
rametros utilizados para a obtencao das séries de teste. t, é o tempo de

Tabela 5.1: Parametros utilizados para obtenc¢do das séries de wvalidagao (Wolf

et al., 1985).
Sistema Parametros A1 de referéncia
Lorenz | n, = 200.000, t, = 0,01, 0 =16, b =4, R = 45,92 2,16  Dbits/s
Rossler | n, = 200.000, ¢, = 0,1, a = 0,15, b = 0,20, ¢ = 10,0 0,13 bits/s

amostragem utilizado e n, ¢ o nimero de pontos da série temporal.
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Para os dois sistemas teste foi utilizada a série proveniente da coordenada
x(t) sem adigao de ruido para o processo de reconstrucao do atrator. Em
ambos 0s casos, o expoente de Lyapunov foi estimado para trés valores de
dimensao de imersao, sendo d. = 3, 4 e 5. No caso do algoritmo de Kantz
(1994) é possivel selecionar também os valores do diametro da vizinhanga
€ a serem investigados, enquanto que no algoritmo de Rosenstein (1993) é
possivel escolher apenas o valor de ¢ inicial.

Na Figura 5.8 ilustra-se os resultados obtidos por meio da aplicagao dos
métodos as séries temporais de teste. Nas Figuras 5.8(a) e 5.8(b) sdo mos-

S(k)
IS

Ak ca

0 200 400 620 800 1000 1200 0 200 400 . 600 800 1000

(a) Método de Kantz para o sistema de (b) Método de Rosenstein para o sistema

Lorenz de Lorenz
0
0.5
ol d, =5
de =4
\:/—4 d. =3
_6: S =Mkt ca
_00 500 1000 * 1500 2000 2500 0 150 300 i 450 600

(c) Método de Kantz para o sistema de (d) Método de Rosenstein para o sistema
Rossler de Rossler

Figura 5.8: Estimativas do maior expoente de Lyapunov para os sistemas de Ros-
sler e Lorenz.

tradas as curvas obtidas pela aplicacdo do método de Kantz (1994). Pode-se
verificar que para uma faixa de valores de k, a inclinagao da curva se man-
tém aproximadamente constante. O maior expoente de Lyapunov é estimado
por meio da inclinagao da reta aproximada por minimos quadrados para os
valores de k£ em que a inclinagao permanece aproximadamente constante.
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Nas Figuras 5.8(c) e 5.8(d) sd@o mostradas as curvas obtidas pelo método
de Rosenstein (1993). O procedimento de estimacdo do maior expoente de
Lyapunov é o mesmo: por meio da inclinacao da reta aproximada. Os ex-

poentes de Lyapunov estimados para cada série sao mostrados na Tabela
5.2.

Tabela 5.2: Resultados estimados para os expoentes de Lyapumov das séries de
teste.

Sistema | A; (Kantz, 1994) | A; (Rosenstein, 1993)
Lorenz 2,27 £ 0,246 2,05 £ 0,021
Rossler 0,13 £0,015 0,11 4+ 0,001

Os resultados mostram que o desempenho apresentado pelos dois métodos
é satisfatérios sendo o maior erro de 15% quando comparado com os valores de
referéncia (Tabela 5.1). Apesar do método de Rosenstein (1993) apresentar
o maior erro médio, o desvio padrao para as estimativas é pequeno quando
comparado com os resultados provenientes do método de Kantz (1994) e
ainda se tem a vantagem de nao ser necessario especificar a faixa de valores
para €. A incerteza associada aos resultados foi obtida por meio do desvio
padrao e da média para as estimativas para diferentes valores de dimensao
de imersao d. e para diferentes valores de e.

5.4 Dimensao Fractal: Séries temporais

Como no caso dos expoentes de Lyapunov, também existem métodos que
permitem obter estimativas para a dimensao fractal de um atrator recons-
truido a partir de séries temporais. Porém, no caso da dimensao fractal, a
obtengao de estimativas é mais problematica pois os métodos disponiveis sao
muito sensiveis a parametros como o comprimento da série, a presenca de
ruido e o nimero de vizinhos considerados (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).

Dentre os métodos disponiveis para o calculo da dimensao fractal de atra-
tores podemos destacar o método de contagem de caixas (Fiedler-Ferrara e
Prado, 1994), o método da integral de correlacao (Grassberger e Procaccia,
1983) e o método dos vizinhos préximos (Termonia e Alexandrowicz, 1983).
Dentre esses métodos o mais usado ¢ o método da integral de correlagao de-
vido ao fato de ser um método de baixo custo computacional e de mais facil



100 5 Caracterizacao Dinamica da Plataforma Proposta

implementacao quando comparado com os outros métodos. O método de
contagem de caixas, apesar de muito difundido, apresenta sérios problemas
quando se trabalha com dados experimentais ou com atratores de dimensao
maior que dois (Greenside et al.,; 1982). O método dos vizinhos préximos é
semelhante ao método de contagem de caixas, sendo que a diferenca esta no
fato de que ao invés de se considerar caixas com lado constante, considera-se
caixas com numero de pontos constantes, observando-se como ¢ a variacao
do tamanho das caixas nas diferentes regioes do atrator.

Os trés métodos apresentados possuem grande importancia, apresentando
vantagens e desvantagens, porém devido a facilidade de implementacao e ao
baixo custo computacional, utilizou-se nesse trabalho o método da integral
de correlagao (Grassberger e Procaccia, 1983) como ferramenta de estimativa
da dimensao fractal dos sistemas analisados.

O método de Grassberger-Procaccia

O método de Grassberger e Procaccia (1983) é uma forma numérica de
se determinar um valor aproximado para a equagao

1 N(E
Dy — lim 108 2= Pi 0g > iy

lim === (5.20)

em que va(f p? é a probabilidade de se ter dois pontos do atrator numa

caixa de lado €, e pode ser aproximada pela probabilidade de que a distancia
entre dois pontos no atrator seja menor que €. Ou seja,

N(e)

ZP2 NNIE%OW(NE), (5.21)

em que N é o nuimero total de pontos no atrator e N, é o nimero de pares de
pontos cuja distancia é menor que €. O que pode ser denotado numericamente
por

N=3S0( 55 . i (5.22)

i=1 j=1
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sendo que 7; é o vetor associado ao i-ésimo ponto do atrator e I' é a funcao
de Heaviside, dada por

F() = { 0,se |[[x]|>0, (5.23)

I,se |lz]<0.

A fungao

Cl0) = Jim G oM = ). i#d (524)

i=1 j=1
é a chamada integral de correla¢do. Dessa forma, temos que

N(e)
pi = Cle), (5.25)

i=1
de maneira que a dimensao de correlacao, Dy, pode ser aproximada por

~ 1. 10g C(e)
Dy =l === (5.26)

Dada uma série temporal, o procedimento para a determinagao da dimen-
sao de correlagdo pode ser descrito como (Shelhamer, 2007):

1. Reconstroi-se o atrator em um espaco d.-dimensional, utilizando-se, por
exemplo, os métodos descritos nas segoes 5.2.1 e 5.2.2;

2. Escolhe-se uma distancia limiar e;

3. Seleciona-se um ponto de referencia ¥; sobre o atrator (mantém-se o
indice i no somatério constante);

4. Para todo outro ponto ¥, calcula-se a distancia d. =|| ; —¥; ||, se d. <
¢, e adiciona-se um a integral de correlacao (faz-se este procedimento
até j = N);

5. Incrementa-se ¢ de uma unidade e repete-se o procedimento 4, compa-
rando todos os pontos com o novo ponto de referéncia;

6. Divide-se o somatério por N(N — 1);

7. Repete-se os passos 3 a 5 para novos valores de limiar ¢;
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8. A inclinagao do grafico de log C'(¢) por loge fornece o valor estimado
para a dimensao de correlagao Dy

Para se obter uma confianca maior nos resultados obtidos, costuma-se
calcular a dimensao D, para varios valores de dimensao de imersao®. Entao
faz-se o gréfico de Ds(e,m) por € e observa-se uma regiao linear para onde as
curvas convergem, denominado plauteu. E nesta regiao que a dimensao deve
ser estimada.

A Figura 5.9 mostra o calculo da dimensao de correlacao d, estimada para
o atrator de Lorenz reconstruido a partir da série temporal z(t).

2.2r

5

37 regiao de interesse
3 J
< 2

i

102 TR 10 0.0204 0.0245 0.0295

(a) (b)

A

Figura 5.9: Gréfico de ds(€e,m) por e. A regiao destacada pelo retangulo apresenta
convergéncia de ds com inclinacao aproximadamente constante. Em
(b) a regiao destacada é ampliada.

Validagao do programa computacional utilizado

Os métodos utilizados para a caracterizagao dinamica das séries temporais
foram obtidos, ja implementados, no pacote computacional TISEAN (Time
Series Analysis) Hegger et al. (1999). Os métodos foram aplicados ao sistema
de Lorenz utilizando dimensodes de imersao de 3 a 10. Os resultados mostram
que existe uma regiao aproximadamente constante, indicada pelo retangulo
na Figura 5.9(a) e mostrada em detalhe na Figura 5.9(b), para onde as curvas
de dimensao convergem. Esse é o valor estimado para a dimensao de corre-
lacdo, calculado como dy = 2,06 + 0,002. O resultado mostra que o método
fornece uma boa estimativa para a dimensao de correlagao para o sistema

9 Maiores do que o valor de d. obtido pelo método dos falsos vizinhos.
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de Lorenz, j& que o valor de referéncia é de dy = 2,05 + 0,01 (Termonia e
Alexandrowicz, 1983).

5.5 Caracterizacao Dinamica do Sistema a par-

tir de Dados Simulados

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados obtidos a partir da analise da

série temporal proveniente do modelo simulado. Foram analisadas as séries do

modelo simulado correspondentes & velocidade angular 6, da primeira haste

do péndulo duplo e a posicao angular 6; da primeira haste. Essa andlise é

importante pois fornece subsidios para a definicao de qual dos dois invariantes

é mais apropriado para o procedimento de caracterizacao. As analises das

séries temporais foram realizadas observando-se os seguintes passos:

simulagao do modelo;

avaliacao da taxa de amostragem a ser utilizada;
analise do espectro de Fourier;

reconstrucao do espaco de fases;

— determinacao do atraso 7;

— determinacao da dimensao de imersao d.;
estimativa dos expoentes de Lyapunov;

— estimativa de todo o espectro;

— estimativa do maior expoente;
estimativa da dimensao de correlagao;

— algoritmo de Grassberger-Procaccia.

5.5.1 Simulacao do modelo

O modelo final do sistema, apresentado no Capitulo 4, foi simulado utili-

zando o método de integracao numérica Runge-Kutta de quarta-ordem com

passo de integracao fixo de 1 x 107%s. O tempo de simulacao foi selecionado
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de maneira que, descartando-se o periodo transitorio, a quantidade de pontos
disponiveis fosse suficiente para trabalho, levando-se ainda em consideracao
a necessidade de decimar os dados.

O modelo foi simulado de maneira a se obter uma série temporal com
1.000.000 de pontos. A estacionariedade foi testada por meio dos dois pri-
meiros momentos estatisticos, da convergéncia dos algoritmos para diferen-
tes trechos da série e visualmente a partir dos mapas de recorréncia (Kantz,
1994).

Foram simulados diversos cendrios, utilizando diferentes valores de para-
metro de bifurcacao, que neste caso é a amplitude da tensao de armadura
V., resultando em diferentes comportamentos dinamicos, como periodicidade,
quasi-periodicidade (aparecimento de toros), e caos. Os parametros utiliza-
dos durante o processo de simulagao sao mostrados na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Parametros do modelo final utilizados durante o procedimento de si-

mulacdo.
Parametro Valor Unidade
lh 0,273 m
Iy 0,216 m
my 0,235 kg
mo 0,297 kg
M,, 22 x 107%  kgm?
by 0,00015  Nm/rad
by 0,00015  Nm/rad
b3 0,00015  Nm/rad
by 0,00015  Nm/rad
b1 0,00085  Nm/rad
b2 0,00085  Nm/rad
g 9,81 m/s?
R, 13,74 Q
L, 31,10 mH
K, 0,45 Nm/A
K 0,45 V/rad/s
o /3 rad
V. 18,5 volts
Vi 11,0 \Y%
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5.5.2 Avaliagao do tempo de amostragem

O tempo de amostragem inicial utilizado durante o procedimento de simu-
lacao foi definido em 1x 10~3s. Esse valor foi utilizado em todas as simulacoes
e sua escolha baseou-se na convergéncia do algoritmo de integracao'®.

Devido ao grande ntimero de pontos da série resultante e ao custo com-
putacional associado, métodos de avaliacao foram aplicados a série com o
objetivo de se determinar a possibilidade de redugao do niimero de pontos e,
conseqiientemente, o custo computacional. Dessa forma, aplicou-se os méto-
dos da autocovariancia linear e nao-linear (Aguirre, 2004) para se determinar
o valor pelo qual decimar cada série analisada, a fim de se obter a série de
trabalho. As funcoes usadas foram:

ro(r) = E [(x(k) - W) <x(k - m)] , (5.27)

roa(7) = E [(;ﬁ(k) - W) (ﬁ(/{; ) W)] , (5.28)

em que E[] é o operador esperanca matematica, sendo que, considerando o
sistema ergddico, este operador pode ser substituido pela média temporal; e
x(k) é o sinal analisado.

A equagao (5.27) tem o objetivo de detectar as correlagoes lineares pre-
sentes nos dados, enquanto que (5.28) é usada para se detectar correlagoes
nao-lineares.

O objetivo no uso das funcoes é verificar para qual valor de 7 ocorre o
primeiro minimo das funcoes de autocovariancia. A prescricao apresentada
em Aguirre (2004) indica que a série estara com a freqiiéncia de amostragem
adequada ao trabalho quando

10 < min[r,, 7,2] < 20. (5.29)

Para as séries analisadas, o valor de decimacao encontrado remete a um
novo valor de amostragem de 50Hz, conseqiientemente uma decimacao de 20.
As Figuras 5.10(a) e 5.10(b) mostram os minimos das fungdes de autocova-
riancia quando o método é aplicado a série temporal 6;.

A Figura 5.10 mostra que tanto a correlacao linear quanto a correlagao
nao-linear indicam que a série #; pode ser decimada com um fator de apro-

10 Valores maiores resultavam em instabilidade do algoritmo de integracao.
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Figura 5.10: Aplicacdo do método da autocovariancia para avaliagdo da freqiiéncia
de amostragem original para a série proveniente do observavel #; com
amostragem inicial de 1kHz.

ximadamente 20.

Utilizando o procedimento de decimacao foi aplicado a série da posicao
01 e a série da velocidade angular 61, sendo tomadas as devidas precaugoes
para evitar fendmenos como o falseamento'! do sinal.

Apébs a decimacgao das séries calculou-se, novamente, as autocovariancias
a fim de se certificar que a nova freqiiéncia de amostragem atendia a equacao
(5.29). Os resultados sdo mostrados na Figura 5.11.

O método das autocovariancias foi utilizado em todas as séries simuladas
e também nas séries experimentais, sendo que em todos os casos o valor
escolhido para a taxa de amostragem foi 50Hz.

O fato de que os minimos das fungoes de autocovariancia para 0, serem
um pouco menores quando comparados aos minimos para #; ¢ um indicativo
de que pode ser mais facil caracterizar o sistema por meio da andlise da
posicao angular #;. Entretanto, como a unica série temporal disponivel na
pratica é a série 0. As duas séries serdao consideradas durante o processo de
caracterizagao dinamica dos dados simulados.

5.5.3 Analise do espectro de Fourier

Nesta secao sao apresentados alguns resultados obtidos por meio da ana-
lise do espectro de Fourier das séries do péndulo simulado. O objetivo

11 Durante o procedimento de decimacao utilizou-se filtragem do sinal com um filtro
passa-baixas.
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Figura 5.11: Método da covariancia aplicado as séries 01 e 0, apés decimagao. A
nova freqiiéncia de amostragem é de 50Hz.

dessa andlise nao é fazer uma caracterizagao conclusiva do sistema, mas sim
observar alguns comportamentos importantes presentes no sistema, como
a freqiiéncia dominante no caso periédico, duplicacao de periodo, quasi-
periodicidade e indicativos de comportamento cadtico.

A andlise do espectro de Fourier foi feita em quatro cenarios:
e periédico com periodo 1;

e periodico com periodo 2;

quasi-periodico;

Cadtico.
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O cenario de periodicidade

Para este caso simulou-se o modelo utilizando os parametros da Tabela
5.3 e a tensao de armadura utilizada foi de V, = 17,0V. O comportamento
do sistema para o regime periddico é mostrado na Figura 5.12. O retrato
de fases do sistema é mostrado na Figura 5.12(a) e o espectro de Fourier é

mostrado na Figura 5.12(b).
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(a) Retrato de fases (b) Espectro de Fourier

Figura 5.12: Comportamento periédico do péndulo duplo. Retrato de fases e es-
pectro de Fourier.

Por meio da analise do espectro de Fourier pode-se verificar a freqiiéncia
fundamental do sistema como sendo 0,7456Hz. Além disso, percebe-se uma
grande quantidade de componentes harmonicas.

Quando o parametro de controle é ajustado em V, = 17,501V, o sistema
passa a oscilar com o dobro do periodo, caracterizando assim uma duplicacao
de perfodo. A partir desse ponto, pequenas variacoes'? no parametro de con-
trole resultaram em uma maior complexidade do comportamento dinamico.
A seqiiéncia de duplicagoes de periodo, além de periodo dois, nao foi detec-
tada de maneira clara devido a sensibilidade do sistema simulado a variacao
do parametro de bifurcacao®.

A Figura 5.13 apresenta o retrato de fases e o espectro de Fourier para
as oscilacoes de periodo dois. A anédlise do espectro de Fourier do sinal,
Figura 5.13(b), mostra o aparecimento de um novo pico na freqiiéncia 0,37Hz.

12 A variagao do parametro utilizada foi da ordem de milivolts.

13 A dificuldade em se obter uma seqiiéncia de duplicagoes de periodo do sistema simulado
talvez possa ser explicada como conseqiiéncia de efeitos como o shadowing (Sauer e Yorke,
1991; Dawson et al., 1994) ou, também, pela coexisténcia de atratores.
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Um novo aumento no parametro de bifurcacao conduz ao aparecimento de
novas freqiiéncias no sinal, porém nao caracterizando uma nova duplicagao
de periodo pois o novo sinal apresenta indicativo de periodicidade 20 o que
nao é possivel em duplicacoes de periodo. Esse fenomeno é mostrado nas

Figuras 5.13(c) e 5.13(d).
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Figura 5.13: Oscilagoes de periodo 2 e o aparecimento do comportamento aparen-
temente periddico. Retrato de fases e espectro de Fourier.

Novos acréscimos ao valor do parametro V,, conduzem ao aparecimento de
dinamica, aparentemente, cadtica. Durante o processo de simulacao, a série
aparentemente cadtica escolhida para analise, resultou do uso de tensao de
armadura igual a V, = 19,0V. O retrato de fases e o espectro de freqiiéncias
sdo mostrados nas Figuras 5.14(a) e 5.14(b).

O espectro de Fourier do sinal apresenta varias freqiiéncias; o que é tipico
de sistemas com uma grande contaminacao por ruido branco, mas nao é o caso
da série simulada. A caracteristica apresentada também pode ser verificada
no espectro de Fourier de sinais provenientes de sistemas cadticos.
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Figura 5.14: Comportamento irregular do péndulo duplo. Retrato de fases e es-
pectro de Fourier.

Além dos fenomenos de periodicidade, duplicacao de periodo e compor-
tamento aparentemente cadtico, também foram observadas oscilacoes quasi-
peridédicas com a formacao de toros. O aparecimento de quasi-periodicidade
foi detectado para valores de V, ~ 6V. A Figura 5.15 mostra o retrato de
fases do toro associado as oscilagoes quasi-periddicas do sistema, juntamente
com o espectro de Fourier da série temporal.
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(a) Retrato de fases (b) Espectro de Fourier

Figura 5.15: Comportamento quasi-periédico do péndulo duplo. Retrato de fases
e espectro de Fourier.

Na Figura 5.15(a) verifica-se um comportamento semelhante ao de sis-
temas quasi-peridédicos, a formacao de toros. Um toro é caracterizado pela
existéncia de freqiiéncias em seu sinal cuja razao é um numero irracional.
Essas freqiiéncias podem ser detectadas por meio do espectro de Fourier do
sinal. Analisando a Figura 5.15(b), pode-se observar a existéncia de freqiién-
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cias que possuem razao aparentemente irracional, como as freqiiéncias 1,18Hz
e 0,27Hz presentes no sinal analisado.

Por meio da andlise espectral pode-se observar diversos comportamentos
dinamicos do sistema. Esta andlise foi feita para as duas séries do sistema,
posicao angular 6; e velocidade angular 0;. As duas séries apresentaram os
mesmos resultados, porém uma melhor analise foi possivel a partir da série
relativa a posi¢ao angular.

5.5.4 Reconstrucao do espaco de estados

Durante o procedimento de reconstrucao do espago de estados do sis-
tema foram utilizadas as séries referentes a posicao angular 6, e a velocidade
angular 6, uma de cada vez.

O procedimento de reconstrucao foi realizado utilizando-se os métodos da
informacao mutua e o critério dos falsos vizinhos para a escolha do atraso de
tempo. A série temporal utilizada para a caracterizacao foi obtida por meio
da simulacao do modelo com os parametros apresentados na Tabela 5.3 e com
tensao de armadura V, igual a 19,0V. A simulacao foi realizada com passo
de integracao de 1 x 1073s e, entdo, a partir do uso das autocovariancias,
decimada para a nova freqiiéncia de 50Hz.

Aplicando o método da informacao mitua a série proveniente de posi¢ao
angular #;, observou-se que o primeiro minimo ocorre para o atraso 7 = 14
como mostrado na Figura 5.16(a). No caso da série proveniente da velocidade
angular 0, verificou-se que ocorre, de maneira sutil, um minimo no atraso
7 = 8. Porém, o valor de minimo mais evidente ocorre para 7 = 16, como
mostrado na Figura 5.16(b).

Dado a proximidade entre os valores encontrados, utilizou-se o valor de
T = 14 para as duas séries no processo de reconstrucao do atrator'?.

A partir da determinacao do valor de atraso 7, procedeu-se a determinagao
da dimensao de imersao minima necessaria para a reconstrucao do atrator,
utilizando-se para tanto o método dos falsos vizinhos proposto por (Kennel
et al., 1992).

O método dos falsos vizinhos foi aplicado as duas séries temporais 6, e 0;.
No caso da série proveniente de 61, o nimero de falsos vizinhos decaiu para o
valor de 0,6% para d, = 5. Para a série 91, em d. = 5 a quantidade de falsos

14 A utilizagéo de valores de 7 préximos ao valor do primeiro minimo de I(T") ndo traz
mudangas significativas ao atrator reconstruido (Abarbanel, 1995).
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Figura 5.16: Determinacao do atraso 7 por meio do critério da informagdo mitua.

vizinhos foi de 2,5%. Os resultados provenientes da aplicacao do método dos
falsos sao mostrados nas Figuras 5.17(a) e 5.17(b)
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Figura 5.17: Determinacao da dimensao de imersao d. por meio do método dos
falsos vizinhos.

Apesar dos resultados indicarem uma dimensao de imersao d. = 5, optou-
se por investigar o comportamento dos invariantes para a faixa de dimensoes'®
de d, =5 a d, = 7, como sera mostrado nas préximas segoes.

Determinados os valores do atraso 7 e da dimensao de imersao d., utilizou-
se a equacao (5.1) para a reconstrucao do espaco de estados a partir das séries
temporais, resultando em

y(k) =A{z(k),x(k+7),z(k + 27),2(k + 37), x(k + 47)}, (5.30)

15 Se a dimensao d. = 5 for suficiente, os invariantes dinamicos do sistema devem convergir
para os valores calculados a partir de d. = 5.
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em que z(k) = 6,(k) quando a série utilizada é referente a posigdo angular e
y(k) = 01(k) quando a série utilizada é referente a velocidade angular.
Projegoes dos espacos de estados dos atratores reconstruidos sao mostra-

das na Figura 5.18.

z(k + 27)

(k) 1

! Ca(k+) z(k+7)

(b) Projecio 3D a partir de 6, (¢) Projegao 3D a partir de 64

Figura 5.18: Projecoes do espago de estados do atrator do péndulo duplo: (a)
Original e reconstruido a partir das séries 61, (b) e 61 (c).

As Figuras mostram que o atrator reconstruido a partir da série da posi-
¢ao angular, Figura 5.18(c), possui uma forma mais suave quando comparado
com o atrator reconstruido por meio da série da velocidade angular, Figura
5.18(b), que possui um maior nimero de dobras. Essas diferengas podem
ocasionar resultados diferentes no calculo dos invariantes dinamicos a par-
tir dos atratores reconstruidos. A diferenca nos resultados nao tem origem
na forma do atrator reconstruido, mas sim nas restrigoes relativas a quanti-
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dade de pontos disponiveis e na sensibilidade dos algoritmos com relacao a
complexidade do atrator analisado.

Nas préximas secoes serao apresentados os resultados das estimativas dos
invariantes dinamicos para os atratores reconstruidos por meio de ambas as
séries.

5.5.5 Expoentes de Lyapunov

Como visto nas secoes anteriores, para a série temporal proveniente do
sistema ser caracterizada como cadtica, ela deve possuir, ao menos, um expo-
ente de Lyapunov positivo. Esta é uma condicao necessaria para a existéncia
de comportamento caotico.

Nesta secao sao apresentados alguns resultados provenientes da andlise
dos expoentes de Lyapunov estimados a partir das séries temporais do sistema
simulado. As estimativas do maior expoente de Lyapunov de cada série
foram obtidas utilizando-se os algoritmos de Kantz (1994) e de Rosenstein
(1993), ambos implementados no pacote computacional TISEAN (Hegger
et al., 1999).

Método de Kantz (1994)

O método de Kantz (1994) foi aplicado as duas séries temporais simuladas,
6 e ;. Em ambos os casos, os maiores expoentes de Lyapunov estimados sao
positivos e, logo, sao indicativos de que o sistema analisado possui dinamica
caotica.

O método foi aplicado considerando uma série com 500.000 pontos amos-
trada a 50Hz. A série foi dividida em trés partes e o método aplicado a cada
parte separadamente a fim de se verificar problemas quanto a estacionari-
edade. Os resultados nao apresentaram indicios de nao-estacionariedade e,
logo, prosseguiu-se com o método.

As séries foram analisadas considerando trés dimensoes de imersao, d, =
5 d. =6¢ed, ="7. A variagdo no valor do raio € para procura por vizinhos
foi analisada de e = 0,02 a ¢ = 0,09. O valor do expoente de Lyapunov foi
estimado considerando a média obtida de cada estimativa separadamente e
a incerteza foi obtida por meio de um desvio padrao de todas as estimativas.
Os expoentes de Lyapunov estimados para cada série foram:

Mg, (7, 6,d.) = 1,49+ 0,13 bits/s, (5.31)
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para a serie proveniente da posicao angular 6; e

Mg, (To6,d.) = 1,43+ 0,22 bits/s, (5.32)

para a série da velocidade angular ;. Nas Figuras 5.19(a) e 5.19(b) mostram-
se como foram obtidos os resultados.
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(a) A1 para 6. (b) A1 para 6,
Figura 5.19: Estimativas do maior expoente de Lyapunov obtidas por meio do al-

goritmo de Kantz (1994) para as séries 6; e f1. O expoente estimado é
determinado pela inclinacao da reta aproximada mostrada na Figura.

Método de Rosenstein (1993)

As estimativas dos expoentes de Lyapunov por meio do método de Ro-
senstein (1993) foram feitas utilizando as mesmas séries temporais utilizadas
no procedimento de estimacao pelo método de Kantz (1994). A aplicagao do
método de Rosenstein (1993) as séries 6; e 6, também resultou em expoentes
positivos. Os expoentes de Lyapunov estimados foram:

Ao, (T, 6,d.) = 1,10 £ 0,03 bits/s, (5.33)
para a serie proveniente da posicao angular 6; e
Mg, (T.€,de) =0,83+£0,05  bits/s, (5.34)

para a série proveniente da velocidade angular 0,. A Figura 5.20 mostra os
resultados obtidos utilizando-se o método de Rosenstein (1993). O expoente
de Lyapunov é estimado a partir da inclinacao aproximadamente constante
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da curva. Na Figura 5.20(a) é mostrada a curva para a série proveniente de
61, e em 5.20(b) é mostrada a curva proveniente de 6.

02 a6 8 10 12 14
t(s)

(a) A\; para 6. (b) A para 6,

Figura 5.20: Estimativas do maior expoente de Lyapunov obtidas por meio do
método de Rosenstein (1993) para as séries 01 e 0;. O expoente
estimado é determinado pela inclinacao da reta aproximada mostrada
na Figura.

Apesar dos métodos resultarem em estimativas diferentes, o objetivo do
uso estd na caracterizagao do comportamento dinamico, ou seja, se o sistema
é caotico ou nao. Nesse contexto, e dado que os dois resultados apresentam
expoentes de Lyapunov positivos, a indicacao é de existéncia de comporta-
mento cadtico.

5.5.6 Dimensao Fractal

A Figura 5.21 mostra o resultado da aplicacao do método de Grassberger
e Procaccia (1983) para a série proveniente da posigao angular 6;, variando-se
as dimensoes de imersao de m =5 a m = 11.

Uma anélise da Figura 5.21(a) mostra a dificuldade em encontrar uma
regiao apropriada para a estimativa de ds, pois as curvas apresentam muita
oscilagao. A regiao destacada pelo retangulo na Figura 5.21(a) é ampliada em
5.21(b). Além disso foram eliminados, apenas da figura e nao dos célculos,
as curvas de dy(e,m) para m > 7 fazendo com que a regiao de convergéncia
seja mais bem observada. A dimensao de correlacao estimada a partir da
Figura 5.21 foi de ds(e,m) = 3,74 + 0,01.

O método também foi aplicado a série temporal relativa a velocidade
angular e os resultados sao mostrados na Figura 5.22.
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regiao de interesse

Figura 5.21: Grafico de da(e,m) por € para a série simulada da plataforma pro-
posta. A regido destacada pelo retdngulo apresenta a regiao consi-
derada de convergéncia de ds com inclinagao aproximadamente cons-
tante. Em (b) a regiao destacada é ampliada.

regiao de interesse

Figura 5.22: Gréfico de da(e,m) por € para a série da velocidade angular plata-
forma proposta. Dados de simulacido. A regido destacada pelo re-
tangulo apresenta a regiao considerada de convergéncia de ds com
inclinagao aproximadamente constante. Em (b) a regiao destacada é
ampliada.

A andlise dos resultados indicam uma dimensao de correlacao de dy (e, m)
= 3,94+ 0,08, em que a incerteza é representada por um desvio-padrao. esse
resultado foi obtido analisando-se apenas as dimensoes de imersao m = 5,6
e’.

Apesar dos resultados indicarem um valor de dimensao de correlagao nao
inteira, ou seja, dimensao fractal, a incerteza associada aos resultados nao
permitem confiabilidade de modo que nao se pode afirmar nada sobre exis-
téncia ou nao de uma dimensao fractal.



118 5 Caracterizacao Dinamica da Plataforma Proposta

5.6 Caso experimental

Os procedimentos aplicados as séries temporais simuladas também foram
aplicados as séries provenientes do sistema experimental. Nesta secao serao
analisados os resultados provenientes da caracterizacao dinamica da plata-
forma experimental, que entao serao comparados com os resultados obtidos
para as séries provenientes do modelo simulado.

A partir de ensaios realizados com a plataforma experimental foram obti-
das véarias séries temporais para diferentes valores do parametro de controle.
Devido a restricao de tempo e espaco, foi escolhida apenas uma série tem-
poral experimental para ser utilizada durante o processo de caracterizagao
dinamica. A escolha da série experimental de trabalho baseou-se em critérios
como a minimizagao de ruido devido a vibragao da bancada e no menor valor
possivel do parametro de bifurcacao de maneira que o sistema apresente com-
portamento aperiddico. A Tabela 5.4 mostra os parametros de acionamento
e de aquisicao de dados utilizados durante o procedimento experimental.

Tabela 5.4: Parametros utilizados para obtencao da série experimental de trabalho.

Tensao de armadura V, 18,5 £ 0,1V
Tensao de campo V5 10,2 £0,1V
0 55°
Freqiiéncia de amostragem 2,0kHz
Tamanho da série temporal 24 x 10° pontos
Filtro anti-mascaramento | R = 6k8 e C' = 100nF

A freqiiéncia de amostragem foi escolhida baseada na aquisicao de um
sinal de trabalho amostrado a 200Hz'°.

Dado a freqiiéncia de interesse de 200Hz, foi projetado um filtro anti
mascaramento'” passivo de primeira ordem com freqiiéncia de corte no valor
da freqiiéncia de interesse, e o sinal amostrado com freqiiéncia de 10 vezes a
freqiiéncia de interesse, ou seja, 2kHz.

Apo6s o procedimento de amostragem, a série temporal foi avaliada quanto
ao melhor tempo de amostragem a ser utilizado e se seria necessario a utili-
zacao de algum procedimento de decimagao.

16 Como o valor ideal de trabalho nesse ponto ainda é desconhecido, tomou-se um valor
préximo a 50Hz, que foi o valor utilizado nas séries simuladas.
17 Termo traduzido do original em inglés anti aliasing.
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A Figura 5.23 mostra a série temporal obtida da plataforma experimental.
Em (a) ¢ ilustrada uma vista da série com tempo de 100 segundos e¢ em (b)
um tempo menor é utilizado para facilitar a visualizagao.

61 (t)rad/s

0 20 40 60 80 100

t(s)

61 (t)rad/s

10 15 20
t(s)

(b)

Figura 5.23: Série temporal experimental.

5.6.1 Avaliagao do tempo de amostragem

A avaliagao do tempo de amostragem ideal foi abordada com a utilizagao
dos mesmos métodos introduzidos na Secao 5.5.2, utilizando-se o método
proposto por Aguirre (2004). Os resultados obtidos sao mostrados na Figura
5.24.
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Figura 5.24: Método das covaridncias linear e nao-linear aplicado a série experi-
mental amostrada a 200Hz. Em (a) é aplicado o método linear e em
(b) é aplicado o método nao-linear.

Os resultados obtidos por meio da aplicacao do método da covariancia a
série experimental amostrada a 200Hz mostram que a série pode ser decimada
por um fator de quatro. A Figura 5.25 mostra os resultados obtidos por
meio da aplicacao do método da covariancia a série decimada para o valor de
freqiiéncia de amostragem de 50Hz.
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Figura 5.25: Método das covaridncias linear e nao-linear aplicado a série experi-
mental decimada para a nova freqiiéncia de amostragem de 50Hz.
Em (a) é aplicado o método linear e em (b) é aplicado o método
nao-linear.

Baseado no critério formulado na equacao (5.29), os resultados mostram
que, em concordancia com o caso das séries simuladas, a melhor freqiiéncia
de amostragem para o trabalho ocorre em 50Hz, sendo este o valor adotado
deste ponto em diante.
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5.6.2 Analise do espectro de Fourier

O primeiro procedimento utilizado na caracterizagao do sinal experimen-
tal foi a andlise espectral. Nesse procedimento foram analisados trés sinais.
O sinal do ruido de fundo do sistema de aquisicao, isto é, a saida de dados
da plataforma sem o péndulo estar em funcionamento, apenas o circuito de
aquisicao, o sinal do péndulo em funcionamento e em regime periédico. E,
por fim, o sinal do péndulo em regime cadtico.

A anadlise desses trés sinais separadamente fornece informagcoes importan-
tes sobre a influéncia que o ruido proveniente do sistema de aquisicao tem
sobre os sinais amostrados. A Figura 5.26 mostra o espectro de poténcia do
sinal (ruido) de fundo do sistema de aquisigdo. A Figura 5.26(a) mostra a
faixa de freqiiéncias de 0 a 800 Hz e a figura 5.26(b) mostra uma ampliagao

na janela de 3,8 até 70 Hz.
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Figura 5.26: Espectro de poténcia para o sinal (ruido) de fundo do sistema de
aquisicdo. Em (a) o sinal é mostrado até a freqiiéncia de 800 Hz e em

(b) até 180 Hz.

O espectro de poténcia do sinal de fundo mostra um espectro de banda
larga caracteristico de sinais estocdsticos. Porém algumas freqiiéncias, em

particular, podem ser detectadas de maneira mais clara, como as freqiiéncias

de 60Hz e suas harmonicas'®.

A série temporal periddica foi obtida aplicando-se uma tensao de arma-
dura de 17 volts e mantendo-se os outros parametros constantes e iguais aos
valores mostrados na Tabela 5.4. A Figura 5.27 mostra o espectro de potén-

18 Essa frequéncia estd presente devido & interferéncia proveniente do sistemas de alimen-
tagao que possui freqiiéncia de 60Hz.
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cia do sinal proveniente do sistema experimental na condicao de oscilacoes
periodicas.

20log|61 (jw)|
20log|01(jw)|

120y 20 40 60 80 10008 24 4 57 73 89
Hz Hz

(a) (b)

Figura 5.27: Espectro de poténcia para o sinal proveniente da plataforma quando
o péndulo apresenta oscilacoes periddicas.

A freqiiéncia fundamental do sinal é mostrada na Figura 5.27(b) e seu
valor é de 0,88Hz, bem préximo ao valor encontrado para o sinal periédico
simulado que foi de 0,75Hz. Ao se comparar os sinais das Figuras 5.26
e 5.27, percebe-se que o ruido de fundo presente no sistema nao afeta de
meneira perceptivel o sinal proveniente do sistema quando a plataforma esta
em funcionamento.

Uma forma de quantificar a influéncia do ruido de fundo do sistema e por
meio da comparagao da amplitude do sinal do ruido e a amplitudo do sinal
quando o sistema esta em funcionamento. Para isso utiliza-se a equacgao

Sp s
2P 4B =201 P .
S 0log (Usr) : (5.35)

em que S, ¢ o sinal periddico, S, ¢ o sinal (ruido) de fundo e o denota o desvio
padrao de cada sinal. Utilizando a equacao (5.35) para a série periddica e
para a série de ruido de fundo obteve-se uma relagao sinal-ruido de 54,5dB.

Para o caso em que a plataforma exibe comportamento cadtico, o espec-
tro de poténcia do sinal é muito parecido com o espectro de poténcia do sinal
proveniente do ruido de fundo, porém no caso do sinal cadtico o comporta-
mento é resultado de uma caracteristica especifica do sistema, a sensibilidade
a condigoes iniciais. O espectro de poténcia da série cadtica experimental é
mostrado na Figura 5.28.
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Figura 5.28: Espectro de poténcia para o sinal experimental com V, = 18V.

A Figura 5.28(a) mostra o espectro de freqiiéncias para a faixa de 0 a
70Hz, e a Figura 5.28(b) mostra os detalhes do espectro de freqiiéncias para
a faixa de 0 a 3Hz. A relagao sinal-ruido para a série cadtica com relagao ao
ruido de fundo foi calculada em 55,0dB.

A Figura 5.28(b) mostra que as freqiiéncias mais importantes estao em
torno do valor 0,93Hz e que estd proximo ao valor verificado para a série
caotica simulada que foi de 0,86Hz. Os resultados obtidos por meio da andlise
do espectro de poténcia da série cadtica experimental estao condizentes com
os resultados obtidos para o sistema simulado e, logo, sao indicadores de que

o sistema apresenta o comportamento cadtico esperado.

5.6.3 Reconstrucao do espaco de fases

A reconstrugao do espaco de fases para o sistema experimental foi re-
alizada a partir dos mesmos passos executados na secao 5.5.4, ou seja, a
determinacao do atraso 7 utilizando o método da informacao miutua e a
determinacao da dimensao de imersao d, utilizando o método dos falsos vi-
zinhos. Porém, nesse caso, utilizou-se apenas a série temporal relativa a
velocidade angular.

Aplicando o método da informacao mutua a série experimental, observou-
se que o primeiro minimo ocorre para o atraso, 7, igual a 16, como mostrado
na Figura 5.29.

A partir da determinacao do valor de atraso 7, procedeu-se a determinagao
da dimensao de imersao minima necessaria para a reconstrucao do atrator,
utilizando-se para tanto o método dos falsos vizinhos apresentado na secao
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0 16 48 7_80 112 144

Figura 5.29: Determinacao do atraso 7 por meio do critério da informagao mutua.

5.2.2.

A utilizacao do método dos falsos vizinhos indicou uma dimensao de imer-
sao de d, = 5 com um percentual de falsos vizinhos de 2,3%. Os percentuais
de falsos vizinhos para as dimensoes 6 e 7 foram 0,97% e 0,43% respectiva-
mente. O resultado da aplicagdo do método é mostrado na Figura 5.30.

100
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Figura 5.30: Determinacao da dimensao de imersao d. para a série experimental
por meio do método dos falsos vizinhos.

Apesar dos resultados indicarem uma dimensao de imersao d, = 5 acei-
tavel, optou-se por seguir os passos descritos na segcao 5.5 e investigar o
comportamento dos invariantes para a faixa de dimensoes de d. =5 ad, =7
a fim de se obter maior confiabilidade nos resultados.
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Determinados os valores do atraso 7 e da dimensao de imersao d,, utilizou-
se a equacao (5.1) para a reconstrucao do espaco de fases a partir das séries
temporais, resultando em

Z(k) ={z(k),x(k+ 1), 2(k+27),2(k + 37), x(k + 47)}, (5.36)

em que x(k) é a série experimental utilizada.

O retrato de fases do atrator reconstruido por meio da série experimental
é mostrado na Figura 5.31.

A Figura 5.31 mostra que o atrator reconstruido a partir dos dados reais
apresenta algumas diferencas quando comparado com o atrator reconstruido
com os dados de simula¢ao, mostrado na Figura 5.18. As diferencas podem
ser explicadas de diferentes maneiras e como conseqiiéncias da acao de varios
fatores, como as caracteristicas passa-baixas dos sistemas reais, forte amor-
tecimento devido a vibracao detectada nos ensaios praticos, dentre outros.
Apesar disso, pode-se verificar que os atratores guardam muitas semelhancas
entre si, principalmente as caracteristicas aperiodicas.

5.6.4 Expoentes de Lyapunov

Nessa secao apresentam-se as estimativas dos expoentes de Lyapunov para
o atrator reconstruido a partir dos dados simulados. Foram utilizados os
métodos de Kantz (1994) e de Rosenstein (1993) e os resultados comparados
com os obtidos para o atrator reconstruido para os dados provenientes do
modelo simulado.

A Figura 5.32 mostra os resultados obtidos para a estimacao dos expoen-
tes de Lyapunov para o atrator experimental.

A partir da analise da inclinacao das curvas para as dimensoes de imer-
sao de b a 7 obteve-se as estimativas para os valores do maior expoente de
Lyapunov para a série experimental. Os resultados sao mostrados na Tabela
5.5

Tabela 5.5: Estimacdo do maior expoente de Lyapunov para a série experimental.

Método d, T A
Kantz (1094) | 5—7 | 16 | 0,60 £ 0,00 bits/s
Rosenstein (1993) | 5—7 | 16 | 0,50 0,02 bits/s
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(a) Projecao bidimensional
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(b) Projegao tridimensional

Figura 5.31: Retrato de fases do atrator reconstruido com dados experimentais.

Apesar de os dois métodos nao apresentarem resultados idénticos, os dois
indicam a existéncia de, no minimo, um expoente de Lyapunov positivo e
logo, comportamento cadtico. Dentre os dois métodos, a literatura (Kantz,
1994) indica que para sistemas continuos o método proposto por Rosenstein
(1993) apresenta melhores resultados. Devido a isso, o resultado apresentado
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0 2 4 6 8 10
t(s)

(a) Método proposto por Kantz (1994)

(b) Método proposto por Rosenstein (1993)

Figura 5.32: Estimacao do maior expoente de Lyapunov para a série experimental.
(a) Método de Kantz e (b) método de Rosenstein.

pelo método de Rosenstein (1993) serd considerado o mais préximo do real.
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5.6.5 Dimensao Fractal

Como para o caso das séries obtidas por simulagao, o método utilizado
para estimar a dimensao do atrator experimental foi o método de Grass-
berger e Procaccia (1983). O resultado da aplicagao do método ao atrator
experimental é mostrado na Figura 5.33. O resultado foi obtido variando-se
as dimensoes de imersao de m =5 a m = 11.

regiao de interesse

da(e,m)

35

Figura 5.33: Grafico de da(e,m) por € a partir de dados experimentais da plata-
forma proposta. A regido destacada pelo retangulo apresenta conver-
géncia de dy com inclinacao aproximadamente constante. Em (b) a
regiao destacada é ampliada para obtencao de uma melhor estimativa.

Como no caso do atrator simulado, a Figura 5.33(a) mostra a dificuldade
de se encontrar uma regiao apropriada para a estimativa de do. O retangulo
destacado mostra a regiao escolhida para a obtencao das estimativas. Na
Figura 5.33(b) a regiao escolhida é mostrada de forma ampliada.

A dimensao de correlacao estimada a partir da regiao mostrada na Figura
5.33 foi de dy(e, m) = 3,94 £+ 0,02.

Pode-se observar que o resultado, como no caso simulado, e apesar da
incerteza, indica a existéncia de uma dimensao nao inteira sendo, dessa forma,
mais um indicativo da existéncia de comportamento cadtico da plataforma
proposta.



Capitulo 6

Conclusao e Pesquisas Futuras

“A perseveranca € mais eficaz do que a violéncia, e mui-
tas coisas que, quando reunidas, sdo invenciveis, cedem a
quem as enfrenta um pouco de cada vez.”

Plutarco

6.1 Resumo das contribuicoes

As principais contribui¢oes dessa dissertacao sao:

e Projeto e construgao de um sistema eletro-mecanico cadtico de baixo
custo e facil implementacao, para ser utilizado com finalidades didaticas
e para pesquisa;

e Elaboracao de um sistema de acionamento para a plataforma proposta
de maneira que o sistema seja autéonomo;

e Elaboracao de uma formulagao computacional que detém as principais
propriedades da plataforma experimental proposta;

e (Caracterizacao dinamica da plataforma proposta;

e Documentacao de todas as etapas e disponibilizacao do projeto para
que outras institui¢oes de ensino possam reproduzir o trabalho desen-
volvido.
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6.2 Discussao e Conclusoes

Os objetivos propostos no inicio desse trabalho foram alcancados. Uma
plataforma didatica de baixo custo para o ensino de sistemas dinamicos nao-
lineares e caos foi desenvolvida. O método de confeccao é simples bem como
o principio de funcionamento do sistema. Todo o procedimento de desen-
volvimento, modelagem, simulacao e construgao estao documentados neste
trabalho e, portanto, disponiveis para que outras instituicoes de ensino pos-
sam reproduzi-lo e avancar no processo investigativo iniciado nesse trabalho.

Os resultados provenientes do processo de caracterizacao dinamica apre-
sentados no Capitulo 5 sao apenas indicativos de que tanto o atrator simu-
lado, quanto o atrator experimental, possuem dinamica cadtica. Isso porque
devido ao fato de se trabalhar com séries temporais finitas, os resultados
obtidos sao estimativas dos valores reais e, além disso, possuem incertezas
associadas devido as caracteristicas dos algoritmos utilizados e ao modo como
esses algoritmos sao utilizados.

Com relagao aos algoritmos, alguns pontos importantes foram observados:

e Os algoritmos possuem um grande nimero de parametros livres que
devem ser ajustados de modo que o resultado estimado pelo algoritmo
apresente convergéncia para o resultado esperado. Porém, quando se
pretende caracterizar um sistema com dinamica desconhecida, como no
caso deste trabalho, os valores esperados nao estao disponiveis a prior:
e o ajuste desses parametros fica comprometido e, logo, a precisao dos
resultados encontrados;

e Outro fato observado foi a variabilidade dos resultados em funcao de
pequenas variacoes nos valores dos parametros de ajuste dos algorit-
mos. No caso dos algoritmos de Kantz (1994) e Rosenstein (1993),
essa caracteristica nao prejudica o diagnéstico de existéncia ou nao de
expoente de Lyapunov positivo, mas causa flutuagoes na determinagao
de seu valor. No caso do algoritmo de Grassberger e Procaccia (1983),
verificou-se que os resultados obtidos por meio deste algoritmo apre-
senta uma maior sensibilidade a pequenas variacoes nos parametros do
algoritmo.

e Com relacao a determinagao das incertezas associadas aos resultados
dos algoritmos, verificou-se que tanto os autores quanto as referéncias
que reportam a utilizacao desses métodos nao sao claras quanto ao



6.3 Pesquisas futuras 131

modo de se estabelecer tais grandezas. Verificou-se o uso de critérios
subjetivos, de maneira que nao ha uma regra pré-estabelecida quanto
ao modo de se obter a incerteza associada a grandeza estimada.

6.3 Pesquisas futuras

O trabalho desenvolvido e relatado nessa dissertacao apresentou resul-
tados importantes e, como todo processo de investigagao, muitas questoes
ainda ficaram a ser respondidas. O fato de novas questoes serem levantadas
¢ de extrema importancia pois mostra que o trabalho desenvolvido cumpre
com seu papel diante da ciéncia respondendo algumas questoes, mostrando
o caminho para a obtencao de novas respostas, mas o mais importante: cria
novas questoes a serem respondidas.

Dentre as varias questoes que apareceram durante a elaboracao deste
trabalho, podemos destacar algumas, deixando-as como possiveis questoes a
serem investigadas em trabalhos futuros.

1. Qual a rota para o caos seguida pelo sistema construido?

2. Existe alguma maneira otimizada de se escolher os parametros de pro-
jeto do sistema para que esse apresente transicao para o comportamento
caotico de maneira mais clara?

3. Qual é o grau de confianca que se pode ter nos algoritmos utilizados
para a caracterizacao dinamica? E como escolher os parametros livres
desses algoritmos de modo a se obter um melhor desempenho?

4. Como explicar a sensibilidade do sistema simulado diante de pequenas
variagoes nos parametros? E como determinar se existe a possibilidade
do aparecimento do fenomeno de Shadowing durante a simulacao do
sistema?

5. Existe alguma maneira de reduzir os custos de construgao do sistema?

6. E viavel o monitoramento de mais de uma variavel de estado? Ou
existe alguma maneira de, a partir da medicao de uma tnica variavel
de estado, estimar-se as outras variaveis?
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Apéndice A

Exemplos de Sistemas Cadticos

A.1 Exemplos de Sistemas Cadticos

Esse apéndice tem o objetivo de apresentar alguns exemplos de sistemas
cadticos continuos e discretos (mapas). A apresentagao desses exemplos é
justificada por sua ampla utilizagao como fonte de dados para validagao de
algoritmos (Sano e Sawada, 1985; Wolf et al., 1985; Kantz, 1994; Rosenstein,
1993) tem os seguintes objetivos:

1. ilustracao didética da teoria apresentada;
2. aspectos historicos;

3. utilizar os resultados relacionados aos invariantes desses sistemas (Shi-
mada e Nagashima, 1979; Henon, 1976; Rossler, 1976, 1979) como modo
de avaliacao dos algoritmos utilizados neste trabalho, para calculos de
invariantes de sistemas nao-lineares. Esses algoritmos serao utilizados

para a caracterizacao do péndulo duplo, a ser apresentado no capitulo
4.

A.1.1 Mapa Logistico

O mapa logistico ¢ um modelo que foi desenvolvido para analisar o com-
portamento de populagoes biolégicas (Monteiro, 2002). Ele é descrito pelo
sistema discreto

Tppr = pak(l — ), (A1)

em que g ¢ um parametro de controle que varia entre zero e quatro. A vari-
acao do parametro p pode faz aumentar gradativamente o grau de complexi-
dade do comportamento da equacao. A Figura A.1 mostra o comportamento
da equagao para diferentes valores de p.
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Figura A.1: Comportamento da equacao logistica para diferentes valores do para-
metro p

Na Figura A.1(a), observa-se que a equagao logistica converge para um
ponto recorrente com periodo um. Aumentando-se o parametro j, o sistema
sofre uma bifurcagao e passa e exibir comportamento periédico, com periodo
dois, como mostrado na Figura A.1(b). Mais um aumento no parametro e o
sistema sofre outra bifurcacao, passando a exibir comportamento periédico
com periodo quatro, Figura A.1(c). Quando ajusta-se p para o valor, yu = 4
o sistema exibe comportamento cadtico, como mostrado na Figura A.1(d), e
apresenta expoente de Lyapunov igual a 0,693 (Eckmann e Ruelle, 1985).

O comportamento das solugoes em fungao da variagao do parametro p é
mostrado na Figura A.2.

A equacao logistica é um dos sistemas mais simples, podendo-se verifi-
car uma dinamica muito rica, sendo um exemplo interessante por mostrar
que sistemas, relativamente, simples podem exibir comportamento cadtico,
(Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Monteiro, 2002).
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I

Figura A.2: Comportamento da equacao logistica para diferentes valores do para-
metro pu

A.1.2 Mapa de Hénon

O mapa de Hénon (Henon, 1976) é um mapa bidimensional dado pela
equacao

The1 = 1—a:vi—l—yk,
Yk+1 = bay, (A.2)

sendo a e b valores constantes.

O sistema (A.2) exibe dinamica cadtica para alguns valores dos parame-
tros a e b. A Figura A.3 mostra o comportamento irregular do sistema para
os parametros a = 1,4, e b = 0,3. O atrator correspondente é mostrado na
Figura A.4.

Os expoentes de Lyapunov calculados para esse sistema, utilizando esses
parametros sao A\; = 0,603 e Ay = —2.34. Esses valores foram calculados
utilizando-se logaritmos na base dois, logo tem-se a unidade de bits por ite-
ragdo bits/iter'. O sistema também apresenta dimensdo de Kaplan-Yorke
igual a 1,26 e entropia de Kolmogorov-Sinai igual a 0,417.

1 Para o caso de sistemas continuos a unidade é bits por segundo, bits/s.
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Figura A.3: Série temporal cadtica para o mapa de Hénon com parametros a = 1,4

eb=0,3

0.4

0.3F

0.1r

15

Figura A.4: Atrator cadtico do mapa de Hénon, pardmetros a = 1,4 ¢ b = 0,3

A.1.3 Sistema de Lorenz

Para sistemas continuos, o sistema Lorenz (1963) é o exemplo mais famoso
e, certamente, o mais utilizado dos sistemas continuos que exibem dinamica

cadtica, (Stewart, 1991). O sistema de Lorenz é descrito pelo sistema de
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equacoes

X = aY - X),
Y = RX-Y —-XZ, (A.3)
7 = XY -bZ

O sistema (A.3) foi obtido por meio da simplificagdo de um modelo que
descreve uma dinamica atmosférica. Foi estudando esse sistema que Lorenz
(1963) constatou o que ja havia sido previsto por Poincaré; sensibilidade as
condigoes iniciais. O artigo de Lorenz (1963) chamou grande atencao de
alguns pesquisadores para o desenvolvimento da teoria dos sistemas cadticos.

A Figura A.5(a) mostra a evolugdo da varidvel X (t) e a Figura A.5(b)
mostra o atrator obtido do sistema (A.3). Os parametros utilizados sao
a=16, R=40e b= 4.

; 0 ] N\ 40r
_10 30p
20r

-20

0 lb Zb Bb 4b 50 —90 —iO 6 éO 40
t X
(a) Série temporal z(t) (b) Atrator

Figura A.5: Sistema de Lorenz

O sistema (A.3) apresenta expoentes de Lyapunov iguais a Ay = 1,37,
Ay =0 e A3 = —22,37, dimensao de Kaplan-Yorke igual a 2,06 e entropia de
Kolmogorov igual a 1,37.

A.1.4 Sistema de Rdssler

O atrator de Rossler (1976) é formado por um conjunto de equagoes de
Navier-Stokes derivadas a partir da cinética quimica, sendo descrito pelo
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sistema

T = —Yy-—2z
§ = c+ay, (A.4)
= b+ (z—0)z

O sistema (A.4), é composto por trés equagoes diferenciais nao-lineares
acopladas. Para os valores de parametros a = b = 0,2, ¢ = 5,7, o sistema
apresenta um expoente de Lyapunov positivo, caracterizando comportamento
caotico. Os valores dos expoentes de Lyapunov sao Ay = 0,069, Ay = 0e \3 =
—4,98, a dimensao de Kaplan-Yorke igual a 0,069 e entropia de Kolgomorov
igual a 2,01. A série temporal que mostra o comportamento irregular da
variavel x(t) é mostrada na Figura A.6(a) e o atrator é mostrado na Figura

A6(b).

0 5;0 160 léO 200

(a) Série temporal z(t) (b) Atrator

Figura A.6: Sistema de Rossler



Apéndice B

Desenhos e Figuras de Projeto

Esse Apéndice tem como objetivo apresentar as figuras de projeto relaci-
onadas ao processo de construcao mecanica da plataforma experimental. As
unidades utilizadas estao em milimetros mm.
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Figura B.1: Plataforma proposta:visao isométrica.
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Figura B.2: Suporte em acrilico para o sensor de velocidade.
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Figura B.3: Base de aluminio para montagem das pecas.



Apéndice 151

Figura B.4: Sensor de posicao.
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Figura B.5: Dimensoes do sensor de posicao e da base de acrilico suporte
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Figura B.6: Cubo em aluminio para separacao das hastes laberais.
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Figura B.7: Eixo suporte e dispositivos de fixagao.
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Figura B.8: Disco semi-aberto do sensor de posigao.
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Figura B.9: Haste superior (haste 1).
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Figura B.10: Haste inferior (haste 2).
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Figura B.11: Suporte da plataforma em madeira.
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Figura B.12: Detalhamento do suporte da plataforma: medidas.
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Figura B.13: Sensor de velocidade: maquina de corrente continua utilizada como
um pequeno gerador.
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Figura B.14: Motor universal modificado para funcinamento como motor de cor-
rente continua de excitacao independente.
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Figura B.15: Mancal 1 de suporte do eixo principal.
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Figura B.16: Mancal 2 de suporte do eixo principal.
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Figura B.17: Cantoneira de fixagao e suporte do motor de acionamento.
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Figura B.18: Cantoneira de fixacdo e suporte do motor de acionamento: detalhe.
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Figura B.19: Cantoneira de fixagao e suporte dos mancais.



