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À minha famı́lia, que me proporcionou a

realização deste trabalho, e a todos que

me acompanharam nesta jornada.

iii





Agradecimentos

A Deus, primeiramente, por esta oportunidade, pelo dom do discernimento

e por se mostrar presente nos momentos mais dif́ıceis desta caminhada. A

Ele dedico toda minha gratidão por abençoar, guiar e iluminar os meus

passos nesta importante etapa da minha vida.
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Resumo

A escolha da estrutura de modelos a serem utilizados para representar os
regimes dinâmicos descritos pelos dados é um problema crucial na identi-
ficação de sistemas. O ı́ndice ERR (error reduction ratio), que se baseia
na redução do erro de predição (de um passo à frente), apesar de ser um
critério amplamente usado na seleção de estrutura, pode escolher termos
incorretos ou redundantes em condições não ideais de identificação, ou seja,
quando os dados dispońıveis não são adequados (superamostrados ou rui-
dosos) ou quando o sinal de entrada é relativamente lento. Por sua vez, o
critério SRR (simulation error reduction ratio), diferentemente do ERR,
pode ser eficiente em condições não ideais de identificação, além de resul-
tar em modelos mais compactos e, portanto, mais robustos. Entretanto,
tal critério, que se baseia na redução do erro de simulação (predição livre),
requer um esforço computacional significativamente grande. Um critério
baseado na redução do erro de predição de dois passos à frente (ERR2) é
proposto neste trabalho a fim de ser empregado nos casos em que o sinal de
entrada é relativamente lento. Para isso, são investigados três casos com
dados simulados e dois com dados experimentais de sistemas reais. Re-
sultados aqui apresentados mostram que a utilização de auto -consistência
entre os critérios ERR e ERR2 pode auxiliar na seleção de estrutura de
modelos NARX polinomiais.
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Abstract

The structure selection of models used to represent dynamics described by
data is a crucial problem in system identification. The ERR index (error
reduction ratio), which is based on the prediction error minimization (one
step ahead), despite being a criterion widely used in structure selection,
can choose incorrect or redundant terms in non ideal identification con-
ditions, that is, when the available data are not suitable (oversampled or
noisy) or when the input signal is relatively slow. On the other hand,
the SRR criterion (simulation error reduction ratio), differently from the
ERR, may be effective in non ideal identification conditions. Moreover,
SRR yields more compact models that are, therefore, more robust. Howe-
ver, such criterion, which is based on the simulation error minimization
(free-run prediction), requires a significantly large computational effort.
Thus, in this work, a criterion based on the prediction error of two steps
ahead minimization (ERR2) is proposed to be applied on the cases in
which the input signal is relatively slow. To accomplish that, were inves-
tigated five cases studies: three with simulated data and two cases with
experimental data from real systems. The results presented here show
that the use of self-consistency between the criteria ERR and ERR2 can
assist in the selection of structure of polynomial NARX models.

xi





Sumário

Resumo ix

Abstract xi

Lista de Tabelas xvii

Lista de Figuras xxi
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de seu respectivo modelo de um passo à frente (parte 2). . . . 52

4.8 Relação entre os termos do modelo (4.22) e os posśıveis termos
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5.18 Relação entre os termos do modelo da Tabela 5.16 e os posśıveis
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de Akaike ao modelo obtido pelo critério ERR1 a partir
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6.8 Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao

modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados
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B.8 Resultado gráfico da aplicação da função FCC de ordem

elevada aos dados do sistema (B.9). . . . . . . . . . . . . . 172
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nu máximo atraso no sinal de entrada;
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Caṕıtulo 1

Introdução

“A sabedoria é filha da experiência.”

Leonardo da Vinci

A modelagem de sistemas é de vital importância para o desenvolvimento

da ciência e da tecnologia. A evolução do conhecimento cient́ıfico ao longo

dos séculos vem se apoiando em regras e leis matemáticas que descrevem

fenômenos f́ısicos observados na natureza. A modelagem permitiu estudar

sistemas minúsculos, como o átomo, e sistemas imensos, como o sistema

solar.

Representar, por meio de modelos matemáticos, sistemas e fenômenos

observados sempre foi um desafio. Modelagem matemática é a área do

conhecimento que estuda maneiras de desenvolver e implementar mode-

los matemáticos de sistemas reais. Tais modelos têm sido utilizados ao

longo da história para os mais diversos fins, tais como projeto de sistemas

de monitorização e controle, predição, estimação de estados, simulação e

treinamento.

Durante muito tempo, modelos lineares foram utilizados para represen-

tar sistemas reais, que são, em sua maioria, não -lineares. Isso ocorreu em

virtude das restrições teóricas e computacionais e das facilidades encontra-

das na análise e no projeto de sistemas lineares. Entretanto, um modelo

linear aproxima a dinâmica de um sistema não -linear apenas na vizinhança

de um ponto de operação (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Ogata, 2003).

Portanto, a representatividade de um modelo linear para um sistema não-

linear é limitada. A utilização de modelos lineares impede que uma gama
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de comportamentos dinâmicos apresentados pelos sistemas reais seja re-

produzida, tais como ciclos limite, bifurcações, dinâmicas quasi-periódicas

e caos (Aguirre, 1994b). Com o desenvolvimento tecnológico, principal-

mente na área computacional, tornou-se posśıvel o desenvolvimento de

técnicas de modelagem não -linear.

A escolha de qual representação deve ser utilizada na modelagem de

sistemas não -lineares ainda é uma questão que parece não ter uma resposta

definitiva. Há uma grande variedade de representações não -lineares, tais

como redes neurais artificiais (Elsner, 1992; Henrique et al., 1998; Braga

et al., 2000; Amaral, 2001; Haykin, 2001), funções de base radial (Casdagli,

1989; Alves, 2004), wavelets (Graps, 1995; Billings e Coca, 1999), séries

de Volterra (Volterra, 1930; Billings, 1980), modelos de blocos interconec-

tados (Wiener, 1958; Wigren, 1993; Patwardhan et al., 1998; Pearson e

Pottmann, 2000; Coelho, 2002), modelos polinomiais e racionais (Chen e

Billings, 1989; Haber e Unbehauen, 1990; Foss e Johansen, 1992; Billings e

Chen, 1989; Billings e Zhu, 1991; Zhu e Billings, 1991, 1993; Corrêa, 1997,

2001; Campos, 2007). Independente do tipo de representação usada, um

problema comum a todas elas é a determinação da estrutura.

A seleção de estrutura representa uma etapa extremamente importante

no processo de identificação de sistemas. Essa importância encontra-se

no fato de as caracteŕısticas dinâmicas e estáticas do sistema estarem

intimamente ligadas à sua estrutura.

A escolha da ordem é uma questão muito importante na determinação

da estrutura tanto de modelos lineares quanto de não -lineares (Rhodes

e Morari, 1997a; Porcaro et al., 2009). Se a ordem do modelo for muito

menor que a ordem do sistema real, sua dinâmica não poderá ser reprodu-

zida pelo modelo. Por outro lado, se a ordem do modelo for muito maior

que a necessária, diversos problemas numéricos e dinâmicos poderão ocor-

rer (Aguirre e Billings, 1995a). Por exemplo, o método de falsos vizinhos

(FNN), apesar de ter sido desenvolvido originalmente por Kennel et al.

(1992) a fim de determinar a menor dimensão de imersão, também pode

ser empregado na estimação da ordem de modelos (Rhodes e Morari, 1995,

1997a; Bomberger e Seborg, 1998).

As associações existentes entre as variáveis envolvidas em um sistema,

que são normalmente detectadas por funções de correlação, podem conter

informações relevantes a respeito dos atrasos a serem considerados nos

regressores empregados na identificação de tal sistema, facilitando, assim,
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a etapa de seleção de estrutura. As funções de correlação linear, tais

como a função de autocorrelação (FAC) e a função de correlação cruzada

(FCC), são normalmente utilizadas quando se deseja analisar associações

lineares entre os sinais. Por esse motivo, elas são amplamente usadas na

identificação de sistemas lineares, principalmente na etapa de validação de

modelos. Entretanto, essas funções podem fornecer resultados incorretos

se efeitos não -lineares estiverem presentes nos dados (Zhang et al., 2007).

Além disso, as funções de correlação linear não são capazes de detectar

associações não -lineares entre sinais.

Vários métodos, tais como testes de correlação multi-dimensional

(Billings e Zhu, 1994; Aguirre, 1997; Maddess et al., 2004), FCC de ordem

elevada (Aguirre, 1995; Zhu e Billings, 1997) e testes de correlação multi-

direcional (Mao e Billings, 2000), foram desenvolvidos com o intuito de

detectar associações não -lineares. Entretanto, a maioria dos testes de cor-

relação não -linear não é tão simples quanto os testes de correlação linear

(Billings e Voon, 1983). A fim de detectar correlações lineares e não-

lineares, uma série de FCCs de primeira ordem, denominada ODCCFs

(omni-directional cross-correlation functions) normalizadas, foi proposta

em Zhang et al. (2007).

Em Luna et al. (2006), os atrasos presentes nos regressores de mo-

delos de séries temporais foram determinados empregando o critério de

informação mútua parcial.

Em se tratando de modelos polinomiais, um dos fatores que contribui

para aumentar a complexidade da seleção de estrutura na identificação

de sistemas não -lineares é o fato de que o número de termos candidatos

cresce rapidamente com o aumento do grau de não -linearidade e dos má-

ximos atrasos nos sinais de entrada e sáıda do modelo. O conjunto de

termos candidatos pode ser reduzido em função de conhecimento a priori

do sistema (Aguirre et al., 2000). Entretanto, nem sempre há informação

a priori que pode ser utilizada na determinação da estrutura do modelo.

Além disso, mesmo quando há tal conhecimento, não é óbvio como ele pode

ser empregado. Deve-se ressaltar que, se o número de termos do modelo

for maior que o necessário, resultando em um modelo sobreparametrizado

(modelo com um número excessivo de termos), seus termos redundantes,

além de acarretarem grande tempo computacional e mal condicionamento

numérico, podem fazer com que o modelo apresente regimes dinâmicos

espúrios (Aguirre e Billings, 1995a; Piroddi e Spinelli, 2003a).
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Diversos métodos podem, então, ser usados a fim de se determinar

o número de termos de um modelo. Entre tais métodos, destacam-se

os critérios de informação, tais como o critério do erro final de predição

(FPE) (Akaike, 1970), o critério de informação de Akaike (AIC) (Akaike,

1974), o critério de informação de Bayes (BIC) (Schwarz, 1978) e o critério

de comprimento mı́nimo de descrição (MDL) (Rissanen, 1978). Além dos

critérios de informação, um outro método estat́ıstico também pode ser

utilizado na estimação do número de termos de um modelo. Trata-se da

estat́ıstica APRESS (adjustable prediction error sum of squares) (Billings

e Wei, 2008), que é derivada da estat́ıstica PRESS (predicted error sum

of squares) (Allen, 1974), um tipo de validação cruzada (Stone, 1974)

bastante utilizado.

Como uma alternativa na seleção de estrutura, Kadtke et al. (1993)

apresentaram um método bastante simples, que consiste em eliminar os

termos do modelo que apresentam coeficientes muito menores que os de-

mais, o que é, em geral, ineficiente no caso de sistemas não -lineares, es-

pecialmente quando há rúıdo presente nos dados (Aguirre, 1994a). Uma

técnica complementar, baseada nos conceitos de agrupamentos de ter-

mos e coeficientes de agrupamentos, foi apresentada em Aguirre e Billings

(1995b). Tal técnica auxilia na identificação de termos espúrios, gerando

modelos concisos e dinamicamente válidos. Em Aguirre e Mendes (1996),

é mostrado como o número e a localização de pontos fixos de modelos poli-

nomiais podem ser determinados a partir de seus agrupamentos de termos

e de seus respectivos coeficientes de agrupamentos e como tal informação

pode ser utilizada na seleção de estrutura de modelos polinomiais não-

lineares.

A programação genética (Koza, 1992) é um método de otimização sim-

bólica que pode ser usado na seleção de estrutura de modelos não -lineares

(Gray et al., 1998; Metenidis et al., 2004; Rodŕıguez-Vázquez et al., 2004;

Madár et al., 2005; Beligiannis et al., 2005). Apesar de sua aplicabilidade

prática, a programação genética pode causar alguns problemas computa-

cionais como, por exemplo, a geração de um número excessivo de parâme-

tros. Um método de otimização multi-objetivo baseado na programação

genética e destinado à seleção de estrutura de modelos NARMAX polino-

miais foi proposto em Rodŕıguez-Vázquez et al. (2004).

Na tentativa de encontrar uma solução para o problema da seleção de

estrutura de modelos não -lineares, um algoritmo baseado na correlação
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quadrada e na informação mútua foi proposto em Wei e Billings (2008).

Com esse mesmo propósito, Mendes e Billings (2001) desenvolveram um

método alternativo que combina o uso de um estimador ortogonal com o de

um procedimento similar aos do tipo all subset selection, que, segundo os

autores, pode ser empregado com sucesso até mesmo no caso de sistemas

caóticos.

Um critério amplamente usado na seleção de estrutura é o ERR (error

reduction ratio) (Billings et al., 1989), que se baseia na redução do erro

de predição (de um passo à frente). Apesar de sua ampla aplicabilidade,

foi mostrado, em Piroddi e Spinelli (2003a,c), que o ERR pode escolher

termos incorretos ou redundantes em condições não ideais de identificação,

ou seja, quando os dados dispońıveis não são adequados (superamostrados

ou ruidosos) ou quando o sinal de entrada é relativamente lento.

Um novo critério de seleção de estrutura foi apresentado em Piroddi

e Spinelli (2003a). Tal critério, denominado SRR (simulation error re-

duction ratio), se baseia na redução do erro de simulação (predição livre).

Em Piroddi e Spinelli (2003d), foi mostrado que o SRR, diferentemente do

ERR, pode ser eficiente em condições não ideais de identificação, além de

resultar em modelos mais compactos e, portanto, mais robustos. Entre-

tanto, tal critério apresenta algumas desvantagens, tais como: (i) esforço

computacional significativamente grande, (ii) inviabilidade em identifica-

ção de sistemas caóticos em virtude de sua extrema sensibilidade a con-

dições iniciais (Piroddi, 2008) e (iii) dificuldade presente na aplicação em

modelos de séries temporais (modelos sem entrada).

Em virtude disso, é proposto, neste trabalho, um critério intermediário

entre o ERR e o SRR, ou seja, um critério baseado na redução do erro de

predição de k passos à frente a fim de ser utilizado como uma ferramenta

auxiliar na seleção de estrutura de modelos NARX polinomiais. Para isso,

escolheu-se k = 2, dando origem, assim, a um novo critério de seleção

de estrutura, que, por sua vez, se baseia na redução do erro de predição

de dois passos à frente (ERR2). A fim de identificar e eliminar posśı-

veis termos espúrios selecionados pelo ERR, é empregada, neste trabalho,

auto -consistência entre os critérios ERR e ERR2. Um termo é conside-

rado auto -consistente quando é selecionado tanto pelo ERR quanto pelo

ERR2, sendo necessário, para isso, considerar a correspondência entre as

estruturas geradas por cada um desses critérios, já que a estrutura obtida

a partir da predição de dois passos à frente corresponde a um modelo de
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dois passos. Para isso, é analisado, neste trabalho, um caso espećıfico

de condição não ideal de identificação, caso no qual o sinal de entrada é

relativamente lento.

1.1 Objetivo

A razão deste trabalho consiste em desenvolver um critério baseado na

redução do erro de predição de dois passos à frente (ERR2) a fim de auxiliar

na seleção de estrutura de modelos NARX polinomiais nos casos em que

o sinal de entrada utilizado no processo de identificação é relativamente

lento.

1.2 Apresentação do Trabalho

No Caṕıtulo 2, são descritas, de forma sucinta, as principais etapas do

processo de identificação de sistemas. O Caṕıtulo 3 apresenta os métodos

de seleção de estrutura usados e/ou citados ao longo deste trabalho. No

Caṕıtulo 4, é proposto um novo método de seleção de estrutura baseado

na redução do erro de predição de dois passos à frente. No Caṕıtulo

5, tal método é aplicado a dados simulados e, no Caṕıtulo 6, a dados

experimentais de sistemas reais. As conclusões e as propostas futuras são

apresentadas no Caṕıtulo 7. As rotinas computacionais desenvolvidas ao

longo deste trabalho se encontram no Apêndice A. Por fim, é apresentado,

no Apêndice B, um estudo que avalia o uso da função de correlação na

seleção de estrutura.



Caṕıtulo 2

Identificação de Sistemas

“Um pouco de ciência nos afasta de Deus. Muito, nos
aproxima.”

Louis Pasteur

2.1 Introdução

A tentativa de explicar ou de reproduzir comportamentos de sistemas f́ısi-

cos é algo que há muito tempo desperta o interesse de pesquisadores. Com

o desenvolvimento dos processos industriais e a necessidade de controlá-los,

tornou-se necessário desenvolver modelos que reproduzissem suas caracte-

ŕısticas estáticas e também dinâmicas. A utilização de um modelo para

representar um determinado sistema pode estar relacionada com os mais

diversos objetivos, tais como: compreender certas dinâmicas do processo

estudado, predizer o comportamento do sistema sob diversas condições

de operação, otimizar o comportamento do sistema, analisar e projetar

controladores, permitir detecção eficiente de falhas no sistema, estimar

variáveis do processo que não podem ser medidas diretamente, permitir o

estudo do sistema em regiões de operação despendiosas ou problemáticas

no sistema real, permitindo um treinamento de operação seguro e eficiente

(Matko et al., 1992).

A obtenção de um modelo que reproduza exatamente o comportamento

de um sistema é algo imposśıvel. Na prática, os modelos se aproximam

satisfatoriamente do comportamento do sistema para uma determinada

aplicação espećıfica e uma faixa de operação limitada. Portanto, não existe
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um único modelo para um determinado sistema, mas diversos modelos

para o mesmo.

O comportamento de um sistema pode ser representado por diferentes

tipos de modelos. A escolha do tipo de modelo depende das caracteŕısticas

estáticas e/ou dinâmicas do sistema, bem como do propósito para qual o

modelo é determinado. Os modelos matemáticos, no entanto, permitem

aplicações mais avançadas, sendo, por esse motivo, os mais utilizados, seja

na engenharia, biologia, medicina, economia ou em outras áreas (Ljung,

1999).

Uma das formas de se obter modelos matemáticos é a modelagem caixa

branca1. Essa técnica se baseia nas informações sobre o sistema a ser

modelado e nas leis f́ısicas que descrevem os fenômenos envolvidos. Uma

importante caracteŕıstica da modelagem fenomenológica é o significado

f́ısico dos modelos obtidos. Como desvantagem dessa técnica, pode-se

citar a sua inviabilidade no caso de sistemas grandes e complexos. Os

modelos obtidos são normalmente representados por equações diferenciais

no domı́nio do tempo ou por funções complexas no domı́nio de Laplace.

Identificação de sistemas2 é uma área do conhecimento que estuda

maneiras de modelar e analisar sistemas a partir de observações, ou seja,

de dados coletados diretamente dos sistemas (Ljung, 1999). Uma grande

vantagem apresentada pela modelagem caixa preta é a relativa facilidade

de obtenção de modelos em virtude do pouco ou nenhum conhecimento

prévio do sistema exigido por essa técnica. Por outro lado, a ausência do

significado f́ısico dos modelos obtidos e o número excessivo de parâmetros

são exemplos de desvantagens desse tipo de modelagem.

A modelagem caixa cinza, também conhecida como identificação caixa

cinza, busca combinar as vantagens dos procedimentos de identificação

caixa preta e caixa branca. Nesse caso, tanto dados de entrada e sáıda

obtidos do sistema quanto informação auxiliar são usados no processo de

identificação.

Neste caṕıtulo, é apresentada uma breve discussão referente às prin-

cipais etapas de identificação de sistemas e às ferramentas utilizadas ao

longo deste trabalho.

1Também conhecida como modelagem pela f́ısica ou natureza do processo ou ainda
modelagem fenomenológica ou conceitual.

2Também conhecida como modelagem (ou identificação) caixa preta ou modelagem
emṕırica.



2.2 Etapas de Identificação 9

2.2 Etapas de Identificação

As principais etapas de um problema de identificação de sistemas são:

• coleta de dados;

• escolha da representação matemática;

• seleção da estrutura do modelo;

• estimação dos parâmetros do modelo;

• validação do modelo.

Essas etapas são empregadas tanto na identificação de sistemas lineares

quanto de sistemas não -lineares. Tais etapas são abordadas de forma

sucinta nas seções seguintes. Maiores detalhes podem ser encontrados em

Aguirre (2004).

2.2.1 Coleta de Dados

Durante o processo de identificação, o sinal de excitação apresenta duas

importantes funções. Uma delas é excitar as caracteŕısticas dinâmicas e

estáticas do sistema em toda a faixa de freqüência de interesse. A ou-

tra está relacionada ao perfil de amplitudes desse sinal, que é responsável

pela excitação das não -linearidades presentes no sistema. As caracteŕıs-

ticas não excitadas não podem ser modeladas em virtude de não estarem

contidas nos dados coletados. Portanto, o sinal de excitação deve ser per-

sistentemente excitante.

Uma etapa importante no processo de identificação é a escolha do

tempo ou peŕıodo de amostragem, que corresponde ao intervalo entre duas

amostras. Na prática, a freqüência de amostragem é normalmente esco-

lhida entre 5 e 10 vezes a maior freqüência de interesse.

Um sinal pode ser considerado subamostrado quando o tempo de amos-

tragem utilizado na coleta dos dados é muito grande. Por outro lado,

quando o tempo de amostragem é muito pequeno, tem-se um sinal su-

peramostrado. Como descrito por Billings e Aguirre (1995), um sinal

superamostrado provoca instabilidade numérica e elevado esforço compu-

tacional devido ao mal condicionamento da matriz de regressores, dificul-

tando a determinação da estrutura do modelo. Nesse caso, o sinal deve
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ser decimado a fim de que se torne devidamente amostrado. Para isso, é

necessário verificar o grau de correlação entre as observações adjacentes

do sinal. Um procedimento que pode ser empregado na escolha do melhor

tempo de amostragem foi proposto em Aguirre (1995).

2.2.2 Escolha da Representação Matemática

Há uma grande variedade de representações não -lineares que podem ser

utilizadas na identificação de sistemas. A escolha do tipo de representa-

ção depende principalmente da finalidade do modelo e das ferramentas

dispońıveis para sua obtenção.

Na prática, as representações são selecionadas de acordo com a conve-

niência do projetista, a complexidade da aplicação ou a possibilidade de

interligação com outros conceitos. Por exemplo, a maior parte das técni-

cas de controle é baseada em modelos lineares devido, basicamente, a dois

fatores. O primeiro refere-se ao grande volume de ferramentas de análise

e śıntese estruturadas sobre a teoria de sistemas lineares. O segundo mo-

tivo reside no fato de que a realimentação reduz os efeitos não -lineares

inerentes ao processo controlado.

Entre as representações não -lineares, destacam-se as redes neurais ar-

tificiais (Elsner, 1992; Henrique et al., 1998; Braga et al., 2000; Amaral,

2001; Haykin, 2001), que são modelos matemáticos inspirados no cére-

bro humano. Elas constituem um sistema de processamento paralelo e

distribúıdo, composto de unidades de processamento simples (neurônios)

que têm a capacidade de armazenar conhecimento experimental e torná-

lo dispońıvel para o uso. De uma maneira geral, as redes neurais são

caracterizadas por sua topologia, pelas caracteŕısticas computacionais de

seus neurônios e pelo algoritmo de treinamento. As funções de base radial

(Casdagli, 1989; Alves, 2004), que são casos particulares de redes neurais,

constituem um outro tipo de representação não -linear.

Um outro tipo de representação não -linear são as wavelets (Graps,

1995; Billings e Coca, 1999). Wavelets são funções matemáticas que am-

pliam intervalos de dados, separando-os em diferentes componentes de

freqüência, permitindo a análise de cada componente em sua escala cor-

respondente.

A série de Volterra (Volterra, 1930; Billings, 1980), apesar de sua am-

pla aplicabilidade na representação de sistemas não -lineares, requer um
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número muito grande de parâmetros mesmo para sistemas pouco não -

lineares. Isso ocorre em virtude de a sáıda ser explicada apenas em função

da entrada.

Entre as representações não -lineares, podem-se destacar também

os modelos de blocos interconectados (Wiener, 1958; Wigren, 1993;

Patwardhan et al., 1998; Pearson e Pottmann, 2000; Coelho, 2002), com-

postos por um modelo dinâmico linear em cascata com uma função estática

não -linear. A disposição de seus blocos define modelos com comporta-

mentos diferentes. Quando a função estática precede o modelo dinâmico,

tem-se o modelo de Hammerstein. Por outro lado, quando o modelo di-

nâmico precede a função estática, tem-se o modelo de Wiener. Tanto no

modelo de Hammerstein quanto no de Wiener, não se tem acesso ao sinal

intermediário aos blocos. Isso representa uma dificuldade na identificação

de tais modelos. Uma posśıvel solução é a utilização de informação a pri-

ori e/ou alguma restrição como, por exemplo, o conhecimento da curva

estática.

Um outro tipo de representação não -linear são os modelos polinomi-

ais e racionais (Chen e Billings, 1989; Haber e Unbehauen, 1990; Foss e

Johansen, 1992; Billings e Chen, 1989; Billings e Zhu, 1991; Zhu e Billings,

1991, 1993; Corrêa, 1997, 2001; Campos, 2007).

Na área de identificação de sistemas não -lineares, o modelo NARMAX

(nonlinear autoregressive moving average model with exogenous inputs)

polinomial (Leontaritis e Billings, 1985a,b) tem atráıdo considerável inte-

resse nos últimos anos (Korenberg et al., 1987; Leontaritis e Billings, 1987;

Billings et al., 1989; Aguirre e Billings, 1995b; Jácome, 1996; Rodrigues,

1996; Mao e Billings, 1997; Aguirre e Jácome, 1998; Aguirre et al., 1998;

Cassini, 1999; Palumbo e Piroddi, 2001; Coelho, 2002; Previdi, 2002; Pi-

roddi e Spinelli, 2003a,d,c; Rodŕıguez-Vázquez et al., 2004; Spinelli et al.,

2006; Iglesias et al., 2007; Jazayeri et al., 2007; Piroddi, 2008).

Em particular, os modelos polinomiais têm sido freqüentemente empre-

gados por serem lineares nos parâmetros, no caso do modelo NARX (non-

linear autoregressive model with exogenous inputs), ou pseudo-lineares,

no caso do modelo NARMAX, cujos parâmetros podem ser estimados por

simples algoritmos da famı́lia dos mı́nimos quadrados (MQ).

O modelo NARMAX polinomial é um modelo discreto que explica o

valor de sáıda em função de valores prévios dos sinais de sáıda y(k), de en-

trada u(k) e de rúıdo e(k). O modelo NARMAX polinomial é representado
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como (Leontaritis e Billings, 1985a,b):

y(k) = F `
[
y(k − 1), . . . ,y(k − ny),u(k − τd), . . . ,u(k − τd − nu + 1),

e(k − 1), . . . ,e(k − ne)
]

+ e(k), (2.1)

sendo que e(k) indica todos os efeitos que não podem ser bem representa-

dos por F `[·], que é uma função polinomial com grau de não -linearidade

` ∈ N. Os termos τd, ny, nu e ne representam, respectivamente, o tempo

morto e os máximos atrasos em y, em u e em e.

A parte determińıstica da equação (2.1) pode ser expandida como

o somatório de termos com graus de não -linearidade variando na faixa

1 ≤ m ≤ `. Assim, cada termo de grau m poderá conter um fator de

grau p do tipo y(k− i) e um fator de grau (m− p) do tipo u(k− i) sendo

multiplicado por um parâmetro representado por cp,m−p(n1, . . . ,nm). Ma-

tematicamente, tem-se (Peyton-Jones e Billings, 1989):

y(k) =
∑̀
m=0

m∑
p=0

ny ,nu∑
n1,nm

cp,m−p(n1, . . . ,nm)

p∏
i=1

y(k − ni)
m∏

i=p+1

u(k − ni), (2.2)

sendo que

ny ,nu∑
n1,nm

≡
ny∑
n1=1

· · ·
nu∑

nm=1

. (2.3)

Ressalta-se que o limite superior será ny se o somatório se referir a fatores

do tipo y(k − ni). Por outro lado, se o somatório se referir a fatores do

tipo u(k − ni), tal limite será nu.

2.2.3 Seleção da Estrutura do Modelo

A seleção de estrutura constitui um problema crucial no processo de iden-

tificação de sistemas principalmente no caso de sistemas não -lineares. Na

identificação de sistemas lineares, em se tratando de modelos polinomi-

ais, o número de termos candidatos cresce linearmente com a ordem do

modelo. Nesse caso, a seleção da estrutura do modelo se restringe, basi-

camente, à escolha do número de pólos e zeros e à determinação do atraso
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puro de tempo (Aguirre, 2004). Se a ordem do modelo for maior que a

ordem efetiva do sistema, os termos redundantes do modelo induzirão can-

celamentos de pólos e zeros em sua função de transferência. Em van den

Boom e van den Enden (1974), tal fato é usado na determinação da ordem

de modelos lineares.

Entretanto, na identificação de sistemas não -lineares, ainda se tra-

tando de modelos polinomiais, o número de termos candidatos cresce ra-

pidamente com o aumento do grau de não -linearidade ` e dos máximos

atrasos nu, ny e ne (ver equação (2.1)), dificultando, assim, a escolha de

termos apropriados, que é fundamental para a obtenção de um modelo

compacto e robusto. É importante ressaltar que, se o número de termos

do modelo for maior que o necessário, resultando em um modelo sobrepa-

rametrizado (modelo com um número excessivo de termos), seus termos

redundantes, além de acarretarem grande tempo computacional e mal con-

dicionamento numérico, podem fazer com que o modelo apresente regimes

dinâmicos espúrios (Aguirre e Billings, 1995a; Piroddi e Spinelli, 2003a)

ou, até mesmo, se torne instável. Isso faz com que o processo de seleção

de estrutura seja muito mais complexo no caso de modelos não -lineares

do que no de modelos lineares.

Portanto, enquanto termos redundantes em modelos lineares levam ao

cancelamento de pólos e zeros em suas funções de transferência, tais ter-

mos destroem a dinâmica original do sistema quando presentes em modelos

não-lineares. Assim, torna-se importante desenvolver procedimentos que

permitam selecionar os termos realmente necessários na reprodução da di-

nâmica do sistema original. No Caṕıtulo 3, serão apresentados os métodos

de seleção de estrutura usados e/ou citados ao longo deste trabalho.

2.2.4 Estimação dos Parâmetros do Modelo

Após determinar a estrutura do modelo, deve-se estimar seus parâmetros

utilizando os dados obtidos em experimentação (dados de identificação).

Os algoritmos normalmente empregados na estimação de parâmetros de

modelos polinomiais são derivados do estimador de mı́nimos quadrados.

A fim de estimar os parâmetros da equação (2.2), é conveniente colocar

o modelo da seguinte forma:

y(k) = ψT(k − 1)θ̂ + ξ(k)

= ŷ(k) + ξ(k), (2.4)
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sendo que k indica o instante considerado, ψ(k−1) corresponde ao vetor de

regressores, que pode conter observações até o instante (k−1), θ̂ representa

o vetor de parâmetros estimados3 e ξ(k), o erro cometido pelo modelo ao

tentar explicar y(k) como ψT(k − 1)θ̂.

É importante notar que, como o vetor de regressores é formado por

observações tomadas até o instante (k − 1), ŷ(k) corresponde à sáıda do

modelo predita para o instante seguinte, ou seja, k. Por essa razão, tal

predição é denominada predição de um passo à frente. Portanto, ŷ(k) é a

predição de um passo à frente de y(k), sendo que ψT(k− 1)θ̂ representa o

preditor de um passo à frente. Em virtude disso, ξ(k) é também conhecido

como erro de predição de um passo à frente ou, simplesmente, erro de

predição4.

Tomando a equação (2.4) ao longo do conjunto de dados e represen-

tando o conjunto de equações resultante em forma matricial, tem-se:

y = Ψθ̂ + ξ, (2.5)

sendo que Ψ é a matriz de regressores. É importante destacar que ξ(k),

que representa o erro cometido pelo modelo ao tentar explicar y(k), não

deve ser confundido com e(k), que corrompe y(k).

Isolando ξ na equação (2.5), tem-se:

ξ = y−Ψθ̂. (2.6)

No estimador de mı́nimos quadrados, os parâmetros são estimados mi-

nimizando a seguinte função de custo:

JMQ =
N∑
i=1

ξ(i)2 = ξTξ. (2.7)

O estimador de mı́nimos quadrados pode ser expresso por:

θ̂MQ = (ΨTΨ)−1ΨTy. (2.8)

Sabe-se que, em certas situações, o estimador de mı́nimos quadrados

(MQ) se torna polarizado. Uma posśıvel solução para esse problema con-

3O śımbolo ( ˆ ) sobre as variáveis faz referência a valores estimados.
4ξ(k) é também conhecido como reśıduo ou erro de modelagem.



2.2 Etapas de Identificação 15

siste em estender a matriz de regressores Ψ incluindo regressores de rúıdo

a fim de que a parte modelável do erro seja modelada e o reśıduo ξ seja

branco e, portanto, não correlacionado com a matriz estendida de regres-

sores. Para isso, o reśıduo é utilizado como estimativa do rúıdo usado na

formação da nova matriz de regressores. Esse procedimento refere-se ao

estimador estendido de mı́nimos quadrados (EMQ).

Assim como o EMQ, existem outros estimadores derivados do MQ, tais

como o estimador generalizado de mı́nimos quadrados (GMQ), o estimador

de mı́nimos quadrados totais (MQT) e o estimador de mı́nimos quadrados

com restrições (MQR). Recentemente, um estimador multi-objetivo que

utiliza tanto dados dinâmicos quanto estáticos foi proposto em Barroso

et al. (2007). Em Corrêa et al. (2002), o uso de informação a priori foi

incorporado na estimação de parâmetros utilizando, para isso, o algoritmo

elipsóide (Bland et al., 1981).

2.2.5 Validação do Modelo

A validação de um modelo é a etapa final do processo de identificação de

sistemas. É por meio dos procedimentos de validação que se verifica a ca-

pacidade que um modelo tem de representar as caracteŕısticas de interesse

do sistema original. Um modelo será considerado válido se incorporar

as caracteŕısticas do sistema que são fundamentais para uma determinada

aplicação. A escolha da ferramenta a ser empregada na verificação da qua-

lidade de um modelo dependerá do propósito para o qual tal modelo foi

projetado. Curiosamente, pode-se dizer que poucos são os trabalhos pre-

sentes na literatura que tratam exclusivamente do problema de validação

de modelos.

Uma das vertentes da validação de modelos dinâmicos prevê o uso

de funções de correlação a fim de detectar alguma posśıvel dinâmica não

modelada nos reśıduos. No caso de sistemas lineares, deve ser verificado

se os reśıduos são brancos e não correlacionados com a entrada. Isso

pode ser feito calculando -se as funções de autocorrelação dos reśıduos

e de correlação cruzada entre os reśıduos e a entrada (Box e Jenkins,

1976; Ljung, 1999). Entretanto, esses testes não são suficientes no caso de

sistemas não -lineares (Billings e Voon, 1983, 1986; Billings e Tao, 1991).

Assim, Billings e Voon (1986) propuseram um conjunto de funções

de correlação destinado à validação de modelos não -lineares. Entretanto,
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é importante ressaltar que tal método garante apenas que não existam

correlações não modeladas nos reśıduos. Portanto, os modelos validados

podem não apresentar o mesmo comportamento dinâmico dos sistemas

originais (Aguirre e Billings, 1994, 1995a). Por se basear em critérios

estat́ısticos, esse tipo de validação é denominado validação estat́ıstica.

Uma nova função de correlação, denominada ODCCF5 (omni-

directional cross-correlation function), foi proposta em Zhang et al. (2007).

Em Zhu et al. (2007), tal função foi empregada na validação estat́ıstica de

modelos. Nesse mesmo trabalho, foi realizado um estudo comparativo en-

tre o conjunto de funções de correlação proposto em Billings e Voon (1986)

e a função de correlação ODCCF. Em tal estudo, a função proposta em

Zhang et al. (2007) se mostrou eficiente em casos nos quais o método de

Billings e Voon falhou.

A validação dinâmica, por sua vez, visa verificar se um modelo é efici-

ente na recuperação de certas caracteŕısticas dinâmicas do sistema. Uma

das técnicas utilizadas para validar um modelo dinamicamente é a pre-

dição livre6, na qual o modelo é simulado indefinidamente reutilizando

predições passadas. Para isso, é necessário que o modelo seja inicializado

com dados medidos (dados de validação). Diversos ı́ndices podem ser em-

pregados a fim de quantificar o desempenho do modelo na simulação livre

(Fair, 1986). Um critério muito utilizado é o ı́ndice RMSE (root mean

squared error), que é dado por:

RMSE =

√∑N
k=1

(
y(k)− ŷ(k)

)2√∑N
k=1

(
y(k)− y

)2 , (2.9)

sendo que ŷ(k) é a predição livre do sinal e y é o valor médio do sinal

medido y(k). É importante ressaltar que, quanto menor for o valor do

RMSE, maior será a eficiência do modelo na recuperação da caracteŕıstica

dinâmica do sistema.

Na validação dinâmica de sistemas caóticos, são normalmente utiliza-

dos invariantes dinâmicos, tais como: expoentes de Lyapunov, dimensão

de correlação, diagramas de bifurcação, mapas e seções de Poincaré e pro-

jeções bidimensionais de atratores. Tais invariantes podem ser facilmente

encontrados na literatura (Abarbanel et al., 1993; Aguirre e Billings, 1994;

5A função ODCCF será apresentada no Apêndice B.
6Também conhecida como predição de infinitos passos à frente ou simulação livre.



2.3 Considerações Finais 17

Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Monteiro, 2002).

No caso da validação estática, o que se verifica é a capacidade de um

modelo de recuperar a caracteŕıstica estática do sistema. Caracteŕıstica

estática é a relação entre a sáıda e a entrada de um sistema em estado

estacionário. Apesar de o uso desse tipo de validação não ser um proce-

dimento muito comum, a validação estática tem sido recentemente em-

pregada (Hernández e Arkun, 1993; Corrêa, 2001; Coelho, 2002; Campos,

2007).

2.3 Considerações Finais

Neste caṕıtulo, foram descritas, de forma sucinta, as principais etapas do

processo de identificação de sistemas. Os métodos de seleção de estru-

tura usados e/ou citados ao longo deste trabalho serão apresentados no

Caṕıtulo 3.





Caṕıtulo 3

Seleção de Estrutura de

Modelos Não-Lineares

“A dúvida é o prinćıpio da sabedoria.”

Aristóteles

3.1 Introdução

A escolha da estrutura a ser utilizada para representar os regimes dinâ-

micos descritos pelos dados é um problema crucial na identificação de

sistemas. Embora vários critérios relacionados com a seleção de regres-

sores em modelos NARX/NARMAX polinomiais tenham sido propostos

(Korenberg et al., 1987; Leontaritis e Billings, 1987; Billings et al., 1989;

Aguirre e Billings, 1995b; Mao e Billings, 1997; Mendes e Billings, 2001;

Piroddi e Spinelli, 2003a; Rodŕıguez-Vázquez et al., 2004; Zhang et al.,

2007; Wei e Billings, 2008), a seleção de estrutura continua sendo um

problema sem solução definitiva.

Neste caṕıtulo, são apresentados os métodos de seleção de estrutura

usados e/ou citados ao longo deste trabalho. Entre eles, encontram-se

o critério de informação de Akaike (AIC) (Akaike, 1974) e a estat́ıstica

APRESS (Billings e Wei, 2008), utilizados na determinação do número de

termos de um modelo, e o método de falsos vizinhos (FNN), que, apesar

de ter sido originalmente proposto a fim de determinar a menor dimensão

de imersão (Kennel et al., 1992), também pode ser empregado na estima-

ção dos máximos atrasos de um modelo (Rhodes e Morari, 1995, 1997a;
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Bomberger e Seborg, 1998). Além desses métodos, também são apresen-

tados o critério ERR (Billings et al., 1989), que se baseia na redução do

erro de predição (de um passo à frente) e é amplamente usado na seleção

de estrutura de modelos, e o critério SRR, baseado na redução do erro de

simulação (predição livre) e recentemente proposto em Piroddi e Spinelli

(2003a). Por fim, são apresentados os conceitos de agrupamentos de ter-

mos e coeficientes de agrupamentos, que também podem ser aplicados na

seleção de estrutura de modelos.

A função de correlação é uma ferramenta que apresenta várias aplica-

ções na área de identificação de sistemas. Tal função, além de ser utilizada,

por exemplo, na determinação do tempo de amostragem, na estimação do

tempo morto de um processo, na verificação de redundância de informa-

ções entre as variáveis de um sistema e na validação estat́ıstica, também

pode ser empregada na seleção de estrutura, auxiliando na determinação

dos atrasos presentes nos regressores de um modelo. Apesar de funções de

correlação não terem sido usadas neste trabalho durante a etapa de seleção

de estrutura, foi realizado um estudo comparativo entre algumas funções

de correlação a fim de avaliar seus desempenhos quando empregadas na

seleção de estrutura de modelos não -lineares. Tal estudo será apresentado

no Apêndice B deste trabalho.

3.2 Critérios de Informação

Diversos métodos podem ser usados a fim de se determinar o número de

termos de um modelo. Entre tais métodos, destacam-se os critérios de

informação, tais como o critério do erro final de predição (FPE) (Akaike,

1970), o critério de informação de Akaike (AIC) (Akaike, 1974), o critério

de informação de Bayes (BIC) (Schwarz, 1978) e o critério de compri-

mento mı́nimo de descrição (MDL) (Rissanen, 1978). Em Nakamura et al.

(2006), foi realizado um estudo comparativo entre alguns dos critérios de

informação na modelagem de séries temporais.

De acordo com o critério de informação de Akaike, o número ideal de

termos em um modelo deve minimizar a seguinte função (Akaike, 1974):

AIC(n) = N ln(V ar[ξ(k)]) + 2 n, (3.1)

sendo que N corresponde ao número de amostras, V ar[ξ(k)], à variância



3.2 Critérios de Informação 21

do reśıduo ξ(k) e n, ao número de termos do modelo.

À medida que termos são inclúıdos no modelo, o número de graus de

liberdade aumenta, permitindo um ajuste mais exato aos dados. Assim,

V ar[ξ(k)] diminui à medida que n aumenta. Entretanto, a partir de um

determinado momento, a redução na variância do reśıduo devido à inclusão

de um novo termo passa a ser insignificante e, conseqüentemente, não

justifica a inclusão de tal termo. Assim sendo, a primeira parcela da

equação (3.1) quantifica a redução na variância do reśıduo resultante da

inclusão de um termo, ao passo que a segunda parcela penaliza a inclusão

de cada termo.

É importante ressaltar que, como o critério de informação de Akaike

é fundamentalmente estat́ıstico, não se pode afirmar que o modelo com o

número de termos selecionado pelo AIC seja capaz de reproduzir as pro-

priedades dinâmicas do sistema original (Aguirre e Billings, 1994; Aguirre

et al., 2006).

Assim como o AIC, outros critérios de informação (Gooijer et al., 1985)

foram desenvolvidos no contexto de sistemas lineares. Contudo, tais cri-

térios fornecem resultados consistentes para muitos sistemas não -lineares

(Aguirre, 1994a). O critério de informação de Akaike foi implementado na

função my_aic, que se encontra no Apêndice A.4 deste trabalho.

Além dos critérios de informação, um outro método estat́ıstico tam-

bém pode ser utilizado na estimação do número de termos de um modelo.

Trata-se da estat́ıstica APRESS (adjustable prediction error sum of squa-

res) (Billings e Wei, 2008), que é derivada da estat́ıstica PRESS1 (predic-

ted residual sum of squares) (Allen, 1974), um tipo de validação cruzada

(Stone, 1974) bastante utilizado. Considerando novamente que N corres-

ponde ao número de amostras e n, ao número de termos do modelo, a

estat́ıstica APRESS pode ser definida da seguinte forma (Billings e Wei,

2008):

APRESS(n) =

(
1

1− C(n,α)/N

)2

MSE(n), (3.2)

sendo que MSE(n) = (1/N)
∑N

k=1[y(k) − ŷ(k)]2 e C(n,α) = nα. Neste

trabalho, utilizou-se α = 0,1, . . . ,10. Vale a pena observar que, para

1Também conhecida como LOO (leave-one-out).
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α = 0, APRESS=MSE. A estat́ıstica APRESS foi implementada na fun-

ção apress, que se encontra no Apêndice A.1 deste trabalho.

3.3 Estimação dos Máximos Atrasos

O método de falsos vizinhos (FNN) foi originalmente desenvolvido por

Kennel et al. (1992) a fim de determinar a menor dimensão de imersão,

ou seja, o número mı́nimo de coordenadas de atraso necessário na recons-

trução do espaço de fases a partir de uma única série temporal. O FNN

também pode ser empregado na estimação dos máximos atrasos nos sinais

de entrada nu e sáıda ny de um modelo (Rhodes e Morari, 1995, 1997a;

Bomberger e Seborg, 1998).

No método de falsos vizinhos, além de nenhuma estrutura espećıfica

de modelo ser assumida, os máximos atrasos são estimados diretamente

a partir dos dados de entrada e sáıda. Entretanto, tal método apresenta

como desvantagem o esforço computacional, que cresce rapidamente com

o aumento do número de amostras e da dimensão do modelo. A fim de

resolver esse problema, Feil et al. (2004) propuseram um algoritmo de

agrupamento fuzzy baseado no método de falsos vizinhos. Em Bomberger

e Seborg (1998), além do FNN, o método de números de Lipschitz (He e

Asada, 1993) também foi empregado na estimação dos máximos atrasos

dos modelos.

O algoritmo FNN empregado em modelos não autônomos2 apresenta

os seguintes passos (Rhodes e Morari, 1997a):

1. Forme o seguinte vetor de regressores:

ψny ,nu(k) = [y(k − τ), . . . ,y(k − nyτ),u(k − τ), . . . ,u(k − nuτ)]T ,

(3.3)

sendo que τ , nu e ny representam, respectivamente, o atraso de

tempo e os máximos atrasos nos sinais de entrada u(k) e sáıda y(k).

2Um modelo é considerado não autônomo se ele depende explicitamente do tempo.
No contexto de modelagem, um modelo com pelo menos uma entrada será denominado
não autônomo.
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2. Para um dado vetor de regressores ψny ,nu(k), encontre um outro

vetor de regressoresψny ,nu(j) no conjunto de dados tal que a seguinte

distância

d =
∥∥∥ψny ,nu(k)−ψny ,nu(j)

∥∥∥
2

(3.4)

seja minimizada.

3. Determine se a seguinte expressão

|y(k)− y(j)|∥∥∥ψny ,nu(k)−ψny ,nu(j)
∥∥∥

2

≤ R (3.5)

é verdadeira ou falsa. Se a equação (3.5) for verdadeira, o vizinho

será considerado verdadeiro. Caso contrário, será um falso vizinho.

Deve-se ressaltar que R é um valor limiar escolhido previamente.

4. Repita os passos anteriores para todos os valores de k. Em seguida,

calcule a porcentagem de falsos vizinhos presentes no conjunto de

dados.

5. Repita os passos anteriores aumentando os valores de ny e nu até

que a porcentagem de falsos vizinhos chegue a zero ou a algum valor

aceitavelmente pequeno.

É importante ressaltar que o algoritmo FNN é senśıvel à escolha de R.

Nos trabalhos nos quais o método de falsos vizinhos é abordado, parece

não haver um consenso em relação à escolha apropriada de R. Enquanto

Kennel et al. (1992) sugeriram que R fosse escolhido de forma que R ≥ 10,

outros autores preferiram limitar R a certas faixas de valores, tais como

10 ≤ R ≤ 15 (Rhodes e Morari, 1997a) e 10 ≤ R ≤ 50 (Bomberger e

Seborg, 1998). Por outro lado, Abarbanel et al. (1993) recomendaram

limitar R a um único valor (R = 17,3). Entretanto, acredita-se que a

escolha de um único valor de R que seja adequado a todos os conjuntos

de dados seja algo improvável de ocorrer.

Sabe-se que o FNN é eficiente quando aplicado a dados livres de rúıdo.

Entretanto, um estudo realizado em Rhodes e Morari (1997b) mostrou que,

para séries temporais contaminadas com rúıdo, a porcentagem de falsos
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vizinhos para uma determinada dimensão de imersão cresce à medida que

se aumenta o número de amostras. Uma solução para esse problema,

proposta nesse mesmo trabalho, foi estendida em Rhodes e Morari (1997a)

para o caso de modelos não autônomos.

A solução encontrada sugere que a equação (3.5) seja substitúıda por

(Rhodes e Morari, 1997a):

|y(k)− y(j)|∥∥∥ψny ,nu(k)−ψny ,nu(j)
∥∥∥

2

≤ R +
2R
√
nyεy2 + nuεu2 + 2εy∥∥∥ψny ,nu(k)−ψny ,nu(j)

∥∥∥
2

, (3.6)

sendo que εu e εy representam, respectivamente, o máximo valor absoluto

do rúıdo presente nos sinais de entrada e sáıda. Em Rhodes e Morari

(1996), foi observado que a simples inclusão dos termos εu e εy aumenta a

eficiência do algoritmo até mesmo quando se utilizam valores muito me-

nores que os reais valores de εu e εy. Esse novo método de falsos vizinhos,

que considera o rúıdo presente nos dados, foi implementado na função

fnn_modificado, que se encontra no Apêndice A.2 deste trabalho.

Durante o processo de identificação dos dados utilizados neste trabalho,

foi posśıvel perceber a subjetividade do método de falsos vizinhos em

virtude de sua sensibilidade à escolha de R, εy e τ . Portanto, apesar

das promessas dos autores, verificou-se que, nos casos analisados, o FNN

não se mostrou útil na estimação dos máximos atrasos. Em virtude disso,

o uso de tal método não será apresentado neste trabalho.

3.4 Critério ERR

Um critério amplamente usado na seleção de estrutura de modelos é o ERR

(error reduction ratio) (Billings et al., 1989). Esse critério, que se baseia

na redução do erro de predição (de um passo à frente), avalia a importância

dos termos do modelo em função de sua habilidade de explicar a variância

do sinal de sáıda.

A fim de definir a taxa de redução de erro (ERR), o modelo da equação

(2.4) será representado da seguinte forma:
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y(k) = ψT(k − 1)θ̂ + ξ(k)

=

nθ∑
i=1

θ̂iψi(k − 1) + ξ(k), (3.7)

sendo que nθ corresponde ao número de parâmetros.

Analogamente, o modelo representado em base ortogonal pode ser ex-

presso por:

y(k) =

nθ∑
i=1

ĝiwi(k − 1) + ξ(k), (3.8)

sendo que ĝi são os parâmetros estimados e wi, os regressores ortogonais

sobre os dados. Vale ressaltar que, na ausência de regressores, ou seja,

quando nθ = 0, o erro de predição corresponde ao próprio sinal de sáıda

y(k).

A redução no valor da variância do reśıduo, que ocorre à medida que

novos termos são inclúıdos no modelo, pode ser normalizada em relação à

variância total do sinal de sáıda. Logo, a taxa de redução de erro devido

à inclusão do i-ésimo regressor no modelo é definida como (Chen et al.,

1989):

[ERR]i =
ĝ2
i 〈wi,wi〉
〈y,y〉

, (3.9)

sendo que o ERR indica a porção da variância da sáıda explicada pela

inclusão de um novo termo no modelo. O operador 〈·〉 representa o produto

interno de dois vetores3. Ressalta-se que, normalmente, a escolha dos

termos candidatos ao modelo é feita considerando aqueles que apresentam

os maiores valores de ERR.

Os algoritmos de identificação que se baseiam na redução do erro de

predição (reśıduo) são conhecidos como PEM (prediction error minimiza-

tion). Nesses algoritmos, o ERR de cada termo pode variar enormemente

dependendo da ordem na qual eles são inclúıdos no modelo. Além disso,

se um termo essencial à construção de um modelo não estiver presente no

conjunto de termos candidatos, sua ausência será compensada por vários

3Assim, em relação à equação (3.9), 〈wi,wi〉 = wT
i wi e 〈y,y〉 = yTy.
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termos espúrios. Isso faz com que os modelos obtidos pelos algoritmos

PEM sejam, em alguns casos, imprecisos ou, até mesmo, instáveis na pre-

dição de longo alcance ou na simulação (predição livre). Em Piroddi e

Spinelli (2003a,c), foi mostrado que, em condições não ideais de identifica-

ção4, ou seja, quando os dados dispońıveis não são adequados (superamos-

trados ou ruidosos) ou quando o sinal de entrada é relativamente lento, os

algoritmos PEM podem selecionar termos incorretos ou redundantes.

Um critério baseado nos conceitos de agrupamentos de termos e coefi-

cientes de agrupamentos pode ser usado na prática para reduzir o tamanho

dos modelos selecionados pelo ERR. Segundo tal critério, termos perten-

centes a um mesmo agrupamento podem ser eliminados se o coeficiente de

agrupamento (a soma dos parâmetros associados a todos os termos de um

agrupamento) for muito menor que os coeficientes dos termos que com-

põem tal agrupamento. Entretanto, pesquisas mais recentes têm destacado

que há casos nos quais a presença desses termos é necessária (Aguirre e

Jácome, 1998). Piroddi e Spinelli (2003a) mostram que a eliminação de

termos importantes afeta a precisão do modelo na simulação. A Seção

3.6 apresenta os conceitos de agrupamentos de termos e coeficientes de

agrupamentos aplicados na seleção de estrutura de modelos não -lineares.

3.4.1 Condições Não Ideais de Identificação

O uso de dados contaminados por rúıdo pode ser considerado uma con-

dição não ideal de identificação, pois, como a maioria dos algoritmos em-

pregados na seleção de estrutura tenta obter um modelo que represente

fielmente as informações contidas nos dados sem qualquer conhecimento

da estrutura real do modelo, é provável que termos espúrios sejam se-

lecionados quando os dados se encontrarem corrompidos em virtude da

presença de rúıdo. O algoritmo ideal deveria, então, ser capaz de obter

um modelo que minimizasse os efeitos dos termos espúrios a fim de que

as dinâmicas fundamentais contidas nos dados fossem recuperadas pelo

modelo identificado (Wei e Billings, 2008).

O uso de um tempo de amostragem muito pequeno também pode pre-

judicar a seleção da estrutura de um modelo por duas razões. A primeira

está relacionada com o fato de que um sinal superamostrado provoca ins-

4As condições não ideais de identificação serão discutidas com mais detalhes na
Seção 3.4.1.
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tabilidade numérica devido ao mal condicionamento da matriz de regres-

sores (Billings e Aguirre, 1995). A segunda está relacionada com o fato

de que um tempo de amostragem muito pequeno pode fazer com que

alguns termos candidatos se tornem indistingúıveis. Assim, tem-se que

y(k) ≈ y(k − 1). Conseqüentemente, o valor de ERR associado ao termo

y(k−1) tende a um. Como y(k−1) é quase sempre o primeiro termo a ser

selecionado pelo critério ERR, independente da estrutura real do modelo,

e como a soma dos valores de ERR dos termos selecionados não pode ser

maior que um, todos os demais termos do modelo apresentam valores de

ERR muito pequenos, dificultando, assim, a etapa de seleção de estrutura

(Piroddi e Spinelli, 2003a; Wei e Billings, 2008). Portanto, pode-se afirmar

que o uso de dados superamostrados também pode ser considerado uma

condição não ideal de identificação.

Um sinal de entrada de baixa freqüência, quando aplicado a um sis-

tema, freqüentemente gera um sinal de sáıda com dinâmica lenta. Isso

pode fazer com que y(k) ≈ y(k − 1). Conseqüentemente, assim como

no caso de dados superamostrados, o valor de ERR associado ao termo

y(k − 1) se torna muito próximo de um. Assim, y(k − 1) é quase sempre

selecionado como o primeiro termo, sem se importar se tal termo pertence

ou não à estrutura real do modelo. Isso mostra que o tipo de entrada usada

no processo de identificação pode afetar profundamente a seleção da es-

trutura de um modelo, independente de qual algoritmo seja empregado

(Piroddi e Spinelli, 2003a; Wei e Billings, 2008).

3.5 Critério SRR

Ao contrário do ERR, o critério SRR (simulation error reduction ratio)

(Piroddi e Spinelli, 2003a,b,d; Spinelli et al., 2006; Piroddi, 2008), por sua

vez, se baseia na redução do erro de simulação (predição livre).

Os algoritmos de identificação que se baseiam na redução do erro de si-

mulação são conhecidos como SEM (simulation error minimization). Em

Piroddi e Spinelli (2003d), foi mostrado que esses algoritmos, ao contrá-

rio dos algoritmos PEM, podem ser eficientes em condições não ideais de

identificação. Além disso, tais algoritmos resultam em modelos mais com-

pactos e, portanto, mais robustos. Isso faz com que os algoritmos SEM

sejam mais apropriados para predição de longo alcance ou simulação.
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Entretanto, os algoritmos SEM requerem um esforço computacional

significativamente grande. Além disso, tais algoritmos não são viáveis em

identificação de sistemas caóticos em virtude de sua extrema sensibili-

dade a condições iniciais (Piroddi, 2008). Uma outra desvantagem desses

algoritmos é a dificuldade presente na aplicação em modelos de séries tem-

porais (modelos sem entrada).

Muitos algoritmos que combinam estimação de parâmetros e seleção de

estrutura de modelos em um único procedimento de otimização têm sido

propostos na literatura (Leontaritis e Billings, 1987; Aguirre e Billings,

1995b; Mao e Billings, 1997). Um dos algoritmos mais populares e efici-

entes dessa categoria é o FROE (forward-regression orthogonal estimator)

(Billings et al., 1989), que se baseia na redução do erro de predição. Em

Piroddi e Spinelli (2003a), o critério ERR foi substitúıdo pelo SRR no al-

goritmo FROE, transformando-se, assim, em um algoritmo do tipo SEM.

De fato, a importância real dos termos pode mudar durante o processo

de construção do modelo. Isso acontece tanto com o critério ERR quanto

com o SRR. Em virtude disso, Piroddi e Spinelli (2003a) propuseram a

eliminação dos termos que não contribuem significativamente para a quali-

dade do modelo. Esse procedimento de eliminação é denominado pruning.

A introdução do procedimento pruning em um algoritmo de identificação

tende a gerar modelos mais compactos e, portanto, mais robustos.

Quando esse procedimento de eliminação é aplicado a um algoritmo

que se baseia na redução do erro de predição, obtém-se o FRP (forward-

regression with pruning). Da mesma forma, quando esse procedimento é

aplicado a um algoritmo que se baseia na redução do erro de simulação,

obtém-se o SEMP (simulation error minimization with pruning) (Piroddi

e Spinelli, 2003a). Em Spinelli et al. (2006), um algoritmo de identificação,

denominado TSEMP (two-stage simulation error minimization with pru-

ning), foi proposto especificamente para lidar com dados superamostrados,

que constitui um caso espećıfico de condição não ideal de identificação.

3.6 Agrupamentos de Termos e Coeficien-

tes de Agrupamentos

Os conceitos de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos

são adequados para determinar o número, a localização e a simetria de
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pontos fixos5 dos modelos, que representa uma informação útil na seleção

da estrutura de modelos não -lineares em situações em que há algum co-

nhecimento a priori, como, por exemplo, em problemas de recuperação de

caracteŕısticas estáticas do sistema original (Aguirre, 2004).

Se o tempo de amostragem for muito pequeno, tal que

y(k − 1) ≈ y(k − 2) ≈ . . . ≈ y(k − ny)
u(k − 1) ≈ u(k − 2) ≈ . . . ≈ u(k − nu), (3.10)

a equação (2.2) poderá ser reescrita da seguinte forma (Aguirre e Billings,

1995b):

y(k) ≈
ny ,nu∑
n1,nm

cp,m−p(n1, . . . ,nm)
∑̀
m=0

m∑
p=0

y(k − 1)pu(k − 1)m−p. (3.11)

Definição 3.6.1 As constantes
∑ny ,nu

n1,nm
cp,m−p(n1, . . . ,nm) são os coefici-

entes dos agrupamentos de termos Ωypum−p, que contêm termos da forma

y(k − i)pu(k − j)m−p para m = 0, . . . ,` e p = 0, . . . ,m. Tais coeficientes

são chamados de coeficientes de agrupamentos e são representados por∑
ypum−p (Aguirre e Billings, 1995b).

Exemplo 3.6.1 6

O modelo

y(k) = 2,1579y(k − 1)− 1,3203y(k − 2) + 0,16239y(k − 3) +

0,22480× 10−3y(k − 3)3 − 0,48196× 10−2y(k − 1)3 +

0,19463× 10−2u(k − 2) + 0,34160× 10−3u(k − 1) +

0,35230× 10−2y(k − 1)2y(k − 2)−
0,12162× 10−2y(k − 1)y(k − 2)y(k − 3) (3.12)

pode ser representado, conforme a equação (2.2), com

5Também conhecidos como pontos de equiĺıbrio.
6Aguirre e Billings, 1995b.
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c1,0(1) = 2,1579 c1,0(2) = −1,3203
c1,0(3) = 0,16239 c3,0(3,3,3) = 0,22480× 10−3

c3,0(1,1,1) = −0,48196× 10−2 c0,1(2) = 0,19463× 10−2

c0,1(1) = 0,34160× 10−3 c3,0(1,1,2) = 0,35230× 10−2

c3,0(1,2,3) = −0,12162× 10−2 cp,m−p(·) = 0.

Os coeficientes de agrupamentos do modelo (3.12) são:

∑
y = c1,0(1) + c1,0(2) + c1,0(3) = 0,99999∑
y3 = c3,0(1,1,1) + c3,0(1,1,2) + c3,0(1,2,3) + c3,0(3,3,3) = −2,2880× 10−3∑
u = c0,1(1) + c0,1(2) = 2,2879× 10−3,

que correspondem, respectivamente, aos agrupamentos Ωy, Ωy3 e Ωu. 2

Portanto, um agrupamento da forma Ωypum−p é um conjunto de termos

do tipo y(k − i)pu(k − j)m−p para m = 0, . . . ,` e p = 0, . . . ,m, e seu

respectivo coeficiente,
∑

ypum−p , é o somatório dos coeficientes de todos

os termos no modelo que pertencem ao referido agrupamento (Aguirre,

2004).

Vale a pena ressaltar que, conforme as aproximações consideradas na

equação (3.10), os agrupamentos de termos e seus coeficientes de agrupa-

mentos são definidos para um modelo em regime permanente com entradas

constantes.

Os conceitos de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamen-

tos podem ser utilizados na seleção de estrutura de modelos não -lineares

auxiliando na identificação de termos espúrios, gerando modelos concisos

e dinamicamente válidos.

Para isso, basta estimar uma famı́lia de modelos com um número cres-

cente de termos escolhidos por um determinado critério de seleção. Em

seguida, traçam-se gráficos que mostram a variação dos coeficientes de

agrupamentos em função do número de termos dos modelos. Com base

nesses gráficos, um agrupamento pode ser considerado espúrio quando:

• seu surgimento ocorre apenas para um número elevado de termos;

• seus coeficientes apresentam valores irrelevantes quando comparados

aos demais;
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• seus coeficientes oscilam em torno de zero à medida que o número

de termos aumenta;

• seus coeficientes tendem a zero;

• seus coeficientes trocam de sinal, apresentando valores positivos e

negativos.

Procedendo dessa forma, o conjunto de termos candidatos pode ser

significativamente reduzido. Isso, além de representar uma economia de

tempo de computação, diminui as chances de obter modelos com caracte-

ŕısticas dinâmicas espúrias (Aguirre, 2004).

Jácome (1996) mostrou que modelos polinomiais não -lineares identifi-

cados a partir do conjunto de agrupamentos efetivos (agrupamentos não

espúrios) têm melhores chances de reproduzir as caracteŕısticas dinâmi-

cas do sistema original, bem como certas caracteŕısticas estáticas. Além

disso, tais modelos tendem a ser mais robustos aos efeitos prejudiciais da

sobreparametrização (Aguirre e Billings, 1995a; Mendes e Billings, 1998).

É importante mencionar que, em alguns sistemas, o fato de o coefi-

ciente de um determinado agrupamento de termos assumir valores muito

pequenos não implica necessariamente que tal agrupamento seja espúrio

(Aguirre e Jácome, 1998). Maiores detalhes podem ser encontrados em

Aguirre et al. (2002).

3.7 Considerações Finais

Neste caṕıtulo, foram apresentados os métodos de seleção de estrutura

usados e/ou citados ao longo deste trabalho. Entretanto, ressalta-se que

cada um deles apresenta alguma desvantagem ou limitação. No próximo

caṕıtulo, um critério baseado na redução do erro de predição de dois passos

à frente é proposto a fim de auxiliar na seleção de estrutura de modelos

NARX polinomiais.





Caṕıtulo 4

Predição de Dois Passos à

Frente

“A mente que se abre a uma nova idéia jamais voltará
ao seu tamanho original.”

Albert Einstein

4.1 Introdução

Conforme mencionado no caṕıtulo anterior, o critério ERR, que se baseia

na redução do erro de predição (de um passo à frente), pode selecionar

termos incorretos ou redundantes em condições não ideais de identifica-

ção. Em virtude disso, é proposto, neste trabalho, um critério baseado

na redução do erro de predição de k passos à frente a fim de ser utilizado

como uma ferramenta auxiliar na seleção de estrutura de modelos NARX

polinomiais nos casos em que o sinal de entrada é relativamente lento.

Para isso, escolheu-se k = 2, dando origem, assim, a um critério baseado

na redução do erro de predição de dois passos à frente (ERR2). A fim

de identificar e eliminar posśıveis termos espúrios selecionados pelo ERR,

é empregada, neste trabalho, auto -consistência entre os critérios ERR e

ERR2, sendo que um termo é considerado auto -consistente quando é sele-

cionado tanto pelo ERR quanto pelo ERR2. Como a estrutura obtida pelo

ERR2 corresponde a um modelo de dois passos, é preciso, então, que os

modelos obtidos por tal critério sejam representados na forma de modelos

de um passo à frente. Para isso, realizou-se um estudo a partir do qual
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foi posśıvel determinar as relações entre os termos dos modelos de um e

dois passos à frente. Exemplos apresentados neste caṕıtulo mostram como

essas relações podem ser empregadas na obtenção de um modelo de um

passo à frente a partir de seu respectivo modelo de dois passos.

4.2 Predição de Dois Passos à Frente

Nesta seção, é apresentada a técnica de predição de dois passos à frente

proposta neste trabalho. A fim de simplificar o procedimento aqui descrito,

será utilizado, no exemplo apresentado a seguir, um modelo linear.

Para isso, considere o seguinte modelo (de um passo à frente):

y(k) = θ1y(k−1)+θ2y(k−2)+θ3y(k−3)+θ4u(k−1)+θ5u(k−2), (4.1)

cujo vetor de regressores é representado por:

ψ(k − 1) = [y(k − 1) y(k − 2) y(k − 3) u(k − 1) u(k − 2)]T . (4.2)

Como a equação (4.1) se trata de um modelo de um passo à frente,

verifica-se que seu vetor de regressores, representado pela equação (4.2),

é formado por observações tomadas até o instante (k − 1). Para que o

modelo (4.1) seja representado na forma de um modelo de dois passos à

frente, tal modelo é, primeiramente, reescrito da seguinte forma:

y(k + 1) = θ1y(k) + θ2y(k − 1) + θ3y(k − 2) + θ4u(k) + θ5u(k − 1). (4.3)

Em seguida, substituindo a equação (4.1) em (4.3), chega-se ao seguinte

modelo de dois passos à frente:

y(k + 1) = θ1[θ1y(k − 1) + θ2y(k − 2) + θ3y(k − 3) + θ4u(k − 1) +

θ5u(k − 2)] + θ2y(k − 1) + θ3y(k − 2) + θ4u(k) +

θ5u(k − 1)

= θ2
1y(k − 1) + θ1θ2y(k − 2) + θ1θ3y(k − 3) + θ1θ4u(k − 1) +

θ1θ5u(k − 2) + θ2y(k − 1) + θ3y(k − 2) + θ4u(k) +

θ5u(k − 1)

= (θ2
1 + θ2)y(k − 1) + (θ1θ2 + θ3)y(k − 2) + θ1θ3y(k − 3) +

θ4u(k) + (θ1θ4 + θ5)u(k − 1) + θ1θ5u(k − 2). (4.4)
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É importante ressaltar que, da mesma forma que y(k) foi substitúıdo

pelo modelo (4.1) na equação (4.3), resultando no modelo de dois passos

à frente apresentado em (4.4), y(k − 1) e y(k − 2) também podem ser

substitúıdos em (4.3). Assim, substituindo -se k por (k − 1) em (4.1),

tem-se:

y(k−1) = θ1y(k−2)+θ2y(k−3)+θ3y(k−4)+θ4u(k−2)+θ5u(k−3). (4.5)

Da mesma forma, substituindo -se k por (k − 2) em (4.1), chega-se a:

y(k−2) = θ1y(k−3)+θ2y(k−4)+θ3y(k−5)+θ4u(k−3)+θ5u(k−4). (4.6)

Em seguida, substituindo as equações (4.1), (4.5) e (4.6) em (4.3), chega-se

ao seguinte modelo de dois passos à frente:

y(k + 1) = θ1y(k) + θ2y(k − 1) + θ3y(k − 2) + θ4u(k) + θ5u(k − 1)

= θ1[θ1y(k − 1) + θ2y(k − 2) + θ3y(k − 3) + θ4u(k − 1) +

θ5u(k − 2)] + θ2[θ1y(k − 2) + θ2y(k − 3) + θ3y(k − 4) +

θ4u(k − 2) + θ5u(k − 3)] + θ3[θ1y(k − 3) + θ2y(k − 4) +

θ3y(k − 5) + θ4u(k − 3) + θ5u(k − 4)] + θ4u(k) +

θ5u(k − 1)

= θ2
1y(k − 1) + 2θ1θ2y(k − 2) + (2θ1θ3 + θ2

2)y(k − 3) +

2θ2θ3y(k − 4) + θ2
3y(k − 5) + θ4u(k) +

(θ1θ4 + θ5)u(k − 1) + (θ1θ5 + θ2θ4)u(k − 2) +

(θ2θ5 + θ3θ4)u(k − 3) + θ3θ5u(k − 4). (4.7)

Analisando-se os modelos (4.4) e (4.7), verifica-se que o termo mais

adiantado de y (no caso, y(k − 1)) encontra-se atrasado em relação a

y(k + 1) em dois intervalos de amostragem, o que caracteriza um modelo

de dois passos à frente. Assim, tanto o modelo (4.4) quanto o (4.7) corres-

pondem ao modelo (4.1) representado na predição de dois passos à frente.

Entretanto, verifica-se que o modelo (4.7) é desnecessariamente grande.

Se o processo de iteração for feito continuamente, o tamanho do modelo

crescerá infinitamente. Modelos como o (4.7), constrúıdos a partir da ite-

ração de um modelo menor, são denominados modelos degenerados (Judd

e Nakamura, 2006; Nakamura e Small, 2006; Nakamura et al., 2006). A
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fim de evitar um aumento desnecessário no tamanho dos modelos de dois

passos à frente, estes serão representados, neste trabalho, utilizando a me-

nor estrutura posśıvel. Portanto, o modelo considerado neste caso para

representar o modelo (4.1) na predição de dois passos à frente será o da

equação (4.4).

Comparando-se os modelos (4.1) e (4.4), verifica-se que o modelo de

dois passos à frente, além de ser formado por todos os termos presentes

no modelo de um passo, também é composto pelo termo u(k). Para que

tal termo possa ser selecionado na predição de dois passos à frente, é ne-

cessário que ele esteja presente no conjunto de termos candidatos. Como,

na prática, não é posśıvel saber se o modelo de dois passos à frente apre-

senta algum termo formado pelo regressor u(k), todos os posśıveis termos

compostos por tal regressor devem, então, ser inclúıdos no conjunto de

termos candidatos a fim de que possam ser selecionados na predição de

dois passos à frente.

O reśıduo gerado na predição de dois passos à frente, que consiste,

obviamente, no erro de predição de dois passos à frente, ao substituir o

erro de predição (de um passo à frente) no critério ERR, dá origem a um

novo critério de seleção de estrutura. Tal critério será denominado ERR2,

pois se baseia na redução do erro de predição de dois passos à frente.

Como o ERR é baseado na redução do erro de predição (de um passo à

frente), tal critério será aqui denominado ERR1.

O procedimento necessário para se empregar a predição de dois pas-

sos à frente foi implementado no algoritmo de identificação orthregkp,

originalmente criado por Eduardo Mendes. Tal algoritmo, que pode ser

utilizado na predição de k passos à frente (sendo k = 1,2,3, . . .), se encon-

tra no Apêndice A.6 deste trabalho.

4.3 Relação entre Modelos de Um e Dois

Passos à Frente

Nesta seção, pretende-se estabelecer uma relação entre os termos de um

modelo de dois passos e os termos de seu respectivo modelo de um passo à

frente. Para isso, serão considerados, inicialmente, os seguintes exemplos:
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Exemplo 4.3.1

Considere o seguinte modelo de um passo à frente:

y(k) = θ1y(k−1)+θ2y(k−2)2 +θ3u(k−1)u(k−2)+θ4u(k−1)+θ5, (4.8)

que, na predição de dois passos à frente, pode ser representado da seguinte

forma:

y(k + 1) = θ1y(k) + θ2y(k − 1)2 + θ3u(k)u(k − 1) + θ4u(k) + θ5. (4.9)

Substituindo a equação (4.8) em (4.9), tem-se:

y(k + 1) = θ1[θ1y(k − 1) + θ2y(k − 2)2 + θ3u(k − 1)u(k − 2) +

θ4u(k − 1) + θ5] + θ2y(k − 1)2 + θ3u(k)u(k − 1) +

θ4u(k) + θ5

= θ2
1y(k − 1) + θ1θ2y(k − 2)2 + θ1θ3u(k − 1)u(k − 2) +

θ1θ4u(k − 1) + θ1θ5 + θ2y(k − 1)2 + θ3u(k)u(k − 1) +

θ4u(k) + θ5. (4.10)

Exemplo 4.3.2

Considere o seguinte modelo de um passo à frente:

y(k) = θ1y(k − 1)u(k − 2)2 + θ2u(k − 1)u(k − 3) + θ3u(k − 2) +

θ4y(k − 2)u(k − 1) + θ5, (4.11)

que, na predição de dois passos à frente, pode ser representado da seguinte

forma:

y(k + 1) = θ1y(k)u(k − 1)2 + θ2u(k)u(k − 2) + θ3u(k − 1) +

θ4y(k − 1)u(k) + θ5. (4.12)

Substituindo a equação (4.11) em (4.12), tem-se:
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y(k + 1) = θ1[θ1y(k − 1)u(k − 2)2 + θ2u(k − 1)u(k − 3) + θ3u(k − 2) +

θ4y(k − 2)u(k − 1) + θ5]u(k − 1)2 + θ2u(k)u(k − 2) +

θ3u(k − 1) + θ4y(k − 1)u(k) + θ5

= θ2
1y(k − 1)u(k − 2)2u(k − 1)2 +

θ1θ2u(k − 1)u(k − 3)u(k − 1)2 + θ1θ3u(k − 2)u(k − 1)2 +

θ1θ4y(k − 2)u(k − 1)u(k − 1)2 + θ1θ5u(k − 1)2 +

θ2u(k)u(k − 2) + θ3u(k − 1) + θ4y(k − 1)u(k) + θ5. (4.13)

Exemplo 4.3.3

Considere o seguinte modelo de um passo à frente:

y(k) = θ1y(k − 1)2 + θ2u(k − 1)u(k − 2) + θ3y(k − 2)2, (4.14)

que, na predição de dois passos à frente, pode ser representado da seguinte

forma:

y(k + 1) = θ1y(k)2 + θ2u(k)u(k − 1) + θ3y(k − 1)2. (4.15)

Substituindo a equação (4.14) em (4.15), tem-se:

y(k + 1) = θ1[θ1y(k − 1)2 + θ2u(k − 1)u(k − 2) + θ3y(k − 2)2]2 +

θ2u(k)u(k − 1) + θ3y(k − 1)2

= θ1[θ
2
1y(k − 1)4 + 2θ1θ2y(k − 1)2u(k − 1)u(k − 2) +

2θ1θ3y(k − 1)2y(k − 2)2 + θ2
2u(k − 1)2u(k − 2)2 +

2θ2θ3u(k − 1)u(k − 2)y(k − 2)2 + θ2
3y(k − 2)4] +

θ2u(k)u(k − 1) + θ3y(k − 1)2

= θ3
1y(k − 1)4 + 2θ2

1θ2y(k − 1)2u(k − 1)u(k − 2) +

2θ2
1θ3y(k − 1)2y(k − 2)2 + θ1θ

2
2u(k − 1)2u(k − 2)2 +

2θ1θ2θ3u(k − 1)u(k − 2)y(k − 2)2 + θ1θ
2
3y(k − 2)4 +

θ2u(k)u(k − 1) + θ3y(k − 1)2. (4.16)
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A partir dos Exemplos 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3, é posśıvel generalizar que:

• o grau de não -linearidade de um modelo de dois passos à frente pode

ser maior que ou igual ao grau de não -linearidade de seu respectivo

modelo de um passo.

O grau de não -linearidade de um modelo de dois passos à frente é

igual ao de seu respectivo modelo de um passo quando, em tal mo-

delo, o regressor y(k− 1) se encontra em um termo linear (Exemplo

4.3.1). Entretanto, quando tal regressor se encontra, em um modelo

de um passo à frente, multiplicado por algum regressor de entrada

ou algum outro regressor de sáıda ou apresenta grau de multiplici-

dade maior que um, o grau de não -linearidade do modelo de dois

passos à frente é maior que o de seu respectivo modelo de um passo

(Exemplos 4.3.2 e 4.3.3);

• os máximos atrasos nos sinais de entrada nu e sáıda ny de um modelo

de dois passos à frente correspondem aos mesmos máximos atrasos

de seu respectivo modelo de um passo.

Isso acontece porque o regressor y(k−1), ao se transformar em y(k)

na predição de dois passos à frente, transfere os máximos atrasos do

modelo de um passo para o seu respectivo modelo de dois passos à

frente;

• alguns agrupamentos de termos presentes em um modelo de um

passo à frente podem não estar contidos em seu respectivo modelo

de dois passos.

Quando o regressor y(k − 1), em um modelo de um passo à frente,

se encontra em um termo linear, todos os agrupamentos de termos

desse modelo encontram-se presentes em seu respectivo modelo de

dois passos. Vale a pena ressaltar que, nesse caso, os agrupamentos

de termos de um modelo de um passo à frente são idênticos aos

de seu respectivo modelo de dois passos (Exemplo 4.3.1). Por outro

lado, quando o regressor y(k−1) se encontra multiplicado por algum

regressor de entrada ou algum outro regressor de sáıda ou apresenta

grau de multiplicidade maior que um, todos os agrupamentos de

termos de um modelo de um passo à frente podem estar presentes

(Exemplo 4.3.3) ou não (Exemplo 4.3.2) em seu respectivo modelo
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de dois passos. A partir da Tabela 4.1, é posśıvel verificar, por

exemplo, que o agrupamento Ωu2y, presente no modelo de um passo

do Exemplo 4.3.2, não se encontra no modelo de dois passos à frente;

• presença/ausência de termo constante em modelos de um passo à

frente implica presença/ausência de termo constante em modelos de

dois passos e vice-versa.

Como pode ser visto nos Exemplos 4.3.1 e 4.3.2, o termo constante se

encontra presente tanto nos modelos de um passo (equações (4.8) e

(4.11)) quanto nos de dois passos à frente (equações (4.10) e (4.13)).

O Exemplo 4.3.3, por sua vez, mostra que os modelos de um (equação

(4.14)) e dois passos à frente (equação (4.16)) não apresentam termo

constante.

Tabela 4.1: Agrupamentos de termos presentes nos modelos de um e dois passos
à frente apresentados nos Exemplos 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3.

Modelo de um passo Modelo de dois passos

Exemplo 4.3.1 Ωy, Ωy2 , Ωu2 , Ωu, Ω0 Ωy, Ωy2 , Ωu2 , Ωu, Ω0

Exemplo 4.3.2 Ωu2y, Ωu2 , Ωu, Ωuy, Ω0
Ωu4y, Ωu4 , Ωu3 , Ωu3y, Ωu2 ,
Ωu, Ωuy, Ω0

Exemplo 4.3.3 Ωy2 , Ωu2 Ωy4 , Ωu2y2 , Ωu4 , Ωu2 , Ωy2

Além disso, é posśıvel perceber que cada um dos modelos se expande de

uma maneira diferente na predição de dois passos à frente. Isso depende

de como o regressor y(k − 1) aparece no modelo de um passo à frente,

ou seja, se tal regressor se encontra em um termo linear (θ1y(k − 1) -

Exemplo 4.3.1) ou multiplicado por algum regressor de entrada ou algum

outro regressor de sáıda (θ1y(k− 1)u(k− 2)2 - Exemplo 4.3.2) ou, no caso

mais complexo, com grau de multiplicidade maior que um (θ1y(k − 1)2 -

Exemplo 4.3.3).

Observando esses exemplos, verifica-se que modelos de dois passos po-

dem ser facilmente obtidos a partir de modelos de um passo à frente.

Entretanto, o contrário, ou seja, a obtenção de um modelo de um passo a

partir de seu respectivo modelo de dois passos à frente, não é uma tarefa

tão simples assim. Em virtude disso, diversos modelos foram analisados a
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fim de se tentar encontrar a relação existente entre os termos dos modelos

de um e dois passos à frente. Devido à complexidade presente na expan-

são do modelo do Exemplo 4.3.3 na predição de dois passos à frente, este

trabalho se limitou a lidar apenas com modelos de um passo à frente nos

quais o regressor y(k − 1) apresenta grau de multiplicidade igual a um.

A fim de facilitar o estudo das relações entre os termos dos modelos de

um e dois passos à frente, foi necessário classificar os termos de um modelo

de dois passos em dois tipos: termos primários e termos secundários.

Para compreender a definição desses termos, é preciso lembrar que, ao

representar um modelo de um passo à frente na forma de um modelo de

dois passos, é necessário, primeiramente, que todos os seus termos sejam

adiantados em um intervalo de amostragem. Assim, o regressor y(k − 1)

se transforma em y(k) que, em seguida, é substitúıdo pelo modelo de um

passo à frente. Dessa forma, todos os termos do modelo de um passo são

multiplicados pelo(s) regressor(es) que acompanha(m) y(k). No caso do

Exemplo 4.3.2, todos os termos do modelo (4.11) são multiplicados pelo

regressor u(k − 1)2. Os termos de um modelo de dois passos à frente

gerados dessa forma serão denominados termos primários. Ressalta-se

que, quando o regressor y(k−1) se encontra em um termo linear no modelo

de um passo à frente, os termos primários de seu respectivo modelo de dois

passos correspondem aos próprios termos do modelo de um passo à frente

(Exemplo 4.3.1), pois, nesse caso, y(k) não se encontra multiplicado por

nenhum outro regressor. Todos os demais termos adiantados, ou seja,

todos os termos nos quais não consta o regressor y(k), formam os termos

restantes do modelo de dois passos à frente, que serão denominados termos

secundários. Portanto, os termos de um modelo de dois passos à frente

gerados pela substituição do regressor y(k) pelo seu respectivo modelo de

um passo corresponderão aos termos primários. Por outro lado, todos os

demais termos presentes no modelo de dois passos à frente corresponderão

aos termos secundários. A Tabela 4.2 apresenta os termos primários e

os termos secundários dos modelos de dois passos à frente mostrados nos

Exemplos 4.3.1 e 4.3.2.

Em relação à Tabela 4.2, um fato deve ser ressaltado. No modelo

(4.10), o termo constante θ1θ5 pode ser considerado um termo primário,

ao passo que a constante θ5, um termo secundário. Isso mostra que um

termo constante em um modelo de dois passos à frente pode ser tanto

primário quanto secundário. O modelo (4.13), por sua vez, mostra que a
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constante θ5 pode ser considerada um termo secundário. Assim, é posśıvel

afirmar que a presença de termo constante em modelos de um passo à

frente sempre implicará termo constante do tipo secundário em modelos

de dois passos e, conseqüentemente, todo termo constante (secundário ou

não) em modelos de dois passos à frente implicará termo constante em

modelos de um passo. Entretanto, quando as constantes do modelo (4.10)

são somadas (θ1θ5 + θ5), tem-se uma única constante, que não é um termo

puramente primário nem puramente secundário. Dessa forma, verifica-se

que, em um modelo de dois passos à frente, uma constante jamais poderá

ser considerada um termo primário, mas somente secundário (Exemplo

4.3.2) ou misto, ou seja, que não é puramente primário nem puramente

secundário (Exemplo 4.3.1). Vale a pena mencionar que, como o modelo

(4.14) não apresenta termo constante, também não há tal termo em seu

respectivo modelo de dois passos à frente (equação (4.16)).

Tabela 4.2: Termos primários e termos secundários dos modelos de dois passos
à frente apresentados nos Exemplos 4.3.1 e 4.3.2.

Termos primários Termos secundários

Exemplo 4.3.1

y(k − 1)
y(k − 1)2

u(k)u(k−1)
u(k)
constante (θ5)

y(k − 2)2

u(k − 1)u(k − 2)
u(k − 1)
constante (θ1θ5)

Exemplo 4.3.2

y(k − 1)u(k − 2)2u(k − 1)2
u(k)u(k−2)
u(k − 1)
y(k−1)u(k)
constante (θ5)

u(k − 1)u(k − 3)u(k − 1)2

u(k − 2)u(k − 1)2

y(k − 2)u(k − 1)u(k − 1)2

u(k − 1)2

A fim de obter um modelo de um passo à frente a partir de seu res-

pectivo modelo de dois passos, foi criada uma tabela (Tabela 4.3) que

relaciona cada um dos termos primários de um modelo de dois passos à

frente (M2PF), com grau de não -linearidade até cinco, com os posśıveis

termos de seu respectivo modelo de um passo à frente (M1PF), com grau

de não -linearidade até três. Nessa tabela, a, b, c, d e e indicam os atrasos

presentes nos regressores, e os termos em x representam tanto o sinal de

entrada u quanto o sinal de sáıda y.
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A Tabela 4.3 apresenta cinco situações distintas, que podem ser em-

pregadas de acordo com o grau de não -linearidade dos termos do modelo

de dois passos à frente. Para cada uma dessas situações, há um determi-

nado número de opções de estrutura que podem ser utilizadas na formação

dos posśıveis termos do modelo de um passo à frente. Deve-se ressaltar

que, dependendo da escolha dos atrasos presentes nos regressores (a, b,

c, d, e), as estruturas podem apresentar mais de uma forma de represen-

tação. Considerando, por exemplo, o termo y(k − 2)u(k − 1)u(k − 3) de

um modelo de dois passos e empregando a opção 3.3, cuja estrutura pode

apresentar até três formas distintas de representação, chega-se aos seguin-

tes termos de um passo à frente: (i) y(k − 1)y(k − 3)u(k − 2) e u(k − 3)

(para a = 2, b = 1, c = 3), (ii) y(k − 1)y(k − 3)u(k − 4) e u(k − 1) (para

a = 2, b = 3, c = 1) e (iii) y(k − 1)u(k − 2)u(k − 4) e y(k − 2) (para

a = 1, b = 3, c = 2).

Para que as relações presentes na Tabela 4.3 possam ser empregadas

na obteção de um modelo de um passo à frente a partir de seu respectivo

modelo de dois passos, será adotado o seguinte procedimento:

1. Aplicar as relações apresentadas na Tabela 4.3 a todos os termos de

M2PF.

Como, na prática, não é posśıvel saber quais termos de um modelo

de dois passos à frente são, de fato, primários, é necessário que as re-

lações apresentadas na Tabela 4.3 sejam aplicadas a todos os termos

deM2PF (com exceção do termo constante, que não pode ser consi-

derado um termo primário). Além disso, recomenda-se utilizar, na

formação dos termos de um passo à frente, todas as opções posśıveis

de estrutura.

2. Representar, na forma de predição de dois passos à frente, todos os

termos de um passo obtidos pelas relações presentes na Tabela 4.3

a fim de verificar quais novos termos de dois passos são gerados.

Para que os termos de um passo à frente possam ser considera-

dos, a prinćıpio, pertencentes a M1PF, é necessário que todos os

novos termos de dois passos, gerados por tais termos de um passo

à frente, estejam presentes em M2PF. Se pelo menos um desses
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termos não pertencer ao modelo de dois passos, os termos de um

passo à frente em questão deverão, então, ser descartados. Consi-

derando, por exemplo, o termo y(k − 3)u(k − 2) de um modelo de

dois passos e empregando a opção 2.1, chega-se aos termos y(k − 1)

e y(k − 3)u(k − 2) de um passo à frente, que, por sua vez, impli-

cam nos termos y(k − 1), y(k − 3)u(k − 2) e y(k − 2)u(k − 1) de

dois passos. Assim, além do termo y(k − 3)u(k − 2), outros dois

termos são gerados por y(k − 1) e y(k − 3)u(k − 2) na predição de

dois passos à frente. Portanto, nesse caso, é necessário que os ter-

mos y(k − 1) e y(k − 2)u(k − 1) estejam presentes em M2PF para

que y(k − 1) e y(k − 3)u(k − 2) sejam considerados, a prinćıpio,

pertencentes a M1PF. Deve-se ressaltar que, como este trabalho se

limitou a lidar apenas com modelos de um passo à frente nos quais

o regressor y(k− 1) apresenta grau de multiplicidade igual a um, os

termos candidatos aM1PF que apresentarem tal regressor com grau

de multiplicidade maior que um também devem ser eliminados.

3. Verificar quais dos termos considerados pertencentes aM1PF geram,

na predição de dois passos à frente, os termos de M2PF nos quais

a aplicação das relações apresentadas na Tabela 4.3 leva à obtenção

de termos de um passo à frente incapazes de serem considerados

pertencentes ao modelo de um passo.

Ao aplicar as relações apresentadas na Tabela 4.3, que considera

apenas os termos primários de um modelo de dois passos à frente,

a um termo secundário, verifica-se que nenhum dos termos candida-

tos a M1PF obtidos nesse caso pode ser considerado pertencente ao

modelo de um passo devido ao fato de tais termos implicarem a ge-

ração de termos não pertencentes ao modelo de dois passos à frente.

Portanto, quando isso acontecer a um determinado termo deM2PF,

basta verificar quais dos termos de um passo à frente que, obtidos

por algum outro termo deM2PF a partir das relações da Tabela 4.3

e considerados pertencentes a M1PF, implicam na sua geração.

Com base nesse procedimento, é posśıvel obter um modelo de um passo

à frente a partir de seu respectivo modelo de dois passos utilizando as

relações presentes na Tabela 4.3. Isso será demonstrado nos exemplos
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apresentados na próxima seção.

4.4 Obtenção de M1PF a partir de M2PF

Os Exemplos 4.4.1, 4.4.2 e 4.4.3, apresentados a seguir, mostram como um

modelo de um passo à frente pode ser obtido a partir de seu respectivo

modelo de dois passos utilizando, para isso, as relações apresentadas na

Tabela 4.3. A fim de auxiliar na obtenção da representação de um modelo

na predição de dois passos à frente, foi implementado, na função predicao,

que se encontra no Apêndice A.7 deste trabalho, o procedimento necessário

para tal fim.

Exemplo 4.4.1

Considere o seguinte modelo de um passo à frente:

y(k) = θ1y(k−1)u(k−1)2+θ2u(k−2)+θ3y(k−2)u(k−2)+θ4u(k−2)3+θ5,

(4.17)

que, na predição de dois passos à frente, pode ser representado da seguinte

forma:

y(k + 1) = θ2
1u(k)2y(k − 1)u(k − 1)2 + θ1θ2u(k)2u(k − 2) +

θ1θ3u(k)2y(k − 2)u(k − 2) + θ1θ4u(k)2u(k − 2)3 +

θ1θ5u(k)2 + θ2u(k − 1) + θ3y(k − 1)u(k − 1) +

θ4u(k − 1)3 + θ5. (4.18)

A fim de se obter o modelo de um passo à frente (equação (4.17)) a

partir do modelo (4.18), utilizou-se a Tabela 4.3, que relaciona os termos

primários de um modelo de dois passos (M2PF) aos posśıveis termos de seu

respectivo modelo de um passo à frente (M1PF). A Tabela 4.4 apresenta

a relação entre os termos do modelo (4.18) e os posśıveis termos de seu

respectivo modelo de um passo à frente.

De acordo com a Tabela 4.4, o único termo de um passo à frente

obtido pelo termo u(k)2y(k − 1)u(k − 1)2 do modelo (4.18) não gera ne-

nhum outro termo no modelo de dois passos à frente a não ser o próprio

u(k)2y(k−1)u(k−1)2. Assim, pode-se afirmar que o termo y(k−1)u(k−1)2

pode ser considerado, a prinćıpio, pertencente a M1PF.
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Além disso, verifica-se que os termos de um passo à frente obtidos

pelos termos u(k)2u(k − 2), u(k)2y(k − 2)u(k − 2), u(k)2u(k − 2)3 e

u(k)2 do modelo (4.18) implicam a geração de termos pertencentes a

M2PF. Portanto, além do termo y(k − 1)u(k − 1)2, os termos u(k − 2),

y(k − 2)u(k − 2), u(k − 2)3 e constante também podem ser considerados,

a prinćıpio, pertencentes a M1PF.

Entretanto, observa-se que os termos de um passo à frente obtidos

pelos termos u(k − 1), y(k − 1)u(k − 1) e u(k − 1)3 do modelo (4.18)

implicam a geração de termos não pertencentes a M2PF. Apesar disso,

verifica-se, na Tabela 4.4, que u(k − 1), y(k − 1)u(k − 1) e u(k − 1)3

são gerados, respectivamente, pelos termos y(k − 1)u(k − 1)2 e u(k − 2),

y(k − 1)u(k − 1)2 e y(k − 2)u(k − 2), y(k − 1)u(k − 1)2 e u(k − 2)3 na

predição de dois passos à frente.

Assim, de acordo com a análise da Tabela 4.4, pode-se afirmar

que apenas os termos y(k − 1)u(k − 1)2, u(k − 2), y(k − 2)u(k − 2),

u(k − 2)3 e constante podem ser considerados pertencentes aM1PF. Por-

tanto, verifica-se que os termos de um passo à frente sugeridos pela análise

da Tabela 4.4 correspondem exatamente aos termos do modelo (4.17). 2

Exemplo 4.4.2

Considere o seguinte modelo de um passo à frente:

y(k) = θ1y(k− 1) + θ2u(k− 2) + θ3y(k− 2)2 + θ4u(k− 1)2u(k− 2), (4.19)

que, na predição de dois passos à frente, pode ser representado da seguinte

forma:

y(k + 1) = θ2
1y(k − 1) + θ1θ2u(k − 2) + θ1θ3y(k − 2)2 +

θ1θ4u(k − 1)2u(k − 2) + θ2u(k − 1) + θ3y(k − 1)2 +

θ4u(k)2u(k − 1). (4.20)

A Tabela 4.3 foi novamente utilizada a fim de se obter o modelo de um

passo à frente (equação (4.19)) a partir do modelo (4.20). Como ausência

de termo constante em modelos de dois passos à frente implica ausência

de termo constante em modelos de um passo e como o modelo (4.20) não

apresenta esse tipo de termo, as opções 1.2 e 2.3 não foram empregadas.

A Tabela 4.5 apresenta a relação entre os termos do modelo (4.20) e os

posśıveis termos de seu respectivo modelo de um passo à frente.
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ã
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
(4

.2
0
)

u
(k

)u
(k
−

1
)

T
er

m
o

n
ã
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Em relação aos termos y(k−1), u(k−2), y(k−2)2 e u(k−1)2u(k−2)

do modelo (4.20), a Tabela 4.5 mostra que apenas os termos y(k − 1),

u(k − 2), y(k − 2)2 e u(k − 1)2u(k − 2) de um passo à frente podem ser

considerados, a prinćıpio, pertencentes a M1PF.

Por outro lado, verifica-se que os termos de um passo à frente obti-

dos pelos demais termos do modelo (4.20) não podem ser considerados,

a prinćıpio, pertencentes a M1PF. Entretanto, como pode ser visto na

Tabela 4.5, os termos u(k − 1), y(k − 1)2 e u(k)2u(k − 1) são gerados,

respectivamente, pelos termos y(k − 1) e u(k − 2), y(k − 1) e y(k − 2)2,

y(k − 1) e u(k − 1)2u(k − 2) na predição de dois passos à frente.

Portanto, de acordo com a análise da Tabela 4.5, é posśıvel afirmar que

apenas os termos y(k−1), u(k−2), y(k−2)2 e u(k−1)2u(k−2) podem ser

considerados pertencentes aM1PF. Dessa forma, verifica-se que os termos

de um passo à frente sugeridos nesse caso correspondem exatamente aos

termos do modelo (4.19). 2

Exemplo 4.4.3

Considere o seguinte modelo de um passo à frente:

y(k) = θ1y(k−1)y(k−2)+θ2u(k−1)u(k−2)+θ3y(k−2)+θ4u(k−2)3+θ5,

(4.21)

que, na predição de dois passos à frente, pode ser representado da seguinte

forma:

y(k + 1) = θ2
1y(k − 1)2y(k − 2) + θ1θ2y(k − 1)u(k − 1)u(k − 2) +

θ1θ3y(k − 1)y(k − 2) + θ1θ4y(k − 1)u(k − 2)3 +

θ2u(k)u(k − 1) + (θ1θ5 + θ3)y(k − 1) + θ4u(k − 1)3 +

θ5. (4.22)

Assim como nos Exemplos 4.4.1 e 4.4.2, a Tabela 4.3 foi utilizada com o

intuito de obter o modelo de um passo à frente (equação (4.21)) a partir do

modelo (4.22). Diferentemente do Exemplo 4.4.2, as opções 1.2 e 2.3 foram

empregadas neste caso, pois o modelo (4.22) apresenta termo constante.

A relação entre os termos do modelo (4.22) e os posśıveis termos de seu

respectivo modelo de um passo à frente é apresentada nas Tabelas 4.6, 4.7

e 4.8.
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çã
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ã
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
(4

.2
2
)

u
(k

)y
(k
−

1
)u

(k
−

1
)

T
er

m
o

n
ã
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ã
o

p
erten

cen
te

a
o

m
o
d
elo

(4
.2

2
)

y
(k
−

1
)u

(k
−

1
)u

(k
−

2
)

T
erm

o
p
erten

cen
te

a
o

m
o
d
elo

(4
.2

2
)



4.4 Obtenção de M1PF a partir de M2PF 53

T
ab

el
a

4.
8:

R
el

aç
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Em relação aos termos y(k − 1)2y(k − 2), y(k − 1)y(k − 2) e

y(k − 1)u(k − 2)3 do modelo (4.22), verifica-se que apenas os termos

y(k − 1)y(k − 2), y(k − 2) e u(k − 2)3 de um passo à frente podem ser

considerados, a prinćıpio, pertencentes a M1PF.

Apesar de os termos de um passo à frente obtidos pelo termo u(k−1)3

do modelo (4.22) não poderem ser considerados, a prinćıpio, pertencen-

tes a M1PF, a Tabela 4.7 mostra que u(k − 1)3 é gerado pelos termos

y(k − 1)y(k − 2) e u(k − 2)3 na predição de dois passos à frente.

Além disso, verifica-se que os termos de um passo à frente obtidos pelo

termo u(k)u(k−1) do modelo (4.22) também não podem ser considerados,

a prinćıpio, pertencentes aM1PF. Entretanto, de acordo com a Tabela 4.6,

é posśıvel perceber que u(k)u(k−1) é gerado pelos termos y(k−1)y(k−2)

e u(k − 1)u(k − 2) na predição de dois passos à frente. Diante disso,

é importante ressaltar que, no caso do termo y(k − 1)u(k − 1)u(k − 2)

do modelo (4.22), tanto os termos y(k − 1)y(k − 2) e u(k − 1)u(k − 2)

quanto o termo y(k − 1)u(k − 2), ambos obtidos a partir da opção 3.2,

podem ser considerados, a prinćıpio, pertencentes a M1PF. Porém, deve

ser observado que, se o termo y(k − 1)u(k − 2) for escolhido ao invés dos

termos y(k − 1)y(k − 2) e u(k − 1)u(k − 2) para compor o modelo de um

passo, o termo u(k)u(k− 1) não estará presente no modelo de dois passos

à frente. Em virtude disso, o termo y(k−1)u(k−2) deve ser descartado do

modelo de um passo. Portanto, além dos termos y(k−1)y(k−2), y(k−2)

e u(k − 2)3, o termo u(k − 1)u(k − 2) também pode ser considerado, a

prinćıpio, pertencente a M1PF.

Em relação ao termo y(k− 1) do modelo (4.22), verifica-se que tanto o

termo y(k−1) quanto os termos y(k−1)y(k−2) e constante de um passo

à frente, obtidos, respectivamente, a partir das opções 1.1 e 1.2, podem

ser considerados, a prinćıpio, pertencentes a M1PF. Entretanto, deve ser

ressaltado que o fato de o termo y(k−1) ser escolhido ao invés dos termos

y(k−1)y(k−2) e constante para compor o modelo de um passo implica que

todos os demais termos considerados pertencentes aM1PF de acordo com

a análise das Tabelas 4.6, 4.7 e 4.8 (y(k− 1)y(k− 2), y(k− 2), u(k− 2)3 e

u(k−1)u(k−2)) estejam presentes no modelo (4.22) em virtude do termo

y(k− 1), que se transforma em y(k) na predição de dois passos à frente, o

que não acontece. Em virtude disso, o termo y(k− 1) deve ser descartado

do modelo de um passo. Portanto, os termos y(k− 1)y(k− 2) e constante

podem ser considerados, a prinćıpio, pertencentes a M1PF. Além disso,
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pode-se observar, de acordo com a Tabela 4.7, que o termo y(k−1) é gerado

pelos termos y(k−1)y(k−2) e y(k−2) na predição de dois passos à frente.

Portanto, verifica-se que o termo y(k − 1) do modelo (4.22) corresponde

à soma de um termo primário (devido aos termos y(k − 1)y(k − 2) e

constante) com um termo secundário (devido ao termo y(k − 2)).

Assim, após a análise das Tabelas 4.6, 4.7 e 4.8, pode-se afirmar que

apenas os termos y(k − 1)y(k − 2), y(k − 2), u(k − 2)3, u(k − 1)u(k − 2)

e constante podem ser considerados pertencentes a M1PF. Dessa forma,

verifica-se que os termos de um passo à frente sugeridos nesse caso corres-

pondem exatamente aos termos do modelo (4.21). 2

4.5 Metodologia Preliminar

Nesta seção, é apresentada a metodologia adotada neste trabalho. Na

Figura 4.1, encontra-se um fluxograma com os passos que devem ser se-

guidos ao empregar tal metodologia. A descrição detalhada de cada um

desses passos encontra-se nos itens apresentados a seguir.

1. Dividir os dados de identificação em janelas.

O uso dessa técnica, conhecida como janelas deslizantes, é comum

em diversos problemas de controle (Mitra, 1992), processamento de

sinais (Pierce e Plemmons, 1992) e seleção de estrutura de modelos

a partir de estimação on-line (Luo e Billings, 1995; Ruano et al.,

2006).

2. Definir o número de termos, os máximos atrasos nos sinais de entrada

nu e sáıda ny e o grau de não -linearidade ` a serem utilizados durante

o processo de identificação. Em seguida, utilizando o critério ERR1,

deve-se estimar um modelo para cada uma das janelas de dados.

Assim, o número de modelos obtidos será igual ao número de janelas

formadas durante a divisão dos dados de identificação.

Sabe-se que, para diferentes realizações de dados correspondentes a

um mesmo sistema, nem sempre obtém-se um mesmo modelo em to-

das as realizações, ou seja, os termos escolhidos por um determinado
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critério de seleção de estrutura para compor um modelo nem sem-

pre são os mesmos em todos os modelos, mesmo quando os máximos

atrasos nos sinais de entrada e sáıda e o grau de não -linearidade

são mantidos constantes. Assim, para evitar que uma única estima-

ção fosse priorizada, optou-se por trabalhar com um modelo moda

obtido a partir dos modelos estimados em cada uma das janelas de

dados.

Estimar um modelo para cada 
janela utilizando o ERR1

(item 2)

Dividir os dados de 
identificação em janelas                             

(item 1)

Obter o modelo moda              
(item 3)

Determinar o número ideal de 
termos do modelo moda         

(item 4)

Obter o novo modelo de um 
passo à frente                   

(item 8)

Obter o modelo moda              
(item 5)

Determinar o número ideal de 
termos do modelo moda         

(item 5)

Utilizar auto-consistência              
(itens 6 e 7)

Estimar um modelo para cada 
janela utilizando o ERR2

(item 5)

Figura 4.1: Fluxograma que representa os passos utilizados na metodologia ado-
tada neste trabalho.
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3. Obter o modelo moda.

Primeiramente, é preciso mencionar que, neste trabalho, um mo-

delo moda consiste num modelo formado pelos termos escolhidos

com maior freqüência pelo critério de seleção. Para isso, tal mo-

delo é obtido utilizando -se o seguinte procedimento: primeiramente,

verifica-se o primeiro termo de cada um dos modelos estimados nas

janelas de dados e, em seguida, selecionam-se apenas os modelos

que apresentam o termo encontrado no maior número de modelos.

Considere, por exemplo, os seguintes modelos:

M1 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), y(k − 3)] ,

M2 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), y(k − 3)] ,

M3 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), y(k − 3)] ,

M4 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), u(k − 2)] ,

M5 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), u(k − 2)] ,

M6 = [y(k − 1), u(k − 1), y(k − 2), y(k − 4)] ,

M7 = [y(k − 2), y(k − 1), u(k − 1), u(k − 3)] ,

Analisando-se o primeiro termo de cada um desses modelos, verifica-

se que o termo y(k − 1) se encontra em seis dos sete modelos. Por-

tanto, o modelo M7, cujo primeiro termo é y(k− 2), deve, então, ser

descartado. Em seguida, deve-se verificar o segundo termo de cada

um dos modelos pré-selecionados (no caso do exemplo, referem-se

aos modelos M1, M2, M3, M4, M5 e M6) para que sejam selecionados

apenas os modelos que apresentam o termo mais freqüente. Como

cinco dos seis modelos apresentam o termo y(k − 2), o modelo M6,

cujo segundo termo é u(k − 1), também deve ser eliminado. Esse

processo continua até que o último termo seja analisado. Os mode-

los que chegam até o fim desse processo apresentam exatamente a

mesma estrutura, que é, então, usada para compor o modelo moda.

Assim, o modelo moda obtido neste exemplo deve ser formado pelos

termos y(k−1), y(k−2), u(k−1) e y(k−3), que correspondem à es-

trutura dos modelos M1, M2 e M3. O procedimento necessário para

se chegar ao modelo moda foi implementado na função modelo_moda,

que se encontra no Apêndice A.3 deste trabalho. Deve-se observar
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que, se, por acaso, o último termo do modelo M3 fosse, por exemplo,

u(k−4) em vez de y(k−3), haveria, neste caso, dois modelos moda,

sendo que um deles apresentaria a estrutura dos modelos M1 e M2

e o outro, a estrutura dos modelos M4 e M5. Portanto, apesar de

todos os modelos moda obtidos neste trabalho apresentarem uma

única estrutura, a função modelo_moda pode, eventualmente, retor-

nar dois ou mais modelos moda.

4. Determinar o número ideal de termos do modelo moda.

Para isso, serão empregados o critério de informação de Akaike (AIC)

e a estat́ıstica APRESS, apresentados na Seção 3.2. Deve-se ressaltar

que, ao aplicar esses métodos a um modelo moda, serão utilizadas

somente as amostras responsáveis pela geração de tal modelo, ou

seja, apenas aquelas usadas na obtenção dos modelos que apresentam

a mesma estrutura do modelo moda.

5. Retornar ao item 2 utilizando o critério ERR2 ao invés do ERR1 e,

em seguida, prosseguir com os itens 3 e 4, chegando-se, assim, a dois

modelos moda: um obtido pelo critério ERR1 e outro obtido pelo

ERR2.

É importante ressaltar que o modelo moda obtido pelo ERR2 cor-

responde a um modelo de dois passos à frente.

6. Determinar, a partir das relações apresentadas na Tabela 4.3, o mo-

delo de um passo à frente correspondente ao modelo moda obtido

pelo critério ERR2 a fim de que possa ser comparado com o modelo

moda obtido pelo critério ERR1.

Dessa forma, a auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2 é

utilizada a partir da comparação entre modelos de um passo à frente.

7. Identificar os termos comuns ao modelo moda obtido pelo critério

ERR1 e ao modelo de um passo à frente correspondente ao modelo

moda obtido pelo ERR2.
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8. Utilizar, na formação do novo modelo de um passo à frente, apenas

os termos comuns ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 e ao

modelo de um passo à frente correspondente ao modelo moda obtido

pelo ERR2.

4.6 Considerações Finais

Neste caṕıtulo, foi apresentado um método baseado na predição de dois

passos à frente que tem por finalidade auxiliar na etapa de seleção de

estrutura de modelos NARX polinomiais. O desempenho e a robustez

desse método serão verificados no próximo caṕıtulo.





Caṕıtulo 5

Estudo de Casos Simulados

“O pessimista se queixa do vento, o otimista espera que
ele mude e o realista ajusta as velas.”

Willian George Ward

5.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta um estudo de casos em que se pretende verificar

o desempenho e a robustez da técnica de predição de dois passos à frente

na seleção de estrutura de modelos NARX polinomiais no caso em que

o sinal de entrada é relativamente lento utilizando-se, para isso, dados

simulados. No Caṕıtulo 4, foi visto que a forma como um modelo se

expande na predição de dois passos à frente depende de como o regressor

y(k − 1) aparece no modelo de um passo. Em virtude disso, optou-se por

trabalhar com sistemas nos quais tal regressor se encontra de três formas

distintas: em um termo linear, multiplicado por um regressor de entrada

e multiplicado por um outro regressor de sáıda.

5.2 Estudo de Casos

Três casos são analisados, neste caṕıtulo, com o propósito de avaliar o

desempenho e a utilidade do critério ERR2 como uma ferramenta auxiliar

na seleção de estrutura de modelos NARX polinomiais. O sistema em-

pregado no primeiro caso (Seção 5.2.1) foi proposto em Piroddi e Spinelli

(2003a), onde foi utilizada, no processo de identificação, uma massa de
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dados contendo 500 amostras. Conforme discutido na Seção 4.5, os dados

de identificação empregados neste trabalho devem ser divididos em janelas

a fim de se trabalhar com um modelo moda obtido a partir dos modelos

estimados em cada uma dessas janelas. Dessa forma, optou-se por utilizar

500 janelas contendo 500 amostras cada, resultando, assim, numa massa

de dados composta por 999 amostras (Figura 5.1). Portanto, são esti-

mados, nesse caso, 500 modelos que, posteriormente, são empregados na

determinação do modelo moda.

Figura 5.1: Representação de uma massa de dados dividida em 500 janelas con-
tendo 500 amostras cada.

O procedimento descrito acima também foi adotado na identificação

dos sistemas empregados nos outros dois casos (Seções 5.2.2 e 5.2.3), que,

ao contrário do sistema considerado no primeiro caso, foram criados de

forma arbitrária. Como a estrutura dos sistemas utilizados nesses três

casos é conhecida, o desempenho dos critérios ERR1 e ERR2 pode ser

facilmente avaliado comparando-se a estrutura dos modelos utilizados na

geração dos dados com a dos modelos obtidos por tais critérios.

5.2.1 Primeiro Caso

Considere o seguinte sistema S1 representado pela equação (5.1) (Piroddi

e Spinelli, 2003a):

w(k) = 0,5w(k − 1) + 0,8u(k − 2) + u(k − 1)2 − 0,05w(k − 2)2 + 0,5

y(k) = w(k) +
1

1− 0,5q−1
ν(k). (5.1)
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Seguindo o experimento realizado em Piroddi e Spinelli (2003a), o si-

nal de entrada u(k), cuja função de autocorrelação1 (FAC) se encontra na

Figura 5.3, foi gerado a partir de um sinal tipo rúıdo branco com distribui-

ção Gaussiana, média nula e variância unitária. O rúıdo ν(k) foi gerado

da mesma forma, porém, com variância de 0,05. A Figura 5.2 apresenta

os sinais de entrada e sáıda do sistema S1, cuja relação sinal/rúıdo é de

38,95 dB.

0 200 400 600 800 1000
−4

−2

0

2

4
(a)

u

0 200 400 600 800 1000
−10

0

10

20
(b)

Amostras

y

Figura 5.2: Dados do sistema S1 para uma entrada aleatória.

Sinais de (a) entrada e (b) sáıda (esses dados encontram-se dispo-
ńıveis no arquivo dados_myex1_ent_aleat_cr).

1As funções de correlação apresentadas neste trabalho foram calculadas com um
ńıvel de confiança de 95%. Como tais funções encontram-se normalizadas (entre -1 e
1), seus limites de confiança variam de 1,96/

√
N a -1,96/

√
N , sendo que N representa

o número de amostras do sinal.
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Figura 5.3: Resultado gráfico da aplicação da função FAC ao sinal de entrada
apresentado na Figura 5.2.

O sinal de entrada apresenta FAC semelhante à de um rúıdo branco,
que é impulsiva.

Assim como em Piroddi e Spinelli (2003a), na identificação do sistema

S1 a partir da técnica de predição de um passo à frente, foram utilizados

modelos NARX com grau de não -linearidade e máximos atrasos nos sinais

de entrada e sáıda iguais a 2, totalizando 15 termos candidatos.

A aplicação do critério de informação de Akaike e da estat́ıstica

APRESS ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 pode ser visualizada,

respectivamente, nas Figuras 5.4 e 5.5.

A Figura 5.4 mostra claramente que, segundo o critério de informação

de Akaike, o modelo deve ser formado por cinco termos. Além disso,

de acordo com a Figura 5.5, a estat́ıstica APRESS também sugere que

o número ideal de termos desse modelo seja cinco. Como o sistema S1

é composto por cinco termos, pode-se afirmar que, neste caso, os dois

métodos estimaram corretamente o número de termos do modelo.
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Figura 5.4: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.2.

A Tabela 5.1 apresenta o modelo moda formado apenas pelo número

de termos estimado pelo AIC e pela estat́ıstica APRESS. Ressalta-se que

o número de ocorrências de um determinado termo refere-se ao número

de modelos em que tal termo foi selecionado. É importante mencionar

que, neste trabalho, os termos corretos são apresentados em negrito, e os

espúrios, em itálico. Como pode ser observado na Tabela 5.1, os termos

que compõem o modelo moda correspondem exatamente aos cinco termos

presentes no sistema S1 e, por isso, encontram-se em negrito.



66 5 Estudo de Casos Simulados

4 5 6 7 8 9 10

0.06

0.08

0.1

0.12

A
P

R
E

S
S

(b)

Número de termos

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3
A

P
R

E
S

S

(a)

Figura 5.5: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados na
Figura 5.2.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A linha
inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o MSE.

Tabela 5.1: Modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.2.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1
Número de

real estimado ocorrências2

u(k− 1)2 1 1,0073 0,6417 500
y(k− 1) 0,5 0,4985 0,1774 500
y(k− 2)2 -0,05 -0,0484 0,0902 355
u(k− 2) 0,8 0,8121 0,0747 355

constante 0,5 0,4829 0,0099 355

2Ressalta-se que, em todos os casos apresentados neste caṕıtulo, o máximo valor do
número de ocorrências corresponde a 500.
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Na identificação do sistema S1 a partir da técnica de predição de

dois passos à frente, foram utilizados modelos NARX com grau de não-

linearidade e máximos atrasos nos sinais de entrada e sáıda iguais a 2,

assim como na predição de um passo à frente. Deve-se observar que o

sistema S1 apresenta o termo u(k)2 quando representado na forma de pre-

dição de dois passos à frente (equação (5.2)). Conforme discutido na Seção

4.2, para que tal termo pudesse ser selecionado, todos os termos de u com

atraso nulo foram inclúıdos no conjunto de termos candidatos. Em virtude

disso, neste caso, foram utilizados 6 termos a mais (u(k), u(k)y(k − 1),

u(k)y(k − 2), u(k)2, u(k)u(k − 1), u(k)u(k − 2)) que na predição de um

passo à frente, totalizando, assim, 21 termos candidatos em vez de 15.

y(k + 1) = 0,25y(k − 1) + 0,4u(k − 2) + 0,5u(k − 1)2 − 0,025y(k − 2)2

+ 0,75 + 0,8u(k − 1) + u(k)2 − 0,05y(k − 1)2. (5.2)
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Figura 5.6: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.2.
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As Figuras 5.6 e 5.7 mostram, respectivamente, o resultado gráfico da

aplicação do critério de informação de Akaike e da estat́ıstica APRESS

ao modelo moda obtido pelo critério ERR2. Analisando-se essas figuras,

percebe-se claramente que tanto o AIC quanto a estat́ıstica APRESS su-

gerem que o modelo seja formado por oito termos.

2 4 6 8 10 12 14
0

1

2

3

A
P

R
E

S
S

(a)

7 8 9 10 11 12 13 14 15

0.1

0.15

0.2

A
P

R
E

S
S

(b)

Número de termos

Figura 5.7: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apresentados na
Figura 5.2.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A linha
inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o MSE.

Como a equação (5.2) é composta por oito termos, pode-se afirmar que,

novamente, o número de termos do modelo foi corretamente estimado pelos

dois métodos. A Tabela 5.2 apresenta o modelo moda formado apenas pelo

número de termos estimado pelo AIC e pela estat́ıstica APRESS. Como

os termos que compõem o modelo moda correspondem exatamente aos

oito termos presentes na equação (5.2), é posśıvel afirmar que, neste caso,

tanto o critério ERR1 quanto o ERR2 mostraram-se eficazes ao identificar

o sistema S1 excitado por uma entrada aleatória.
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Tabela 5.2: Modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.2.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR2
Número de

real estimado ocorrências

u(k)2 1 1,0032 0,6434 500
u(k− 1)2 0,5 0,5015 0,1349 460
u(k− 1) 0,8 0,8090 0,0854 460

constante 0,75 0,7265 0,0323 316
y(k− 1)2 -0,05 -0,0487 0,0468 171
u(k− 2) 0,4 0,4162 0,0205 171
y(k− 2)2 -0,025 -0,0236 0,0188 171
y(k− 1) 0,25 0,2503 0,0104 171

0 200 400 600 800 1000
−4

−2

0

2

4
(a)

u

0 200 400 600 800 1000
−5

0

5

10

15
(b)

Amostras

y

Figura 5.8: Dados do sistema S1 para uma entrada AR.

Sinais de (a) entrada e (b) sáıda (esses dados encontram-se dispo-
ńıveis no arquivo dados_myex1_ent_AR_cr).
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Entretanto, se este experimento for repetido utilizando uma entrada de

baixa freqüência em vez de uma entrada aleatória, os resultados mudam

drasticamente. Para isso, assim como em Piroddi e Spinelli (2003a), foi

gerado um sinal de entrada auto -regressivo de ordem dois AR(2) com

média nula, variância unitária e dois pólos reais na faixa entre 0,75 e

0,90. O resultado gráfico da aplicação da função de autocorrelação (FAC)

a esse novo sinal de entrada se encontra na Figura 5.9. O rúıdo usado

neste experimento foi gerado conforme descrito no experimento anterior.

A Figura 5.8 apresenta os novos sinais de entrada e sáıda do sistema S1,

cuja relação sinal/rúıdo é de 35,66 dB.
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Figura 5.9: Resultado gráfico da aplicação da função FAC ao sinal de entrada
apresentado na Figura 5.8.

O sinal de entrada não apresenta FAC semelhante à de um rúıdo
branco, que é impulsiva.

Assim como no primeiro experimento, na identificação do sistema S1

a partir da técnica de predição de um passo à frente, foram utilizados

modelos NARX com grau de não -linearidade e máximos atrasos nos sinais

de entrada e sáıda iguais a 2, totalizando 15 termos candidatos.
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Analisando-se as Figuras 5.10 e 5.11, que apresentam, respectivamente,

o resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike e da

estat́ıstica APRESS ao modelo moda obtido pelo critério ERR1, verifica-

se que ambos os métodos sugerem que o modelo seja formado por oito

termos. Entretanto, como o sistema S1 é composto por cinco termos, uma

avaliação precipitada levaria a julgar erroneamente o desempenho de tais

métodos.
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Figura 5.10: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.8.

A Tabela 5.3 apresenta o modelo moda formado apenas pelo número

de termos estimado pelo AIC e pela estat́ıstica APRESS. Como pode ser

observado, todos os termos do sistema S1 encontram-se presentes no mo-

delo moda. Além disso, o modelo também apresenta três termos espúrios.

É interessante observar que os termos espúrios pertencem a agrupamentos

não espúrios. Entretanto, nota-se que foram necessários exatamente oito

termos para que o critério ERR1 selecionasse todos os termos corretos,
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apresentando, assim, 62,50% de acerto na escolha dos regressores. Por-

tanto, pode-se afirmar que, neste caso, os métodos usados na estimação

do número de termos do modelo mostraram ser úteis no processo de iden-

tificação diante do erro cometido pelo ERR1 ao selecionar termos espúrios

na tentativa de identificar o sistema S1 excitado por uma entrada AR.
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Figura 5.11: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.8.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A
linha inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o
MSE.

Na identificação do sistema S1 a partir da técnica de predição de dois

passos à frente, foram novamente utilizados modelos NARX empregando-

se, para isso, os mesmos 21 termos candidatos usados na predição de dois

passos realizada no primeiro experimento.
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Tabela 5.3: Modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.8.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1
Número de

real estimado ocorrências

y(k− 1) 0,5 0,5523 0,9690 500
y(k − 2 ) 0 -0,0313 0,0075 472
u(k− 1)2 1 1,0180 0,0015 472
u(k − 2 )2 0 -0,1132 0,0087 305
u(k − 1 ) 0 0,1336 0,0007 299
y(k− 2)2 -0,05 -0,0431 0,0044 299
constante 0,5 0,4827 0,0021 299
u(k− 2) 0,8 0,6031 0,0007 299

As Figuras 5.12 e 5.13 mostram, respectivamente, o resultado gráfico

da aplicação do critério de informação de Akaike e da estat́ıstica APRESS

ao modelo moda obtido pelo critério ERR2. Apesar de o AIC sugerir um

número de termos entre oito e dez, a Figura 5.12b mostra que o menor

valor de AIC corresponde a dez termos. Entretanto, a estat́ıstica APRESS

sugere que o número ideal de termos do modelo seja nove.

A Tabela 5.4 apresenta o modelo moda formado apenas pelo número de

termos correspondente ao menor valor de AIC. Como pode ser novamente

observado, todos os termos da equação (5.2) encontram-se presentes no

modelo moda. Além disso, o modelo também apresenta dois termos espú-

rios. É interessante observar que, assim como na predição de um passo à

frente, os termos espúrios pertencem a agrupamentos não espúrios. En-

tretanto, nota-se que foram necessários exatamente dez termos para que o

critério ERR2 selecionasse todos os termos corretos, apresentando, assim,

80% de acerto na escolha dos regressores. Portanto, verifica-se, neste caso,

um aumento da robustez do critério ERR2 em relação ao ERR1.

Entretanto, se fossem selecionados apenas nove termos do modelo

moda conforme sugerido pela estat́ıstica APRESS, o termo u(k − 2), que

corresponde a um termo correto, seria eliminado. Portanto, neste caso, o

critério de informação de Akaike se mostrou mais eficiente na estimação

do número ideal de termos do modelo moda. Isso sugere que até mesmo as

ferramentas mais recentes nem sempre conseguem superar as “clássicas”.



74 5 Estudo de Casos Simulados

2 4 6 8 10 12 14
−1500

−1000

−500

0

A
IC

(a)

9 10 11 12 13 14 15
−1430

−1429

−1428

−1427

−1426

A
IC

(b)

Número de termos

Figura 5.12: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.8.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada.

Como o critério ERR2 se mostrou mais robusto que o ERR1, o modelo

apresentado na Tabela 5.4 foi usado na tentativa de se chegar a um modelo

de um passo à frente livre de termos espúrios. Para isso, utilizou-se a

Tabela 4.3 a fim de se obter tal modelo. A relação entre os termos do

modelo de dois passos (Tabela 5.4) e os posśıveis termos de seu respectivo

modelo de um passo à frente é apresentada nas Tabelas 5.5 e 5.6, a partir

das quais chega-se aos seguintes termos de um passo à frente: y(k − 1),

u(k−2)2, u(k−1), y(k− 2)2, u(k− 1)2 e u(k−2). Como termo constante

em modelos de dois passos à frente implica termo constante em modelos

de um passo e como o modelo apresentado na Tabela 5.4 apresenta esse

tipo de termo, a constante deve, então, ser acrescentada aos termos de

um passo obtidos pela análise das Tabelas 5.5 e 5.6. Assim, chega-se à

seguinte estrutura de um passo à frente:
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Figura 5.13: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.8.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A
linha inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o
MSE.

Tabela 5.4: Modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.8.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR2
Número de

real estimado ocorrências

y(k− 1) 0,25 0,3132 0,8968 500
u(k)2 1 1,0092 0,0252 500

u(k − 2 )2 0 -0,1751 0,0440 500
u(k) 0 0,1022 0,0041 500

y(k− 1)2 -0,05 -0,0460 0,0149 466
constante 0,75 0,7228 0,0043 466
u(k− 1) 0,8 0,8030 0,0015 466
y(k− 2)2 -0,025 -0,0215 0,0013 162
u(k− 1)2 0,5 0,5167 0,0006 125
u(k− 2) 0,4 0,2296 0,0001 122
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aç
ão

en
tr

e
os

te
rm

os
do

m
od

el
o

da
T

ab
el

a
5.

4
e

os
po

sś
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śı

ve
is

te
rm

os
d

e
M

1
P

F
D

em
ai

s
te

rm
os

ge
ra

d
os

S
it

u
aç
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ã
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
d
a

T
a
b
el

a
5
.4

y
(k
−

1
)

T
er

m
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
d
a

T
a
b
el

a
5
.4

2
.3

y
(k
−

1
)y

(k
−

3
)2

co
n
st

a
n
te

y
(k
−

1
)y

(k
−

2
)2
y
(k
−

3
)2

T
er

m
o

n
ã
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ã
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
d
a

T
a
b
el

a
5
.4

co
n
st

a
n
te

T
er

m
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
d
a

T
a
b
el

a
5
.4

u
(k
−

2
)

1
.1

y
(k
−

1
)

u
(k
−

2
)

y
(k
−

1
)

T
er

m
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
d
a

T
a
b
el

a
5
.4

u
(k
−

1
)

T
er

m
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
d
a

T
a
b
el

a
5
.4

1
.2

y
(k
−

1
)u

(k
−

3
)

co
n
st

a
n
te

y
(k
−

1
)u

(k
−

2
)u

(k
−

3
)

T
er

m
o

n
ã
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y(k) = θ1y(k − 1) + θ2u(k − 2)2 + θ3u(k − 1) + θ4y(k − 2)2 +

θ5u(k − 1)2 + θ6u(k − 2) + θ7, (5.3)

que corresponde à seguinte estrutura de dois passos à frente:

y(k + 1) = θ2
1y(k − 1) + θ1θ2u(k − 2)2 + (θ1θ3 + θ6)u(k − 1) +

θ1θ4y(k − 2)2 + (θ1θ5 + θ2)u(k − 1)2 + θ1θ6u(k − 2) +

θ3u(k) + θ4y(k − 1)2 + θ5u(k)2 + θ7(θ1 + 1). (5.4)

Conforme discutido anteriormente, se fossem selecionados apenas nove

termos do modelo moda de acordo com a estat́ıstica APRESS, a ausência

do termo u(k − 2) levaria a um modelo de um passo à frente idêntico ao

da equação (5.3) com exceção do termo θ6u(k− 2). Entretanto, se fossem

selecionados apenas oito termos do modelo moda, a ausência do termo

u(k − 1)2 impediria a obtenção de um modelo de um passo à frente por

dois motivos. Apesar de os termos de um passo à frente obtidos pelo

termo u(k)2 não poderem ser considerados pertencentes a M1PF (Tabela

5.5), verifica-se que a aplicação da opção 2.1 ao termo u(k− 1)2 deM2PF

leva à geração do termo u(k)2 (Tabela 5.6). Além disso, de acordo com a

Tabela 5.5, se u(k−1)2 fosse eliminado do modelo moda, todas as relações

obtidas entre o termo u(k−2)2 e os posśıveis termos deM1PF implicariam

a geração de termos não pertencentes ao modelo da Tabela 5.4. Portanto,

se u(k − 1)2 fosse eliminado do modelo moda, não seria posśıvel, a partir

das relações presentes na Tabela 4.3, obter um modelo de um passo à

frente capaz de gerar os termos u(k)2 e u(k−2)2 em seu respectivo modelo

de dois passos. Diante disso, verifica-se que, dependendo do número de

termos selecionado para compor um modelo de dois passos, a obtenção

de um modelo de um passo à frente pode ser uma tarefa imposśıvel. Isso

mostra que a técnica de predição de dois passos à frente é senśıvel à escolha

do número de termos utilizado no modelo.

Assim, quando os gráficos obtidos pelo critério de informação de Akaike

e/ou pela estat́ıstica APRESS não sugerirem de forma clara o número de

termos a ser utilizado em um modelo de dois passos à frente, ou seja,

quando esses critérios apresentarem valores muito baixos (com pequenas

variações) para mais de um número de termos, será considerado, neste

trabalho, o número de termos correspondente ao menor valor obtido para

o critério de informação. Portanto, no caso da Figura 5.12, em que o AIC
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sugere um número de termos entre oito e dez, o modelo de dois passos à

frente deve ser formado por dez termos. Quando não for posśıvel deter-

minar o modelo de um passo utilizando-se o número de termos proposto,

deve-se, então, reduzir o número de termos gradativamente até que se

consiga obter o modelo de um passo à frente3.

Analisando-se o modelo da equação (5.4), verifica-se que seus termos

correspondem exatamente aos dez termos presentes no modelo da Tabela

5.4. Comparando-se, então, o modelo da equação (5.3) com o modelo

da Tabela 5.3, observa-se que o critério ERR2 eliminou o termo espúrio

y(k − 2) do modelo de um passo à frente. Assim, um novo modelo foi

estimado a partir do critério ERR1 utilizando os termos presentes na Ta-

bela 5.3 (com exceção do termo y(k − 2)) como candidatos. A Tabela 5.7

apresenta esse novo modelo.

Tabela 5.7: Modelo obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.8 após a eliminação do termo y(k − 2).

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1real estimado

y(k− 1) 0,5 0,5294 0,9690
y(k− 2)2 -0,05 -0,0447 0,0041
u(k− 1)2 1 1,0339 0,0038
u(k− 2) 0,8 0,5995 0,0133

constante 0,5 0,4711 0,0043
u(k − 2 )2 0 -0,1238 0,0000
u(k − 1 ) 0 0,1413 0,0001

Aplicando -se o critério de informação de Akaike e a estat́ıstica

APRESS ao novo modelo, verifica-se que ambos os métodos sugerem que

o modelo seja formado por cinco termos (Figuras 5.14 e 5.15).

O novo modelo formado apenas pelo número de termos estimado pelo

AIC e pela estat́ıstica APRESS encontra-se na Tabela 5.8. Verifica-se que

os termos apresentados nessa tabela correspondem exatamente aos cinco

termos presentes no sistema S1.

3Ressalta-se que, no Caṕıtulo 6, não será necessário esse ńıvel de detalhamento.
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Figura 5.14: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresen-
tados na Figura 5.8 após a eliminação do termo y(k − 2).

Portanto, para o caso analisado nesta seção, verificou-se que a obtenção

da estrutura correta do sistema S1 a partir do critério ERR1, quando

excitado por uma entrada AR, só foi posśıvel após a aplicação da técnica

de predição de dois passos à frente.

Para resolver esse mesmo problema, Piroddi e Spinelli (2003a) em-

pregaram os algoritmos FRP (algoritmo baseado na redução do erro de

predição + pruning), SEM (algoritmo baseado na redução do erro de si-

mulação) e SEMP (algoritmo baseado na redução do erro de simulação

+ pruning)4. A Tabela 5.9 apresenta os modelos obtidos a partir de tais

algoritmos. Deve-se ressaltar que, diferentemente deste trabalho, em Pi-

roddi e Spinelli (2003a), foi identificado um único modelo utilizando uma

massa de dados contendo 500 amostras.

4Tais algoritmos são apresentados na Seção 3.5.
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Figura 5.15: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados na Fi-
gura 5.8 após a eliminação do termo y(k − 2).

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As li-
nhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A linha
inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o MSE.

Tabela 5.8: Modelo final obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresen-
tados na Figura 5.8.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1real estimado

y(k− 1) 0,5 0,4912 0,9690
y(k− 2)2 -0,05 -0,0482 0,0041
u(k− 1)2 1 0,9850 0,0038
u(k− 2) 0,8 0,7978 0,0133

constante 0,5 0,5070 0,0043
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Como pode ser visto na Tabela 5.9, foram necessários sete termos para

que o algoritmo SEM selecionasse todos os termos corretos, gerando, as-

sim, dois termos espúrios. É interessante observar que um dos termos

espúrios pertence a um agrupamento também espúrio. Por outro lado,

tanto com o FRP quanto com o SEMP, a estrutura do modelo foi cor-

retamente obtida. Além disso, os parâmetros estimados por esses dois

algoritmos são idênticos.

Tabela 5.9: Modelos obtidos em Piroddi e Spinelli (2003a) para o sistema S1 a
partir de uma entrada AR.

Algoritmo SEM Algoritmos FRP e SEMP

Termo
Parâmetro

Termo
Parâmetro

estimado estimado

u(k− 1)2 1,16900 y(k− 1) 0,49620
constante 0,25790 u(k− 1)2 1,05100
u(k− 2) 0,72740 y(k− 2)2 -0,05299

y(k − 2 )u(k − 1 ) 0,03818 constante 0,48380
y(k − 2 ) 0,10040 u(k− 2) 0,78050
y(k− 2)2 -0,08915
y(k− 1) 0,70710

Recentemente, esse mesmo problema foi abordado em Wei e Billings

(2008). Para resolvê-lo, os autores empregaram um algoritmo denominado

IFOS (integrated forward orthogonal search). Dependendo da técnica as-

sociada a ele, tal algoritmo pode apresentar as seguintes versões: IFOS-SC

(quando associado à correlação quadrada) ou IFOS-MI (quando associado

à informação mútua). A Tabela 5.10 apresenta os modelos obtidos a partir

dos algoritmos IFOS-SC e IFOS-MI. É importante ressaltar que, em Wei e

Billings (2008), diferentemente de Piroddi e Spinelli (2003a), foi utilizado

um rúıdo ν(k) com variância de 0,052 em vez de 0,05.

Como pode ser visto na Tabela 5.10, os cinco primeiros termos se-

lecionados pelo algoritmo IFOS-SC correspondem exatamente aos cinco

termos presentes no sistema S1. Por outro lado, foram necessários sete ter-

mos para que o algoritmo IFOS-MI selecionasse todos os termos corretos,
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gerando, assim, dois termos espúrios. Apesar de o método proposto em

Wei e Billings (2008) despender um tempo computacional muito pequeno,

tal método incorpora diversas técnicas, tais como correlação quadrada,

informação mútua, testes de hipóteses e validação cruzada, aumentando,

assim, a complexidade dos algoritmos.

Tabela 5.10: Modelos obtidos em Wei e Billings (2008) para o sistema S1 a
partir de uma entrada AR.

Algoritmo IFOS-SC Algoritmo IFOS-MI

Termo
Parâmetro

Termo
Parâmetro

estimado estimado

y(k− 1) 0,500106 u(k − 1 ) 0,006148
y(k− 2)2 -0,049757 u(k− 1)2 0,994118
u(k− 1)2 1,000401 y(k− 1) 0,496906
u(k− 2) 0,806721 y(k− 2)2 -0,049833

constante 0,493459 u(k − 1 )u(k − 2 ) 0,011942
y(k − 1 )2 -0,000419 constante 0,499216
u(k − 2 )2 0,006367 u(k− 2) 0,800587

y(k − 1 )u(k − 1 ) 0,000024

Diante da complexidade dos algoritmos IFOS e do grande esforço

computacional requerido pelos algoritmos usados em Piroddi e Spinelli

(2003a), a técnica de predição de dois passos à frente se revelou, para o

caso analisado nesta seção, como uma alternativa na seleção de estrutura

de modelos polinomiais em condições não ideais de identificação.

5.2.2 Segundo Caso

Considere o seguinte sistema S2 representado pela equação (5.5):

y(k) = 0,5y(k−1)−0,75u(k−1)+0,55u(k−2)+0,55y(k−1)u(k−1)+ν(k),

(5.5)

que, na predição de dois passos à frente, pode ser representado da seguinte
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forma:

y(k + 1) = 0,25y(k − 1) + 0,175u(k − 1) + 0,275u(k − 2) +

0,275y(k − 1)u(k − 1)− 0,75u(k) + 0,275u(k)y(k − 1)−
0,4125u(k)u(k − 1) + 0,3025u(k)u(k − 2) +

0,3025u(k)y(k − 1)u(k − 1). (5.6)

Neste caso, foi utilizado um sinal de entrada u(k) auto -regressivo de

ordem dois AR(2) com média nula, variância unitária e dois pólos reais

em 0,10 e 0,20, fazendo com que tal sinal, cuja função de autocorrelação

(FAC) se encontra na Figura 5.17, fosse relativamente lento. O rúıdo ν(k)

usado neste experimento foi gerado conforme descrito no primeiro caso.

A Figura 5.16 apresenta os sinais de entrada e sáıda do sistema S2, sendo

que a relação sinal/rúıdo é de 29,06 dB.

0 200 400 600 800 1000
−4

−2

0

2

4
(a)

u

0 200 400 600 800 1000
−10

−5

0

5
(b)

Amostras

y

Figura 5.16: Dados do sistema S2 para uma entrada AR.

Sinais de (a) entrada e (b) sáıda (esses dados encontram-se dispo-
ńıveis no arquivo dados_myex2_ent_AR_cr).
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Figura 5.17: Resultado gráfico da aplicação da função FAC ao sinal de entrada
apresentado na Figura 5.16.

O sinal de entrada não apresenta FAC semelhante à de um rúıdo
branco, que é impulsiva.

Na identificação do sistema S2, tanto na predição de um passo quanto

na de dois passos à frente, foram utilizados, a prinćıpio, modelos NARX

com grau de não -linearidade igual a 3, máximo atraso no sinal de entrada

igual a 2 e máximo atraso no sinal de sáıda igual a 1, totalizando, assim,

20 termos candidatos na predição de um passo e 35 na de dois passos à

frente. É importante ressaltar que, nesse caso, os máximos atrasos utili-

zados durante o processo de identificação correspondem aos valores reais

de nu e ny (ver equações (5.5) e (5.6)).

Analisando-se as Figuras 5.18 e 5.19, que apresentam, respectivamente,

o resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike e da

estat́ıstica APRESS ao modelo moda obtido pelo critério ERR1, verifica-se

que ambos os métodos sugerem que o número ideal de termos do modelo

seja cinco, sendo que o sistema S2 é composto por quatro termos.
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Figura 5.18: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.16.

A Tabela 5.11 apresenta o modelo moda formado apenas pelo número

de termos estimado pelo AIC e pela estat́ıstica APRESS. Apesar de todos

os termos do sistema S2 se encontrarem presentes no modelo moda, tal mo-

delo apresenta um termo espúrio pertencente a um agrupamento também

espúrio. Deve-se observar, entretanto, que foram necessários exatamente

cinco termos para que o critério ERR1 selecionasse todos os termos corre-

tos, apresentando, assim, 80% de acerto na escolha dos regressores. Dessa

forma, verifica-se, neste caso, que os métodos empregados na estimação

do número de termos do modelo novamente se mostraram úteis diante do

erro cometido pelo ERR1 ao selecionar um termo espúrio na tentativa de

identificar o sistema S2 excitado por uma entrada AR.

Em relação à técnica de predição de dois passos à frente, verifica-se que

tanto o critério de informação de Akaike (Figura 5.20) quanto a estat́ıstica

APRESS (Figura 5.21) sugerem que o modelo moda obtido pelo critério

ERR2 seja formado por nove termos.
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Figura 5.19: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.16.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A
linha inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o
MSE.

Tabela 5.11: Modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.16.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1
Número de

real estimado ocorrências

u(k− 1) -0,75 -0,7522 0,5537 453
y(k− 1)u(k− 1) 0,55 0,5453 0,2898 453

y(k − 1 )2 0 -0,0021 0,0264 257
u(k− 2) 0,55 0,5426 0,0237 257
y(k− 1) 0,5 0,4813 0,0676 257
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Figura 5.20: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.16.

Como a equação (5.6) é composta por nove termos, pode-se afirmar que

o número de termos do modelo foi corretamente determinado pelos dois

métodos. A Tabela 5.12 apresenta o modelo moda formado apenas pelo

número de termos estimado pelo AIC e pela estat́ıstica APRESS. Verifica-

se que os termos apresentados nessa tabela correspondem exatamente aos

nove termos presentes na equação (5.6). É importante observar que, apesar

de o conjunto de termos candidatos usado na predição de dois passos à

frente ser muito maior que o utilizado na de um passo, o critério ERR2 não

selecionou nenhum termo espúrio, apresentando, assim, 100% de acerto na

escolha dos regressores.
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Figura 5.21: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.16.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A
linha inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o
MSE.

Tabela 5.12: Modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.16.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR2
Número de

real estimado ocorrências

u(k) -0,75 -0,7553 0,5372 500
u(k)u(k− 1) -0,4125 -0,4171 0,1865 455

u(k)y(k− 1)u(k− 1) 0,3025 0,3034 0,0741 454
y(k− 1)u(k− 1) 0,275 0,2776 0,0653 454

u(k− 1) 0,175 0,1801 0,0286 454
u(k)u(k− 2) 0,3025 0,2977 0,0054 337
u(k)y(k− 1) 0,275 0,2508 0,0161 337

u(k− 2) 0,275 0,2537 0,0040 135
y(k− 1) 0,25 0,2189 0,0209 135
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A Tabela 5.14 apresenta a relação entre os termos do modelo de dois

passos (Tabela 5.12) e os posśıveis termos de seu respectivo modelo de

um passo à frente. Ressalta-se que, como ausência de termo constante em

modelos de dois passos à frente implica ausência de termo constante em

modelos de um passo e como o modelo apresentado na Tabela 5.12 não

apresenta esse tipo de termo, as opções 1.2 e 2.3 da Tabela 4.3 não foram

empregadas. De acordo com a análise da Tabela 5.14, pôde-se chegar à

seguinte estrutura de um passo à frente:

y(k) = θ1y(k − 1) + θ2u(k − 1) + θ3u(k − 2) + θ4y(k − 1)u(k − 1). (5.7)

Como era esperado, os termos do modelo (5.7) são idênticos aos da

equação (5.5). Comparando-se, então, o modelo da equação (5.7) com o

modelo da Tabela 5.11, verifica-se que o critério ERR2 eliminou o único

termo espúrio do modelo de um passo à frente (y(k−1)2). Assim, um novo

modelo foi estimado a partir do critério ERR1 utilizando os termos pre-

sentes na Tabela 5.11 (com exceção do termo y(k− 1)2) como candidatos.

A Tabela 5.13 apresenta esse novo modelo.

Tabela 5.13: Modelo obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.16 após a eliminação do termo y(k − 1)2.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1real estimado

u(k− 1) -0,75 -0,7517 0,5537
y(k− 1)u(k− 1) 0,55 0,5464 0,2898

y(k− 1) 0,5 0,4876 0,0217
u(k− 2) 0,55 0,5456 0,0959

Como o único termo espúrio foi eliminado do conjunto de termos can-

didatos, os termos do modelo apresentado na Tabela 5.13 correspondem

exatamente aos da equação (5.5). Assim, apesar de o sinal de entrada

utilizado neste caso ser tão próximo de um sinal aleatório, o critério ERR1

não foi capaz de recuperar a estrutura correta do sistema S2 sem o aux́ılio

da técnica de predição de dois passos à frente. Portanto, como o modelo

obtido pelo ERR2 não apresentou nenhum termo espúrio, pode-se afirmar

que, neste caso, tal critério se mostrou mais robusto que o ERR1.
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śı

ve
is

te
rm

os
d

e
M

1
P

F
D

em
ai

s
te

rm
os

ge
ra

d
os

S
it

u
aç
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Entretanto, ao se aumentar os valores dos máximos atrasos utilizados

durante o processo de identificação, os resultados, que serão apresentados a

seguir, mostram que o critério ERR2 é senśıvel à escolha de nu e ny. Para

isso, tanto na predição de um passo quanto na de dois passos à frente,

foram utilizados modelos NARX com grau de não -linearidade e máximos

atrasos, tanto no sinal de entrada quanto no sinal de sáıda, iguais a 3,

totalizando, assim, 84 termos candidatos na predição de um passo e 120

na de dois passos à frente.

A partir das Figuras 5.22 e 5.23, verifica-se que, assim como no ex-

perimento anterior, tanto o critério de informação de Akaike quanto a

estat́ıstica APRESS sugerem que o novo modelo moda obtido pelo critério

ERR1 seja formado por cinco termos.
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Figura 5.22: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao novo modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.16.

A Tabela 5.15, que apresenta o modelo moda formado apenas pelo

número de termos estimado pelo AIC e pela estat́ıstica APRESS, mostra

que, apesar de tal modelo ser formado por todos os termos do sistema

S2, ele também apresenta um termo espúrio, que, neste caso, pertence a

um agrupamento não espúrio. Entretanto, assim como no experimento
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anterior, foram necessários exatamente cinco termos para que o critério

ERR1 selecionasse todos os termos corretos. Assim, verifica-se que tal

critério apresentou novamente 80% de acerto na escolha dos regressores.
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Figura 5.23: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao novo
modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.16.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As li-
nhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A linha
inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o MSE.

Tabela 5.15: Novo modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.16.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1
Número de

real estimado ocorrências

u(k− 1) -0,75 -0,7532 0,5518 453
y(k− 1)u(k− 1) 0,55 0,5469 0,2881 453
y(k − 2 )u(k − 2 ) 0 0,0277 0,0592 453

u(k− 2) 0,55 0,5291 0,0291 453
y(k− 1) 0,5 0,4580 0,0335 453
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Figura 5.24: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao novo modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.16.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada.

Em relação à técnica de predição de dois passos à frente, verifica-se que,

apesar de o critério de informação de Akaike sugerir um número de termos

entre dez e doze para o novo modelo moda obtido pelo critério ERR2, a

Figura 5.24b mostra que o menor valor de AIC corresponde a dezenove

termos. Conforme discutido na seção anterior, quando o gráfico obtido

por algum critério de informação não sugere de forma clara o número de

termos a ser utilizado em um modelo de dois passos à frente, deve-se con-

siderar, então, o número de termos correspondente ao menor valor obtido

para o critério de informação, que, neste caso, equivale a dezenove. En-

tretanto, verificou-se que não foi posśıvel obter um modelo de um passo à

frente a partir dos dezenove termos considerados no modelo de dois passos,

pois muitos desses termos implicam a geração de termos não selecionados

pelo ERR2. Assim, ainda de acordo com o que foi discutido na Seção 5.2.1,

reduziu-se o número de termos até que fosse posśıvel determinar o modelo

de um passo à frente. Procedendo dessa forma, verificou-se que o número



5.2 Estudo de Casos 95

de termos a ser utilizado deveria ser igual a onze, que corresponde exata-

mente ao valor sugerido pela estat́ıstica APRESS (Figura 5.25). Portanto,

neste caso, pode-se afirmar que tal critério, ao sugerir de forma clara um

número de termos igual a onze, se mostrou mais eficiente que o AIC.
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Figura 5.25: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao novo
modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.16.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As li-
nhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A linha
inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o MSE.

A Tabela 5.16 apresenta o modelo moda formado por apenas onze

termos. Como pode ser observado, todos os termos da equação (5.6)

encontram-se presentes no modelo moda. Entretanto, tal modelo apre-

senta dois termos espúrios pertencentes a agrupamentos não espúrios.

Apesar disso, verifica-se que foram necessários exatamente onze termos

para que o critério ERR2 selecionasse todos os termos corretos, apresen-

tando, assim, 81,82% de acerto na escolha dos regressores. Portanto, neste

caso, verifica-se uma redução da robustez do ERR2 em comparação com

o experimento anterior.
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Tabela 5.16: Novo modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.16.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR2
Número de

real estimado ocorrências

u(k) -0,75 -0,7549 0,5500 500
u(k)u(k− 1) -0,4125 -0,4284 0,1873 455

u(k)y(k− 1)u(k− 1) 0,3025 0,3210 0,0578 453
y(k− 1)u(k− 1) 0,275 0,2770 0,0593 453

u(k− 1) 0,175 0,1798 0,0299 453
u(k)y(k − 2 )u(k − 2 ) 0 0,0221 0,0109 234

y(k − 2 )u(k − 2 ) 0 0,0243 0,0129 172
u(k)u(k− 2) 0,3025 0,2983 0,0079 133

u(k− 2) 0,275 0,2353 0,0086 67
u(k)y(k− 1) 0,275 0,2419 0,0074 67

y(k− 1) 0,25 0,1823 0,0051 67

As Tabelas 5.17 e 5.18 apresentam a relação entre os termos do modelo

da Tabela 5.16 e os posśıveis termos de seu respectivo modelo de um passo

à frente. Assim como no experimento anterior, em virtude da ausência de

termo constante no modelo de dois passos à frente (Tabela 5.16), as opções

1.2 e 2.3 da Tabela 4.3 não foram empregadas neste caso. Dessa forma,

foi posśıvel se chegar à seguinte estrutura de um passo à frente:

y(k) = θ1u(k − 1) + θ2y(k − 1)u(k − 1) + θ3y(k − 2)u(k − 2) +

θ4u(k − 2) + θ5y(k − 1). (5.8)

Como pode ser observado, os termos do modelo (5.8) são idênticos aos

do modelo moda obtido pelo critério ERR1 (Tabela 5.15). Dessa forma,

verifica-se que o ERR2 não foi capaz de eliminar o único termo espúrio do

modelo de um passo à frente (y(k − 2)u(k − 2)). Assim, pode-se afirmar

que, neste caso, a técnica de predição de dois passos à frente não pôde ser

empregada como uma ferramenta auxiliar na identificação do sistema S2.

Isso mostra que o critério ERR2 é senśıvel à escolha dos máximos atrasos.
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sś

ıv
ei

s
te

rm
os

de
se

u
re

sp
ec

ti
vo

m
od

el
o

de
um

pa
ss

o
à
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ã
o

p
erten

cen
te

a
o

m
o
d
elo

d
a

T
a
b
ela

5
.1

6

u
(k
−

1
)

T
erm

o
p
erten

cen
te

a
o

m
o
d
elo

d
a

T
a
b
ela

5
.1

6

y
(k−

1
)u

(k−
1
)u

(k−
3
)

y
(k
−

2
)

u
(k

)y
(k
−

1
)u

(k
−

1
)u

(k
−

2
)u

(k
−

3
)

T
erm

o
n
ã
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5.2.3 Terceiro Caso

Considere o seguinte sistema S3 representado pela equação (5.9):

y(k) = 0,7y(k−1)−0,25y(k−2)−0,5u(k−2)2 +0,3y(k−1)y(k−2)+ν(k),

(5.9)

que, na predição de dois passos à frente, pode ser representado da seguinte

forma:

y(k + 1) = 0,24y(k − 1)− 0,175y(k − 2)− 0,35u(k − 2)2 +

0,135y(k − 1)y(k − 2)− 0,5u(k − 1)2 + 0,21y(k − 1)2 −
0,15y(k − 1)u(k − 2)2 + 0,09y(k − 1)2y(k − 2). (5.10)
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Figura 5.26: Dados do sistema S3 para uma entrada AR.

Sinais de (a) entrada e (b) sáıda (esses dados encontram-se dispo-
ńıveis no arquivo dados_myex3_ent_AR_cr).
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Assim como na Seção 5.2.2, o sistema considerado neste caso foi exci-

tado com um sinal de entrada u(k) auto -regressivo de ordem dois AR(2)

com média nula e variância unitária. Para que tal sinal fosse relativamente

lento, foram utilizados dois pólos reais em 0,50 e 0,60. A Figura 5.27 apre-

senta o resultado gráfico da aplicação da função de autocorrelação (FAC)

ao sinal u(k). O rúıdo ν(k) usado neste experimento foi gerado conforme

descrito no primeiro caso, porém, com variância de 0,03. A Figura 5.26

mostra os sinais de entrada e sáıda do sistema S3, cuja relação sinal/rúıdo

é de 26,83 dB.

0 5 10 15 20
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
 

Atrasos

Figura 5.27: Resultado gráfico da aplicação da função FAC ao sinal de entrada
apresentado na Figura 5.26.

O sinal de entrada não apresenta FAC semelhante à de um rúıdo
branco, que é impulsiva.

A fim de identificar o sistema S3, foram utilizados, tanto na predição

de um passo quanto na de dois passos à frente, modelos NARX com grau

de não -linearidade e máximos atrasos iguais a 3, sendo que, neste caso,

os valores reais de nu e ny correspondem a 2 (ver equações (5.9) e (5.10)).

Dessa forma, foram gerados 84 termos candidatos na predição de um passo

e 120 na de dois passos à frente.
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As Figuras 5.28 e 5.29 mostram que tanto o critério de informação

de Akaike quanto a estat́ıstica APRESS sugerem que o número ideal de

termos do modelo moda obtido pelo critério ERR1 seja cinco.
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−1000
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A
IC

Figura 5.28: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.26.

O modelo moda, composto apenas pelo número de termos estimado

pelo AIC e pela estat́ıstica APRESS, é apresentado na Tabela 5.19. Como

pode ser observado, todos os termos do sistema S3 encontram-se presentes

no modelo moda. Além disso, tal modelo também apresenta um termo es-

púrio pertencente a um agrupamento não espúrio. Apesar disso, verifica-se

que foram necessários exatamente cinco termos para que o ERR1 conse-

guisse selecionar todos os termos corretos, correspondendo, assim, a 80%

de acerto na escolha dos regressores.
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Figura 5.29: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.26.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A
linha inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o
MSE.

Tabela 5.19: Modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.26.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1
Número de

real estimado ocorrências

u(k− 2)2 -0,5 -0,5100 0,8171 500
y(k − 2 )2 0 0,0080 0,0842 436
y(k− 1) 0,7 0,6437 0,0174 411

y(k− 1)y(k− 2) 0,3 0,2828 0,0454 411
y(k− 2) -0,25 -0,2193 0,0070 411
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Na predição de dois passos à frente, verifica-se que, de acordo com o

critério de informação de Akaike (Figura 5.30) e a estat́ıstica APRESS

(Figura 5.31), o modelo moda obtido pelo critério ERR2 deve ser formado

por oito termos.
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Figura 5.30: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados
apresentados na Figura 5.26.

A partir da Tabela 5.20, que apresenta o modelo moda formado por

apenas oito termos, é posśıvel perceber que, neste caso, o critério ERR2

não selecionou nenhum termo espúrio. Dessa forma, tem-se, então, 100%

de acerto na escolha dos regressores.

A relação entre os termos do modelo de dois passos (Tabela 5.20) e

os posśıveis termos de seu respectivo modelo de um passo à frente se

encontra nas Tabelas 5.21 e 5.22. Assim como na seção anterior, devido

à ausência de termo constante no modelo de dois passos, as opções 1.2 e

2.3 da Tabela 4.3 não foram empregadas neste caso. Assim, obteve-se a

seguinte estrutura de um passo à frente:

y(k) = θ1y(k− 1) + θ2y(k− 2) + θ3u(k− 2)2 + θ4y(k− 1)y(k− 2). (5.11)



104 5 Estudo de Casos Simulados

5 6 7 8 9 10 11

0.035

0.04

0.045

0.05

Número de termos

A
P

R
E

S
S

(b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0.05

0.1

0.15

A
P

R
E

S
S

(a)

Figura 5.31: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.26.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A
linha inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o
MSE.

Tabela 5.20: Modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 5.26.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR2
Número de

real estimado ocorrências

u(k− 1)2 -0,5 -0,5049 0,8236 500
y(k− 1)2 0,21 0,2102 0,0761 296
u(k− 2)2 -0,35 -0,3346 0,0231 294

y(k− 1)u(k− 2)2 -0,15 -0,1472 0,0212 294
y(k− 2) -0,175 -0,1473 0,0072 294

y(k− 1)2y(k− 2) 0,09 0,0886 0,0045 294
y(k− 1) 0,24 0,2163 0,0021 294

y(k− 1)y(k− 2) 0,135 0,1202 0,0019 294
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ã
o

p
er

te
n
ce

n
te

a
o

m
o
d
el

o
d
a

T
a
b
el

a
5
.2

0

y
(k
−

1
)u

(k
−

1
)2
u
(k
−

2
)2

T
er

m
o

n
ã
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Conforme esperado, os termos do modelo de um passo à frente obtido

a partir do modelo de dois passos (equação (5.11)) correspondem aos mes-

mos termos da equação (5.9). Dessa forma, ao se comparar o modelo da

equação (5.11) com o modelo da Tabela 5.19, observa-se que o critério

ERR2 foi capaz de eliminar o único termo espúrio do modelo de um passo

à frente (y(k − 2)2). Utilizando-se os termos presentes na Tabela 5.19

(com exceção do termo y(k− 2)2) como candidatos, um novo modelo, cu-

jos termos evidentemente são idênticos aos da equação (5.9), foi estimado

a partir do critério ERR1 (Tabela 5.23).

Tabela 5.23: Modelo obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados
na Figura 5.26 após a eliminação do termo y(k − 2)2.

Termo
Parâmetro Parâmetro

ERR1real estimado

u(k− 2)2 -0,5 -0,5087 0,8171
y(k− 2) -0,25 -0,2362 0,0529
y(k− 1) 0,7 0,6538 0,0291

y(k− 1)y(k− 2) 0,3 0,2878 0,0720

Como a obtenção da estrutura correta do sistema S3 a partir do crité-

rio ERR1 só foi posśıvel após a aplicação da técnica de predição de dois

passos à frente, pode-se afirmar que o ERR2, neste caso, se mostrou útil

ao ser empregado como uma ferramenta auxiliar. Além disso, vale a pena

observar que, diferentemente do que ocorreu na seção anterior, o ERR2 se

mostrou robusto mesmo utilizando -se máximos atrasos com valores mai-

ores que os reais.

Também é interessante destacar que os termos espúrios presentes nos

modelos moda de um passo à frente obtidos neste caṕıtulo não foram os

últimos a serem escolhidos pelo ERR1. Mesmo assim, verificou-se que,

na maioria dos casos, ainda foi posśıvel identificar tais termos por meio

do ERR2. Isso mostra que tal critério pode realmente auxiliar na seleção

de estrutura de modelos polinomiais no caso em que o sinal de entrada é

relativamente lento.
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5.3 Metodologia Revisada

O estudo de casos discutido neste caṕıtulo mostrou que o critério ERR2

pode ser útil ao ser empregado como uma ferramenta auxiliar na seleção

de estrutura de modelos NARX polinomiais no caso em que o sinal de

entrada é relativamente lento. Entretanto, verificou-se que tal critério é

senśıvel à escolha dos máximos atrasos e também do número de termos. É

importante ressaltar que tais sensibilidades também podem ser atribúıdas

ao critério ERR1.

Uma outra desvantagem do ERR2 que também deve ser ressaltada é

o exaustivo esforço empregado na obtenção de um modelo de um passo a

partir de seu respectivo modelo de dois passos à frente5, que é necessário

em virtude de a auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2 ser uti-

lizada a partir da comparação entre modelos de um passo à frente. Por

esse motivo, decidiu-se, então, alterar a maneira como empregar a auto -

consistência. Assim, em vez de comparar modelos de um passo à frente, se-

rão, agora, comparados modelos de dois passos, que podem ser facilmente

obtidos a partir de seus respectivos modelos de um passo à frente. Dessa

forma, é necessário fazer algumas adaptações na metodologia inicialmente

proposta na Seção 4.5, chegando-se, assim, a uma nova metodologia, cujos

passos encontram-se listados a seguir. É importante ressaltar que as adap-

tações realizadas na metodologia não implicam alterações no f luxograma

(Figura 4.1), o que o torna útil tanto para a metodologia apresentada na

Seção 4.5 quanto para a nova metodologia aqui proposta.

1. Dividir os dados de identificação em janelas.

O uso dessa técnica, conhecida como janelas deslizantes, é comum

em diversos problemas de controle (Mitra, 1992), processamento de

sinais (Pierce e Plemmons, 1992) e seleção de estrutura de modelos

a partir de estimação on-line (Luo e Billings, 1995; Ruano et al.,

2006).

2. Definir o número de termos, os máximos atrasos nos sinais de entrada

nu e sáıda ny e o grau de não -linearidade ` a serem utilizados durante

o processo de identificação. Em seguida, utilizando o critério ERR1,

5Utilizando -se, para isso, as relações apresentadas na Tabela 4.3.
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deve-se estimar um modelo para cada uma das janelas de dados.

Assim, o número de modelos obtidos será igual ao número de janelas

formadas durante a divisão dos dados de identificação.

Sabe-se que, para diferentes realizações de dados correspondentes a

um mesmo sistema, nem sempre obtém-se um mesmo modelo em to-

das as realizações, ou seja, os termos escolhidos por um determinado

critério de seleção de estrutura para compor um modelo nem sem-

pre são os mesmos em todos os modelos, mesmo quando os máximos

atrasos nos sinais de entrada e sáıda e o grau de não -linearidade

são mantidos constantes. Assim, para evitar que uma única estima-

ção fosse priorizada, optou-se por trabalhar com um modelo moda

obtido a partir dos modelos estimados em cada uma das janelas de

dados.

3. Obter o modelo moda.

Primeiramente, é preciso mencionar que, neste trabalho, um mo-

delo moda consiste num modelo formado pelos termos escolhidos

com maior freqüência pelo critério de seleção. Para isso, tal mo-

delo é obtido utilizando -se o seguinte procedimento: primeiramente,

verifica-se o primeiro termo de cada um dos modelos estimados nas

janelas de dados e, em seguida, selecionam-se apenas os modelos

que apresentam o termo encontrado no maior número de modelos.

Considere, por exemplo, os seguintes modelos:

M1 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), y(k − 3)] ,

M2 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), y(k − 3)] ,

M3 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), y(k − 3)] ,

M4 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), u(k − 2)] ,

M5 = [y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1), u(k − 2)] ,

M6 = [y(k − 1), u(k − 1), y(k − 2), y(k − 4)] ,

M7 = [y(k − 2), y(k − 1), u(k − 1), u(k − 3)] ,

Analisando-se o primeiro termo de cada um desses modelos, verifica-

se que o termo y(k − 1) se encontra em seis dos sete modelos. Por-



110 5 Estudo de Casos Simulados

tanto, o modelo M7, cujo primeiro termo é y(k− 2), deve, então, ser

descartado. Em seguida, deve-se verificar o segundo termo de cada

um dos modelos pré-selecionados (no caso do exemplo, referem-se

aos modelos M1, M2, M3, M4, M5 e M6) para que sejam selecionados

apenas os modelos que apresentam o termo mais freqüente. Como

cinco dos seis modelos apresentam o termo y(k − 2), o modelo M6,

cujo segundo termo é u(k − 1), também deve ser eliminado. Esse

processo continua até que o último termo seja analisado. Os mode-

los que chegam até o fim desse processo apresentam exatamente a

mesma estrutura, que é, então, usada para compor o modelo moda.

Assim, o modelo moda obtido neste exemplo deve ser formado pelos

termos y(k−1), y(k−2), u(k−1) e y(k−3), que correspondem à es-

trutura dos modelos M1, M2 e M3. O procedimento necessário para

se chegar ao modelo moda foi implementado na função modelo_moda,

que se encontra no Apêndice A.3 deste trabalho. Deve-se observar

que, se, por acaso, o último termo do modelo M3 fosse, por exemplo,

u(k−4) em vez de y(k−3), haveria, neste caso, dois modelos moda,

sendo que um deles apresentaria a estrutura dos modelos M1 e M2

e o outro, a estrutura dos modelos M4 e M5. Portanto, apesar de

todos os modelos moda obtidos neste trabalho apresentarem uma

única estrutura, a função modelo_moda pode, eventualmente, retor-

nar dois ou mais modelos moda.

4. Determinar o número ideal de termos do modelo moda.

Para isso, serão empregados o critério de informação de Akaike (AIC)

e a estat́ıstica APRESS, apresentados na Seção 3.2. Deve-se ressaltar

que, ao aplicar esses métodos a um modelo moda, serão utilizadas

somente as amostras responsáveis pela geração de tal modelo, ou

seja, apenas aquelas usadas na obtenção dos modelos que apresentam

a mesma estrutura do modelo moda.

5. Retornar ao item 2 utilizando o critério ERR2 ao invés do ERR1 e,

em seguida, prosseguir com os itens 3 e 4, chegando-se, assim, a dois

modelos moda: um obtido pelo critério ERR1 e outro obtido pelo

ERR2.
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É importante ressaltar que o modelo moda obtido pelo ERR2 cor-

responde a um modelo de dois passos à frente.

6. Determinar, por substituição anaĺıtica6, o modelo de dois passos à

frente correspondente ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 a

fim de que possa ser comparado com o modelo moda obtido pelo

critério ERR2.

Dessa forma, a auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2

é utilizada a partir da comparação entre modelos de dois passos à

frente.

7. Identificar os termos comuns ao modelo moda obtido pelo critério

ERR2 e ao modelo de dois passos à frente correspondente ao modelo

moda obtido pelo ERR1.

8. Utilizar, na formação do novo modelo de um passo à frente, apenas

os termos do modelo moda obtido pelo critério ERR1 responsáveis

pela geração dos termos comuns ao modelo moda obtido pelo ERR2

e ao modelo de dois passos à frente correspondente ao modelo moda

obtido pelo critério ERR1 na predição de dois passos à frente.

Como pode ser observado, na nova metodologia apresentada nesta se-

ção, a auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2 é utilizada a

partir da comparação entre modelos de dois passos à frente. Assim, a

obtenção de um modelo de um passo a partir de seu respectivo modelo

de dois passos à frente, utilizando-se, para isso, as relações apresentadas

na Tabela 4.3, não é mais necessária, evitando, assim, o exaustivo esforço

empregado na realização de tal tarefa. Dessa forma, a restrição aos mo-

delos de um passo à frente nos quais o regressor y(k − 1) apresenta grau

de multiplicidade apenas igual a um pode ser, então, eliminada.

6Conforme mostrado na Seção 4.2.



112 5 Estudo de Casos Simulados

5.4 Considerações Finais

Neste caṕıtulo, verificou-se que o critério ERR2 pode ser útil ao ser empre-

gado como uma ferramenta auxiliar na seleção de estrutura de modelos

NARX polinomiais no caso em que o sinal de entrada é relativamente

lento. Além disso, com o aux́ılio de tal critério, foi posśıvel identificar

termos espúrios presentes em modelos de um passo à frente mesmo não

sendo esses os últimos termos a serem escolhidos pelo ERR1.

Entretanto, foram observadas algumas desvantagens do critério ERR2,

tais como: (i) sensibilidade à escolha dos máximos atrasos, (ii) sensibili-

dade à escolha do número de termos utilizado para compor o modelo de

dois passos e (iii) exaustivo esforço empregado na obtenção de um modelo

de um passo a partir de seu respectivo modelo de dois passos à frente

utilizando -se as relações apresentadas na Tabela 4.3. É importante res-

saltar que as desvantagens listadas nos itens (i) e (ii) também podem ser

atribúıdas ao critério ERR1.

Ao realizar algumas adaptações na metodologia inicialmente proposta

na Seção 4.5, chegou-se, neste caṕıtulo, a uma nova metodologia na qual

a auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2 é utilizada a partir da

comparação entre modelos de dois passos à frente em vez de modelos de

um passo. O uso dessa metodologia será apresentado no Caṕıtulo 6, onde

são utilizados dados experimentais de sistemas reais.



Caṕıtulo 6

Estudo de Casos

Experimentais

“A insatisfação é a principal motivadora do progresso.”

Thomas Alva Edison

6.1 Introdução

No Caṕıtulo 5, foi apresentada uma nova metodologia na qual a auto -

consistência entre os critérios ERR1 e ERR2, como ferramenta auxiliar, é

utilizada a partir da comparação entre modelos de dois passos à frente, e

não mais de modelos de um passo, como no caso da metodologia proposta

na Seção 4.5. Este caṕıtulo mostra o uso dessa nova metodologia na seleção

de estrutura de modelos NARX polinomiais no caso em que o sinal de

entrada é relativamente lento utilizando -se, para isso, dados experimentais

de sistemas reais.

6.2 Estudo de Casos

Neste caṕıtulo, são utilizados dados coletados de dois sistemas distintos.

O primeiro sistema, considerado na Seção 6.2.1, consiste num forno a gás

(Box e Jenkins, 1976). O sistema apresentado na Seção 6.2.2, por sua vez,

consiste num pequeno aquecedor elétrico (Cassini, 1999).
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Como, no caso de sistemas reais, a estrutura não é conhecida, o de-

sempenho dos critérios ERR1 e ERR2, nesse caso, não pode ser avaliado

como no Caṕıtulo 5, ou seja, comparando-se a estrutura do sistema com

a dos modelos obtidos por tais critérios. Em virtude disso, foi utilizado,

neste caṕıtulo, o método de validação dinâmica a partir de predição livre

com o intuito de verificar o desempenho dos modelos na recuperação do

comportamento dinâmico do sistema. A fim de quantificar a eficiência

desses modelos em relação ao seu desempenho dinâmico, foi empregado o

ı́ndice RMSE, apresentado na Seção 2.2.5. Para isso, foi necessário que as

massas de dados utilizadas neste caṕıtulo fossem divididas em duas partes:

uma destinada ao processo de identificação e outra reservada para a etapa

de validação.

Dessa forma, a massa de dados empregada na Seção 6.2.1, que con-

tém 296 amostras, foi dividida de forma que suas 200 primeiras amostras

fossem utilizadas no processo de identificação e as 96 restantes, na etapa

de validação. Em seguida, para que se pudesse trabalhar com um modelo

moda, as amostras referentes aos dados de identificação foram divididas

em 51 janelas contendo 150 amostras cada (Figura 6.1).

Figura 6.1: Representação de uma massa de dados dividida em 51 janelas con-
tendo 150 amostras cada.

Das 1255 amostras presentes na massa de dados utilizada na Seção

6.2.2, as 999 primeiras foram empregadas no processo de identificação e as

256 restantes, na etapa de validação. Assim como no Caṕıtulo 5, a fim de

se trabalhar com um modelo moda, as amostras referentes aos dados de
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identificação foram divididas em 500 janelas contendo 500 amostras cada

(ver Figura 5.1).

6.2.1 Primeiro Caso

Os dados empregados nesta seção foram coletados de um sistema que

consiste num forno a gás, cuja entrada é a vazão de gás na entrada do

forno (ft3/min) e a sáıda é a concentração de gás carbônico (%) (Box e

Jenkins, 1976). A Figura 6.2 apresenta os dados normalizados utilizados

no processo de identificação desse sistema. Ao observá-los, é posśıvel

perceber que um aumento na entrada provoca uma redução no sinal de

sáıda. Na Figura 6.3, pode ser visualizado o resultado gráfico da aplicação

da função de autocorrelação (FAC) ao sinal de entrada.
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Figura 6.2: Dados utilizados na identificação de um forno a gás.

Sinais de (a) entrada (vazão de gás (ft3/min)) e (b) sáıda (con-
centração de CO2 (%)). (Fonte: Box e Jenkins (1976) - arquivo
boxjenk.dat).
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Ao se tentar identificar o sistema de onde foram coletados os dados

mostrados na Figura 6.2, verificou-se que o uso de grau de não -linearidade

e máximos atrasos maiores que três era desnecessário. Sendo assim, deu-

se ińıcio ao processo de identificação a partir da técnica de predição de

um passo à frente utilizando-se, para isso, modelos NARMAX com vinte

termos lineares de rúıdo e grau de não -linearidade e máximos atrasos nos

sinais de entrada e sáıda iguais a três a partir dos quais obteve-se um

modelo moda.
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Figura 6.3: Resultado gráfico da aplicação da função FAC ao sinal de entrada
apresentado na Figura 6.2.

O sinal de entrada não apresenta FAC semelhante à de um rúıdo
branco, que é impulsiva.

Apesar de o critério de informação de Akaike sugerir um número de

termos entre seis e nove (Figura 6.4), a Figura 6.5 mostra claramente

que, de acordo com a estat́ıstica APRESS, o modelo moda obtido pelo

critério ERR1 deve ser formado por seis termos. Considerando, então, que
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o número ideal de termos seja seis, tal modelo pode ser representado por:

y(k) = 1,0789y(k − 1)− 0,3300y(k − 2) + 0,0259y(k − 3) +

0,0021y(k − 3)u(k − 1) + 0,1979− 0,0354u(k − 3) +
20∑
i=1

θ̂iξ(k − i) + ξ(k), (6.1)

sendo que o somatório, que corresponde à parte média móvel (MA) do

modelo, é utilizado, neste trabalho, apenas para reduzir o efeito de pola-

rização durante o procedimento de estimação de parâmetros.
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Figura 6.4: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 6.2.

A Figura 6.6a mostra a predição livre do modelo (6.1) utilizando -se

tanto os dados de identificação (200 primeiras amostras) quanto os de va-

lidação (96 últimas amostras). O RMSE obtido a partir da sáıda predita

nesse caso foi de 0,2665. A Figura 6.6b, por sua vez, é uma ampliação
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da Figura 6.6a delimitada apenas pela região correspondente aos dados

de validação. Assim, o RMSE obtido considerando-se apenas as 96 últi-

mas amostras da sáıda predita foi de 0,5646. Como pode ser observado, o

modelo (6.1) apresentou dificuldade em acompanhar os dados nas regiões

compreendidas pelo antepenúltimo e último picos. Uma posśıvel explica-

ção para isso poderia ser o suposto fato de não estar contido, nos dados de

identificação, um comportamento semelhante ao apresentado nas regiões

citadas ou, ainda, uma provável quebra de invariância temporal. Uma

outra justificativa poderia estar relacionada com o pequeno número de

amostras presentes na massa de dados empregada neste caso. É impor-

tante ressaltar que, neste trabalho, a parte MA dos modelos não é utilizada

no cálculo das predições.
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Figura 6.5: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados na
Figura 6.2.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A linha
inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o MSE.
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Como pode ser observado no modelo (6.1), o coeficiente do termo

y(k − 3)u(k − 1) é muito menor que o dos demais termos do modelo.

Apesar disso, tal termo não deve ser eliminado baseando-se apenas nesta

informação, pois, conforme mencionado no Caṕıtulo 1, a técnica de se eli-

minar os termos cujos coeficientes são muito menores que os demais é, em

geral, ineficiente no caso de sistemas não -lineares, especialmente quando

há rúıdo presente nos dados.

Assim, com o intuito de eliminar posśıveis termos espúrios do modelo

(6.1), utilizou-se a técnica de predição de dois passos à frente a fim de que

se pudesse empregar auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2.

Para isso, assim como na predição de um passo, foram utilizados, neste

caso, modelos NARMAX com vinte termos lineares de rúıdo e grau de

não-linearidade e máximos atrasos nos sinais de entrada e sáıda iguais a

três a partir dos quais obteve-se um modelo moda.
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Figura 6.6: Validação dinâmica do modelo (6.1).

(a) Predição livre utilizando -se tanto os dados de identificação
quanto os de validação (RMSE = 0,2665). (b) Ampliação da Fi-
gura 6.6a delimitada apenas pela região correspondente aos dados
de validação (RMSE = 0,5646). O traço cont́ınuo representa a sáıda
medida, e o tracejado, a sáıda predita.
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As Figuras 6.7 e 6.8 mostram, respectivamente, que, assim como na

predição de um passo à frente, apesar de o critério de informação de Akaike

sugerir um número de termos entre seis e nove, a estat́ıstica APRESS

propõe que o número ideal de termos do modelo moda obtido pelo critério

ERR2 seja seis. Como os modelos de dois passos à frente apresentam

número de termos maior que os de um passo e como o modelo (6.1) é

formado por seis termos, optou-se, então, por considerar, na predição de

dois passos à frente, um número de termos igual a nove, chegando-se,

assim, ao seguinte modelo:

y(k + 1) = 0,6369y(k − 1)− 0,0812y(k − 2)− 0,0625y(k − 3) +

0,0078u(k)y(k − 3)2 + 0,4451− 0,0402u(k − 2)−
0,0112u(k)3 − 0,0397u(k − 3) + 0,0059u(k)u(k − 3)2 +

20∑
i=1

θ̂iξ(k − i) + ξ(k). (6.2)
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Figura 6.7: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apre-
sentados na Figura 6.2.
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Figura 6.8: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apresentados na
Figura 6.2.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A linha
inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o MSE.

Seguindo a nova metodologia proposta na Seção 5.3, é necessário, en-

tão, de acordo com o item 6, determinar o modelo de dois passos à frente

correspondente ao modelo (6.1) a fim de que possa ser comparado com o

modelo (6.2). Assim, representando-se o modelo (6.1) na forma de predi-

ção de dois passos à frente, tem-se:

y(k + 1) = 0,8340y(k − 1)− 0,3301y(k − 2) + 0,0279y(k − 3) +

0,0023y(k − 3)u(k − 1) + 0,4114− 0,0382u(k − 3) +

0,0021u(k)y(k − 2)− 0,0354u(k − 2). (6.3)

Comparando-se o modelo acima com o da equação (6.2), verifica-se

que os termos comuns a esses modelos são: y(k − 1), y(k − 2), y(k − 3),
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constante, u(k − 3) e u(k − 2). Utilizando-se, então, apenas os termos do

modelo (6.1) responsáveis pela geração de tais termos comuns na predição

de dois passos à frente, um novo modelo, apresentado na equação (6.4),

foi estimado a partir do critério ERR1.

y(k) = 1,1940y(k − 1)− 0,4727y(k − 2) + 0,0733y(k − 3) +

0,1805− 0,0310u(k − 3) +
20∑
i=1

θ̂iξ(k − i) + ξ(k). (6.4)

Ao se comparar o modelo (6.4) com o modelo da equação (6.1), é

posśıvel perceber que a utilização de auto -consistência entre os critérios

ERR1 e ERR2 como método de seleção de estrutura sugeriu a eliminação

do termo y(k − 3)u(k − 1).
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Figura 6.9: Validação dinâmica do modelo (6.4).

(a) Predição livre utilizando -se tanto os dados de identificação
quanto os de validação (RMSE = 0,2650). (b) Ampliação da Fi-
gura 6.9a delimitada apenas pela região correspondente aos dados
de validação (RMSE = 0,5630). O traço cont́ınuo representa a sáıda
medida, e o tracejado, a sáıda predita.
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Na predição livre do modelo (6.4) a partir das 296 amostras presentes

na massa de dados utilizada neste caso (Figura 6.9a), o RMSE foi de

0,2650. Por outro lado, ao se considerar apenas as 96 últimas amostras da

sáıda predita (Figura 6.9b), referentes aos dados de validação, obteve-se

RMSE = 0,5630. Como os valores de RMSE obtidos pelos modelos (6.1)

e (6.4) são praticamente idênticos, pode-se afirmar que o desempenho

dinâmico de tais modelos é equivalente. Isso mostra que, neste caso, a

utilização de um modelo com grau de não -linearidade igual ou maior que

dois é desnecessária. Portanto, verifica-se que o termo y(k − 3)u(k − 1)

pode, de fato, ser eliminado do modelo de um passo à frente.

A fim de verificar se mais algum termo, além do y(k − 3)u(k − 1),

poderia ser descartado, foram estimados outros cinco modelos, sendo cada

um deles formado por cinco dos seis termos presentes no modelo (6.1).

Após obter a predição livre de tais modelos, calculou-se o ı́ndice RMSE

correspondente a cada um deles considerando-se, para isso, apenas as

amostras referentes aos dados de validação. A comparação dos valores de

RMSE obtidos por tais modelos é mostrada na Figura 6.10. É importante

mencionar que a linha cont́ınua se refere ao valor de RMSE correspondente

ao modelo (6.1) (RMSE = 0,5646). Além disso, ressalta-se que o modelo

m1, formado por todos os termos do modelo (6.1) com exceção do y(k−1),

se mostrou instável na predição livre. De acordo com a Figura 6.10, é

posśıvel perceber que os modelos m5 e m6, compostos, respectivamente,

pelos termos y(k − 1), y(k − 2), y(k − 3), y(k − 3)u(k − 1), u(k − 3)

e y(k − 1), y(k − 2), y(k − 3), y(k − 3)u(k − 1), constante, apresentam

valores de RMSE muito maiores que 0,5646. Assim, pode-se afirmar que

a constante e o u(k − 3), ausentes, respectivamente, em m5 e m6, não

devem ser eliminados do modelo (6.1), já que mostraram ser importantes

para o seu desempenho dinâmico. O modelo m2, que é formado por todos

os termos do modelo (6.1) com exceção do y(k − 2), apresenta valor de

RMSE pouco maior que 0,5646. O único modelo cujo RMSE encontra-se

abaixo da linha cont́ınua é o m4, que corresponde ao modelo da equação

(6.4). Dessa forma, fica claro que o termo y(k − 3)u(k − 1) pode ser, de

fato, descartado do modelo (6.1). Entretanto, como o RMSE obtido pelo

modelo m3 é muito próximo de 0,5646 e como tal modelo é constitúıdo

por todos os termos do modelo (6.1) com exceção do y(k − 3), pode-se

afirmar que tal termo também pode ser exclúıdo.



124 6 Estudo de Casos Experimentais

m1  m2  m3  m4  m5  m6  
0

1

2

inf
R

M
S

E
(a)

m1 m2 m3 m4 m5 m6

0.57

0.58

0.59

0.6

0.61

(b)

Modelos

R
M

S
E

Figura 6.10: Comparação dos valores de RMSE correspondentes a modelos for-
mados por termos presentes no modelo (6.1).

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. A
linha cont́ınua corresponde ao valor de RMSE obtido pelo mo-
delo (6.1) (RMSE = 0,5646). Os asteriscos representam os valores
de RMSE correspondentes aos modelos m2 (RMSE = 0,5718),
m3 (RMSE = 0,5672), m4 (modelo (6.4)) (RMSE = 0,5630), m5
(RMSE = 2,1033) e m6 (RMSE = 0,6166). O ćırculo indica que o
modelo m1 é instável.

Assim, descartando-se os termos y(k−3)u(k−1) e y(k−3), um outro

modelo foi, então, estimado considerando -se apenas os termos y(k − 1),

y(k − 2), constante e u(k − 3). O ı́ndice RMSE obtido por tal mo-

delo foi de 0,5669, que é praticamente idêntico ao valor correspondente

ao modelo (6.1). Portanto, pode-se concluir que a ausência dos termos

y(k − 3)u(k − 1) e y(k − 3) não prejudicou o desempenho dinâmico do

modelo (6.1), podendo, então, ser eliminados de tal modelo. Apesar de o

uso de auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2 não ter sugerido

a exclusão do termo y(k − 3), ainda é posśıvel afirmar que a metodologia

proposta neste trabalho contribuiu para a obtenção de um modelo mais

compacto (modelo (6.4)).
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6.2.2 Segundo Caso

Os dados utilizados nesta seção foram coletados de uma planta piloto que

consiste de um pequeno aquecedor elétrico, cuja entrada é a tensão elétrica

aplicada a um ferro de solda (p.u.) e a sáıda é a tensão nos terminais

de um termopar conectado a um amplificador de instrumentação (p.u.)

(Cassini, 1999). Esse sistema também é constitúıdo de um ventilador

que, quando acionado, altera a dinâmica do mesmo. Na Figura 6.11, são

apresentados os dados normalizados, coletados com o ventilador ligado,

utilizados no processo de identificação desse sistema. A Figura 6.12 mostra

o resultado gráfico da aplicação da função de autocorrelação (FAC) ao sinal

de entrada.
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Figura 6.11: Dados utilizados na identificação de um pequeno aquecedor elé-
trico.

Sinais de (a) entrada (tensão elétrica aplicada a um ferro de solda
(p.u.)) e (b) sáıda (tensão nos terminais de um termopar (p.u.)).
(Fonte: Cassini (1999) - arquivo din3.dat).
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Figura 6.12: Resultado gráfico da aplicação da função FAC ao sinal de entrada
apresentado na Figura 6.11.

O sinal de entrada não apresenta FAC semelhante à de um rúıdo
branco, que é impulsiva.

De acordo com Cassini (1999), a utilização de grau de não -linearidade

maior que dois na identificação do sistema aqui considerado é desnecessá-

ria. Como foi verificado que o uso de máximos atrasos maiores que três

também não era necessário, a técnica de predição de um passo à frente

foi, então, empregada utilizando-se, para isso, modelos NARMAX com

cinco termos lineares de rúıdo, grau de não -linearidade igual a dois e má-

ximos atrasos nos sinais de entrada e sáıda iguais a três a partir dos quais

obteve-se um modelo moda.
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Como pode ser visto na Figura 6.13, o critério de informação de Akaike

propõe um número de termos entre seis e oito. A estat́ıstica APRESS, por

sua vez, também parece indicar que o modelo moda obtido pelo crité-

rio ERR1 possa ser formado por seis ou oito termos (Figura 6.14). Ao

considerar o número de termos sendo igual a oito, chegou-se ao seguinte

modelo:

y(k) = 1,4879y(k − 1) + 0,0413u(k − 1)2 − 0,5637y(k − 2)−
0,5207y(k − 1)2 + 0,4603y(k − 1)y(k − 3) +

0,0244y(k − 1)u(k − 1) + 0,0012− 0,0032u(k − 2) +
5∑
i=1

θ̂iξ(k − i) + ξ(k). (6.5)
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Figura 6.13: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados
apresentados na Figura 6.11.



128 6 Estudo de Casos Experimentais

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

5

6

7

8
x 10

−6

Número de termos

A
P

R
E

S
S

(b)

2 4 6 8 10 12
0

0.5

1

x 10
−4

A
P

R
E

S
S

(a)

Figura 6.14: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR1 a partir dos dados apresentados
na Figura 6.11.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A
linha inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o
MSE.

A Figura 6.15a mostra a predição livre do modelo (6.5) utilizando-

se as 1255 amostras presentes na massa de dados empregada neste caso

(RMSE = 0,0809). Ao se considerar apenas as amostras referentes aos

dados de validação, obteve-se RMSE = 0,0900 (Figura 6.15b). Como

pode ser visualizado, o modelo (6.5) foi capaz de acompanhar os dados de

forma satisfatória, ou seja, seu desempenho dinâmico se mostrou muito

semelhante ao do sistema. Entretanto, deve-se observar que os termos

y(k− 1)2 e y(k− 1)y(k− 3), presentes no modelo (6.5), são espúrios, pois,

num processo térmico como o considerado nesta seção, não pode haver

dois pontos fixos para uma mesma entrada.
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Figura 6.15: Validação dinâmica do modelo (6.5).

(a) Predição livre utilizando -se tanto os dados de identificação
quanto os de validação (RMSE = 0,0809). (b) Ampliação da Fi-
gura 6.15a delimitada apenas pela região correspondente aos da-
dos de validação (RMSE = 0,0900). O traço cont́ınuo representa
a sáıda medida, e o tracejado, a sáıda predita.

Desta forma, assim como na seção anterior, utilizou-se a técnica de

predição de dois passos à frente na tentativa de eliminar termos espúrios

do modelo (6.5). Como, de acordo com a nova metodologia proposta na

Seção 5.3, o modelo de dois passos à frente correspondente ao da equação

(6.5) deve ser comparado com o modelo moda a ser obtido pelo critério

ERR2, é necessário ressaltar que a presença do termo y(k− 1)2 no modelo

(6.5) é responsável por gerar, em seu respectivo modelo de dois passos

(equação (6.6)), termos com grau de não -linearidade igual a quatro. Em

virtude disso, para que o modelo moda obtido pela técnica de predição de

dois passos à frente possa vir a apresentar grau de não -linearidade igual a

quatro, foram utilizados, neste caso, modelos NARMAX com cinco termos
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lineares de rúıdo, máximos atrasos nos sinais de entrada e sáıda iguais a

três (como na predição de um passo à frente) e grau de não -linearidade

igual a quatro a partir dos quais obteve-se um modelo moda.

y(k + 1) = 0,0112u(k)y(k − 1)y(k − 3) + 0,6843y(k − 1)y(k − 3) +

0,8131× 10−4y(k − 1)u(k − 1)u(k − 2) + 0,0413u(k)2 +

0,0256y(k − 1)y(k − 2)u(k − 1) + 0,0363y(k − 1)u(k − 1)−
0,0117y(k − 1)2y(k − 3)u(k − 1) + 1,6483y(k − 1) +

0,4821y(k − 1)y(k − 2)y(k − 3)− 0,0032u(k − 1)−
0,0198y(k − 1)y(k − 3)u(k − 1)2 − 0,8375y(k − 2) +

0,0015y(k − 1)y(k − 3)u(k − 2)− 0,0048u(k − 2) +

0,5954× 10−3u(k)y(k − 1)u(k − 1) + 0,0614u(k − 1)2 −
1,9268y(k − 1)2 + 0,2928× 10−4u(k) + 0,8068y(k − 1)3 −
0,8882× 10−3u(k − 1)4 − 0,0640y(k − 1)u(k − 1)2 +

1,5583y(k − 1)y(k − 2)− 0,7132y(k − 1)2y(k − 3)−
0,0378y(k − 1)2u(k − 1) + 0,0050y(k − 1)u(k − 2) +

0,0433u(k − 1)2y(k − 2) + 0,0221u(k − 1)2y(k − 1)2 −
0,0010y(k − 1)u(k − 1)3 − 0,5453y(k − 1)2y(k − 2) +

0,1376× 10−3u(k − 1)2u(k − 2)− 0,4249y(k − 2)2 −
0,0034y(k − 2)u(k − 2) + 0,2496y(k − 1)3y(k − 3) +

0,0132y(k − 1)3u(k − 1)− 0,0017y(k − 1)2u(k − 2)−
0,1103y(k − 1)2y(k − 3)2 − 0,5332× 10−5u(k − 2)2 +

0,0363u(k)y(k − 1) + 0,0010u(k)u(k − 1)2 −
0,0138u(k)y(k − 2)− 0,0127u(k)y(k − 1)2 −
0,7808× 10−4u(k)u(k − 2)− 0,1412y(k − 1)4 +

0,0030. (6.6)

Analisando-se as Figuras 6.16 e 6.17, verifica-se que tanto o critério

de informação de Akaike quanto a estat́ıstica APRESS parecem sugerir

um número de termos entre sete e onze. Considerando-se, então, que o

número ideal de termos do modelo moda obtido pelo critério ERR2 seja

onze, tem-se:
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y(k + 1) = 1,0532y(k − 1) + 0,0118u(k)u(k − 1)− 0,2824y(k − 2) +

0,0472u(k)2 + 0,0496u(k − 1)2 −
0,1913y(k − 1)u(k − 2)u(k − 3)2 + 0,0070u(k − 2) +

0,3122u(k)y(k − 3)u(k − 3)2 −
0,0872u(k)y(k − 2)u(k − 3) + 0,0360u(k − 2)2u(k − 3)−

0,1230u(k)2y(k − 1)u(k − 3) +
5∑
i=1

θ̂iξ(k − i) + ξ(k). (6.7)
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Figura 6.16: Resultado gráfico da aplicação do critério de informação de Akaike
ao modelo moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados
apresentados na Figura 6.11.

Comparando-se, então, o modelo (6.6) com o da equação (6.7), verifica-

se que os termos comuns a esses modelos são: y(k − 1), y(k − 2), u(k)2,

u(k − 1)2 e u(k − 2). Como o próximo passo, de acordo com a nova

metodologia proposta na Seção 5.3, consiste em identificar os termos do

modelo (6.5) responsáveis pela geração de tais termos comuns na predição

de dois passos à frente para que possam ser utilizados na obtenção do
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novo modelo de um passo à frente, deve-se ressaltar que o termo u(k− 2)

(modelo (6.5)), que, juntamente com o termo y(k − 1), é responsável por

gerar o termo u(k − 2) na predição de dois passos, também implica a

geração do termo u(k− 1), que, por sua vez, não pertence ao conjunto de

termos comuns. Portanto, o termo u(k − 2) não pode ser empregado na

estimação do novo modelo de um passo à frente, restando, assim, apenas

os termos y(k−1), y(k−2) e u(k−1)2 do modelo (6.5), responsáveis pela

geração dos termos y(k − 1), y(k − 2), u(k)2 e u(k − 1)2 na predição de

dois passos à frente. Dessa forma, obteve-se o seguinte modelo:

y(k) = 1,2563y(k − 1) + 0,0475u(k − 1)2 − 0,3466y(k − 2) +
5∑
i=1

θ̂iξ(k − i) + ξ(k). (6.8)
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Figura 6.17: Resultado gráfico da aplicação da estat́ıstica APRESS ao modelo
moda obtido pelo critério ERR2 a partir dos dados apresentados
na Figura 6.11.

Gráfico (a) em seu tamanho real e (b) em escala ampliada. As
linhas, de baixo para cima, correspondem a α = 0,1, . . . ,10. A
linha inferior (com ćırculos), correspondente a α = 0, indica o
MSE.
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O modelo (6.8) mostra que a utilização de auto -consistência entre os

critérios ERR1 e ERR2 como método de seleção de estrutura sugeriu cor-

retamente a eliminação dos termos pertencentes ao agrupamento Ωy2 .

Na predição livre do modelo (6.8) a partir das 1255 amostras presentes

na massa de dados utilizada neste caso (Figura 6.18a), obteve-se RMSE =

0,0948. Considerando -se apenas as 256 últimas amostras da sáıda predita

(Figura 6.18b), referentes aos dados de validação, o RMSE foi de 0,0992. É

importante observar que, apesar de o modelo (6.8) ser formado por apenas

três termos, seu desempenho dinâmico se mostrou muito semelhante ao

do sistema.
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Figura 6.18: Validação dinâmica do modelo (6.8).

(a) Predição livre utilizando -se tanto os dados de identificação
quanto os de validação (RMSE = 0,0948). (b) Ampliação da Fi-
gura 6.18a delimitada apenas pela região correspondente aos da-
dos de validação (RMSE = 0,0992). O traço cont́ınuo representa
a sáıda medida, e o tracejado, a sáıda predita.

Apesar de o termo u(k − 1) não ser comum aos modelos (6.6) e (6.7),

é provável que o fato de o termo u(k − 2) pertencer a ambos os modelos

indique que este termo não deva ser eliminado do modelo (6.5). Em virtude
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disso, um outro modelo, apresentado na equação (6.9), foi, então, estimado

considerando -se os termos y(k − 1), y(k − 2), u(k − 1)2 e u(k − 2). O

ı́ndice RMSE obtido nesse caso foi de 0,0753 (Figura 6.19), ou seja, menor

que o RMSE correspondente ao modelo (6.5) (0,0900). Isso mostra que a

eliminação dos termos y(k−1)2, y(k−1)y(k−3), constante e y(k−1)u(k−1)

do modelo (6.5) e a permanência dos termos y(k− 1), y(k− 2), u(k− 1)2

e u(k − 2) em tal modelo, resultantes da utilização de auto -consistência

entre os critérios ERR1 e ERR2, levaram a um modelo mais compacto

e com desempenho dinâmico mais próximo do sistema (menor valor de

RMSE).

y(k) = 1,1936y(k − 1) + 0,0457u(k − 1)2 − 0,2988y(k − 2) +

0,0062u(k − 2) +
5∑
i=1

θ̂iξ(k − i) + ξ(k). (6.9)
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Figura 6.19: Validação dinâmica do modelo (6.9).

(a) Predição livre utilizando -se tanto os dados de identificação
quanto os de validação (RMSE = 0,0755). (b) Ampliação da Fi-
gura 6.19a delimitada apenas pela região correspondente aos da-
dos de validação (RMSE = 0,0753). O traço cont́ınuo representa
a sáıda medida, e o tracejado, a sáıda predita.
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6.3 Considerações Finais

A aplicação da nova metodologia, proposta na Seção 5.3, na identificação

dos sistemas considerados neste caṕıtulo revelou que, ao utilizar auto-

consistência entre os critérios ERR1 e ERR2 a partir da comparação entre

modelos de dois passos à frente, é posśıvel identificar e, conseqüentemente,

eliminar termos espúrios, gerando, assim, modelos mais compactos. Isso

sugere que o método proposto neste trabalho pode ser empregado como

uma ferramenta auxiliar na seleção de estrutura de modelos NARX poli-

nomiais.





Caṕıtulo 7

Conclusões e Propostas

Futuras

“Se eu vi mais longe, foi por estar de pé sobre ombros
de gigantes.”

Isaac Newton

Diversos métodos têm sido propostos a fim de se tentar solucionar o pro-

blema da seleção de estrutura, que representa uma etapa extremamente

importante no processo de identificação de sistemas. Entretanto, ressalta-

se que cada um deles apresenta alguma desvantagem ou limitação.

Um critério amplamente utilizado na seleção de estrutura é o ERR

(denominado, neste trabalho, de ERR1), que se baseia na redução do erro

de predição (de um passo à frente). Apesar de sua ampla aplicabilidade,

tal critério pode escolher termos incorretos ou redundantes em condições

não ideais de identificação, ou seja, quando os dados dispońıveis não são

adequados (superamostrados ou ruidosos) ou quando o sinal de entrada é

relativamente lento.

A fim de investigar esse problema, foi proposto, neste trabalho, um

critério baseado na redução do erro de predição de dois passos à frente

(ERR2) a fim de ser utilizado como uma ferramenta auxiliar na seleção

de estrutura de modelos NARX polinomiais em um caso espećıfico de

condição não ideal de identificação, caso no qual o sinal de entrada é rela-

tivamente lento. A fim de identificar e eliminar posśıveis termos espúrios

selecionados pelo ERR1, foi empregado, neste trabalho, auto -consistência

entre os critérios ERR1 e ERR2, utilizando, a prinćıpio, a comparação en-

tre modelos de um passo à frente. Como a estrutura obtida pelo ERR2



138 7 Conclusões e Propostas Futuras

corresponde a um modelo de dois passos, foi preciso, então, que os mo-

delos obtidos por tal critério fossem representados na forma de modelos

de um passo à frente. Para isso, realizou-se um estudo a partir do qual

foi posśıvel determinar as relações entre os termos dos modelos de um e

dois passos à frente para que pudessem ser empregadas na obtenção de

um modelo de um passo a partir de seu respectivo modelo de dois passos

à frente. Para isso, foram considerados apenas os modelos de um passo

à frente nos quais o regressor y(k − 1) apresenta grau de multiplicidade

igual a um.

O estudo de casos discutido no Caṕıtulo 5 mostrou que o critério ERR2

pode ser útil ao ser empregado como uma ferramenta auxiliar na seleção

de estrutura de modelos NARX polinomiais no caso em que o sinal de

entrada é relativamente lento. Além disso, verificou-se também que, com

o aux́ılio de tal critério, foi posśıvel identificar termos espúrios presentes

em modelos de um passo à frente mesmo não sendo esses os últimos termos

a serem escolhidos pelo ERR1.

Entretanto, observou-se que o critério ERR2 é senśıvel à escolha do

número de termos, pois, dependendo do número de termos selecionado, a

obtenção do modelo de um passo à frente pode ser uma tarefa imposśıvel.

Além disso, constatou-se que tal critério também é senśıvel à escolha dos

máximos atrasos. Deve-se ressaltar que tais sensibilidades também podem

ser atribúıdas ao critério ERR1. A fim de auxiliar na determinação dos

valores de nu e ny a serem considerados durante o processo de identifica-

ção, chegou a ser empregado, neste trabalho, o método de falsos vizinhos

(FNN). Entretanto, devido à sua subjetividade em virtude da sensibilidade

à escolha de R, εy e τ , tal método não se mostrou uma ferramenta útil na

estimação dos máximos atrasos e, por esse motivo, não foi considerado.

Uma outra desvantagem apresentada pelo ERR2 foi o exaustivo esforço

empregado na obtenção de um modelo de um passo a partir de seu res-

pectivo modelo de dois passos à frente, que é necessário em virtude de a

auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2 ser utilizada a partir da

comparação entre modelos de um passo à frente. Por isso, decidiu-se, en-

tão, alterar a maneira como empregar a auto -consistência. Assim, em vez

de comparar modelos de um passo, passaram a ser comparados modelos

de dois passos à frente, que podem ser facilmente obtidos a partir de seus

respectivos modelos de um passo. Dessa forma, a restrição aos modelos

de um passo à frente nos quais o regressor y(k − 1) apresenta grau de
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multiplicidade apenas igual a um foi, então, eliminada.

Os resultados apresentados no Caṕıtulo 6 mostraram que a utilização

de auto -consistência entre os critérios ERR1 e ERR2 a partir da compa-

ração entre modelos de dois passos à frente pode auxiliar na seleção de

estrutura de modelos NARX polinomiais, gerando modelos mais compac-

tos.

Desta forma, a fim de dar prosseguimento ao estudo iniciado neste

trabalho, propõe-se, como proposta futura, investigar a sensibilidade do

critério ERR2 em relação à escolha dos máximos atrasos e do número de

termos. Além disso, também seria interessante, como proposta de con-

tinuidade deste trabalho, verificar a aplicação do método de seleção de

estrutura aqui proposto considerando-se outros casos de condições não

ideais de identificação.
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Aguirre, L. A., Corrêa, M. V., e Cassini, C. C. S. (2002). Nonlineari-

ties in NARX polynomial models: representation and estimation. IEE

Proceedings - Control Theory and Applications, 149(4):343–348.

Aguirre, L. A., Donoso-Garcia, P. F., e Santos-Filho, R. (2000). Use of a

priori information in the identification of global nonlinear models – A

case study using a buck converter. IEEE Transactions on Circuits and

Systems – I: Fundamental Theory and Applications, 47(7):1081–1085.

Aguirre, L. A., Furtado, E. C., e Tôrres, L. A. B. (2006). Evaluation
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Corrêa, M. V. (2001). Identificação caixa-cinza de sistemas não-lineares

utilizando representações NARMAX racionais e polinomiais. Belo Ho-

rizonte: Universidade Federal de Minas Gerais. (Tese de Doutorado,

PPGEE).
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Apêndice A

Rotinas Computacionais

Ao longo deste trabalho, foi necessário desenvolver algumas rotinas compu-

tacionais. Tais rotinas, implementadas no MatlabTM, são apresentadas,

de forma sucinta, nas seções a seguir.

A.1 apress

Sintaxe

[ npr apre s s mode los apress ] = apre s s ( modelo , u , y , nno , nitn ,
kp , alpha max , num fig , a p r e s s t o t )

Descr i ç ã o

Plota o g r á f i c o da e s t a t ı́ s t i c a APRESS em funç ão do número
de termos de proce s so ( termos de entrada + termos de
sa ı́da ) a fim de determinar o número i d e a l de termos de
proce s so de um modelo ∗ .

Dados de entrada

modelo −> modelo contendo os termos candidatos ;
u −> s i n a l de entrada ;
y −> s i n a l de sa ı́da ;

nno −> número de termos de ru ı́do ;
n i tn −> número de i t e r a ç õ e s de ru ı́do ;

kp −> kp passos à f r e n t e ;
alpha max −> máximo va lo r de alpha ;

num fig −> número da f i g u r a ;
a p r e s s t o t −> se a p r e s s t o t = 1 , s e r ã o apresentados
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todos os v a l o r e s de APRESS;
se a p r e s s t o t ˜= 1 , não s e r ã o
apresentados os v a l o r e s de APRESS.

Dados de sa ı́da

npr apre s s −> número de termos de proce s so com o
menor va lo r de APRESS;

mode los apress −> c é l u l a contendo todos os modelos
a n a l i s a d o s . Cada um de s s e s modelos
pos su i um determinado número de termos
de proce s so .

∗ Método proposto em B i l l i n g s , S . A. e Wei , H. L . ( 2 0 0 8 ) .
An adapt ive orthogona l search a lgor i thm for model subset
s e l e c t i o n and non−l i n e a r system i d e n t i f i c a t i o n .
I n t e r n a t i o n a l Journal o f Control , 81(5) :714−724.

Marcela Andrade Alves
Univers idade Federa l de Minas Gera is − UFMG
Programa de Pós Graduação em Engenharia E l é t r i c a − PPGEE
Belo Horizonte , 13/08/2008

A.2 fnn modificado

Sintaxe

[ nu ny ] = fnn modi f i cado (u , y , tau , m max ,R, eps i l on u ,
ep s i l on y , f n n t o t a l )

Descr i ç ã o

Calcula os máximos a t r a s o s nos s i n a i s de entrada e sa ı́ da
de um modelo u t i l i z a n d o o método de f a l s o s v i z i n h o s (FNN)
modi f icado ( cons iderando o ru ı́do ) ∗ .
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Dados de entrada

u −> s i n a l de entrada ;
y −> s i n a l de sa ı́da ;

tau −> at ra so de tempo ;
m max −> máximo at ra so cons iderado ( tanto em

r e l a ç ã o à u quanto em r e l a ç ã o à y ) ;
R −> va lo r l i m i a r ( normalmente , o va l o r de R

encontra−se ent re 10 e 5 0 ) ;
e p s i l o n u −> máximo va lo r abso luto do ru ı́do pre s ente

no s i n a l de entrada ;
e p s i l o n y −> máximo va lo r abso luto do ru ı́do pre s ente

no s i n a l de sa ı́da ;
f n n t o t a l −> se f n n t o t a l = 1 , todos os v a l o r e s de

FNN ser ã o mostrados ;
se f n n t o t a l ˜= 1 , os v a l o r e s de FNN
não se r ã o mostrados .

Dados de sa ı́da

nu −> menor a t ra so do modelo (em r e l a ç ã o ao
s i n a l de entrada ) quando fnn = 0%;

ny −> menor a t ra so do modelo (em r e l a ç ã o ao
s i n a l de sa ı́da ) quando fnn = 0%.

∗ Método proposto em Rhodes , C. e Morari , M. ( 1 9 9 7 ) .
The f a l s e nea r e s t ne ighbors a lgor i thm : an overview .
Computers and Chemical Engineer ing , 21:1149−1154.

Marcela Andrade Alves
Univers idade Federa l de Minas Gera is − UFMG
Programa de Pós Graduação em Engenharia E l é t r i c a − PPGEE
Belo Horizonte , 01/08/2008
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A.3 modelo moda

Sintaxe

[ mod moda nmm amostras ] = modelo moda ( m total , Cand , Na)

Descr i ç ã o

Anal i sa todos os modelos e re to rna aque le cu jo s termos
aparecem com maior f r e q ü ê n c i a .

Dados de entrada

m tota l −> c é l u l a contendo todos os modelos a
serem a n a l i s a d o s ;

Cand −> matriz contendo todos os termos
candidatos ;

Na −> número de amostras usadas em cada
modelo .

Dados de sa ı́da

mod moda −> c é l u l a contendo o modelo cu jo s termos
aparecem com maior f r e q ü ê n c i a ( modelo
moda ) ;

nmm −> número de o c o r r ê n c i a s do modelo moda ;
amostras −> amostras r e s p o n s á v e i s pe la gera ç ão do

modelo moda .

Marcela Andrade Alves
Univers idade Federa l de Minas Gera is − UFMG
Programa de Pós Graduação em Engenharia E l é t r i c a − PPGEE
Belo Horizonte , 26/08/2008
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A.4 my aic

Sintaxe

[ npr a i c mode los a i c ] = my aic ( modelo , u , y , nno , nitn , kp ,
num fig , a i c t o t )

Descr i ç ã o

Plota o g r á f i c o do c r i t é r i o de informaç ão de Akaike (AIC)
em funç ão do número de termos de proce s so ( termos de
entrada + termos de sa ı́da ) a fim de determinar o número
i d e a l de termos de proce s so de um modelo .

Dados de entrada

modelo −> modelo contendo os termos candidatos ;
u −> s i n a l de entrada ;
y −> s i n a l de sa ı́da ;

nno −> número de termos de ru ı́do ;
n i tn −> número de i t e r a ç õ e s de ru ı́do ;

kp −> kp passos à f r e n t e ;
num fig −> número da f i g u r a ;
a i c t o t −> se a i c t o t = 1 , s e r ã o apresentados

todos os v a l o r e s de AIC ;
se a i c t o t ˜= 1 , não se r ã o apresentados
os v a l o r e s de AIC .

Dados de sa ı́da

npr a i c −> número de termos de proce s so com o
menor va lo r de AIC ;

mode los a i c −> c é l u l a contendo todos os modelos
a n a l i s a d o s . Cada um de s s e s modelos
pos su i um determinado número de termos
de proce s so .



158 Apêndice A

Marcela Andrade Alves
Univers idade Federa l de Minas Gera is − UFMG
Programa de Pós Graduação em Engenharia E l é t r i c a − PPGEE
Belo Horizonte , 01/08/2008

A.5 odccf

Sintaxe

rho = odcc f (m, lag , flag , t f i g , s )

Descr i ç ã o

Calcula a funç ão de c o r r e l a ç ã o ODCCF∗ ent re os s i n a i s da
matr iz m.

Dados de entrada

m −> matriz (Nx2) que contém os s i n a i s a
serem a n a l i s a d o s ;

l ag −> máximo at ra so de c o r r e l a ç ã o ent r e os
s i n a i s ;

f lag −> se f lag = 1 , a funç ão de c o r r e l a ç ã o
s e r á c a l cu l ada de −l ag /2 a lag /2 ;
se f lag = 0 , a funç ão de c o r r e l a ç ã o
s e r á c a l cu l ada de 0 a lag ;

t f i g −> número da f i g u r a onde o g r á f i c o s e r á
p lotado ;

s −> t ı́ t u l o do g r á f i c o .

Dado de sa ı́da

rho −> funç ão de c o r r e l a ç ã o ODCCF.

∗ Função proposta em Zhang , L . F . , Zhu , Q. M. e Longden ,
A. ( 2 0 0 7 ) . A set o f nove l c o r r e l a t i o n t e s t s for non l inea r
system v a r i a b l e s . I n t e r n a t i o n a l Journal o f Systems
Science , 38(1) :47−60.
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A.6 orthregkp

Sintaxe

[m, x , e , va ] = orthregkp ( model , u , y , va lues ,N, kp )

Descr i ç ã o

Retorna o modelo obt ido na pred i ç ã o de kp passos à f r e n t e .

Dados de entrada

model −> modelo contendo os termos candidatos
( aten ç ão : lagu = lagu+kp−1);

u −> s i n a l de entrada ;
y −> s i n a l de sa ı́da ;

va lue s −> [ ( número de termos de proce s so ) ( número de
termos de ru ı́do ) ] ;

N −> número de i t e r a ç õ e s de ru ı́do ;
kp −> kp passos à f r e n t e .

Dados de sa ı́da

m −> modelo i d e n t i f i c a d o
( se 1 passo à f r e n t e : u (k−X) −> u(k−X) ) ;
( se 2 passos à f r e n t e : u (k−X) −> u(k−X+1)) ;
( se 3 passos à f r e n t e : u (k−X) −> u(k−X+2)) ;
( . ) ;
( . ) ;
( . ) ;
( se kp passos à f r e n t e : u (k−X) −> u(k−X+kp−1)) ;

x −> [ ( c o e f i c i e n t e s ) (ERR) ( desv io padrão ) ] ;
e −> r e s ı́ duo ;

va −> v a r i â n c i a .
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Eduardo Mazoni Andrade Marçal Mendes
ACSE − S h e f f i e l d , 11/08/1994
Modif icado por Marcela Andrade Alves e
Marcelo V i e i r a Corrêa
Univers idade Federa l de Minas Gera is − UFMG
Programa de Pós Graduação em Engenharia E l é t r i c a − PPGEE
Belo Horizonte , 26/09/2008

A.7 predicao

Sintaxe

y pred = pred icao ( y 1pf , k )

Descr i ç ã o

Retorna o modelo de k passos a p a r t i r de seu r e s p e c t i v o
modelo de 1 passo à f r e n t e .

Dados de entrada

y 1pf −> modelo de 1 passo à f r e n t e ;
k −> número de passos u t i l i z a d o s na pred i ç ã o .

Dado de sa ı́da

y pred −> modelo de k passos à f r e n t e .

Observaç ões

∗ O modelo de 1 passo à f r e n t e ( y 1pf ) deve e s t a r na
forma s imb ó l i c a .

∗ Os termos com grau de não−l i n e a r i d a d e maior que 1 , por
exemplo , u(k−2)ˆ2 , devem e s t a r na forma expandida , ou
se ja , u (k−2)∗u(k−2).

∗ Os s i n a i s de entrada e sa ı́da do modelo de 1 passo à
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f r e n t e ( y 1pf ) devem s e r r epre s entados por u e y
respect ivamente .

Exemplo :
y 1pf = ’0.5*y(k-1) + 0.4*u(k-2)*u(k-2)’

Marcela Andrade Alves
Univers idade Federa l de Minas Gera is − UFMG
Programa de Pós Graduação em Engenharia E l é t r i c a − PPGEE
Belo Horizonte , 18/02/2008
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Funções de Correlação

A função de correlação é uma ferramenta que apresenta várias aplicações

na área de identificação de sistemas, podendo ser utilizada, por exemplo,

na determinação do tempo de amostragem, na estimação do tempo morto1

de um processo (a partir do máximo valor da função de correlação cruzada

entre seus sinais de entrada e sáıda), na verificação de redundância de

informações entre as variáveis de um sistema, na validação estat́ıstica e na

determinação dos atrasos presentes nos regressores de um modelo2.

As funções de correlação linear3, tais como a função de autocorrelação

(FAC) e a função de correlação cruzada (FCC), são normalmente utili-

zadas quando se deseja analisar associações lineares entre os sinais. Por

esse motivo, elas são amplamente usadas na identificação de sistemas li-

neares. Entretanto, essas funções podem fornecer resultados incorretos se

efeitos não -lineares estiverem presentes nos dados (Zhang et al., 2007).

Além disso, as funções de correlação linear não são capazes de detectar

associações não -lineares entre sinais.

A FCC normalizada entre ui(k) e yj(k) pode ser expressa como:

ruiyj(τ) =

∑N
k=τ+1(y

′
j(k))(u′i(k − τ))[(∑N

k=1(y
′
j(k))2

)(∑N
k=1(u

′
i(k))2

)]1/2 , (B.1)

sendo que N corresponde ao número de amostras e o sinal ′ indica que a

média foi removida. Quando yj(k) = ui(k), a equação (B.1) é chamada

de função de autocorrelação normalizada.

1Também conhecido como atraso puro de tempo ou atraso de transporte.
2Conforme será apresentado neste apêndice.
3Apesar do pleonasmo existente no termo correlação linear, pois toda correlação é,

de fato, linear, essa denominação será adotada neste trabalho para se referir à depen-
dência linear entre variáveis.
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Vários métodos, tais como testes de correlação multi-dimensional

(Billings e Zhu, 1994; Aguirre, 1997; Maddess et al., 2004), FCC de or-

dem elevada (Aguirre, 1995; Zhu e Billings, 1997) e testes de correlação

multi-direcional (Mao e Billings, 2000), foram desenvolvidos com o intuito

de detectar associações não -lineares. Entretanto, a maioria dos testes de

correlação não-linear4 não é tão simples quanto os testes de correlação

linear (Billings e Voon, 1983).

A FCC de ordem elevada normalizada pode ser representada por (Zhu

e Billings, 1997):

r(u2
i )
′(y2

j )
′(τ) =

∑N
k=τ+1(((y

2
j (k))′)((u2

i (k − τ))′)[(∑N
k=1((y

2
j (k))′)2

)(∑N
k=1((u

2
i (k))′)2

)]1/2 . (B.2)

É importante ressaltar que a FCC de ordem elevada não pode ser usada

para lidar com todos os modelos não -lineares e pode falhar na detecção

de associações não -lineares sob algumas condições especiais.

A fim de detectar correlações lineares e não -lineares, uma série de

FCCs de primeira ordem, denominada ODCCFs (omni-directional cross-

correlation functions) normalizadas, foi proposta em Zhang et al. (2007).

Essas funções são usadas na detecção de quatro tipos de associações que

incluem todos os posśıveis efeitos não -lineares. Tais associações são repre-

sentadas da seguinte forma (Zhang et al., 2007):

4Neste trabalho, será empregado o termo correlação não -linear ainda que, a rigor,
a denominação dependência não -linear seja mais adequada.
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rαβ(τ) =

∑N
k=τ+1(β(k)− β)(α(k − τ)− α)[(∑N

k=1(β(k)− β)2
)(∑N

k=1(α(k)− α)2
)]1/2 ,

rαy′j(τ) =

∑N
k=τ+1 y

′
j(k)(α(k − τ)− α)[(∑N

k=1(y
′
j(k))2

)(∑N
k=1(α(k)− α)2

)]1/2 ,
ru′iy′j(τ) =

∑N
k=τ+1 y

′
j(k)u′i(k − τ)[(∑N

k=1(y
′
j(k))2

)(∑N
k=1(u

′
i(k))2

)]1/2 ,
ru′iβ(τ) =

∑N
k=τ+1(β(k)− β)u′i(k − τ)[(∑N

k=1(β(k)− β)2
)(∑N

k=1(u
′
i(k))2

)]1/2 , (B.3)

sendo que

α(k) = |u′i(k)|,
β(k) = |y′j(k)|. (B.4)

Quando yj(k) = ui(k), o conjunto de equações (B.3) é denominado

ODACFs (omni-directional auto-correlation functions) normalizadas.

Os resultados obtidos a partir das funções ODCCFs podem ser com-

binados da seguinte forma (Zhang et al., 2007):

• Se |max(rαβ(τ),rαy′j(τ),ru′iy′j(τ),ru′iβ(τ))| > |min(rαβ(τ),rαy′j(τ),

ru′iy′j(τ),ru′iβ(τ))|, então:

ρuy(τ) = max(rαβ(τ),rαy′j(τ),ru′iy′j(τ),ru′iβ(τ)). (B.5)

• Se |max(rαβ(τ),rαy′j(τ),ru′iy′j(τ),ru′iβ(τ))| ≤ |min(rαβ(τ),rαy′j(τ),

ru′iy′j(τ),ru′iβ(τ))|, então:

ρuy(τ) = min(rαβ(τ),rαy′j(τ),ru′iy′j(τ),ru′iβ(τ)). (B.6)
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Os Exemplos B.0.1 e B.0.2, apresentados a seguir, mostram a eficiência

da função ODCCF em relação às funções FCC e FCC de ordem elevada na

detecção de associações não -lineares. Tais exemplos foram apresentados

em Zhang et al. (2007).

Exemplo B.0.1 5

O primeiro sistema a ser analisado é representado por:

y(k) = u1(k−1)2−2u3(k−5)2+2u2(k−3)u4(k−7)−u2(k)3+e(k), (B.7)

sendo que as variáveis independentes u1(k), u2(k), u3(k) e u4(k), com di-

mensão (1000×1), são formadas por seqüências aleatórias com distribuição

uniforme, média nula e amplitude entre -1 e 1. O rúıdo e(k) é formado

por uma seqüência de dados aleatórios com distribuição gaussiana, média

nula e variância de 0,01.

Para efeito de comparação, utilizaram-se as funções FCC (Figura B.1),

FCC de ordem elevada (Figura B.2) e ODCCF (Figura B.3) a fim de

se verificar a eficiência de cada função na detecção das associações não-

lineares presentes no sistema.

A Figura B.1 mostra que somente ru2y(0) localiza-se fora da região de

confiança. Portanto, a função FCC não foi capaz de detectar as outras

associações presentes no sistema.

Analisando-se a Figura B.2, é posśıvel perceber que r(u2
2)′(y2)′(τ)

encontra-se fora da região de confiança em τ = 0 e τ = 3. Além disso,

r(u2
3)′(y2)′(5) e r(u2

4)′(y2)′(7) também localizam-se fora da região de confiança.

Apesar disso, a função FCC de ordem elevada apresentou as seguintes fa-

lhas: (i) r(u2
1)′(y2)′(1) não se encontra fora da região de confiança e (ii)

r(u2
2)′(y2)′(0) e r(u2

3)′(y2)′(5) deveriam ser negativas. Portanto, as funções

FCC e FCC de ordem elevada mostraram-se ineficientes na tentativa de

detectar as associações não -lineares presentes no sistema.

5Zhang et al., 2007.
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Figura B.1: Resultado gráfico da aplicação da função FCC aos dados do sistema
(B.7).

(a) ru1y(τ), (b) ru2y(τ), (c) ru3y(τ) e (d) ru4y(τ).
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Figura B.2: Resultado gráfico da aplicação da função FCC de ordem elevada
aos dados do sistema (B.7).

(a) r(u2
1)′(y2)′(τ), (b) r(u2

2)′(y2)′(τ), (c) r(u2
3)′(y2)′(τ) e (d) r(u2

4)′(y2)′(τ).
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Figura B.3: Resultado gráfico da aplicação da função ODCCF aos dados do
sistema (B.7).

(a) ρu1y(τ), (b) ρu2y(τ), (c) ρu3y(τ) e (d) ρu4y(τ).

A Figura B.3, por sua vez, revela que a função ODCCF foi capaz

de detectar corretamente todas as associações não -lineares presentes no

sistema. Portanto, tal função mostrou ser mais eficiente em relação às

funções FCC e FCC de ordem elevada. 2

Exemplo B.0.2 6

O segundo sistema a ser analisado é um sistema complexo que envolve

termos do tipo senoidal e exponencial. Tal sistema é representado por:

y(k) =
sen(2u2(k − 3)u3(k − 5) + u1(k − 1)2)

exp(u4(k − 7))
+ e(k), (B.8)

sendo que as variáveis independentes u1(k), u2(k), u3(k) e u4(k) e o rúıdo

e(k) foram gerados conforme descrito no Exemplo B.0.1.

6Zhang et al., 2007.



Apêndice B 169

Para efeito de comparação, utilizaram-se, novamente, as funções FCC

(Figura B.4), FCC de ordem elevada (Figura B.5) e ODCCF (Figura B.6)

a fim de se verificar a eficiência de cada função na detecção de associações

não -lineares presentes no sistema.

Analisando-se a Figura B.4, é posśıvel perceber que somente ru4y(7)

localiza-se fora da região de confiança. Portanto, a função FCC mostrou-

se ineficiente na tentativa de detectar as associações não -lineares presentes

no sistema.

Em relação à Figura B.5, verifica-se que, apesar de a função FCC de

ordem elevada ter sido capaz de detectar todas as associações não -lineares

do sistema, r(u2
4)′(y2)′(7) deveria ser negativa. Além disso, r(u2

1)′(y2)′(1) não

se encontra tão claramente fora da região de confiança.
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Figura B.4: Resultado gráfico da aplicação da função FCC aos dados do sistema
(B.8).

(a) ru1y(τ), (b) ru2y(τ), (c) ru3y(τ) e (d) ru4y(τ).
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Figura B.5: Resultado gráfico da aplicação da função FCC de ordem elevada
aos dados do sistema (B.8).

(a) r(u2
1)′(y2)′(τ), (b) r(u2

2)′(y2)′(τ), (c) r(u2
3)′(y2)′(τ) e (d) r(u2

4)′(y2)′(τ).
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Figura B.6: Resultado gráfico da aplicação da função ODCCF aos dados do
sistema (B.8).

(a) ρu1y(τ), (b) ρu2y(τ), (c) ρu3y(τ) e (d) ρu4y(τ).
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A Figura B.6, por sua vez, revela que a função ODCCF foi capaz

de detectar corretamente todas as associações não -lineares presentes no

sistema. Além disso, ρu1y(1) localiza-se significativamente fora da região

de confiança. Portanto, a função ODCCF mostrou, novamente, ser mais

eficiente em relação às funções FCC e FCC de ordem elevada. 2

Nos Exemplos B.0.1 e B.0.2, foi posśıvel constatar a eficiência da fun-

ção ODCCF em relação às funções FCC e FCC de ordem elevada tanto

no caso de um sistema simples (equação (B.7)) quanto no caso de um sis-

tema complexo (equação (B.8)). Entretanto, é importante observar que os

sistemas considerados nesses exemplos são de resposta finita ao impulso

(FIR). Em virtude disso, um novo teste foi realizado acrescentando-se um

termo de sáıda ao sistema (B.7), tornando-o, assim, auto -regressivo. Os

resultados obtidos a partir da aplicação das funções FCC, FCC de ordem

elevada e ODCCF nesse novo sistema encontram-se no Exemplo B.0.3.

Exemplo B.0.3

Um terceiro sistema foi criado acrescentando -se um termo de sáıda ao

sistema (B.7) a fim de se verificar a eficiência da função ODCCF no caso

de sistemas auto -regressivos. Para isso, as variáveis independentes u1(k),

u2(k), u3(k) e u4(k) e o rúıdo e(k) foram novamente gerados conforme

descrito no Exemplo B.0.1. Tal sistema é representado por:

y(k) = u1(k − 1)2 − 2u3(k − 5)2 + 2u2(k − 3)u4(k − 7)− u2(k)3 −
0,7y(k − 1) + e(k). (B.9)

Assim como nos Exemplos B.0.1 e B.0.2, as funções FCC (Figura B.7),

FCC de ordem elevada (Figura B.8) e ODCCF (Figura B.9) foram utili-

zadas com o intuito de se verificar a eficiência de cada função na detecção

de associações não -lineares presentes no sistema.

A Figura B.7 mostra que a função FCC só foi capaz de detectar asso-

ciações entre o sinal de sáıda e a entrada u2 (Figura B.7b). Além disso,

ru2y(τ) encontra-se erroneamente fora da região de confiança em τ = 1 e

τ = 2. Portanto, a função FCC mostrou-se ineficiente ao tentar detectar

as associações não -lineares presentes no sistema.
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Figura B.7: Resultado gráfico da aplicação da função FCC aos dados do sistema
(B.9).

(a) ru1y(τ), (b) ru2y(τ), (c) ru3y(τ) e (d) ru4y(τ).
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Figura B.8: Resultado gráfico da aplicação da função FCC de ordem elevada
aos dados do sistema (B.9).

(a) r(u2
1)′(y2)′(τ), (b) r(u2

2)′(y2)′(τ), (c) r(u2
3)′(y2)′(τ) e (d) r(u2

4)′(y2)′(τ).
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Na Figura B.8, verifica-se que r(u2
2)′(y2)′(3), r(u2

3)′(y2)′(5) e r(u2
4)′(y2)′(7)

localizam-se ligeiramente fora da região de confiança. Nota-se também

que a função FCC de ordem elevada apresentou as seguintes falhas: (i)

r(u2
1)′(y2)′(1) e r(u2

2)′(y2)′(0) não se encontram fora da região de confiança e

(ii) r(u2
3)′(y2)′(5) deveria ser negativa. Portanto, tanto a FCC quanto a FCC

de ordem elevada mostraram-se ineficientes na detecção das associações

não -lineares presentes no sistema.
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Figura B.9: Resultado gráfico da aplicação da função ODCCF aos dados do
sistema (B.9).

(a) ρu1y(τ), (b) ρu2y(τ), (c) ρu3y(τ) e (d) ρu4y(τ).

A Figura B.9 mostra que ρu1y(1), ρu3y(5), ρu2y(0), ρu2y(3) e ρu4y(7)

localizam-se, de fato, fora da região de confiança, mesmo que ligeiramente

nos dois últimos casos. Apesar de a função ODCCF ter sido capaz de

detectar corretamente todas as associações não -lineares presentes no sis-

tema, verifica-se que ρu1y(τ), ρu2y(τ) e ρu3y(τ) extrapolam os limites da

região de confiança em vários outros valores de τ . Portanto, neste caso,

a função ODCCF também se mostrou ineficiente na tentativa de detectar

as associações não -lineares presentes no sistema. 2
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Os Exemplos B.0.1 e B.0.2 mostraram a eficiência da função ODCCF

na seleção de estrutura de modelos do tipo FIR. Entretanto, no Exemplo

B.0.3, verificou-se que a inclusão de um único termo de sáıda no sistema

(B.7) prejudicou significativamente o desempenho de tal função. É pro-

vável que isso tenha acontecido em virtude de o sistema (B.9) ser auto-

regressivo. Portanto, suspeita-se que a função ODCCF seja indicada so-

mente no caso de modelos do tipo FIR, tais como os sistemas (B.7) e

(B.8). Em Zhu et al. (2007), a função ODCCF foi empregada na valida-

ção estat́ıstica de modelos com o propósito de verificar a aleatoriedade dos

reśıduos. A função ODCCF foi implementada na função odccf, que se

encontra no Apêndice A.5 deste trabalho.
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