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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova abordagem para lidar com o problema
de minimizagdo do risco estrutural (structural risk minimization - SRM)
aplicado ao problema geral de aprendizado de maquinas. A formulacao é
baseada no conceito fundamental de que o aprendizado supervisionado é um
problema de otimizacao bi-objetivo onde dois objetivos conflitantes devem ser
minimizados. Estes objetivos estao relacionados ao erro de treinamento, risco
empirico (Remyp), € & complexidade (capacidade) da maquina de aprendizado
(Q). Neste trabalho uma formulagao geral baseada na norma-@ é utilizada
para calcular a complexidade da méquina e esta pode ser utilizada para
modelar e comparar a maioria das méaquinas de aprendizado encontradas
na literatura. A principal vantagem da medida proposta é que esta é uma
maneira simples de separar as influéncias dos parametros lineares e nao-
lineares na medida de complexidade, levando a um melhor entendimento
do processo de aprendizagem. Uma nova maquina de aprendizado, a rede
perceptron com camadas paralelas (Parallel Layer Perceptron -PLP ), foi
proposta neste trabalho utilizando um treinamento baseado nas defini¢oes
e estruturas de aprendizado propostas nesta tese, o Método do Gradiente
Minimo (Minimum Gradient Method-MGM). A combinacdo da PLP com o
MGM (PLP-MGM) é feita utilizando o estimador de minimos quadrados,
sendo esta a principal contribuicao deste trabalho.



Abstract

This work presents a novel approach to deal with the structural risk mini-
mization (SRM) applied to a general machine learning problem. The for-
mulation is based on the fundamental concept that supervised learning is a
bi-objective optimization problem in which two conflicting objectives should
be minimized. The objectives are related to the training error, empirical risk
(Remp), and the machine complexity (€2). In this work one general Q-norm
like method to compute the machine complexity is presented and it can be
used to model and compare most of the learning machines found in the lit-
erature. The main advantage of the proposed complexity measure is that it
is a simple method to split the linear and non-linear complexity influences,
leading to a better understanding of the learning process. One novel learning
machine, the Parallel Layer Perceptron (PLP) network was proposed here us-
ing a training algorithm based on the definitions and structures of learning,
the Minimum Gradient Method (MGM). The combination of the PLP with
the MGM (PLP-MGM) is held using a reliable least-squares procedure and
it is the main contribution of this work.



Lista de Abreviacoes

AB
ABR
Ccv
ERM
ES
FFT
iid
KFD
LASSO
LM
LSE
LOO
LOOM
MGM
MLP
MOBJ
MSE
OBD
PLP
PO

AdaBoost

Regularized AdaBoost

Cross validation - Validagao cruzada

Empirical Risk Minimization - Minimizacao do risco empirico

Early stop - parada prematura

Fast Fourier Transform - Transformada rapida de Fourier
Independente e identicamente distribuida

Kernel Fisher Discriminant - Discriminante de Fisher usando kernels
Generalized Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
Levenberg-Marquardt

Least Squares Estimate - Estimador de minimos quadrados
Leave-One-Out KFD

Leave-One-Out SVM

Minimum Gradient Method - Método do gradiente minimo
Multi-layer perceptron - Rede perceptron de multiplas camadas
Multiobjetivo

Mean Squared Error - Erro Quadratico Médio

Optimal Brain Damage

Parallel Layer Perceptron - Rede perceptron com camadas Paralelas
Pareto-6tima

PPSVM Posterior Probability SVM

RBF
SRM
SVM
VC

Xval

Radial Basis Function - Funcoes de base radial

Structural Risk Minimization - Minimizagao do risco estrutural
Support Vector Machine - Maquinas de vetores suporte

Vapnik Chervonenkis

k-fold KFD



Lista de Simbolos

C Matriz que multiplicada pelos parametros lineares resulta na saida da maquina
D Matriz que multiplicada pelos parametros lineares
resulta na derivada da saida da méaquina
e(.) Erro para um dado padrao
err(.)  Erro de generalizacao
E[] Esperanca matematica

fQ) Funcao ou hipotese

f1() Funcao que representa a minimizacao do risco empirico
f2() Funcao que representa a minimizacao da capacidade da funcao
F(.) Transformada de Fourier de f(.)

F(z)  Fungdo Distribui¢do de probabilidade

F(y|z) Fungao de Distribui¢do condicional de y dado x
F(y,z) Fungao de Distribuigdo Conjunta de y e x

F(.) Espaco das funcoes ou hipoteses

fatz(v) A dimensao fat-shattering

G(.) Fungdo de crescimento

h Dimensdo Vapinik e Chernonekis (VC dimnesion)

H Pesos da camada escondida de uma MLP

H(.)  Esperanca da entropia aleatoria

H1(.) Entropia aleatoria

(.) Entropia recozida
Indice
Funcao indicadora
Indice e namero imaginario na definicdo da transformada de Fourier
Jacobiano
Ntmero de erros no conjunto de treinamento

J

J

k

k(.) Nucleo (Kernel)
l

L

L

. .
=T =TT
3

Parametros lineares
(.) Medida de perda ou discrepancia

(.) Lagrangeano
m(.) Menor margem do conjunto
M(.)  Margem em rela¢do ao conjunto de treinamento
n Dimensao do espaco de entradas, z € R"
N(.) Diversidade de uma classe de func¢oes

Q) Medida de complexidade (capacidade)
R Esfera que contem os vetores © € X

i



> > e NQSN;X:&

—~
~—

TR S E 2230

MDY
U —

S g o

Funcional de risco

Funcional de risco empirico

Conjunto de treinamento

Parametros lineares (Matriz para a PLP e vetor para os polinomios)
Probabilidade de um evento

Componente da matriz de pesos P

Matriz que define a medida de complexidade, Q = AT A
Contador referente as amostras do conjunto de treinamento
Nimero de amostras no conjunto de treinamento

Pesos da camada de saida de uma MLP

Parametros nao-lineares (Matriz para a PLP)

Componente da matriz de pesos V'

Parametros da méaquina de aprendizado, w € A

Varidveis de entrada ou controle

Espaco onde o vetor x esta definido, x € X

Resposta obtida do supervisor, saida desejada

Variavel aleatoria, z = (x,y), 2 € Z

Multiplicador de Lagrange, termo de ponderagao
Constante positiva ->Probabilidade de um evento ocorrer
Margem de separacao para funcoes lineares no espaco das variaveis
Constante positiva

Passo nos métodos baseados no gradiente

Margem de separac¢ao no espaco das fungoes

Funcao de ativacao

Termo de regularizacao

Espaco de hipoteses

Freqiiéncia

Func¢ao nao linear utilizada para a construcao de maquinas de aprendizagem

Constante nao infinita

Medida de perda ou discrepancia no espaco R**!
Ordem dos aproximadores polinomiais

Funcao degrau

Varidvel de folga de uma margem (soft margin)
Limite superior do risco esperado

Gradiente de f

Ordem de grandeza assintotica

Tal que (such that)

iii



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

3.1
3.2

Figura mostrando possiveis solugoes para o problema de re-
gressao tendo os pontos como o conjunto conhecido. Nota-se
que o modelo em linha continua apresenta alguns erros na
aproximacao mas em contrapartida ¢ um modelo mais sim-
ples. O modelo em linha tracejada representa um modelo com
mais complexidade e que ajusta-se aos dados precisamente. . .
Nesta figura observa-se duas situacoes distintas onde os cir-
culos representam a hiper-esfera de raio R que contém as
amostras € X. Na primeira situacao é apresentado hiper-
planos com margem A, e pode-se observar que estes podem
classificar até trés amostras distintas. Na segunda é mostrado
um hiperplano com margem Ay, sendo que este s6 pode dis-
tinguir duas amostras distintas. Desta forma ¢ claro que a
dimensao VC é dependente da margem de separacao. . . . . .
Exemplo ilustrando o conceito de Otimalidade de Pareto. No
eixo x, estd representada a complexidade ) e em y o risco em-
pirico Repp. Pode-se notar que Q(wy) < Q(ws) € Repp(wy) >
Remp(w2), logo a maquina de aprendizagem representada por
wi nao domina wsy, wy; A wy. Também é claro que wy £ wy,
wy; A w3, wy A wi, we A w3 € wz A ws, i.e., nao ha relacao
de dominancia entre w;, wy e ws. A maquina wz domina
ws, w3 < wWs, € wy < wy, logo nao é interessante utilizar as
maquinas w, e ws, pois estas sao piores nos dois atributos. A
fronteira PO neste exemplo é PO = {wy, ws, w3}, estas sao as
maquinas de interesse deste trabalho. . . . . . . . ... .. ..

Topologia da multi-layer perceptron (MLP) . . ... ... ..
Topologia de uma RNA com fungoes de base radial . . . . . .

v

10



3.3 Mapeamento nao linear realizado pela SVM de tal forma que
em um espaco caracteristico, a separacao das classes possa ser
realizada de forma linear, sendo que o hiperplano de separacao

6timo é definido como o que maximiza a margem entre as classes. 41

3.4 Para este problema de classificagao binario o hiperplano de
separacao O0timo é ortogonal & linha mais curta que conecta
as cascas convexas das duas classes, sendo que este intercepta
esta em sua metade (distancia igual entre as duas classes).
Para situacoes onde as classes sao separdveis existe um vetor
de pesos e uma polarizacao tal que yd;((wz;) +b) > 0(t =
1,..,T). Escalonando w e b de tal forma que os pontos mais
proximos do hiperplano satisfacam |(wx;) + b| = 1, obtém-se
a formula canodnica do hiperplano. Para este caso, a margem
perpendicular ao hiperplano é igual a 2/[|w]||. . . . . . . . . ..

3.5 Topologia de uma maquina SVM. . . . . ... .. ... ....

4.1 Funcao convexa unidimensional aproximada por cinco segmen-
tosdereta. . ... o

5.1 Problema de aproximacao de uma reta contaminada por um
ruido Gaussiano. Pode-se observar que a funcao aproximada
com a regularizacao é mais proxima da original, e aparente-
mente mais “suave”. . . . ... L. .o

5.2 Erro de treinamento para fp;. Este ¢ em geral monotonico
decrescente, caso nao ocorram problemas numéricos. . . . . .

5.3 Erro de validacdo para o problema fpi. E interessante notar
que o erro de validacao tem um minimo bem definido, como
mostrado na figura. Esta situacao é geral pois esta ¢ uma
fungao quadratica nos parametros (salvo casos onde ocorram
problemas numéricos). . . . .. ...

5.4 TFronteira Pareto-Otima (PO) para o problema definido na
Equagao 5.11. . . . .. . oL

5.5 Energia da saida do filtro passa-altas equivalente a minimiza-
cao do gradiente sendo esta uma fun¢ao monotonica crescente,
como esperado teoricamente. . . . . .. .. ...



5.6 Problema de aproximacao de um polinémio de terceiro grau
contaminado por um ruido Gaussiano. Pode-se observar que
a funcao aproximada com a regularizacao é mais proxima da
original, e aparentemente mais “suave”. . . . . ... ... ...
5.7 Erro de treinamento para fps. Este é em geral monotonico
decrescente, caso nao ocorram problemas numéricos. . . . . .
5.8 Erro de validacao para o problema fps. E interessante notar
que o erro de validacdo tem um minimo bem definido, como
mostrado na figura. Esta situacao é geral pois esta é uma
fungao quadratica nos parametros (salvo os casos onde ocor-
ram problemas numéricos). . . . ... ...
5.9 Fronteira Pareto-Otima (PO) para o problema definido na
Equacao 5.12. . . . . ..o
5.10 Energia da saida do filtro passa-altas equivalente a minimiza-
cao do gradiente. Pode-se observar que trata-se de uma funcao
monotonica crescente, como esperado teoricamente. . . . . . .

6.1 Arquitetura de rede perceptron com camadas em paralelo.
6.2 Parametros lineares . . . . . . ... ... ...
6.3 Parametros nao lineares . . . .. ... ... ... .......
6.4 Produto entre os parametros lineares e nao lineares . . . . . .
6.5 Funcao aproximada . . . . . . ... ... Lo Lo
6.6 Problema de aprendizado da funcao f; contaminada por um
ruido Gaussiano. . . . . . . . .. ...
6.7 Zoom da funcao (lado esquerdo), mostrando que a solugao
regularizada “oscila menos” que a nao regularizada. . . . . ..
6.8 Zoom da funcdo (lado direito), mostrando que a solucao regu-
larizada “oscila menos” que a nao regularizada. . . . . . . . ..
6.9 Problema de classificagao definido na Equagao 6.41. A curva
continua representa a resposta encontrada sem a utilizacao da
regularizagao, e a curva tracejada a resposta regularizada. . . .

7.1 O problema do alto falante. . . . .. ... .. ... ... ...

8.1 Nesta Figura sao mostrados dois conjuntos de redes, PO, e
PO, onde as redes em PO, dominam as de PO;. Desta forma
é interessante obter o conjunto PO, durante o treinamento,
sendo este o trabalho futuro mais direto derivado desta tese.

vi

. 107



Al
A2

A3
A4

Interpretacao grafica do método ponderado. . . . . . . . . .. 110
Interpretacao grafica para o método ponderado quando a fron-

teira tem regioes NAO CONVEXAS. . . .« « « « o v v v v v o w0 . 110
Interpretacao grafica do método e-restrito. . . . . . . .. ... 111
Interpretacao grafica do método da relaxacao. . . . . . . . .. 112

vii



Lista de Tabelas

6.1

6.2

7.1
7.2
7.3
74
7.5
7.6

7.7

7.8

Resultados para a fungao f1 utilizando a média de 100 simu-

lagoes. . . . . 92
Resultados para o problema de classificacao considerando a

média de 100 simulagoes. . . . . . . . ... 92
Parametros do alto falante. . . . . . . .. ... ... ... ... 97
Resultados para o alto falante. . . . . . . ... ... ... ... 98
Ida repository I (Erros médios). . . . . . ... ... ... ... 99
Ida repository II (Erros médios). . . . . . . . .. ... .. ... 100
Ida repository IIT (Erros médios). . . . . .. .. ... .. ... 101
Classificacao média considerando os problemas do IDA repos-

170 ) 102
Comparacao da PLP-MG, SVM-S e SVM-T para o problema

de diagnostico de doenga cardiaca. . . . . . . .. ... .. 103
Comparacao da PLP-MG com diversos algoritmos para o pro-

blema de andalise de crédito. . . . . . . .. ... ... ... .. 104

viii



Sumario

I Consideracoes preliminares 1
1 Introducao 2
1.1 Publicagoes . . . . . . . . 5
2 Teoria do aprendizado de maquinas 9
2.1 O problema de aprendizado de maquinas . . . . . . ... ... 11
2.2 A minimizacao dorisco . . . . . . .. ... 11
2.3 Minimizacao do risco empirico . . . . . ... L 14
2.4  Teoria da consisténcia do processo de aprendizado . . . . . . . 15
2.4.1 A dimensdo VC (Vapnik and Chervonenkis dimension) 19
2.4.2 Exemplos da dimensao VC . . . . . .. ... ... ... 20
2.5 Limites na taxa de convergéncia do processo de aprendizado . 22
2.5.1 Limites de generalizacao baseados na margem . . . . . 24
2.5.2 Limites com margens suaves (Soft margin) . . . . . .. 25

2.6 Minimizacao do risco estrutural (SRM - Structural Risk Mi-
nimization) . . . . ... Lo 26
2.7 Problemas mal colocados (Teoria de regularizacao) . . . . .. 29
2.8 DISCUSSA0 . . . . ..o e e e 31

3 Maquinas de aprendizagem que aplicam o principio da min-

imizacgao do risco estrutural (SRM) 33

3.1 Perceptron de miltiplas camadas (MLP - Multi-layer percep-
ErOn) . ... L 33
3.1.1 Topologia . . . ... ... Lo 34

3.1.2  Algoritmos de treinamento para a minimizagao do risco
empirico . . . . ... 35

3.1.3 Algoritmos de treinamento para a minimizac¢ao do risco
estrutural . . . .. ..o oo 36

1X



3.2 Fungoes de base radial (RBF - Radial basis function) . . . . . 38
3.3 Maquinas de vetores suporte (SVM - Support vector machine) 40
3.3.1 Espaco caracteristico e nticleos (Kernels) . . . . . . .. 44
3.4 Discussao . . ... ... e 45
II Contribuicoes 48
4 A medida de complexidade baseada na norma-(), o método
do gradiente minimo e suas implicagoes 49
4.1 A medida de complexidade norma-@QQ . . .. ... .. ... .. 49
4.2 O método do Gradiente Minimo . . . . . . ... ... ..... 51
4.3 Maximizacao da margem de conjunto de exemplos . . . . . . . 51
4.4 O hiperplano de separagao 6timo revisitado. . . . . . . . . .. 52
4.5 Anaélise para fungbes monoténicas . . . . . . . ... ... L. 53
4.6 O problema de minimizacao das componentes de alta freqiién-
ciarevisitado . . . . ... L 55
4.7 Minimizagao da norma dos pesos re-visitada . . . . . . . . .. o6
4.8 SVMs nao lineares . . . . .. ... ... .. ... . ..., 58
4.9 Discussao . . . .. ... 58
5 Aproximadores polinomiais de gradiente minimo 60
5.1 Formulacao para aproximadores polinomiais de gradiente min-
MO . . . . 60
5.2  Experimentos utilizando o aproximador polinomial de gradi-
ente minimo . . . . . . . .. L o 63
5.3 Discussao . . . . . ... e e 69
6 Rede perceptron com camadas paralelas (PLP-parallel layer
perceptron) 75
6.1 Topologia . . . . .. ... ... ... 75
6.2 Teorema da aproximacao universal . . . ... ... .. .. .. 7
6.3 Algoritmos para a minimizacao do risco empirico . . . . . .. 78
6.3.1 Gradiente . . ... . ... ... 80
6.3.2 Hibrido - Gradiente e minimos quadrados . . . . . . . . 82

6.4

6.3.3 Hibrido - Levenberg-Maquardt e minimos quadrados . 83
Minimizacao do risco estrutural da rede
PLP utilizando a idéia do gradiente minimo . . . . . . . . .. 84



6.5 Exemplos numéricos . . . .. ... .. ..o
6.5.1 Problema de regressao . . . . .. ... ...
6.5.2 Problema de classificacdo . . . . . . . .. ... ... ..

6.6 Discussao . . . . ... L o

Resultados experimentais

7.1 Altofalante . . . ... .. ... ... ... ...
7.2 Problemas do IDA benchmark repository . . . . . .. .. ...
7.3 Diagnostico de doenga cardiaca . . . . . ... ...
7.4 Aplicacao a analise de crédito . . . . . . ... .. ...
7.5 DISCUSSa0 . . . . .. e e e

Consideracoes finais

Problemas multiobjetivo

A.1 As condicoes de optimalidade de Kuhn-Tucker . . . . . .. ..

A.2 Meétodos para a resolucao de problemas multiobjetivo . . . . .
A.2.1 Método da soma ponderada . . . ... ... ... ...
A.2.2 Método e-restrito . . . .. ..o
A.2.3 Programacgdo por metas . . . . . .. .. ... .. ...
A.2.4 Meétodo das relaxacoes . . . . ... ... ... ... ..

xi

96
96
98
101
101
102

105



Parte 1

Consideracoes preliminares



Capitulo 1

Introducao

Um dos grandes desejos do homem, que aparece junto com a evolucao das
maquinas, é a concepcao de uma maquina que possa operar em ambientes
desconhecidos por ela, utilizando o seu proprio aprendizado, independente do
controle humano. Uma méquina que possa ser chamada de auténoma ou cog-
nitiva. A capacidade de lidar com eventos para os quais nao foi previamente
treinada determinaria o sucesso, ou insucesso desta.

Dentro deste contexto busca-se encontrar modelos que sejam capazes de
resolver tarefas complexas, e que sejam eficientes computacionalmente. Entre
as possiveis técnicas destacam-se as redes perceptron de miltiplas camadas
(MLPs), as Redes de Fungoes de Base Radial (RBFs) e as Maquinas de
Vetores Suporte (SVMs). Para uma referéncia introdutéria sobre o assunto
consulte [Hay99.

Ao tentar utilizar técnicas de aprendizado de maquina em problemas reais
algumas caracteristicas sao desejaveis:

e bons resultados para o problema dado;

e tempo computacional da maquina de aprendizado (quanto mais rapido
melhor);

e ¢ que esta seja pouco dependente do projetista, i.e., seja pouco depen-
dente da interferéncia humana na definicao dos parametros de treina-
mento.

Estas caracteristicas desejaveis motivaram o desenvolvimento desta tese de
doutorado. Para se abordar estes trés pontos é necessario estudar tanto



questoes tedricas como praticas. As teodricas sao: o que é um bom resultado
para um dado problema? Quais sao os fatores que levam a uma maquina
de aprendizado a alcancar tal resultado? Depois nasce a questao pratica
de como utilizar estas idéias de forma eficiente computacionalmente. Todos
estes aspectos sao considerados neste trabalho.

O principio que norteou a area de aprendizado de méquinas supervisio-
nado durante muitos anos foi o principio indutivo da minimizacao do risco
empirico (Empirical Risk Minimization - ERM). Este é baseado no conceito
simples de que a minimizacao do erro de treinamento, o risco empirico, é
uma boa estratégia para se gerar maquinas com bom aprendizado. Entre-
tanto, foi teoricamente provado que a minimizacao do risco empirico nao era
suficiente para garantir a convergéncia da maquina de aprendizagem|Vap98|.
Para garantir a consisténcia do aprendizado surge entao o principio indutivo
da minimiza¢do do risco estrutural (Structural Risk Minimization - SRM).
Este principio diz que além de se minimizar o risco empirico é necessario
também limitar a capacidade (complexidade) da méaquina de aprendizagem.

Este trabalho apresenta uma nova abordagem para lidar com o problema
de minimizagdo do risco estrutural (structural risk minimization - SRM)
aplicado ao problema geral de aprendizado de maquinas. A formulagao é
baseada no conceito fundamental de que o aprendizado supervisionado é um
problema de otimizacao bi-objetivo onde dois objetivos conflitantes devem ser
minimizados. Estes estao relacionados ao erro de treinamento, risco empirico
(Remp), € a complexidade (capacidade) da maquina de aprendizado (€2).

Neste trabalho uma formulacao geral baseada na norma-@) é utilizada
para calcular a complexidade da maquina de aprendizagem e esta pode ser
utilizada para modelar e comparar a maioria das méaquinas de aprendizado
encontradas na literatura. A principal vantagem da medida de complexi-
dade proposta é que esta é uma maneira simples de separar as influéncias
dos parametros lineares e nao-lineares na medida de complexidade, levando
a um melhor entendimento do processo de aprendizagem. Matematicamente
isto significa que, dados os parametros lineares [ e os nao-lineares V', a com-
plexidade pode ser escrita como Q = (A(V))TA(V)l = ITQ(V)I. Observe
que a complexidade é a norma do vetor A(V)I, e, como o produto entre
A(V) e [ é utilizado, esta pode ser naturalmente implementada em paralelo.
Para tal a rede perceptron com camadas paralelas (Parallel Layer Perceptron
-PLP) com uma camada linear em paralelo com uma camada nao-linear é
uma solucdo natural. A PLP também é uma contribuicao deste trabalho.

Muitas definicoes da matriz @, dado 27 Qx > 0, Yz # 0, podem ser uti-



lizadas nesta construcao. Nesta tese a minimizacao da norma do gradiente da
saida da rede ¢é utilizada, gerando o Método do Gradiente Minimo (Minimum
Gradient Method-MGM). A combinagao da PLP com o MGM (PLP-MGM) é
feita utilizando o estimador de minimos quadrados, sendo esta a contribuicao
pratica deste trabalho.

O texto estd dividido em duas partes, sendo a primeira consideracoes
gerais sobre o problema de aprendizado de maquinas (capitulos 2 e 3), e a
segunda as contribuigoes deste trabalho. No capitulo 2 é definido o problema
de aprendizado de méaquina que sera tratado, o aprendizado supervisionado.
As idéias apresentadas neste seguirao a linha do aprendizado estatistico. No
capitulo 3 serao mostradas de forma sucinta algumas méaquinas de apren-
dizado que aplicam o principio indutivo da minimizacao do risco estrutural
(SRM). Serao tratadas as MLPs e suas diversas técnicas, muitas heuristicas,
para a minimizacao do risco estrutural, assim como as RBFs e as SVMs. Seréd
dada énfase nas propriedades de cada método envolvido, e nao em detalhes
praticos. Estas propriedades serao de suma relevancia para o entendimento
da técnica proposta.

No capitulo 4 é apresentada a norma-() como uma medida de complexi-
dade e as suas implicagoes. Uma medida que emprega a idéia citada acima é
gerada utilizando a minimizacao do gradiente da saida da rede. A derivagao
desta segue a linha dos resultados apresentados no capitulo 2. O método
do gradiente minimo proposto neste capitulo escreve um problema multi-
objetivo, na realidade bi-objetivo, onde se deseja minimizar dois objetivos
conflitantes, o erro empirico e a norma do gradiente em um dominio de in-
teresse. O método proposto é comparado do ponto de vista teérico com os
métodos descritos no capitulo 3, sendo que existem diversas equivaléncias
entre todos os métodos como mostrado no Capitulo 4.

Utilizando as idéias descritas no capitulo 4, é derivado o aproximador poli-
nomial de gradiente minimo. A idéia de se aplicar a formulagao apresentada
no capitulo 4 em polinémios, antes de analisar a aplicabilidade em redes
neurais, se deve a simplicidade dos mesmos, simplificando as anélises. De
fato, para aproximadores polinomiais, a formulacao teérica desenvolvida no
capitulo 4 se transforma em um problema pratico onde as funcoes envolvidas
sao convexas. Fm alguns experimentos realizados durante este trabalho ficou
demonstrado que se trata de uma ferramenta aplicavel inclusive em proble-
mas onde as amostras estao contaminadas por ruidos. Entretanto, também
é importante ressaltar que os polinémios sofrem do famoso “mal da dimen-
sionalidade” sendo pouco aplicaveis em problemas de alta dimensdo (muitas
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variaveis de entrada).

Visando resolver os problemas apresentados para os polindmios, no capi-
tulo 6 é proposta a rede perceptron com camadas paralelas (PLP- Parallel
Layer Perceptron). Um dos casos particulares da PLP utiliza duas camadas
em paralelo, sendo que uma utiliza um aproximador polinomial, de fato um
aproximador linear para evitar o mal da dimensionalidade. Para este caso
particular é derivada a rede PLP de gradiente minimo, onde o ajuste do
gradiente é realizado somente na camada polinomial para aproveitar a con-
vexidade dos funcionais envolvidos. A rede PLP com gradiente minimo é
a principal contribuicdo pratica deste trabalho. Ainda no capitulo 6 alguns
exemplos utilizando dados sintéticos sao mostrados e a técnica proposta se
mostrou superior as demais testadas.

Finalmente no capitulo 7 a técnica proposta é testada em problemas reais,
entre eles problemas benchmark na area de aprendizado de maquinas e um
problema eletromagnético. Algumas consideracoes finais sao apresentadas no
capitulo 8, entre estas uma visao geral do trabalho e algumas perspectivas
futuras.

1.1 Publicacoes

Neste momento alguns trabalhos derivados deste texto ja foram publicados,
sendo quatro publicagoes em revistas e sete em congressos. No presente
momento 3 artigos estao submetidos revistas e um para congresso. A lista
dos trabalhos é apresentada a seguir:

1. W. M. CAMINHAS, D. A. G. VIEIRA and J. A. VASCONCELOS -
“Parallel Layer Perceptron” - Neurocomputing (Elsevier), no. 55, pp.
771-778, October 2003.

2. D. A. G. VIEIRA, R. H. C. TAKAHASHI, V. PALADE, J. A. VAS-
CONCELOS and W. M. CAMINHAS - “The Q-norm complexity mea-
sure and the Minimum Gradient Method: a novel approach to the
machine learning structural risk minimization problem” - submitted to
IEEE Transactions on Neural Networks on September-2005.

3. D. A. G. VIEIRA, J. A. VASCONCELOS and W. M. CAMINHAS -
“Controlling the Parallel Layer Perceptron complexity using a multi-
objective learning algorithm” - Neural Computing and Applications,
accepted to publication (available on-line).
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10.

D. G. VIEIRA, D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS, J. A. VAS-
CONCELOS - “A Hybrid Approach Combining Genetic Algorithm and
Sensitivity Information Extracted from Parallel Layer Network” - TEEE
Transactions on Magnetics, v. 41, n. 5, p. 1740-1743, 2005.

D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS and J. A. VASCONCELOS -
“Extracting Sensitivity Information of Electromagnetic Device Models
from a Modified ANFIS Topology” - IEEE Transactions on Magnetics,
vol. 40, no. 2, pp. 1188-1191, March 2004.

D. A. G. VIEIRA, J. A. VASCONCELOS and W. M. CAMINHAS -
“Improving Neural Networks Sensitivity Extraction of Electromagnetic
Devices Using the Parallel Layer Perceptron Trained with the Minimum
Gradient Method” - 12th CEFC - IEEE Conference on Electromagnetic
Field Computation - Abril/2006, Miami, USA.

D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS and J. A. VASCONCELOS -
“Multiobjective Methodology to Compare Neural Networks Applied in
Electromagnetics” - 11th CEFC - IEEE Conference on Electromagnetic
Field Computation (Digital proceedings) - June/2004 Seoul, Korea.

D. G. VIEIRA, D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS and J. A. VAS-
CONCELOS - “A Hybrid Approach Combining Genetic Algorithm and
Sensitivity Information Extracted from a Parallel Layer Perceptron” -
11th CEFC - TEEE Conference on Electromagnetic Field Computation
(Digital proceedings) - June/2004 Seoul, Korea.

D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS, J. A. RAMIREZ and J. A.
VASCONCELOS - “Extracting Sensitivity Information of Electromag-
netic Device Models from a Modified ANFIS Topology” - 14th COM-
PUMAG - IEEE Conference on the Computation of Electromagnetic
Fields (Digital proceedings) - P 95279 - July/2003 -Saratoga Springs,
New York, USA.

T. MEDEIROS, D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS, J. A. VAS-
CONCELOS, A. P. BRAGA, R. R. SALDANHA and R. T. ALBU-
QUERQUE -“Neural networks trained with multiobjective learning al-
gorithm applied to optimization problems” - 24th CILAMCE -Iberian
Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
(Digital proceedings) - CIL 625-39 - October /2003 - Ouro Preto, Brazil.
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11. D. A. G. VIEIRA, J. A. VASCONCELOS and W. M. CAMINHAS -
“Multiobjective Methodology to Compare Neural Networks Applied to
Eletromagnetics” - Submitted to Neural Computing and Applications
on September-2005.

12. D. A. G. Vieira, J. A. Vasconcelos, W. M. Caminhas and Vasile Palade
- “The Minimum Gradient Complexity Control Applied to Sensitivity
Extraction of Electromagnetic Devices” - 16th COMPUMAG - IEEE
Conference on the Computation of Electromagnetic Fields - Germany.

13. L. Travassos, D. A. G. VIEIRA, N. Ida, C. Vollaire and A. Nicolas -
“Characterizing inclusions in a non-homogenous GPR problem by Neu-
ral Networks” - 16th COMPUMAG - IEEE Conference on the Compu-
tation of Electromagnetic Fields - Germany.

14. L. Travassos, D. A. G. VIEIRA, N. Ida, C. Vollaire and A. Nicolas -
“Concrete Inclusion Assessment using Principal Component Analysis
and Neural Networks ” - submetido para IEEE Geoscience and Remote
Sensing Letters.

15. A. James, D. A. G. VIEIRA, D. Ara, and G-Z Yang - “Surgical work-
flow segmentation using foveal window information” - submetido para
Miccai.

Em [CVVO03|, item 1, é proposto a topologia da rede perceptron com
camadas paralelas, alguns de seus algoritmos de treinamento que visam a
minimizagdo do risco empirico (note que neste trabalho sera enfatizado a
minimizagao do risco estrutural) e o teorema da aproximagao universal. O
método proposto superou métodos padroes tanto em erro alcancado como
em custo computacional, sendo este o artigo seminal desta tese.

Em [VCV04]|, item 5, o método proposto em [CVV03] é aplicado a ex-
tragao de sensibilidade de um dispositivo eletromagnético, mais precisamente
um alto-falante. Os resultados apresentados neste artigo mostraram a eficién-
cia da topologia proposta para a resolucao deste tipo de problema.

Em [VVCVO05], item 4, a extragao de sensibilidade apresentada em [VCV04|
¢ utilizada como operador adicional em um algoritmo de otimizagao, melho-
rando significativamente o desempenho do mesmo. Em [VVCO04], item 11,
¢ mostrado um comparativo entre diversas redes para problemas eletromag-
néticos, sendo que a rede proposta foi superior as demais na maioria dos



casos. Uma discussao sobre o uso de técnicas de otimizacao multiobjetivo
para o treinamento de redes é apresentada em [VCVO06|, item 3. Entretanto,
o leitor ird notar que este texto terd como énfase os novos resultados obtidos,
especialmente a técnica de treinamento de minimo gradiente como apresen-
tado em [VTP105], item 2.

Em cooperagao com Ecole Centrale de Lyon (Franga) e The University of
Akron (USA) a rede PLP desenvolvida nesta tese foi utilizada na deteccdo
de falhas em estruturas de concreto, sendo que dois artigos em congressos
foram aceitos e um esté submetido para revista.

Em cooperacao com Imperial College of London (Reino Unido) as idéias
propostas nesta tese foram utilizadas na segmentacao de um procedimento
cirurgico que ¢ o bloco fundamental para se criar uma méquina capaz de
prever erros neste tipo de procedimento.

Em conjunto com a Universidade de Oxford (Reino Unido) a rede PLP
estd sendo aplicada na definicao da estrutura de proteinas. Parte da teoria
aprensentada nesta tese foi desenvolvida em meu periodo de doutoramento
sanduiche em Oxford.

Os outros artigos apresentam aplicacoes das técnicas propostas neste tra-
balho em diversos problemas.

Durante o desenvolvimento desta tese, entre Outubro de 2003 e Dezem-
bro 2006, também foram publicados pelo autor desta tese artigos na area de
otimizacao deterministica e estocéastica. Destes cinco artigos foram publica-
dos em revistas e doze em congressos.



Capitulo 2

Teoria do aprendizado de
maquinas

Neste capitulo serao discutidos alguns pontos importantes para a fundamen-
tacao deste trabalho. Para referéncias gerais sobre o assunto de aprendizado
de maquina consulte, por exemplo, [Vap98] [CST00| [Vap0l] [HTF01]. O
objetivo deste capitulo é prover uma visao do problema e das condicoes cons-
trutivas para se realizar o aprendizado de forma eficiente. Desta forma os
detalhes técnicos, em geral, nao serao tratados, sendo que os principais re-
sultados apresentados servirao como base para a discussao sobre algoritmos
de aprendizado de maquina. A maior parte do material apresentado neste
capitulo se baseia em [Vap98| e [Vap01].

De fato, em um problema de aprendizado, o objetivo primal é encontrar
a funcao desejada em um vasto conjunto de funcoes, sendo que esta busca é
realizada tendo como base um ntimero limitado de exemplos.

Na Figura 2.1 é mostrado um grafico com uma base de dados (conjunto
de treinamento) e duas possiveis aproximagoes que podem ser geradas a
partir destes. E importante lembrar que as amostras que compdem a base de
dados podem estar contaminadas com alguma forma de ruido, sendo este o
caso pratico mais geral. O modelo em linha continua representa um modelo
simples, linear, que apresenta algum erro em relacao aos dados conhecidos.
Em contrapartida, o modelo representado pela linha tracejada aproxima, sem
erro, os dados conhecidos, mas utiliza uma funcao muito mais complexa para
tal. Uma pergunta fica no ar, qual das solugbes é a mais adequada para
representar o problema em questao?

Esta pergunta tem sido tema central nas pesquisas relacionadas ao apren-



|

Figura 2.1: Figura mostrando possiveis solucoes para o problema de regressao
tendo os pontos como o conjunto conhecido. Nota-se que o modelo em linha
continua apresenta alguns erros na aproximacao mas em contrapartida é um
modelo mais simples. O modelo em linha tracejada representa um modelo
com mais complexidade e que ajusta-se aos dados precisamente.

dizado de méaquinas nos ultimos anos. Uma das abordagens utilizadas para
entender este problema, baseado na estatistica classica, ¢ o estudo do dilema
da polarizagao e da variancia [GBD92|. Caso sempre fossem utilizados mo-
delos lineares para representar uma distribuicao de dados, uma polarizacao
seria inserida no modelo. Caso fosse optado por interpolar os dados, i.e.,
gerar modelos com zero de residuo, modelos com muita flutuacao poderiam
ser gerados, os quais poderiam nao representar a resposta desejada. Nesta
situacao o modelo sofreria de grande variancia.

Na comunidade de redes neurais, os modelos complexos demais para os
dados sao chamados de super-ajustados (overfitted), e os modelos que sido
simples demais para modelar o fenémeno estudado sao chamados de sub-
ajustados (underfitted). Na proxima segao sera apresentado um modelo es-
tatistico para o problema de aprendizado de maquinas.
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2.1 O problema de aprendizado de maquinas

Pode-se pensar no problema de aprendizado de maquinas supervisonado uti-
lizando trés componentes basicas [Vap01]:

e Um gerador de vetores aleatorios x, amostrados independentemente de
uma distribui¢ao de probabilidade (acumulada) fixa, mas desconhecida,
F(z)

e um supervisor que retorna um vetor de saida yd para uma dada entrada
x, de acordo com a funcao de distribuicao condicional F'(yd|x) (este é o
caso geral que inclui o caso yd = f(x)), também fixa mas desconhecida
(a existéncia do supervisor define o aprendizado como supervisionado);

e ¢ uma maquina capaz de realizar um conjunto de fungoes {f(x,w),
w € A}. O espago A é o espaco onde as fungoes realizaveis pela maquina
de aprendizagem se encontram, o espago de hipoteses. Este pode ser
em alguns casos composto por fungoes ou por parametros destas. Por
exemplo w pode ser os coeficientes de um polinémio.

Pode-se definir o problema de aprendizado de maquinas como o pro-
blema de escolher em um dado conjunto de fungbes, {f(z,w),w € A} a
funcao que consegue acertar de forma mais precisa, seguindo um critério
pré-estabelecido, a resposta do supervisor.

2.2 A minimizacao do risco

Para realizar a escolha da melhor aproximacao para a resposta do supervisor
¢ necessario adotar uma medida de perda ou discrepancia, L(yd, f(z,w)),
entre a resposta yd do supervisor para uma dada entrada x e a resposta
f(z,w) gerada pela maquina de aprendizagem. O valor esperado da perda
pode ser dado pelo funcional de risco (ou erro)? [Vap01]*:

R(w) = / L{yd, f(z, w))dF (z, yd), (2.1)

dF (z)
dr °

LA fungao de densidade de probabilidade p(z) é a derivada de F(x), i.e.,

2R(w) é o valor esperado do erro de teste.

30 risco R(w) = [ L(yd, f(x,w))dF (x,yd) pode ser escrito de forma equivalente uti-
lizando a densidade de probabilidade p(z,yd), R(w) = [ L(yd, f(z,w))p(z, yd)dz dyd
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onde L(yd, f(xz,w)) ¢ a fungdo de perda ou discrepancia.

Desta forma o objetivo do problema de aprendizagem de maquina pode
ser descrito como encontrar a fungdo f(z,wg) que minimiza o funcional de
risco apresentado na Equagao 2.1 sobre a classe de fungoes {f(z,w), w €
A}. E importante ter em mente que a distribuicio F(z,yd) é desconhecida
e que a unica informacgao disponivel sobre o problema sao as amostras do
conjunto de treinamento. Desta forma nao é possivel minimizar a integral,
definida na Equacao 2.1, diretamente. O conjunto de treinamento é formado
por T" amostras aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid).
Independéncia significa que cada observagao traz o méaximo de informacao
e a condicao de identicamente distribuidas diz que estas sao referentes a
um mesmo fendémeno, observadas de acordo com F(x,yd) = F(x)F (yd|z) *,
onde:

St = {(x17yd1)7"'7('rT7ydT)}7 (2'2)

é o conjunto de treinamento.

Os problemas de regressao e classificacao sao particularidades do pro-
blema mais geral descrito na Equagao 2.1.

Pode-se entao definir o problema de regressao como: Considere a resposta
do supervisor yd como um valor real e considere {f(z,w), w € A}, como
um conjunto de funcoes reais que contém a funcao de regressao desejada

f(x,wp)?, logo®:
fa.un) = [ v dF(ydla). (2.3

Caso f(z,w) € Ly", a funcdo de regressio pode ser a que minimiza o
funcional descrito na Equagao 2.1 com a seguinte funcao de perda:

4

e F(z) é a Funcdo Distribuicdo de probabilidade
e F(yd|z) é a Funcdo de Distribuicdo condicional de yd dado z
e F(y,z) é a Fungdo de Distribuigdo Conjunta de yd e x

5f(x,wp) € a fungdo que minimiza o risco esperado, R(w), i.e., R(wq) é minimo.

6A fungdo f(z,wo) = [yd dF(yd|z) equivale & f(z,wo) = [ydp(yd|z) dyd, que é a
esperanca conditional de yd dado z, E[yd|x].

"Uma funcdo é pertencente ao Lo se [ || f(r)||>dr < +oo0.
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Desta forma o problema de regressao pode ser entendido como o problema
de minimizar o funcional de risco, Equacao 2.1, com a funcao de perda apre-
sentada na Equacao 2.4, na situacao na qual a medida de probabilidade
F(z,yd) & desconhecida e amostras, Equacao 2.2, sao dadas. Definindo a
funcao desejada, a funcao que representa a resposta do supervisor, como
fo(x), se esta nao pertence ao conjunto de fungoes {f(z,w), w € A}, mi-
nimizar o funcional de risco equivale a encontrar a funcao mais proxima no
espaco Lo. De fato pode-se para este caso escrever o risco:

R(w) = / (yd — f(,w))*dF (. yd)

- / (fole) — f(a,w)dF (z, yd) + / (yd — fola)PdF (x,yd) (25)

Onde o ultimo termo nao depende da funcao aproximada, e pode ser en-
tendido como, por exemplo, um ruido existente nas medidas. Detalhes sobre
a derivagao da Equagao 2.5 podem ser encontrados em [Vap98| e [VapO1].

Pode-se definir o problema de classificacao como: Considere que a resposta
do supervisor yd possa ter somente dois valores, yd = {0,1}, e considere
{f(x,w),w € A} como um conjunto de fungdes indicadoras (fungoes que
podem representar somente os valores zero e um). Para este caso pode-se
definir a seguinte funcao de perda:

L fle.u)) = { § 20 v g (2.6

Para esta funcao de perda, o funcional de risco mostrado na Equacgao 2.1
representa a probabilidade de classificacao incorreta. Desta forma pode-se
ver o problema de aprendizado como o problema de encontrar uma funcao
que minimiza a probabilidade de erro de classificagdo quando F'(x,yd) é des-
conhecido mas um conjunto de treinamento é dado.

Os problemas de aprendizado supra-citados podem ser descritos de uma
maneira geral. Considere o conjunto de funcoes {V(z,w),w € A} e a me-
dida de probabilidade F(z) definida no espaco Z. Desta forma o objetivo é
minimizar o funcional de risco [VapO01]:

R(w) = /ﬁ(z,w)dF(z), w e A. (2.7)
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No problema definido na Equacao 2.7 a medida de probabilidade F(z) é
desconhecida mas um conjunto iid de amostras,

Sp={z1, ..., 20} (2.8)

¢ dado. Desta forma pode-se entender que o funcional de risco mostrado
na Fquagao 2.7 mede o erro de generalizacao e é uma variavel aleatoria
dependente da selecao, também aleatoria das amostras de treinamento.

2.3 Minimizacao do risco empirico

Como a medida de probabilidade F(z) é desconhecida, o funcional do risco
esperado R(w) mostrado na Equacdo 2.7 nao pode ser diretamente integrado,
sendo este substituido pelo risco empirico ®

Repp(w, S7) = 219 (z¢, w (2.9)

O funcional de risco empirico é construido utilizando o conjunto de treina-
mento mostrado na Equacdo 2.8. A idéia é aproximar a fun¢do J(z,wg) que
minimiza o risco apresentado na Equacgao 2.7, pela fun¢ao 9(z,wr) que mi-
nimiza o risco empirico apresentado na Equacao 2.9. Este principio é deno-
minado como principio indutivo da minimizagido do risco empirico (ERM -
Empirical Risk Minimization).

O método de minimizacao dos minimos quadrados para problemas de
regressao ¢ uma conseqiiéncia do principio da minimizagao do risco empirico.
De fato, para definir o problema de regressao é introduzida uma variavel n+1
dimensional, z = (z,yd) = (2!, ...,2", yd), e a fungiao de perda mostrada na
Equacao 2.4 é utilizada. Utilizando esta funcao de perda na Equacao 2.9
tem-se:

(ydy — (g, w))*. (2.10)

Mﬂ

Remp w, ST =
IS
Uma pergunta entao aparece, “Quais sao as condicoes de consisténcia para
o principio de minimizac¢ao do risco empirico?”.
Para responder tal pergunta é necessario mostrar as condi¢oes para con-
vergéncia em probabilidade dos funcionais envolvidos. A convergéncia em

80 Remp € 0 erro de treinamento.
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probabilidade dos valores R(w, Sr) significa que para qualquer ¢ > 0 e
qualquer § > 0, existe um namero Ty = To(e€,d), de tal forma que para
qualquer T" > Ty, com probabilidade de pelo menos 1 — 9, a desigualdade,
R(w, St) — R(wy) < €, ¢ verdadeira.

Para responder a questao acima é preciso definir as condi¢oes necessérias
e suficientes para a convergéncia em probabilidade das seguintes seqiiéncias
de valores aleatorios.

e Os valores dos riscos R(wr), o esperado risco para um dado conjunto de
treinamento S de tamanho 7', convergem para o menor valor possivel
do risco esperado R(wyp)

Tlim P{R(w, St) — inf R(wy) > €} = 0, Ve > 0. (2.11)
onde T" — oo significa que o nimero de amostras do conjunto de treina-
mento tende a infinito.

e E os valores obtidos para o risco empirico Rep,,(w,St), T = 1,2, ...
convergem para o minimo valor possivel de risco R(wy)

Tlim P{Remp(w, St) — inf R(wy) > €} = 0,Ve > 0. (2.12)
— 0

A Equacao 2.11 mostra que as solucoes encontradas utilizando a mini-
mizagao do risco empirico converge para a melhor possivel. A Equagao 2.12
mostra que os valores do risco empirico convergem para 0s menores riscos.

2.4 Teoria da consisténcia do processo de apren-
dizado

Um ponto que deve ser considerado é que a existéncia de um espaco de
hipoteses, { f(z,w),w € A}, faz com que a condigao de consisténcia mostrada
na Equacao 2.12 deva ser reformulada. As condigoes mostradas nas Equacoes
2.11 e 2.12 sao de natureza estatistica, i.e., elas dizem que a probabilidade
de um desvio grande entre o erro de teste e de treinamento para funcao f é
pequeno’, quanto maior o nimero de amostras. Entretanto estas nao tratam

9Pode-se definir o erro de treinamento como o erro que a maquina comete para um
conjunto de dados conhecidos, i.e., os dados para os quais esta foi treinada. O erro de
teste é para um conjunto desconhecido.
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o caso no qual o desvio é grande, e de fato a maquina de aprendizagem pode
implementar diversas funcoes com esta caracteristica. Desta maneira precisa-
se da teoria de consisténcia para o processo de aprendizado. Esta teoria traz
as condicoes necessarias e suficientes para a convergéncia do risco empirico,
quando um espaco de hipoteses é dado. Embora seja uma teoria assintotica,
qualquer teoria que envolva o principio de minimizacao do risco empirico
deve satisfazer estas condi¢cOes necessarias e suficientes para a convergéncia.
Sem a restricao do espaco de func¢oes, a minimizacao do risco empirico nao
é consistente. De fato, o pior caso entre todas as funcdes que a maquina de
aprendizagem pode implementar que define a consisténcia da minimizacao
do risco empirico.

Considere o seguinte teorema |Vap0l|: Considere {J(z,w),w € A} como
um conjunto de funcdes que tém, para uma medida de probabilidade F(z), o
funcional de risco limitado da sequinte forma:

A< /ﬂ(z,w)dF(z) < B; Yw € A. (2.13)

Para que o principio de minimizagao do risco empirico seja consistente é
necessario e suficiente que o risco empirico, Rep,(w, St), convirja uniforme-
mente para o risco esperado, R(w), dentro do conjunto {J(z,w),w € A}.
Matematicamente:

lim P{ sup (R(w) — Remp(w, St)) > €} =0, Ve > 0. (2.14)

T—00 WEA

Este teorema mostra que a anélise das propriedades de convergéncia do
principio de minimizacao do risco empirico deve ser uma anélise de pior caso.
Nota-se que a convergéncia depende do maior desvio entre os riscos.

Para descrever as condicoes necessarias e suficientes para a convergéncia
uniforme da Equagao 2.14, é necessario definir o conceito de entropia do
conjunto de fungoes, {J(z,w), w € A}, com um conjunto de treinamento de
tamanho 7.

Considere um conjunto de fungoes indicadoras {J(z,w),w € A}, ie.,
funcoes que podem indicar somente zero ou um, considerando um conjunto
de treinamento como descrito na Equacao 2.8. Pode-se caracterizar a diver-
sidade deste conjunto de fun¢oes pela quantidade N(A,Sr) que representa
o numero maximo de diferentes separacoes destas amostras que podem ser
obtidas usando fung¢oes do conjunto indicado. No caso de reconhecimento de
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padroes pode-se interpretar esta medida como a quantidade de maneiras que
uma classe de funcoes pode separar um conjunto de padroes em diferentes
classes (duas no caso estudado).

Pode-se definir N(A,T') como o méaximo de N (A, Sr), para todos o pos-
siveis conjuntos St de tamanho 7. Quando N(A,T) = 2T, todas as separa-
coes possiveis podem ser implementadas pelas funcoes da classe. Neste caso,
a classe de funcoes é dita como capaz de dividir T" amostras. Observe que
isto significa que existe um conjunto de 7" amostras que podem ser dividas
em todas as maneiras possiveis. Isto nao significa que é aplicavel para todos
os conjuntos St com T’ amostras.

Defina-se a entropia aleatéria como:

A entropia aleatoria descreve a diversidade de um conjunto de funcoes
para um dado conjunto Sr. Observe que H1(A,Sy) é aleatoria devido ao
fato que o conjunto S é construido utilizando dados aleatérios. Considerando
entdo a esperanca matematica'’, E[.], da entropia aleatoria tem-se:

H(A,T) = E[ln N(A, S)]. (2.16)

Esta quantidade é a entropia do conjunto de fun¢oes indicadoras {9(z, w),
w € A} para conjuntos de tamanho T, onde a esperanca é calculada uti-
lizando amostragens aleatoria do conjunto S; de uma dada distribuicao F'.
Observe que esta é dependente do conjunto de funcoes indicadoras, da me-
dida de probabilidade F(z) e do nuamero de amostras T. Desta forma a
entropia descreve a diversidade esperada de um conjunto de funcoes indi-
cadoras quando o conjunto de amostragem é de tamanho 7.

Em [VCT71] foi mostrado para fung¢oes de perda indicadoras (relativas a
problemas de classificagao de padrdes) o seguinte teorema: Para convergéncia
uniforme das freqiiéncias e suas probabilidades

lim P{ sup [(R(w) — Remp(w, S7))| > €} =0, Ve >0 (2.17)

T—o00 wEA
¢é necessario e suficiente que a seguinte condicao seja valida:

lim —H(A’ T)

Jim = =0, ¥ e > 0. (2.18)

YWE[z] = [zp(x)de = [zdF(x)

17



Esta condicao, Equacao 2.18, é necesséria e suficiente para a consistén-
cia do principio da minimizagao do risco empirico. Todas as maquinas que
minimizam o risco empirico devem satisfazé-la. Embora demonstrado que o
principio da minimizacao do risco empirico é consistente, é necessario mostrar
que a taxa de convergéncia assintotica do erro nao é lenta demais.

Permutando a esperanca E[.] e o logaritmo na Equacao (2.16) obtém-se
a entropia recozida. Matematicamente:

Ho™(A,T) = In E[N(A, Sp)]. (2.19)

Como a funcao logaritmica é concava, a entropia recozida é um limitante
superior da entropia aleatoria, Equacao 2.16'!. Desta maneira se a entropia
recozida satisfaz uma condicao similar a mostrada na Equacao 2.18, a mesma
condicao é valida para a entropia aleatoria. Pode ser mostrado que a con-
vergéncia

Hann A T
lim —( 7)

lim =0, (2.20)

implica em uma convergéncia exponencial e rapida da forma [Vap01]

P{sup |(R(w) — Remp(w, S1))| > €} < T, Ve > 0. (2.21)
wEA
Sendo que esta condigao é necessaria e suficiente com ¢ > 0.
Para demonstrar que o principio de minimizacao do risco empirico é con-
sistente e converge rapidamente, independentemente da medida de probabi-
lidade, considere a seguinte fun¢ao de crescimento:

G(A,T)=1In sup N(A,Sr). (2.22)

Z1yeens2T

A condicao necessaria e suficiente para a convergéncia ¢ dada pela Equagao
2.23.
G(A, T
lim —< )

Jim 2 =0, (2.23)

1A desigualdade de Jensen ¢ normalmente escrita em termos de uma fungio convexa
f, e é dada por f(E[z]) < E[f(z)]. No caso apresentado na Eq. 2.19, f é uma funcéo
concava, logo a desigualdade de Jensen pode ser escrita como E[f(z)] < f(E[x])
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Note que a definicao de funcao de crescimento equivale ao logaritmo da
fungdo N(A,T), i.e., G(A,T) = In N(A,T). Observa-se que as seguintes
desigualdades para qualquer 7' é valida

H(A,T) < H"™(A,T) < G(A, T). (2.24)

O fato que os limites do erro sejam validos para qualquer distribuicao a faz
inevitavelmente um limite pessimista, pois algumas distribuicoes serao mais
dificeis de aprender que outras, e os limites tém que ser validos para todas
distribuicdes. E importante observar que as analises feitas até o momento sio
mais conceituais que construtivas, pois a teoria nao prevé maneiras de avaliar
as quantidades utilizadas. Na proxima secao sera apresentado o conceito de
dimensao VC, que é um limitante superior da funcao de crescimento, e pode
ser utilizada de forma construtiva.

2.4.1 A dimensao VC (Vapnik and Chervonenkis di-
mension)

Como seré visto a fungao de crescimento, G(A, T'), tem diversas propriedades
interessantes. Se o conjunto de fungoes {¥(z,w),w € A} é rico o suficiente,
logo, para qualquer conjunto de amostras de tamanho 7', as amostras podem
ser escolhidos de tal forma que eles possam ser separados em todas as 27
maneiras possiveis. Assim,

GA,T) =T in (2). (2.25)

Pode-se observar que neste caso a convergéncia da Equagao 2.23 nao
ocorre, e o treinamento nao serd, em geral, bem sucedido. O préximo
passo serd resumir o comportamento da funcao de crescimento, indicada na
Equacao 2.22, por um nimero. Este nimero é conhecido como a dimen-
sao VC (Vapnik and Chervonenkis dimension) e serd denotado como h. Por
construcao, a dimensao VC é o maximo nimero de amostras que podem
ser separados pelas funcoes existentes em A. A funcao de crescimento, para
T > h é limitada por [Vap0l|

G(AT) < h (ln% + 1) . (2.26)

Desta forma, pode-se ver que a funcao de crescimento sera linear ou limitada
Y
por uma funcao logaritmica, sendo a segunda situacao o regime propicio para
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o aprendizado. Os conceitos mostrados, que podem ser entendidos como a ca-
pacidade ou complexidade de um conjunto de funcoes, podem ser ordenados
como:

H(AT) < H™"(A,T) < G(A,T) < h <m % + 1> . (2.27)

Da Equacao pode-se observar que da esquerda para a direita as capaci-
dades ficam menos precisas. Entretanto as entropias da esquerda sao depen-
dentes da distribuicao F'(z) , e a funcao de crescimento e a dimensao VC nao
o sao. Considerando o fato que as distribui¢cdes nao sao conhecidas a priori,
caso fossem nao seria necessario uma maquina para aprendé-las, torna as
definicoes a direita de 2.27 as utilizaveis.

A finitude da dimensao VC do conjunto de fun¢oes indicadoras {9(z, w),
w € A}, implementadas pela maquina de aprendizagem é condigao suficiente
para a consisténcia do principio de minimizagao do risco empirico, e também
leva a uma convergéncia rapida.

Defini¢oes equivalentes para fungodes reais (continuas)

Na secao anterior foram definidos diversos conceitos de capacidade para
fungdes indicadoras (discretas). Nesta segao serd mostrado como obter defini-
¢oes equivalentes para funcgoes reais.

Considere {A < ¥(z,w) < B,w € A}, um conjunto de funcoes reais
limitadas pelas constantes A e B. Das fungoes reais do conjunto pode-se
gerar um conjunto de funcoes indicadoras da seguinte forma:

I(z,w, 0) = 0(9(z,w) — p), w €A (2.28)

onde A < ¢ < B é uma constante e #(u) é a fungdo degrau, i.e., indica 0 se
a fungao for negativa e +1 caso contrario. A dimensao VC do conjunto de
fungoes reais {¥(z,w), w € A}, é definida como a dimensao VC do conjunto
de funcoes indicadoras mostradas na Equacao 2.28.

2.4.2 Exemplos da dimensao VC

Um dos exemplos mais importantes para exemplificar a dimensao VC é o
conjunto de funcoes indicadoras lineares

flz,w) = ‘9(2 w;x; 4+ wo) (2.29)

i=1
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no espaco n-dimensional X = (zy,...,x,). Para esta classe de funcdes a
dimensao VC é igual a n+ 1. Desta forma, utilizando func¢oes deste conjunto
s6 poderao ser separados n+ 1 vetores. Observe que a dimensao VC significa
que existe um conjunto com 7" amostras que pode ser divido, nao que todos
os conjuntos possam ser. Por exemplo, dados trés pontos nao colineares em
R2, independentemente de que classe estes pertencam, existem parametros w
que conseguem separar as classes. O mesmo nao ocorre se as amostras forem
colineares.

Para o caso que considera o conjunto de funcoes lineares reais a derivacao
da dimensao VC é equivalente a mostrada acima. Basta transformar a fungao
real em uma funcao indicadora, utilizando a Equacao 2.28. O resultado nao
é alterado devido ao fato que pode-se utilizar wy — 3 ao invés de wy.

Considere o hiperplano:

(w'z) —b =0, |w*|=1. (2.30)

Este hiperplano é chamado de hiperplano classificador com margem A se
este classifica vetores x da seguinte maneira:

Y = { 1, se(w'z)—b>A (2.31)

-1, se (w'z) —b< —A

Observem que classificacoes de vetores = que estao dentro da margem
(—A,A) sao indefinidas. Pode-se provar que para um conjunto de vetores
x € X pertencentes a uma esfera de raio R, o conjunto dos hiperplanos com
margem A tem a dimensdo VC (h) limitada pela desigualdade:

R2
h < min (Fﬂl) + 1. (2.32)

Estes exemplos mostram que a dimensao VC de um hiperplano é no ma-
ximo n + 1, e esta pode ser reduzida caso a margem de separacao A exista.
Este fato é utilizado para a construcao das SVMs (Support Vector Machines),
onde a complexidade é controlada controlando a margem de separacao. Este
resultado é exemplificado para um caso bi-dimensional como mostrado na
Figura 2.2. Pode-se entender a margem de um classificador como uma medida
da dificuldade imposta pela distribuicao.
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Figura 2.2: Nesta figura observa-se duas situacoes distintas onde os circulos
representam a hiper-esfera de raio R que contém as amostras x € X. Na
primeira situacao é apresentado hiperplanos com margem A;, e pode-se ob-
servar que estes podem classificar até trés amostras distintas. Na segunda
¢ mostrado um hiperplano com margem A,, sendo que este s6 pode dis-
tinguir duas amostras distintas. Desta forma é claro que a dimensao VC é
dependente da margem de separacao.

2.5 Limites na taxa de convergéncia do pro-
cesso de aprendizado

Utilizando os conceitos de capacidade definidos anteriormente serao mostra-
dos os limites das taxas de convergéncia do processo de aprendizado. Estes
limites servem para estimar a capacidade de generalizacao da maquina de
aprendizagem. E importante notar que estes sdo limites superiores do risco
esperado, logo nao correspondem ao risco real. As anélises apresentadas
nesta secao serao desenvolvidas para problemas de classificacao, sendo que
a extensao destas para problemas de regressao seguem a idéia de utilizar
a funcao apresentada na Equacao 2.28. Deve ser observado que os limites
definidos aqui utilizam um conjunto de treinamento finito, diferentemente
dos resultados das equagoes 2.11 e 2.12 onde T" — .

Os limites definidos nesta se¢ao tém a seguinte forma, ¢ = ((7, A, 0), i.e.,
o erro é funcdo do nimero de amostras utilizadas (T'), do espago de hipoteses
(A) e de um parametro adicional, (J), que garante que com a probabilidade de
pelo menos 1 — 4§ no conjunto de treinamento aleatério St, o erro de generali-
zacao (err(F,w)), onde F = F(z), da hipotese selecionada, { f(z,w),w € A},
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sera limitado por
err(F,w) < ((T,A,9), (2.33)

que significa que é provavelmente aproximadamente correto (PAC- Probably
Approximately Correct). Esta afirmativa é equivalente a dizer que a proba-
bilidade de se selecionar hipéteses com valores altos de erro é pequena'?:

P{Sr :err(F,w) > ((T,A,0)} < (2.34)

Considere o espaco de hipoteses, { f(z,w), w € A}, tendo a dimensao VC
igual a h. Para qualquer distribui¢do de probabilidade F' em X x {—1,1},
com a probabilidade 1 — d, qualquer hipotese w € A consistente com S tem
o erro limitado por

err(F,w) < ((T,A,0) = % (hln% +In %) , (2.35)

onde h < T, T > 2/C. Uma hipdtese é considerada consistente caso nao
apresente erro no conjunto de treinamento.

O resultado mostrado na Equacao 2.35 ¢ muito interessante e mostra
a importancia da dimensao VC para a generalizacdo. Entretanto os dados
de treinamento podem estar, por exemplo, corrompidos por ruido, e desta
forma nao é recomendavel buscar por hipdteses que sejam consistentes com
o conjunto de treinamento.

Considere o espaco de hipoteses, f(z,w), w € A, tendo a dimensao VC
igual a h. Para qualquer distribui¢ao de probabilidade F' em X x {—1,1},
com a probabilidade 1 — 4 no conjunto de treinamento S , qualquer hipdtese
w € A que cometa k erros no conjunto de treinamento S tem o erro de
generalizacao limitado por

err(F,w) < ((T,A,0) = % + % (hln% +1In %) : (2.36)

onde h <T.

12A probabilidade, dado o conjunto S tal que err(.) > ¢(.), é menor que um 4.
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2.5.1 Limites de generalizacao baseados na margem

Foi mostrado anteriormente que em um problema que utiliza funcoes indi-
cadoras lineares a dimensao VC depende da margem de separacao entre as
classes. Nesta secao serd generalizada a definicao de margem para uma classe
arbitraria de funcoes reais.

Considere a classe F de funcoes reais no espaco de entrada X para
classificagao com limiar em 0. Pode-se definir a margem de um exemplo
(x4, ydy) € X x {—1,1} em relacdo a uma funcdo f € F como a quantidade:

Ve = ydi f (x4). (2.37)

Observe que 7; > 0 implica na classificacao correta do exemplo. A dis-
tribuicao de margens de f em relagao ao conjunto de treinamento S pode ser
definida como:

M(St, f) = {n =yduf(z) : t=1,...T}. (2.38)

Na formulacao de alguns problemas de aprendizado de méaquinas, como
no caso das SVMs, a maximizagao da menor margem, que ¢ definida como

m(S, f) = min M(Sr, f), (2.39)

é utilizada.

Utilizando a idéia de margem a dimensao VC pode ser generalizada.
Considere F um conjunto de func¢oes reais. O conjunto de amostras X é
v-separdvel (vy-shattered) por F se existem numeros reais r, indexados por
r € X tal que para todos os vetores binarios b € {—1,1}7 | existe uma fungao
f» € F satisfazendo:

>ri+y seb =1

<ri+7v seb =-—1 (2.40)

fb(%) {

A dimensao fat-shattering, fatz(y), do conjunto de fun¢des F, é o tamanho
do maior conjunto que pode ser y-shattered, dado um . A dimensao fat-
shattering foi introduzida em |KS90).

Considere a classe de fungoes reais F que tenha a dimensao fat-shattering
limitada por fatr(7), sendo utilizada como classificador com a variagao
[—R,R] e um v € RT fixo. Para qualquer distribui¢cao de probabilidade
Fem X x {—1,1}, com a probabilidade 1 — § em 7" amostras aleatorias Sr,
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qualquer hipdtese f € F que tenha margem m(St, f) > v em Sy tem o erro
limitado por
16elR . 128TR? 4

err(F,f)gg‘(T,]-“,é,y):%<dln e +1n5>, (2.41)

ondel >2/¢,d <l,d= fatz(y/8). A demonstracao deste teorema pode ser
encontrada em [STBIS|.

Observa-se que o resultado mostrado na Equacao 2.41 é obtido sem con-
siderar erros no conjunto de treinamento, v € R*. Como ja discutido ante-
riormente, gerar hipoteses que sao totalmente consistentes com o conjunto
de treinamento pode ser nao desejado, pois as amostras podem ser nao sep-
araveis ou pode haver ruido no conjunto de treinamento.

Em [Bar98| foi utilizada a idéia de percentual da margem. Esta medida
tem uma vantagem significante pois inclui casos nos quais as hipoteses nao sao
totalmente consistentes. Ordenando os valores da distribuicao da margem,
Equacao 4.3, tal que 11 < v < ... < 77, e fixando um ntmero k < T, o
namero k/T é a porcentagem My (S, f) que M(Sz, f) € Y.

Considere o conjunto de fun¢oes indicadoras lineares com o vetor de pesos
unitarios em um espaco e produto interno X e fixe v € RT. Existe uma
constante ¢, de tal forma que qualquer distribuicao de probabilidade F' em
X x{—1,1} com o suporte na hiperesfera de raio R centrada na origem, com
a probabilidade de 1 — § em T amostras aleatorias de S, qualquer hipotese
pertencente a esta classe tem o erro limitado por

err(F, f) < {(T,F,0,7) = % + \/% (ﬁif?anT+ln%)’ (2.42)

para todo k < T. Este resultado sugere que pode-se obter boa generaliza-
¢a0 minimizando o nimero de amostras que estao classificados com margem
menor que 7. De fato, neste resultado pode-se ignorar as amostras que tor-
nam o problema nao separavel ou diminuem muito a margem. Este resultado
foi substituido pelas margens suaves que serao mostradas na secao seguinte.

2.5.2 Limites com margens suaves (Soft margin)

Considerando uma margem alvo v, e perguntando quanto cada amostra falha
para obté-la pode-se definir matematicamente as variaveis de folga de uma
margem. Dada uma classe de fungoes reais F no espaco de entrada X para
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classificacao com limiar em 0, pode-se definir a varidvel de folga de uma
margem de um exemplo (z4,yd;) € X x {—1,1} em relagdo a fungio f € F
e a margem alvo v como a quantidade:

(@, ydy), fov) = & = max(0,y — yd, f(zy)). (2.43)

Observa-se que para amostras com margem superior a 7y o valor é zero.
Para amostras que foram classificados incorretamente tem-se que & > 7.
Pode-se também definir o vetor das variaveis de folga para um dado conjunto
de treinamento S como

§05, f,7) = €= (&1, 1) (2.44)

Em [STCO02] foram derivados os limites de generalizagao considerando a
variavel de folga da margem definida na Equacao 2.44. Considere F uma
classe de fungbes reais com variacdo [—a,a] e a dimensdo fat-shattering li-
mitada por fatz(y). Fixe uma escala da variagdo da saida como k € R*.
Considere uma distribui¢ao de probabilidade fixa mas desconhecida no es-
paco X x {—1,1}. Com a probabilidade de 1 — 4 em um conjunto amostrado
de forma aleatoria S de tamanho 7', para todo 0 < v < a, a generalizacao do
conjunto de fungoes indicadoras derivadas de F com o limiar em 0 é limitada
por:

err(F. ) < O <fat(7/16|);|- ||€||§/72) | (2.45)

onde O significa ordem de grandeza assintotica ignorando logaritmos.

2.6 Minimizacao do risco estrutural (SRM -
Structural Risk Minimization)

Nas segoes anteriores deste capitulo foram discutidos aspectos gerais do
aprendizado de maquina. Foram mostradas as condicoes necessérias e su-
ficientes para a consisténcia do principio da indu¢ao da minimizacao do risco
empirico assim como limites de generalizacao para méaquinas que utilizam
este principio. Entretanto como ressaltado em [STCO02], estes resultados
devem ser considerados como uma indicagao dos fatores que afetam a gener-
alizacao, nao uma estimativa realista do erro. Desta forma estes podem ser

26



utilizados como base na construcao de algoritmos, pois como citado anteri-
ormente, estes trazem indicacoes dos fatores que sao importantes para uma
boa generalizagao.

Em [Vap92] foi proposto um principio para minimizar o funcional de risco
para situacoes onde o conjunto de treinamento S é pequeno!®. Observa-
se que os limites do risco apresentados sao fungao do risco empirico (erro
de treinamento) e da dimensdo VC (e sua variacdo com a dimensdo fat-
shattering). Para a situacdo supra-citada foi proposto o principio indutivo
da minimizagao do risco estrutural (SRM -Structural Risk Minimization), que
considera a minimizac¢ao do risco empirico e do risco estrutural. Por exemplo,
observando a Equacao 2.42, percebe-se que esta é composta por dois termos,
sendo que a minimizacao de ambos é importante para a generalizagao. O
principio SRM define uma escolha com compromisso entre a qualidade da
aproximacao (definida em termos do risco empirico) e a complexidade da
fun¢ao aproximada (que pode ser definida como a dimensao VC, a dimensao
fat-shattering entre outras).

Considere o conjunto F de fungoes {J(z,w), w € A}, estruturado como
um sub-conjunto aninhado de fung¢oes Fy, = {¥(z,w), w € A}, de tal forma
que:

FiCcFHC..CF,... (246)
Os elementos da Equacao 2.46 devem satisfazer as seguintes propriedades:

e A dimensao VC h; de cada elemento do conjunto Fj, é finito, e
hy < hy <...<hy.... (2.47)

e Qualquer elemento de F, da estrutura tem as fungoes de perda positivas
e limitadas.

Desta forma pode-se entender o método de minimizacao do risco estrutu-
ral como um problema multiobjetivo'* (mais precisamente bi-objetivo) que
tenta encontrar uma solucao de compromisso entre os dois objetivos que em

130 conjunto de treinamento é considerado pequeno quando 7'/h < 20, i.e., o niimero
de amostras do conjunto dividido pela dimensao VC é menor que 20.
14Para detalhes sobre otimizacdo multiobjetivo consulte o apéndice A.
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geral sao conflitantes. Pode-se escrever o problema de minimizagao do risco
estrutural de forma geral como:

f2

onde f; representa a minimiza¢ao de algum funcional de risco, Repmp, € f2 a
minimizagao da complexidade da maquina, €2, a dimensao VC por exemplo.
Quando f; e fy sao convexos as duas formulagoes sdao equivalentes, i.e., o
problema multiobjetivo ¢ uma seqiiéncia ordenada. Entretanto, quando a
convexidade nao é garantida, a formulacao multiobjetiva é mais completa.
Normalmente, nao é possivel minimizar todos os objetivos simultaneamente,
porque o 6timo de um dos objetivos raramente é o 6timo dos outros. Entao,
nao existe um 6timo unico, mas um conjunto deles, quando a formulacao
multiobjetivo é considerada. Para descrever melhor algumas definicoes sao
necessarias: i) Domindncia: Um vetor w; domina we, wy < wa, se fj(wy) <
fi(w2) Vj, onde j =1,..,m e fj(wl) # fj(wy) para pelo menos um j. ii)
Otimalidade de Pareto. Um vetor w* é denominado Pareto Otimo (PO) se
nao existe nenhum outro vetor na regiao viavel que o domina. Utilizando
estas definicoes é possivel gerar um conjunto de solucoes, no espaco dos
objetivos, chamado de Fronteira PO, a qual tem o melhor compromisso entre
o erro e a complexidade da méquina.

Algumas informagoes referentes as Eq. (2.46) e (2.47) podem ser obti-
das a luz da otimalidade de Pareto da Eq. (4.8). Na seqiiéncia ordenada
Fir CFy C...CF,...,0erro empirico minimo é um conjunto ordenado como
Rerp(F1) > Remp(F2) > ... 2> Repmp(Fn)--., enquanto a complexidade é orde-
nada hy < hy < ... < hy,... . Esta ordenagao emplica que se fi(wy) < fi(ws),
fa(wy) > fo(ws), entdo, wy; nao domina wy. Em um caso mais geral, a
situagdo onde fi(wy) < fi(wz) e fo(wy) < fo(we) pode acontecer ( wq é
um modelo mais complexo e com maior erro de treinamento). Seguindo as
defini¢goes de Otimalidade de Pareto e o problema definido na Eq. (4.8), a
solugdo w; (mais simples e com menor error de treinamento) serd escolhida.

O conjunto com todas as solu¢oes PO da Eq. (4.8) formam um conjunto
com os melhores compromissos entre R.,,, e a complexidade ). Isto significa
que qualquer melhora em R.,,, implica em piora da complexidade e vice-
versa. Neste sentido, este trabalho estd buscando modelos PO, w*. Um
exemplo grafico destes conceitos multiobjetivo estao mostrados na Fig. 2.3 e
mais detalhes podem ser encontrados no Apéndice.

min { h (2.48)
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Risco Empirico

w4

Y

Complexidade

Figura 2.3: Exemplo ilustrando o conceito de Otimalidade de Pareto. No
eixo z, estd representada a complexidade €2 e em y o risco empirico Repp.
Pode-se notar que Q(w;) < Q(wz2) e Repp(wi) > Remp(ws), logo a maquina
de aprendizagem representada por w; nao domina ws, w; 4 wy. Também
é claro que wy £ wy, wy A w3, wz A wi, wy A w3 € ws A We, i.e., NAO
ha relacdo de dominancia entre w;, wy e w3. A maquina ws domina ws,
w3 < ws, € Wy < Wy, logo nao é interessante utilizar as maquinas wy e ws,
pois estas sao piores nos dois atributos. A fronteira PO neste exemplo é
PO = {wy,wy, w3}, estas sdo as maquinas de interesse deste trabalho.

2.7 Problemas mal colocados (Teoria de regu-
larizagao)
Um problema é dito como bem colocado se a solucao da equacao
e cxiste,
e ¢ Tinica, €

e & estavell®,

15 A solucao do problema
Af(t) = F(z), (2.49)

é estével se uma pequena variacdo em F'(x) resulta em uma pequena varia¢do na solugéo,

ft)
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Um problema é dito mal colocado se a solucao da equacgao viola pelo menos
um dos requerimentos citados acima. O estudo de formas de resolucao do
problema mal colocado data do inicio da década de 60. Foram desenvolvidos
trés métodos para a resolucao deste problema quando funcionais lineares do
tipo

Af(t) = F(a), (2.50)

sao considerados. Todos os métodos sao baseados em um funcional de regu-
larizacao Q(f). O funcional de regularizacao €(f) é semi-continuo, positivo
e compacto (no espago da fungoes definidas por f) para a situagao Q(f) < ¢,
¢ > 0. Este é definido no espaco das funcoes f € F, o dominio das solugoes
da equacao.

Para impor unicidade & solugao é suficiente que Q(f) tenha as seguintes
propriedades [Tik63]:

e Q(f) é um funcional ndo negativo convexo. Deve-se lembrar que a
convexidade é definida para qualquer 0 < A < 1 como:

QMo+ (1= Nfo) <Afa) + (1 = NQ), for o € F5 (2.51)
e (0) = 0 ¢é verdadeiro,

e ¢ para cada funcao f a funcdo r(p) = Q(pf) é uma fungao estritamente
crescente de p.

Tendo como base este funcional de regularizacao trés métodos foram pro-
postos.

1. O método variacional de Tikhonov [Tik63] [TA77] que é descrito da
seguinte forma:

min ||Af — F|| + \Q(f), (2.52)

onde \ é uma constante pré definida.

2. O método residual de Phillips [Phi62] que é descrito da seguinte forma:

s.a. ||Af —=F| <A (2.53)

onde A > 0 é alguma constante pré-definida.
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3. O método das quasi-solugoes de Ivanov [Iva62| [Iva76] que pode ser
descrito como:

min ||Af — F||
sa. Q(f) <A (2.54)

onde A > 0 é alguma constante pré-definida.

Os trés métodos sao equivalentes, i.e., estes sao capazes de gerar as mes-
mas solugoes, como mostrado em [Vas70]. De fato considerando a teoria de
otimizacao multiobjetivo, dado que os funcionais envolvidos sao convexos, os
trés métodos mostrados nas Eqgs. 2.52, 2.53 e 2.54, sao capazes de mapear
a fronteira Pareto por completo (a fronteira PO é parametrizada em fungao
de A). Como também é sabido na teoria de otimiza¢do, os métodos pondera-
dos (equivalente a formulagao apresentada por Tikhonov), quando aplicaveis,
tém melhor desempenho computacional, sendo este talvez o fato que levou
a maior popularizagao do método descrito na Equacao 2.52 se comparados
aos outros métodos. De fato pode-se ver o problema de regularizacao como
um problema multiobjetivo, similarmente ao problema de minimizacao de
risco estrutural mostrado na Equacao 4.8, onde as técnicas descritas acima
sao somente formas computacionais para resolver o problema multiobjetivo
reescrevendo-o como um problema de otimizagao mono-objetivo.

Como o funcional de regularizagao Q(f) é compacto (no espago da fungoes
definidas por f) para a situagio Q(f) < ¢, ¢ > 0, a ordenagao de ¢ implica
em uma seqiiéncia ordenada de funcoes onde dado um maior valor de ¢; > ¢
Q(f) <1 DQf) < co. Nota-se que é equivalente ao mostrado na Equagao
2.46.

2.8 Discussao

Neste capitulo foi mostrado de forma rigorosa o problema de aprendizado
de maquina que sera tratado ao longo desta tese (problema de aprendizado
supervisionado). Alguns dos aspectos teoricos da taxa de convergéncia assim
como da taxa de generalizacao de maquina de aprendizagem foram discuti-
dos. A teoria mostrada nesta secao teve o intuito de dar uma visdo ampla
dos fatores que interferem no aprendizado, e nao de entrar em detalhes téc-
nicos da derivacao da mesma. Esta escolha foi feita devido ao fato de que
os limites de generalizacao sao andlise de pior caso, sendo estes muito super

31



estimados. Desta forma pode-se utiliza-los para indicar formas construti-
vas para o aprendizado de méquina, sendo assim derivado o principio da
inducao da minimizacao do risco estrutural. Este principio se baseia na idéia
de que existem dois termos, em geral conflitantes, que se deseja otimizar
para se obter um baixo erro de generalizacao (baixo valor para o risco espe-
rado R(w)). Também foi discutido o método da regularizagao, sendo que foi
mostrado que este é um caso particular da minimizacao do risco estrutural
sendo também um problema bi-objetivo.

Fica claro pelas consideragoes feitas ao longo deste capitulo que é necessario
considerar a complexidade na construcao de méaquinas de aprendizagem.
Esta tese mostra que de uma forma geral esta complexidade pode ser es-
crita em termos de uma norma @), de tal forma que um modelo genérico para
o aprendizado de maquinas pode ser escrito. Antes das propostas desta tese
serem apresentadas, serao mostradas no proximo capitulo algumas maquina
de aprendizagem que aplicam o SRM.
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Capitulo 3

Maquinas de aprendizagem que
aplicam o principio da
minimizacao do risco estrutural

(SRM)

Neste capitulo serao mostradas de forma sucinta as maquinas de aprendiza-
gem supervisionado que utilizam o principio da minimizacgao do risco estrutu-
ral para obter boas taxas de generalizacao, i.e., valores pequenos para o fun-
cional de risco R(w). Serao consideradas as redes perceptron de multiplas ca-
madas (MLP- Multi-layers perceptron), as redes com fungoes de bases radial
(RBF - Radial Basis Function) e a maquinas de vetores suporte (SVM- Sup-
port Vector Machine). Para uma referéncia introdutéria sobre estas maquinas
de aprendizagem consulte [Hay99).

3.1 Perceptron de multiplas camadas (MLP -
Multi-layer perceptron)

A MLP é provavelmente a maquina de aprendizagem supervisionado mais po-
pular, devido principalmente ao algoritmo da retro-propagagao (back-propa-
gation) [RHWS86| e ao teorema de aproximagcao universal [Cyb89] [Fun89| que
mostra que esta é capaz de aproximar qualquer funcao continua definida em
uma regiao compacta.
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3.1.1 Topologia

A MLP é uma topologia baseada em conjuntos de neurénios os quais sao
distribuidos em paralelo por camadas, e as camadas sao distribuidas em cas-
cata como mostrado na Figura 8.1. Uma MLP pode tratar problemas de
mapeamento da forma, f(.) — R" — R™, onde m e n podem ser qual-
quer ntmero natural, i.e., uma MLP pode mapear um ntimero m de funcoes
simultaneamente.

camadas intermediarias

camada de
saida

@

entrada

Sentido do sinal

conexdes

Figura 3.1: Topologia da multi-layer perceptron (MLP)

Nas proximas secoes serao explorados os algoritmos de treinamento su-
pervisionado desta topologia. Embora a MLLP possa ter mais de uma camada
escondida, desta parte do texto em diante serao consideradas somente redes
com uma camada escondida, para simplificar as demonstracdes. A saida de
uma MLP com uma camada escondida, camada de saida linear, m neurénios
na camada escondida e n entradas, pode ser escrita como:

m n+1
j=1 i=1

Onde y; é a t-ésima saida da rede referente ao t-ésimo padrao de treinamento,
U sao os pesos da camada de saida, H os pesos da camada escondida, (,41)
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¢ a polarizagdo do neurdnio e ¢(.) uma funcao de ativacao, sigmoidal por
exemplo.

3.1.2 Algoritmos de treinamento para a minimizacao do
risco empirico
Os algoritmos de treinamento supervisionado mais populares para MLPs

visando a minimizacao do risco empirico, em geral, se baseiam na informacao
do gradiente da funcao de erro. A func¢ao de erro pode ser escrita como:

T
Remp(w, z4, ydy) = Z e(w, x4, ydy)?. (3.2)
t=1
onde:
et(wv xt,ydt) = (yt(wa xt) - ydt)- (3-3)

Onde t representa o t-ésimo padrao de treinamento, sendo este composto
pelas coordenadas x; e a saida desejada yd;. A saida da rede é ;. Note que
esta formulacao é facilmente expandida para o caso de mais de uma saida. As
épocas (iteragoes) dos algoritmos de treinamento serdo definidas utilizando
o indice k. A variavel w pode representar um vetor ou uma matriz de pesos,
onde a representacao dependeré da simplicidade para a explicacao tanto para
os pesos da camada de saida, U, como os da camada escondida, H.

O algoritmo back-propagation, proposto em 1986, utiliza a técnica do
gradiente para a atualizagdo dos pesos da rede [RHWS86|. Este método pode
ser escrito para um peso da camada escondida como:

ORemp(r) (H, U)

OHji(r

A Equagao 3.4 descreve a atualizagao do peso na iteracao k& como uma
perturbacao na direcao oposta a derivada do erro nesta mesma iteracao. A
formula para a atualizacao dos pesos U da camada de saida podem ser escritos
de forma similar.

Este método tem algumas deficiéncias, como: i) o algoritmo pode apre-
sentar convergéncia lenta em regioes muito suaves, ii)nao existe metodologia
bem definida para a determinacao da taxa de aprendizado (n)! e iii) para

Hjier1) = Hjiy — 1 : (3.4)

'Na teoria de otimizacio sdo propostas algumas técnicas para determinacdo do passo
otimo (7)), como o método da secdo aurea. Tradicionalmente, estas ndo sdo utilizadas na
comunidade de Redes Neurais.
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funcoes unimodais com alta excentricidade o método tera convergéncia lenta
e oscilatoriaZ.

Uma maneira de melhorar o desempenho do back-propagation é utilizar
taxa de aprendizado adaptativa, i.e, n é fungao de k, n(k). Esta técnica é
baseada na seguinte regra empirica: o passo deve ser aumentado se o erro
decresce de forma consistente, e este deve ser diminuido se o erro apresentar
um padrao oscilatorio.

Outro algoritmo proposto para melhorar o back-propagation foi o Quick
propagation (QPROP). O algoritmo QPROP se baseia em algumas conside-
racoes |Fah88|: i)a superficie de erro do conjunto de treinamento ¢ uma
parabola em fungao dos pesos, ii) e esta nao é afetada pelo ajuste dos demais
pesos da rede. A funcao de erro é entao aproximada pela seguinte formula
Remp(k,w) = aw?(k) + bw(k) + ¢. As constantes a, b e ¢ sdo determinadas
em funcao do erro. Note que a constante a deve ser maior que zero, pois
se trata de um problema de minimizacao. O método se baseia em estimar
esta aproximacao quadratica do erro e calcular o passo 6timo considerando
a funcao aproximada. Em geral este método é mais rapido que o back-
propagation classico.

Seguindo a idéia de correcao de segunda ordem para a direcao do gradi-
ente, em [HM94]| foi proposta a utilizagao do método de Levenberg-Marquardt.
O método de Levenberg-Marquardt, que ¢ uma modificacao do método de
Gauss-Newton, é escrito como: Aw = [JT (w)J(w) + pI]71JT (w)e(w). Onde
o parametro p controla o tamanho do passo do método. Este método é re-
conhecido na literatura como um dos métodos de taxa de convergéncia mais
elevada.

3.1.3 Algoritmos de treinamento para a minimizacao do
risco estrutural

Nesta secao serao discutidas técnicas que foram propostas para a minimizacao
do risco estrutural para MLPs. E importante notar que a maioria destas
foram desenvolvidas de forma empirica, mas em geral tém alguma relagao
com as idéias discutidas no capitulo 2 sobre os limites de generalizacao.

2Para funcoes quadréticas simples, onde alta excentricidade é percebida o método
baseado em gradiente apresenta comportamento oscilatorio. A solugdo para este problema
é corrigir a dire¢ao do gradiente com uma informacao de segunda ordem (Hessiana).
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Parada prematura (Early stop)

Uma estratégia para obter redes com boa capacidade de generalizagao é in-
terromper o treinamento precocemente [WHR90|. Esta técnica foi proposta
tendo em vista o fato que o erro de validacao passa por um minimo durante
o processo de minimizagao do erro de treinamento.

Esta é uma técnica interessante que se baseia na hipotese de que a funcao
do erro de validacao seja unimodal durante o treinamento, mas infelizmente
isto nao é sempre verdade. Mas de qualquer forma a parada prematura do
treinamento evita que sejam geradas redes com grande complexidade.

Destrigao 6tima do Cérebro (Optimal Brain Damage)

O algoritmo de poda Optimal Brain Damage [CDS90], faz o ajuste da comple-
xidade da rede alterando a estrutura inicial da mesma. Inicialmente treina-se
uma rede superdimensionada para o problema, e apds o treinamento, os pe-
sos sao eliminados e é calculado como cada peso altera fungao de erro. Os
pesos que alteram menos o erro da rede sao eliminados, pois estes sao pouco
importantes para a mesma. Depois que os pesos foram eliminados, a nova
topologia deve ser re-treinada.

Em geral utiliza-se uma série de Taylor truncada no termo de segunda
ordem para predizer o efeito da perturbacao da funcao de erro. Observa-se
que a rede com alguns pesos eliminados tem a capacidade maxima menor
que a da rede inicial.

Validagao cruzada (Cross-validation)

A validacao cruzada também visa aumentar a capacidade de generalizagao
das redes neurais [Sto74].

Um dos métodos proposto nesta familia é o k-fold Cross Validation.
Neste, o conjunto de dados é dividido em k partes de forma a constituir
k conjuntos diferentes de treinamento e validacao, que sao utilizados para
treinar k redes. Se k é igual ao tamanho do conjunto de dados, este método
¢ denominado leave-one-out Cross-Validation.

Métodos que consideram a minimizacao da norma dos pesos

Em [Bar97] e [Bar98| foi observado que a dimensao VC de uma rede neural
tem como limitante superior o valor da norma dos pesos associados a esta.
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Desta forma, limitando a norma dos pesos, também limita-se a dimensao fat-
shattering. Esta constatagao trouxe uma justificativa teérica para o método
ja existente Decaimento do Peso (Weight Decay -WD) [Hin89] e foi motivagao
de uma nova familia de métodos baseados em idéias multiobjetivo [TBTS00],
[CBMT03].

O algoritmo Weight Decay ¢ um método de poda que modifica a funcao de
custo de forma a evitar solugées com normas elevadas [Hin89|. A modificagao
se baseia na penalizacao de fungoes com norma elevada,

Min Remp(w) + Aw]|?. (3.5)

onde A representa a importancia entre o termo de regularizagio, ||w]|, e o
termo do somatorio dos erros quadraticos. O termo de penalidade faz com
que os pesos tendam a convergir para o menor valor absoluto. Este feno-
meno é interessante pois pesos grandes podem comprometer a capacidade de
generalizacao das redes, pois resultam em variancia excessiva da saida.

O treinamento multiobjetivo proposto em [TBTS00| re-escreve o pro-
blema de treinamento como um problema restrito, de forma similar ao método
de regularizacdo apresentado em |Iva62|. Redes neurais treinadas com algo-
ritmo multiobjetivo foram apresentadas utilizando basicamente dois tipos de
métodos, o método da relaxagao [TPF97], e o baseado em modos deslizantes
[CBM™03| (que equivale a um método de otimizagao por metas). O método
da relaxacao pode ser visto como uma variacao do e-restrito, como mostrado
em [TBTS00]. Observe que o método do Decaimento dos Pesos também ¢é
uma abordagem multiobjetivo onde o problema a ser resolvido é uma com-
binagao convexa do original [VCVO06].

3.2 Funcoes de base radial (RBF - Radial basis
function)

A utilizacao de redes com funcoes de base radial foi primeiramente explorada
em [BL89|. Uma rede com funcao base radial (RBF) tem sua forma bésica
envolvendo trés diferentes camadas. A primeira camada é a camada de en-
trada, onde as entradas, variaveis de controle, do problema estao conectadas.
A segunda camada é uma camada escondida de alta dimensionalidade. A
terceira camada é a camada de saida, sendo que esta utiliza um neuronio
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linear. Uma rede RBF consiste em gerar uma funcao de saida da seguinte
forma:

fw, ) = Zwicﬁ(Hx—c@-H)- (36)

onde ¢(||x —¢;||) € um conjunto de n fungoes, geralmente nao-lineares, conhe-
cidas como fungoes de base radial, ¢;’s sdo os centros das fungoes, e ||.|| denota
a norma, que é usualmente Euclidiana. Note que uma rede com funcao de
base radial realiza uma combinacao de aproximacoes locais para resultar em
uma aproximacao global. Algumas funcées podem ser utilizadas na camada
escondida, entre elas se destacam a multiquadrica inversa e a Gaussiana, que
estao descritas matematicamente nas Equacoes 3.7 e 3.8, respectivamente.

o(r) = m para algum ¢ > 0 e r>0 | (3.7)

P(r) = exp(—%) para algum o > 0 e r>0 . (3.8)

A topologia desta rede estd mostrada na Figura 3.2.

X,

w1l
\ Y

o0
oS00
200

w2

Figura 3.2: Topologia de uma RNA com funcdes de base radial

Detalhes sobre o teorema de aproximagcao universal para redes com funcoes
de base radial podem ser encontrados em [PS91].
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A idéia utilizada para aumentar a capacidade de generalizagao das RBFs
¢ baseada na teoria de regularizacdo. Em |[GJP95] o funcional de regulariza-
¢ao é definido como a suavidade da funcao. A suavidade foi definida como
o comportamento oscilatorio de uma funcao. Desta forma uma funcao é
considerada mais suave que outra se esta tem um comportamento menos
oscilatorio®. No dominio da freqiiéncia pode-se dizer que uma funcio tem
um comportamento menos oscilatério se esta tem menos energia nas altas
freqiiéncias. A energia das altas freqiiéncias pode ser medida, passando a
funcao primeiramente em um filtro passa-altas, e depois medindo a norma
Lo do resultado. Matematicamente:

O(f) = / @(2)' ds (3.9)

onde F representa a transformada de Fourier de f, e G é um filtro passa-altas.
A abordagem utilizada para resolver este problema foi a ponderada, como
descrito por Tikhonov [Tik63], sendo que pode-se mostrar que a solucdo é
lnica em termos de uma funcao de Green associada.

3.3 MaAquinas de vetores suporte (SVM - Sup-
port vector machine)

A rede SVM (Support Vector Machine) decorre da teoria de aprendizagem
estatistica, sendo uma aproximag¢ao do método de minimizacao do Risco
Estrutural [CV95]. Esta se baseia na idéia mostrada no capitulo 2 que a
dimensao VC é funcao da margem de separagao dos dados.

As SVMs mapeiam um vetor de entradas em um espaco de alta dimen-
sao, através de fungoes nao-lineares, de tal forma que as classes sejam linear-
mente separaveis neste espaco intermediario. Um hiperplano 6timo é entao
construido de forma a separar estas classes. Este hiperplano 6timo é definido
como aquele que maximiza a margem de separacao entres as classes, como
mostrado na Figura 3.3.

Para se construir uma maquina SVM pode-se, por exemplo, utilizar o
nicleo (Kernel) produto interno entre um vetor de suporte e o vetor de
entrada. A escolha do ntcleo define que tipo da maquina SVM e este pode ser

30bserve que desta forma pode-se definir uma seqiiéncia ordenada de espaco em termo
da suavidade.
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Ecpao d= Entrada Ezm; o Camcteristico

Figura 3.3: Mapeamento nao linear realizado pela SVM de tal forma que
em um espaco caracteristico, a separacao das classes possa ser realizada de
forma linear, sendo que o hiperplano de separacao 6timo é definido como o
que maximiza a margem entre as classes.

de aprendizagem polinomial, base radial, ou perceptron com duas camadas
escondidas.

A topologia de uma maquina SVM é mostrada na Figura 3.5.

Para construir o hiperplano 6timo mostrado na Figura 3.4, o seguinte
problema de otimizacao deve ser resolvido:

1
min —||wH2

. (3.10)
s.a.  ydi((wzy) +b) >1, t=1,..,T.

O método de Lagrange é utilizado na resolucao deste problema, com a
introducao dos multiplicadores de Lagrange, a; > 0 e o Lagrangeano é dado
conforme 3.11.

£(w,b,0) = gl — 3 aclyda((wey) + ) 1) (3.11)

t=1

O Lagrangeano £ deve ser minimizado em relacao as varidveis primais w
e b, e maximizado em funcao das variaveis duais, «;. Se alguma restrigao
é violada, yd;((wz;) + b) — 1 < 0, L pode ser aumentado aumentando-se o
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Note:

(wez))+b=+1
(wez))+b=-1

= (we(z-z))= 2

w 2
= (M'(zl-Zz)) = fiwll

!

o \ [lzl(v2) +5=0}]
\

!
A\ !
\ !

Figura 3.4: Para este problema de classificagao binario o hiperplano de sepa-
racao 6timo é ortogonal a linha mais curta que conecta as cascas convexas das
duas classes, sendo que este intercepta esta em sua metade (distancia igual
entre as duas classes). Para situagoes onde as classes sdo separaveis existe
um vetor de pesos e uma polarizac¢ao tal que yd;((wzy) +b) > 0(t =1,..,T).
Escalonando w e b de tal forma que os pontos mais proximos do hiperplano
satisfacam |(wx;) +b| = 1, obtém-se a férmula candnica do hiperplano. Para
este caso, a margem perpendicular ao hiperplano é igual a 2/||w||.

respectivo ay. Desta forma w e b devem ser alterados de forma que £ de-
cresca. Para prevenir que o termo oy (yd;((wz;)+b)—1) fique arbitrariamente
grande, as alteracoes em w e b deverdo evitar estas situacoes, de forma que
as res-

tricoes sejam gradativamente respeitadas, considerando que o problema seja
separavel. Utilizando as condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker(K-
K-T)?, pode-se induzir que os a;’s correspondentes as situagoes onde as re-
stricoes nao estao ativas, devem ser feitos iguais a zero. Para a condigao
Otima as derivadas de £ em relacao as variaveis primais devem zerar,

4Detalhes sobre as condicdes de Karush-Kuhn-Tuker podem ser encontradas no
apéndice A sobre otimizacdo multiobjetivo.

42



X
Vetor de
X5 ¥
Entm{ia X Neurdnio de
Saida
Saidas Lineares
Xm
Camada de Entrada Camada. Escondida
Figura 3.5: Topologia de uma maquina SVM.
dL(w, b, a) a
T—Ojgatydt—O
OL(w, b, ) d
# =0=w= Zatydtxt = 0. (312)

t=1

O vetor solugdo é entdao uma expansao em termos de um subgrupo do

conjunto de treinamento, para o qual o «; correspondente ¢ diferente de
zero, e estes pontos do conjunto de treinamento sao denominados vetores de
suporte (Support Vectors). Os vetores de suporte se encontram na margem.
Todos exemplos restantes nao sao utilizados no processo de otimizacao. Esta
caracteristica estd de acordo com a nossa intuicao que diz que a separacao
é definida pelos padroes mais proximos do hiperplano, e que a solucao nao
¢ dependente de outros exemplos. Utilizando as condi¢oes de Karush-Kuhn-

Tucker, pode-se escrever que:

aifydy((wxy) +b0) — 1] =0, t=1,...,T. (3.13)
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Utilizando as Equacoes 3.12 e 3.11, pode-se eliminar as variaveis primais
e escrever a equacao dual de Wolfe, tal que:

T T T
1
max W(a) = E =5 E E ey (Te2)
t=1 t=1 j=1 (3.14)

T
sa. ap>0,t=1,...T. e Zatyt =0
t=1

Onde o hiperplano de decisao pode ser escrito como:

T
f(z) = smal(z yra () + b) (3.15)
t=1
A polarizacao b é calculada utilizando um vetor suporte e a Equacao 3.13.
Existem diversos argumentos teéricos que confirmam a boa capacidade
de generalizacao quando o hiperplano 6timo é utilizado.

3.3.1 Espaco caracteristico e niicleos (Kernels)

Para construir méaquinas baseadas em vetores suporte, o algoritmo teve de
ser complementado por um método de calcular produto interno em espacos
caracteristicos nao-linearmente relacionados com o espaco de entrada. A
idéia basica é mapear os dados em outro espaco F' (denominado de espago
caracteristico), utilizando um mapeamento nao linear e utilizar o algoritmo
linear em F.

Deve se notar que os problemas descritos nas Equagoes (3.14) e (3.15)
somente necessitam do calculo dos produtos internos, (¢(x).¢(y)). Esta in-
formacao é essencial, pois estes podem ser, em alguns casos, mapeados uti-
lizando um nicleo simples:

k(z,y) = (o(x)o(y))- (3.16)
Por exemplo, pode-se utilizar um kernel polinomial:
k(z,y) = (vy)”. (3.17)

Outras opcoes sao o nicleo Gaussiano e o MLP, que utiliza uma funcao
tangente hiperbolica. Considere K(z,z) uma matriz simétrica, K(i,j) =
k(x;,z;). De acordo com o teorema de Mercer esta é um niicleo se e somente
se K & definida positiva, i.e., 2T Kz > 0, Yz # 0.
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3.4 Discussao

Neste capitulo foram apresentados diversos métodos de treinamento de maqui-

nas de aprendizagem que visam minimizar, de forma direta ou indireta, o
risco estrutural. De fato todas as técnicas discutidas tentam, de alguma
forma restringir o espago onde as funcoes realizaveis pela maquina se encon-
tram.

Alguns pontos importantes devem ser discutidos. Para as MLPs foi
mostrado que a norma dos pesos representa um limite superior para a di-
mensao fat-shattering. De fato em [Bar98| as demonstra¢oes mostram que é
suficiente que a norma dos pesos da camada de saida seja limitada para que
a maquina tenha uma dimensao VC limitada. Este fato pode ser entendido
da seguinte forma. Considere as saidas dos neurtnios da camada escondida
como um novo espaco dimensional. Desta forma a camada de saida repre-
senta um hiperplano neste novo espaco. A minimizacao da norma dos pesos
da camada de saida equivale & construcao de um hiperplano de separacao
otimo neste novo espaco dimensional, de forma similar as SVMs.

Pode-se analisar as condi¢oes utilizadas em [Bar98| para mostrar a im-
portancia da norma dos pesos. Considere o : R — [-M /2, M /2] sendo uma
funcao monotonica crescente. Defina a classe F de fungoes no R™ como:

F ={z+— o(wzr +wp) : w € R", wy € R} (3.18)

e definindo-se a hipotese escolhida pela maquina de treinamento como:

N N
H={) aifi: NeN, fi e F,> || < A} (3.19)
=1 =1

para A > 1. Logo para v < MA
cM?A%n (MA>
log

at(H,v) <
fat(H,~) " 5

(3.20)

Para alguma constante c.

E sabido que, o limite na dimensio fat-shattering implica em um limite
no erro de generalizacio. Em [Bar98] também é mostrado que a dimensao
fat — shattering de uma funcao sigmoidal também é limitada pela norma

do vetor de pesos da mesma.
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Pode-se observar que todos os métodos que implementam a minimizacao
da norma dos pesos sao, de fato, mecanismos computacionais para resolver
um problema multiobjetivo geral. Pode-se ver que o método WD ¢ equiva-
lente ao método de regularizacao proposto por Tikhonov [Tik63] [TA77]. O
método multiobjetivo proposto em [TBTS00] é equivalente aos métodos de
regularizagao descritos em [Phi62] [Iva62] [Iva76], quando o método computa-
cional utilizado para a solu¢ao do mesmo é o e-restrito. Desta forma pode-se
observar que os métodos propostos em [TBTS00] sao extensoes dos métodos
de regularizacao j& existentes que foram propostos no comego da década de
60. O grande mérito do trabalho que propos o treinamento multiobjetivo
para redes neurais é que este coloca uma luz, sob a 6ptica da otimizacao
multiobjetivo, na natureza do problema. No caso citado no capitulo anterior
onde os funcionais envolvidos eram convexos, era possivel mostrar que as trés
técnicas de regularizacdo eram equivalentes [Vas70]. Entretanto, sob a luz da
teoria de otimizacao, pode-se mostrar facilmente que para redes neurais os
problemas nao sao necessariamente equivalentes, e ainda que existem resul-
tados que podem ser alcancados utilizando o treinamento multiobjetivo que
nao podem ser encontrados utilizando o WD, que de fato implementa uma
combinacdo convexa dos objetivos®.

Em [And02| foi mostrado que existe uma equivaléncia bi-lateral entre as
RBFs regularizadas e as SVMs. Bi-lateral no sentido que dado uma rede RBF
consegue-se gerar uma SVM equivalente e vice-versa. Esta demonstragao
mostra que abordagens diversas podem gerar solugoes de mesma qualidade.

De forma geral, neste capitulo foram mostradas as principais técnicas
existentes para melhorar a generalizacao de maquinas de aprendizagem e as
caracteristicas que as diversas técnicas tém em comum. Como ja havia sido
dito anteriormente, as técnicas de regularizacao implementam o principio de
minimizagao do risco estrutural. Outro ponto importante que foi ressaltado é
que considerar o problema de regularizacao como um problema multiobjetivo,
embora leve geralmente a mecanismos ja conhecidos ha mais de 40 anos, traz
uma nova perspectiva do problema, que pode ser, e em geral ¢, muito ttil.

As idéias discutidas nestes capitulos iniciais tiveram o proposito de em-
basar uma discussao mais profunda sobre métodos de treinamento de redes
neurais. Pode-se observar que os esfor¢os foram na direcao de dar uma visao
mais geral do problema de aprendizado e das caracteristicas construtivas dos

5Para maiores informacoes sobre a otimizacdo multiobjetivo consulte o apéndice A
sobre o assunto.
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métodos que se mostraram eficientes ao longo dos anos.

Das idéias apresentadas nesta parte introdutoéria foi derivada a (Q-norma
como medida de complexidade. Esta medida traz uma estrutura eficiente
computacionalmente pois separa as influéncias da parte linear e nao-linear
do problema. A ()-norma e o método do gradiente minimo, contribuicoes
desta tese, sao mostrados no capitulo a seguir.
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Parte 11

Contribuicoes
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Capitulo 4

A medida de complexidade
baseada na norma-(), o método
do gradiente minimo e suas
implicacoes

4.1 A medida de complexidade norma-()

Para se controlar a complexidade de uma maquina de aprendizagem, a primei-
ra questao a ser tratada ¢ como medi-la. Nas secoes anteriores, algumas
técnicas que usam a idéia de controle de complexidade foram apresentadas.
Do ponto de vista teérico, a principal ferramenta utilizada nos dias atuais
¢ a dimensao VC e as suas generalizagoes. Em termos praticos, qualquer
medida de complexidade para ser utilizavel deve ser escrita como fun¢ao das
variaveis de entrada e dos parametros da maquina de aprendizagem. Adi-
cionalmente, também é interessante se utilizar fungées quadraticas (ou pelo
menos uni-modal), pois estas sao simples de serem otimizadas. Por exemplo,
MLPs usam a norma Euclidiana do vetor de pesos, enquanto as SVMs usam
a norma do vetor normal ao hiperplano de separacao. O vetor normal ao
hiperplano esta fortemente conectado com o vetor de pesos; este é, de fato,
o vetor de pesos para um modelo linear. Para qualquer norma e qualquer
transformacao bijetiva linear A, pode-se definir uma nova norma de w como
|Aw|. Em 2D, com A sendo uma rotacao de 45° e algum escalonamento
necessario, a norma-1 se transforma em norma-oo. De forma genérica, o
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problema de medir a complexidade pode ser escrito como uma norma-Q).
Considere w € R"™ um vetor com dimensao finita, e ) € R"™ uma matriz
simétrica definida positiva' . A complexidade em termos de uma norma-Q

de w, v/wTQuw, pode ser definida como
Qw) = w' Qu. (4.1)

A primeira vista a condicdo w'Qw > 0 parece ser restritiva, mas é de
fato uma caracteristica necessaria do problema bi-objetivo apresentado aqui,
que é um problema de minimizacao. Todas as técnicas citadas no capitulo
anterior podem ser reescritas na forma da norma-(@). Para as MLPs e SVMs,
utilizando a norma do vetor de pesos como medida de complexidade, a ma-
triz () serd a matriz identidade. Alterando ) outros métodos podem ser
gerados. Como () é uma matriz simétrica positiva, esta pode ser decomposta
na forma @ = AT A, para algum A, logo, a norma da complexidade defnida
na Eq. (4.1) é a norma do vetor transformado ||Aw||. A utilidade desta for-
mulacao é que esta pode representar a complexidade de diversas maquinas
de aprendizagem as diferenciando na matriz () ou na transformacao linear
A no caso onde uma norma nao Euclidiana é utilizada. A utilizacao da me-
dida de complexidade proposta traz também uma outra vantagem: a decom-
posicao das partes linear e nao-linear do problema. Considere uma maquina
de aprendizagem com os parametros lineares [ e os nao-lineares N. A me-
dida de complexidade pode entdo ser escrita como [TQ(N)l, de maneira que
uma decomposicao entre as partes lineares e nao lineares do problema seja
alcancada. Observe que este tipo de decomposicao é o principal resultado
dos métodos baseados em Kernel. Estes métodos controlam a complexidade
controlando somente a parte linear das maquina (as ndo linearidades sao
definidas pelos Kernels). Nas proximas se¢oes uma nova méaquina de apren-
dizagem, denominada de Método do Gradiente Minimo (Minimum Gradient
Method- MGM) é definida. A idéia de se utilizar o gradiente como medida
de complexidade é derivada do conceito de maximizacao da margem, mas
esta também esta relacionada com outras propriedades interessantes como a
minimizagao da energia das altas-freqiiéncias.

1Q=Q" ex"Qx >0, Vo #0
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4.2 0O método do Gradiente Minimo

Neste capitulo serd discutida uma maneira de se utilizar a teoria desenvolvida
no capitulo 2 de forma construtiva, para se obter uma nova maquina de apren-
dizagem. O conceito fundamental utilizado para descrever as propriedades de
generaliza¢cao de uma maquina de aprendizagem foi o conceito da dimensao
VC, que mede a capacidade de um conjunto de fungoes. Como foi observado
anteriormente a dimensao VC efetiva depende do conceito de margem entre
os funcionais e esta pode ser definida para uma dada amostra yd; como:

Ve = ydi f (x4). (4-2)

A distribui¢ao de margens de f, M (S, f), em relagdo ao conjunto de treina-
mento S pode ser definida como:

M(*gvf):{/yt:ydtf(xt) tzl:aT} (43)

A idéia de margem é fundamental para a construcao da dimensao fat —
shattering, que pode ser entendida como a dimensao VC efetiva.

4.3 Maximizacao da margem de conjunto de
exemplos

Como dito anteriormente a margem de uma amostra yd;, que pode ser
definida como em 4.2, deve ser maximizada para se obter melhores limites
de generalizacao para uma maquina.

Para encontrar o méximo desta fun¢ao de margem para uma dada amostra
ydy, é necessario que o gradiente de 4.2 seja igual a zero. Desta forma obtém-

se’:

s Olydy f ()]

0t = 0 =0 (4.4)
L Of(x)
IV )] = o. (4.6)

20 indice t indica o t-ézimo padrdo. Para z; deseja-se derivar em relacao as coordenadas
do espaco de entradas, x;;, onde i =1,...,.n + 1.
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Para um conjunto de exemplos pode-se pensar no problema de maximiza-
¢ao da margem como:

T
min_ Y [V f ()]l (4.7)
t=1
onde pode-se concluir que a norma do gradiente da fungao para um dado
ponto pode ser utilizada para realizar o principio da minimizacao do risco es-
trutural. Desta forma uma contribuicao importante, do ponto de vista teorico
desta tese, se resume em escrever o problema de aprendizado de maquina
como o problema de otimizacao bi-objetivo®:

. fl — Remp(w)
i { fro= SN V@) (48)

O problema formulado desta maneira tem como meta conseguir o equi-
librio entre dois fatores responsaveis pela capacidade de generalizacao de uma
maquina que sao em geral conflitantes. Este método serd denominado como
o método do gradiente minimo.

De fato a idéia de se utilizar a norma da k-ésima derivada parcial como
termo de suavidade para problemas de regularizacao aparecem em alguns
momentos na literatura sem justificativas teéricas. Nas secOes seguintes seré
analisado as implicacoes desta idéia.

4.4 O hiperplano de separacao 6timo revisitado

Nesta secao sera discutido, sob a 6ptica das idéias mostradas anteriormente,
um dos problemas mais tratados nos ultimos anos na literatura sobre apren-
dizado de maquinas, o hiperplano de separacao 6timo. Pode-se definir um
hiperplano como:

f(z,w,b) = wx +b. (4.9)

No capitulo 2 mostrou-se que a dimensao VC efetiva de um hiperplano
depende da margem de separacao entre as classes. As SVMs, como mostrado

30 objetivo fy ndo foi escrito em termos das amostras do conjunto de treinamento,
tamanho 7T, e sim de um conjunto de tamanho N. A derivada pode ser avaliada, sem
um custo adicional elevado em pontos diferentes do conjunto de treinamento, como por
exemplo nos pontos de validagao. Pode-se se pensar assim em reduzir a capacidade da
fungao nao sé nos pontos de treinamento como em outros pontos de interesse.
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no capitulo 3, utilizam esta idéia para gerar as maquinas de aprendizagem.
Para se obter um hiperplano de separacao 6timo, dado um problema linear-
mente separavel, foi mostrado que basta minimizar o seguinte funcional:

1
r(w) = 5l (410)
A minimizacao do funcional mostrado na Equacao 4.10 é a base da cons-

trucao das SVMs. Pode-se escrever a margem para o hiperplano como:
v = ydf (z) = yd[wz + V], (4.11)
sendo que a norma do gradiente de v em relacao a x é proporcional a:
IVf()] = lwl, (4.12)

que é equivalente ao funcional descrito na Equacgao 4.10. Pode-se observar
desta forma que para este caso particular a formulacao apresentada ¢ equiva-
lente & das SVMs e que, para um problema linear, a norma do gradiente além
do significado de maxima margem no espacgo das fun¢oes também significa
maxima margem no espago das variaveis. Como se trata de um problema
linear o gradiente representa a projegao do ponto de interesse na curva de
separacao das classes, sendo esta a menor distancia, em termos da norma
Euclidiana, nos espacgo das variaveis.

Pode-se observar que as idéias mostradas até aqui trabalhavam com a
margem no espaco das fungoes. A derivagao da féormula do método do gra-
diente minimo também é realizado no espaco das funcoes. Entretanto é
interessante notar que para este caso particular existe equivaléncia entre os
dois espacos.

4.5 Andlise para funcoes monotdnicas

Considere uma fung¢ao monotonica genérica unidimensional, aproximada li-
nearmente em diversos intervalos Ax; = x; — x;_1, onde a variacao referente
a cada intervalo ¢ definida como Af; = f;_1 — f;, como mostrado na Fig. 4.1.

Para analisar este problema pode-se pensar que a funcao fy tem valor
igual a 1, e define uma classe em um problema de classificacdo, e que a
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Figura 4.1: Funcao convexa unidimensional aproximada por cinco segmentos
de reta.

fungao f, (para o caso da figura n = 5) representa a transicao entre a classe
le—1,i.e., f, =0. Para esta situacao pode-se escrever:

fn—fO_ ' lei

1=

Z&iﬂi.

(4.13)

Considerando f,, = 0 e fo = 1 (observe que esta considera¢do somente
simplifica a demonstragao e nao particulariza a analise), pode-se reescrever
a Equagao 4.13 como:

1= :éi: jitiilﬁkaau
=1

(4.14)

Para simplificar a analise pode-se definir Ax; = Az, Vi = 1,...,n. Desta
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forma pode-se reescrever a Equagao (4.14) como:

—~Afi
1=A . 4.15
x; Az (4.15)
Logo:
1 " Af;
— = . 4.16
Ax — Ax ( )

Da Equacao 4.15 observa-se que a distancia Ax entre as classes é inversa-
mente proporcional & inclinacao de cada segmento de reta. Isto é, para sair da
regiao onde a funcao define a classe 1 e a regiao de transi¢ao, é necessério “an-
dar” um maior Az se as inclina¢oes das retas forem pequenas. Por exemplo,
se Ax =1, tem-se que vy = Azn=mn,e Y ., % = 1. Se Az = 1/2, tem-se
que vy =Azn=n/2,e > ", % = 1/2. Outra observagao interessante ¢ que
pode-se considerar Ax tao pequeno quanto se quiser, e desta forma aproxi-
mar a funcao com a precisao desejada, e ainda, no limite, Az — 0, o termo
% — —%, o que faz esta avaliacao equivalente a minimizacao da norma
da derivada (deve-se lembrar que para fungoes monotonicas as derivadas nao
mudam de sinal).

Pode-se observar que o caso que utiliza uma reta de separacao é um sub-
caso deste analisado, sendo que no primeiro é considerado n = 1.

Desta anélise foi mostrado que a maximizacao da margem no espago de
funcoes quando fungoes monotonicas sao consideradas, equivale & maximiza-
¢ao desta no espaco das variaveis. Isto é, quanto menor a inclinacao dos
segmentos de retas, maior serd o Az, sendo que o 1ltimo representa a dis-

tancia no espaco das funcoes.

4.6 O problema de minimizacao das compo-
nentes de alta freqiiéncia revisitado
Como dito anteriormente, em [GJP95] foi proposto, para redes RBFs, a mi-

nimizacao de um termo de suavidade que era escrito como a minimizagao da
energia das altas freqiiéncias da funcao aproximada. Para estudar este pro-
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blema e mostrar outras propriedades da idéia de minimo gradiente, considere
a transformada de Fourier n-dimensional:

1 [T L.
f(ty,.nty) = —/ F(jwr, .., jwn) [ [ € dwr...dw, (4.17)
- =1

© o
A derivada de f(t) em relacao a t tem a seguinte transformada para quase
todos w:

Of (tr,conty) 1 [T Tei
(s tn) _ / JorF (s ey joon) [ 9 duoy.dis (4.18)

o0 =1

8tk 2

Desta forma pode-se escrever a seguinte propriedade que a derivada par-
cial de f(.) em relagdo a um t; corresponde do lado direito da Eq. 4.17 a
multiplicagdo de F(.) por jwy, isto é*:

Of (t1y ... tn)
Oty

Desta forma observa-se que a norma do gradiente é equivalente, em uma
grande gama de fungoes, & minimizagao da energia das altas freqiiéncias. O
termo F'(.) representa a energia, sendo que esta esta sendo multiplicada pelo
wy, equivalente. Desta forma, quanto maior o wy, maior sera a amplificacao do
termo F'(.) correspondente, sendo assim montada uma filtragem passa-altas.
Outro ponto interessante a ser notado é que em casos que a transformada de
Fourier exista para derivadas de ordem mais elevadas, é equivalente a escolha
de diferentes filtragens no sinal para minimizar a energia das altas freqiiéncias
(pode ser entendido como mudar a definigdo de “alta” freqiiéncia). De fato
para a derivada n-ésima tem-se w} F'(.), sendo entdo a filtragem realizada por
wy -

Dada esta interpretacao, o hiperplano de separagao 6timo pode ser visto
como uma func¢ao suave, definindo-se suave como aquela que possui reduzida
energia em freqiiéncia.

4.7 Minimizacao da norma dos pesos re-visitada

No treinamento multiobjetivo tenta-se diminuir o erro de treinamento e ao
mesmo tempo diminuir a norma do vetor de pesos. Considerando que as

4Esta propriedade é valida para uma diversidade de funcdes desde que a funcdo seja
integravel [Bar93].
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fungoes de ativacao ¢(.) sigmoidal ou tangente hiperbolica tém comporta-
mento praticamente linear quando seus argumentos sao pequenos, pode-se
entao escrever:

o(w,z) ~wz se|wl|—0 (4.20)

Logo a saida de uma MLP, onde U e H sao os pesos da camada de saida
e da camada escondida respectivamente, pode ser reescrita como:

Yy = ZZUJHZ]:E” (421)

j=1 i=0

Logo, minimizar a norma do gradiente da Equacao 4.21 equivale a:

IVf()lF =D (U;Hy)* (4.22)

j=1 i=0

Deste resultado pode-se notar que se os valores dos pesos forem pequenos
a funcao serd suave, como ja poderia ser previsto considerando o comporta-
mento linear das fungoes de ativacao. Entretanto pode-se notar que, mesmo
quando a linearizacao é considerada, a norma dos pesos nao é a medida mais
representativa de suavidade, sendo que esta deve ser substituida pela me-
dida apresentada na Equacgao 4.22. O resultado mostrado nesta equacao é
condizente com a expectativa empirica que nos diz que um neurénio pode
cancelar o efeito de outro, para um dado ponto no espaco, de tal forma que
estes nao influenciem a saida, quao menos na suavidade da mesma. Deve-
se lembrar que a norma dos pesos da camada nao linear deve ser mantida
pequena, para que as condicoes de analise desta secao sejam validas, i.e.,
as funcoes de ativacao trabalhem em suas regioes lineares. Observe que um
resultado equivalente ao apresentado nesta secao foi apresentado em |[MR97|.
Outro ponto que também é um pouco intuitivo e é mostrado nesta equacao
é que nao faz sentindo considerar somente a norma de todos os pesos, pois
estes, de fato, estao em espacos vetoriais diferentes. O resultado mostrado
na Equacao 4.22, indica que realmente os pesos tém importancias diferentes
para o comportamento da funcao aproximada, pois como ja discutido anteri-
ormente, estes estao em espacos diferentes. Os pesos para as SVMs, Eq. 4.12,
estdo em um mesmo espaco, logo, desta forma a norma deste faz sentido.
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4.8 SVMs nao lineares

Considere o problema primal das SVMs nao lineares (soft-margin)

T

min W(¢) = 6Qé+C Y& (4.23)
=1

sa. ydilzip+b0 >1—-&, i=1,..,T (4.24)

Em geral a matriz @) ¢ utilizada como uma matriz identidade. Considere
entdao () como uma matriz simétrica definida positiva. Logo, existe uma
matriz W tal que A = /Q. A funcao objetivo pode entao ser escrita como:

T
W(g) = ApAd+C D & (4.25)
=1

Escrevendo ¢ = A¢ e z; = A1x; o treinamento da SVM pode entdo ser
re-escrito como:

T

min W(yp) = ¢pp + C Z& (4.26)
i=1

s.a. ydilzip+ b >1-&, i=1,....T (4.27)

Pode-se observar entao que existe uma transformacao linear dos vetores
x em vetores z que o problema de maximizacao da margem, Q = I, se
transforma em uma matriz () positiva definida. De fato a escolha do Kernel
implica a estrutura de regularizacao escolhida, i.e., a matriz Q).

4.9 Discussao

Neste capitulo foi derivado, partindo da idéia de margem de um padrao,
o método do gradiente minimo. Embora existam idéias similares a esta na
literatura, estas foram desenvolvidas de forma empirica. O ponto mais impor-
tante deste capitulo é que, utilizando a idéia de gradiente minimo, pode-se
derivar as formulas mostradas no capitulo anterior para a minimizacao do
risco estrutural. Foi possivel obter uma interpretacao do método do hiper-
plano 6timo e também da técnica que trabalha com a redugao da energia
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das altas freqiiéncias. As idéias apresentadas neste capitulo, derivadas do
método proposto ajudam a esclarecer um pouco o problema de aprendizado
de maquina e a relacionar as diversas técnicas ja existentes, sendo esta uma
contribui¢cao importante.

No capitulo seguinte serao apresentados e analisados os aproximadores
polinomiais de gradiente minimo, a primeira contribuicao pratica deste tra-
balho. Para aproximadores polinomiais serd mostrado como se escrever o
MGM na forma de uma norma-() como proposto neste trabalho.
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Capitulo 5

Aproximadores polinomiais de
gradiente minimo

Neste capitulo serd estudada a aplicagao da minimizacao da norma do gradi-
ente em aproximadores polinomiais. Trata-se de um caso de estudo simples
que servird para esclarecer alguns pontos sobre o comportamento da técnica
proposta.

5.1 Formulacao para aproximadores polinomi-
ais de gradiente minimo

Pode-se escrever um polindomio unidimensional de ordem 7 como:

Yp = p(7+1)xz -+ p(T)ZL‘Z_l + ... —f—p(Q)fﬂi +p(1). (51)

Pode-se entao reescrever a Equacao 5.1 em forma matricial, i.e. para
todos os y, t =1, ..., T, como:

i a] xl ! 1 Pir+1)
y=| : Do : = CP. (5.2)
yr T :C;fl | Pa)

A derivada da Equacao 5.1 pode ser escrita como:

d S\ T —1
ytyx . me (r+1— i)zl (5.3)
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A Equacao 5.3 pode ser escrita, de forma similar a Equacao 5.2, como:

P o7t (r—Da7? ... a0 P(r+1)
d—y - : 0 . | =DP. (54)
x
Tx}_l (1 — 1):17}_2 ... xp O P(1)

Neste trabalho foi proposta a utilizagdo da norma do gradiente como
medida de complexidade para a fungao aproximada. O seguinte problema
bi-objetivo foi proposto para definir uma técnica de minimizacao do risco
estrutural:

. fl — Remp(w)
i { f= SN Vi@l (5:5)

Pode-se entao escrever o termo da minimizagao do risco empirico como a
minimizagao do funcional de erro:

fi =(CP —yd)" (CP —yd) =
= yd"yd — yd"CP — PTCTyd + PTCTCP, (5.6)

onde yd é a resposta desejada. Para minimizar a norma do gradiente pode-se
escrever:

f» = (DP)"(DP) = PTQP (5.7)

onde que ¢ Q = DTD. A Equacdo 5.6 representa o erro, e a Equacao 5.7
representa as derivadas que foram escritas na forma de uma norma-(). Para
os aproximadores polinomiais a matriz (), dada a formulacao do gradiente
minimo, é funcao somente da ordem do polinomio. Note que as duas funcoes
sao quadraticas. Logo pode-se escrever um problema multiobjetivo no qual
se deseja minimizar o erro e a derivada da fungao nos pontos de treinamento
como':

f=Ai+0=Nf
= ACP —yd)'(CP —yd) + (1 - N PTQP (5.8)

LCaso as funcoes ndo fossem quadraticas seria necessario utilizar uma outra formulaciao
para a resolucao do problema multiobjetivo. Para mais detalhes consulte o apéndice A.
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Onde o P 6timo ¢ calculado diferenciando a Equacao 5.8, e igualando a zero.

A derivada da Equacao 5.8 em relacao aos parametros P pode ser calculada
2

como~:

4 g
TE=AE (1))

dfs

dP

= N(~yd"C)" — CTyd + (CTC + CTC)P] + (1 = \)(Q + Q)P
= \—2CTyd +2CTCP) + (1 — \)2QP (5.9)

Para encontrar o P 6timo, P*, basta igualar a Equacao 5.9 a zero e
resolvé-la. Matematicamente:

M—2CTyd +2CTCP) + (1 —X)2QP =0
—2XCTyd 4+ 20CTCP + (1 — X\)2QP =0

ANCTC 4 (1 = N)Q]P = \CTyd
P*=\CTC+ (1 - NQ]*ACTyd. (5.10)

Onde o mapeamento do Pareto-Otimo, o conjunto que contém todos os
possiveis P*, é realizado variando \ entre zero e um. Utilizando a idéia de
conjunto de validacao pode-se escolher A de tal forma que o erro seja minimi-
zado neste conjunto. Em [Tei01] foi mostrado que esta escolha é 6tima dado

2Seja a matriz A € R™ "™ e os vetores z € R™ e y € R™. As seguintes relagdes sdo
verdadeiras:

d(z"y)
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um conjunto estatisticamente representativo e a funcao a ser aproximada es-
teja contaminada por um ruido Gaussiano. De fato pode-se observar que o
erro de validacao é uma funcao quadratica, sendo que, para esta classe de
problemas, existe uma tnica solu¢ao dentro do conjunto Pareto, onde o erro
é minimo. Neste trabalho A\ 6timo, \*, sera calculado utilizando o método
da secao aurea.

5.2 Experimentos utilizando o aproximador poli-
nomial de gradiente minimo

Nesta secao serao apresentados alguns resultados utilizando o aproximador
descrito na Equagao 6.39, onde o decisor atuara considerando a minimizagao
do erro de validacao. Considere o seguinte problema de aproximar uma reta
contaminada por um ruido Gaussiano com variancia igual a 17

fpi(x) = 2z + ruido, (5.11)

por um polinémio de ordem 10.

Na Figura 5.1 sao mostrados os pontos de treinamento, validagao, a
funcao desejada e a funcao aproximada. Nas Figuras 5.2 e 5.3 sao mostrados
respectivamente os erros de treinamento e validacao. Como era de se esperar
o erro de treinamento tem um comportamento monotonico decrescente. O
erro de validacao apresenta um ponto onde a fungao tem um minimo, e este
ponto representa a fungao escolhida.

A fronteira Pareto-Otima (PO) é mostrada na Figura 5.4, sendo esta con-
vexa, como previsto. No capitulo anterior foi apontado que, esta formulacao
é equivalente, dado algumas condigoes de integrabilidade da transformada
de Fourier, & minimizacao da energia da saida de um filtro passa-altas. Na
Figura 5.5 é mostrada a energia na saida deste filtro, e nota-se que esta é
monotonica crescente, como previsto.

O segundo exemplo testado trata o problema de aproximar um polinémio
de ordem 3 por um de ordem 10, contaminado por um ruido Gaussiano.
Matematicamente:

fra(x) = 0,22° + 2% + 2 + ruido. (5.12)

Resultados similares aos obtidos para o caso onde se desejava aproxi-
mar uma reta, foram obtidos para o problema descrito na Equacao 5.12.
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Figura 5.1: Problema de aproximacao de uma reta contaminada por um ruido
Gaussiano. Pode-se observar que a fun¢ao aproximada com a regularizagao
¢ mais proxima da original, e aparentemente mais “suave”.
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Iteragéo

Figura 5.2: FErro de treinamento para fp;. FEste ¢ em geral monotonico
decrescente, caso nao ocorram problemas numeéricos.
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Figura 5.3: Erro de validacdo para o problema fp;. E interessante notar que
o erro de validacao tem um minimo bem definido, como mostrado na figura.
Esta situagao é geral pois esta é uma funcao quadratica nos parametros (salvo
casos onde ocorram problemas numeéricos).
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Figura 5.4: Fronteira Pareto-Otima (PO) para o problema definido na
Equacao 5.11.
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Figura 5.5: Energia da saida do filtro passa-altas equivalente a minimizacao
do gradiente sendo esta uma fung¢ao monotonica crescente, como esperado
teoricamente.
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Figura 5.6: Problema de aproximacao de um polindémio de terceiro grau
contaminado por um ruido Gaussiano. Pode-se observar que a fun¢ao aprox-
imada com a regularizagao é mais proxima da original, e aparentemente mais
“suave”

Na Figura 5.6 sao mostrados os pontos de treinamento, validacao, a funcao
desejada e a funcao aproximada. Nas Figuras 5.7 e 5.8 sdo mostrados respec-
tivamente os erros de treinamento e validacao. O erro de validagao apresenta
um ponto de minimo, como no caso anterior. A fronteira Pareto-Otima (PO)
¢ mostrada na Figura 5.9, sendo esta convexa, como previsto anteriormente.
Na Figura 5.10 é mostrado a energia na saida do filtro passa-altas, e observa-
se que esta & monotonica crescente, como previsto.

5.3 Discussao

Neste capitulo foi apresentado e analisado o aproximador polinomial de gra-
diente minimo. A escolha por iniciar as analises por este aproximador foi
devido ao fato de se tratar de um sistema bastante simples, sendo que a
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Figura 5.7: FErro de treinamento para fp3. FEste ¢ em geral monotonico
decrescente, caso nao ocorram problemas numeéricos.
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Figura 5.8: Erro de validacdo para o problema fps. E interessante notar que
o erro de validacao tem um minimo bem definido, como mostrado na figura.
Esta situagao é geral pois esta é uma funcao quadratica nos parametros (salvo
os casos onde ocorram problemas numeéricos).
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Figura 5.9: Fronteira Pareto-Otima (PO) para o problema definido na
Equacao 5.12.
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Figura 5.10: Energia da saida do filtro passa-altas equivalente & minimiza-
¢ao do gradiente. Pode-se observar que trata-se de uma fung¢ao monotoénica
crescente, como esperado teoricamente.
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compreensao de alguns fenomenos ficam mais claros. Pode-se observar que
para esta classe de aproximadores a derivada da funcao tem a transformada
de Fourier integravel, fazendo com que a metodologia proposta, em geral,
funcione como uma filtragem das altas freqiiéncias. Este fato foi confir-
mado empiricamente utilizando a FFT da funcao aproximada. Entretanto
é importante lembrar que esta classe de aproximadores sofre de problemas
de condicionamento e do “mal da dimensionalidade”. De fato, como é bem
conhecido, a utilizacao deste tipo de aproximador para problemas de alta
dimensao é proibitivo devido a quantidade de parametros livres requeridos.

Para concluir observa-se que utilizar aproximadores polinomiais é inter-
essante devido ao fato de estarem envolvidas somente funcoes quadraticas,
mas alguns problemas numéricos e o mal da dimensionalidade, impedem que
estes sejam de aplicagdo mais geral. Considere a expansao polinomial para
um mapeamento em z € R™|GWWG61]:

f(.f) =ao+ Z a;x; + Z Z Qi ;X5 + Z Z Z AT T (513)
i=1 —1

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

Dada a Eq. 5.13, pode-se notar que o ntimero de parametros livres a
para um polinomio de ordem 7 é O(m,7) = >._, m*~'. Por exemplo, um
problema com 3 dimensoes, m = 3, utilizando uma série de ordem 3, 7 = 3,
tera O(3,3) = 13 parametros livres, com m = 10 e 7 = 10, O(10,10) >
1.1e+9!. Observe que para um problema simples com 10 dimensoes utilizando
um polinémio de ordem 10 o ntimero de parametros livres explode, este é o
famoso mal da dimensionalidade.

Na proxima secao sera apresentada a rede perceptron com camadas pa-
ralelas (PLP - Parallel Layer Perceptron) e sua forma de regularizacao por
gradiente minimo que aproveita as boas caracteristicas dos aproximadores

polinomiais e tenta resolver os problemas citados.
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Capitulo 6

Rede perceptron com camadas
paralelas (PLP-parallel layer
perceptron)

Nesta secao seré discutida a principal contribuicao do trabalho desenvolvido.
Esta contribuigao trata-se do desenvolvimento de uma nova topologia de
redes neurais denominada rede perceptron com camadas paralelas (PLP-
Parallel Layer Perceptron)|CVV03]. Varios artigos ja foram publicados em
revistas derivados deste trabalho [CVV03], [VCV04], [VVCV05], [VCV06] e
alguns outros se encontram submetidos como indicado no Capitulo 1 deste
trabalho.

6.1 Topologia

A saida y; da rede perceptron com camadas paralelas (PLP) considerando n
entradas e m perceptrons por camada é calculada como:

({Z 5 (aze) ¢; (b )]}) = B(¢x) (6.1)

n+1

ajr = ijz‘%: (6.2)
i—1

Onde:
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n+1

bjt = Z Vi Xt (6-3)

=1

Geralmente nao se define uma funcao v ou ¢ para cada neur6nio j e sim
funcoes v e ¢ comuns a todos eles. Por isto seré utilizado de agora em diante,
para simplificar a apresentagao, v;(.) = v(.) e ¢;(.) = ¢(.), onde 5(.), y(.) e
¢(.) sao funcoes de ativacao (tangente hiperbdlica, Gaussiana, linear, etc...),
vj; e pj; sao os componentes das matrizes de pesos P e V, x; ¢ a i-ésima
entrada para o t-ésimo padrao, onde zy; é a polarizacao do perceptron, e y; é
a t-ésima posicao do vetor de saida y. Na Figura 6.1 é mostrada a topologia
da PLP.

Figura 6.1: Arquitetura de rede perceptron com camadas em paralelo.

Similarmente as tradicionais MLPs, todos os parametros da rede podem
ser ajustados utilizando o método do gradiente. Entretanto algumas diferen-
cas devem ser consideradas. Primeiramente, no caso da MLP, a rede utiliza
funcao de funcoes para o mapeamento entrada-saida. A PLP utiliza basi-
camente o produto de fungoes. E mais, como pode ser visto na Figura 6.1,
a topologia proposta ¢ composta por camadas paralelas. Esta caracteristica
simplifica a implementacao em maquinas paralelas ou clusters. Um caso par-
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ticular da topologia mostrada na Figura 6.1 é gerado considerando y(.) e 3(.)
como func¢oes identidade. Neste caso a saida da rede é calculada como:

Y = Z ajrd(bje)] Z (6.4)
j=1

Jj=1

onde Lj; = aj; e Nj; = ¢(bj;). Para um conjunto de pontos y;, t = 1,...,T,
definimos de forma similar os vetores L; e Nj.

E importante notar que, o caso particular descrito na Equacéo 6.4 tem al-
gumas caracteristicas interessantes [CVV03|. A superficie de erro em relagao
a pji, que para este caso particular é um parametro linear, ¢ uma estrutura
quadratica (mono-modal), logo um algoritmo de treinamento mais eficiente
pode ser utilizado. Para este caso pode-se utilizar o estimador de minimos
quadrados (LSE) para adaptar os parametros lineares da rede, sendo que a
convergéncia para o minimo local acontece em uma iteracao.

6.2 Teorema da aproximacgao universal

Considere o teorema da aproximagao universal escrito como [Cyb89, Fun89|:

Considere ¢(.) uma fun¢ao continua, ndo constante, limitada e mono-
tonicamente crescente. Deixe Ip denotar o hiper cubo unitdrio p-dimensional.
O espago de funcgoes continuas em Ip é denotado por C(Ip). Logo, dada qual-
quer fungao pertencente a C(Ip) e € > 0, existe um inteiro M e um conjunto
de constantes reais oy, w;; eb; , ondei =1,...M ej=1,..,p de tal forma
que pode-se definir:

f 1’1, ey L Z OéZ (i Wi T + bl) (65)
j=1

como uma aproximagao da fungao f(.), i.e., ]f(xl, e Tp) — f(T1, )| < €
para todo {x1,...,x,} € I,.

Este teorema ¢ o utilizado para a prova que uma MLP é um aproximador
universal. Por inspecao pode-se escrever a saida do caso particular da PLP,
como mostrado na Equacao 6.4, onde « é funcao de x. Desta forma pode-
se concluir que a PLP é um aproximador universal e que uma MLP é um
caso particular da mesma. A mesma discussao é valida para a situacao onde
funcoes radiais sao utilizadas na camada nao linear, de tal forma que uma
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rede RBF também é um caso particular da PLP, sendo que o teorema de
aproximacao universal desenvolvido para a primeira pode ser utilizado para
a segunda.

Uma interpretacao grafica pode ser dada a capacidade de aproximacao da
PLP. Esta rede pode ser entendida como uma combinacao linear de funcgoes
nao-lineares. Uma rede com um par de camadas paralelas, e dois perceptrons
por camada, m = 2, é capaz de aproximar dois periodos de uma funcao
senoidal. Na Figura 6.2 sao mostradas as funcoes lineares, L1 e L2, geradas
pelo perceptron linear e na Figura 6.3 é mostrada a saida da camada nao-
linear, N1 e N2, considerando ¢(.) como uma fun¢ao Gaussiana. O produto
entre as saidas lineares e nao-lineares é mostrado na Figura 6.4 e na Figura
6.5 ¢ mostrada a aproximacao resultante. Resultados similares podem ser
obtidos para outros tipos de fungao de ativacao. Os resultados mostrados
nesta se¢ao estao publicados em [CVV03|.
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Figura 6.2: Parametros lineares

6.3 Algoritmos para a minimizacao do risco em-
pirico

Nesta secao serao discutidos alguns possiveis algoritmos de treinamento para
a PLP. Os métodos propostos nesta secao ja se encontram devidamente im-
plementados e testados.
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Figura 6.4: Produto entre os parametros lineares e nao lineares

Os métodos descritos se baseiam na informagao do gradiente da funcao
de erro. A funcao de erro pode ser escrita como:

T
1 2
E(w) = 3 ;et(w,xt,ydt) . (6.6)
Onde:
ec(w, x, ydy) = (ye(w, z1) — ydy). (6.7)
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Figura 6.5: Funcao aproximada

Na Eq. 6.6 E(.) representa também uma medida de risco empirico, ¢
representa o t-ésimo padrao, sendo este composto pelas coordenadas x; e a
saida desejada yd;. A saida da rede é y;. As épocas (iteragoes) dos algoritmos
de treinamento serdo definidas utilizando o indice k. A variavel w pode
representar um vetor ou uma matriz de pesos, que para este caso é composto
dos pesos P e V, onde a representacao dependerd da simplicidade para a

explicacao.

6.3.1 Gradiente

Para se utilizar os métodos baseados no gradiente, tem-se que calcular o
gradiente da Equagao 6.7 em relagao aos pesos, utilizando a topologia descrita

na Equagao 6.1:
Oey Ay . 0B Oy, Oy aajt

= 86 a’y ¢(bjt)l’it-

apji B apji B Oy Oy 8ijt apji

dey Oy _ dp Oy Op by B

N 8wt aajt
88 9¢

(aje)Tir.

dvii vy Oy ¢ Dby vy

Para o caso particular descrito na Equacao 6.4, obtém-se:

Oe, _ Oy _ oy, 5ajt _
Opji  Opji Oaj Opji

= Oy, Oby, |

= ¢(bjt)ffit-
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3et . ayt . % (7925 8bﬁ . aQb

= = = aj; it 6.11
81}3@' ani 8¢ 8bjt 8vj,» ajt 8()]',5:6 ! ( )
Logo:
OF <~ Oe
= e 6.12
Opji ; tapji ( )
OF <~ Oe
= €t (6.13)
ani tz; Gvﬁ
Utilizando o método do gradiente pode-se escrever:
oF
Dji(k+1) = Pji(k) — 1 . (6.14)
’ ’ Opji(k)
ok
Vji(k+1) = Vji(k) — 1] : (6.15)
’ ! Ovji(k)

Onde k representa a k-ésima iteracao, como informado anteriormente, e
n a taxa de aprendizado (passo do gradiente). Na implementacao feita n foi
calculado da seguinte maneira:

n=A/|[Vwl]. (6.16)

onde A é o tamanho do passo, usualmente A = 0.01, e ||[Vw|| ¢ a norma do
gradiente de V ou P dependendo de qual peso esta sendo ajustado.

Uma regra empirica foi desenvolvida de forma a atualizar dinamicamente
o passo. Considere:

e Se o erro decrescer em quatro iteracoes consecutivas, o passo é aumen-
tado, A1 = Ag xcl, onde ¢l = 1.1.

e (Caso contrario o passo ¢ diminuido, A1 = Ay * 2, onde ¢2 = 0.9.

Os valores destas constantes, como o passo inicial, foram determinados
de forma empirica, sendo que o algoritmo nao é muito sensivel a estas, sendo
definidas geralmente nos intervalos, ¢1 = [1.1 1.3] e ¢2 = [0.7 0.9]. Nas
secoes seguintes sao descritos outros métodos de otimizacao mais robustos
de forma que o processo de treinamento seja o mais eficiente possivel, i.e.,
métodos de otimizacao que utilizam algumas caracteristicas da topologia para
alcancar de forma mais eficiente um minimo local. Para as proximas situagoes
serao descritos métodos onde a caracteristica da funcao de erro para o caso
particular é explorado, utilizando a atualizacao por minimos quadrados do
parametros P.
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6.3.2 Hibrido - Gradiente e minimos quadrados

Neste treinamento é proposto utilizar a atualizacao dos termos nao-lineares
de acordo com a Equacao 6.15 e a atualizacao dos pesos da camada linear
com o método dos minimos quadrados (LSE-least square estimator).

Como a saida y; ¢ uma funcao linear dos parametros pj;;, seus valores
6timos podem ser calculados utilizando um algoritmo simples baseado em
algebra linear. Esta caracteristica é similar a dos conseqiientes de uma ANFIS
[Jan93|. Para simplificar a explicacdo sobre LSE, considere I, = p;;, onde
z=(n+1)(j—1)+1i, [ é a transformacao da matriz P para um vetor [ com
os mesmos componentes, onde j =1,....m,i=1,...,n+ 1 en é a dimensao
do espaco de variaveis,

T
l:[pn pl(n+1) P21 ... pQ(n+1) Pm1 - .- pm(n+1)} (617)

Primeiramente todas as saidas dos perceptrons nao-lineares sao calcu-
ladas. Uma matriz C, que é uma combinacao das saidas nao lineares com as
entradas ¢ gerada. Os componentes ¢, da matriz C sdo ¢, = 24¢(bjt), onde
t=1,...,T. Matematicamente:

$11¢(bl1) e $(n+1)1¢(bm1)
C= L z (6.18)
I1T¢(51T) cee x(n+1)T¢(me)

Pode-se entao escrever uma forma equivalente & Equacao 6.4 utilizando
uma notacao matricial. Matematicamente:

y=Cl. (6.19)

Como ja dito, o objetivo do processo de aprendizagem para a maioria dos
algoritmos de treinamento supervisionado é a minimizagao do somatoério do
erro quadratico (MSE- Mean squarred error) para o conjunto de treinamento:

o %(cz — yd)"(Cl - yd). (6.20)

O valor 6timo para [ é obtido utilizando a condigao na qual o gradiente
da Equagao 6.20 é zero. Similarmente ao caso dos polinémios pode-se obter,

I* = (CTC)'C"yd. (6.21)

Depois do célculo de [*, estas componentes sao retornadas para a forma
matricial P. A saida é calculada e a matriz V' é atualizada de acordo com a
Equacao 6.15.
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6.3.3 Hibrido - Levenberg-Maquardt e minimos quadra-
dos

Um dos problemas apresentados para a atualizacao dos pesos utilizando o
método do gradiente é que este pode sofrer problemas para superficies de
erro de alta excentricidade. Uma forma de melhorar este seria utilizar uma
correcao de segunda ordem na direcao do gradiente.

Uma maneira de melhorar o desempenho do treinamento é utilizar o al-
goritmo de Levenberg-Marquardt [HM94], como ¢é feito para as MLPs. Este
método realiza uma aproximacao do método Newton, que realiza a correcao
de segunda ordem. Caso o método de Newton fosse utilizado, a forma de
atualizacao ou correcao dos pesos seria:

AV = —[V?E|"'VE. (6.22)

onde VF é o gradiente e [V2E]™! é a inversa da matriz Hessiana da Equagdo
6.6. Este método converge em um passo para funcoes quadraticas'. Para o
caso de fungoes nao quadraticas pode-se fazer a atualizacao como:

AV = —[V2E|"'VE. (6.23)

onde n é o passo ao longo da direcao de descida. Considerando a Equagao
6.6 pode-se mostrar que:

VEWV) = JNV)e(V). (6.24)
VZE(V) =J(V)J(V) + S(V) (6.25)

onde J(V) é a matriz Jacobiana e S(V') é um residuo. O Jacobiano J(V) é
mostrado na Equacao 6.26.

Oe1(V) de1(V)
o1 T O(nt1yem
J(V) = : : : (6.26)
der (V) der (V)
81}1 e a'U(n+1)*'m

Observe que foi considerado para a montagem desta matriz a forma vetorial
de V' (ndo matricial). Para o método de Gauss-Newton uma aproximacao

LObserve que o método dos minimos quadrados é um caso particular do método de
Newton. Este considera como posi¢ao inicial, o centro do sistema de coordenadas, e
utiliza a direcao do gradiente corrigida com informagoes de segunda ordem com o passo
unitario.
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linear ¢ assumida de forma que S(V) ~ 0. A forma de atualizacdo pode
entao ser descrita como:

AV = [JEV)J(W)]HTT(V)e(V). (6.27)

O método de Levenberg-Marquardt, que ¢ uma modificagao do método
de Gauss-Newton, ¢é escrito como:

AV = [JEVYJ(V) + ] HTE(V)e(V). (6.28)

O parametro p controla o tamanho do passo do método. Este método
tem taxa de convergéncia elevada pois utiliza informacoes de ordem mais
elevada das fungoes.

6.4 Minimizacao do risco estrutural da rede
PLP utilizando a idéia do gradiente minimo

Como discutido anteriormente neste trabalho, o principio da minimizacao do
risco empirico nao é o melhor para treinar uma méaquina. Foi mostrado no
capitulo 2 que a minimizacao do risco estrutural é o mais adequado. Neste
trabalho foi proposto a utilizagdo da norma do gradiente como medida de
complexidade para a funcao aproximada. O seguinte problema bi-objetivo
foi proposto para definir uma técnica de minimizacao do risco estrutural:

. f1 - Remp(w)
min { ho= XV V@ (6:29)

Esta técnica apresenta algumas propriedades interessantes, como mostrado
no capitulo anterior para aproximadores polinomiais. Nesta secao a mesma
estratégia desenvolvida para os polinémios sera aplicada ao caso particular
da PLP em dois passos:

1. Treine uma rede PLP super dimensionada de forma a minimizar o risco
empirico, utilizando um dos algoritmos descritos acima.

2. Aplique a técnica de minimizacao da norma do gradiente nos parame-
tros lineares (camada polinomial da rede) utilizando a formula¢ao qua-
dratica apresentada no capitulo anterior.
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Os passos descritos acima equivalem a gerar uma rede PLP que seja capaz
de mapear os ruidos das amostras, e aplicar a regularizagao nos parametros
lineares para filtrar estes. A escolha por utilizar a regularizacdo somente
nos parametros lineares é devido ao fato que estes apresentam funcionais
quadraticos, como descritos no capitulo anterior, sendo que algoritmos de
treinamento eficientes podem ser gerados.

Primeiramente deve-se definir f; para a PLP em relacao aos parametros
lineares. Este pode ser escrito, como ji mostrado na Equacgao 6.20, como:

fi = (Cl—yd)"(Cl — yd) (6.30)

onde [ e C estao definidos respectivamente nas Equacgoes 6.17 e 6.18. O
segundo passo necessario é calcular o vetor gradiente da saida da rede. Cal-
culando a derivada primeira da Equacgao 6.4 em relagao a variavel de entrada
x;, resulta na seguinte equagao [VCV04]:

t
— vy ST ST il - 6.31
axit ; [(abjt’l)]) (;pjﬂft) +¢<;ijt> p]] ( )
Logo o gradiente da saida y pode ser encontrado:

0y Oyy 0y }T

Ox1; 09y 0Ty

(6.32)

szt - |:

A derivada parcial em relagao ao vetor x; = [x;1, ..., Ti, ..., Tyr] pode ser
escrita de forma vetorial como:

dy
8@

— Dyl (6.33)

Para exemplificar a construcio da matriz D;, onde D; € RT*(+D)m con-
sidere os seguintes casos considerando as derivadas parciais em relacao a x;
e ro. Matematicamente:

8¢ n+1 a¢
aTHUniL‘n + ¢ <; V1iT41 . ab—mlvmlx(nﬂ)l
D, = : : - (6.34)
a¢ n+1 0¢
Dbir virTiT + @ <; Ulz%T) e Wmlvmlx(n—H)T




a a n+1
aTqulzl’n 87?1”12@1 +¢ (Z Ulﬂ%‘l)

i=1
Dy = :
a a n+1
%UIZEIT WTSTUIQI'QT + ¢ (; UlixiT>
%
Wmlvnﬂx(n-‘rl)l
(6.35)
09
MUmQx(n-ﬁ-l)T

Nas matrizes D;, 1 = k as colunas referentes aos pesos p;, sao compostas
por dois termos no somatoério, como pode ser observado na coluna 1 de D,
e na coluna 2 de Dy, sendo que no restante das colunas somente um termo
aparece no somatorio, como pode ser observado nas colunas 1 e m(n+ 1) da
matriz D.

Considerando a definicao das matrizes D;, a funcao f,, que computa a
norma do gradiente, pode ser definida como:

f2=0= Zn:(Dkl)T(Dkl) =1"Ql, (6.36)
k=1

onde Q € RtVmx(ntlim — 5~%  DI'D, tendo a formulagio do tipo norma-
(). Uma matriz real simétrica A é positiva se e somente se existe uma matriz
nao singular M tal que A = MTM. Logo, Q é semi-positiva definida para
todas as situacoes possiveis, lembrando que a soma de matrizes positivas é
uma matriz positiva?. Neste caso, a funcio definida na Eq. 6.30 é quasi-
convexa. Nas Eqgs. 6.30 e 6.36, os dois objetivos definidos na Eq. 6.29 -
minimizagao do risco empirico e da complexidade - sao escritas como funcoes
quadraticas de [. Logo a solugao do problema multiobjetivo no qual se deseja
minimizar o erro e a derivada da fungao nos pontos de treinamento, pode ser
escrita como:

min f= A1+ (1—=A)f

2Uma matriz é semi-positiva definida se 27 Qx > 0 para qualquer vetor x.
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= MOl —yd)" (Cl — yd) + (1 — N)ITQI (6.37)

Onde o P 6timo é calculado diferenciando a Equacao 6.37, e igualando a zero
o resultado e resolvendo a equacgao resultante. A derivada da Equagao 6.37
em relacao aos parametros P pode ser calculada como?®:

df .\ dfy df
TR IR G
= N(—yd"O)" — CTyd + (CTC + CTO)] + (1 — \)(Q + Q)l
= \N—2CTyd +2CTC1) + (1 — \)2QI (6.38)

A derivacao da Equacdo 6.38 é similar a derivacao do caso polinomial®.
Para encontrarmos o [ 6timo, [*, basta igualar a Equacao 6.38 a zero. Mate-
maticamente:

M=2CTyd +2CTCl) + (1 — X)2Q1l = 0
—2XCTyd +20CTCL+ (1 — X)2Q1 =0

IANCTC + (1= NQ)l = \CTyd

3Lembrando que:

dou+v) Ou Ov

ox _%—Fax’

1Seja a matriz A € R™" e os vetores z € R" e y € R". As seguintes relagdes sdo
verdadeiras:

oxTy)
oy 7
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I = NCTC + (1= N)Q] 'A\CTyd, (6.39)

se a matriz [ACTC + (1 — M\)@] é nao singular®. O algoritmo escalona line-
armente com o nimero de parametros livres, (n 4+ 1)m, o que pode fazer o
treinamento ficar caro computacionalmente. Técnicas para reduzir este pro-
blema estao sendo estudadas. As técnicas padroes para diminuicao do espago
de entradas podem ser aplicadas para reduzir este problema.

O mapeamento das solucdes Pareto-Otimas, o conjunto dos possiveis [*,
é realizado variando A entre zero e um. Utilizando a idéia de conjunto de
validagao pode-se escolher A de tal forma que o erro seja minimizado neste
conjunto. O \* foi calculado utilizando o método da secao aurea.

6.5 Exemplos numéricos

6.5.1 Problema de regressao

O primeiro problema de teste é um problema de regressao, onde as redes
foram testadas com 50 amostras ruidosas amostradas da funcao 6.40. Um
ruido branco com meédia zero e variancia de 0,2? foi adicionado a funcao
original. Os conjuntos de validacao e teste foram compostos, respectivamente
por 25 e 1000 padroes, sob as mesmas condigoes previamente mencionadas.

(x —2)(2z + 1)
(1 +2?)

fi(z) = (6.40)

Uma rede com 80 neurdnios paralelos foi utilizada nesta simulagao. A
precisao utilizada para a se¢ao aurea foi igual a le — 12, sendo que para
alcanca-la sao necessarias somente 60 avaliacoes de A, i.e., somente 60 redes
serao avaliadas. Na Figura 6.6 sao mostrados o conjunto de treinamento,
validacao, a funcao desejada, e as obtidas com e sem a regularizacao por
gradiente minimo. Ampliacoes de algumas regioes da funcao estudada sao
mostradas nas Figuras 6.7 e 6.8. Pode-se observar que o resultado obtido foi
bem préximo do desejado.

Os resultados encontrados foram comparados com os obtidos utilizando
os seguintes algoritmos: i) MLP com 30 neurdnios na camada escondida

S5Este algoritmo de treinamento foi desenvolvido em Matlab [Mat]. Ao invés de inverter
o sistema da Eq. (6.39) usando o comando inv(.), foi utilizado o comando \ que resolve o
sistema iterativamente. Esta forma é mais robusta e rapida do que quando a inversao do
sistema ¢é utilizada como pode ser visto na pagina do Matlab [Mat].
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Figura 6.6: Problema de aprendizado da fun¢ao f; contaminada por um ruido
Gaussiano.

treinada com o algoritmo de Levenberg-Maquardt (LM) [HM94]|, ii) MLP
treinada com o método do decaimento dos pesos (WD) utilizando a con-
stante de decaimento igual a 0.9, iii) Optimal Brain Damage (OBD) com 30
neuroénios, iv) Early Stop (ES) com 30 neurdnios, v) 10-Fold Cross-Validation
(CV) com 30 neurodnios, vi) SVM com kernel RBF, variancia igual a 12 e li-
mite para os multiplicadores de Lagrange igual a 2 [CV95], vii) MLP com
30 neurdnios treinada com o algoritmo MOBJ |Tei01|, viii) PLP com 15
neuronios paralelos treinada com um algoritmo MOBJ. A rede PLP treinada
com o algoritmo de minimo gradiente serd identificada como PLP-MGM
(Parallel Layer Perceptron with Minimum Gradient Method).

Na Tabela 6.1 estd mostrado o MSE (mean squared error) médio e o
desvio padrao de 100 simulacoes para um conjunto de teste composto de
1000 exemplos. Alguns resultados mostrados nesta tabela foram extraidos
de [Tei01] (somente os resultados que utilizam a PLP foram gerados nesta
tese).
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Figura 6.7: Zoom da func¢ao (lado esquerdo), mostrando que a solugao regu-
larizada “oscila menos” que a nao regularizada.

Como pode ser visto na Tabela 6.1 a rede PLP-MGM foi capaz de gerar
os melhores resultados, sendo estes muito proximos dos obtidos para as redes
treinadas com o método multiobjetivo (MOBJ). Alguns pontos importantes
devem ser ressaltados. Primeiro, como ja discutido anteriormente o método
MOBJ utiliza a minimizacao da norma dos pesos, e que este pode ser visto
como uma aproximagao da norma do gradiente. Entretanto o método MOBJ
controla tanto os termos da parte linear quanto da nao linear, sendo esta
uma vantagem conceitual do método. Um ponto importante é que o custo
computacional associado ao treinamento MOBJ é muito superior ao custo
das inversoes que sao necessarias para o método do gradiente minimo.
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Figura 6.8: Zoom da fungao (lado direito), mostrando que a solugao regula-
rizada “oscila menos” que a nao regularizada.

6.5.2 Problema de classificacao

Considere os seguintes conjuntos:

Cy = [(21, 22)| (2] + 23) < 0,65
Cs = [(21, 22)|(2F + 23) > 1, 85]

Seja a primeira classe composta pelo conjunto C;|JCs e a segunda por
Cs. O vetor de entrada é composto pelas varidveis x;, e xo, com média zero,
distribui¢do normal e varidncia igual a 0,52, 1,52 e 22 para os conjuntos
C1, Cy e O3, respectivamente. Os conjuntos de validagao, treinamento e teste
sao compostos de 425, 850 e 850 padroes, respectivamente.

Na Tabela 6.2 é mostrado o percentual de classificagoes corretas con-
siderando o conjunto de teste. Os resultados encontrados foram comparados
com os obtidos utilizando os seguintes algoritmos: i) MLP com 30 neur6nios
na camada escondida treinada com o algoritmo de Levenberg-Maquardt (LM)
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Tabela 6.1: Resultados para a funcao f1 utilizando a média de 100 simulagoes.

Algorithms MSE o
MLP-LM [Tei01] 0,078 0,003
WD [Tei01] 1,46 0,02
OBD |[Tei01] 0,070 0,003
ES [Tei01] 0,059 0,002
CV |Tei01] 0,058 0,002
SVM [Tei01] 0,078 0,003
MLP-MOBJ [Tei01] 0,049 0,002
PLP-MOBJ 0,048 0,002
PLP-MGM 0,047 0,003

[HM94], ii) MLP treinada com o método do decaimento dos pesos (WD) uti-
lizando a constante de decaimento igual & 0.5, iii) Optimal Brain Damage
(OBD) com 30 neurdnios, iv) Early Stop (ES) com 30 neurénios, v) 10-Fold
Cross-Validation (CV) com 30 neuronios, vi) SVM com kernel RBF, varian-
cia igual a 5 e limite para os multiplicadores de Lagrange igual & 6 [CV95],
vii) MLP com 30 neurénios treinada com o algoritmo MOBJ [Tei01], viii)
PLP com 15 neurdnios treinada com o algoritmo MOBJ [Tei01].

Tabela 6.2: Resultados para o problema de classificagao considerando a média
de 100 simulagoes.

Algorithms Right answers o

MLP-LM [Tei01] 67% 2%
WD [Tei01] 5% 2%
OBD |[Tei01] 73% 2%
ES [Tei01] 76% 2%
CV |Tei01] 7% 2%
SVM [Tei01] 5% 2%
MLP-MOBJ [Tei01] 78% 2%
PLP-MOBJ 80% 1%
PLP-MGM 82% 3%

A PLP-MGM superou todas as outras topologias utilizadas neste pro-
blema teste, mostrando a sua eficiéncia, como mostrado na Tabela 6.2. Na
Figura 6.9 ¢ mostrado um resultado tipico encontrado para este problema.
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Figura 6.9: Problema de classificacao definido na Equacdo 6.41. A curva
continua representa a resposta encontrada sem a utilizagao da regularizacao,
e a curva tracejada a resposta regularizada.

6.6 Discussao

Nesta secao foi apresentada a principal contribuicao desta tese, a rede per-
ceptron com camadas paralelas. Foram mostradas algumas de suas carac-
teristicas principais como algoritmos de treinamento e o teorema da aproxi-
macao universal. Primeiramente foram mostrados os algoritmos que utilizam
o principio da inducao da minimizacao do risco empirico. Na seqiiéncia foi
apresentada uma técnica, que aplica a minimizagao do risco estrutural, o
método do gradiente minimo. Esta técnica nasce da idéia de regularizagao
para polinémios apresentados na secao anterior, com a possibilidade de se
utilizar uma camada polinomial na rede proposta. Do ponto de vista de
custo computacional este método se mostrou mais adequado que o método
multiobjetivo anterior, embora nenhum resultado neste sentido tenha sido
apresentado formalmente.

A técnica PLP com gradiente minimo considera a parte nao-linear da rede
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no computo da capacidade da mesma. Este fato é importante, pois embora
0s parametros nao-lineares nao tenham sido ajustados, estes sao levados em
considera¢ao na formulacao do problema. As SVMs, por exemplo, nao levam
em consideragao este fato, controlam somente a parte linear. De fato, a
determinacao do espaco caracteristico ¢ um problema tao importante quanto
a definicao do hiperplano 6timo. Para analisar esta caracteristica das SVMs
considere a seguinte funcao a ser aprendida:
mymso

2

f(my,mg,r)=0C

(6.42)

r

que ¢ a lei da gravitacao de Newton, expressando a forca entre dois corpos de
massas m, e ms, separados por r. Uma maquina linear nao pode representar
esta funcao de forma adequada. Entretanto com uma mudanca simples de
coordenadas

g(xay72> =In f(mlam%r)
=nCH+Ilnmi+Ilnme—2nr=c+z+y—2z (6.43)

obtém-se uma representacao que pode ser aprendida de forma exata por
uma maquina linear. A funcao g(z,y,z) representa f(my, mo,r). Desta
forma fica clara a importancia da definicao do espaco caracteristico, e que
este é problema-dependente. Os resultados teéricos relativos as SVMs nao
prevéem como definir este espaco caracteristico e nem como contabilizé-lo na
capacidade da funcao.

Como o espaco caracteristico € um mapeamento nao-linear, qualquer
hiperplano de separacao em qualquer espago caracteristico pode ser mapeado
em um hiperplano de margem méxima em algum outro espaco caracteristico
da mesma dimensao, de forma que ambos representem a mesma separacao
no espaco de entrada. Uma pergunta fica em aberto, “Qual espaco carac-
terfstico o hiperplano de maxima margem garante os melhores limites de
generalizacao?” |Zha(Ol|. Esta pergunta nao tem uma resposta clara.

Algumas técnicas foram propostas ao longo dos anos para tentar respon-
der esta pergunta. Por exemplo, em [SBV95], foi apresentada uma maneira
para limitar o nimero de coeficientes nao zero que ocorrem na expansao das
SVMs introduzindo uma func¢ao de custo especifico que elimina a contribuicao
da funcao ntucleo correspondente a pontos que contribuem para se obter uma
margem para um problema dado. Em [AW99] foi proposto um método para
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modificar a funcao niicleo para melhorar o desempenho de SVMs para pro-
blemas de classificagdo. Em |[CST00] foi apresentada uma maneira dinamica
de se adaptar os nicleos nas SVMs. Utilizando a validagao cruzada foi inves-
tigado em [DKPO3] a selecao dos parametros dos nicleos. Nucleos hibridos
foram propostos em [TWO04]. De fato, a determinacao de nticleos 6timos é
um problema ainda em aberto e é, como mostrado no exemplo da gravitacao,
fundamental para o aprendizado de méaquina.

Na formulacao mostrada neste capitulo, os parametros nao-lineares estao
explicitos na formulacao, embora nao tenham sido ajustados. O fato de
considerar tanto os elementos lineares como os nao-lineares na formulacao do
problema é uma vantagem conceitual da técnica proposta.

Na préxima segao serd mostrada a resolucao de alguns problemas mais
complexos.
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Capitulo 7

Resultados experimentais

Neste capitulo serao apresentados alguns resultados experimentais obtidos
para a rede perceptron com camadas paralelas utilizando o método do mi-
nimo gradiente. A versdao mono objetivo desta rede ja foi testada em di-
versos problemas [CVV03] [VCV04] [VVCV05] [VVC04], que incluem alguns
benchmarks da comunidade de redes neurais, aplicagoes relacionadas ao pro-
jeto de dispositivos eletromagnéticos, sendo que esta foi superior na maioria
dos casos tanto em custo computacional como em poder de generalizacao
quando comparada a técnicas que também nao utilizam nenhum controle de
complexidade (i.e., técnicas que utilizam o principio de minimizagao do risco
empirico e nao do risco estrutural).

Neste capitulo a comparacao ¢é feita levando em conta os algoritmos
avancados que se encontram na literatura que aplicam o principio da mini-
mizacao do risco estrutural.

7.1 Alto-falante

Um alto-falante com duas variaveis de projeto, h,, e w;, como mostrado na
Figura 7.1, é testado. O objetivo deste problema é aprender a densidade
de fluxo magnético no air gap (F'), o qual é calculado utilizando o método
de elementos finitos. A base de dados foi gerada utilizando amostragem
uniforme de 13 pontos em cada dimensao, somando um total de 169 amostras.

Na Tabela 7.2 sao mostrados os erros, MSE - Mean Squared Error, para
as duas topologias testadas, ANFIS e PLP, quando estes sao comparados a
derivadas numéricas.
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Figura 7.1: O problema do alto falante.

Tabela 7.1: Parametros do alto falante.
par(cm) wi wt wl wr wb hm hb

fix 0,3 - 0,1 0,1 0,1 - 0,2
min - 0,5 - - - 0,3 -
max - 1,5 - - - 1.2 -

Da Tabela 7.2 pode ser notado que os dois modelos apresentam bons re-
sultados se comparados com as derivadas numéricas. Entretanto, como pode
ser notado, os resultados quando a PLP ¢é utilizada sao mais satisfatérios do
que quando a ANFIS o é, mostrando, de novo, a eficiéncia de rede proposta.
Outro ponto importante a ser notado é que os bons resultados obtidos para
a PLP convencional e a ANFIS se deveram a escolha apropriada da estru-
tura testada. Pode-se notar que a PLP com 50 e 100 neurdnios apresenta
over-fitting, sendo que este problema é resolvido quando a PLP-MGM é uti-
lizada, i.e., mesmo tendo uma estrutura super dimensionada a rede foi capaz
de generalizar limitando as fungoes que esta aproxima. Mesmo se o operador
definisse uma topologia inadequada, i.e. com muitos neuronios, a rede seria
capaz de encontrar uma resposta adequada.
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Tabela 7.2: Resultados para o alto falante.

Topology MSE de F MSE de ZE MSE de &
ANFIS (9)[RRF00]  0,0011 1,10 1,26
ANFIS (16) [RRF00] 0,00056 0,68 0,84
PLP (9) [VCV04] 0,00055 0,78 1,21
PLP (16) [VCV04]  0,00027 0,55 0,38
PLP (20) [VCV04]  0,00026 0,65 0,46
PLP (50) 8x10~F 1,20 0,79
PLP (100) 6x106 1,48 1,62
PLP-MGM (50) 0,00039 0,62 0,50
PLP-MGM (100) 0,00025 0,56 0,47
PLP-MGM (200) 0,00026 0,66 0,42

7.2 Problemas do IDA benchmark repository

Todos os 13 problemas encontrados no IDA benchmark repository [IDAO1]
sao testados nesta secao. Este problemas foram selecionados entre os pro-
blemas utilizados em redes neurais para testar diversas caracteristicas das
maquinas de aprendizagem. Os resultados encontrados para a PLP-MGM
sao comparados com os resultados obtidos pelas seguintes técnicas:

e SVM-Support Vector Machine,

e KFD- Kernel Fisher Discriminant,

e RBF -Radial Basis Function,

e AB -AdaBoost and

e ABR -Regularized AdaBoost extracted from [MMR™*01];
e LOOM - Leave-One-Out SVM [WHO00];

e LOO-KFD - Leave-One-Out KFD and

e Xval-KFD - k-fold KFD [CT03];

e Generalized Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO)
|[Rot04];
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e B-KLR - Bayesian KLR [CT05];

e PPSVM - Posterior Probability SVM [TWEFYWO05]

e PLP- Single objective Parallel Layer Perceptron [CVV03]

Estes resultados sao mostrados na Tabela 7.3, 7.4 e 7.5 onde NA significa
que os resultado nao foi disponibilizado pelos autores. O niimero de neuronios
paralelos (NPN) usados para a PLP e a PLP-MGM para cada conjunto de

dados é indicado na ultima linha das tabelas.

Tabela 7.3: Ida repository I (Erros médios).

Method Banana B. Cancer Diabets German
SVM 11,540,7 26 + 5 2342 2442
KFD 10,840,5 26 + 5 23+2 24+2
RBF 10,840,6 28 + 5 2442 25+2
AB 12,3£0,7 30+ 5 2742 2843
ABR 10,9+0,4 27 x5 2442 2442
LOO-KFD 10,4404 26 £4 23+2 2442
Xval-KFD  10,4+04 26 +4 23+2 24+2
LASSO 10,7+0,5 26 £ 5 24+2 24+2
LOOM 10,64NA 26,3 £ NA 23 44NA  NA
B-KLR 10,9&=NA 27, 7+NA NA 22, 7tNA
PPSVM 11,2+£0,6 26 &£ 5 23+2 NA
PLP 10,7+£0,6 27 £ 5 2342 30+3
PLP-MGM 10,7£0,6 25 + 4 23+2 2442
NPN 10 6 1 12

O primeiro ponto a ser notado nos resultados das Tabelas 7.3, 7.4 e 7.5,
é que a PLP-MGM obteve melhores resultados que a PLP convencional,
como esperado. Também pode ser notado que a PLP-MGM teve resulta-
dos similares aos alcancados pelas outras técnicas utilizadas na comparacao.
Uma comparacao estatistica destes resultados é entao utilizada [Dem06]. So-
mente os métodos testados em todos os problemas serao considerados nesta
comparacao, sem considerar o desvio padrao das simulacoes. Primeiramente
todos os algoritmos sao classificados para cada conjunto, sendo que o de me-
lhor performance recebe a classificacao 1, o segundo 2 e assim por diante. No
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Tabela 7.4: Ida repository II (Erros médios).

Method Heart Image Ringnorm S. Flare
SVM 16+3 3,0£0,6 1,7+0,1 3242
KFD 16+4 3,3+£0,6 1,540,1 33+2
RBF 18+3 3,3£0,6 1,7+£0,2 34+£2
AB 20+£3 2,7+0,7 1,940,3 3612
ABR 17+4 2,7+0,6 1,6%0,1 34+2
LOO-KFD 1644 4,0+0,6 1,4+0,8 3442
Xval-KFD 1643 4,0+£0,6 1,4+0,4 3442
LASSO 1643 NA 1,8£0,3 3312
LOOM 16,1+-NA NA NA NA
B-KLR NA 42+4NA NA NA
PPSVM 1543 NA NA NA
PLP 1943 5+4 4+1 37+2
PLP-MGM 1643 3,3£0,7  4+1 3312
NPN 1 18 24 17

caso de empate a média das classificacoes é considerada. A média das clas-
sificagoes é mostrada na Tabela 7.6 e esta que mostra a PLP-MGM possui a
melhor classificacao média.

A classificacdo média é uma forma justa de comparar como mostrado
em [Dem06|. Entretanto, o desempenho de dois classificadores ¢ significan-
temente diferente se as classificagoes médias se diferem de pelo menos a
diferenca critica

k(k+1)
6N

onde k é o nimero de algoritmos, N o niimero de problemas testados. Para
detalhes adicionais olhe [Dem06]. No presente caso C'D = 2.4, o que significa
que a PLP-MGM ¢é estatisticamente superior somente em relacao ao AB. De
fato um maior nimero de problemas seriam necessarios para indicar se existe
uma diferencga relevante entre as técnicas comparadas.

O namero de neurdnios da PLP-MGM foi definido empiricamente, e os
parametros nao lineares foram inicializados de forma aleatoria. Um trabalho
de pesquisa futuro interessante consiste no desenvolvimento de algoritmos
para otimizar automaticamente os parametros nao lineares, definindo entao
uma matriz ) “6tima” para o problema dado e nimero de neurdnios.

CD = q, (7.1)
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Tabela 7.5: Ida repository III (Erros médios).

Method Splice Thyroid Titanic Twonorm  Waveform
SVM 10,9£0,7 5+2 2241 30402  9,9404
KFD 10,54+0,6 4+£2 23+2 2,6+0,2 10,7+1
RBF 10£1 512 23+1 2,940,3 10,7+1
AB 10,1£0,5 442 23+1 3,0+0,3  10,840,6
ABR 9,54+0,7 5+2 23+1 2,740,2  9,840,8
LOO-KFD 10,8407 5+2 29241 27402  9,740,4
Xval-KFD  10,740,6 542 92941 28402  9.740,4
LASSO NA 542 2341 2,64£0,2 NA
LOOM NA 5,0 22,7+NA NA NA
B-KLR NA NA 22,6NA NA 10,2NA
PPSVM  NA 442 2241 2,4+1 9,9-0,6
PLP 124£2 442 23+1 2.840,3 18+2
PLP-MGM 10+2 4+2 22+1 2,6+0,3  10,7+0,6
NPN 2 2 18 1 19

7.3 Diagno6stico de doencga cardiaca

Em [YYNO3| foi proposto uma variacao das SVMs de margem suave (SVM-S)
para as SVMs de margem total (SVM-T). Um dos exemplos testados neste
artigo trata-se de um problema de diagnostico de problemas cardiacos, com
dados da Cleveland Clinic Foundation. Esta base de dados é composta por
13 variaveis e 303 observagoes. A técnica proposta é comparada com os ex-
perimentos descritos em [YYNO3] e os resultados sdo mostrados na Tabela
7.7, sendo computado uma média de 100 simulagoes em todos os casos (infe-
lizmente os autores nao mostraram o desvio apresentado nos experimentos).
Os resultados também sao comparados com os resultados apresentados em
|[BAO1], onde KFA significa Kernel function approximation.

Os resultados obtidos neste experimento mostram o poder de generaliza-
¢ao da rede proposta.

7.4 Aplicacao a analise de crédito

Da UCI Machine Learning Repository foi obtido uma base de dados para
a avaliacao de risco de crédito. O problema consiste em 690 padroes com
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Tabela 7.6: Classificacao média considerando os problemas do IDA reposi-
tory.

Método Classificacao média
SVM 4,5
KFD 3.8
RBF 5,8
AB 6,3
ABR 4.3
LOO-KFD 3.9

XvallKFD 4,0
PLP-MGM 3.7

15 entradas, sendo que se deseja avaliar se o cliente é apto ou nao para
receber o crédito. Deste conjunto 50% das amostras constituem o conjunto
de treinamento, 25% o de validacao e o restante o conjunto de teste.

Na Tabela 7.8 o resultado obtido pela técnica proposta ¢ comparado com
diversos resultados encontrados na literatura. De fato a técnica proposta é
comparavel a estas. Entretanto deve-se notar que o resultado obtido para a
MLP-MOBJ foi muito superior aos demais e este fato deve ser investigado
mais a fundo. Se comparado com a PLP-MG a MLP-MOBJ tem a vantagem
de também ajustar os parametros da camada de entrada. Para este problema
parece ser necessario definir uma estratégia para o ajuste dos parametros da
camada nao-linear da PLP.

7.5 Discussao

Neste capitulo foram apresentados alguns resultados obtidos aplicando a rede
proposta neste trabalho, rede perceptron com camadas paralelas (PLP- Par-
allel Layer Perceptron) treinada com o método do gradiente minimo (MGM
- Minimum Gradient Method), em problemas reais. As comparacoes foram
realizadas considerando as mais diversas técnicas existentes. A técnica pro-
posta, PLP-MG, obteve, em geral, resultados comparéveis as principais téc-
nicas estado-da-arte existentes. Esta comparacao foi feita de forma ampla
considerando diversos problemas e diversas maquinas de aprendizagem.
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Tabela 7.7: Comparagao da PLP-MG, SVM-S e SVM-T para o problema de
diagnostico de doenca cardiaca.

Técnica Média Desvio
SVM-S (C=1)[YYNO3| 20,00 7
SVM-S (C=5)[YYNO3| 21,21 7
SVM-S (C=10) [YYNO3] 21,32 7
SVM-T (Cl=1, C2=0,05) [YYNO3] 20,00 7
SVM-T (Cl=1, C2=0,10) [YYNO3] 19,23 7
SVM-T (C1=1, C2=0,50) [YYNO3] 20,22 7
SVM-T (C1=5, C2=0,10) [YYNO3] 21,10 7
SVM-T (C1=5, C2=0,50)[Y'YNO3| 20,22 7
SVM-T (C1=5, C2=1,00) [YYNO3] 20,99 7
SVM-T (C1=10, C2=0,10) [YYNO3] 21,32 7
SVM-T (C1=10, C2=0,50) [YYNO3] 19,87 7
SVM-T (C1=10, C2=1,00) [YYNO3] 21,10 7
RBF [BAO1] 21,6 ?
SVM [BAO1] 20,3 ?
KFA [BAO1] 16,8 ?
PLP-MG 18 4
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Tabela 7.8: Comparacao da PLP-MG com diversos algoritmos para o pro-
blema de andlise de crédito.

Técnica Média Desvio
RBF batch K-means |Lly82] 17 4
RBF DF [ISA84] 6 3
RBF 10 [DHT73| 18 4
RBF DFIO [IK89) 17 4
RBF IODF [IK89) 17 4
RBF on-line K-means [Mac67] 17 4
RBF optimal [CS95| 17 4
RBF GA |[LCBLO5] 14 4
Backpropagation [Tei0l] 17 2
Cascade correlation |[FLIO| 18 3
Tower [PYH87] 15 3
Pyramid [PYH87] 17 2
SVM [Tei01] 173
MLP-MOBJ [Tei01] 9 1
PLP-MG 14 3
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Capitulo 8

Consideracoes finais

Esta tese abordou alguns aspectos teoricos e praticos para o problema de
aprendizado de maquinas. Primeiramente foi mostrado que as técnicas classi-
cas de regularizacao e o principio indutivo da minimizacao do risco estrutural
(SRM) sédo casos particulares de uma formulagdo mais geral que considera
um problema de treinamento bi-objetivo. Este problema bi-objetivo deve
ser escrito como a minimizacao de um funcional de risco empirico, Renp,
e a minimizagao de um funcional de complexidade, 2. Embora aparecam
na literatura alguns mecanismos que utilizam idéias derivadas da otimizacao
multiobjetivo [TBTS00], [CBMT03] e [VCV06], neste trabalho as questoes
conceituais foram exploradas e ficou demonstrado como os métodos se rela-
cionam. De fato, as idéias de regularizacao foram desenvolvidas para fun-
cionais convexos embora dois de seus mecanismos também funcionem para
funcionais quasi-convexos. O SRM depende somente da uni-modalidade dos
funcionais envolvidos para que a ordenagao proposta seja valida em todo
espaco de interesse. O problema bi-objetivo descrito nesta tese inclui os
problemas definidos previamente sem que a uni-modalidade seja necessaria.

O segundo ponto desenvolvido neste trabalho foi uma forma genérica de
escrever a complexidade de uma maquina de aprendizagem em termos de uma
norma-(). FEsta abordagem é uma forma genérica de se separar o problema
linear (que pode ser facilmente resolvido), do problema nao-linear para o
treinamento de maquinas de aprendizagem. Baseado nesta formulacao pode-
se mostrar que qualquer que seja a caracteristica de complexidade esta serd
somente uma transformacao afim dos vetores de parametros lineares. A sim-
plicidade matemaética deste modelo pode ser muito ttil para o entendimento
e para gerar novas técnicas de aprendizado. Pode-se, por exemplo, escrever
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uma matriz ¢ de tal forma que a complexidade é definida como a norma do
gradiente da saida da maquina treinada. Esta abordagem foi utilizada neste
trabalho para gerar o método do gradiente minimo (MGM - Minimum Gra-
dient Method). Foi mostrado que o MGM esta diretamente relacionado com
a maximizacao das margens na formulacao das SVMs e com a minimizacao
da energia de alta-freqiiéncia proposta para as RBFs. Estas contribuicoes
podem ser muito tteis para a modelagem e entendimento do aprendizado
para as mais diversas maquinas como mostrado no decorrer do texto.

Asidéias conceituais desenvolvidas foram entao aplicadas a aproximadores
polinomiais. Foram utilizados aproximadores polinomiais com uma dimensao
e foi mostrado que, dada esta classe de aproximadores o problema bi-objetivo
descrito neste trabalho, considerando a complexidade como a norma do gra-
diente, é, de fato, um problema convexo. Utilizando a propriedade de conve-
xidade, o algoritmo de treinamento pode ser resolvido utilizando o estimador
de minimos quadrados, que é uma forma robusta e eficiente para se resolver o
problema de treinamento. Varias das propriedades teodricas previstas foram
comprovadas nos experimentos feitos, como a de que a minimizacao do gra-
diente pode ser equivalente a uma filtragem das altas-freqiiéncias. Para con-
cluir observa-se que utilizar aproximadores polinomiais é interessante devido
ao fato de estarem envolvidas somente funcoes quadraticas, mas alguns pro-
blemas numéricos e o mal da dimensionalidade, podem impedir que estes
sejam de aplicagao mais geral.

A maneira desenvolvida nesta tese para utilizagao de polindmios e evitar
(pelo menos reduzir) o mal da dimensionalidade, foi baseado em um modelo
onde um polinémio de primeira ordem (neste caso a complexidade cresce
linearmente) é colocado em paralelo com um modelo nao-linear. Esta é a ar-
quitetura bésica da rede proposta nesta tese a rede perceptron com camadas
paralelas (PLP - Parallel Layer Perceptron). A PLP é uma nova arquitetura
de redes neurais onde as MLPs e RBF, com uma camada escondida, sao casos
particulares desta. Portanto a PLP divide com elas caracteristicas desejaveis
como a de ser um aproximador universal, com uma flexibilidade extra de-
vido as camadas em paralelo. Desta configuracao foi derivada a principal
contribuicao pratica deste trabalho, a rede PLP-MGM.

Considere dois conjuntos Pareto-Otimo de redes no espaco dos objetivos
como mostrado na Figura 8. Claramente as redes geradas no conjunto PO,
sao dominadas pelas pertencentes ao conjunto PO,, i.e., dada uma rede
pertencente & PQO; existe uma rede em POy que consegue obter menores
erros de treinamento com menor complexidade. Desta forma, baseado nas
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idéias apresentadas neste texto, seria interessante utilizar o conjunto de redes
pertencentes a P(O,. Nesta linha, um dos pontos a se estudar no futuro, é
a influéncia da camada nao-linear na generalizacao da rede. Uma primeira
abordagem seria a utilizacao de polinémios de ordem mais elevada na PLP,
de tal forma que esta tenha mais parametros lineares e menos nao-lineares
(sem esquecer de controlar o mal da dimensionalidade). Outro ponto que
pode ser abordado é a utilizacao de técnicas de otimizacao multiobjetivo
nao-linear nos pesos desta camada, como o algoritmo Dominating Cone Line
Search[VTS06].

POy

Complexidade

PO 5

Risco Empirico

Figura 8.1: Nesta Figura sao mostrados dois conjuntos de redes, PO, e PO,
onde as redes em PO, dominam as de PO;. Desta forma é interessante obter
o conjunto PO, durante o treinamento, sendo este o trabalho futuro mais
direto derivado desta tese.

Outro ponto interessante é tentar obter um entendimento mais profundo
da constante A utilizada para ponderar os compromissos entre os objetivos.
Esta talvez possa ser utilizada para se realizar a escolha entre diversas es-
truturas treinadas com este algoritmo. Algumas extensoes deste trabalho
também podem ser obtidas, como a topologia de multiplas saidas, e a re-
cursiva. Espera-se que a extensao da técnica do gradiente minimo pode ser
facilmente estendida para outras redes como MLPs, RBFs, ANFIS.
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Apéndice A
Problemas multiobjetivo

Neste apéndice serao mostrados alguns conceitos relativos a otimizacao e aos
problemas multiobjetivo. O problema de otimiza¢ao multiobjetivo (MOP)
ou vetorial pode ser escrito como:

s.a.x e F, (A1)

Onde f(.) : R™ — R™ & o vetor dos objetivos do problema, F, C R" é a
regiao factivel e x € R” sdao as variaveis de controle, espaco dos parametros.
Os vetores f(z) € R™ encontram-se em um espaco vetorial denominado
de espaco dos objetivos. Logo neste problema se procura pontos tais que
minimizem uma funcao vetorial.

Usualmente nao é possivel minimizar todos os objetivos simultaneamente,
porque o 6timo de uma fungao dificilmente é o 6timo das outras, logo nao
h& um 6timo dnico e sim um conjunto destes. Para definir minimizacao para
problemas vetoriais algumas defini¢oes sao necessarias.

i) Domindncia: Um vetor x; domina xo se f;(x1) < fj(xs2) Vj onde j =
1,...,me f;(x1) # fj(x2) para pelo menos um j, onde x; e x5 € F,.

ii) Solugio Pareto-Otima (PO): Um vetor 2* € F, é Pareto-Otimo (PO)
se nao existe outro vetor x no espaco viavel que domina x*.

Utilizando estas definicoes é possivel gerar um conjunto de solugoes de-
nominadas solu¢oes nao dominadas ou PO, formando a fronteira PO, a qual
contém os melhores compromissos entre os objetivos.
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A.1 As condicoes de optimalidade de Kuhn-
Tucker

Uma solucao factivel x* satisfaz as condicoes necessarias de Kunhn-Tuker
para eficiéncia se:

e todos os fi’s e g;’s sao diferenciaveis, onde os ¢;’s sao as restri¢oes do
problema, e

e existem vetores multiplicadores, ©* > 0, A* > 0, com pelo menos uma
desigualdade estrita A} > 0, tais que:

gi(z™) <0;

m p
SNV + > 1 Va(at) =0 (A2)
j=1 k=1

Estas condicoes sao necessarias para que x* seja um minimo local.

A.2 Meétodos para a resolucao de problemas
multiobjetivo

Nesta secao serao mostrados alguns métodos classicos para a solucao de pro-
blemas multiobjetivo.

A.2.1 Método da soma ponderada

O problema ponderado, P\, pode ser escrito, para um problema com m
objetivos, como:

min Z Nifi(x), x € F, (A.3)
i=1
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onde A é o termo de ponderacao. Este método gera uma sequéncia de hiper-
planos paralelos, e termina com uma tangente & regiao viavel, como mostrado
na Figura A.1. Na Figura A.2 é mostrado um dos problemas desta abor-
dagem, i.e., a parte nao convexa do problema nao tem hiperplano suporte,
logo nao pode ser mapeada.

h

Figura A.1: Interpretacao grafica do método ponderado.

Figura A.2: Interpretacao grafica para o método ponderado quando a fron-
teira tem regioes nao convexas.
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A.2.2 Meétodo e-restrito

O método e-restrito, P., reescreve o problema multiobjetivo da seguinte
forma:

min f;(z), v € Fy

sa. fj<e€, j=1,...m, j#i’ (A4)

Desta forma a fronteira PO ¢é descrita como uma fungao do parametro ¢;,
i.e., variando ¢; diversas solugoes nao dominadas podem ser obtidas, como
mostrado na Figura A.3.

2

R .21l < 26
\ 2] < =5
,,,,,,, PR R
/2] < s4
S RSN £ Lok Bl

A 2
S N 17211 <83
o T 20l

71

Figura A.3: Interpretacao grafica do método e-restrito.

A.2.3 Programagao por metas

O meétodo de programacao alvo ou por metas, P,, pode ser formulado da
seguinte maneira:

min || f(x) — M|,, © € Fa (A.5)

para um dado 1 < p < oo. Onde M é um vetor composto por M; que
indicam a meta desejada para o objetivo.
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A.2.4 Método das relaxacoes

O método das relaxacoes pode ser escrito como:
min 1 (A.6)
sa. f—f"—nu<0 (A.7)

onde f* é o vetor contento o minimo de cada fungao e vy € um vetor construido
utilizando uma combinacao convexa dos vetores objetivo. Uma interpretagao
grafica deste método é mosttrada na Figura A.4.

f2

fi

Figura A.4: Interpretacao grafica do método da relaxagao.
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