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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova abordagem para lidar com o problema
de minimização do risco estrutural (structural risk minimization - SRM)
aplicado ao problema geral de aprendizado de máquinas. A formulação é
baseada no conceito fundamental de que o aprendizado supervisionado é um
problema de otimização bi-objetivo onde dois objetivos con�itantes devem ser
minimizados. Estes objetivos estão relacionados ao erro de treinamento, risco
empírico (Remp), e à complexidade (capacidade) da máquina de aprendizado
(Ω). Neste trabalho uma formulação geral baseada na norma-Q é utilizada
para calcular a complexidade da máquina e esta pode ser utilizada para
modelar e comparar a maioria das máquinas de aprendizado encontradas
na literatura. A principal vantagem da medida proposta é que esta é uma
maneira simples de separar as in�uências dos parâmetros lineares e não-
lineares na medida de complexidade, levando a um melhor entendimento
do processo de aprendizagem. Uma nova máquina de aprendizado, a rede
perceptron com camadas paralelas (Parallel Layer Perceptron -PLP ), foi
proposta neste trabalho utilizando um treinamento baseado nas de�nições
e estruturas de aprendizado propostas nesta tese, o Método do Gradiente
Mínimo (Minimum Gradient Method-MGM). A combinação da PLP com o
MGM (PLP-MGM) é feita utilizando o estimador de mínimos quadrados,
sendo esta a principal contribuição deste trabalho.



Abstract

This work presents a novel approach to deal with the structural risk mini-
mization (SRM) applied to a general machine learning problem. The for-
mulation is based on the fundamental concept that supervised learning is a
bi-objective optimization problem in which two con�icting objectives should
be minimized. The objectives are related to the training error, empirical risk
(Remp), and the machine complexity (Ω). In this work one general Q-norm
like method to compute the machine complexity is presented and it can be
used to model and compare most of the learning machines found in the lit-
erature. The main advantage of the proposed complexity measure is that it
is a simple method to split the linear and non-linear complexity in�uences,
leading to a better understanding of the learning process. One novel learning
machine, the Parallel Layer Perceptron (PLP) network was proposed here us-
ing a training algorithm based on the de�nitions and structures of learning,
the Minimum Gradient Method (MGM). The combination of the PLP with
the MGM (PLP-MGM) is held using a reliable least-squares procedure and
it is the main contribution of this work.



Lista de Abreviações
AB AdaBoost
ABR Regularized AdaBoost
CV Cross validation - Validação cruzada
ERM Empirical Risk Minimization - Minimização do risco empírico
ES Early stop - parada prematura
FFT Fast Fourier Transform - Transformada rápida de Fourier
iid Independente e identicamente distribuída
KFD Kernel Fisher Discriminant - Discriminante de Fisher usando kernels
LASSO Generalized Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
LM Levenberg-Marquardt
LSE Least Squares Estimate - Estimador de mínimos quadrados
LOO Leave-One-Out KFD
LOOM Leave-One-Out SVM
MGM Minimum Gradient Method - Método do gradiente mínimo
MLP Multi-layer perceptron - Rede perceptron de múltiplas camadas
MOBJ Multiobjetivo
MSE Mean Squared Error - Erro Quadrático Médio
OBD Optimal Brain Damage
PLP Parallel Layer Perceptron - Rede perceptron com camadas Paralelas
PO Pareto-ótima
PPSVM Posterior Probability SVM
RBF Radial Basis Function - Funções de base radial
SRM Structural Risk Minimization - Minimização do risco estrutural
SVM Support Vector Machine - Máquinas de vetores suporte
VC Vapnik Chervonenkis
Xval k-fold KFD

i



Lista de Simbolos
C Matriz que multiplicada pelos parâmetros lineares resulta na saída da máquina
D Matriz que multiplicada pelos parâmetros lineares

resulta na derivada da saída da máquina
e(.) Erro para um dado padrão
err(.) Erro de generalização
E[.] Esperança matemática
f(.) Função ou hipótese
f1(.) Função que representa a minimização do risco empírico
f2(.) Função que representa a minimização da capacidade da função
F (.) Transformada de Fourier de f(.)
F (x) Função Distribuição de probabilidade
F (y|x) Função de Distribuição condicional de y dado x
F (y, x) Função de Distribuição Conjunta de y e x
F(.) Espaço das funções ou hipóteses
fatF(γ) A dimensão fat-shattering
G(.) Função de crescimento
h Dimensão Vapinik e Chernonekis (VC dimnesion)
H Pesos da camada escondida de uma MLP
H(.) Esperança da entropia aleatória
H1(.) Entropia aleatória
Hann(.) Entropia recozida
i Índice
I(.) Função indicadora
j Índice e número imaginário na de�nição da transformada de Fourier
J(.) Jacobiano
k Número de erros no conjunto de treinamento
k(.) Núcleo (Kernel)
l Parâmetros lineares
L(.) Medida de perda ou discrepância
L(.) Lagrangeano
m(.) Menor margem do conjunto
M(.) Margem em relação ao conjunto de treinamento
n Dimensão do espaço de entradas, x ∈ Rn

N(.) Diversidade de uma classe de funções
Ω(.) Medida de complexidade (capacidade)
R Esfera que contem os vetores x ∈ X

ii



R(.) Funcional de risco
Remp(.) Funcional de risco empírico
S Conjunto de treinamento
P Parâmetros lineares (Matriz para a PLP e vetor para os polinômios)
P (.) Probabilidade de um evento
pji Componente da matriz de pesos P
Q Matriz que de�ne a medida de complexidade, Q = ATA
t Contador referente as amostras do conjunto de treinamento
T Número de amostras no conjunto de treinamento
U Pesos da camada de saída de uma MLP
V Parâmetros não-lineares (Matriz para a PLP)
vji Componente da matriz de pesos V
w Parâmetros da máquina de aprendizado, w ∈ Λ
x Variáveis de entrada ou controle
X Espaço onde o vetor x está de�nido, x ∈ X
yd Resposta obtida do supervisor, saída desejada
z Variável aleatória, z = (x, y), z ∈ Z
α Multiplicador de Lagrange, termo de ponderação
δ Constante positiva ->Probabilidade de um evento ocorrer
∆ Margem de separação para funções lineares no espaço das variáveis
ε Constante positiva
η Passo nos métodos baseados no gradiente
γ Margem de separação no espaço das funções
γ(.) Função de ativação
λ Termo de regularização
Λ Espaço de hipóteses
ω Freqüência
φ(.) Função não linear utilizada para a construção de máquinas de aprendizagem
% Constante não in�nita
ϑ(.) Medida de perda ou discrepância no espaço Rn+1

τ Ordem dos aproximadores polinomiais
θ(.) Função degrau
ξ(.) Variável de folga de uma margem (soft margin)
ζ Limite superior do risco esperado
∇f Gradiente de f
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Capítulo 1

Introdução

Um dos grandes desejos do homem, que aparece junto com a evolução das
máquinas, é a concepção de uma máquina que possa operar em ambientes
desconhecidos por ela, utilizando o seu próprio aprendizado, independente do
controle humano. Uma máquina que possa ser chamada de autônoma ou cog-
nitiva. A capacidade de lidar com eventos para os quais não foi previamente
treinada determinaria o sucesso, ou insucesso desta.

Dentro deste contexto busca-se encontrar modelos que sejam capazes de
resolver tarefas complexas, e que sejam e�cientes computacionalmente. Entre
as possíveis técnicas destacam-se as redes perceptron de múltiplas camadas
(MLPs), as Redes de Funções de Base Radial (RBFs) e as Máquinas de
Vetores Suporte (SVMs). Para uma referência introdutória sobre o assunto
consulte [Hay99].

Ao tentar utilizar técnicas de aprendizado de máquina em problemas reais
algumas características são desejáveis:

• bons resultados para o problema dado;

• tempo computacional da máquina de aprendizado (quanto mais rápido
melhor);

• e que esta seja pouco dependente do projetista, i.e., seja pouco depen-
dente da interferência humana na de�nição dos parâmetros de treina-
mento.

Estas características desejáveis motivaram o desenvolvimento desta tese de
doutorado. Para se abordar estes três pontos é necessário estudar tanto
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questões teóricas como práticas. As teóricas são: o que é um bom resultado
para um dado problema? Quais são os fatores que levam a uma máquina
de aprendizado a alcançar tal resultado? Depois nasce a questão prática
de como utilizar estas idéias de forma e�ciente computacionalmente. Todos
estes aspectos são considerados neste trabalho.

O princípio que norteou a área de aprendizado de máquinas supervisio-
nado durante muitos anos foi o princípio indutivo da minimização do risco
empírico (Empirical Risk Minimization - ERM). Este é baseado no conceito
simples de que a minimização do erro de treinamento, o risco empírico, é
uma boa estratégia para se gerar máquinas com bom aprendizado. Entre-
tanto, foi teoricamente provado que a minimização do risco empírico não era
su�ciente para garantir a convergência da máquina de aprendizagem[Vap98].
Para garantir a consistência do aprendizado surge então o princípio indutivo
da minimização do risco estrutural (Structural Risk Minimization - SRM).
Este princípio diz que além de se minimizar o risco empírico é necessário
também limitar a capacidade (complexidade) da máquina de aprendizagem.

Este trabalho apresenta uma nova abordagem para lidar com o problema
de minimização do risco estrutural (structural risk minimization - SRM)
aplicado ao problema geral de aprendizado de máquinas. A formulação é
baseada no conceito fundamental de que o aprendizado supervisionado é um
problema de otimização bi-objetivo onde dois objetivos con�itantes devem ser
minimizados. Estes estão relacionados ao erro de treinamento, risco empírico
(Remp), e a complexidade (capacidade) da máquina de aprendizado (Ω).

Neste trabalho uma formulação geral baseada na norma-Q é utilizada
para calcular a complexidade da máquina de aprendizagem e esta pode ser
utilizada para modelar e comparar a maioria das máquinas de aprendizado
encontradas na literatura. A principal vantagem da medida de complexi-
dade proposta é que esta é uma maneira simples de separar as in�uências
dos parâmetros lineares e não-lineares na medida de complexidade, levando
a um melhor entendimento do processo de aprendizagem. Matematicamente
isto signi�ca que, dados os parâmetros lineares l e os não-lineares V , a com-
plexidade pode ser escrita como Ω = (A(V )l)TA(V )l = lTQ(V )l. Observe
que a complexidade é a norma do vetor A(V )l, e, como o produto entre
A(V ) e l é utilizado, esta pode ser naturalmente implementada em paralelo.
Para tal a rede perceptron com camadas paralelas (Parallel Layer Perceptron
-PLP) com uma camada linear em paralelo com uma camada não-linear é
uma solução natural. A PLP também é uma contribuição deste trabalho.

Muitas de�nições da matriz Q, dado xTQx > 0, ∀x 6= 0, podem ser uti-
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lizadas nesta construção. Nesta tese a minimização da norma do gradiente da
saída da rede é utilizada, gerando o Método do Gradiente Mínimo (Minimum
Gradient Method-MGM). A combinação da PLP com o MGM (PLP-MGM) é
feita utilizando o estimador de mínimos quadrados, sendo esta a contribuição
prática deste trabalho.

O texto está dividido em duas partes, sendo a primeira considerações
gerais sobre o problema de aprendizado de máquinas (capítulos 2 e 3), e a
segunda as contribuições deste trabalho. No capítulo 2 é de�nido o problema
de aprendizado de máquina que será tratado, o aprendizado supervisionado.
As idéias apresentadas neste seguirão a linha do aprendizado estatístico. No
capítulo 3 serão mostradas de forma sucinta algumas máquinas de apren-
dizado que aplicam o princípio indutivo da minimização do risco estrutural
(SRM). Serão tratadas as MLPs e suas diversas técnicas, muitas heurísticas,
para a minimização do risco estrutural, assim como as RBFs e as SVMs. Será
dada ênfase nas propriedades de cada método envolvido, e não em detalhes
práticos. Estas propriedades serão de suma relevância para o entendimento
da técnica proposta.

No capítulo 4 é apresentada a norma-Q como uma medida de complexi-
dade e as suas implicações. Uma medida que emprega a idéia citada acima é
gerada utilizando a minimização do gradiente da saída da rede. A derivação
desta segue a linha dos resultados apresentados no capítulo 2. O método
do gradiente mínimo proposto neste capítulo escreve um problema multi-
objetivo, na realidade bi-objetivo, onde se deseja minimizar dois objetivos
con�itantes, o erro empírico e a norma do gradiente em um domínio de in-
teresse. O método proposto é comparado do ponto de vista teórico com os
métodos descritos no capítulo 3, sendo que existem diversas equivalências
entre todos os métodos como mostrado no Capítulo 4.

Utilizando as idéias descritas no capítulo 4, é derivado o aproximador poli-
nomial de gradiente mínimo. A idéia de se aplicar a formulação apresentada
no capítulo 4 em polinômios, antes de analisar a aplicabilidade em redes
neurais, se deve à simplicidade dos mesmos, simpli�cando as análises. De
fato, para aproximadores polinomiais, a formulação teórica desenvolvida no
capítulo 4 se transforma em um problema prático onde as funções envolvidas
são convexas. Em alguns experimentos realizados durante este trabalho �cou
demonstrado que se trata de uma ferramenta aplicável inclusive em proble-
mas onde as amostras estão contaminadas por ruídos. Entretanto, também
é importante ressaltar que os polinômios sofrem do famoso �mal da dimen-
sionalidade� sendo pouco aplicáveis em problemas de alta dimensão (muitas
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variáveis de entrada).
Visando resolver os problemas apresentados para os polinômios, no capí-

tulo 6 é proposta a rede perceptron com camadas paralelas (PLP- Parallel
Layer Perceptron). Um dos casos particulares da PLP utiliza duas camadas
em paralelo, sendo que uma utiliza um aproximador polinomial, de fato um
aproximador linear para evitar o mal da dimensionalidade. Para este caso
particular é derivada a rede PLP de gradiente mínimo, onde o ajuste do
gradiente é realizado somente na camada polinomial para aproveitar a con-
vexidade dos funcionais envolvidos. A rede PLP com gradiente mínimo é
a principal contribuição prática deste trabalho. Ainda no capítulo 6 alguns
exemplos utilizando dados sintéticos são mostrados e a técnica proposta se
mostrou superior às demais testadas.

Finalmente no capítulo 7 a técnica proposta é testada em problemas reais,
entre eles problemas benchmark na área de aprendizado de máquinas e um
problema eletromagnético. Algumas considerações �nais são apresentadas no
capítulo 8, entre estas uma visão geral do trabalho e algumas perspectivas
futuras.

1.1 Publicações

Neste momento alguns trabalhos derivados deste texto já foram publicados,
sendo quatro publicações em revistas e sete em congressos. No presente
momento 3 artigos estão submetidos revistas e um para congresso. A lista
dos trabalhos é apresentada a seguir:

1. W. M. CAMINHAS, D. A. G. VIEIRA and J. A. VASCONCELOS -
�Parallel Layer Perceptron� - Neurocomputing (Elsevier), no. 55, pp.
771-778, October 2003.

2. D. A. G. VIEIRA, R. H. C. TAKAHASHI, V. PALADE, J. A. VAS-
CONCELOS and W. M. CAMINHAS - �The Q-norm complexity mea-
sure and the Minimum Gradient Method: a novel approach to the
machine learning structural risk minimization problem� - submitted to
IEEE Transactions on Neural Networks on September-2005.

3. D. A. G. VIEIRA, J. A. VASCONCELOS and W. M. CAMINHAS -
�Controlling the Parallel Layer Perceptron complexity using a multi-
objective learning algorithm� - Neural Computing and Applications,
accepted to publication (available on-line).
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4. D. G. VIEIRA, D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS, J. A. VAS-
CONCELOS - �A Hybrid Approach Combining Genetic Algorithm and
Sensitivity Information Extracted from Parallel Layer Network� - IEEE
Transactions on Magnetics, v. 41, n. 5, p. 1740-1743, 2005.

5. D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS and J. A. VASCONCELOS -
�Extracting Sensitivity Information of Electromagnetic Device Models
from a Modi�ed ANFIS Topology� - IEEE Transactions on Magnetics,
vol. 40, no. 2, pp. 1188-1191, March 2004.

6. D. A. G. VIEIRA, J. A. VASCONCELOS and W. M. CAMINHAS -
�Improving Neural Networks Sensitivity Extraction of Electromagnetic
Devices Using the Parallel Layer Perceptron Trained with the Minimum
Gradient Method� - 12th CEFC - IEEE Conference on Electromagnetic
Field Computation - Abril/2006, Miami, USA.

7. D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS and J. A. VASCONCELOS -
�Multiobjective Methodology to Compare Neural Networks Applied in
Electromagnetics� - 11th CEFC - IEEE Conference on Electromagnetic
Field Computation (Digital proceedings) - June/2004 Seoul, Korea.

8. D. G. VIEIRA, D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS and J. A. VAS-
CONCELOS - �A Hybrid Approach Combining Genetic Algorithm and
Sensitivity Information Extracted from a Parallel Layer Perceptron� -
11th CEFC - IEEE Conference on Electromagnetic Field Computation
(Digital proceedings) - June/2004 Seoul, Korea.

9. D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS, J. A. RAMIREZ and J. A.
VASCONCELOS - �Extracting Sensitivity Information of Electromag-
netic Device Models from a Modi�ed ANFIS Topology� - 14th COM-
PUMAG - IEEE Conference on the Computation of Electromagnetic
Fields (Digital proceedings) - P 95279 - July/2003 -Saratoga Springs,
New York, USA.

10. T. MEDEIROS, D. A. G. VIEIRA, W. M. CAMINHAS, J. A. VAS-
CONCELOS, A. P. BRAGA, R. R. SALDANHA and R. T. ALBU-
QUERQUE -�Neural networks trained with multiobjective learning al-
gorithm applied to optimization problems� - 24th CILAMCE -Iberian
Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
(Digital proceedings) - CIL 625-39 - October/2003 - Ouro Preto, Brazil.
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11. D. A. G. VIEIRA, J. A. VASCONCELOS and W. M. CAMINHAS -
�Multiobjective Methodology to Compare Neural Networks Applied to
Eletromagnetics� - Submitted to Neural Computing and Applications
on September-2005.

12. D. A. G. Vieira, J. A. Vasconcelos, W. M. Caminhas and Vasile Palade
- �The Minimum Gradient Complexity Control Applied to Sensitivity
Extraction of Electromagnetic Devices� - 16th COMPUMAG - IEEE
Conference on the Computation of Electromagnetic Fields - Germany.

13. L. Travassos, D. A. G. VIEIRA, N. Ida, C. Vollaire and A. Nicolas -
�Characterizing inclusions in a non-homogenous GPR problem by Neu-
ral Networks� - 16th COMPUMAG - IEEE Conference on the Compu-
tation of Electromagnetic Fields - Germany.

14. L. Travassos, D. A. G. VIEIRA, N. Ida, C. Vollaire and A. Nicolas -
�Concrete Inclusion Assessment using Principal Component Analysis
and Neural Networks � - submetido para IEEE Geoscience and Remote
Sensing Letters.

15. A. James, D. A. G. VIEIRA, D. Ara, and G-Z Yang - �Surgical work-
�ow segmentation using foveal window information� - submetido para
Miccai.

Em [CVV03], item 1, é proposto a topologia da rede perceptron com
camadas paralelas, alguns de seus algoritmos de treinamento que visam a
minimização do risco empírico (note que neste trabalho será enfatizado a
minimização do risco estrutural) e o teorema da aproximação universal. O
método proposto superou métodos padrões tanto em erro alcançado como
em custo computacional, sendo este o artigo seminal desta tese.

Em [VCV04], item 5, o método proposto em [CVV03] é aplicado à ex-
tração de sensibilidade de um dispositivo eletromagnético, mais precisamente
um alto-falante. Os resultados apresentados neste artigo mostraram a e�ciên-
cia da topologia proposta para a resolução deste tipo de problema.

Em [VVCV05], item 4, a extração de sensibilidade apresentada em [VCV04]
é utilizada como operador adicional em um algoritmo de otimização, melho-
rando signi�cativamente o desempenho do mesmo. Em [VVC04], item 11,
é mostrado um comparativo entre diversas redes para problemas eletromag-
néticos, sendo que a rede proposta foi superior às demais na maioria dos
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casos. Uma discussão sobre o uso de técnicas de otimização multiobjetivo
para o treinamento de redes é apresentada em [VCV06], item 3. Entretanto,
o leitor irá notar que este texto terá como ênfase os novos resultados obtidos,
especialmente a técnica de treinamento de mínimo gradiente como apresen-
tado em [VTP+05], item 2.

Em cooperação com Ecole Centrale de Lyon (França) e The University of
Akron (USA) a rede PLP desenvolvida nesta tese foi utilizada na detecção
de falhas em estruturas de concreto, sendo que dois artigos em congressos
foram aceitos e um está submetido para revista.

Em cooperação com Imperial College of London (Reino Unido) as idéias
propostas nesta tese foram utilizadas na segmentação de um procedimento
cirurgico que é o bloco fundamental para se criar uma máquina capaz de
prever erros neste tipo de procedimento.

Em conjunto com a Universidade de Oxford (Reino Unido) a rede PLP
está sendo aplicada na de�nição da estrutura de proteinas. Parte da teoria
aprensentada nesta tese foi desenvolvida em meu periodo de doutoramento
sanduíche em Oxford.

Os outros artigos apresentam aplicações das técnicas propostas neste tra-
balho em diversos problemas.

Durante o desenvolvimento desta tese, entre Outubro de 2003 e Dezem-
bro 2006, também foram publicados pelo autor desta tese artigos na área de
otimização deterministica e estocástica. Destes cinco artigos foram publica-
dos em revistas e doze em congressos.
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Capítulo 2

Teoria do aprendizado de
máquinas

Neste capítulo serão discutidos alguns pontos importantes para a fundamen-
tação deste trabalho. Para referências gerais sobre o assunto de aprendizado
de máquina consulte, por exemplo, [Vap98] [CST00] [Vap01] [HTF01]. O
objetivo deste capítulo é prover uma visão do problema e das condições cons-
trutivas para se realizar o aprendizado de forma e�ciente. Desta forma os
detalhes técnicos, em geral, não serão tratados, sendo que os principais re-
sultados apresentados servirão como base para a discussão sobre algoritmos
de aprendizado de máquina. A maior parte do material apresentado neste
capítulo se baseia em [Vap98] e [Vap01].

De fato, em um problema de aprendizado, o objetivo primal é encontrar
a função desejada em um vasto conjunto de funções, sendo que esta busca é
realizada tendo como base um número limitado de exemplos.

Na Figura 2.1 é mostrado um grá�co com uma base de dados (conjunto
de treinamento) e duas possíveis aproximações que podem ser geradas a
partir destes. É importante lembrar que as amostras que compõem a base de
dados podem estar contaminadas com alguma forma de ruído, sendo este o
caso prático mais geral. O modelo em linha contínua representa um modelo
simples, linear, que apresenta algum erro em relação aos dados conhecidos.
Em contrapartida, o modelo representado pela linha tracejada aproxima, sem
erro, os dados conhecidos, mas utiliza uma função muito mais complexa para
tal. Uma pergunta �ca no ar, qual das soluções é a mais adequada para
representar o problema em questão?

Esta pergunta tem sido tema central nas pesquisas relacionadas ao apren-

9



Figura 2.1: Figura mostrando possíveis soluções para o problema de regressão
tendo os pontos como o conjunto conhecido. Nota-se que o modelo em linha
contínua apresenta alguns erros na aproximação mas em contrapartida é um
modelo mais simples. O modelo em linha tracejada representa um modelo
com mais complexidade e que ajusta-se aos dados precisamente.

dizado de máquinas nos últimos anos. Uma das abordagens utilizadas para
entender este problema, baseado na estatística clássica, é o estudo do dilema
da polarização e da variância [GBD92]. Caso sempre fossem utilizados mo-
delos lineares para representar uma distribuição de dados, uma polarização
seria inserida no modelo. Caso fosse optado por interpolar os dados, i.e.,
gerar modelos com zero de resíduo, modelos com muita �utuação poderiam
ser gerados, os quais poderiam não representar a resposta desejada. Nesta
situação o modelo sofreria de grande variância.

Na comunidade de redes neurais, os modelos complexos demais para os
dados são chamados de super-ajustados (over�tted), e os modelos que são
simples demais para modelar o fenômeno estudado são chamados de sub-
ajustados (under�tted). Na próxima seção será apresentado um modelo es-
tatístico para o problema de aprendizado de máquinas.
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2.1 O problema de aprendizado de máquinas

Pode-se pensar no problema de aprendizado de máquinas supervisonado uti-
lizando três componentes básicas [Vap01]:

• Um gerador de vetores aleatórios x, amostrados independentemente de
uma distribuição de probabilidade (acumulada) �xa, mas desconhecida,
F (x)1;

• um supervisor que retorna um vetor de saída yd para uma dada entrada
x, de acordo com a função de distribuição condicional F (yd|x) (este é o
caso geral que inclui o caso yd = f(x)), também �xa mas desconhecida
(a existência do supervisor de�ne o aprendizado como supervisionado);

• e uma máquina capaz de realizar um conjunto de funções {f(x,w),
w ∈ Λ}. O espaço Λ é o espaço onde as funções realizáveis pela máquina
de aprendizagem se encontram, o espaço de hipóteses. Este pode ser
em alguns casos composto por funções ou por parâmetros destas. Por
exemplo w pode ser os coe�cientes de um polinômio.

Pode-se de�nir o problema de aprendizado de máquinas como o pro-
blema de escolher em um dado conjunto de funções, {f(x,w), w ∈ Λ} a
função que consegue acertar de forma mais precisa, seguindo um critério
pré-estabelecido, a resposta do supervisor.

2.2 A minimização do risco

Para realizar a escolha da melhor aproximação para a resposta do supervisor
é necessário adotar uma medida de perda ou discrepância, L(yd, f(x,w)),
entre a resposta yd do supervisor para uma dada entrada x e a resposta
f(x,w) gerada pela máquina de aprendizagem. O valor esperado da perda
pode ser dado pelo funcional de risco (ou erro)2 [Vap01]3:

R(w) =

∫
L(yd, f(x,w))dF (x, yd), (2.1)

1A função de densidade de probabilidade p(x) é a derivada de F (x), i.e., dF (x)
dx .

2R(w) é o valor esperado do erro de teste.
3O risco R(w) =

∫
L(yd, f(x,w))dF (x, yd) pode ser escrito de forma equivalente uti-

lizando a densidade de probabilidade p(x, yd), R(w) =
∫

L(yd, f(x,w))p(x, yd)dx dyd
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onde L(yd, f(x,w)) é a função de perda ou discrepância.
Desta forma o objetivo do problema de aprendizagem de máquina pode

ser descrito como encontrar a função f(x,w0) que minimiza o funcional de
risco apresentado na Equação 2.1 sobre a classe de funções {f(x,w), w ∈
Λ}. É importante ter em mente que a distribuição F (x, yd) é desconhecida
e que a única informação disponível sobre o problema são as amostras do
conjunto de treinamento. Desta forma não é possível minimizar a integral,
de�nida na Equação 2.1, diretamente. O conjunto de treinamento é formado
por T amostras aleatórias independentes e identicamente distribuídas (iid).
Independência signi�ca que cada observação traz o máximo de informação
e a condição de identicamente distribuídas diz que estas são referentes a
um mesmo fenômeno, observadas de acordo com F (x, yd) = F (x)F (yd|x) 4,
onde:

ST = {(x1, yd1), ..., (xT , ydT )}, (2.2)

é o conjunto de treinamento.
Os problemas de regressão e classi�cação são particularidades do pro-

blema mais geral descrito na Equação 2.1.
Pode-se então de�nir o problema de regressão como: Considere a resposta

do supervisor yd como um valor real e considere {f(x,w), w ∈ Λ}, como
um conjunto de funções reais que contém a função de regressão desejada
f(x,w0)

5, logo6:

f(x,w0) =

∫
yd dF (yd|x). (2.3)

Caso f(x,w) ∈ L2
7, a função de regressão pode ser a que minimiza o

funcional descrito na Equação 2.1 com a seguinte função de perda:

L(yd, f(x,w)) = (yd− f(x,w))2. (2.4)

4

• F (x) é a Função Distribuição de probabilidade

• F (yd|x) é a Função de Distribuição condicional de yd dado x

• F (y, x) é a Função de Distribuição Conjunta de yd e x

5f(x,w0) é a função que minimiza o risco esperado, R(w), i.e., R(w0) é mínimo.
6A função f(x,w0) =

∫
yd dF (yd|x) equivale à f(x,w0) =

∫
ydp(yd|x) dyd, que é a

esperança conditional de yd dado x, E[yd|x].
7Uma função é pertencente ao L2 se

∫
‖f(r)‖2dr < +∞.
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Desta forma o problema de regressão pode ser entendido como o problema
de minimizar o funcional de risco, Equação 2.1, com a função de perda apre-
sentada na Equação 2.4, na situação na qual a medida de probabilidade
F (x, yd) é desconhecida e amostras, Equação 2.2, são dadas. De�nindo a
função desejada, a função que representa a resposta do supervisor, como
f0(x), se esta não pertence ao conjunto de funções {f(x,w), w ∈ Λ}, mi-
nimizar o funcional de risco equivale a encontrar a função mais próxima no
espaço L2. De fato pode-se para este caso escrever o risco:

R(w) =

∫
(yd− f(x,w))2dF (x, yd)

=

∫
(f0(x)− f(x,w))2dF (x, yd) +

∫
(yd− f0(x))

2dF (x, yd) (2.5)

Onde o último termo não depende da função aproximada, e pode ser en-
tendido como, por exemplo, um ruído existente nas medidas. Detalhes sobre
a derivação da Equação 2.5 podem ser encontrados em [Vap98] e [Vap01].

Pode-se de�nir o problema de classi�cação como: Considere que a resposta
do supervisor yd possa ter somente dois valores, yd = {0, 1}, e considere
{f(x,w), w ∈ Λ} como um conjunto de funções indicadoras (funções que
podem representar somente os valores zero e um). Para este caso pode-se
de�nir a seguinte função de perda:

L(yd, f(x,w)) =

{
0 se yd = f(x,w)
1 se yd 6= f(x,w)

(2.6)

Para esta função de perda, o funcional de risco mostrado na Equação 2.1
representa a probabilidade de classi�cação incorreta. Desta forma pode-se
ver o problema de aprendizado como o problema de encontrar uma função
que minimiza a probabilidade de erro de classi�cação quando F (x, yd) é des-
conhecido mas um conjunto de treinamento é dado.

Os problemas de aprendizado supra-citados podem ser descritos de uma
maneira geral. Considere o conjunto de funções {ϑ(z, w), w ∈ Λ} e a me-
dida de probabilidade F (z) de�nida no espaço Z. Desta forma o objetivo é
minimizar o funcional de risco [Vap01]:

R(w) =

∫
ϑ(z, w)dF (z), w ∈ Λ. (2.7)
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No problema de�nido na Equação 2.7 a medida de probabilidade F (z) é
desconhecida mas um conjunto iid de amostras,

ST = {z1, ..., zT} (2.8)

é dado. Desta forma pode-se entender que o funcional de risco mostrado
na Equação 2.7 mede o erro de generalização e é uma variável aleatória
dependente da seleção, também aleatória das amostras de treinamento.

2.3 Minimização do risco empírico

Como a medida de probabilidade F (z) é desconhecida, o funcional do risco
esperado R(w) mostrado na Equação 2.7 não pode ser diretamente integrado,
sendo este substituído pelo risco empírico 8

Remp(w, ST ) =
1

T

T∑
t=1

ϑ(zt, w). (2.9)

O funcional de risco empírico é construído utilizando o conjunto de treina-
mento mostrado na Equação 2.8. A idéia é aproximar a função ϑ(z, w0) que
minimiza o risco apresentado na Equação 2.7, pela função ϑ(z, wT ) que mi-
nimiza o risco empírico apresentado na Equação 2.9. Este princípio é deno-
minado como princípio indutivo da minimização do risco empírico (ERM -
Empirical Risk Minimization).

O método de minimização dos mínimos quadrados para problemas de
regressão é uma conseqüência do princípio da minimização do risco empírico.
De fato, para de�nir o problema de regressão é introduzida uma variável n+1
dimensional, z = (x, yd) = (x1, ..., xn, yd), e a função de perda mostrada na
Equação 2.4 é utilizada. Utilizando esta função de perda na Equação 2.9
tem-se:

Remp(w, ST ) =
1

T

T∑
t=1

(ydt − f(xt, w))2. (2.10)

Uma pergunta então aparece, �Quais são as condições de consistência para
o princípio de minimização do risco empírico?�.

Para responder tal pergunta é necessário mostrar as condições para con-
vergência em probabilidade dos funcionais envolvidos. A convergência em

8O Remp é o erro de treinamento.
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probabilidade dos valores R(w, ST ) signi�ca que para qualquer ε > 0 e
qualquer δ > 0, existe um número T0 = T0(ε, δ), de tal forma que para
qualquer T > T0, com probabilidade de pelo menos 1 − δ, a desigualdade,
R(w, ST )−R(w0) < ε, é verdadeira.

Para responder a questão acima é preciso de�nir as condições necessárias
e su�cientes para a convergência em probabilidade das seguintes seqüências
de valores aleatórios.

• Os valores dos riscos R(wT ), o esperado risco para um dado conjunto de
treinamento S de tamanho T , convergem para o menor valor possível
do risco esperado R(w0)

lim
T→∞

P{R(w, ST )− inf R(w0) > ε} = 0,∀ε > 0. (2.11)

onde T →∞ signi�ca que o número de amostras do conjunto de treina-
mento tende a in�nito.

• E os valores obtidos para o risco empírico Remp(w, ST ), T = 1, 2, ...
convergem para o mínimo valor possível de risco R(w0)

lim
T→∞

P{Remp(w, ST )− inf R(w0) > ε} = 0,∀ε > 0. (2.12)

A Equação 2.11 mostra que as soluções encontradas utilizando a mini-
mização do risco empírico converge para a melhor possível. A Equação 2.12
mostra que os valores do risco empírico convergem para os menores riscos.

2.4 Teoria da consistência do processo de apren-

dizado

Um ponto que deve ser considerado é que a existência de um espaço de
hipóteses, {f(x,w), w ∈ Λ}, faz com que a condição de consistência mostrada
na Equação 2.12 deva ser reformulada. As condições mostradas nas Equações
2.11 e 2.12 são de natureza estatística, i.e., elas dizem que a probabilidade
de um desvio grande entre o erro de teste e de treinamento para função f é
pequeno9, quanto maior o número de amostras. Entretanto estas não tratam

9Pode-se de�nir o erro de treinamento como o erro que a máquina comete para um
conjunto de dados conhecidos, i.e., os dados para os quais esta foi treinada. O erro de
teste é para um conjunto desconhecido.
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o caso no qual o desvio é grande, e de fato a máquina de aprendizagem pode
implementar diversas funções com esta característica. Desta maneira precisa-
se da teoria de consistência para o processo de aprendizado. Esta teoria traz
as condições necessárias e su�cientes para a convergência do risco empírico,
quando um espaço de hipóteses é dado. Embora seja uma teoria assintótica,
qualquer teoria que envolva o princípio de minimização do risco empírico
deve satisfazer estas condições necessárias e su�cientes para a convergência.
Sem a restrição do espaço de funções, a minimização do risco empírico não
é consistente. De fato, o pior caso entre todas as funções que a máquina de
aprendizagem pode implementar que de�ne a consistência da minimização
do risco empírico.

Considere o seguinte teorema [Vap01]: Considere {ϑ(z, w), w ∈ Λ} como
um conjunto de funções que têm, para uma medida de probabilidade F (z), o
funcional de risco limitado da seguinte forma:

A ≤
∫
ϑ(z, w)dF (z) ≤ B; ∀w ∈ Λ. (2.13)

Para que o princípio de minimização do risco empírico seja consistente é
necessário e su�ciente que o risco empírico, Remp(w, ST ), convirja uniforme-
mente para o risco esperado, R(w), dentro do conjunto {ϑ(z, w), w ∈ Λ}.
Matematicamente:

lim
T→∞

P{ sup
w∈Λ

(R(w)−Remp(w, ST )) > ε} = 0, ∀ε > 0. (2.14)

Este teorema mostra que a análise das propriedades de convergência do
princípio de minimização do risco empírico deve ser uma análise de pior caso.
Nota-se que a convergência depende do maior desvio entre os riscos.

Para descrever as condições necessárias e su�cientes para a convergência
uniforme da Equação 2.14, é necessário de�nir o conceito de entropia do
conjunto de funções, {ϑ(z, w), w ∈ Λ}, com um conjunto de treinamento de
tamanho T .

Considere um conjunto de funções indicadoras {ϑ(z, w), w ∈ Λ}, i.e.,
funções que podem indicar somente zero ou um, considerando um conjunto
de treinamento como descrito na Equação 2.8. Pode-se caracterizar a diver-
sidade deste conjunto de funções pela quantidade N(Λ, ST ) que representa
o número máximo de diferentes separações destas amostras que podem ser
obtidas usando funções do conjunto indicado. No caso de reconhecimento de
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padrões pode-se interpretar esta medida como a quantidade de maneiras que
uma classe de funções pode separar um conjunto de padrões em diferentes
classes (duas no caso estudado).

Pode-se de�nir N(Λ, T ) como o máximo de N(Λ, ST ), para todos o pos-
síveis conjuntos ST de tamanho T . Quando N(Λ, T ) = 2T , todas as separa-
ções possíveis podem ser implementadas pelas funções da classe. Neste caso,
a classe de funções é dita como capaz de dividir T amostras. Observe que
isto signi�ca que existe um conjunto de T amostras que podem ser dividas
em todas as maneiras possíveis. Isto não signi�ca que é aplicável para todos
os conjuntos ST com T amostras.

De�na-se a entropia aleatória como:

H1(Λ, ST ) = ln N(Λ, ST ). (2.15)

A entropia aleatória descreve a diversidade de um conjunto de funções
para um dado conjunto ST . Observe que H1(Λ, ST ) é aleatória devido ao
fato que o conjunto S é construído utilizando dados aleatórios. Considerando
então a esperança matemática10, E[.], da entropia aleatória tem-se:

H(Λ, T ) = E[ln N(Λ, ST )]. (2.16)

Esta quantidade é a entropia do conjunto de funções indicadoras {ϑ(z, w),
w ∈ Λ} para conjuntos de tamanho T , onde a esperança é calculada uti-
lizando amostragens aleatória do conjunto ST de uma dada distribuição F .
Observe que esta é dependente do conjunto de funções indicadoras, da me-
dida de probabilidade F (z) e do número de amostras T . Desta forma a
entropia descreve a diversidade esperada de um conjunto de funções indi-
cadoras quando o conjunto de amostragem é de tamanho T .

Em [VC71] foi mostrado para funções de perda indicadoras (relativas a
problemas de classi�cação de padrões) o seguinte teorema: Para convergência
uniforme das freqüências e suas probabilidades

lim
T→∞

P{ sup
w∈Λ
|(R(w)−Remp(w, ST ))| > ε} = 0, ∀ε > 0 (2.17)

é necessário e su�ciente que a seguinte condição seja válida:

lim
T→∞

H(Λ, T )

T
= 0, ∀ ε > 0. (2.18)

10
E[x] =

∫
xp(x)dx =

∫
xdF (x)
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Esta condição, Equação 2.18, é necessária e su�ciente para a consistên-
cia do princípio da minimização do risco empírico. Todas as máquinas que
minimizam o risco empírico devem satisfazê-la. Embora demonstrado que o
princípio da minimização do risco empírico é consistente, é necessário mostrar
que a taxa de convergência assintótica do erro não é lenta demais.

Permutando a esperança E[.] e o logaritmo na Equação (2.16) obtém-se
a entropia recozida. Matematicamente:

Hann(Λ, T ) = ln E[N(Λ, ST )]. (2.19)

Como a função logaritmica é côncava, a entropia recozida é um limitante
superior da entropia aleatória, Equação 2.1611. Desta maneira se a entropia
recozida satisfaz uma condição similar a mostrada na Equação 2.18, a mesma
condição é valida para a entropia aleatória. Pode ser mostrado que a con-
vergência

lim
T→∞

Hann(Λ, T )

T
= 0, (2.20)

implica em uma convergência exponencial e rápida da forma [Vap01]

P{ sup
w∈Λ
|(R(w)−Remp(w, ST ))| > ε} ≤ e−cε2T , ∀ε > 0. (2.21)

Sendo que esta condição é necessária e su�ciente com c > 0.
Para demonstrar que o princípio de minimização do risco empírico é con-

sistente e converge rapidamente, independentemente da medida de probabi-
lidade, considere a seguinte função de crescimento:

G(Λ, T ) ≡ ln sup
z1,...,zT

N(Λ, ST ). (2.22)

A condição necessária e su�ciente para a convergência é dada pela Equação
2.23.

lim
T→∞

G(Λ, T )

T
= 0, (2.23)

11A desigualdade de Jensen é normalmente escrita em termos de uma função convexa
f , e é dada por f(E[x]) ≤ E[f(x)]. No caso apresentado na Eq. 2.19, f é uma função
concava, logo a desigualdade de Jensen pode ser escrita como E[f(x)] ≤ f(E[x])
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Note que a de�nição de função de crescimento equivale ao logaritmo da
função N(Λ, T ), i.e., G(Λ, T ) = ln N(Λ, T ). Observa-se que as seguintes
desigualdades para qualquer T é válida

H(Λ, T ) ≤ Hann(Λ, T ) ≤ G(Λ, T ). (2.24)

O fato que os limites do erro sejam válidos para qualquer distribuição a faz
inevitavelmente um limite pessimista, pois algumas distribuições serão mais
difíceis de aprender que outras, e os limites têm que ser válidos para todas
distribuições. É importante observar que as análises feitas até o momento são
mais conceituais que construtivas, pois a teoria não prevê maneiras de avaliar
as quantidades utilizadas. Na próxima seção será apresentado o conceito de
dimensão VC, que é um limitante superior da função de crescimento, e pode
ser utilizada de forma construtiva.

2.4.1 A dimensão VC (Vapnik and Chervonenkis di-
mension)

Como será visto a função de crescimento, G(Λ, T ), tem diversas propriedades
interessantes. Se o conjunto de funções {ϑ(z, w), w ∈ Λ} é rico o su�ciente,
logo, para qualquer conjunto de amostras de tamanho T , as amostras podem
ser escolhidos de tal forma que eles possam ser separados em todas as 2T

maneiras possíveis. Assim,

G(Λ, T ) = T ln (2). (2.25)

Pode-se observar que neste caso a convergência da Equação 2.23 não
ocorre, e o treinamento não será, em geral, bem sucedido. O próximo
passo será resumir o comportamento da função de crescimento, indicada na
Equação 2.22, por um número. Este número é conhecido como a dimen-
são VC (Vapnik and Chervonenkis dimension) e será denotado como h. Por
construção, a dimensão VC é o máximo número de amostras que podem
ser separados pelas funções existentes em Λ. A função de crescimento, para
T > h é limitada por [Vap01]

G(Λ, T ) ≤ h

(
ln

T

h
+ 1

)
. (2.26)

Desta forma, pode-se ver que a função de crescimento será linear ou limitada
por uma função logaritmica, sendo a segunda situação o regime propício para
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o aprendizado. Os conceitos mostrados, que podem ser entendidos como a ca-
pacidade ou complexidade de um conjunto de funções, podem ser ordenados
como:

H(Λ, T ) ≤ Hann(Λ, T ) ≤ G(Λ, T ) ≤ h

(
ln

T

h
+ 1

)
. (2.27)

Da Equação pode-se observar que da esquerda para a direita as capaci-
dades �cam menos precisas. Entretanto as entropias da esquerda são depen-
dentes da distribuição F (z) , e a função de crescimento e a dimensão VC não
o são. Considerando o fato que as distribuições não são conhecidas a priori,
caso fossem não seria necessário uma máquina para aprendê-las, torna as
de�nições à direita de 2.27 as utilizáveis.

A �nitude da dimensão VC do conjunto de funções indicadoras {ϑ(z, w),
w ∈ Λ}, implementadas pela máquina de aprendizagem é condição su�ciente
para a consistência do princípio de minimização do risco empírico, e também
leva a uma convergência rápida.

De�nições equivalentes para funções reais (contínuas)

Na seção anterior foram de�nidos diversos conceitos de capacidade para
funções indicadoras (discretas). Nesta seção será mostrado como obter de�ni-
ções equivalentes para funções reais.

Considere {A ≤ ϑ(z, w) ≤ B,w ∈ Λ}, um conjunto de funções reais
limitadas pelas constantes A e B. Das funções reais do conjunto pode-se
gerar um conjunto de funções indicadoras da seguinte forma:

I(z, w, %) = θ(ϑ(z, w)− %), w ∈ Λ (2.28)

onde A < % < B é uma constante e θ(u) é a função degrau, i.e., indica 0 se
a função for negativa e +1 caso contrário. A dimensão VC do conjunto de
funções reais {ϑ(z, w), w ∈ Λ}, é de�nida como a dimensão VC do conjunto
de funções indicadoras mostradas na Equação 2.28.

2.4.2 Exemplos da dimensão VC

Um dos exemplos mais importantes para exempli�car a dimensão VC é o
conjunto de funções indicadoras lineares

f(x,w) = θ(
n∑

i=1

wixi + w0) (2.29)
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no espaço n-dimensional X = (x1, ..., xn). Para esta classe de funções a
dimensão VC é igual a n+1. Desta forma, utilizando funções deste conjunto
só poderão ser separados n+1 vetores. Observe que a dimensão VC signi�ca
que existe um conjunto com T amostras que pode ser divido, não que todos
os conjuntos possam ser. Por exemplo, dados três pontos não colineares em
R2, independentemente de que classe estes pertençam, existem parâmetros w
que conseguem separar as classes. O mesmo não ocorre se as amostras forem
colineares.

Para o caso que considera o conjunto de funções lineares reais a derivação
da dimensão VC é equivalente a mostrada acima. Basta transformar a função
real em uma função indicadora, utilizando a Equação 2.28. O resultado não
é alterado devido ao fato que pode-se utilizar w0 − β ao invés de w0.

Considere o hiperplano:

(w∗x)− b = 0, |w∗| = 1. (2.30)

Este hiperplano é chamado de hiperplano classi�cador com margem ∆ se
este classi�ca vetores x da seguinte maneira:

y =

{
1, se (w∗x)− b ≥ ∆
−1, se (w∗x)− b ≤ −∆

(2.31)

Observem que classi�cações de vetores x que estão dentro da margem
(−∆,∆) são inde�nidas. Pode-se provar que para um conjunto de vetores
x ∈ X pertencentes a uma esfera de raio R, o conjunto dos hiperplanos com
margem ∆ tem a dimensão VC (h) limitada pela desigualdade:

h ≤ min

(
R2

∆2
, n

)
+ 1. (2.32)

Estes exemplos mostram que a dimensão VC de um hiperplano é no má-
ximo n + 1, e esta pode ser reduzida caso a margem de separação ∆ exista.
Este fato é utilizado para a construção das SVMs (Support Vector Machines),
onde a complexidade é controlada controlando a margem de separação. Este
resultado é exempli�cado para um caso bi-dimensional como mostrado na
Figura 2.2. Pode-se entender a margem de um classi�cador como uma medida
da di�culdade imposta pela distribuição.
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Figura 2.2: Nesta �gura observa-se duas situações distintas onde os círculos
representam a hiper-esfera de raio R que contém as amostras x ∈ X. Na
primeira situação é apresentado hiperplanos com margem ∆1, e pode-se ob-
servar que estes podem classi�car até três amostras distintas. Na segunda
é mostrado um hiperplano com margem ∆2, sendo que este só pode dis-
tinguir duas amostras distintas. Desta forma é claro que a dimensão VC é
dependente da margem de separação.

2.5 Limites na taxa de convergência do pro-

cesso de aprendizado

Utilizando os conceitos de capacidade de�nidos anteriormente serão mostra-
dos os limites das taxas de convergência do processo de aprendizado. Estes
limites servem para estimar a capacidade de generalização da máquina de
aprendizagem. É importante notar que estes são limites superiores do risco
esperado, logo não correspondem ao risco real. As análises apresentadas
nesta seção serão desenvolvidas para problemas de classi�cação, sendo que
a extensão destas para problemas de regressão seguem a idéia de utilizar
a função apresentada na Equação 2.28. Deve ser observado que os limites
de�nidos aqui utilizam um conjunto de treinamento �nito, diferentemente
dos resultados das equações 2.11 e 2.12 onde T →∞.

Os limites de�nidos nesta seção têm a seguinte forma, ζ = ζ(T,Λ, δ), i.e.,
o erro é função do número de amostras utilizadas (T ), do espaço de hipóteses
(Λ) e de um parâmetro adicional, (δ), que garante que com a probabilidade de
pelo menos 1−δ no conjunto de treinamento aleatório ST , o erro de generali-
zação (err(F,w)), onde F = F (z), da hipótese selecionada, {f(x,w), w ∈ Λ},
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será limitado por

err(F,w) ≤ ζ(T,Λ, δ), (2.33)

que signi�ca que é provavelmente aproximadamente correto (PAC- Probably
Approximately Correct). Esta a�rmativa é equivalente a dizer que a proba-
bilidade de se selecionar hipóteses com valores altos de erro é pequena12:

P{ST : err(F,w) > ζ(T,Λ, δ)} < δ (2.34)

Considere o espaço de hipóteses, {f(x,w), w ∈ Λ}, tendo a dimensão VC
igual a h. Para qualquer distribuição de probabilidade F em X × {−1, 1},
com a probabilidade 1− δ, qualquer hipótese w ∈ Λ consistente com S tem
o erro limitado por

err(F,w) ≤ ζ(T,Λ, δ) =
2

T

(
h ln

2eT

h
+ ln

2

δ

)
, (2.35)

onde h ≤ T , T > 2/ζ. Uma hipótese é considerada consistente caso não
apresente erro no conjunto de treinamento.

O resultado mostrado na Equação 2.35 é muito interessante e mostra
a importância da dimensão VC para a generalização. Entretanto os dados
de treinamento podem estar, por exemplo, corrompidos por ruído, e desta
forma não é recomendável buscar por hipóteses que sejam consistentes com
o conjunto de treinamento.

Considere o espaço de hipóteses, f(x,w), w ∈ Λ, tendo a dimensão VC
igual a h. Para qualquer distribuição de probabilidade F em X × {−1, 1},
com a probabilidade 1−δ no conjunto de treinamento ST , qualquer hipótese
w ∈ Λ que cometa k erros no conjunto de treinamento S tem o erro de
generalização limitado por

err(F,w) ≤ ζ(T,Λ, δ) =
2k

T
+

4

T

(
h ln

2eT

h
+ ln

4

δ

)
, (2.36)

onde h ≤ T .

12A probabilidade, dado o conjunto S tal que err(.) > ζ(.), é menor que um δ.
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2.5.1 Limites de generalização baseados na margem

Foi mostrado anteriormente que em um problema que utiliza funções indi-
cadoras lineares a dimensão VC depende da margem de separação entre as
classes. Nesta seção será generalizada a de�nição de margem para uma classe
arbitrária de funções reais.

Considere a classe F de funções reais no espaço de entrada X para
classi�cação com limiar em 0. Pode-se de�nir a margem de um exemplo
(xt, ydt) ∈ X × {−1, 1} em relação a uma função f ∈ F como a quantidade:

γt = ydtf(xt). (2.37)

Observe que γt > 0 implica na classi�cação correta do exemplo. A dis-
tribuição de margens de f em relação ao conjunto de treinamento S pode ser
de�nida como:

M(ST , f) = {γt = ydtf(xt) : t = 1, ..., T}. (2.38)

Na formulação de alguns problemas de aprendizado de máquinas, como
no caso das SVMs, a maximização da menor margem, que é de�nida como

m(S, f) = min M(ST , f), (2.39)

é utilizada.
Utilizando a idéia de margem a dimensão VC pode ser generalizada.

Considere F um conjunto de funções reais. O conjunto de amostras X é
γ-separável (γ-shattered) por F se existem números reais rx indexados por
x ∈ X tal que para todos os vetores binários b ∈ {−1, 1}T , existe uma função
fb ∈ F satisfazendo:

fb(xt)

{
≥ rt + γ se bt = 1
< rt + γ se bt = −1

(2.40)

A dimensão fat-shattering, fatF(γ), do conjunto de funções F , é o tamanho
do maior conjunto que pode ser γ-shattered, dado um γ. A dimensão fat-
shattering foi introduzida em [KS90].

Considere a classe de funções reais F que tenha a dimensão fat-shattering
limitada por fatF(γ), sendo utilizada como classi�cador com a variação
[−R,R] e um γ ∈ R+ �xo. Para qualquer distribuição de probabilidade
F em X × {−1, 1}, com a probabilidade 1− δ em T amostras aleatórias ST ,
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qualquer hipótese f ∈ F que tenha margem m(ST , f) ≥ γ em ST tem o erro
limitado por

err(F, f) ≤ ζ(T,F , δ, γ) =
2

T

(
d ln

16elR

dγ
ln

128TR2

γ2
+ ln

4

δ

)
, (2.41)

onde l > 2/ζ, d < l, d = fatF(γ/8). A demonstração deste teorema pode ser
encontrada em [STB98].

Observa-se que o resultado mostrado na Equação 2.41 é obtido sem con-
siderar erros no conjunto de treinamento, γ ∈ R+. Como já discutido ante-
riormente, gerar hipóteses que são totalmente consistentes com o conjunto
de treinamento pode ser não desejado, pois as amostras podem ser não sep-
aráveis ou pode haver ruído no conjunto de treinamento.

Em [Bar98] foi utilizada a idéia de percentual da margem. Esta medida
tem uma vantagem signi�cante pois inclui casos nos quais as hipóteses não são
totalmente consistentes. Ordenando os valores da distribuição da margem,
Equação 4.3, tal que γ1 ≤ γ2 ≤ ... ≤ γT , e �xando um número k < T , o
número k/T é a porcentagem Mk(ST , f) que M(ST , f) é γk.

Considere o conjunto de funções indicadoras lineares com o vetor de pesos
unitários em um espaço e produto interno X e �xe γ ∈ R+. Existe uma
constante c, de tal forma que qualquer distribuição de probabilidade F em
X×{−1, 1} com o suporte na hiperesfera de raio R centrada na origem, com
a probabilidade de 1 − δ em T amostras aleatórias de S, qualquer hipótese
pertencente a esta classe tem o erro limitado por

err(F, f) ≤ ζ(T,F , δ, γ) =
k

T
+

√
c

T

(
R2

MS,k(f)2
ln2 T + ln

1

δ

)
, (2.42)

para todo k < T . Este resultado sugere que pode-se obter boa generaliza-
ção minimizando o número de amostras que estão classi�cados com margem
menor que γ. De fato, neste resultado pode-se ignorar as amostras que tor-
nam o problema não separável ou diminuem muito a margem. Este resultado
foi substituido pelas margens suaves que serão mostradas na seção seguinte.

2.5.2 Limites com margens suaves (Soft margin)

Considerando uma margem alvo γ, e perguntando quanto cada amostra falha
para obtê-la pode-se de�nir matematicamente as variáveis de folga de uma
margem. Dada uma classe de funções reais F no espaço de entrada X para
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classi�cação com limiar em 0, pode-se de�nir a variável de folga de uma
margem de um exemplo (xt, ydt) ∈ X × {−1, 1} em relação à função f ∈ F
e à margem alvo γ como a quantidade:

ξt((xt, ydt), f, γ) = ξt = max(0, γ − ydtf(xt)). (2.43)

Observa-se que para amostras com margem superior a γ o valor é zero.
Para amostras que foram classi�cados incorretamente tem-se que ξt > γ.
Pode-se também de�nir o vetor das variáveis de folga para um dado conjunto
de treinamento S como

ξ(S, f, γ) = ξ = (ξ1, ..., ξT ). (2.44)

Em [STC02] foram derivados os limites de generalização considerando a
variável de folga da margem de�nida na Equação 2.44. Considere F uma
classe de funções reais com variação [−a, a] e a dimensão fat-shattering li-
mitada por fatF(γ). Fixe uma escala da variação da saída como κ ∈ R+.
Considere uma distribuição de probabilidade �xa mas desconhecida no es-
paço X×{−1, 1}. Com a probabilidade de 1− δ em um conjunto amostrado
de forma aleatória S de tamanho T , para todo 0 < γ ≤ a, a generalização do
conjunto de funções indicadoras derivadas de F com o limiar em 0 é limitada
por:

err(F, f) ≤ Õ

(
fat(γ/16) + ‖ξ‖22/γ2

|S|

)
, (2.45)

onde Õ signi�ca ordem de grandeza assintótica ignorando logaritmos.

2.6 Minimização do risco estrutural (SRM -

Structural Risk Minimization)

Nas seções anteriores deste capítulo foram discutidos aspectos gerais do
aprendizado de máquina. Foram mostradas as condições necessárias e su-
�cientes para a consistência do princípio da indução da minimização do risco
empírico assim como limites de generalização para máquinas que utilizam
este princípio. Entretanto como ressaltado em [STC02], estes resultados
devem ser considerados como uma indicação dos fatores que afetam a gener-
alização, não uma estimativa realista do erro. Desta forma estes podem ser
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utilizados como base na construção de algoritmos, pois como citado anteri-
ormente, estes trazem indicações dos fatores que são importantes para uma
boa generalização.

Em [Vap92] foi proposto um princípio para minimizar o funcional de risco
para situações onde o conjunto de treinamento S é pequeno13. Observa-
se que os limites do risco apresentados são função do risco empírico (erro
de treinamento) e da dimensão VC (e sua variação com a dimensão fat-
shattering). Para a situação supra-citada foi proposto o princípio indutivo
da minimização do risco estrutural (SRM -Structural Risk Minimization), que
considera a minimização do risco empírico e do risco estrutural. Por exemplo,
observando a Equação 2.42, percebe-se que esta é composta por dois termos,
sendo que a minimização de ambos é importante para a generalização. O
princípio SRM de�ne uma escolha com compromisso entre a qualidade da
aproximação (de�nida em termos do risco empírico) e a complexidade da
função aproximada (que pode ser de�nida como a dimensão VC, a dimensão
fat-shattering entre outras).

Considere o conjunto F de funções {ϑ(z, w), w ∈ Λ}, estruturado como
um sub-conjunto aninhado de funções Fk = {ϑ(z, w), w ∈ Λk}, de tal forma
que:

F1 ⊂ F2 ⊂ ... ⊂ Fn... . (2.46)

Os elementos da Equação 2.46 devem satisfazer às seguintes propriedades:

• A dimensão VC hk de cada elemento do conjunto Fk é �nito, e

h1 < h2 < ... < hn... . (2.47)

• Qualquer elemento de Fk da estrutura tem as funções de perda positivas
e limitadas.

Desta forma pode-se entender o método de minimização do risco estrutu-
ral como um problema multiobjetivo14 (mais precisamente bi-objetivo) que
tenta encontrar uma solução de compromisso entre os dois objetivos que em

13O conjunto de treinamento é considerado pequeno quando T/h < 20, i.e., o número
de amostras do conjunto dividido pela dimensão VC é menor que 20.

14Para detalhes sobre otimização multiobjetivo consulte o apêndice A.
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geral são con�itantes. Pode-se escrever o problema de minimização do risco
estrutural de forma geral como:

min

{
f1

f2
(2.48)

onde f1 representa a minimização de algum funcional de risco, Remp, e f2 a
minimização da complexidade da máquina, Ω, a dimensão VC por exemplo.
Quando f1 e f2 são convexos as duas formulações são equivalentes, i.e., o
problema multiobjetivo é uma seqüência ordenada. Entretanto, quando a
convexidade não é garantida, a formulação multiobjetiva é mais completa.
Normalmente, não é possível minimizar todos os objetivos simultaneamente,
porque o ótimo de um dos objetivos raramente é o ótimo dos outros. Então,
não existe um ótimo único, mas um conjunto deles, quando a formulação
multiobjetivo é considerada. Para descrever melhor algumas de�nições são
necessárias: i) Dominância: Um vetor w1 domina w2, w1 ≺ w2, se fj(w1) ≤
fj(w2) ∀j, onde j = 1, ..,m e fj(w1) 6= fj(w2) para pelo menos um j. ii)
Otimalidade de Pareto: Um vetor w∗ é denominado Pareto Ótimo (PO) se
não existe nenhum outro vetor na região viável que o domina. Utilizando
estas de�nições é possível gerar um conjunto de soluções, no espaço dos
objetivos, chamado de Fronteira PO, a qual tem o melhor compromisso entre
o erro e a complexidade da máquina.

Algumas informações referentes as Eq. (2.46) e (2.47) podem ser obti-
das à luz da otimalidade de Pareto da Eq. (4.8). Na seqüência ordenada
F1 ⊂ F2 ⊂ ... ⊂ Fn... , o erro empírico mínimo é um conjunto ordenado como
Remp(F1) ≥ Remp(F2) ≥ ... ≥ Remp(Fn)..., enquanto a complexidade é orde-
nada h1 < h2 < ... < hn... . Esta ordenação emplica que se f1(w1) < f1(w2),
f2(w1) > f2(w2), então, w1 não domina w2. Em um caso mais geral, a
situação onde f1(w1) < f1(w2) e f2(w1) < f2(w2) pode acontecer ( w2 é
um modelo mais complexo e com maior erro de treinamento). Seguindo as
de�nições de Otimalidade de Pareto e o problema de�nido na Eq. (4.8), a
solução w1 (mais simples e com menor error de treinamento) será escolhida.

O conjunto com todas as soluções PO da Eq. (4.8) formam um conjunto
com os melhores compromissos entre Remp e a complexidade Ω. Isto signi�ca
que qualquer melhora em Remp implica em piora da complexidade e vice-
versa. Neste sentido, este trabalho está buscando modelos PO, w∗. Um
exemplo grá�co destes conceitos multiobjetivo estão mostrados na Fig. 2.3 e
mais detalhes podem ser encontrados no Apêndice.
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Figura 2.3: Exemplo ilustrando o conceito de Otimalidade de Pareto. No
eixo x, está representada a complexidade Ω e em y o risco empírico Remp.
Pode-se notar que Ω(w1) < Ω(w2) e Remp(w1) > Remp(w2), logo a máquina
de aprendizagem representada por w1 não domina w2, w1 ⊀ w2. Também
é claro que w2 ⊀ w1, w1 ⊀ w3, w3 ⊀ w1, w2 ⊀ w3 e w3 ⊀ w2, i.e., não
há relação de dominância entre w1, w2 e w3. A máquina w3 domina w5,
w3 ≺ w5, e w2 ≺ w4, logo não é interessante utilizar as máquinas w4 e w5,
pois estas são piores nos dois atributos. A fronteira PO neste exemplo é
PO = {w1, w2, w3}, estas são as máquinas de interesse deste trabalho.

2.7 Problemas mal colocados (Teoria de regu-

larização)

Um problema é dito como bem colocado se a solução da equação

• existe,

• é única, e

• é estável15.
15A soluçao do problema

Af(t) = F (x), (2.49)

é estável se uma pequena variação em F (x) resulta em uma pequena variação na solução,
f(t)
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Um problema é dito mal colocado se a solução da equação viola pelo menos
um dos requerimentos citados acima. O estudo de formas de resolução do
problema mal colocado data do início da década de 60. Foram desenvolvidos
três métodos para a resolução deste problema quando funcionais lineares do
tipo

Af(t) = F (x), (2.50)

são considerados. Todos os métodos são baseados em um funcional de regu-
larização Ω(f). O funcional de regularização Ω(f) é semi-contínuo, positivo
e compacto (no espaço da funções de�nidas por f) para a situação Ω(f) ≤ c,
c > 0. Este é de�nido no espaço das funções f ∈ F , o domínio das soluções
da equação.

Para impor unicidade à solução é su�ciente que Ω(f) tenha as seguintes
propriedades [Tik63]:

• Ω(f) é um funcional não negativo convexo. Deve-se lembrar que a
convexidade é de�nida para qualquer 0 ≤ λ ≤ 1 como:

Ω(λfa + (1− λ)fb) < λΩ(fa) + (1− λ)Ω(fb), fa, fb ∈ F ; (2.51)

• Ω(0) = 0 é verdadeiro,

• e para cada função f a função r(ρ) = Ω(ρf) é uma função estritamente
crescente de ρ.

Tendo como base este funcional de regularização três métodos foram pro-
postos.

1. O método variacional de Tikhonov [Tik63] [TA77] que é descrito da
seguinte forma:

min ‖Af − F‖+ λΩ(f), (2.52)

onde λ é uma constante pré de�nida.

2. O método residual de Phillips [Phi62] que é descrito da seguinte forma:

min Ω(f)
s.a. ‖Af − F‖ ≤ λ

(2.53)

onde λ > 0 é alguma constante pré-de�nida.
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3. O método das quasi-soluções de Ivanov [Iva62] [Iva76] que pode ser
descrito como:

min ‖Af − F‖
s.a. Ω(f) ≤ λ

(2.54)

onde λ > 0 é alguma constante pré-de�nida.

Os três métodos são equivalentes, i.e., estes são capazes de gerar as mes-
mas soluções, como mostrado em [Vas70]. De fato considerando a teoria de
otimização multiobjetivo, dado que os funcionais envolvidos são convexos, os
três métodos mostrados nas Eqs. 2.52, 2.53 e 2.54, são capazes de mapear
a fronteira Pareto por completo (a fronteira PO é parametrizada em função
de λ). Como também é sabido na teoria de otimização, os métodos pondera-
dos (equivalente a formulação apresentada por Tikhonov), quando aplicáveis,
têm melhor desempenho computacional, sendo este talvez o fato que levou
a maior popularização do método descrito na Equação 2.52 se comparados
aos outros métodos. De fato pode-se ver o problema de regularização como
um problema multiobjetivo, similarmente ao problema de minimização de
risco estrutural mostrado na Equação 4.8, onde as técnicas descritas acima
são somente formas computacionais para resolver o problema multiobjetivo
reescrevendo-o como um problema de otimização mono-objetivo.

Como o funcional de regularização Ω(f) é compacto (no espaço da funções
de�nidas por f) para a situação Ω(f) < c, c > 0, a ordenação de c implica
em uma seqüência ordenada de funções onde dado um maior valor de c1 > c2
Ω(f) < c1 ⊃ Ω(f) < c2. Nota-se que é equivalente ao mostrado na Equação
2.46.

2.8 Discussão

Neste capítulo foi mostrado de forma rigorosa o problema de aprendizado
de máquina que será tratado ao longo desta tese (problema de aprendizado
supervisionado). Alguns dos aspectos teóricos da taxa de convergência assim
como da taxa de generalização de máquina de aprendizagem foram discuti-
dos. A teoria mostrada nesta seção teve o intuito de dar uma visão ampla
dos fatores que interferem no aprendizado, e não de entrar em detalhes téc-
nicos da derivação da mesma. Esta escolha foi feita devido ao fato de que
os limites de generalização são análise de pior caso, sendo estes muito super
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estimados. Desta forma pode-se utilizá-los para indicar formas construti-
vas para o aprendizado de máquina, sendo assim derivado o princípio da
indução da minimização do risco estrutural. Este princípio se baseia na idéia
de que existem dois termos, em geral con�itantes, que se deseja otimizar
para se obter um baixo erro de generalização (baixo valor para o risco espe-
rado R(w)). Também foi discutido o método da regularização, sendo que foi
mostrado que este é um caso particular da minimização do risco estrutural
sendo também um problema bi-objetivo.

Fica claro pelas considerações feitas ao longo deste capítulo que é necessário
considerar a complexidade na construção de máquinas de aprendizagem.
Esta tese mostra que de uma forma geral esta complexidade pode ser es-
crita em termos de uma norma Q, de tal forma que um modelo genérico para
o aprendizado de máquinas pode ser escrito. Antes das propostas desta tese
serem apresentadas, serão mostradas no próximo capítulo algumas máquina
de aprendizagem que aplicam o SRM.
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Capítulo 3

Máquinas de aprendizagem que
aplicam o princípio da
minimização do risco estrutural
(SRM)

Neste capítulo serão mostradas de forma sucinta as máquinas de aprendiza-
gem supervisionado que utilizam o princípio da minimização do risco estrutu-
ral para obter boas taxas de generalização, i.e., valores pequenos para o fun-
cional de risco R(ω). Serão consideradas as redes perceptron de múltiplas ca-
madas (MLP- Multi-layers perceptron), as redes com funções de bases radial
(RBF - Radial Basis Function) e a máquinas de vetores suporte (SVM- Sup-
port Vector Machine). Para uma referência introdutória sobre estas máquinas
de aprendizagem consulte [Hay99].

3.1 Perceptron de múltiplas camadas (MLP -

Multi-layer perceptron)

AMLP é provavelmente a máquina de aprendizagem supervisionado mais po-
pular, devido principalmente ao algoritmo da retro-propagação (back-propa-
gation) [RHW86] e ao teorema de aproximação universal [Cyb89] [Fun89] que
mostra que esta é capaz de aproximar qualquer função contínua de�nida em
uma região compacta.
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3.1.1 Topologia

A MLP é uma topologia baseada em conjuntos de neurônios os quais são
distribuídos em paralelo por camadas, e as camadas são distribuídas em cas-
cata como mostrado na Figura 8.1. Uma MLP pode tratar problemas de
mapeamento da forma, f(.) → Rn → Rm, onde m e n podem ser qual-
quer número natural, i.e., uma MLP pode mapear um número m de funções
simultaneamente.

Figura 3.1: Topologia da multi-layer perceptron (MLP)

Nas próximas seções serão explorados os algoritmos de treinamento su-
pervisionado desta topologia. Embora a MLP possa ter mais de uma camada
escondida, desta parte do texto em diante serão consideradas somente redes
com uma camada escondida, para simpli�car as demonstrações. A saída de
uma MLP com uma camada escondida, camada de saída linear, m neurônios
na camada escondida e n entradas, pode ser escrita como:

yt =
m∑

j=1

Ujφ

(
n+1∑
i=1

Hjixit

)
(3.1)

Onde yt é a t-ésima saída da rede referente ao t-ésimo padrão de treinamento,
U são os pesos da camada de saída, H os pesos da camada escondida, x(n+1)t
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é a polarização do neurônio e φ(.) uma função de ativação, sigmoidal por
exemplo.

3.1.2 Algoritmos de treinamento para a minimização do
risco empírico

Os algoritmos de treinamento supervisionado mais populares para MLPs
visando a minimização do risco empírico, em geral, se baseiam na informação
do gradiente da função de erro. A função de erro pode ser escrita como:

Remp(w, xt, ydt) =
T∑

t=1

et(w, xt, ydt)
2. (3.2)

onde:

et(w, xt, ydt) = (yt(w, xt)− ydt). (3.3)

Onde t representa o t-ésimo padrão de treinamento, sendo este composto
pelas coordenadas xt e a saída desejada ydt. A saída da rede é yt. Note que
esta formulação é facilmente expandida para o caso de mais de uma saída. As
épocas (iterações) dos algoritmos de treinamento serão de�nidas utilizando
o índice k. A variável w pode representar um vetor ou uma matriz de pesos,
onde a representação dependerá da simplicidade para a explicação tanto para
os pesos da camada de saída, U , como os da camada escondida, H.

O algoritmo back-propagation, proposto em 1986, utiliza a técnica do
gradiente para a atualização dos pesos da rede [RHW86]. Este método pode
ser escrito para um peso da camada escondida como:

Hji(k+1) = Hji(k) − η
∂Remp(k)(H,U)

∂Hji(k)

. (3.4)

A Equação 3.4 descreve a atualização do peso na iteração k como uma
perturbação na direção oposta a derivada do erro nesta mesma iteração. A
fórmula para a atualização dos pesos U da camada de saída podem ser escritos
de forma similar.

Este método tem algumas de�ciências, como: i) o algoritmo pode apre-
sentar convergência lenta em regiões muito suaves, ii)não existe metodologia
bem de�nida para a determinação da taxa de aprendizado (η)1 e iii) para

1Na teoria de otimização são propostas algumas técnicas para determinação do passo
ótimo (η), como o método da seção áurea. Tradicionalmente, estas não são utilizadas na
comunidade de Redes Neurais.
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funções unimodais com alta excentricidade o método terá convergência lenta
e oscilatória2.

Uma maneira de melhorar o desempenho do back-propagation é utilizar
taxa de aprendizado adaptativa, i.e, η é função de k, η(k). Esta técnica é
baseada na seguinte regra empírica: o passo deve ser aumentado se o erro
decresce de forma consistente, e este deve ser diminuído se o erro apresentar
um padrão oscilatório.

Outro algoritmo proposto para melhorar o back-propagation foi o Quick
propagation (QPROP). O algoritmo QPROP se baseia em algumas conside-
rações [Fah88]: i)a superfície de erro do conjunto de treinamento é uma
parábola em função dos pesos, ii) e esta não é afetada pelo ajuste dos demais
pesos da rede. A função de erro é então aproximada pela seguinte fórmula
Remp(k, w) = aw2(k) + bw(k) + c. As constantes a, b e c são determinadas
em função do erro. Note que a constante a deve ser maior que zero, pois
se trata de um problema de minimização. O método se baseia em estimar
esta aproximação quadrática do erro e calcular o passo ótimo considerando
a função aproximada. Em geral este método é mais rápido que o back-
propagation clássico.

Seguindo a idéia de correção de segunda ordem para a direção do gradi-
ente, em [HM94] foi proposta a utilização do método de Levenberg-Marquardt.
O método de Levenberg-Marquardt, que é uma modi�cação do método de
Gauss-Newton, é escrito como: ∆w = [JT (w)J(w) + µI]−1JT (w)e(w). Onde
o parâmetro µ controla o tamanho do passo do método. Este método é re-
conhecido na literatura como um dos métodos de taxa de convergência mais
elevada.

3.1.3 Algoritmos de treinamento para a minimização do
risco estrutural

Nesta seção serão discutidas técnicas que foram propostas para a minimização
do risco estrutural para MLPs. É importante notar que a maioria destas
foram desenvolvidas de forma empírica, mas em geral têm alguma relação
com as idéias discutidas no capítulo 2 sobre os limites de generalização.

2Para funções quadráticas simples, onde alta excentricidade é percebida o método
baseado em gradiente apresenta comportamento oscilatório. A solução para este problema
é corrigir a direção do gradiente com uma informação de segunda ordem (Hessiana).
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Parada prematura (Early stop)

Uma estratégia para obter redes com boa capacidade de generalização é in-
terromper o treinamento precocemente [WHR90]. Esta técnica foi proposta
tendo em vista o fato que o erro de validação passa por um mínimo durante
o processo de minimização do erro de treinamento.

Esta é uma técnica interessante que se baseia na hipótese de que a função
do erro de validação seja unimodal durante o treinamento, mas infelizmente
isto não é sempre verdade. Mas de qualquer forma a parada prematura do
treinamento evita que sejam geradas redes com grande complexidade.

Destrição ótima do Cérebro (Optimal Brain Damage)

O algoritmo de poda Optimal Brain Damage [CDS90], faz o ajuste da comple-
xidade da rede alterando a estrutura inicial da mesma. Inicialmente treina-se
uma rede superdimensionada para o problema, e após o treinamento, os pe-
sos são eliminados e é calculado como cada peso altera função de erro. Os
pesos que alteram menos o erro da rede são eliminados, pois estes são pouco
importantes para a mesma. Depois que os pesos foram eliminados, a nova
topologia deve ser re-treinada.

Em geral utiliza-se uma série de Taylor truncada no termo de segunda
ordem para predizer o efeito da perturbação da função de erro. Observa-se
que a rede com alguns pesos eliminados tem a capacidade máxima menor
que a da rede inicial.

Validação cruzada (Cross-validation)

A validação cruzada também visa aumentar a capacidade de generalização
das redes neurais [Sto74].

Um dos métodos proposto nesta família é o k-fold Cross Validation.
Neste, o conjunto de dados é dividido em k partes de forma a constituir
k conjuntos diferentes de treinamento e validação, que são utilizados para
treinar k redes. Se k é igual ao tamanho do conjunto de dados, este método
é denominado leave-one-out Cross-Validation.

Métodos que consideram a minimização da norma dos pesos

Em [Bar97] e [Bar98] foi observado que a dimensão VC de uma rede neural
tem como limitante superior o valor da norma dos pesos associados a esta.
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Desta forma, limitando a norma dos pesos, também limita-se a dimensão fat-
shattering. Esta constatação trouxe uma justi�cativa teórica para o método
já existente Decaimento do Peso (Weight Decay -WD) [Hin89] e foi motivação
de uma nova família de métodos baseados em idéias multiobjetivo [TBTS00],
[CBM+03].

O algoritmo Weight Decay é um método de poda que modi�ca a função de
custo de forma a evitar soluções com normas elevadas [Hin89]. A modi�cação
se baseia na penalização de funções com norma elevada,

min Remp(w) + λ‖w‖2. (3.5)

onde λ representa a importância entre o termo de regularização, ‖w‖, e o
termo do somatório dos erros quadráticos. O termo de penalidade faz com
que os pesos tendam a convergir para o menor valor absoluto. Este fenô-
meno é interessante pois pesos grandes podem comprometer a capacidade de
generalização das redes, pois resultam em variância excessiva da saída.

O treinamento multiobjetivo proposto em [TBTS00] re-escreve o pro-
blema de treinamento como um problema restrito, de forma similar ao método
de regularização apresentado em [Iva62]. Redes neurais treinadas com algo-
ritmo multiobjetivo foram apresentadas utilizando basicamente dois tipos de
métodos, o método da relaxação [TPF97], e o baseado em modos deslizantes
[CBM+03] (que equivale a um método de otimização por metas). O método
da relaxação pode ser visto como uma variação do ε-restrito, como mostrado
em [TBTS00]. Observe que o método do Decaimento dos Pesos também é
uma abordagem multiobjetivo onde o problema a ser resolvido é uma com-
binação convexa do original [VCV06].

3.2 Funções de base radial (RBF - Radial basis

function)

A utilização de redes com funções de base radial foi primeiramente explorada
em [BL89]. Uma rede com função base radial (RBF) tem sua forma básica
envolvendo três diferentes camadas. A primeira camada é a camada de en-
trada, onde as entradas, variáveis de controle, do problema estão conectadas.
A segunda camada é uma camada escondida de alta dimensionalidade. A
terceira camada é a camada de saída, sendo que esta utiliza um neurônio
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linear. Uma rede RBF consiste em gerar uma função de saída da seguinte
forma:

f(w, x) =
n∑

i=1

wiφ(‖x− ci‖). (3.6)

onde φ(‖x−ci‖) é um conjunto de n funções, geralmente não-lineares, conhe-
cidas como funções de base radial, ci's são os centros das funções, e ‖.‖ denota
a norma, que é usualmente Euclidiana. Note que uma rede com função de
base radial realiza uma combinação de aproximações locais para resultar em
uma aproximação global. Algumas funções podem ser utilizadas na camada
escondida, entre elas se destacam a multiquádrica inversa e a Gaussiana, que
estão descritas matematicamente nas Equações 3.7 e 3.8, respectivamente.

φ(r) = 1
(r2+c2)1/2 para algum c > 0 e r≥0 . (3.7)

φ(r) = exp(− r2

2σ2 ) para algum σ > 0 e r≥0 . (3.8)

A topologia desta rede está mostrada na Figura 3.2.

Figura 3.2: Topologia de uma RNA com funções de base radial

Detalhes sobre o teorema de aproximação universal para redes com funções
de base radial podem ser encontrados em [PS91].
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A idéia utilizada para aumentar a capacidade de generalização das RBFs
é baseada na teoria de regularização. Em [GJP95] o funcional de regulariza-
ção é de�nido como a suavidade da função. A suavidade foi de�nida como
o comportamento oscilatório de uma função. Desta forma uma função é
considerada mais suave que outra se esta tem um comportamento menos
oscilatório3. No domínio da freqüência pode-se dizer que uma função tem
um comportamento menos oscilatório se esta tem menos energia nas altas
freqüências. A energia das altas freqüências pode ser medida, passando a
função primeiramente em um �ltro passa-altas, e depois medindo a norma
L2 do resultado. Matematicamente:

Ω(f) =

∫
|F (s)|2

G(s)
ds (3.9)

onde F representa a transformada de Fourier de f , e G é um �ltro passa-altas.
A abordagem utilizada para resolver este problema foi a ponderada, como
descrito por Tikhonov [Tik63], sendo que pode-se mostrar que a solução é
única em termos de uma função de Green associada.

3.3 Máquinas de vetores suporte (SVM - Sup-

port vector machine)

A rede SVM (Support Vector Machine) decorre da teoria de aprendizagem
estatística, sendo uma aproximação do método de minimização do Risco
Estrutural [CV95]. Esta se baseia na idéia mostrada no capítulo 2 que a
dimensão VC é função da margem de separação dos dados.

As SVMs mapeiam um vetor de entradas em um espaço de alta dimen-
são, através de funções não-lineares, de tal forma que as classes sejam linear-
mente separáveis neste espaço intermediário. Um hiperplano ótimo é então
construído de forma a separar estas classes. Este hiperplano ótimo é de�nido
como aquele que maximiza a margem de separação entres as classes, como
mostrado na Figura 3.3.

Para se construir uma máquina SVM pode-se, por exemplo, utilizar o
núcleo (Kernel) produto interno entre um vetor de suporte e o vetor de
entrada. A escolha do núcleo de�ne que tipo da máquina SVM e este pode ser

3Observe que desta forma pode-se de�nir uma seqüência ordenada de espaço em termo
da suavidade.
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Figura 3.3: Mapeamento não linear realizado pela SVM de tal forma que
em um espaço característico, a separação das classes possa ser realizada de
forma linear, sendo que o hiperplano de separação ótimo é de�nido como o
que maximiza a margem entre as classes.

de aprendizagem polinomial, base radial, ou perceptron com duas camadas
escondidas.

A topologia de uma máquina SVM é mostrada na Figura 3.5.
Para construir o hiperplano ótimo mostrado na Figura 3.4, o seguinte

problema de otimização deve ser resolvido:

min
1

2
‖w‖2

s.a. ydt((wxt) + b) ≥ 1, t = 1, ..., T.
. (3.10)

O método de Lagrange é utilizado na resolução deste problema, com a
introdução dos multiplicadores de Lagrange, αi ≥ 0 e o Lagrangeano é dado
conforme 3.11.

L(w, b, α) =
1

2
‖w‖2 −

T∑
t=1

αt(ydt((wxt) + b)− 1). (3.11)

O Lagrangeano L deve ser minimizado em relação às variáveis primais w
e b, e maximizado em função das variáveis duais, αt. Se alguma restrição
é violada, ydt((wxt) + b) − 1 < 0, L pode ser aumentado aumentando-se o
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Figura 3.4: Para este problema de classi�cação binário o hiperplano de sepa-
ração ótimo é ortogonal à linha mais curta que conecta as cascas convexas das
duas classes, sendo que este intercepta esta em sua metade (distância igual
entre as duas classes). Para situações onde as classes são separáveis existe
um vetor de pesos e uma polarização tal que ydt((wxt) + b) > 0(t = 1, .., T ).
Escalonando w e b de tal forma que os pontos mais próximos do hiperplano
satisfaçam |(wxt)+ b| = 1, obtém-se a fórmula canônica do hiperplano. Para
este caso, a margem perpendicular ao hiperplano é igual a 2/‖w‖.

respectivo αt. Desta forma w e b devem ser alterados de forma que L de-
cresça. Para prevenir que o termo αt(ydt((wxt)+b)−1) �que arbitrariamente
grande, as alterações em w e b deverão evitar estas situações, de forma que
as res-
trições sejam gradativamente respeitadas, considerando que o problema seja
separável. Utilizando as condições de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker(K-
K-T)4, pode-se induzir que os αt's correspondentes às situações onde as re-
strições não estão ativas, devem ser feitos iguais a zero. Para a condição
ótima as derivadas de L em relação as variáveis primais devem zerar,

4Detalhes sobre as condições de Karush-Kuhn-Tuker podem ser encontradas no
apêndice A sobre otimização multiobjetivo.
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Figura 3.5: Topologia de uma máquina SVM.

∂L(w, b, α)

∂b
= 0⇒

T∑
t=1

αtydt = 0

∂L(w, b, α)

∂w
= 0⇒ w =

T∑
t=1

αtydtxt = 0. (3.12)

O vetor solução é então uma expansão em termos de um subgrupo do
conjunto de treinamento, para o qual o αt correspondente é diferente de
zero, e estes pontos do conjunto de treinamento são denominados vetores de
suporte (Support Vectors). Os vetores de suporte se encontram na margem.
Todos exemplos restantes não são utilizados no processo de otimização. Esta
característica está de acordo com a nossa intuição que diz que a separação
é de�nida pelos padrões mais próximos do hiperplano, e que a solução não
é dependente de outros exemplos. Utilizando as condições de Karush-Kuhn-
Tucker, pode-se escrever que:

αt[ydt((wxt) + b)− 1] = 0, t = 1, ..., T. (3.13)
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Utilizando as Equações 3.12 e 3.11, pode-se eliminar as variáveis primais
e escrever a equação dual de Wolfe, tal que:

max W (α) =
T∑

t=1

αt −
1

2

T∑
t=1

T∑
j=1

αtαjytyj(xtxj)

s.a. αt ≥ 0, t = 1, ..., T. e
T∑

t=1

αtyt = 0

(3.14)

Onde o hiperplano de decisão pode ser escrito como:

f(x) = sinal(
T∑

t=1

ytαt(xxt) + b) (3.15)

A polarização b é calculada utilizando um vetor suporte e a Equação 3.13.
Existem diversos argumentos teóricos que con�rmam a boa capacidade

de generalização quando o hiperplano ótimo é utilizado.

3.3.1 Espaço característico e núcleos (Kernels)

Para construir máquinas baseadas em vetores suporte, o algoritmo teve de
ser complementado por um método de calcular produto interno em espaços
característicos não-linearmente relacionados com o espaço de entrada. A
idéia básica é mapear os dados em outro espaço F (denominado de espaço
característico), utilizando um mapeamento não linear e utilizar o algoritmo
linear em F .

Deve se notar que os problemas descritos nas Equações (3.14) e (3.15)
somente necessitam do cálculo dos produtos internos, (φ(x).φ(y)). Esta in-
formação é essencial, pois estes podem ser, em alguns casos, mapeados uti-
lizando um núcleo simples:

k(x, y) = (φ(x)φ(y)). (3.16)

Por exemplo, pode-se utilizar um kernel polinomial:

k(x, y) = (xy)d. (3.17)

Outras opções são o núcleo Gaussiano e o MLP, que utiliza uma função
tangente hiperbólica. Considere K(x, z) uma matriz simétrica, K(i, j) =
k(xi, xj). De acordo com o teorema de Mercer esta é um núcleo se e somente
se K é de�nida positiva, i.e., xTKx > 0, ∀x 6= 0.
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3.4 Discussão

Neste capítulo foram apresentados diversos métodos de treinamento de máqui-

nas de aprendizagem que visam minimizar, de forma direta ou indireta, o
risco estrutural. De fato todas as técnicas discutidas tentam, de alguma
forma restringir o espaço onde as funções realizáveis pela máquina se encon-
tram.

Alguns pontos importantes devem ser discutidos. Para as MLPs foi
mostrado que a norma dos pesos representa um limite superior para a di-
mensão fat-shattering. De fato em [Bar98] as demonstrações mostram que é
su�ciente que a norma dos pesos da camada de saída seja limitada para que
a máquina tenha uma dimensão VC limitada. Este fato pode ser entendido
da seguinte forma. Considere as saídas dos neurônios da camada escondida
como um novo espaço dimensional. Desta forma a camada de saída repre-
senta um hiperplano neste novo espaço. A minimização da norma dos pesos
da camada de saída equivale à construção de um hiperplano de separação
ótimo neste novo espaço dimensional, de forma similar às SVMs.

Pode-se analisar as condições utilizadas em [Bar98] para mostrar a im-
portância da norma dos pesos. Considere σ : R→ [−M/2,M/2] sendo uma
função monotônica crescente. De�na a classe F de funções no Rn como:

F = {x 7−→ σ(wx+ w0) : w ∈ Rn, w0 ∈ R} (3.18)

e de�nindo-se a hipótese escolhida pela máquina de treinamento como:

H = {
N∑

i=1

αifi : N ∈ N, fi ∈ F ,
N∑

i=1

|αi| ≤ A} (3.19)

para A ≥ 1. Logo para γ ≤MA

fat(H, γ) ≤ cM2A2n

γ2
log

(
MA

γ

)
(3.20)

Para alguma constante c.
É sabido que, o limite na dimensão fat-shattering implica em um limite

no erro de generalização. Em [Bar98] também é mostrado que a dimensão
fat − shattering de uma função sigmoidal também é limitada pela norma
do vetor de pesos da mesma.
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Pode-se observar que todos os métodos que implementam a minimização
da norma dos pesos são, de fato, mecanismos computacionais para resolver
um problema multiobjetivo geral. Pode-se ver que o método WD é equiva-
lente ao método de regularização proposto por Tikhonov [Tik63] [TA77]. O
método multiobjetivo proposto em [TBTS00] é equivalente aos métodos de
regularização descritos em [Phi62] [Iva62] [Iva76], quando o método computa-
cional utilizado para a solução do mesmo é o ε-restrito. Desta forma pode-se
observar que os métodos propostos em [TBTS00] são extensões dos métodos
de regularização já existentes que foram propostos no começo da década de
60. O grande mérito do trabalho que propôs o treinamento multiobjetivo
para redes neurais é que este coloca uma luz, sob a óptica da otimização
multiobjetivo, na natureza do problema. No caso citado no capítulo anterior
onde os funcionais envolvidos eram convexos, era possível mostrar que as três
técnicas de regularização eram equivalentes [Vas70]. Entretanto, sob a luz da
teoria de otimização, pode-se mostrar facilmente que para redes neurais os
problemas não são necessariamente equivalentes, e ainda que existem resul-
tados que podem ser alcançados utilizando o treinamento multiobjetivo que
não podem ser encontrados utilizando o WD, que de fato implementa uma
combinação convexa dos objetivos5.

Em [And02] foi mostrado que existe uma equivalência bi-lateral entre as
RBFs regularizadas e as SVMs. Bi-lateral no sentido que dado uma rede RBF
consegue-se gerar uma SVM equivalente e vice-versa. Esta demonstração
mostra que abordagens diversas podem gerar soluções de mesma qualidade.

De forma geral, neste capítulo foram mostradas as principais técnicas
existentes para melhorar a generalização de máquinas de aprendizagem e as
características que as diversas técnicas têm em comum. Como já havia sido
dito anteriormente, as técnicas de regularização implementam o princípio de
minimização do risco estrutural. Outro ponto importante que foi ressaltado é
que considerar o problema de regularização como um problema multiobjetivo,
embora leve geralmente a mecanismos já conhecidos há mais de 40 anos, traz
uma nova perspectiva do problema, que pode ser, e em geral é, muito útil.

As idéias discutidas nestes capítulos iniciais tiveram o propósito de em-
basar uma discussão mais profunda sobre métodos de treinamento de redes
neurais. Pode-se observar que os esforços foram na direção de dar uma visão
mais geral do problema de aprendizado e das características construtivas dos

5Para maiores informações sobre a otimização multiobjetivo consulte o apêndice A
sobre o assunto.
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métodos que se mostraram e�cientes ao longo dos anos.
Das idéias apresentadas nesta parte introdutória foi derivada a Q-norma

como medida de complexidade. Esta medida traz uma estrutura e�ciente
computacionalmente pois separa as in�uências da parte linear e não-linear
do problema. A Q-norma e o método do gradiente mínimo, contribuições
desta tese, são mostrados no capítulo a seguir.
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Parte II

Contribuições
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Capítulo 4

A medida de complexidade
baseada na norma-Q, o método
do gradiente mínimo e suas
implicações

4.1 A medida de complexidade norma-Q

Para se controlar a complexidade de uma máquina de aprendizagem, a primei-
ra questão a ser tratada é como medi-la. Nas seções anteriores, algumas
técnicas que usam a idéia de controle de complexidade foram apresentadas.
Do ponto de vista teórico, a principal ferramenta utilizada nos dias atuais
é a dimensão VC e as suas generalizações. Em termos práticos, qualquer
medida de complexidade para ser utilizável deve ser escrita como função das
variáveis de entrada e dos parâmetros da máquina de aprendizagem. Adi-
cionalmente, também é interessante se utilizar funções quadráticas (ou pelo
menos uni-modal), pois estas são simples de serem otimizadas. Por exemplo,
MLPs usam a norma Euclidiana do vetor de pesos, enquanto as SVMs usam
a norma do vetor normal ao hiperplano de separação. O vetor normal ao
hiperplano está fortemente conectado com o vetor de pesos; este é, de fato,
o vetor de pesos para um modelo linear. Para qualquer norma e qualquer
transformação bijetiva linear A, pode-se de�nir uma nova norma de w como
‖Aw‖. Em 2D, com A sendo uma rotação de 45◦ e algum escalonamento
necessário, a norma-1 se transforma em norma-∞. De forma genérica, o
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problema de medir a complexidade pode ser escrito como uma norma-Q.
Considere w ∈ Rn um vetor com dimensão �nita, e Q ∈ Rn uma matriz
simétrica de�nida positiva1 . A complexidade em termos de uma norma-Q
de w,

√
wTQw, pode ser de�nida como

Ω(w) ≡ wTQw. (4.1)

À primeira vista a condição wTQw > 0 parece ser restritiva, mas é de
fato uma característica necessária do problema bi-objetivo apresentado aqui,
que é um problema de minimização. Todas as técnicas citadas no capítulo
anterior podem ser reescritas na forma da norma-Q. Para as MLPs e SVMs,
utilizando a norma do vetor de pesos como medida de complexidade, a ma-
triz Q será a matriz identidade. Alterando Q outros métodos podem ser
gerados. Como Q é uma matriz simétrica positiva, esta pode ser decomposta
na forma Q = ATA, para algum A, logo, a norma da complexidade defnida
na Eq. (4.1) é a norma do vetor transformado ‖Aw‖. A utilidade desta for-
mulação é que esta pode representar a complexidade de diversas máquinas
de aprendizagem as diferenciando na matriz Q ou na transformação linear
A no caso onde uma norma não Euclidiana é utilizada. A utilização da me-
dida de complexidade proposta traz também uma outra vantagem: a decom-
posição das partes linear e não-linear do problema. Considere uma máquina
de aprendizagem com os parâmetros lineares l e os não-lineares N . A me-
dida de complexidade pode então ser escrita como lTQ(N)l, de maneira que
uma decomposição entre as partes lineares e não lineares do problema seja
alcançada. Observe que este tipo de decomposição é o principal resultado
dos métodos baseados em Kernel. Estes métodos controlam a complexidade
controlando somente a parte linear das máquina (as não linearidades são
de�nidas pelos Kernels). Nas próximas seções uma nova máquina de apren-
dizagem, denominada de Método do Gradiente Mínimo (Minimum Gradient
Method- MGM) é de�nida. A idéia de se utilizar o gradiente como medida
de complexidade é derivada do conceito de maximização da margem, mas
esta também está relacionada com outras propriedades interessantes como a
minimização da energia das altas-freqüências.

1Q = QT e xT Qx > 0, ∀x 6= 0
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4.2 O método do Gradiente Mínimo

Neste capítulo será discutida uma maneira de se utilizar a teoria desenvolvida
no capítulo 2 de forma construtiva, para se obter uma nova máquina de apren-
dizagem. O conceito fundamental utilizado para descrever as propriedades de
generalização de uma máquina de aprendizagem foi o conceito da dimensão
VC, que mede a capacidade de um conjunto de funções. Como foi observado
anteriormente a dimensão VC efetiva depende do conceito de margem entre
os funcionais e esta pode ser de�nida para uma dada amostra ydt como:

γt = ydtf(xt). (4.2)

A distribuição de margens de f , M(S, f), em relação ao conjunto de treina-
mento S pode ser de�nida como:

M(S, f) = {γt = ydtf(xt) : t = 1, ..., T}. (4.3)

A idéia de margem é fundamental para a construção da dimensão fat−
shattering, que pode ser entendida como a dimensão VC efetiva.

4.3 Maximização da margem de conjunto de

exemplos

Como dito anteriormente a margem de uma amostra ydt, que pode ser
de�nida como em 4.2, deve ser maximizada para se obter melhores limites
de generalização para uma máquina.

Para encontrar o máximo desta função de margem para uma dada amostra
ydt, é necessário que o gradiente de 4.2 seja igual a zero. Desta forma obtém-
se2:

∂γt

∂xit

=
∂[ydtf(xt)]

∂xit

= 0 (4.4)

= ydt
∂f(xt)

∂xit

= 0 (4.5)

∴ ‖∇f(xt)‖ = 0. (4.6)

2O índice t indica o t-ézimo padrão. Para xt deseja-se derivar em relação as coordenadas
do espaço de entradas, xit, onde i = 1, ..., n + 1.
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Para um conjunto de exemplos pode-se pensar no problema de maximiza-
ção da margem como:

min

T∑
t=1

‖∇f(xt)‖. (4.7)

onde pode-se concluir que a norma do gradiente da função para um dado
ponto pode ser utilizada para realizar o princípio da minimização do risco es-
trutural. Desta forma uma contribuição importante, do ponto de vista teórico
desta tese, se resume em escrever o problema de aprendizado de máquina
como o problema de otimização bi-objetivo3:

min

{
f1 = Remp(w)

f2 =
∑N

t ‖∇f(xt)‖2
(4.8)

O problema formulado desta maneira tem como meta conseguir o equi-
líbrio entre dois fatores responsáveis pela capacidade de generalização de uma
máquina que são em geral con�itantes. Este método será denominado como
o método do gradiente mínimo.

De fato a idéia de se utilizar a norma da k-ésima derivada parcial como
termo de suavidade para problemas de regularização aparecem em alguns
momentos na literatura sem justi�cativas teóricas. Nas seções seguintes será
analisado as implicações desta idéia.

4.4 O hiperplano de separação ótimo revisitado

Nesta seção será discutido, sob a óptica das idéias mostradas anteriormente,
um dos problemas mais tratados nos últimos anos na literatura sobre apren-
dizado de máquinas, o hiperplano de separação ótimo. Pode-se de�nir um
hiperplano como:

f(x,w, b) = wx+ b. (4.9)

No capítulo 2 mostrou-se que a dimensão VC efetiva de um hiperplano
depende da margem de separação entre as classes. As SVMs, como mostrado

3O objetivo f2 não foi escrito em termos das amostras do conjunto de treinamento,
tamanho T , e sim de um conjunto de tamanho N . A derivada pode ser avaliada, sem
um custo adicional elevado em pontos diferentes do conjunto de treinamento, como por
exemplo nos pontos de validação. Pode-se se pensar assim em reduzir a capacidade da
função não só nos pontos de treinamento como em outros pontos de interesse.
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no capítulo 3, utilizam esta idéia para gerar as máquinas de aprendizagem.
Para se obter um hiperplano de separação ótimo, dado um problema linear-
mente separável, foi mostrado que basta minimizar o seguinte funcional:

τ(w) =
1

2
‖w‖2 (4.10)

A minimização do funcional mostrado na Equação 4.10 é a base da cons-
trução das SVMs. Pode-se escrever a margem para o hiperplano como:

γ = ydf(x) = yd[wx+ b], (4.11)

sendo que a norma do gradiente de γ em relação a x é proporcional a:

‖∇f(x)‖ = ‖w‖, (4.12)

que é equivalente ao funcional descrito na Equação 4.10. Pode-se observar
desta forma que para este caso particular a formulação apresentada é equiva-
lente à das SVMs e que, para um problema linear, a norma do gradiente além
do signi�cado de máxima margem no espaço das funções também signi�ca
máxima margem no espaço das variáveis. Como se trata de um problema
linear o gradiente representa a projeção do ponto de interesse na curva de
separação das classes, sendo esta a menor distância, em termos da norma
Euclidiana, nos espaço das variáveis.

Pode-se observar que as idéias mostradas até aqui trabalhavam com a
margem no espaço das funções. A derivação da fórmula do método do gra-
diente mínimo também é realizado no espaço das funções. Entretanto é
interessante notar que para este caso particular existe equivalência entre os
dois espaços.

4.5 Análise para funções monotônicas

Considere uma função monotônica genérica unidimensional, aproximada li-
nearmente em diversos intervalos ∆xi = xi − xi−1, onde a variação referente
a cada intervalo é de�nida como ∆fi = fi−1−fi, como mostrado na Fig. 4.1.

Para analisar este problema pode-se pensar que a função f0 tem valor
igual a 1, e de�ne uma classe em um problema de classi�cação, e que a
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Figura 4.1: Função convexa unidimensional aproximada por cinco segmentos
de reta.

função fn (para o caso da �gura n = 5) representa a transição entre a classe
1 e −1, i.e., fn = 0. Para esta situação pode-se escrever:

fn = f0 −
n∑

i=1

∆fi

∆xi

∆xi. (4.13)

Considerando fn = 0 e f0 = 1 (observe que esta consideração somente
simpli�ca a demonstração e não particulariza a análise), pode-se reescrever
a Equação 4.13 como:

1 =
n∑

i=1

∆fi

∆xi

∆xi. (4.14)

Para simpli�car a análise pode-se de�nir ∆xi = ∆x, ∀i = 1, ..., n. Desta
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forma pode-se reescrever a Equação (4.14) como:

1 = ∆x
n∑

i=1

∆fi

∆x
. (4.15)

Logo:

1

∆x
=

n∑
i=1

∆fi

∆x
. (4.16)

Da Equação 4.15 observa-se que a distância ∆x entre as classes é inversa-
mente proporcional à inclinação de cada segmento de reta. Isto é, para sair da
região onde a função de�ne a classe 1 e a região de transição, é necessário �an-
dar� um maior ∆x se as inclinações das retas forem pequenas. Por exemplo,
se ∆x = 1, tem-se que γ = ∆xn = n, e

∑n
i=1

∆fi

∆x
= 1. Se ∆x = 1/2, tem-se

que γ = ∆xn = n/2, e
∑n

i=1
∆fi

∆x
= 1/2. Outra observação interessante é que

pode-se considerar ∆x tão pequeno quanto se quiser, e desta forma aproxi-
mar a função com a precisão desejada, e ainda, no limite, ∆x → 0, o termo
∆fi

∆x
→ − df

dx
, o que faz esta avaliação equivalente a minimização da norma

da derivada (deve-se lembrar que para funções monotônicas as derivadas não
mudam de sinal).

Pode-se observar que o caso que utiliza uma reta de separação é um sub-
caso deste analisado, sendo que no primeiro é considerado n = 1.

Desta análise foi mostrado que a maximização da margem no espaço de
funções quando funções monotônicas são consideradas, equivale à maximiza-
ção desta no espaço das variáveis. Isto é, quanto menor a inclinação dos
segmentos de retas, maior será o ∆x, sendo que o último representa a dis-
tância no espaço das funções.

4.6 O problema de minimização das compo-

nentes de alta freqüência revisitado

Como dito anteriormente, em [GJP95] foi proposto, para redes RBFs, a mi-
nimização de um termo de suavidade que era escrito como a minimização da
energia das altas freqüências da função aproximada. Para estudar este pro-

55



blema e mostrar outras propriedades da idéia de mínimo gradiente, considere
a transformada de Fourier n-dimensional:

f(t1, ..., tn) =
1

2πn

∫ +∞

−∞
F (jω1, ..., jωn)

n∏
i=1

ejωitidω1...dωn (4.17)

A derivada de f(t) em relação à t tem a seguinte transformada para quase
todos ω:

∂f(t1, ..., tn)

∂tk
=

1

2πn

∫ +∞

−∞
jωkF (jω1, ..., jωn)

n∏
i=1

ejωitidω1...dωn (4.18)

Desta forma pode-se escrever a seguinte propriedade que a derivada par-
cial de f(.) em relação a um tk corresponde do lado direito da Eq. 4.17 à
multiplicação de F (.) por jwk, isto é4:

∂f(t1, ..., tn)

∂tk
←→ jωkF (jω1, ..., jωn) (4.19)

Desta forma observa-se que a norma do gradiente é equivalente, em uma
grande gama de funções, à minimização da energia das altas freqüências. O
termo F (.) representa a energia, sendo que esta está sendo multiplicada pelo
ωk equivalente. Desta forma, quanto maior o ωk maior será a ampli�cação do
termo F (.) correspondente, sendo assim montada uma �ltragem passa-altas.
Outro ponto interessante a ser notado é que em casos que a transformada de
Fourier exista para derivadas de ordem mais elevadas, é equivalente a escolha
de diferentes �ltragens no sinal para minimizar a energia das altas freqüências
(pode ser entendido como mudar a de�nição de �alta� freqüência). De fato
para a derivada n-ésima tem-se ωn

kF (.), sendo então a �ltragem realizada por
ωn

k .
Dada esta interpretação, o hiperplano de separação ótimo pode ser visto

como uma função suave, de�nindo-se suave como aquela que possui reduzida
energia em freqüência.

4.7 Minimização da norma dos pesos re-visitada

No treinamento multiobjetivo tenta-se diminuir o erro de treinamento e ao
mesmo tempo diminuir a norma do vetor de pesos. Considerando que as

4Esta propriedade é válida para uma diversidade de funções desde que a função seja
integrável [Bar93].
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funções de ativação φ(.) sigmoidal ou tangente hiperbólica têm comporta-
mento praticamente linear quando seus argumentos são pequenos, pode-se
então escrever:

φ(w, x) ≈ wx se ‖ w ‖→ 0 (4.20)

Logo a saída de uma MLP, onde U e H são os pesos da camada de saída
e da camada escondida respectivamente, pode ser reescrita como:

yt =
m∑

j=1

n∑
i=0

UjHijxit (4.21)

Logo, minimizar a norma do gradiente da Equação 4.21 equivale a:

‖∇f(xt)‖2 =
m∑

j=1

n∑
i=0

(UjHij)
2. (4.22)

Deste resultado pode-se notar que se os valores dos pesos forem pequenos
a função será suave, como já poderia ser previsto considerando o comporta-
mento linear das funções de ativação. Entretanto pode-se notar que, mesmo
quando a linearização é considerada, a norma dos pesos não é a medida mais
representativa de suavidade, sendo que esta deve ser substituída pela me-
dida apresentada na Equação 4.22. O resultado mostrado nesta equação é
condizente com a expectativa empírica que nos diz que um neurônio pode
cancelar o efeito de outro, para um dado ponto no espaço, de tal forma que
estes não in�uenciem a saída, quão menos na suavidade da mesma. Deve-
se lembrar que a norma dos pesos da camada não linear deve ser mantida
pequena, para que as condições de análise desta seção sejam válidas, i.e.,
as funções de ativação trabalhem em suas regiões lineares. Observe que um
resultado equivalente ao apresentado nesta seção foi apresentado em [MR97].
Outro ponto que também é um pouco intuitivo e é mostrado nesta equação
é que não faz sentindo considerar somente a norma de todos os pesos, pois
estes, de fato, estão em espaços vetoriais diferentes. O resultado mostrado
na Equação 4.22, indica que realmente os pesos têm importâncias diferentes
para o comportamento da função aproximada, pois como já discutido anteri-
ormente, estes estão em espaços diferentes. Os pesos para as SVMs, Eq. 4.12,
estão em um mesmo espaço, logo, desta forma a norma deste faz sentido.
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4.8 SVMs não lineares

Considere o problema primal das SVMs não lineares (soft-margin)

min W (φ) = φQφ+ C
T∑

i=1

ξi (4.23)

s.a. ydi[xiφ+ b] ≥ 1− ξi, i = 1, ..., T (4.24)

Em geral a matriz Q é utilizada como uma matriz identidade. Considere
então Q como uma matriz simétrica de�nida positiva. Logo, existe uma
matriz W tal que A =

√
Q. A função objetivo pode então ser escrita como:

W (φ) = AφAφ+ C
T∑

i=1

ξi. (4.25)

Escrevendo ϕ = Aφ e zi = A−1xi o treinamento da SVM pode então ser
re-escrito como:

min W (ϕ) = ϕϕ+ C
T∑

i=1

ξi (4.26)

s.a. ydi[ziϕ+ b] ≥ 1− ξi, i = 1, ..., T (4.27)

Pode-se observar então que existe uma transformação linear dos vetores
x em vetores z que o problema de maximização da margem, Q = I, se
transforma em uma matriz Q positiva de�nida. De fato a escolha do Kernel
implica a estrutura de regularização escolhida, i.e., a matriz Q.

4.9 Discussão

Neste capítulo foi derivado, partindo da idéia de margem de um padrão,
o método do gradiente mínimo. Embora existam idéias similares a esta na
literatura, estas foram desenvolvidas de forma empírica. O ponto mais impor-
tante deste capítulo é que, utilizando a idéia de gradiente mínimo, pode-se
derivar as fórmulas mostradas no capítulo anterior para a minimização do
risco estrutural. Foi possível obter uma interpretação do método do hiper-
plano ótimo e também da técnica que trabalha com a redução da energia
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das altas freqüências. As idéias apresentadas neste capítulo, derivadas do
método proposto ajudam a esclarecer um pouco o problema de aprendizado
de máquina e a relacionar as diversas técnicas já existentes, sendo esta uma
contribuição importante.

No capítulo seguinte serão apresentados e analisados os aproximadores
polinomiais de gradiente mínimo, a primeira contribuição prática deste tra-
balho. Para aproximadores polinomiais será mostrado como se escrever o
MGM na forma de uma norma-Q como proposto neste trabalho.
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Capítulo 5

Aproximadores polinomiais de
gradiente mínimo

Neste capítulo será estudada a aplicação da minimização da norma do gradi-
ente em aproximadores polinomiais. Trata-se de um caso de estudo simples
que servirá para esclarecer alguns pontos sobre o comportamento da técnica
proposta.

5.1 Formulação para aproximadores polinomi-

ais de gradiente mínimo

Pode-se escrever um polinômio unidimensional de ordem τ como:

yt = p(τ+1)x
τ
t + p(τ)x

τ−1
t + ...+ p(2)x

1
t + p(1). (5.1)

Pode-se então reescrever a Equação 5.1 em forma matricial, i.e. para
todos os yt, t = 1, ..., T , como:

y =

 y1
...
yT


 xτ

1 xτ−1
1 . . . 1

...
. . .

...
xτ

T xτ−1
T . . . 1


 p(τ+1)

...
p(1)

 = CP. (5.2)

A derivada da Equação 5.1 pode ser escrita como:

dyt

dx
|x=xt =

τ∑
i=1

p(τ+2−i)(τ + 1− i)xτ−i
t . (5.3)
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A Equação 5.3 pode ser escrita, de forma similar a Equação 5.2, como:

dy

dx
=

 τxτ−1
1 (τ − 1)xτ−2

1 . . . x1 0
...

...
...

... 0
τxτ−1

T (τ − 1)xτ−2
T . . . xT 0


 p(τ+1)

...
p(1)

 = DP. (5.4)

Neste trabalho foi proposta a utilização da norma do gradiente como
medida de complexidade para a função aproximada. O seguinte problema
bi-objetivo foi proposto para de�nir uma técnica de minimização do risco
estrutural:

min

{
f1 = Remp(w)

f2 =
∑N

t ‖∇f(xt)‖2
(5.5)

Pode-se então escrever o termo da minimização do risco empírico como a
minimização do funcional de erro:

f1 = (CP − yd)T (CP − yd) =

= ydTyd− ydTCP − P TCTyd+ P TCTCP, (5.6)

onde yd é a resposta desejada. Para minimizar a norma do gradiente pode-se
escrever:

f2 = (DP )T (DP ) = P TQP (5.7)

onde que é Q = DTD. A Equação 5.6 representa o erro, e a Equação 5.7
representa as derivadas que foram escritas na forma de uma norma-Q. Para
os aproximadores polinomiais a matriz Q, dada a formulação do gradiente
mínimo, é função somente da ordem do polinômio. Note que as duas funções
são quadráticas. Logo pode-se escrever um problema multiobjetivo no qual
se deseja minimizar o erro e a derivada da função nos pontos de treinamento
como1:

f = λf1 + (1− λ)f2

= λ(CP − yd)T (CP − yd) + (1− λ)P TQP (5.8)

1Caso as funções não fossem quadráticas seria necessário utilizar uma outra formulação
para a resolução do problema multiobjetivo. Para mais detalhes consulte o apêndice A.
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Onde o P ótimo é calculado diferenciando a Equação 5.8, e igualando a zero.
A derivada da Equação 5.8 em relação aos parâmetros P pode ser calculada
como2:

df

dP
= λ

df1

dP
+ (1− λ)

df2

dP

= λ[(−ydTC)T − CTyd+ (CTC + CTC)P ] + (1− λ)(Q+QT )P

= λ(−2CTyd+ 2CTCP ) + (1− λ)2QP (5.9)

Para encontrar o P ótimo, P ∗, basta igualar a Equação 5.9 a zero e
resolvê-la. Matematicamente:

λ(−2CTyd+ 2CTCP ) + (1− λ)2QP = 0

− 2λCTyd+ 2λCTCP + (1− λ)2QP = 0

[λCTC + (1− λ)Q]P = λCTyd

P ∗ = [λCTC + (1− λ)Q]−1λCTyd. (5.10)

Onde o mapeamento do Pareto-Ótimo, o conjunto que contém todos os
possíveis P ∗, é realizado variando λ entre zero e um. Utilizando a idéia de
conjunto de validação pode-se escolher λ de tal forma que o erro seja minimi-
zado neste conjunto. Em [Tei01] foi mostrado que esta escolha é ótima dado

2Seja a matriz A ∈ Rn×n e os vetores x ∈ Rn e y ∈ Rn. As seguintes relações são
verdadeiras:

∂(xT y)
∂y

= x;

∂(yT x)
∂y

= x;

∂(xT Ax)
∂x

= (A + AT )x.
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um conjunto estatisticamente representativo e a função a ser aproximada es-
teja contaminada por um ruído Gaussiano. De fato pode-se observar que o
erro de validação é uma função quadrática, sendo que, para esta classe de
problemas, existe uma única solução dentro do conjunto Pareto, onde o erro
é mínimo. Neste trabalho λ ótimo, λ∗, será calculado utilizando o método
da seção áurea.

5.2 Experimentos utilizando o aproximador poli-

nomial de gradiente mínimo

Nesta seção serão apresentados alguns resultados utilizando o aproximador
descrito na Equação 6.39, onde o decisor atuará considerando a minimização
do erro de validação. Considere o seguinte problema de aproximar uma reta
contaminada por um ruído Gaussiano com variância igual à 12

fP1(x) = 2x+ ruido, (5.11)

por um polinômio de ordem 10.
Na Figura 5.1 são mostrados os pontos de treinamento, validação, a

função desejada e a função aproximada. Nas Figuras 5.2 e 5.3 são mostrados
respectivamente os erros de treinamento e validação. Como era de se esperar
o erro de treinamento tem um comportamento monotônico decrescente. O
erro de validação apresenta um ponto onde a função tem um mínimo, e este
ponto representa a função escolhida.

A fronteira Pareto-Ótima (PO) é mostrada na Figura 5.4, sendo esta con-
vexa, como previsto. No capítulo anterior foi apontado que, esta formulação
é equivalente, dado algumas condições de integrabilidade da transformada
de Fourier, à minimização da energia da saída de um �ltro passa-altas. Na
Figura 5.5 é mostrada a energia na saída deste �ltro, e nota-se que esta é
monotônica crescente, como previsto.

O segundo exemplo testado trata o problema de aproximar um polinômio
de ordem 3 por um de ordem 10, contaminado por um ruído Gaussiano.
Matematicamente:

fP3(x) = 0, 2x3 + x2 + x+ ruido. (5.12)

Resultados similares aos obtidos para o caso onde se desejava aproxi-
mar uma reta, foram obtidos para o problema descrito na Equação 5.12.
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Figura 5.1: Problema de aproximação de uma reta contaminada por um ruído
Gaussiano. Pode-se observar que a função aproximada com a regularização
é mais próxima da original, e aparentemente mais �suave�.

64



Figura 5.2: Erro de treinamento para fP1. Este é em geral monotônico
decrescente, caso não ocorram problemas numéricos.
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Figura 5.3: Erro de validação para o problema fP1. É interessante notar que
o erro de validação tem um mínimo bem de�nido, como mostrado na �gura.
Esta situação é geral pois esta é uma função quadrática nos parâmetros (salvo
casos onde ocorram problemas numéricos).
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Figura 5.4: Fronteira Pareto-Ótima (PO) para o problema de�nido na
Equação 5.11.
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Figura 5.5: Energia da saída do �ltro passa-altas equivalente à minimização
do gradiente sendo esta uma função monotônica crescente, como esperado
teoricamente.
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Figura 5.6: Problema de aproximação de um polinômio de terceiro grau
contaminado por um ruído Gaussiano. Pode-se observar que a função aprox-
imada com a regularização é mais próxima da original, e aparentemente mais
�suave�.

Na Figura 5.6 são mostrados os pontos de treinamento, validação, a função
desejada e a função aproximada. Nas Figuras 5.7 e 5.8 são mostrados respec-
tivamente os erros de treinamento e validação. O erro de validação apresenta
um ponto de mínimo, como no caso anterior. A fronteira Pareto-Ótima (PO)
é mostrada na Figura 5.9, sendo esta convexa, como previsto anteriormente.
Na Figura 5.10 é mostrado a energia na saída do �ltro passa-altas, e observa-
se que esta é monotônica crescente, como previsto.

5.3 Discussão

Neste capítulo foi apresentado e analisado o aproximador polinomial de gra-
diente mínimo. A escolha por iniciar as análises por este aproximador foi
devido ao fato de se tratar de um sistema bastante simples, sendo que a
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Figura 5.7: Erro de treinamento para fP3. Este é em geral monotônico
decrescente, caso não ocorram problemas numéricos.
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Figura 5.8: Erro de validação para o problema fP3. É interessante notar que
o erro de validação tem um mínimo bem de�nido, como mostrado na �gura.
Esta situação é geral pois esta é uma função quadrática nos parâmetros (salvo
os casos onde ocorram problemas numéricos).
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Figura 5.9: Fronteira Pareto-Ótima (PO) para o problema de�nido na
Equação 5.12.
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Figura 5.10: Energia da saída do �ltro passa-altas equivalente à minimiza-
ção do gradiente. Pode-se observar que trata-se de uma função monotônica
crescente, como esperado teoricamente.
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compreensão de alguns fenômenos �cam mais claros. Pode-se observar que
para esta classe de aproximadores a derivada da função tem a transformada
de Fourier integrável, fazendo com que a metodologia proposta, em geral,
funcione como uma �ltragem das altas freqüências. Este fato foi con�r-
mado empiricamente utilizando a FFT da função aproximada. Entretanto
é importante lembrar que esta classe de aproximadores sofre de problemas
de condicionamento e do �mal da dimensionalidade�. De fato, como é bem
conhecido, a utilização deste tipo de aproximador para problemas de alta
dimensão é proibitivo devido à quantidade de parâmetros livres requeridos.

Para concluir observa-se que utilizar aproximadores polinomiais é inter-
essante devido ao fato de estarem envolvidas somente funções quadráticas,
mas alguns problemas numéricos e o mal da dimensionalidade, impedem que
estes sejam de aplicação mais geral. Considere a expansão polinomial para
um mapeamento em x ∈ Rm[GWW61]:

f(x) = a0 +
m∑

i=1

aixi +
m∑

i=1

m∑
j=1

aijxixj +
m∑

i=1

m∑
j=1

m∑
k=1

aijkxixjxk... (5.13)

Dada a Eq. 5.13, pode-se notar que o número de parâmetros livres a
para um polinômio de ordem τ é O(m, τ) =

∑τ
i=1m

i−1. Por exemplo, um
problema com 3 dimensões, m = 3, utilizando uma série de ordem 3, τ = 3,
terá O(3, 3) = 13 parâmetros livres, com m = 10 e τ = 10, O(10, 10) >
1.1e+9!. Observe que para um problema simples com 10 dimensões utilizando
um polinômio de ordem 10 o número de parâmetros livres explode, este é o
famoso mal da dimensionalidade.

Na próxima seção será apresentada a rede perceptron com camadas pa-
ralelas (PLP - Parallel Layer Perceptron) e sua forma de regularização por
gradiente mínimo que aproveita as boas características dos aproximadores
polinomiais e tenta resolver os problemas citados.
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Capítulo 6

Rede perceptron com camadas
paralelas (PLP-parallel layer
perceptron)

Nesta seção será discutida a principal contribuição do trabalho desenvolvido.
Esta contribuição trata-se do desenvolvimento de uma nova topologia de
redes neurais denominada rede perceptron com camadas paralelas (PLP-
Parallel Layer Perceptron)[CVV03]. Vários artigos já foram publicados em
revistas derivados deste trabalho [CVV03], [VCV04], [VVCV05], [VCV06] e
alguns outros se encontram submetidos como indicado no Capítulo 1 deste
trabalho.

6.1 Topologia

A saída yt da rede perceptron com camadas paralelas (PLP) considerando n
entradas e m perceptrons por camada é calculada como:

yt = β

({
m∑

j=1

[γj (ajt)φj (bjt)]

})
= β(ψt) (6.1)

Onde:

ajt =
n+1∑
i=1

pjixit (6.2)
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bjt =
n+1∑
i=1

vjixit (6.3)

Geralmente não se de�ne uma função γ ou φ para cada neurônio j e sim
funções γ e φ comuns a todos eles. Por isto será utilizado de agora em diante,
para simpli�car a apresentação, γj(.) = γ(.) e φj(.) = φ(.), onde β(.), γ(.) e
φ(.) são funções de ativação (tangente hiperbólica, Gaussiana, linear, etc...),
vji e pji são os componentes das matrizes de pesos P e V , xit é a i-ésima
entrada para o t-ésimo padrão, onde x0t é a polarização do perceptron, e yt é
a t-ésima posição do vetor de saída y. Na Figura 6.1 é mostrada a topologia
da PLP.

Figura 6.1: Arquitetura de rede perceptron com camadas em paralelo.

Similarmente às tradicionais MLPs, todos os parâmetros da rede podem
ser ajustados utilizando o método do gradiente. Entretanto algumas diferen-
ças devem ser consideradas. Primeiramente, no caso da MLP, a rede utiliza
função de funções para o mapeamento entrada-saída. A PLP utiliza basi-
camente o produto de funções. E mais, como pode ser visto na Figura 6.1,
a topologia proposta é composta por camadas paralelas. Esta característica
simpli�ca a implementação em máquinas paralelas ou clusters. Um caso par-
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ticular da topologia mostrada na Figura 6.1 é gerado considerando γ(.) e β(.)
como funções identidade. Neste caso a saída da rede é calculada como:

yt =
m∑

j=1

[ajtφ(bjt)] =
m∑

j=1

[LjtNjt], (6.4)

onde Ljt = ajt e Njt = φ(bjt). Para um conjunto de pontos yt, t = 1, ..., T ,
de�nimos de forma similar os vetores Lj e Nj.

É importante notar que, o caso particular descrito na Equação 6.4 tem al-
gumas características interessantes [CVV03]. A superfície de erro em relação
a pji, que para este caso particular é um parâmetro linear, é uma estrutura
quadrática (mono-modal), logo um algoritmo de treinamento mais e�ciente
pode ser utilizado. Para este caso pode-se utilizar o estimador de mínimos
quadrados (LSE) para adaptar os parâmetros lineares da rede, sendo que a
convergência para o mínimo local acontece em uma iteração.

6.2 Teorema da aproximação universal

Considere o teorema da aproximação universal escrito como [Cyb89, Fun89]:
Considere φ(.) uma função contínua, não constante, limitada e mono-

tonicamente crescente. Deixe Ip denotar o hiper cubo unitário p-dimensional.
O espaço de funções contínuas em Ip é denotado por C(Ip). Logo, dada qual-
quer função pertencente a C(Ip) e ε > 0, existe um inteiro M e um conjunto
de constantes reais αi, wij e bi , onde i = 1, ...,M e j = 1, ..., p ,de tal forma
que pode-se de�nir:

f̃(x1, ..., xp) =
M∑
i=1

αiφ

(
p∑

j=1

wijxj + bi

)
(6.5)

como uma aproximação da função f(.), i.e., |f̃(x1, ..., xp)− f(x1, ..., xp)| < ε
para todo {x1, ..., xp} ∈ Ip.

Este teorema é o utilizado para a prova que uma MLP é um aproximador
universal. Por inspeção pode-se escrever a saída do caso particular da PLP,
como mostrado na Equação 6.4, onde α é função de x. Desta forma pode-
se concluir que a PLP é um aproximador universal e que uma MLP é um
caso particular da mesma. A mesma discussão é válida para a situação onde
funções radiais são utilizadas na camada não linear, de tal forma que uma
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rede RBF também é um caso particular da PLP, sendo que o teorema de
aproximação universal desenvolvido para a primeira pode ser utilizado para
a segunda.

Uma interpretação grá�ca pode ser dada à capacidade de aproximação da
PLP. Esta rede pode ser entendida como uma combinação linear de funções
não-lineares. Uma rede com um par de camadas paralelas, e dois perceptrons
por camada, m = 2, é capaz de aproximar dois períodos de uma função
senoidal. Na Figura 6.2 são mostradas as funções lineares, L1 e L2, geradas
pelo perceptron linear e na Figura 6.3 é mostrada a saída da camada não-
linear, N1 e N2, considerando φ(.) como uma função Gaussiana. O produto
entre as saídas lineares e não-lineares é mostrado na Figura 6.4 e na Figura
6.5 é mostrada a aproximação resultante. Resultados similares podem ser
obtidos para outros tipos de função de ativação. Os resultados mostrados
nesta seção estão publicados em [CVV03].

Figura 6.2: Parâmetros lineares

6.3 Algoritmos para a minimização do risco em-

pírico

Nesta seção serão discutidos alguns possíveis algoritmos de treinamento para
a PLP. Os métodos propostos nesta seção já se encontram devidamente im-
plementados e testados.
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Figura 6.3: Parâmetros não lineares

Figura 6.4: Produto entre os parâmetros lineares e não lineares

Os métodos descritos se baseiam na informação do gradiente da função
de erro. A função de erro pode ser escrita como:

E(w) =
1

2

T∑
t=1

et(w, xt, ydt)
2. (6.6)

Onde:

et(w, xt, ydt) = (yt(w, xt)− ydt). (6.7)
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Figura 6.5: Função aproximada

Na Eq. 6.6 E(.) representa também uma medida de risco empírico, t
representa o t-ésimo padrão, sendo este composto pelas coordenadas xt e a
saída desejada ydt. A saída da rede é yt. As épocas (iterações) dos algoritmos
de treinamento serão de�nidas utilizando o índice k. A variável w pode
representar um vetor ou uma matriz de pesos, que para este caso é composto
dos pesos P e V , onde a representação dependerá da simplicidade para a
explicação.

6.3.1 Gradiente

Para se utilizar os métodos baseados no gradiente, tem-se que calcular o
gradiente da Equação 6.7 em relação aos pesos, utilizando a topologia descrita
na Equação 6.1:

∂et

∂pji

=
∂yt

∂pji

=
∂β

∂ψt

∂ψt

∂γ

∂γ

∂ajt

∂ajt

∂pji

=
∂β

∂ψt

∂γ

∂ajt

φ(bjt)xit. (6.8)

∂et

∂vji

=
∂yt

∂vji

=
∂β

∂ψt

∂ψt

∂φ

∂φ

∂bjt

∂bjt
∂vji

=
∂β

∂ψt

∂φ

∂bjt
γ(ajt)xit. (6.9)

Para o caso particular descrito na Equação 6.4, obtém-se:

∂et

∂pji

=
∂yt

∂pji

=
∂yt

∂ajt

∂ajt

∂pji

= φ(bjt)xit. (6.10)
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∂et

∂vji

=
∂yt

∂vji

=
∂yt

∂φ

∂φ

∂bjt

∂bjt
∂vji

= ajt
∂φ

∂bjt
xit. (6.11)

Logo:

∂E

∂pji

=
T∑

t=1

et
∂et

∂pji

(6.12)

∂E

∂vji

=
T∑

t=1

et
∂et

∂vji

(6.13)

Utilizando o método do gradiente pode-se escrever:

pji(k+1) = pji(k) − η
∂E

∂pji(k)

. (6.14)

vji(k+1) = vji(k) − η
∂E

∂vji(k)

. (6.15)

Onde k representa a k-ésima iteração, como informado anteriormente, e
η a taxa de aprendizado (passo do gradiente). Na implementação feita η foi
calculado da seguinte maneira:

η = 4/‖∇w‖. (6.16)

onde 4 é o tamanho do passo, usualmente 4 = 0.01, e ‖∇w‖ é a norma do
gradiente de V ou P dependendo de qual peso está sendo ajustado.

Uma regra empírica foi desenvolvida de forma a atualizar dinamicamente
o passo. Considere:

• Se o erro decrescer em quatro iterações consecutivas, o passo é aumen-
tado, 4k+1 = 4k ∗ c1, onde c1 = 1.1.

• Caso contrário o passo é diminuído, 4k+1 = 4k ∗ c2, onde c2 = 0.9.

Os valores destas constantes, como o passo inicial, foram determinados
de forma empírica, sendo que o algoritmo não é muito sensível a estas, sendo
de�nidas geralmente nos intervalos, c1 = [1.1 1.3] e c2 = [0.7 0.9]. Nas
seções seguintes são descritos outros métodos de otimização mais robustos
de forma que o processo de treinamento seja o mais e�ciente possível, i.e.,
métodos de otimização que utilizam algumas características da topologia para
alcançar de forma mais e�ciente um mínimo local. Para as próximas situações
serão descritos métodos onde a característica da função de erro para o caso
particular é explorado, utilizando a atualização por mínimos quadrados do
parâmetros P .
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6.3.2 Híbrido - Gradiente e mínimos quadrados

Neste treinamento é proposto utilizar a atualização dos termos não-lineares
de acordo com a Equação 6.15 e a atualização dos pesos da camada linear
com o método dos mínimos quadrados (LSE-least square estimator).

Como a saída yt é uma função linear dos parâmetros pji, seus valores
ótimos podem ser calculados utilizando um algoritmo simples baseado em
álgebra linear. Esta característica é similar à dos conseqüentes de uma ANFIS
[Jan93]. Para simpli�car a explicação sobre LSE, considere lz = pji, onde
z = (n+ 1)(j − 1) + i, l é a transformação da matriz P para um vetor l com
os mesmos componentes, onde j = 1, ...,m, i = 1, . . . , n+ 1 e n é a dimensão
do espaço de variáveis,

l =
[
p11 . . . p1(n+1) p21 . . . p2(n+1) pm1 . . . pm(n+1)

]T
. (6.17)

Primeiramente todas as saídas dos perceptrons não-lineares são calcu-
ladas. Uma matriz C, que é uma combinação das saídas não lineares com as
entradas é gerada. Os componentes ctz da matriz C são ctz = xitφ(bjt), onde
t = 1, ..., T . Matematicamente:

C =

 x11φ(b11) . . . x(n+1)1φ(bm1)
... . . .

...
x1Tφ(b1T ) . . . x(n+1)Tφ(bmT )

 . (6.18)

Pode-se então escrever uma forma equivalente à Equação 6.4 utilizando
uma notação matricial. Matematicamente:

y = Cl. (6.19)

Como já dito, o objetivo do processo de aprendizagem para a maioria dos
algoritmos de treinamento supervisionado é a minimização do somatório do
erro quadrático (MSE- Mean squarred error) para o conjunto de treinamento:

E =
1

2
(Cl − yd)T (Cl − yd). (6.20)

O valor ótimo para l é obtido utilizando a condição na qual o gradiente
da Equação 6.20 é zero. Similarmente ao caso dos polinômios pode-se obter,

l∗ = (CTC)−1CTyd. (6.21)

Depois do cálculo de l∗, estas componentes são retornadas para a forma
matricial P . A saída é calculada e a matriz V é atualizada de acordo com a
Equação 6.15.
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6.3.3 Híbrido - Levenberg-Maquardt e mínimos quadra-
dos

Um dos problemas apresentados para a atualização dos pesos utilizando o
método do gradiente é que este pode sofrer problemas para superfícies de
erro de alta excentricidade. Uma forma de melhorar este seria utilizar uma
correção de segunda ordem na direção do gradiente.

Uma maneira de melhorar o desempenho do treinamento é utilizar o al-
goritmo de Levenberg-Marquardt [HM94], como é feito para as MLPs. Este
método realiza uma aproximação do método Newton, que realiza a correção
de segunda ordem. Caso o método de Newton fosse utilizado, a forma de
atualização ou correção dos pesos seria:

∆V = −[∇2E]−1∇E. (6.22)

onde ∇E é o gradiente e [∇2E]−1 é a inversa da matriz Hessiana da Equação
6.6. Este método converge em um passo para funções quadráticas1. Para o
caso de funções não quadráticas pode-se fazer a atualização como:

∆V = −η[∇2E]−1∇E. (6.23)

onde η é o passo ao longo da direção de descida. Considerando a Equação
6.6 pode-se mostrar que:

∇E(V ) = JT (V )e(V ). (6.24)

∇2E(V ) = JT (V )J(V ) + S(V ) (6.25)

onde J(V ) é a matriz Jacobiana e S(V ) é um resíduo. O Jacobiano J(V ) é
mostrado na Equação 6.26.

J(V ) =


∂e1(V )

∂v1
. . . ∂e1(V )

∂v(n+1)∗m

...
. . .

...
∂eT (V )

∂v1
. . . ∂eT (V )

∂v(n+1)∗m

 . (6.26)

Observe que foi considerado para a montagem desta matriz a forma vetorial
de V (não matricial). Para o método de Gauss-Newton uma aproximação

1Observe que o método dos mínimos quadrados é um caso particular do método de
Newton. Este considera como posição inicial, o centro do sistema de coordenadas, e
utiliza a direção do gradiente corrigida com informações de segunda ordem com o passo
unitário.
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linear é assumida de forma que S(V ) ≈ 0. A forma de atualização pode
então ser descrita como:

∆V = [JT (V )J(V )]−1JT (V )e(V ). (6.27)

O método de Levenberg-Marquardt, que é uma modi�cação do método
de Gauss-Newton, é escrito como:

∆V = [JT (V )J(V ) + µI]−1JT (V )e(V ). (6.28)

O parâmetro µ controla o tamanho do passo do método. Este método
tem taxa de convergência elevada pois utiliza informações de ordem mais
elevada das funções.

6.4 Minimização do risco estrutural da rede

PLP utilizando a idéia do gradiente mínimo

Como discutido anteriormente neste trabalho, o princípio da minimização do
risco empírico não é o melhor para treinar uma máquina. Foi mostrado no
capítulo 2 que a minimização do risco estrutural é o mais adequado. Neste
trabalho foi proposto a utilização da norma do gradiente como medida de
complexidade para a função aproximada. O seguinte problema bi-objetivo
foi proposto para de�nir uma técnica de minimização do risco estrutural:

min

{
f1 = Remp(w)

f2 =
∑N

t ‖∇f(xt)‖2
(6.29)

Esta técnica apresenta algumas propriedades interessantes, como mostrado
no capítulo anterior para aproximadores polinomiais. Nesta seção a mesma
estratégia desenvolvida para os polinômios será aplicada ao caso particular
da PLP em dois passos:

1. Treine uma rede PLP super dimensionada de forma a minimizar o risco
empírico, utilizando um dos algoritmos descritos acima.

2. Aplique a técnica de minimização da norma do gradiente nos parâme-
tros lineares (camada polinomial da rede) utilizando a formulação qua-
drática apresentada no capítulo anterior.
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Os passos descritos acima equivalem a gerar uma rede PLP que seja capaz
de mapear os ruídos das amostras, e aplicar a regularização nos parâmetros
lineares para �ltrar estes. A escolha por utilizar a regularização somente
nos parâmetros lineares é devido ao fato que estes apresentam funcionais
quadráticos, como descritos no capítulo anterior, sendo que algoritmos de
treinamento e�cientes podem ser gerados.

Primeiramente deve-se de�nir f1 para a PLP em relação aos parâmetros
lineares. Este pode ser escrito, como já mostrado na Equação 6.20, como:

f1 = (Cl − yd)T (Cl − yd) (6.30)

onde l e C estão de�nidos respectivamente nas Equações 6.17 e 6.18. O
segundo passo necessário é calcular o vetor gradiente da saída da rede. Cal-
culando a derivada primeira da Equação 6.4 em relação à variável de entrada
xi, resulta na seguinte equação [VCV04]:

∂yt

∂xit

=
m∑

j=1

[(
∂φ

∂bjt
vji

)(n+1∑
i=1

pjixit

)
+ φ

(
n+1∑
i=1

vjixit

)
pji

]
. (6.31)

Logo o gradiente da saída y pode ser encontrado:

∇xyt =

[
∂yt

∂x1t

∂yt

∂x2t

...
∂yt

∂xnt

]T

. (6.32)

A derivada parcial em relação ao vetor xi = [xi1, ..., xit, ..., xiT ] pode ser
escrita de forma vetorial como:

∂y

∂xi

= Dil (6.33)

Para exempli�car a construção da matriz Di, onde Di ∈ RT×(n+1)m con-
sidere os seguintes casos considerando as derivadas parciais em relação a x1

e x2. Matematicamente:

D1 =



∂φ

∂b11

v11x11 + φ

(
n+1∑
i=1

v1ixi1

)
. . .

∂φ

∂bm1

vm1x(n+1)1

... . . .
...

∂φ

∂b1T

v1Tx1T + φ

(
n+1∑
i=1

v1ixiT

)
. . .

∂φ

∂bm1

vm1x(n+1)T


. (6.34)
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D2 =



∂φ

∂b11

v12x11
∂φ

∂b11
v12x21 + φ

(
n+1∑
i=1

v1ixi1

)
... . . .

∂φ

∂b1T

v12x1T
∂φ

∂b1T

v12x2T + φ

(
n+1∑
i=1

v1ixiT

)

. . .
∂φ

∂bm1

vm2x(n+1)1

. . .
...

. . .
∂φ

∂bmT

vm2x(n+1)T

 . (6.35)

Nas matrizes Di, i = k as colunas referentes aos pesos pjk são compostas
por dois termos no somatório, como pode ser observado na coluna 1 de D1

e na coluna 2 de D2, sendo que no restante das colunas somente um termo
aparece no somatório, como pode ser observado nas colunas 1 e m(n+ 1) da
matriz D2.

Considerando a de�nição das matrizes Di, a função f2, que computa a
norma do gradiente, pode ser de�nida como:

f2 = Ω =
n∑

k=1

(Dkl)
T (Dkl) = lTQl, (6.36)

onde Q ∈ R(n+1)m×(n+1)m =
∑n

k=1D
T
kDk, tendo a formulação do tipo norma-

Q. Uma matriz real simétrica A é positiva se e somente se existe uma matriz
não singular M tal que A = MTM . Logo, Q é semi-positiva de�nida para
todas as situações possíveis, lembrando que a soma de matrizes positivas é
uma matriz positiva2. Neste caso, a função de�nida na Eq. 6.30 é quasi-
convexa. Nas Eqs. 6.30 e 6.36, os dois objetivos de�nidos na Eq. 6.29 -
minimização do risco empírico e da complexidade - são escritas como funções
quadráticas de l. Logo a solução do problema multiobjetivo no qual se deseja
minimizar o erro e a derivada da função nos pontos de treinamento, pode ser
escrita como:

min f = λf1 + (1− λ)f2

2Uma matriz é semi-positiva de�nida se xT Qx ≥ 0 para qualquer vetor x.
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= λ(Cl − yd)T (Cl − yd) + (1− λ)lTQl (6.37)

Onde o P ótimo é calculado diferenciando a Equação 6.37, e igualando a zero
o resultado e resolvendo a equação resultante. A derivada da Equação 6.37
em relação aos parâmetros P pode ser calculada como3:

df

dl
= λ

df1

dl
+ (1− λ)

df2

dl

= λ[(−ydTC)T − CTyd+ (CTC + CTC)l] + (1− λ)(Q+Q)l

= λ(−2CTyd+ 2CTCl) + (1− λ)2Ql (6.38)

A derivação da Equação 6.38 é similar à derivação do caso polinomial4.
Para encontrarmos o l ótimo, l∗, basta igualar a Equação 6.38 a zero. Mate-
maticamente:

λ(−2CTyd+ 2CTCl) + (1− λ)2Ql = 0

− 2λCTyd+ 2λCTCl + (1− λ)2Ql = 0

[λCTC + (1− λ)Q]l = λCTyd

3Lembrando que:

∂(u + v)
∂x

=
∂u

∂x
+

∂v

∂x
.

4Seja a matriz A ∈ Rnxn e os vetores x ∈ Rn e y ∈ Rn. As seguintes relações são
verdadeiras:

∂(xT y)
∂y

= x;

∂(yT x)
∂y

= x;

∂(xT Ax)
∂x

= (A + AT )x.
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l∗ = [λCTC + (1− λ)Q]−1λCTyd, (6.39)

se a matriz [λCTC + (1 − λ)Q] é não singular5. O algoritmo escalona line-
armente com o número de parâmetros livres, (n + 1)m, o que pode fazer o
treinamento �car caro computacionalmente. Técnicas para reduzir este pro-
blema estão sendo estudadas. As técnicas padrões para diminuição do espaço
de entradas podem ser aplicadas para reduzir este problema.

O mapeamento das soluções Pareto-Ótimas, o conjunto dos possíveis l∗,
é realizado variando λ entre zero e um. Utilizando a idéia de conjunto de
validação pode-se escolher λ de tal forma que o erro seja minimizado neste
conjunto. O λ∗ foi calculado utilizando o método da seção áurea.

6.5 Exemplos numéricos

6.5.1 Problema de regressão

O primeiro problema de teste é um problema de regressão, onde as redes
foram testadas com 50 amostras ruidosas amostradas da função 6.40. Um
ruído branco com média zero e variância de 0, 22 foi adicionado à função
original. Os conjuntos de validação e teste foram compostos, respectivamente
por 25 e 1000 padrões, sob as mesmas condições previamente mencionadas.

f1(x) =
(x− 2)(2x+ 1)

(1 + x2)
(6.40)

Uma rede com 80 neurônios paralelos foi utilizada nesta simulação. A
precisão utilizada para a seção áurea foi igual a 1e − 12, sendo que para
alcançá-la são necessárias somente 60 avaliações de λ, i.e., somente 60 redes
serão avaliadas. Na Figura 6.6 são mostrados o conjunto de treinamento,
validação, a função desejada, e as obtidas com e sem a regularização por
gradiente mínimo. Ampliações de algumas regiões da função estudada são
mostradas nas Figuras 6.7 e 6.8. Pode-se observar que o resultado obtido foi
bem próximo do desejado.

Os resultados encontrados foram comparados com os obtidos utilizando
os seguintes algoritmos: i) MLP com 30 neurônios na camada escondida

5Este algoritmo de treinamento foi desenvolvido em Matlab [Mat]. Ao invés de inverter
o sistema da Eq. (6.39) usando o comando inv(.), foi utilizado o comando \ que resolve o
sistema iterativamente. Esta forma é mais robusta e rápida do que quando a inversão do
sistema é utilizada como pode ser visto na página do Matlab [Mat].
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Figura 6.6: Problema de aprendizado da função f1 contaminada por um ruído
Gaussiano.

treinada com o algoritmo de Levenberg-Maquardt (LM) [HM94], ii) MLP
treinada com o método do decaimento dos pesos (WD) utilizando a con-
stante de decaimento igual à 0.9, iii) Optimal Brain Damage (OBD) com 30
neurônios, iv) Early Stop (ES) com 30 neurônios, v) 10-Fold Cross-Validation
(CV) com 30 neurônios, vi) SVM com kernel RBF, variância igual à 12 e li-
mite para os multiplicadores de Lagrange igual à 2 [CV95], vii) MLP com
30 neurônios treinada com o algoritmo MOBJ [Tei01], viii) PLP com 15
neurônios paralelos treinada com um algoritmo MOBJ. A rede PLP treinada
com o algoritmo de mínimo gradiente será identi�cada como PLP-MGM
(Parallel Layer Perceptron with Minimum Gradient Method).

Na Tabela 6.1 está mostrado o MSE (mean squared error) médio e o
desvio padrão de 100 simulações para um conjunto de teste composto de
1000 exemplos. Alguns resultados mostrados nesta tabela foram extraídos
de [Tei01] (somente os resultados que utilizam a PLP foram gerados nesta
tese).
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Figura 6.7: Zoom da função (lado esquerdo), mostrando que a solução regu-
larizada �oscila menos� que a não regularizada.

Como pode ser visto na Tabela 6.1 a rede PLP-MGM foi capaz de gerar
os melhores resultados, sendo estes muito próximos dos obtidos para as redes
treinadas com o método multiobjetivo (MOBJ). Alguns pontos importantes
devem ser ressaltados. Primeiro, como já discutido anteriormente o método
MOBJ utiliza a minimização da norma dos pesos, e que este pode ser visto
como uma aproximação da norma do gradiente. Entretanto o método MOBJ
controla tanto os termos da parte linear quanto da não linear, sendo esta
uma vantagem conceitual do método. Um ponto importante é que o custo
computacional associado ao treinamento MOBJ é muito superior ao custo
das inversões que são necessárias para o método do gradiente mínimo.
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Figura 6.8: Zoom da função (lado direito), mostrando que a solução regula-
rizada �oscila menos� que a não regularizada.

6.5.2 Problema de classi�cação

Considere os seguintes conjuntos:

C1 = [(x1, x2)|(x2
1 + x2

2) ≤ 0, 65]
C2 = [(x1, x2)|0, 35 ≤ (x2

1 + x2
2) ≤ 2, 15]

C3 = [(x1, x2)|(x2
1 + x2

2) ≥ 1, 85]
(6.41)

Seja a primeira classe composta pelo conjunto C1

⋃
C3 e a segunda por

C2. O vetor de entrada é composto pelas variáveis x1 e x2, com média zero,
distribuição normal e variância igual à 0, 52, 1, 52 e 22 para os conjuntos
C1, C2 e C3, respectivamente. Os conjuntos de validação, treinamento e teste
são compostos de 425, 850 e 850 padrões, respectivamente.

Na Tabela 6.2 é mostrado o percentual de classi�cações corretas con-
siderando o conjunto de teste. Os resultados encontrados foram comparados
com os obtidos utilizando os seguintes algoritmos: i) MLP com 30 neurônios
na camada escondida treinada com o algoritmo de Levenberg-Maquardt (LM)
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Tabela 6.1: Resultados para a função f1 utilizando a média de 100 simulações.
Algorithms MSE σ
MLP-LM [Tei01] 0,078 0,003
WD [Tei01] 1,46 0,02
OBD [Tei01] 0,070 0,003
ES [Tei01] 0,059 0,002
CV [Tei01] 0,058 0,002
SVM [Tei01] 0,078 0,003
MLP-MOBJ [Tei01] 0,049 0,002
PLP-MOBJ 0,048 0,002
PLP-MGM 0,047 0,003

[HM94], ii) MLP treinada com o método do decaimento dos pesos (WD) uti-
lizando a constante de decaimento igual à 0.5, iii) Optimal Brain Damage
(OBD) com 30 neurônios, iv) Early Stop (ES) com 30 neurônios, v) 10-Fold
Cross-Validation (CV) com 30 neurônios, vi) SVM com kernel RBF, variân-
cia igual a 5 e limite para os multiplicadores de Lagrange igual à 6 [CV95],
vii) MLP com 30 neurônios treinada com o algoritmo MOBJ [Tei01], viii)
PLP com 15 neurônios treinada com o algoritmo MOBJ [Tei01].

Tabela 6.2: Resultados para o problema de classi�cação considerando a média
de 100 simulações.

Algorithms Right answers σ
MLP-LM [Tei01] 67% 2%
WD [Tei01] 75% 2%
OBD [Tei01] 73% 2%
ES [Tei01] 76% 2%
CV [Tei01] 77% 2%
SVM [Tei01] 75% 2%
MLP-MOBJ [Tei01] 78% 2%
PLP-MOBJ 80% 1%
PLP-MGM 82% 3%

A PLP-MGM superou todas as outras topologias utilizadas neste pro-
blema teste, mostrando a sua e�ciência, como mostrado na Tabela 6.2. Na
Figura 6.9 é mostrado um resultado típico encontrado para este problema.
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Figura 6.9: Problema de classi�cação de�nido na Equação 6.41. A curva
contínua representa a resposta encontrada sem a utilização da regularização,
e a curva tracejada a resposta regularizada.

6.6 Discussão

Nesta seção foi apresentada a principal contribuição desta tese, a rede per-
ceptron com camadas paralelas. Foram mostradas algumas de suas carac-
terísticas principais como algoritmos de treinamento e o teorema da aproxi-
mação universal. Primeiramente foram mostrados os algoritmos que utilizam
o princípio da indução da minimização do risco empírico. Na seqüência foi
apresentada uma técnica, que aplica a minimização do risco estrutural, o
método do gradiente mínimo. Esta técnica nasce da idéia de regularização
para polinômios apresentados na seção anterior, com a possibilidade de se
utilizar uma camada polinomial na rede proposta. Do ponto de vista de
custo computacional este método se mostrou mais adequado que o método
multiobjetivo anterior, embora nenhum resultado neste sentido tenha sido
apresentado formalmente.

A técnica PLP com gradiente mínimo considera a parte não-linear da rede
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no cômputo da capacidade da mesma. Este fato é importante, pois embora
os parâmetros não-lineares não tenham sido ajustados, estes são levados em
consideração na formulação do problema. As SVMs, por exemplo, não levam
em consideração este fato, controlam somente a parte linear. De fato, a
determinação do espaço característico é um problema tão importante quanto
a de�nição do hiperplano ótimo. Para analisar esta característica das SVMs
considere a seguinte função a ser aprendida:

f(m1,m2, r) = C
m1m2

r2
(6.42)

que é a lei da gravitação de Newton, expressando a força entre dois corpos de
massas m1 e m2, separados por r. Uma máquina linear não pode representar
esta função de forma adequada. Entretanto com uma mudança simples de
coordenadas

g(x, y, z) = ln f(m1,m2, r)

= ln C + ln m1 + ln m2 − 2ln r = c+ x+ y − 2z (6.43)

obtém-se uma representação que pode ser aprendida de forma exata por
uma máquina linear. A função g(x, y, z) representa f(m1,m2, r). Desta
forma �ca clara a importância da de�nição do espaço característico, e que
este é problema-dependente. Os resultados teóricos relativos as SVMs não
prevêem como de�nir este espaço característico e nem como contabilizá-lo na
capacidade da função.

Como o espaço característico é um mapeamento não-linear, qualquer
hiperplano de separação em qualquer espaço característico pode ser mapeado
em um hiperplano de margem máxima em algum outro espaço característico
da mesma dimensão, de forma que ambos representem a mesma separação
no espaço de entrada. Uma pergunta �ca em aberto, �Qual espaço carac-
terístico o hiperplano de máxima margem garante os melhores limites de
generalização?� [Zha01]. Esta pergunta não tem uma resposta clara.

Algumas técnicas foram propostas ao longo dos anos para tentar respon-
der esta pergunta. Por exemplo, em [SBV95], foi apresentada uma maneira
para limitar o número de coe�cientes não zero que ocorrem na expansão das
SVMs introduzindo uma função de custo especí�co que elimina a contribuição
da função núcleo correspondente a pontos que contribuem para se obter uma
margem para um problema dado. Em [AW99] foi proposto um método para
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modi�car a função núcleo para melhorar o desempenho de SVMs para pro-
blemas de classi�cação. Em [CST00] foi apresentada uma maneira dinâmica
de se adaptar os núcleos nas SVMs. Utilizando a validação cruzada foi inves-
tigado em [DKP03] a seleção dos parâmetros dos núcleos. Núcleos híbridos
foram propostos em [TW04]. De fato, a determinação de núcleos ótimos é
um problema ainda em aberto e é, como mostrado no exemplo da gravitação,
fundamental para o aprendizado de máquina.

Na formulação mostrada neste capítulo, os parâmetros não-lineares estão
explícitos na formulação, embora não tenham sido ajustados. O fato de
considerar tanto os elementos lineares como os não-lineares na formulação do
problema é uma vantagem conceitual da técnica proposta.

Na próxima seção será mostrada a resolução de alguns problemas mais
complexos.
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Capítulo 7

Resultados experimentais

Neste capítulo serão apresentados alguns resultados experimentais obtidos
para a rede perceptron com camadas paralelas utilizando o método do mí-
nimo gradiente. A versão mono objetivo desta rede já foi testada em di-
versos problemas [CVV03] [VCV04] [VVCV05] [VVC04], que incluem alguns
benchmarks da comunidade de redes neurais, aplicações relacionadas ao pro-
jeto de dispositivos eletromagnéticos, sendo que esta foi superior na maioria
dos casos tanto em custo computacional como em poder de generalização
quando comparada a técnicas que também não utilizam nenhum controle de
complexidade (i.e., técnicas que utilizam o princípio de minimização do risco
empírico e não do risco estrutural).

Neste capítulo a comparação é feita levando em conta os algoritmos
avançados que se encontram na literatura que aplicam o princípio da mini-
mização do risco estrutural.

7.1 Alto-falante

Um alto-falante com duas variáveis de projeto, hm e wt, como mostrado na
Figura 7.1, é testado. O objetivo deste problema é aprender a densidade
de �uxo magnético no air gap (F ), o qual é calculado utilizando o método
de elementos �nitos. A base de dados foi gerada utilizando amostragem
uniforme de 13 pontos em cada dimensão, somando um total de 169 amostras.

Na Tabela 7.2 são mostrados os erros, MSE - Mean Squared Error, para
as duas topologias testadas, ANFIS e PLP, quando estes são comparados a
derivadas numéricas.
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Figura 7.1: O problema do alto falante.

Tabela 7.1: Parâmetros do alto falante.
par(cm) wi wt wl wr wb hm hb
�x 0,3 - 0,1 0,1 0,1 - 0,2
min - 0,5 - - - 0,3 -
max - 1,5 - - - 1,2 -

Da Tabela 7.2 pode ser notado que os dois modelos apresentam bons re-
sultados se comparados com as derivadas numéricas. Entretanto, como pode
ser notado, os resultados quando a PLP é utilizada são mais satisfatórios do
que quando a ANFIS o é, mostrando, de novo, a e�ciência de rede proposta.
Outro ponto importante a ser notado é que os bons resultados obtidos para
a PLP convencional e a ANFIS se deveram à escolha apropriada da estru-
tura testada. Pode-se notar que a PLP com 50 e 100 neurônios apresenta
over-�tting, sendo que este problema é resolvido quando a PLP-MGM é uti-
lizada, i.e., mesmo tendo uma estrutura super dimensionada a rede foi capaz
de generalizar limitando as funções que esta aproxima. Mesmo se o operador
de�nisse uma topologia inadequada, i.e. com muitos neurônios, a rede seria
capaz de encontrar uma resposta adequada.
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Tabela 7.2: Resultados para o alto falante.
Topology MSE de F MSE de ∂F

∂x1
MSE de ∂F

∂x2

ANFIS (9)[RRF00] 0,0011 1,10 1,26
ANFIS (16) [RRF00] 0,00056 0,68 0,84
PLP (9) [VCV04] 0,00055 0,78 1,21
PLP (16) [VCV04] 0,00027 0,55 0,38
PLP (20) [VCV04] 0,00026 0,65 0,46
PLP (50) 8x10−6 1,20 0,79
PLP (100) 6x10−6 1,48 1,62
PLP-MGM (50) 0,00039 0,62 0,50
PLP-MGM (100) 0,00025 0,56 0,47
PLP-MGM (200) 0,00026 0,66 0,42

7.2 Problemas do IDA benchmark repository

Todos os 13 problemas encontrados no IDA benchmark repository [IDA01]
são testados nesta seção. Este problemas foram selecionados entre os pro-
blemas utilizados em redes neurais para testar diversas características das
máquinas de aprendizagem. Os resultados encontrados para a PLP-MGM
são comparados com os resultados obtidos pelas seguintes técnicas:

• SVM-Support Vector Machine,

• KFD- Kernel Fisher Discriminant,

• RBF -Radial Basis Function,

• AB -AdaBoost and

• ABR -Regularized AdaBoost extracted from [MMR+01];

• LOOM - Leave-One-Out SVM [WH00];

• LOO-KFD - Leave-One-Out KFD and

• Xval-KFD - k-fold KFD [CT03];

• Generalized Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO)
[Rot04];
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• B-KLR - Bayesian KLR [CT05];

• PPSVM - Posterior Probability SVM [TWFYW05]

• PLP- Single objective Parallel Layer Perceptron [CVV03]

Estes resultados são mostrados na Tabela 7.3, 7.4 e 7.5 onde NA signi�ca
que os resultado não foi disponibilizado pelos autores. O número de neurônios
paralelos (NPN) usados para a PLP e a PLP-MGM para cada conjunto de
dados é indicado na ultima linha das tabelas.

Tabela 7.3: Ida repository I (Erros médios).
Method Banana B. Cancer Diabets German
SVM 11,5±0,7 26 ± 5 23±2 24±2
KFD 10,8±0,5 26 ± 5 23±2 24±2
RBF 10,8±0,6 28 ± 5 24±2 25±2
AB 12,3±0,7 30 ± 5 27±2 28±3
ABR 10,9±0,4 27 ± 5 24±2 24±2
LOO-KFD 10,4±0,4 26 ± 4 23±2 24±2
Xval-KFD 10,4±0,4 26 ± 4 23±2 24±2
LASSO 10,7±0,5 26 ± 5 24±2 24±2
LOOM 10,6±NA 26,3 ± NA 23,4±NA NA
B-KLR 10,9±NA 27,7±NA NA 22,7±NA
PPSVM 11,2±0,6 26 ± 5 23±2 NA
PLP 10,7±0,6 27 ± 5 23±2 30±3
PLP-MGM 10,7±0,6 25 ± 4 23±2 24±2
NPN 10 6 1 12

O primeiro ponto a ser notado nos resultados das Tabelas 7.3, 7.4 e 7.5,
é que a PLP-MGM obteve melhores resultados que a PLP convencional,
como esperado. Também pode ser notado que a PLP-MGM teve resulta-
dos similares aos alcançados pelas outras técnicas utilizadas na comparação.
Uma comparação estatística destes resultados é então utilizada [Dem06]. So-
mente os métodos testados em todos os problemas serão considerados nesta
comparação, sem considerar o desvio padrão das simulações. Primeiramente
todos os algoritmos são classi�cados para cada conjunto, sendo que o de me-
lhor performance recebe a classi�cação 1, o segundo 2 e assim por diante. No
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Tabela 7.4: Ida repository II (Erros médios).
Method Heart Image Ringnorm S. Flare
SVM 16±3 3,0±0,6 1,7±0,1 32±2
KFD 16±4 3,3±0,6 1,5±0,1 33±2
RBF 18±3 3,3±0,6 1,7±0,2 34±2
AB 20±3 2,7±0,7 1,9±0,3 36±2
ABR 17±4 2,7±0,6 1,6±0,1 34±2
LOO-KFD 16±4 4,0±0,6 1,4±0,8 34±2
Xval-KFD 16±3 4,0±0,6 1,4±0,4 34±2
LASSO 16±3 NA 1,8±0,3 33±2
LOOM 16,1±NA NA NA NA
B-KLR NA 4,2±NA NA NA
PPSVM 15±3 NA NA NA
PLP 19±3 5±4 4±1 37±2
PLP-MGM 16±3 3,3±0,7 4±1 33±2
NPN 1 18 24 17

caso de empate a média das classi�cações é considerada. A média das clas-
si�cações é mostrada na Tabela 7.6 e esta que mostra a PLP-MGM possui a
melhor classi�cação média.

A classi�cação média é uma forma justa de comparar como mostrado
em [Dem06]. Entretanto, o desempenho de dois classi�cadores é signi�can-
temente diferente se as classi�cações médias se diferem de pelo menos a
diferença crítica

CD = qα

√
k(k + 1)

6N
(7.1)

onde k é o número de algoritmos, N o número de problemas testados. Para
detalhes adicionais olhe [Dem06]. No presente caso CD = 2.4, o que signi�ca
que a PLP-MGM é estatisticamente superior somente em relação ao AB. De
fato um maior número de problemas seriam necessários para indicar se existe
uma diferença relevante entre as técnicas comparadas.

O número de neurônios da PLP-MGM foi de�nido empiricamente, e os
parâmetros não lineares foram inicializados de forma aleatória. Um trabalho
de pesquisa futuro interessante consiste no desenvolvimento de algoritmos
para otimizar automaticamente os parâmetros não lineares, de�nindo então
uma matriz Q �ótima� para o problema dado e número de neurônios.
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Tabela 7.5: Ida repository III (Erros médios).
Method Splice Thyroid Titanic Twonorm Waveform
SVM 10,9±0,7 5±2 22±1 3,0±0,2 9,9±0,4
KFD 10,5±0,6 4±2 23±2 2,6±0,2 10,7±1
RBF 10±1 5±2 23±1 2,9±0,3 10,7±1
AB 10,1±0,5 4±2 23±1 3,0±0,3 10,8±0,6
ABR 9,5±0,7 5±2 23±1 2,7±0,2 9,8±0,8
LOO-KFD 10,8±0,7 5±2 22±1 2,7±0,2 9,7±0,4
Xval-KFD 10,7±0,6 5±2 22±1 2,8±0,2 9,7±0,4
LASSO NA 5±2 23±1 2,6±0,2 NA
LOOM NA 5,0 22,7±NA NA NA
B-KLR NA NA 22,6±NA NA 10,2±NA
PPSVM NA 4±2 22±1 2,4±1 9,9±0,6
PLP 12±2 4±2 23±1 2,8±0,3 18±2
PLP-MGM 10±2 4±2 22±1 2,6±0,3 10,7±0,6
NPN 2 2 18 1 19

7.3 Diagnóstico de doença cardíaca

Em [YYN03] foi proposto uma variação das SVMs de margem suave (SVM-S)
para as SVMs de margem total (SVM-T). Um dos exemplos testados neste
artigo trata-se de um problema de diagnóstico de problemas cardíacos, com
dados da Cleveland Clinic Foundation. Esta base de dados é composta por
13 variáveis e 303 observações. A técnica proposta é comparada com os ex-
perimentos descritos em [YYN03] e os resultados são mostrados na Tabela
7.7, sendo computado uma média de 100 simulações em todos os casos (infe-
lizmente os autores não mostraram o desvio apresentado nos experimentos).
Os resultados também são comparados com os resultados apresentados em
[BA01], onde KFA signi�ca Kernel function approximation.

Os resultados obtidos neste experimento mostram o poder de generaliza-
ção da rede proposta.

7.4 Aplicação à analise de crédito

Da UCI Machine Learning Repository foi obtido uma base de dados para
a avaliação de risco de crédito. O problema consiste em 690 padrões com
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Tabela 7.6: Classi�cação média considerando os problemas do IDA reposi-
tory.

Método Classi�cação média
SVM 4,5
KFD 3,8
RBF 5,8
AB 6,3
ABR 4,3
LOO-KFD 3,9
Xval-KFD 4,0
PLP-MGM 3,7

15 entradas, sendo que se deseja avaliar se o cliente é apto ou não para
receber o crédito. Deste conjunto 50% das amostras constituem o conjunto
de treinamento, 25% o de validação e o restante o conjunto de teste.

Na Tabela 7.8 o resultado obtido pela técnica proposta é comparado com
diversos resultados encontrados na literatura. De fato a técnica proposta é
comparável a estas. Entretanto deve-se notar que o resultado obtido para a
MLP-MOBJ foi muito superior aos demais e este fato deve ser investigado
mais a fundo. Se comparado com a PLP-MG a MLP-MOBJ tem a vantagem
de também ajustar os parâmetros da camada de entrada. Para este problema
parece ser necessário de�nir uma estratégia para o ajuste dos parâmetros da
camada não-linear da PLP.

7.5 Discussão

Neste capítulo foram apresentados alguns resultados obtidos aplicando a rede
proposta neste trabalho, rede perceptron com camadas paralelas (PLP- Par-
allel Layer Perceptron) treinada com o método do gradiente mínimo (MGM
- Minimum Gradient Method), em problemas reais. As comparações foram
realizadas considerando as mais diversas técnicas existentes. A técnica pro-
posta, PLP-MG, obteve, em geral, resultados comparáveis às principais téc-
nicas estado-da-arte existentes. Esta comparação foi feita de forma ampla
considerando diversos problemas e diversas máquinas de aprendizagem.
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Tabela 7.7: Comparação da PLP-MG, SVM-S e SVM-T para o problema de
diagnóstico de doença cardíaca.

Técnica Média Desvio
SVM-S (C=1)[YYN03] 20,00 ?
SVM-S (C=5)[YYN03] 21,21 ?
SVM-S (C=10) [YYN03] 21,32 ?
SVM-T (C1=1, C2=0,05) [YYN03] 20,00 ?
SVM-T (C1=1, C2=0,10) [YYN03] 19,23 ?
SVM-T (C1=1, C2=0,50) [YYN03] 20,22 ?
SVM-T (C1=5, C2=0,10) [YYN03] 21,10 ?
SVM-T (C1=5, C2=0,50)[YYN03] 20,22 ?
SVM-T (C1=5, C2=1,00) [YYN03] 20,99 ?
SVM-T (C1=10, C2=0,10) [YYN03] 21,32 ?
SVM-T (C1=10, C2=0,50) [YYN03] 19,87 ?
SVM-T (C1=10, C2=1,00) [YYN03] 21,10 ?
RBF [BA01] 21,6 ?
SVM [BA01] 20,3 ?
KFA [BA01] 16,8 ?
PLP-MG 18 4

103



Tabela 7.8: Comparação da PLP-MG com diversos algoritmos para o pro-
blema de análise de crédito.

Técnica Média Desvio
RBF batch K-means [Lly82] 17 4
RBF DF [ISA84] 16 3
RBF IO [DH73] 18 4
RBF DFIO [IK89] 17 4
RBF IODF [IK89] 17 4
RBF on-line K-means [Mac67] 17 4
RBF optimal [CS95] 17 4
RBF GA [LCBL05] 14 4
Backpropagation [Tei01] 17 2
Cascade correlation [FL90] 18 3
Tower [PYH87] 15 3
Pyramid [PYH87] 17 2
SVM [Tei01] 17 3
MLP-MOBJ [Tei01] 9 1
PLP-MG 14 3
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Capítulo 8

Considerações �nais

Esta tese abordou alguns aspectos teóricos e práticos para o problema de
aprendizado de máquinas. Primeiramente foi mostrado que as técnicas clássi-
cas de regularização e o princípio indutivo da minimização do risco estrutural
(SRM) são casos particulares de uma formulação mais geral que considera
um problema de treinamento bi-objetivo. Este problema bi-objetivo deve
ser escrito como a minimização de um funcional de risco empírico, Remp,
e a minimização de um funcional de complexidade, Ω. Embora apareçam
na literatura alguns mecanismos que utilizam idéias derivadas da otimização
multiobjetivo [TBTS00], [CBM+03] e [VCV06], neste trabalho as questões
conceituais foram exploradas e �cou demonstrado como os métodos se rela-
cionam. De fato, as idéias de regularização foram desenvolvidas para fun-
cionais convexos embora dois de seus mecanismos também funcionem para
funcionais quasi-convexos. O SRM depende somente da uni-modalidade dos
funcionais envolvidos para que a ordenação proposta seja válida em todo
espaço de interesse. O problema bi-objetivo descrito nesta tese inclui os
problemas de�nidos previamente sem que a uni-modalidade seja necessária.

O segundo ponto desenvolvido neste trabalho foi uma forma genérica de
escrever a complexidade de uma máquina de aprendizagem em termos de uma
norma-Q. Esta abordagem é uma forma genérica de se separar o problema
linear (que pode ser facilmente resolvido), do problema não-linear para o
treinamento de máquinas de aprendizagem. Baseado nesta formulação pode-
se mostrar que qualquer que seja a característica de complexidade esta será
somente uma transformação a�m dos vetores de parâmetros lineares. A sim-
plicidade matemática deste modelo pode ser muito útil para o entendimento
e para gerar novas técnicas de aprendizado. Pode-se, por exemplo, escrever
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uma matriz Q de tal forma que a complexidade é de�nida como a norma do
gradiente da saída da máquina treinada. Esta abordagem foi utilizada neste
trabalho para gerar o método do gradiente mínimo (MGM - Minimum Gra-
dient Method). Foi mostrado que o MGM está diretamente relacionado com
a maximização das margens na formulação das SVMs e com a minimização
da energia de alta-freqüência proposta para as RBFs. Estas contribuições
podem ser muito úteis para a modelagem e entendimento do aprendizado
para as mais diversas máquinas como mostrado no decorrer do texto.

As idéias conceituais desenvolvidas foram então aplicadas a aproximadores
polinomiais. Foram utilizados aproximadores polinomiais com uma dimensão
e foi mostrado que, dada esta classe de aproximadores o problema bi-objetivo
descrito neste trabalho, considerando a complexidade como a norma do gra-
diente, é, de fato, um problema convexo. Utilizando a propriedade de conve-
xidade, o algoritmo de treinamento pode ser resolvido utilizando o estimador
de mínimos quadrados, que é uma forma robusta e e�ciente para se resolver o
problema de treinamento. Várias das propriedades teóricas previstas foram
comprovadas nos experimentos feitos, como a de que a minimização do gra-
diente pode ser equivalente a uma �ltragem das altas-freqüências. Para con-
cluir observa-se que utilizar aproximadores polinomiais é interessante devido
ao fato de estarem envolvidas somente funções quadráticas, mas alguns pro-
blemas numéricos e o mal da dimensionalidade, podem impedir que estes
sejam de aplicação mais geral.

A maneira desenvolvida nesta tese para utilização de polinômios e evitar
(pelo menos reduzir) o mal da dimensionalidade, foi baseado em um modelo
onde um polinômio de primeira ordem (neste caso a complexidade cresce
linearmente) é colocado em paralelo com um modelo não-linear. Esta é a ar-
quitetura básica da rede proposta nesta tese a rede perceptron com camadas
paralelas (PLP - Parallel Layer Perceptron). A PLP é uma nova arquitetura
de redes neurais onde as MLPs e RBF, com uma camada escondida, são casos
particulares desta. Portanto a PLP divide com elas características desejáveis
como a de ser um aproximador universal, com uma �exibilidade extra de-
vido às camadas em paralelo. Desta con�guração foi derivada a principal
contribuição prática deste trabalho, a rede PLP-MGM.

Considere dois conjuntos Pareto-Ótimo de redes no espaço dos objetivos
como mostrado na Figura 8. Claramente as redes geradas no conjunto PO1

são dominadas pelas pertencentes ao conjunto PO2, i.e., dada uma rede
pertencente à PO1 existe uma rede em PO2 que consegue obter menores
erros de treinamento com menor complexidade. Desta forma, baseado nas
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idéias apresentadas neste texto, seria interessante utilizar o conjunto de redes
pertencentes à PO2. Nesta linha, um dos pontos a se estudar no futuro, é
a in�uência da camada não-linear na generalização da rede. Uma primeira
abordagem seria a utilização de polinômios de ordem mais elevada na PLP,
de tal forma que esta tenha mais parâmetros lineares e menos não-lineares
(sem esquecer de controlar o mal da dimensionalidade). Outro ponto que
pode ser abordado é a utilização de técnicas de otimização multiobjetivo
não-linear nos pesos desta camada, como o algoritmo Dominating Cone Line
Search[VTS06].

Figura 8.1: Nesta Figura são mostrados dois conjuntos de redes, PO1 e PO2,
onde as redes em PO2 dominam as de PO1. Desta forma é interessante obter
o conjunto PO2 durante o treinamento, sendo este o trabalho futuro mais
direto derivado desta tese.

Outro ponto interessante é tentar obter um entendimento mais profundo
da constante λ utilizada para ponderar os compromissos entre os objetivos.
Esta talvez possa ser utilizada para se realizar a escolha entre diversas es-
truturas treinadas com este algoritmo. Algumas extensões deste trabalho
também podem ser obtidas, como a topologia de múltiplas saídas, e a re-
cursiva. Espera-se que a extensão da técnica do gradiente mínimo pode ser
facilmente estendida para outras redes como MLPs, RBFs, ANFIS.
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Apêndice A

Problemas multiobjetivo

Neste apêndice serão mostrados alguns conceitos relativos à otimização e aos
problemas multiobjetivo. O problema de otimização multiobjetivo (MOP)
ou vetorial pode ser escrito como:

min f(x)
s.a. x ∈ Fx

(A.1)

Onde f(.) : Rn � Rm é o vetor dos objetivos do problema, Fx ⊂ Rn é a
região factível e x ∈ Rn são as variáveis de controle, espaço dos parâmetros.
Os vetores f(x) ∈ Rm encontram-se em um espaço vetorial denominado
de espaço dos objetivos. Logo neste problema se procura pontos tais que
minimizem uma função vetorial.

Usualmente não é possível minimizar todos os objetivos simultaneamente,
porque o ótimo de uma função di�cilmente é o ótimo das outras, logo não
há um ótimo único e sim um conjunto destes. Para de�nir minimização para
problemas vetoriais algumas de�nições são necessárias.

i) Dominância: Um vetor x1 domina x2 se fj(x1) ≤ fj(x2) ∀j onde j =
1, ..,m e fj(x1) 6= fj(x2) para pelo menos um j, onde x1 e x2 ∈ Fx.

ii) Solução Pareto-Ótima (PO): Um vetor x∗ ∈ Fx é Pareto-Ótimo (PO)
se não existe outro vetor x no espaço viável que domina x∗.

Utilizando estas de�nições é possível gerar um conjunto de soluções de-
nominadas soluções não dominadas ou PO, formando a fronteira PO, a qual
contém os melhores compromissos entre os objetivos.
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A.1 As condições de optimalidade de Kuhn-

Tucker

Uma solução factível x∗ satisfaz as condições necessárias de Kunhn-Tuker
para e�ciência se:

• todos os fi's e gi's são diferenciáveis, onde os gi's são as restrições do
problema, e

• existem vetores multiplicadores, µ∗ ≥ 0, λ∗ ≥ 0, com pelo menos uma
desigualdade estrita λ∗i ≥ 0, tais que:

gk(x
∗) ≤ 0;

µ∗kgk(x
∗) = 0; k = 1, ..., p

m∑
j=1

λ∗j∇fj(x
∗) +

p∑
k=1

µ∗j∇gk(x
∗) = 0 (A.2)

Estas condições são necessárias para que x∗ seja um mínimo local.

A.2 Métodos para a resolução de problemas

multiobjetivo

Nesta seção serão mostrados alguns métodos clássicos para a solução de pro-
blemas multiobjetivo.

A.2.1 Método da soma ponderada

O problema ponderado, Pλ, pode ser escrito, para um problema com m
objetivos, como:

min
m∑

i=1

λifi(x), x ∈ Fx (A.3)
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onde λ é o termo de ponderação. Este método gera uma sequência de hiper-
planos paralelos, e termina com uma tangente à região viável, como mostrado
na Figura A.1. Na Figura A.2 é mostrado um dos problemas desta abor-
dagem, i.e., a parte não convexa do problema não tem hiperplano suporte,
logo não pode ser mapeada.

Figura A.1: Interpretação grá�ca do método ponderado.

Figura A.2: Interpretação grá�ca para o método ponderado quando a fron-
teira tem regiões não convexas.

110



A.2.2 Método ε-restrito

O método ε-restrito, Pε, reescreve o problema multiobjetivo da seguinte
forma:

min fi(x), x ∈ Fx

s.a. fj ≤ εj, j = 1, ...,m, j 6= i
. (A.4)

Desta forma a fronteira PO é descrita como uma função do parâmetro εj,
i.e., variando εj diversas soluções não dominadas podem ser obtidas, como
mostrado na Figura A.3.

Figura A.3: Interpretação grá�ca do método ε-restrito.

A.2.3 Programação por metas

O método de programação alvo ou por metas, Pµ, pode ser formulado da
seguinte maneira:

min ‖f(x)−M‖p, x ∈ Fx (A.5)

para um dado 1 ≤ p ≤ ∞. Onde M é um vetor composto por Mj que
indicam a meta desejada para o objetivo.

111



A.2.4 Método das relaxações

O método das relaxações pode ser escrito como:

min η (A.6)

s.a. f − f ∗ − ηv ≤ 0 (A.7)

onde f ∗ é o vetor contento o mínimo de cada função e vk é um vetor construído
utilizando uma combinação convexa dos vetores objetivo. Uma interpretação
grá�ca deste método é mosttrada na Figura A.4.

Figura A.4: Interpretação grá�ca do método da relaxação.
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