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Resumo

Diversos sistemas din�amicos em Engenharia possuem caracter��sticas
est�aticas n�ao lineares bem de�nidas� Tais caracter��sticas de�nem o ganho
do sistema que� nesses casos� n�ao �e constante e muitas vezes varia ao longo
do tempo�

O objetivo deste trabalho �e a estima	c�ao recursiva das caracter��sticas
est�aticas n�ao lineares de um sistema real utilizando modelos polinomiais
NARMAX de forma a permitir quanti�car mudan	cas temporais em tais car

acter��sticas�

A �m de testar algumas id�eias desenvolvidas neste trabalho� utilizou
se
um sistema t�ermico simples� A caracter��stica est�atica n�ao linear deste sistema
pode ser facilmente obtida atrav�es de testes est�aticos e pode ser utilizada para
validar os resultados�

Primeiramente� foram identi�cados modelos com termos lineares� quadr�aticos
e c�ubicos� utilizando as seguintes t�ecnicas para detec	c�ao de estrutura de mod

elos� an�alise de agrupamentos de termos� algoritmo baseado num crit�erio de
redu	c�ao de erro e crit�erios de informa	c�ao� Os modelos identi�cados foram
validados com base em testes estat��sticos� din�amicos e na capacidade de recu

pera	c�ao da curva est�atica� ou seja� foram considerados aqueles modelos que
eram v�alidos tanto dinamicamente quanto estaticamente�

A seguir� os modelos obtidos anteriormente foram comparados e alguns
foram selecionados para realizar a identi�ca	c�ao recursiva� Os par�ametros
do modelo e a caracter��stica est�atica n�ao linear do sistema foram estimados
utilizando algumas das estruturas obtidas anteriormente� Atrav�es de um teste
onde a caracter��stica est�atica do sistema foi for	cada a mudar� foi veri�cado
que o procedimento proposto neste trabalho foi capaz de acompanhar tal
mudan	ca recursivamente� Acredita
se que esse tipo de informa	c�ao possa ser
�util em problemas de controle e monitoriza	c�ao de sistemas din�amicos�



ii

Abstract

Many real dynamical systems have well
de�ned nonlinear static charac

teristic curves� The system gain is� in general� determined by such curves
and varies both with the operating point and in time�

The main objective of this work is to recursively estimate nonlinear static
characteristic curves of a real system using polynomial NARMAX models� In
this way it is hoped that temporal variations of such curves can be quanti�ed�

In order to test some of the ideas developed in this work� a simple thermal
system was used� The nonlinear static characteristic curves of this system
can be easily obtained from static testing thus suggesting its use to validate
the results�

Firstly� models with linear� quadratic and cubic terms were identi�ed�
In order to determine the model structures the following complimentary ap

proaches were used� term cluster analysis� the Error Reduction Ratio �ERR

criterion and information criteria� The identi�ed models were validated sta

tistically and dynamically� Another aspect that was taken into account in
choosing the best models was how well the nonlinear static characteristic was
represented in each model� Ten models were described and compared using
these criteria�

Secondly� a few model structures� from the models obtained in the �rst
step� were chosen to perform the recursive identi�cation� Hence the model
parameters and respective nonlinear static characteristic curves were esti

mated using a recursive algorithm� A test was performed on the thermal
system during which the nonlinear static characteristic curve was changed�
The resulting data were used together with the estimation procedures de�ned
previously and the results suggest that it was possible to recursively follow
the changes in the nonlinear static characteristic curve� It is believed that
this type of information might be useful in control problems and supervision
of nonlinear dynamical systems�
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Cap��tulo �

Introdu�c�ao

A modelagem de sistemas �e uma tarefa de vital import�ancia para o desen

volvimento da ci�encia e da tecnologia� Modelos de sistemas din�amicos t�em
aplica	c�oes nas mais diversas �areas� tais como� engenharia� economia� medic

ina� ecologia e em algumas �areas sociais� A utiliza	c�ao de um modelo para
representar um determinado sistema� pode estar relacionada com os mais
diversos objetivos� tais como� compreender certas din�amicas do processo
estudado� predizer o comportamento do sistema sob diversas condi	c�oes de
opera	c�ao� analisar e projetar controladores� estimar vari�aveis do processo
que n�ao podem ser medidas diretamente� otimizar o comportamento do sis

tema� permitir detec	c�ao e�ciente de falhas no sistema� permitir o estudo do
sistema em regi�oes de opera	c�ao despendiosas ou problem�aticas no sistema re

al� permitindo um treinamento de opera	c�ao seguro e e�ciente �Matko et al��
����
�

Dentre os tipos de modelos utilizados para representar sistemas f��sicos�
pode
se citar os modelos f��sicos� os mentais� os gr�a�cos e os matem�aticos ou
anal��ticos� Os modelos f��sicos podem ser prot�otipos ou modelos an�alogos�
por exemplo� ratos s�ao �modelos an�alogos aos humanos� podendo� em al

gumas situa	c�oes� ser utilizados para testar novos medicamentos� Estes tipos
de modelos s�ao� na maioria dos casos� obtidos a longo prazo e com custo
elevado� Os modelos mentais s�ao de car�acter intuitivo� existindo� portanto�
no c�erebro humano� Tais modelos s�ao imprecisos� al�em de di�cultarem a co

munica	c�ao ou passagem de informa	c�ao a outras pessoas� Os modelos gr�a�cos
t�em como desvantagem o fato de ser extremamente dif��cil obter informa	c�oes
do sistema atrav�es dos mesmos� Por outro lado� os modelos matem�aticos
s�ao f�aceis de serem manipulados e seu custo �e relativamente baixo� Al�em
de apresentar outras vantagens como concis�ao e aus�encia de ambiguidade na

�
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interpreta	c�ao� Desta forma� os modelos matem�aticos s�ao os mais comumente
utilizados �Matko et al�� ����
�

Um modelo matem�atico pode ser de�nido como um mapeamento das
rela	c�oes das vari�aveis f��sicas do sistema em uma estrutura matem�atica cor

respondente� Quando o mapeamento s�o considera o sistema em regime per

manente� o modelo tem um car�ater est�atico e �e representado por equa	c�oes
alg�ebricas� Por outro lado� quando o mapeamento inclui a resposta tran

sit�oria� o modelo matem�atico �e dito din�amico� sendo descrito por equa	c�oes
diferenciais �Matko et al�� ����
 ou equa	c�oes de diferen	cas�

Existem diversas maneiras de modelar um sistema� Pode
se citar a mod

elagem pela f��sica do processo e a modelagem atrav�es de t�ecnicas de identi�

ca	c�ao de sistemas �Norton� ����! Ljung� ����! S"oderstr"om and Stoica� ����
�
A modelagem pela f��sica consiste na determina	c�ao de equa	c�oes baseadas na
f��sica do processo� exigindo um conhecimento detalhado do mesmo� o que
torna dif��cil algumas vezes sua aplica	c�ao� A identi�ca	c�ao� por outro lado�
determina o modelo atrav�es de dados de entrada e sa��da do sistema� n�ao
exigindo conhecimento pr�evio do mesmo �identi�ca	c�ao caixa preta
 �Sj"oberg
et al�� ����
� embora tal conhecimento possa ser utilizado� quando dispon��vel�
para melhorar a qualidade dos modelos identi�cados �identi�ca	c�ao caixa cin

za
 �Lindskog and Ljung� ����
�

Um aspecto importante da modelagem atrav�es da f��sica do processo �e
que a mesma estrutura de modelo pode ser utilizada para sistemas similares�
apenas se reestimando os par�ametros do modelo �Matko et al�� ����
� A
identi�ca	c�ao� por outro lado� permite a modelagem de sistemas complexos
ou at�e mesmo� de sistemas n�ao claramente de�nidos �Norton� ����
�

A �m de conseguir um modelo que melhor atenda aos objetivos iniciais� os
dois tipos de modelagem podem ser realizados em conjunto� ou seja� pode
se
utilizar conhecimento a priori do processo para auxiliar na determina	c�ao do
modelo� caracterizando um procedimento de identi�ca	c�ao em caixa cinza� H�a
v�arios trabalhos na literatura utilizando tal procedimento� podendo ser men

cionados alguns� Em �Cubillos et al�� ����
 utilizou
se uma estrutura de RNA
�Rede Neural Arti�cial
 acoplada �as equa	c�oes de balan	co de transfer�encia de
massa e energia para identi�car um modelo para o sistema� O desempenho
obtido com a identi�ca	c�ao em caixa cinza� utilizando uma estrutura h��brida
foi comparado com o obtido atrav�es da identi�ca	c�ao em caixa preta� utilizan

do somente a RNA� Os resultados obtidos com o modelo h��brido foram supe

riores aos obtidos com a RNA em caixa preta� Em �J�acome� ����
 utilizou
se
conhecimento a priori da forma das n�ao linearidades est�aticas de interesse no
sistema� para auxiliar no processo de detec	c�ao de estrutura de modelos polino
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miais NARMAX �Nonlinear AutoRegressive Moving Average with eXogenous

inputs
 �Chen and Billings� ����
� obtendo desta forma� modelos mais con

cisos e representativos do sistema considerado� De forma similar� �Hern�andez
and Arkun� ����
 tamb�em utilizou a caracter��stica est�atica n�ao linear como
forma de auxiliar na valida	c�ao dos modelos do sistema�

Outra maneira de combinar t�ecnicas de identi�ca	c�ao com conhecimen

to a priori do sistema� consiste em determinar uma estrutura de modelo
atrav�es de leis f��sicas que regem o mesmo e� posteriormente� estimar os seus
par�ametros �Cubillos et al�� ����! Cubillos and Lima� ����
�

��� Identi�ca�c�ao de Sistemas N�ao Lineares

A maior parte dos sistemas reais s�ao n�ao lineares por natureza� Se a faixa
de varia	c�oes das vari�aveis do sistema n�ao for ampla� ent�ao o sistema pode
ser linearizado dentro de uma faixa de varia	c�ao relativamente pequena das
vari�aveis �Ogata� ����
� ou seja� em alguns casos� �e poss��vel representar
sistemas n�ao lineares atrav�es de modelos lineares por partes� No entanto�
em geral a utiliza	c�ao de modelos n�ao lineares �e mais adequada� j�a que tais
modelos incorporam as n�ao linearidades existentes no sistema� Dentre as
representa	c�oes n�ao lineares mais comumente utilizadas� pode
se citar mod

elos h��bridos �Haber and Unbehauen� ����
� RNAs e RBFs �Radial Basis
Function
 �Haykin� ����! Braga et al�� ����
� HNM �Hybrid Neural Mod�

el
 �Cubillos and Lima� ����
� modelos polinomiais cont��nuos �Gouesbet and
Letellier� ����
 e modelos NARMAX �Chen and Billings� ����
�

Muitos sistemas reais s�ao variantes no tempo� Nestes casos� quando
deseja
se realizar um controle das vari�aveis do processo� �e recomend�avel faz�e

lo on�line �#Astr"om and Wittenmark� ����
� Al�em disso� alguns sistemas�
como por exemplo� os envolvendo v�alvulas� apresentam falhas constantes que
n�ao s�ao facilmente detectadas� exigindo a necessidade de serem realizados
testes est�aticos espec���cos� No entanto� tais testes demandam tempo� al�em
de nem sempre poderem ser efetuados em sistemas reais �Gruhn et al�� ����
�
Sendo assim� dentre as in�umeras aplica	c�oes da identi�ca	c�ao on�line� realizada
atrav�es da utiliza	c�ao de algoritmos recursivos� pode
se citar as seguintes� de

tec	c�ao de falhas em equipamentos e controle adaptativo� No primeiro caso�
um controle do tipo MBC �Model Based Control
 pode ser implementado�
desde que se tenha em m�aos uma estrutura de modelo capaz de represen

tar a din�amica do sistema em quest�ao �Ljung� ����
� No segundo caso� por
sua vez� pode
se utilizar uma estrutura de modelo pr�e
de�nida� estimando

se os par�ametros do modelo recursivamente� Pode
se a partir da��� utilizar
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conceitos de pontos �xos e agrupamentos de termos para estimar as carac

ter��sticas est�aticas com base nos modelos� sem a necessidade da realiza	c�ao de
novos testes na planta�

Al�em de aplica	c�oes como em processos de detec	c�ao de falhas� o conheci

mento da caracter��stica est�atica n�ao linear pode ser� em princ��pio� utilizado
no pr�oprio controle ou para an�alise do comportamento do sistema �Hern�andez
and Arkun� ����! Pr"oll and Karim� ����
�

��� Apresenta�c�ao do Trabalho

Este trabalho tem como objetivo estudar a estima	c�ao da caracter��stica est�atica
n�ao linear de um sistema� que sofre varia	c�ao num determinado tempo� Para
alcan	car isso� pretende
se utilizar modelos capazes de representar a din�amica
do sistema e algoritmos recursivos�

Como o sistema exibe din�amica n�ao linear� �e recomend�avel a utiliza	c�ao
de um tipo de representa	c�ao para sistemas n�ao lineares� Al�em disso� como
o objetivo principal do trabalho �e a estima	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao
linear� bem como suas altera	c�oes ao longo do tempo� �e desej�avel utilizar um
tipo de representa	c�ao a partir da qual seja poss��vel extrair tais informa	c�oes�
Conforme ser�a mencionado no cap��tulo � e con�rmado nos cap��tulos � e ��
os modelos polinomiais NARMAX apresentaram
se bastante satisfat�orios�

O cap��tulo � proporciona ao leitor uma vis�ao geral do processo de iden

ti�ca	c�ao que ser�a utilizado neste trabalho� S�ao descritos os procedimentos
de identi�ca	c�ao em batelada e identi�ca	c�ao recursiva� Na identi�ca	c�ao em
batelada s�ao descritas as seguintes fases� experimenta	c�ao� detec	c�ao de n�ao
linearidades� detec	c�ao de estrutura� estima	c�ao de par�ametros e valida	c�oes
din�amica e estat��stica dos modelos apresentados� A identi�ca	c�ao recursiva
engloba a fase de experimenta	c�ao e estima	c�ao de par�ametros� Neste trabalho�
n�ao foram realizadas altera	c�oes na estrutura do modelo recursivamente�

O cap��tulo � apresenta o sistema utilizado� os resultados obtidos nos testes
est�aticos e din�amicos� o procedimento de detec	c�ao de estrutura� estima	c�ao
de par�ametros e valida	c�ao estat��stica e din�amica de alguns modelos lineares�
quadr�aticos e c�ubicos� de acordo com o de�nido no cap��tulo anterior para
a identi�ca	c�ao em batelada� Uma preocupa	c�ao neste cap��tulo foi a de ver

i�car como certos agrupamentos de termos afetam a caracter��stica est�atica�
Al�em disso� desejava
se determinar uma estrutura que permitisse recuperar
a caracter��stica est�atica de forma anal��tica�

No cap��tulo � �e realizada a estima	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao linear
do sistema� tendo em vista os modelos obtidos no cap��tulo � e utilizando
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conceitos de pontos �xos e agrupamentos de termos� Neste cap��tulo as carac

ter��sticas estimadas s�ao comparadas �as obtidas atrav�es dos testes est�aticos�
com o intuito de validar os modelos do ponto de vista est�atico�

No cap��tulo �� utilizando algumas das estruturas de modelo de�nidas no
cap��tulo �� realizou
se a estima	c�ao recursiva dos par�ametros dos modelos�
bem como da caracter��stica est�atica n�ao linear� Para isso� foi realizado um
teste din�amico no sistema a ser identi�cado� Durante o teste� foram alteradas
as condi	c�oes de opera	c�ao do sistema de tal maneira a produzir varia	c�oes na
caracter��stica est�atica n�ao linear� Usando
se o procedimento descrito neste
trabalho� foi poss��vel estimar recursivamente a referida caracter��stica n�ao lin

ear� Acredita
se que a capacidade de monitorar em tempo real caracter��sticas
est�aticas de sistemas e ser capaz de quanti�car tais caracter��sticas algebrica�
mente� pode ser importante na monitoriza	c�ao e controle de processos reais�

O cap��tulo seguinte apresenta as conclus�oes deste trabalho� juntamente
com algumas propostas de continua	c�ao�



Cap��tulo �

Identi�ca�c�ao de Sistemas

��� Introdu�c�ao

Na intera	c�ao de um indiv��duo e um determinado sistema �e necess�ario o con

hecimento das vari�aveis do sistema� bem como da maneira com a qual as
mesmas se relacionam� ou seja� �e necess�aria a obten	c�ao de um modelo para
representar o sistema em quest�ao �Ljung� ����
�

Existem diversos tipos de modelos� Pode
se citar os modelos f��sicos� os
mentais� os gr�a�cos e os matem�aticos ou anal��ticos� A escolha do tipo de
modelo para representar o sistema depender�a das caracter��sticas est�aticas
e�ou din�amicas do sistema� bem como do prop�osito para qual o modelo est�a
sendo determinado� Os modelos matem�aticos� no entanto� permitem apli

ca	c�oes mais avan	cadas� sendo os mais utilizados� seja na engenharia� biologia�
medicina� economia ou outras �areas �Ljung� ����
�

A modelagem matem�atica de sistemas din�amicos �e uma tarefa de vital im

port�ancia para o desenvolvimento da ci�encia e da tecnologia� Na engenharia�
os modelos matem�aticos permitem analisar e predizer o comportamento de
um sistema sob diversas condi	c�oes de opera	c�ao� e ajustar o desempenho do
mesmo� caso os resultados obtidos n�ao sejam satisfat�orios� Al�em disto� com
base no modelo pode
se estudar certas caracter��sticas est�aticas de elementos
de interesse na planta� como satura	c�oes� histereses e ganhos vari�aveis�

�E importante salientar que um modelo matem�atico para um dado sistema
n�ao �e �unico �Ogata� ����
� Deve
se observar� em primeiro lugar� se o modelo
escolhido �e capaz de explicar os dados medidos satisfatoriamente� podendo
ser usado para explicar e compreender os fen�omenos observados no sistema
real� Em segundo lugar� �e fundamental que o modelo seja capaz de atender ao
objetivo �nal para o qual foi obtido� Em alguns casos� o objetivo principal

�
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da modelagem de um sistema f��sico �e auxiliar ou tornar mais e�ciente o
projeto de controladores ou acionadores� Em outros casos� o pr�oprio modelo
�e o objetivo principal� para por exemplo� estudar e analisar um determinado
processo� ou para predizer dados futuros�

Existem diversas maneiras de modelar um sistema� tais como a mode

lagem pela f��sica do processo e a modelagem atrav�es de t�ecnicas de identi

�ca	c�ao �Ljung� ����! Norton� ����! S"oderstr"om and Stoica� ����
� A mod

elagem pela f��sica do processo �e uma abordagem anal��tica realizada atrav�es
de conhecimento de leis f��sicas do processo� exigindo um conhecimento de

talhado do mesmo� o que torna� em alguns casos� dif��cil a sua aplica	c�ao� A
identi�ca	c�ao� por outro lado� �e uma abordagem experimental� que consiste
no desenvolvimento de t�ecnicas para a estima	c�ao de modelos de sistemas
din�amicos atrav�es de dados experimentais� n�ao exigindo conhecimento pr�evio
do processo� embora tal conhecimento possa ser utilizado se dispon��vel�

Uma compara	c�ao pode ser feita entre a modelagem atrav�es de leis f��sicas
do processo e a identi�ca	c�ao de sistemas� Uma vantagem da modelagem
matem�atica �e que ela permite visualizar caracter��sticas intr��nsecas ao sis

tema� sendo que� na maioria dos casos� todos os par�ametros do modelo t�em
signi�cado f��sico� A desvantagem deste tipo de modelagem �e que a deter

mina	c�ao do modelo pode ser uma tarefa bastante dif��cil ou vi�avel somente
a longo prazo� Em casos em que o processo a ser modelado �e muito com

plexo� a obten	c�ao de modelos usando apenas conhecimento f��sico do mesmo
�e praticamente imposs��vel� Nestes casos� �e mais apropriado utilizar t�ecnicas
de identi�ca	c�ao de sistemas� No entanto� a modelagem baseada na f��sica
do processo pode ser combinada com m�etodos de identi�ca	c�ao �#Astr"om and
Wittenmark� ����
� para auxiliar na detec	c�ao da estrutura ou apenas para
a determina	c�ao de coe�cientes de um modelo� proporcionando desta forma�
uma modelagem mais �agil e e�ciente� Uma situa	c�ao muito comum na pr�atica
�e quando se tem a estrutura do modelo� mas os par�ametros do mesmo s�ao
vari�aveis� ou quando alguns deles n�ao s�ao conhecidos� devendo ser estimados�

��� Identi�ca�c�ao

A identi�ca	c�ao pode ser param�etrica ou n�ao param�etrica� A identi�ca	c�ao
param�etrica �e caracterizada por um vetor de par�ametros 
 e o modelo cor

respondente por M�

� A n�ao param�etrica �e aquela realizada atrav�es de
fun	c�oes gr�a�cas� tais como os m�etodos de resposta ao impulso� resposta ao
degrau e diagramas de resposta em frequ�encia�

A identi�ca	c�ao n�ao param�etrica �e� em alguns casos� mais f�acil de ser re
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alizada� mas �e menos precisa �S"oderstr"om and Stoica� ����
� O que se faz�
normalmente� �e utilizar a mesma para determinar algumas caracter��sticas
do sistema� tais como tempo morto� constante de tempo e ganho e� pos

teriormente� utilizar um m�etodo param�etrico para determinar o modelo do
sistema�

A identi�ca	c�ao de sistemas �e um processo que exige o envolvimento do
modelador �Ljung� ����
� O modelador deve analisar quais vari�aveis do sis

tema s�ao relevantes para a modelagem e se a estrutura do modelo escolhida
�e adequada �S"oderstr"om and Stoica� ����
� caso contr�ario� o mesmo deve
tomar as decis�oes necess�arias para corrigir o problema�

Pode
se citar os seguintes passos no processo de identi�ca	c�ao de sistemas�

�� Experimenta	c�ao!

�� Detec	c�ao de n�ao linearidades no sistema!

�� Determina	c�ao da estrutura do modelo!

�� Estima	c�ao dos par�ametros do modelo!

�� Valida	c�ao do modelo encontrado�

O primeiro passo consiste na determina	c�ao da taxa de amostragem� no
projeto de sinais de excita	c�ao e na coleta de dados experimentais do sistema�
O segundo passo consiste na veri�ca	c�ao de prov�aveis n�ao linearidades no
sistema� O terceiro passo consiste na determina	c�ao da estrutura do modelo e
o seguinte� no uso de um algoritmo para estima	c�ao dos par�ametros do mesmo�
Estas duas �ultimas fases podem ser realizadas separadamente ou em conjunto�
E� �nalmente� utiliza	c�ao de procedimentos que permitam veri�car se o modelo
escolhido �e uma representa	c�ao v�alida do sistema� Em caso contr�ario� retorna

se ao primeiro passo e realiza
se uma modi�ca	c�ao na estrutura�

A identi�ca	c�ao de sistemas �e de extrema import�ancia no projeto de con

troladores� uma vez que todas as t�ecnicas para an�alise e projeto dos mes

mos s�ao baseadas na disponibilidade de modelos apropriados do processo
din�amico� Assim� o desenvolvimento do controle digital tem sido acompan

hado por um desenvolvimento an�alogo de m�etodos de identi�ca	c�ao de sis

temas �#Astr"om and Wittenmark� ����
� Al�em disso� no caso de controle
adaptativo� onde os par�ametros devem ser estimados on�line� um m�etodo de
identi�ca	c�ao pode ser usado para encontrar o modelo� bem como estimar os
par�ametros do mesmo� Uma vez que h�a diversas aplica	c�oes poss��veis para
um modelo� a sua identi�ca	c�ao deve ser feita sempre com o objetivo �nal do
mesmo em mente �Stoica et al�� ����
�
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��	 Experimenta�c�ao

A experimenta	c�ao �e caracterizada pela determina	c�ao do sinal de entrada�
intervalo de amostragem e coleta de dados para estima	c�ao dos par�ametros
do modelo �S"oderstr"om and Stoica� ����
� Em primeira inst�ancia determina

se o sinal de entrada e o intervalo de amostragem� e em seguida executam
se
os testes para coleta dos dados�

Esta fase �e de extrema import�ancia para a identi�ca	c�ao de um sistema�
uma vez que os resultados posteriores depender�ao da qualidade e montante
de informa	c�ao contida nos dados coletados �Billings and Fadzil� ����
�

Dados coletados durante o processo de opera	c�ao normal podem ser usados
para a identi�ca	c�ao do sistema� No entanto� a presen	ca de malhas de reali

menta	c�ao pode levar a problemas� Portanto� �e prefer��vel� sempre que poss��vel�
excitar o processo com sinais externos� Tais sinais devem ser capazes de ex

citar toda a din�amica do sistema durante o processo de identi�ca	c�ao� Por
exemplo� para um sistema n�ao linear� isto signi�ca excitar as n�ao linearidades
de interesse no sistema �Billings and Fadzil� ����
�

Quando for utilizado o algoritmo original de m��nimos quadrados ortogo

nal� a identi�ca	c�ao de modelos n�ao lineares deve ser realizada com os dados
experimentais originais� ou seja� sem remover a m�edia dos sinais de entra

da e sa��da� Caso contr�ario� o modelo se tornar�a dependente da entrada e
seus respectivos par�ametros se tornar�ao fun	c�ao das caracter��sticas estat��sticas
da mesma� ou seja� tal modelo ser�a v�alido somente para sinais com carac

ter��sticas semelhantes �Billings and Fadzil� ����
� �E importante salientar que
tal problema pode ser contornado se realizada uma normaliza	c�ao dos sinais�
conforme abordado em �Mendes and Billings� ����
�

A escolha do per��odo de amostragem deve ser realizada com cautela� pois
afetar�a diretamente a determina	c�ao da estrutura do modelo� estima	c�ao de
par�ametros e� por consequ�encia� a qualidade do modelo �nal� Uma taxa de
amostragem lenta tende a tornar os dados adjacentes n�ao correlacionados� o
que impossibilita a determina	c�ao de um modelo para o processo� Por out

ro lado� se os dados forem amostrados com taxa muito alta� estes tendem
a ser altamente correlacionados� causando problemas como mal condiciona

mento da matrix de regressores e di�culdade na determina	c�ao da estrutura
do modelo �Billings and Aguirre� ����
�

Em vista disso� s�ao realizados testes em degrau para estimar a constante
de tempo predominante do sistema� e a partir da��� determina
se um per��odo
de amostragem Tss para a coleta de dados experimentais� No entanto� como
os dados coletados com esta taxa de amostragem s�ao� normalmente� super

amostrados� deve
se de�nir um novo per��odo de amostragem Ts que ser�a
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utilizado para a identi�ca	c�ao�
Um dos procedimentos utilizados para auxiliar na escolha da taxa de

amostragem consiste em determinar� em primeira inst�ancia� as fun	c�oes de
autocorrela	c�ao linear �y�y� ����
 e n�ao linear �y��y�� ����
 da sa��da do sistema�

�y�y���
 � E��y�k
� y�k

�y�k � �
� y�k

�� ����


�y��y�� ��
 � E��y��k
 � y��k

�y��k � �
� y��k

�� ����


onde y�k
 e y��k
 representam os valores m�edios e o ap�ostrofe neste caso
indica m�edia removida� Com base nas fun	c�oes de correla	c�ao acima� pode
se
de�nir a seguinte constante�

�m � minf�y� � �y�� g� ����


onde �y� �e o instante do primeiro m��nimo de �y�y� e �y�� �e o instante do
primeiro m��nimo de �y��y�� �

Desta forma� o per��do de amostragem pode ser determinado atrav�es da
seguinte rela	c�ao �Aguirre� ����
�

�m
��

� Ts � �m
��

� ����


em alguns casos o limite superior pode ser �m	� e o inferior �m	��� Desta
forma� se Tss estiver dentro do intervalo proposto pela equa	c�ao ����
� ent�ao
os dados experimentais originais podem ser utilizados� Se� no entanto� Tss
for menor que o limite inferior sugerido� os dados devem ser dizimados a �m
de satisfazer ����
� Se Tss for maior que o limite superior um novo teste deve
ser realizado�

Em grande parte dos sistemas o primeiro m��nimo de �y��y�� ocorre em
valores menores de � do que o primeiro m��nimo de �y�y� � ou seja� um per��odo
de amostragem menor �e requerido se utilizada a Equa	c�ao ����
 do que se
utilizada somente a autocorrela	c�ao linear da sa��da �Aguirre� ����a
� Colo

cando de outra forma� se os dados forem amostrados levando em conta apenas
a fun	c�ao de autocorrela	c�ao linear� certas din�amicas n�ao lineares podem ser
subamostradas e desta forma� n�ao estar�ao contidas nos dados experimentais�
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��
 Detec�c�ao de N�ao Linearidades

Nos primeiros est�agios da identi�ca	c�ao de um processo �e importante deter

minar� com base nos dados� se o mesmo exibe caracter��sticas n�ao lineares�
Em caso a�rmativo� um modelo n�ao linear dever�a ser usado para representar
o sistema �Billings and Fadzil� ����! Billings and Voon� ����! Haber� ����
�

Os testes para detec	c�ao de n�ao linearidades devem ser independentes
do tipo de representa	c�ao� bem como da ordem do sistema� uma vez que
tais testes ser�ao realizados anteriormente �a detecc�ao de estrutura� exigindo a
necessidade de testes n�ao param�etricos� Existem diversos testes para detectar
n�ao linearidades no sistema� tais como� testes no dom��nio do tempo� testes
em regime permanente� testes do valor m�edio da sa��da� testes no dom��nio da
frequ�encia e testes de correla	c�ao �Haber� ����
�

Os fatores que in$uenciam na escolha do teste s�ao simplicidade e e�

ci�encia do mesmo� a possibilidade da planta sair de sua opera	c�ao normal� e
se o modelo �e cont��nuo ou discreto� Com base nestes fatores� os testes de
correla	c�ao e os testes no dom��nio do tempo s�ao mais e�cientes se comparados
aos demais�

����� Testes no Dom��nio do Tempo

Tais testes consistem em excitar o sistema com um sinal de entrada u��k
�
obtendo na sa��da o sinal y��k
 correspondente� Repetir o procedimento para
um sinal de entrada u��k
 � 
u��k
� onde 
 �e uma constante� e obtendo na
sa��da y��k
�

Medir a sa��da y� ou termo constante� para uma entrada nula� Subtrair
este valor de y��k
 e y��k
 e encontrar a seguinte raz�ao�

��k
 �
y��k
� y�
y��k
� y�

����


O sistema ser�a linear se ��k
 for constante e igual 
 �Haber� ����
�

����� M�etodo de Correla�c�ao Cruzada N�ao Linear

Como os sistemas reais usualmente cont�em um termo constante� a �m de
eliminar o seu efeito� os testes de correla	c�ao s�ao aplicados �a entrada e sa��da
normalizadas�

u��k
 � �u�k
� u�k
�	���u�k

 ����
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y��k
 � �y�k
 � y�k
�	���y�k

 � ����


onde ���u�k

 e ���y�k

� s�ao as vari�ancias da entrada e sa��da do sistema�
respectivamente� e u�k
 e y�k
 correspondem aos respectivos valores m�edios�

Pode
se tamb�em de�nir a seguinte vari�avel�

x�k
 � �u���k
� u���k
�	���u���k

 � ����


Seja a seguinte fun	c�ao de correla	c�ao �Haber� ����
�

�xy���
 � E�x�t% �
y��t
� ����


donde tem
se que�
�xy���
 � � � � � �����


se o sistema for linear�

����	 M�etodo de Autocorrela�c�ao N�ao Linear

Seja a seguinte fun	c�ao de correla	c�ao �Haber� ����
�

�vy���
 � E�v�t% �
y��t
� � �����


onde v � �y
�� � y

���k
�	��y
���k

� Se �vy���
 �e igual a zero � � � ent�ao o

sistema �e linear�
�E importante salientar que os testes de correla	c�ao� representados pelas

equa	c�oes ���� e ����
� podem ser realizados utilizando
se a mesma massa de
dados de identi�ca	c�ao� ao contr�ario do teste no dom��nio do tempo� que exige
a execu	c�ao de um outro teste� embora o mesmo seja relativamente simples�

Por outro lado� os testes de correla	c�ao para detec	c�ao de n�ao linearidades
s�o ser�ao v�alidos quando o sistema for excitado por um sinal aleat�orio ou
pseudo
aleat�orio� caso contr�ario� �e imposs��vel determinar se os resultados
encontrados s�ao provenientes de correla	c�ao entre ru��do presente nos dados� ou
se �e decorrente de n�ao linearidades presentes na din�amica do sistema �Billings
and Fadzil� ����! Haber� ����
�

Em �Billings and Fadzil� ����! Billings and Voon� ����! Haber� ����

podem ser encontradas descri	c�oes mais detalhadas dos testes de detec	c�ao de
n�ao linearidades�
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��� Representa�c�oes para Sistemas N�ao Lineares

Uma vez determinada a presen	ca de n�ao linearidades no sistema� escolhe

se uma representa	c�ao matem�atica� Embora� em alguns casos� seja poss��vel
representar sistemas com modelos lineares por partes� em torno de pontos
de opera	c�ao pr�e
de�nidos� em geral� um modelo n�ao linear �e mais adequado�
uma vez que incorpora as n�ao linearidades intr��nsecas ao sistema original�

Existem diversas representa	c�oes para modelagem de sistemas n�ao lin

eares� dentre elas� pode
se citar as s�eries de Volterra e Wiener� os modelos
por blocos orientados� polinomiais� bilineares� semi
lineares com par�ametros
vari�aveis� lineares por partes �Billings� ����! Chen and Billings� ����! Haber
and Keviczky� ����! Haber and Unbehauen� ����
 e redes neurais arti�ci

ais �Braga et al�� ����! Haykin� ����
�

Como cada algoritmo �e melhor para representar um tipo de sistema de
acordo com o tipo de n�ao linearidade presente nos dados �C	 inar� ����
� n�ao se
pode dizer� de imediato� que uma das abordagens seja mais adequada� mesmo
porque� para algumas representa	c�oes� n�ao existe uma forma sistem�atica para
determinar a estrutura �ideal de um dado sistema �Ronco and Gawthrop�
����
� A escolha do tipo de modelo tamb�em depende da exist�encia ou n�ao de
informa	c�ao a priori� do prop�osito para o qual o modelo est�a sendo utilizado
e da complexidade do sistema �Billings� ����
�

��� Modelo NARMAX

Para sistemas lineares discretos utilizam
se modelos de equa	c�oes lineares a
diferen	cas� que relacionam vari�aveis de entrada e sa��da do sistema� pode

se citar os modelos ARX �AutoRegressive with eXogenous inputs
� ARMAX
�AutoRegressive Moving Average with eXogenous inputs
� dentre outros� Uma
descri	c�ao an�aloga para sistemas n�ao lineares discretos s�ao os modelos NAR

MAX �Nonlinear AutoRegressive Moving Average with eXogenous inputs
�
que realizam um mapeamento n�ao linear das entradas e sa��das passadas para
a sa��da atual �Sj"oberg et al�� ����
� Tais modelos s�ao capazes de representar
uma ampla classe de sistemas n�ao lineares e ao contr�ario do que ocorre com
as S�eries de Volterra e Wiener �Billings� ����! Haber and Keviczky� ����
�
evitam a necessidade de grande n�umero de par�ametros �Chen and Billings�
����
�

Seja o seguinte modelo geral multivari�avel�

y�k
 � f�y�k � �
� � � � �y�k � ny
�u�k � �
� � � � �u�k � nu
�

e�k � �
� � � � � e�k � ne

 % e�k
 �����
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onde

y�k
 �

�
�����

y��k

y��k


���
ym�k


�
����� �u�k
 �

�
�����
u��k

u��k


���
ur�k


�
����� � e�k
 �

�
�����

e��k

e��k

���

em�k


�
����� �����


s�ao os vetores de sa��da� entrada e ru��do� respectivamente� m �e o n�umero de
sa��das� r o n�umero de entradas� ny� nu e ne s�ao os atrasos m�aximos para a
sa��da� entrada e ru��do� respectivamente� e�k
 �e ru��do branco e f��
 �e qualquer
fun	c�ao vetorial n�ao linear� A representa	c�ao �����
 �e referida como um modelo
entrada
sa��da multivari�avel NARMAX�

A equa	c�ao �����
 pode ser decomposta em m equa	c�oes escalares� como se
segue�

yi�k
 � fi�y��k � �
� � � � � y��k � ny
� � � � � ym�k � �
� � � � � ym�k � ny
�

u��k � �
� � � � � u��k � nu
� � � � � ur�k � �
� � � � � ur�k � nu
�

e��k � �
� � � � � e��k � ne
� � � � � em�k � �
� � � � � em�k � ne

 %

ei�k
� i � �� � � � �m � �����


A �m de melhorar a $exibilidade da estrutura do modelo os atrasos
m�aximos para cada entrada� sa��da e ru��do podem ser diferentes para cada
subsistema�

yi�k
 � fi�y��k � �
� � � � � y��k � niy�
� � � � � ym�k � �
� � � � � ym�k � niym
�

u��k � �
� � � � � u��k � niu�
� � � � � ur�k � �
� � � � � ur�k � niur
�

e��k � �
� � � � � e��k � nie�
� � � � � em�k � �
� � � � � em�k � niem

 %

ei�k
� i � �� � � � �m � �����


A utiliza	c�ao da representa	c�ao �����
 para a identi�ca	c�ao de um sistema�
exige que a mesma seja parametrizada� Expans�oes polinomiais de fi��
 s�ao
normalmente satisfat�orias� embora n�ao sejam a �unica escolha�

Expandindo f��
 como um polin�omio de grau l �Chen et al�� ����
� tem
se�

yi�k
 � �i� %
MrX
i���

�ii�xi��k
 %
MrX
i���

MrX
i��i�

�ii�i�xi��k
xi��k
 % � � �

%
MrX
i���

� � �
MrX

il�il��

�ii����ilxi��k
 � � � xil�k
 % ei�k
� i � �� � � � �m� �����
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onde �i s�ao os par�ametros� xi os mon�omios�� yi a sa��da� ei �e ru��do branco e
Mr �e igual a�

Mr � m� �ny % ne
 % r � nu � �����


O n�umero de termos candidatos ao modelo polinomial NARMAX �e dado
por�

M �
lP

j��
nij� nio � �

nij �
nij��

�
mP
k��

ni
yk
�ni

ek
�

rP
k��

ni
uk

�j��

�
j � j � �� � � � � l

	



�




�

�����


Percebe
se que o n�umero de termos candidatos cresce rapidamente com
o n�umero de atrasos� grau de n�ao linearidade e com o n�umero de entradas
e sa��das do modelo� Sendo assim� se todos os regressores forem inclu��dos
no modelo� a estima	c�ao dos par�ametros da expans�ao polinomial �����
� im

plicar�a� geralmente� em mal condicionamento da matriz de regressores� Desta
forma� anteriormente ou paralelamente �a estima	c�ao de par�ametros� deve
se
utilizar um m�etodo para determinar quais termos� dentre os candidatos� de

vem ser inclu��dos no modelo �Billings and Fadzil� ����
� Tal procedimento �e
denominado detec	c�ao de estrutura�

Pode
se considerar ainda� o caso particular de um modelo polinomial
NARMAX que n�ao tenha modelo de ru��do�

yi�k
 � fi�y��k � �
� � � � � y��k � ny
� � � � � ym�k � �
� � � � � ym�k � ny


u��k � �
� � � � � u��k � nu
� � � � � um�k � �
� � � � � um�k � nu



%ei�k
� i � �� � � � �m � �����


Este modelo �e conhecido como modelo NARX �Nonlinear AutoRegres�

sive with eXogenous inputs
� O n�umero de mon�omios� a partir dos quais os
regressores candidatos ser�ao formados� �e igual a�

nr � m� ny % r � nu � �����


Tais mon�omios s�ao fun	c�oes das entradas e sa��das do sistema� bem como
de seus respectivos atrasos�

�As diversas combina�c�oes dos mon�omios� �as vezes chamadas de multin�omios� constituem
regressores do modelo�
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x��k� � y��k � ��� � � � � xm�ny �k� � ym�k � ny�
xm�ny���k� � u��k � ��� � � � � xnr �k� � ur�k � nu�



������

Como os modelos do processo e do ru��do podem� na pr�atica� ser desacopla

dos �Billings et al�� ����
� primeiro modela
se o processo utilizando o modelo
NARX e posteriormente� adicionam
se termos de ru��do� caso os testes de
valida	c�ao indiquem que os res��duos n�ao s�ao brancos�

��
 Estima�c�ao de Par�ametros

A estima	c�ao de par�ametros pode ser vista como um problema de otimiza	c�ao�
onde o melhor modelo �e aquele que minimiza uma determinada fun	c�ao custo�

A Equa	c�ao �����
 pode ser representada pela seguinte equa	c�ao de regress�ao
linear�

y�k
 �
MX
i��

pi�k
�i % e�k
� k � �� � � � � N �����


onde y�k
 �e a sa��da do sistema� pi�k
 s�ao os regressores� �i s�ao os par�ametros
a serem estimados e e�k
 representa o ru��do presente nos dados� din�amica
n�ao modelada� etc�

Expandindo a Equa	c�ao �����
 para N situa	c�oes� tem
se�

y��
 � pT��

 % e��


y��
 � pT��

 % e��


���

y�N
 � pT�N

 % e�N
�

onde


 � ��� �� � � � �M �T

e

pT�k
 � �p��k
 p��k
 � � � pM �k
� �

Desprezando
se o termo de ru��do� o sistema de equa	c�oes pode ser repre

sentado na forma matricial�

y � P
 � �����
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onde

y �

�
��

y��

���

y�N


�
�� � P �

�
��
pT��


���
pT�N


�
�� �����


A identi�ca	c�ao permite encontrar um modelo que melhor represente a
din�amica do sistema� de acordo com uma determinada fun	c�ao custo� No
entanto� sempre ocorre uma diferen	ca entre a predi	c�ao de um passo �a frente
e o valor medido� Este erro �e denominado res��duo e pode ser expresso por�

��k
 � y�k
� pT �
 � y�k
� �y�k
 � �����


Como na maioria dos casos reais h�a presen	ca de ru��do nos dados� utiliza

se um n�umero de amostras maior que o n�umero de regressores� Desta forma�
obtem
se uma matriz de regressores P n�ao quadrada� o que impede que
o vetor de par�ametros 
 seja determinado diretamente atrav�es da equa	c�ao
�����
� De�ne
se ent�ao� um algoritmo para estimar
 que minimiza a seguinte
fun	c�ao custo�

J �
�

�

NX
k��

���k
 �
�

�
�T� �

�

�
k � k�� �����


onde k � k indica norma euclidiana�
A solu	c�ao que minimiza a equa	c�ao �����
 �e o estimador de m��nimos

quadrados de�nido por�

�
 � �PTP
��PTy � �����


��� Regressores Ortogonais

A estima	c�ao direta dos par�ametros do modelo envolvendo todos os termos
candidatos� geralmente resulta em mal condicionamento da matriz de regres

sores� Sendo assim� t�enicas de ortogonaliza	c�ao podem ser utilizadas a �m de
contornar o problema� A equa	c�ao �����
 pode ser escrita na forma que se
segue�

y � P�
%� � �����


onde

y �

�
��

y��

���

y�N


�
�� �P �

�
��
pT��


���
pT�N


�
�� � �
 �

�
���

���
���
��M

�
��� �� �

�
��

���

���

��N


�
�� � �����
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e
pT�k
 � �p��k
� � � � � pM �k
� � �����


As seguintes condi	c�oes� em rela	c�ao �a equa	c�ao �����
� devem ser satisfeitas�

�� � �e ru��do branco� Ent�ao� no caso polinomial� � �e n�ao correlacionado
com pi�k
� i � �� � � � �M�

�� Os processos a serem identi�cados s�ao erg�odicos�

�� PTP �e de�nida positiva�

A primeira condi	c�ao �e para garantir estimadores n�ao polarizados� A se

gunda �e introduzida para que a m�edia de realiza	c�oes seja equivalente �a m�edia
temporal� A terceira condi	c�ao� por sua vez� vem evitar que a matriz normal
PTP seja singular ou mal condicionada�� Se� por outro lado� a terceira con

di	c�ao n�ao for satisfeita� m�etodos num�ericos podem ser utilizados na tentativa
de contornar o problema� ou seja� pode
se dizer que esta n�ao �e uma condi	c�ao
r��gida� No entanto� neste trabalho� todas as condi	c�oes dever�ao ser satisfeitas�

��
�� M�etodo Cl�assico de Ortogonaliza�c�ao de Gram�Schmidt

Assumindo que a terceira condi	c�ao tenha sido satisfeita� pode
se decompor
PTP em�

PTP � ATDA � �����


onde A �e uma matriz triangular superior� M � M � com os elementos da
diagonal principal iguais a um�

A �

�
�������

� 
�� 
�� � � � 
�M

� � 
�� � � � 
�M
���

� � � � 
M��M

� � � � �

�
�������

�����


e D �e uma matriz diagonal� M �M � com elementos positivos� Ent�ao�

y � P�A��
A

%� �����


�Se PT
P �e de	nida positiva� a sua forma diagonal ser�a composta somente por elementos

positivos e� desta forma� seu determinante ser�a maior que zero� ou seja� se PT
P �e de	nida

positiva ent�ao �e tamb�em uma matriz n�ao singular 
Lipschutz� ����
�
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ou

y �Wg %� �����


onde

W � PA��

g � A


�
�����


A matriz W �e de�nida por�

W �

�
��

w���
 � � � wM ��

���

���
w��N
 � � � wM �N


�
�� �����


onde wi s�ao os regressores auxiliares e gi s�ao os par�ametros estimados utilizando

se tais regressores� O processo de estima	c�ao de par�ametros utilizando
se os
novos regressores �e realizado como se segue!

� Passo �� 
�� � �� w��k
 � p��k
 e �g� �

NP
k��

w��k�y�k�

NP
k��

w�
��k�

� Passo j� j � �� � � � �M � 
ij �

NP
k��

wi�k�pj�k�

NP
k��

w�
i �k�

� i � �� � � � � j � �� 
jj � �

wj�k
 � pj�k
�
j��P
i��


ijwi�k
� e �gj �

NP
k��

wj�k�y�k�

NP
k��

w�
j
�k�

� Calcular ��i utilizando as seguintes equa	c�oes�

��M � �gM

��i � �gi �
MP

j�i��

ij ��j� i � M � �� � � � � �

	
�

� �����


Algumas propriedades do estimador ortogonal s�ao �Billings et al�� ����
�

� Os regressores auxiliares� wi� s�ao ortogonais� ou seja�
NP
k��

wi�k
wj�k
 �

�� i �� j!
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� O vetor de par�ametros �
 �e equivalente ao obtido atrav�es da equa	c�ao
normal �PTP

 � PTy� o que era esperado pois o algoritmo ortogonal
�e apenas outra forma de solucionar a equa	c�ao normal!

� A propor	c�ao da vari�ancia da sa��da explicada por wi �e�

�err�i �

g�i
NP
k��

w�
i �k


NP
k��

y��k


� i � �� � � � �M� �����


que ser�a detalhada na se	c�ao ������
�
O erro quadr�atico m�edio de predi	c�ao �MSPE 
 Mean Square Prediction

Error
 �e m�aximo quando n�ao existe nenhum termo no modelo� ou seja� quan

do n� � np%nn � �� sendo igual ao valor quadr�atico m�edio do pr�oprio sinal�
A inser	c�ao do i
�esimo termo giwi ao modelo� ocasiona redu	c�ao no MSPE de
um fator igual a g�iw

�
i �k
 �Billings et al�� ����
� Desta forma� quanto maior o

fator g�iw
�
i �k
� maior a propor	c�ao da vari�ancia da sa��da explicada pelo referido

termo e portanto� maior �e a import�ancia do termo para o modelo�

��
�� Transforma�c�ao de Householder

Um outro m�etodo de ortogonaliza	c�ao �e a transforma	c�ao de Household

er �Chen� ����
� Seja a matriz de regressores P e o vetor de sa��da y �����
�
De�nindo a seguinte matriz de regressores modi�cada�

�P��� � �P � y� � �p� � � �pM � y� � ��p
���
�
� � � �p���

M
� y���� � �����


a k
�esima transforma	c�ao de Householder �e de�nida como �Chen et al�� ����
�

��k� � �
NP
i�k

��pk��ik 
�
���

��k� � �
��k����k��j	pk��

kk j�

v
�k�
i �

�
�

�

�� para i � k

�p
�k���
kk % sgn��p

�k���
kk ���k�� para i � k

�p
�k���
ik � para i � k

	








�









�

�����


e
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�P�k� � �P�k��� � v�k����k��v�k�
T�P�k���
� k � �� � � � �M � �����


Desta forma� no instante seguinte �a k
�esima itera	c�ao� as colunas da matriz
modi�cada �P de ordem inferior a k� ser�ao ortogonais entre si� Obt�em
se a
seguinte matriz triangular superior �P de dimens�ao N � �M % �
�

�P�M� �

�
R y�
� y�

�
� �����


onde R �e uma matriz triangular superior M �M � y� � y�� � M
 e y� �
y�M % � � N
�

Considerando a seguinte equa	c�ao matricial �Chen et al�� ����
�

R
 � y� � �����


os par�ametros podem ser estimados por�

�
 � R
��
y� � �����


A soma do quadrado dos res��duos� por sua vez� ser�a dada por�

k y� k�� �����


Observa
se que no processo de ortogonaliza	c�ao atrav�es da transforma	c�ao
de Householder� ao contr�ario do processo de ortogonaliza	c�ao de Gram
Schmidt�
n�ao h�a a necessidade da utiliza	c�ao de um vetor de par�ametros auxiliar�

��� Detec�c�ao de Estrutura

Um problema chave em identi�ca	c�ao de sistemas �e encontrar uma estrutura
adequada� atrav�es da qual um �bom modelo pode ser estimado�

Quando se estimam os par�ametros do modelo atrav�es de um m�etodo de
m��nimos quadrados� minimiza
se a fun	c�ao custo descrita pela equa	c�ao �����
�
No entanto� n�ao �e poss��vel garantir� em primeiro lugar� se o modelo �e �el aos
dados experimentais e em segundo� se o estimador �e polarizado ou n�ao� Tais
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incovenientes s�o podem ser contornados se a estrutura escolhida for adequada�
ou seja� se a mesma �e capaz de representar o sistema em quest�ao�

Infelizmente� n�ao �e obvio qual �e a melhor estrutura para representar
um sistema� Sabe
se� no entanto� que um modelo com mais termos que o
necess�ario� geralmente provoca� na melhor das hip�oteses� efeitos esp�urios e
na pior� instabilidade num�erica �Aguirre� ����a
� Al�em do n�umero de termos
do modelo� efeitos esp�urios tamb�em podem ser ocasionados se o modelo es

tiver sobreparametrizado em rela	c�ao ao n�umero de pontos �xos e �a ordem do
mesmo �Mendes and Billings� ����
� Sabe
se ainda que� um modelo muito
$ex��vel causa generaliza	c�ao pobre �Reed� ����
� al�em de que modelos menores
t�em maior velocidade de processamento e maior simplicidade�

Embora a determina	c�ao da estrutura do modelo seja essencial� esta ain

da �e a tarefa mais �ardua da identi�ca	c�ao de sistemas n�ao lineares� em vista
da grande quantidade de modelos poss��veis e da inexist�encia de uma regra
que permita escolher� de imediato� tal estrutura� Por esta raz�ao este ainda
�e um problema pesquisado� embora exista grande n�umero de trabalhos na
literatura a respeito� No caso de modelos NARMAX� usam
se crit�erios de
informa	c�ao �Leontaritis and Billings� ����! Kortmann et al�� ����
� ERR �Er�
ror Reduction Ratio
 �Billings et al�� ����! Chen et al�� ����
 e agrupamentos
de termos �Aguirre� ����a! Aguirre and Billings� ����a! Aguirre and Mendes�
����! Aguirre� ����b
� dentre outros� para escolher a melhor estrutura que
seja capaz de representar o sistema� Tais crit�erios ser�ao descritos a seguir�

����� Agrupamentos de Termos

Expandindo o modelo NARX �����
 na forma polinomial� com termos com
grau de n�ao linearidade variando entre � � ml � l� cada termo de grau ml

pode conter um fator em y�k � ni
 de ordem p� um fator em u�k � ni
 de
ordem �ml � p
 e um coe�ciente �p�ml�p�n�� � � � � nml
�

y�k
 �
lX

ml��

mlX
p��

ny�nuX
n��nml

�p�ml�p�n��� � ��nml


pY

i��

y�k � ni

mlY

i�p��

u�k � ni
 �����


onde

ny �nuX
n��nml

�

nyX
n���

� � �
nuX

nml
��

� �����


Por exemplo� expandindo a equa	c�ao �����
 para grau de n�ao linearidade
l igual a dois�
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y�k
 � ���� %

nyX
n���

�����n�
y�k � n�
 %
nuX

n���

�����n�
u�k � n�
 %

nyX
n�

nuX
n�

�����n�� n�
y�k � n�
y�k � n�
 %

nyX
n�

nuX
n�

�����n�� n�
y�k � n�
u�k � n�
 %

nyX
n�

nuX
n�

�����n�� n�
u�k � n�
u�k � n�
 � �����


�E importante salientar que a massa de dados composta por u�k
 e y�k
 foi
obtida atrav�es dos dados cont��nuos u�t
 e y�t
 com taxa de amostragem igual
a �	Ts e que os coe�cientes dos termos dependem do per��odo de amostragem
Ts�

Se o per��odo de amostragem for pequeno de tal forma que�

y�k � �
 � y�k � �
 � � � � � y�k � ny

u�k � �
 � u�k � �
 � � � � � u�k � nu


�
�

a equa	c�ao �����
 pode ser escrita na forma que se segue�

y�k
 �
ny�nuX
n��nml

�p�ml�p�n�� � � � � nml



lX
ml��

mlX
p��

y�k � ni

p u�k � ni


ml�p �����


As constantes
ny�nuP
n��nml

�p�ml�p�n�� � � � � nml

 na equa	c�ao acima s�ao os coe�


cientes dos agrupamentos de termos �yp uml�p � que cont�em termos da for

ma y�k � i
p u�k � j
ml�p para ml � �� � � � � l e p � �� � � � �ml� Tais coe�

cientes s�ao denominados coe�cientes de agrupamentos� sendo representados
por

P
ypuml�p �Aguirre and Billings� ����a
�

Ent�ao� o conjunto de termos candidatos para o modelo NARX �e consti

tu��do pela uni�ao de todos os agrupamentos poss��veis� onde�

agrupamentos poss��veis �
�

p�������ml
ml�������l

�yp uml�p

� constante 	 �y 	�u 	 �y� 	 �yu

	�u� 	 � � � �����
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�E importante salientar que quando Ts 
 �� os termos dentro de cada
agrupamento se tornar�ao equivalentes e seus respectivos coe�cientes tender�ao
a zero� exceto

P
y� que assumir�a valor unit�ario �Aguirre and Billings� ����a
�

ou seja�

lim
Ts��

�y � � �����


e

lim
Ts��

�yp um�p � � para os demais agrupamentos � �����


Ent�ao um agrupamento de termos �e de�nido como um conjunto de ter

mos do mesmo tipo e sendo seus coe�cientes de�nidos como a soma dos
coe�cientes de todos os termos do agrupamento� Esta abordagem baseia
se
no fato de que dois ou mais termos desnecess�arios podem ter coe�cientes
com amplitudes signi�cativas� mas que se anulam ou possuem valores ir

relevantes se comparados com os demais agrupamentos� caracterizando um
agrupamento esp�urio� Tais agrupamentos al�em de aumentar o n�umero de ter

mos candidatos� tendem a gerar din�amicas n�ao existentes no sistema original
diminuindo� portanto� a con�abilidade do modelo�

Esta abordagem �e diferente �a proposta por �Kadtke et al�� ����
� que
apresenta um m�etodo de detec	c�ao baseado na elimina	c�ao de coe�cientes dos
termos que possu��rem valor inferior a um certo limiar� m�etodo denominado
zeroing and re�tting� Nessa abordagem� ap�os a elimina	c�ao dos coe�cientes�
reestimam
se os par�ametros do modelo reduzido� sendo baseado na id�eia de
que termos esp�urios t�em coe�cientes insigni�cantes�

Um problema introduzido pelo zeroing and re�tting �e que os coe�cientes
dependem do per��odo de amostragem e da exist�encia de ru��do nos dados�
al�em de que termos esp�urios podem apresentar� em alguns casos� valores com
ordem de grandeza relevante ou at�e mesmo superior a dos efetivos� ou ainda�
os termos efetivos podem ter coe�cientes pequenos �Aguirre� ����a
�

����� A Taxa de Redu�c�ao de Erro

M�etodos de ortogonaliza	c�ao da matriz de regressores� como por exemplo� o
m�etodo cl�assico de ortogonaliza	c�ao de Gram
Schmidt �Billings et al�� ����
 ou
a transforma	c�ao de Householder �Chen et al�� ����
� descritos na se	c�ao ����
�
podem ser utilizados para auxiliar no processo de detec	c�ao de estrutura� Tais
m�etodos� al�em de eliminar os problemas de mal condicionamento num�erico�



��
 Detecc��ao de Estrutura ��

permitem analizar a relev�ancia de cada termo para o modelo� veri�cando a
por	c�ao da vari�ancia da sa��da explicada pelo mesmo�

Utilizando a propriedade dos regressores ortogonais de�nida pela equa	c�ao
�����
 e o m�etodo cl�assico de Gram Schmidt� introduzido anteriormente�
pode
se de�nir um crit�erio para detec	c�ao de estrutura denominado ERR �Er�
ror Reduction Ratio
 que �e dado pela seguinte express�ao�

�err�i �
g�iw

T
i wi

yT y
� � � i �M � �����


onde wi e gi s�ao os regressores ortogonais e os par�ametros estimados� respec

tivamente� y �e a sa��da e M �e o n�umero de termos poss��veis para o modelo� se

gundo o crit�erio adotado� Quanto maior o��ndice ERR� maior �e a import�ancia
do termo para o modelo� Assim� os termos que apresentarem um��ndice ERR
muito baixo� n�ao s�ao inclu��dos no modelo� Desta forma� este crit�erio evita
mal condicionamento num�erico j�a que termos linearmente dependentes ou
irrelevantes s�ao eliminados�

O ��ndice erri do i
�esimo termo� wi� indica a propor	c�ao do valor m�edio
quadr�atico da sa��da� yTy� explicada por esse termo� Consequentemente�

n�X
i��

erri � � � �����


e desta forma� os termos irrelevantes para o modelo� contribuir�ao com um
percentual desprez��vel para o ��ndice err� podendo ser eliminados�

Ap�os a sele	c�ao dos termos relevantes para o modelo� calculam
se os
par�ametros originais �i� caso se esteja usando o m�etodo de Gram
Schmidt� ou
seja� este crit�erio permite ao mesmo tempo selecionar a estrutura e estimar
os par�ametros do modelo�

De forma similar� pode
se determinar a estrutura atrav�es da transfor

ma	c�ao de Householder �Chen et al�� ����
� De�nindo�

�yij

� � �

b
�k�
j

a
�k�
j


� para j � k� � � � �M� �����


onde a
�k�
j e b

�k�
j s�ao inicializados da seguinte maneira�

�a
���
j 
� �

NX
i��

��p
���
ij 
��



��
 Detecc��ao de Estrutura ��

b
���
j �

NX
i��

�p
���
ij yi��
� j � �� � � � �M �����


Calculando �P�k� de acordo com as Equa	c�oes �����
 e �����
� �a
�k���
j 
� e

b
�k���
j para j � k % �� � � � �M podem ser determinados por�

�a
�k���
j 
� � �a

�k�
j 
� � ��p

�k�
kj 


��

b
�k���
j � b

�k�
j � �p

�k�
kj y

�k�
k � j � k % �� � � � �M �����


Os regressores selecionados para o modelo ser�ao aqueles que possu��rem

maiores valores de �y
�i�
j 
�� Desta forma� o fator �y

�i�
j 
�	� y�y � corresponde

ao ��ndice �err�i calculado pelo m�etodo de ortogonaliza	c�ao de Gram
Schmidt�
�E importante salientar que� a transforma	c�ao de Householder elimina a

necessidade de se estimarem os par�ametros durante a detec	c�ao de estrutura
como ocorre no m�etodo cl�assico de Gram
Schmidt�

����	 Crit�erios de Informa�c�ao

O AIC �Akaike�s Information Criterion
 �Akaike� ����
 �e um crit�erio es

tat��stico� que veri�ca a redu	c�ao na vari�ancia dos res��duos �a medida que ter

mos s�ao incorporados ao modelo� mas levando em considera	c�ao o princ��pio
da parsim�onia��

Sabendo
se que o n��vel de signi�c�ancia do crit�erio AIC �e dado pelo n��vel
de signi�c�ancia da distribui	c�ao �� com s graus de liberdade�� e valor cr��tico
��s
 � �s� O AIC �e de�nido atrav�es da seguinte express�ao�

AIC��
 � N log�Var��
� % n� �� �����


onde N �e o n�umero de dados de treinamento� Var��
 �e a vari�ancia dos
res��duos� n� �e o n�umero de termos do modelo� � �e o valor cr��tico da dis

tribui	c�ao �� com um grau de liberdade para um dado n��vel de signi�c�ancia�

�O princ��pio da parsim�onia a	rma que� entre dois ou mais modelos candidatos e	cazes
em rela�c�ao �a representa�c�ao da din�amica do sistema� deve�se escolher o modelo com o menor
n�umero de par�ametros independentes 
S�oderstr�om and Stoica� ����
� Tal princ��pio permite
a escolha de um modelo mais 	el �as caracter��sticas do sistema�

�O n�umero de graus de liberdade corresponde �a diferen�ca entre o n�umero de par�ametros
de dois modelos a serem comparados e o n��vel de signi	c�ancia corresponde �a probabilidade
de selecionar�se um modelo com s termos a mais do que o necess�ario�



��
 Detecc��ao de Estrutura ��

Os valores que apresentam melhores resultados s�ao AIC��
 e AIC��
 �Leon

taritis and Billings� ����
 e portanto� os mais utilizados�

O primeiro termo �e relativo �a vari�ancia dos res��duos e o segundo segue o
princ��pio da parsim�onia� que penaliza a complexidade do modelo �Leontaritis
and Billings� ����
� Desta forma� um modelo que inclui todos os termos
candidatos faz com que o primeiro termo da Equa	c�ao �����
 seja m��nimo�
uma vez que a vari�ancia dos res��duos diminui com o aumento do n�umero de
par�ametros� Por outro lado� o n�umero de termos candidatosM sendo elevado�
ocasionar�a valor m�aximo no segundo termo da equa	c�ao� Desta forma� este
crit�erio reduz as chances de se determinar um modelo sobreparametrizado�

Alguns outros crit�erios de informa	c�ao tais como FPE �Final Prediction
Error Technique
� LILC �Khinchin�s Law os Iterated Logarithm Criterion
 e
BIC �Bayesian Information Criterion
 �Kortmann et al�� ����! Leontaritis
and Billings� ����
 tamb�em podem ser usados�

�E importante salientar que� a e�ci�encia dos crit�erios de informa	c�ao de

pender�a das caracter��sticas do processo �Kortmann et al�� ����
� ou seja� tais
crit�erios indicam se um modelo �e adequado do ponto de vista estat��stico�
ou seja� n�ao h�a garantias de que o modelo selecionado ser�a dinamicamente
e�ciente� Por outro lado� a complexidade de um modelo selecionado com
base nos testes estat��sticos �e� geralmente� pr�oxima da complexidade de bons
modelos escolhidos de acordo com sua din�amica� Desta forma� quando o sis

tema a ser identi�cado for n�ao linear� tais crit�erios podem ser utilizados para
reduzir o n�umero de modelos candidatos �Aguirre� ����a
�

Al�em disso� deve
se ter em mente que o n�umero de termos sugerido pelo
crit�erio AIC depender�a da escolha dos termos a serem inclu��dos no modelo�
ou seja� do grau de n�ao linearidade� dos atrasos m�aximos e da ordem de im

port�ancia de�nida pelo algoritmo baseado no ERR� Desta forma� alterando
se
estas condi	c�oes obt�em
se resultados diferentes para o crit�erio AIC�

����� Composi�c�ao dos M�etodos Citados para Detectar a Es�

trutura do Modelo

Em rela	c�ao �a detec	c�ao de estrutura de um modelo NARMAX� pode
se con

siderar duas categorias� detec	c�ao atrav�es de t�ecnicas de crescimento da es

trutura e detec	c�ao atrav�es de t�ecnicas de elimina	c�ao� A abordagem atrav�es
de elimina	c�ao �e mais suscept��vel a problemas num�ericos do que atrav�es de
t�ecnicas de constru	c�ao� Por outro lado� na presen	ca de ru��do� as t�ecnicas
construtivas tendem a selecionar termos desnecess�arios� Desta forma� o ideal
�e ent�ao� utilizar ambas t�ecnicas� A construtiva �e usada para evitar problemas
num�ericos e modelos muito complexos e a eliminativa �e usada para descartar
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Xr

Y1

Ym

Y2

X1

X2

Figura ���� Estrutura gen�erica de uma rede Feedforward� Note que os termos
de polariza	c�ao n�ao est�ao indicados�

termos desnecess�arios do modelo �Aguirre� ����a
� Sendo assim� as t�ecnicas
de agrupamentos de termos s�ao utilizadas para selecionar os agrupamentos
efetivos� Este procedimento reduz o n�umero de termos candidatos para o
modelo e aumentam as chances de se obter um modelo que melhor repre

sente a din�amica do sistema original� Em seguida� utiliza
se o crit�erio da
taxa de redu	c�ao de erro �ERR
 para determinar a ordem de import�ancia dos
termos dos agrupamentos selecionados e o AIC para determinar o n�umero de
termos necess�ario� permitindo selecionar quantos ser�ao escolhidos de acordo
com a ordem de import�ancia indicada pelo ��ndice ERR�

���� Redes Multi�Layer Perceptron

A rede Feedforward indicada na Figura ����
� Multi�Layer Perceptron

�MLP
 �Braga et al�� ����! Haykin� ����
� �e constitu��da de unidades de pro

cessamento elementares� denominadas neur�onios� Nesta estrutura� as sa��das
dos neur�onios de uma determinada camada s�ao conectadas �as entradas da
camada seguinte� atrav�es de conex�oes sin�apticas �pesos
�

A camada de entrada n�ao executa nenhuma transforma	c�ao� apenas passa
os sinais de entrada para os neur�onios da camada seguinte� Em identi�ca	c�ao�
o n�umero de neur�onios da camada de sa��da depende do n�umero de vari�aveis
de sa��da do sistema� O n�umero de neur�onios da camada de entrada �e deter

minado pelo n�umero de vari�aveis de entrada e sa��da do sistema e por seus
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atrasos m�aximos� nu e ny
� e o n�umero de neur�onios das camadas interme


di�arias depende da complexidade dos dados �complexidade do sistema
� Este
tipo de estrutura feedforward com as vari�aveis do processo atrasadas na en

trada da rede �e denominado Time Delay Neural Network 
 TDNN �Lang and
Hinton� ����
�

Sabe
se que� Redes Neurais Arti�ciais com uma camada interna� s�ao ca

pazes de aproximar com certa precis�ao� qualquer fun	c�ao cont��nua� quando
n�ao se faz restri	c�oes sobre o n�umero de nodos ou sobre a ordem de grandeza
dos pesos �Cybenko� ����
� Sendo assim� ser�ao consideradas redes com ape

nas uma camada intermedi�aria� contendo n nodos nesta camada� r entradas
e m sa��das�

A sa��da do j
�esimo neur�onio da camada intermedi�aria� no instante k �e�

yj�k
 � fj�
NrX
i��

wh
ji�k
xi�k
 % bhj �k

 � �����


onde xi �e a i
�esima entrada do nodo� wh
ji s�ao as conex�oes sin�apticas entre

um neur�onio da camada de entrada e outro da camada intermedi�aria� bhj s�ao
termos de polariza	c�ao� yj �e a sa��da do neur�onio j� Nr �e o n�umero de entradas
aplicadas ao neur�onio e fj �e uma fun	c�ao n�ao linear� denominada fun	c�ao de
ativa	c�ao� sendo sigmoidais e tangentes hiperb�olicas as mais utilizadas� A
fun	c�ao de ativa	c�ao da camada intermedi�aria ser�a designada somente por f
indicando que o mesmo tipo de fun	c�ao ser�a escolhido para todos os neur�onios
desta camada�

A sa��da do i
�esimo neur�onio da camada de sa��da �e�

yi�k
 � fi�
nX

j��

wo
j �k
f�

NrX
i��

wh
ji�k
xi�k
 % bhj �k

 % boi �k

 � �����


onde wo
j s�ao os pesos da camada de sa��da� boi s�ao os termos de polariza	c�ao

para esta camada e n �e o n�umero de neur�onios da camada intermedi�aria�
Em identi�ca	c�ao� pode
se considerar a camada de sa��da como sendo lin


ear �Billings and Chen� ����! H"ack and K"ohne� ����
 e n�ao utilizar termos
de polariza	c�ao nesta camada �Billings and Chen� ����
� obtendo
se na sa��da
da rede�

yi�k
 �
nX

j��

wo
jf�

NrX
i��

wh
ji�k
xi�k
 % bhj �k

 � �����


�O n�umero de entradas da rede� aqui considerada� ser�a correspondente ao n�umero nr
de regressores 
����
 de um modelo NARX�
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Pode
se expressar a equa	c�ao acima tamb�em por�

yi�k
 �
nX

j��

wo
jf�vj
 � �����


onde

vj �
NrX
i��

wh
ji�k
xi�k
 % bhj �k
 � �����


A �m de analisar e comparar a estrutura interna da rede com o modelo
polinomial NARMAX� a mesma ser�a decomposta em S�erie de Taylor �H"ack
and K"ohne� ����
�

Seja f�vj
 � tanh�vj
 anal��tica na vizinhan	ca de um ponto a� Decom

pondo f�vj
 em S�erie de Taylor �Kreyszig� ����
� tem
se�

f�vj� �
�X

m��

fm�a�

m�
�vj � a�m � ����	�

Assumindo a � � tem
se�

f�vj� �
f�
�


�
�

f ��
�

��
vj �

f ���
�

��
v�j �

f ����
�

��
v�j �

f IV �
�

	�
v�j �

fV �
�


�
v�j � � � � � ����
�

Calculando as derivadas da fun	c�ao f�vj
 � tanh�vj
�

f ��vj� � sech��vj�

f ���vj� � ��sech��vj�tanh�vj�

f ����vj� � ��sech��vj� � 	sech��vjtanh
��vj�

f IV �vj� � ��sech��vj�tanh�vj�� �sech��vj�tanh
��vj�

fV �vj� � ��sech	�vj�� ��sech��vj�tanh
��vj� � ��sech��vj�tanh

��vj�
���

������

No ponto a � �� as derivadas indicadas em �����
 assumem os seguintes
valores�

f ���
 � �
f ����
 � �
f �����
 � ��
f IV ��
 � �
fV ��
 � �� �

�����
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Substituindo �����
 em �����
� a sa��da do j
�esimo nodo da camada inter

medi�aria ser�a�

yj�k
 � tanh�vj
 � vj � �

�
v�j %

�

��
v�j % � � � � �����


A sa��da da rede contendo uma camada intermedi�aria com n nodos� real

izando fun	c�ao de ativa	c�ao tangente hiperb�olica� r entradas e uma sa��da com
fun	c�ao de ativa	c�ao linear� ser�a�

y�k
 � wo
�tanh�v�
 % � � �% wo

ntanh�vn
 � �����


Substituindo a equa	c�ao �����
 na �����
� tem
se�

y�k
 � wo
��v� �

�

�
v�� %

�

��
v�� % � � ��%� � �%wo

n�vn �
�

�
v�n %

�

��
v�n % � � �� �����


Decompondo vj de acordo com a equa	c�ao �����
� tem
se uma express�ao
para a sa��da da rede�

y�k� � wo
� ��w

h
��x��� � ��wh

�rxr�bh���
�

�
�wh

��x��� � ��wh
�rxr�bh��

��

�

�

�wh

��x��� � ��wh
�rxr�bh��

��� � ���� � ��wo
n��w

h
n�x��� � ��wh

nrxr�bhn��

�

�
�wh

n�x��� � ��wh
nrxr�bhn�

��
�

�

�wh

n�x��� � ��wh
nrxr�bhn�

�� � � �� ������

A �m de ilustrar a Equa	c�ao �����
� considere uma rede com um nodo
na camada intermedi�aria� duas entradas e uma sa��da� Utilizando a equa	c�ao
�����
 para este caso� tem
se�

y�k� � wo
��w

h
��x� � wh

��x� � bh� �
�

�
��wh

��x��
� � �wh

��x��
� � �bh� �

� �

��wh
��x��

�wh
��x� � ��wh

��x��
�wh

��x� � ��bh� �
�wh

��x� �

��bh��
�wh

��x� � �bh��w
h
��x��

� � �bh��w
h
��x��

� �

�bh�w
h
��x�w

h
��x�� � � � �� ������

Supondo que as entradas x� e x� da rede sejam compostas por regressores
origin�arios de agrupamentos distintos e agrupando
se os termos referentes aos
mesmos agrupamentos� tem
se�

y�k� � �wo
�b� �

�

�
wo
��b

h
� �

�� � x��w
o
�w

h
����� �bh� �

��� � x��w
o
�w

h
����� �bh� �

��� �

x����b
h
�w

o
��w

h
���

�� � x����b
h
�w

o
��w

h
���

�� � x�x����bh�w
o
�w

h
��w

h
��� �

x����
�

�
wo
��w

h
���

�� � x����
�

�
wo
��w

h
���

�� � x��x���w
o
��w

h
���

�wh
��� �

x�x
�
���w

o
��w

h
���

�wh
��� � � � � ������
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Renomeando os coe�cientes de cada termo�

y�k
 � a� % a�x� % a�x� % a�x
�
� % a�x

�
� % a�x�x� % a
x

�
� %

a�x
�
� % a�x�x

�
� % a�x

�
�x� % � � � �����


Se as entradas da RNA forem sinais dependentes das vari�aveis de entrada
e sa��da do sistema� bem como de seus respectivos atrasos� o modelo represen

tado em �����
 pode ser visto como um polinomial NARX
� onde o n�umero de
regressores nr do modelo polinomial NARX equivale ao n�umero de entradas
da rede� enquanto que� o grau de n�ao linearidade da rede expandida na for

ma polinomial� depender�a da fun	c�ao polinomial utilizada para aproximar a
fun	c�ao de ativa	c�ao�

Quando o objetivo da identi�ca	c�ao �e recuperar n�ao linearidades est�aticas
provenientes do sistema original� deve
se escolher os regressores e agrupamen

tos adequados� ou seja� aqueles que cont�em informa	c�ao necess�aria para tornar
vi�avel o prop�osito mencionado� Nestes casos� pode
se usar conhecimento a

priori para auxiliar na determina	c�ao da estrutura do modelo �Aguirre et al��
����b
�

Observando a Equa	c�ao �����
 percebe
se que os regressores lineares� quadr�aticos
ou c�ubicos existem devido a um s�o nodo� ou seja� sua presen	ca se deve �a
fun	c�ao de ativa	c�ao e resulta em combina�c�oes diferentes dos mesmos pesos�

Supondo que fosse desej�avel eliminar um agrupamento� a elimina	c�ao de
qualquer que seja o agrupamento� levaria de contrapartida a elimina	c�ao de
algum outro� Por exemplo� se o agrupamento �x�� �e esp�urio� ou impede de
alguma forma a recupera	c�ao da n�ao linearidade est�atica desejada�� o mesmo
deveria ser eliminado do conjunto de agrupamentos poss��veis para o modelo�
No entanto� esta atitude levaria a rede� atrav�es de um processo de detec	c�ao
de estrutura� por exemplo� pruning �Reed� ����
� a eliminar tamb�em a en

trada x� da rede� uma vez que ambos os agrupamentos dependem do peso
wh
��� Observando agora as Equa	c�oes �����
 e �����
� percebe
se que o agru


pamento �x�� ser�a eliminado se seu respectivo coe�ciente a� � �bh�wo
��w

h
��


�

for zero� No entanto� os coe�cientes dos demais agrupamentos que envolvem
a entrada x� da rede� tamb�em dependem do peso wh

��� como por exemplo
o coe�ciente do agrupamento �x� �e igual a a� � wo

�w
h
���� � �bh�


�
� Desta

	Embora o modelo seja n�ao linear nos par�ametros� pois os par�ametros ai s�ao fun�c�oes de
v�arios pesos da rede� o modelo� de certa forma� �e similar ao polinomial NARX�


Cada agrupamento �e respons�avel por representar um tipo de n�ao linearidade presente
nos dados�
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forma� a elimina	c�ao de �x�� ocasionada pela elimina	c�ao de wh
��

� acarretaria
tamb�em a elimina	c�ao dos seguintes agrupamentos� �x�� �x�x�� �x

�
�� �x�x

�
�

e �x��x� �se considerada a s�erie truncada para grau de n�ao linearidade igual
a tr�es� pois caso contr�ario� outros agrupamentos poderiam ser eliminados
�

Sendo assim� embora tanto redes MLPs quanto modelos polinomiais
NARMAX apresentem resultados con��aveis na determina	c�ao de um mod

elo din�amico para o sistema �Billings and Chen� ����! Cassini et al�� ����
�
na recupera	c�ao anal��tica de n�ao linearidades est�aticas� atrav�es de conceitos
de agrupamentos de termos e pontos �xos� modelos polinomiais �Pr"oll and
Karim� ����
 e racionais �Aguirre et al�� ����
 NARX parecem ser mais ad

equados�

���� Outras Representa�c�oes para Sistemas N�ao Lin�

eares

� S�eries de Volterra e Wiener mapeiam entradas passadas na sa��da atual�
resultando em um n�umero excessivo de par�ametros �Chen and Billings�
����
� tornando invi�avel a sua utiliza	c�ao para sistemas de ordem supe

rior a dois �Billings� ����
� S�eries de Volterra podem ser representadas
como se segue�

y�k
 �
�X
i��

hx��ki�u��
� � � � � u�k

� �����


onde hx��ki s�ao kernels de Volterra� que correspondem aos par�ametros
a serem estimados� Para condi	c�oes iniciais nulas� hx��ki �e substitu��do
por hki�

� Modelos por Blocos Orientados s�ao aqueles representados por conex�oes
entre sistemas din�amicos lineares e elementos est�aticos n�ao linear

es �Billings� ����
� ou seja� tais modelos exigem conhecimento a priori

de caracter��sticas est�aticas n�ao lineares �Haber and Unbehauen� ����
�
O que difere do procedimento realizado por modelos polinomiais NAR

MAX� pois embora conhecimento a priori possa ser utilizado para aux


�O peso wh
�� foi aqui escolhido para exempli	car a quest�ao� uma vez que os demais

pesos acarretam maiores problemas� A elimina�c�ao do peso wo
� seria equivalente a eliminar

o modelo em quest�ao� A elimina�c�ao do termo de polariza�c�ao bh� vem por sua vez� interferir
em uma maior quantidade de agrupamentos� inclusive alguns envolvendo a entrada x� e o
termo constante� Sendo assim� n�ao foram consideradas tais possibilidades�
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iliar na determina	c�ao da estrutura do modelo� esta n�ao �e uma condi	c�ao
estritamente necess�aria �Aguirre et al�� ����b
�

V�arias estruturas para sistemas n�ao lineares podem ser consideradas como
casos particulares do modelo NARMAX �����
�

� Modelos Lineares� Caso um sistema seja operado pr�oximo ao ponto de
equil��brio� um modelo linear pode ser utilizado para aproximar f��
� No
entanto� o uso de tais representa	c�oes �e bastante restrito� j�a que �e um
modelo polinomial de grau um e na pr�atica fun	c�oes polinomiais de grau
superior podem ser requeridas� a�m de aproximar com maior precis�ao
o sistema em quest�ao �Chen and Billings� ����
�

� Modelos Lineares por Partes� S�ao aqueles que separam os dados em
v�arias faixas de opera	c�ao� permitindo a utiliza	c�ao de modelos linear

es �C	 inar� ����
� A di�culdade de tais modelos� na pr�atica� deve
se
�a necessidade da determina	c�ao de uma vizinhan	ca� para a qual o sis

tema ser�a considerado linear �Aguirre� ����a
� al�em de n�ao fornecer�
em muitos casos� a precis�ao necess�aria� sendo sua utiliza	c�ao bastante
restrita �Chen and Billings� ����
�

� Modelos Bilineares t�em como forma geral�

y�k
 � a� %

nyX
i��

aiy�k � i
 %
nuX
i��

biu�k � i
 %

nyX
i��

nuX
j��

cijy�k � i
u�k � j


�����

Percebe
se que a representa	c�ao acima �e um caso particular do NAR

MAX �Chen and Billings� ����
� para grau de n�ao linearidade igual a
dois�

� Modelos Racionais t�em a seguinte forma�

y�k
 �
b�y�k � �
� � � � � y�k � ny
� u�k � �
� � � � � u�k � nu



a�y�k � �
� � � � � y�k � ny
� u�k � �
� � � � � u�k � nu


� �����


onde a��
 e b��
 s�ao polin�omios de grau �nito �Chen and Billings� ����
�

� Modelos Output�A	ne� Consiste em uma fun	c�ao� f��
� �nitamente re

aliz�avel e polinomial limitada� satisfazendo a seguinte equa	c�ao �Chen
and Billings� ����
�
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y�k
 �

nyX
i��

ai�u�k � �
� � � � � u�k � ny



a��u�k � �
� � � � � u�k � ny


y�k � i
 %

any���u�k � �
� � � � � u�k � ny



a��u�k � �
� � � � � u�k � ny


�����


Assim� modelos lineares� bilineares� lineares por partes� racionais� output�
a	ne e polinomiais s�ao casos particulares do NARMAX �����
� Os modelos
lineares e bilineares s�ao casos particulares do polinomial NARMAX� enquanto
que os lineares por partes apresentam alguns incovenientes j�a citados anterior

mente� Al�em disso� os modelos polinomiais NARMAX apresentam vantagem
em rela	c�ao aos modelos racionais e aos modelos output�a	ne� uma vez que o
primeiro �e linear nos par�ametros �Chen and Billings� ����
� Devido a estas
raz�oes o polinomial NARMAX ser�a utilizado neste trabalho�

���� Valida�c�ao do Modelo

A valida	c�ao �e o procedimento �nal da identi�ca	c�ao de sistemas� sendo efetu

ada ap�os a determina	c�ao da estrutura e estima	c�ao de par�ametros e tem como
objetivo checar se o modelo �e capaz de representar a din�amica do sistema
em quest�ao e se o modelo �e n�ao polarizado� Um modelo polarizado pode
ser capaz de predizer a resposta do sistema quando usa
se a mesma massa
de dados da estima	c�ao� mas o mesmo pode n�ao ocorrer para uma massa de
dados diferente �Billings and Tao� ����
�

Uma estrutura sobreparametrizada resulta em c�alculos computacionais
desnecess�arios tanto para estimar os par�ametros� quanto para utilizar o mod

elo estimado� Al�em disso� um modelo sobreparametrizado �e geralmente im

preciso �#Astr"om and Wittenmark� ����
�

Na procura de um modelo �ideal devem ser observadas as seguintes
quest�oes� se o modelo encontrado �e $ex��vel o su�ciente e se o modelo �e
desnecessariamente complexo� ou colocando de outra forma� se o modelo �e
con��avel do ponto de vista do prop�osito desejado�

������ Valida�c�ao Estat��stica

Quando um m�etodo de m��nimos quadrados �e utilizado para estimar os
par�ametros de uma determinada estrutura� obtem
se um modelo com valores
m��nimos para a fun	c�ao custo �Equa	c�ao �����

� mas no entanto� se a estrutura
escolhida for inadequada� o modelo ser�a ine�ciente em rela	c�ao �a representa	c�ao
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de din�amicas provenientes do sistema original� Se os res��duos s�ao autocorrela

cionados ou correlacionados com qualquer dos regressores� o estimador ser�a
polarizado� A �m de detectar estes problemas� usam
se crit�erios estat��sticos
como testes de correla	c�ao e distribui	c�ao Q
quadrada� Neste trabalho ser�ao
utilizados apenas os testes de correla	c�ao�

Para sistemas lineares� as seguintes fun	c�oes de correla	c�ao podem ser uti

lizadas�

�����
 � ���
�

�u���
 � � � �� �����


No entanto� tais fun	c�oes de correla	c�ao falham� na maioria das vezes� quan

do o sistema a ser identi�cado �e n�ao linear� Torna
se� portanto� necess�aria
a utiliza	c�ao de fun	c�oes de correla	c�ao n�ao lineares �Billings and Fadzil� ����!
Billings and Tao� ����! Billings and Voon� ����! Billings and Zhu� ����a
�
tais como�

������
 � � � ��

���u��
 � � � ��

�u�����
 � � � ��

�u������
 � � � �� �����


��y�����
 � � � ��

��y�u���
 � � � ��

������� ��
 � ���
�

Na pr�atica� as esperan	cas matem�aticas s�ao estimadas� uma vez que N tem
valor �nito� Sendo assim� ao inv�es de veri�car se as fun	c�oes de correla	c�ao s�ao
nulas� estabelecem
se intervalos de con�an	ca� nos quais tais fun	c�oes devem
estar limitadas� Estes intervalos s�ao de�nidos por ��� ��	pN � onde N �e o
n�umero de dados�

Ent�ao� no caso de sistemas n�ao lineares� se qualquer das fun	c�oes �����
e ����
 estiver fora do intervalo de con�an	ca diz
se que de alguma forma o
modelo n�ao �e satisfat�orio� No entanto� n�ao se pode a�rmar qual termo est�a
ausente� ou se �e um termo linear ou n�ao� nem mesmo se a falha est�a no
modelo do ru��do ou do processo� uma vez que as fun	c�oes de correla	c�ao n�ao
lineares s�ao capazes de detectar tanto problemas em termos lineares quanto
em n�ao lineares �Billings and Fadzil� ����! Billings and Voon� ����! Billings
and Zhu� ����a
�
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Em �Billings and Fadzil� ����! Billings and Tao� ����! Billings and Voon�
����! Billings and Zhu� ����b! Stoica et al�� ����
 podem ser encontradas
descri	c�oes mais detalhadas das fun	c�oes de correla	c�ao utilizadas para vali

dar estatisticamente o modelo e em �Billings and Zhu� ����a
 os testes de
valida	c�ao estat��stica utilizando fun	c�oes de correla	c�ao s�ao estendidos para sis

temas MIMO �Multivariable Input Multivariable Output
�

Na aplica	c�ao do modelo para predi	c�ao� ou seja� utilizando
se uma massa
de dados diferente da usada na estima	c�ao� pode
se atrav�es dos par�ametros
calculados� estimar o valor da sa��da� predizendo um passo �a frente� recalcu

lando os res��duos e determinando a fun	c�ao de autocorrela	c�ao desses �ultimos�
Isto permite� ent�ao escolher o modelo que apresentar menores valores dos
res��duos de valida	c�ao� Este procedimento pode ser justi�cado pelo fato do
m�etodo de m��nimos quadrados minimizar a fun	c�ao custo �equa	c�ao ����
� con

siderando apenas os res��duos de estima	c�ao �Stoica et al�� ����
�

O crit�erio de valida	c�ao estat��stica garante� em princ��pio� apenas que n�ao
existem correla	c�oes entre os res��duos� ou entre res��duos e a entrada e assim
por diante� ou seja� os res��duos s�ao imprediz��veis e o modelo �e adequado do
ponto de vista estat��stico�

No entanto� os modelos validados estatisticamente podem n�ao apresentar
o mesmo comportamento din�amico que os sistemas originais �Aguirre and
Billings� ����
� Desta forma �e usado um outro crit�erio de valida	c�ao� a �m de
veri�car a �delidade do modelo considerado� denominado valida	c�ao din�amica�

������ Valida�c�ao Din
amica

�E entendido por valida	c�ao din�amica a compara	c�ao do comportamento
din�amico do sistema e do modelo identi�cado� Um exemplo s�ao as predi	c�oes
do modelo� que para um modelo linear s�ao dadas por�

�yk � %�������
�yk�� % � � �% ������ny
�yk�ny %
�������
uk�� % � � �

%������nu
uk�nu � �����


A recurs�ao �e inicializada com amostras da sa��da experimental desde y�
at�e yny � e a partir da�� s�ao utilizados apenas valores da sa��da simulada�

Caracter��sticas din�amicas provenientes do sistema original n�ao recuper

adas pelo modelo� bem como regimes esp�urios apresentados pelo mesmo� cau

sados por de�ci�encias na estrutura do modelo� pobre estima	c�ao de par�ametros
ou de tempo morto� s�ao problemas facilmente detectados �por�em n�ao diag

nosticados
 atrav�es deste teste� uma vez que os erros s�ao cumulativos�
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Em alguns casos podem ser usados expoentes de Lyapunov� diagramas
de bifurca	c�ao� mapas e se	c�oes de Poincar�e e dimens�ao de correla	c�ao �Aguirre
and Billings� ����
�

���	 Algoritmo Recursivo com Fator de

Esquecimento

Enquanto os algoritmos de estima	c�ao em batelada processam todas as
amostras da massa de dados simultaneamente� obtendo uma �unica estimativa
dos par�ametros do modelo� os m�etodos de estima	c�ao recursiva processam os
dados experimentais seq"uencialmente� atualizando os par�ametros do modelo
a cada per��odo de amostragem �Ljung� ����
�

Tanto a identi�ca	c�ao em batelada� quanto a recursiva s�ao largamente
utilizadas� A escolha do m�etodo depende do tipo de problema e do sistema
a ser identi�cado�

Para sistemas invariantes no tempo ambas abordagens podem ser usadas�
Por outro lado� quando o sistema �e variante no tempo� a estima	c�ao recursiva
�e� na maioria dos casos� mais adequada� Isto ocorre porque se processa ca

da amostra de uma vez e� embora os valores anteriores tenham in$u�encia no
c�alculo atual� a quantidade de informa	c�ao anterior utilizada na estima	c�ao atu

al pode ser ponderada� Desta forma� pode
se atribuir maior peso �as amostras
atuais do que �as passadas� proporcionando uma estimativa mais con��avel aos
dados experimentais�

Em muitas aplica	c�oes reais� �e desej�avel ter um modelo dispon��vel on�
line� No caso de sistemas invariantes no tempo� pode ser utilizado para
detec	c�ao de falhas� No caso de sistemas variantes no tempo� a utiliza	c�ao da
identi�ca	c�ao on�line �e mais ampla� como por exemplo� predi	c�ao e controle
em tempo real� Sendo assim� nas aplica	c�oes on�line� pode
se utilizar um
algoritmo recursivo para atualizar os par�ametros do modelo de acordo com
as varia	c�oes no sistema� �a medida que os dados s�ao disponibilizados �Ljung�
����
�

Desta forma� a identi�ca	c�ao em batelada �e utilizada quando a estimativa
s�o �e requerida uma vez� ou �e �unica para toda a massa de dados �Norton�
����
� sendo assim� sua aplica	c�ao mais comum �e para estima	c�ao o
�line de
par�ametros� Ao passo que� a identi�ca	c�ao recursiva pode ser utilizada tan

to on�line� quanto o
�line� para sistemas variantes ou invariantes no tempo�
uma vez que permite a atualiza	c�ao dos par�ametros do modelo� No caso mono

vari�avel� a identi�ca	c�ao recursiva tem ainda como vantagem a n�ao necessidade
de c�alculo da inversa da matriz normal� j�a que a estima	c�ao �e realizada passo
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a passo�
Embora a estima	c�ao recursiva seja muito utilizada para encontrar mode


los capazes de representar sistemas variantes no tempo� a detec	c�ao da estru

tura destes modelos atrav�es de algoritmos recursivos �e muitas vezes dif��cil e
desnecess�aria �Pr"oll and Karim� ����
� Desta forma� �e muito comum escolher
uma estrutura de modelo utilizando a identi�ca	c�ao em batelada e estimar os
par�ametros do mesmo de forma recursiva�

Algumas aplica	c�oes da estima	c�ao recursiva s�ao �Norton� ����
�
� Identi�ca	c�ao on�line para por exemplo� predi	c�ao e controle em tempo

real�

� Identi�ca	c�ao o
�line� para sistemas variantes ou invariantes no tem

po� No caso de sistema variantes no tempo pode
se acompanhar as
varia	c�oes da din�amica do sistema� atrav�es da inser	c�ao de um fator de
esquecimento no algoritmo�

Uma descri	c�ao do processo de identi�ca	c�ao recursiva est�a indicada na
Figura ����

A matriz de covari�ancia do estimador� Pk
�� �e atualizada de acordo com a

equa	c�ao �����
� e indica o qu�ao con��avel �e a estimativa no instante k �Norton�
����
�

Pk � Pk�� � Pk��XkX
T
kPk��

� %XT
kPk��Xk

� �����


Os par�ametros do modelo ser�ao ajustados como se segue�

�
k � �
k�� %Gkvk � �����


onde Gk � PkXk e vk � �yk �XT
k
�
k��
� s�ao o ganho e a inova	c�ao� respec


tivamente�
A sa��da estimada ser�a�

�yk � XT
k
�
k � �����


As equa	c�oes �����
 e �����
 n�ao conseguem� na maioria dos casos� acom

panhar varia	c�oes no sistema ao longo do tempo� O problema �e que o ganho
Gk torna
se pequeno �a medida que o tempo aumenta� Isto ocorre porque

�Nesta se�c�ao Pk indica matriz de covari�ancia do estimador na itera�c�ao k�
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Figura ���� Diagrama de blocos ilustrando o processo de ajuste de par�ametros
na estima	c�ao recursiva� Pk�� �e a matriz de covari�ancia de �
k��� Xk �e o vetor
de regress�ao no instante k� yk �e a sa��da medida� �y �e a sa��da estimada e vk �e
a inova	c�ao�
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a matriz de covari�ancia dos par�ametros Pk diminui indicando um aumen

to de �con�an	ca nas estimativas com o passar do tempo� Desta forma�
altera	c�oes ocorridas ap�os um longo intervalo de tempo quase n�ao s�ao perce

bidas pelo estimador� pois mesmo que �yk �XT

k
�
k��
 seja grande� Gk ser�a

pequeno� Deve
se portanto� se necess�ario� alterar Pk de forma a aumentar
o ganho Gk� permitindo assim perceber desvios nos valores dos par�ametros
estimados decorrentes de varia	c�oes de din�amica �Norton� ����
� Uma forma
de alterar Pk �e atribuir um maior peso �as estimativas recentes do que �as
passadas� Modi�cando a matriz de covari�ancia Pk e o ganho Gk� obtem
se�

Pk � Pk�� � wkPk��XkX
T
kPk��

� % wkX
T
kPk��Xk

� �����


e

Gk � wkPkXk � �����


Substituindo Pk por P�k � wkPk e incluindo um fator de esquecimento
�k � wk��	wk em �����
� tem
se�

P�k �
�

�k

�
P�k�� �

P�k��XkX
T
kP

�

k��

�k %XT
kP

�

k��Xk

�
� �����


onde �k �e um n�umero que indica o montante de informa	c�ao relevante existente
na �ultima amostra �Ljung� ����
� sendo denominado o fator de esquecimento
e que normalmente� varia entre �� �� e �� �� �Norton� ����
� Neste caso� o
ganho Gk indicado na equa	c�ao �����
 ser�a igual a Gk � P�kXk�

Na maioria dos casos� a matriz de covari�ancia �e inicializada com valores al

tos �#Astr"om and Wittenmark� ����! Ljung� ����
� indicando baixa con�an	ca
nos par�ametros iniciais� No entanto� como na estima	c�ao recursiva �e permi

tido utilizar informa	c�ao a priori para inicializar os vetores de par�ametros�
pode
se estimar os par�ametros utilizando um m�etodo de m��nimos quadrados
em batelada e utilizar tais valores para inicializar a recurs�ao �Norton� ����
�
Isso evita� em alguns casos� converg�encia lenta dos par�ametros estimados�

���
 Coment�arios

Sistemas n�ao lineares s�ao� na maioria dos casos� melhor representados por
modelos n�ao lineares� por incorporar as n�ao linearidades intr��nsecas aos sis

temas originais� bem como permitir a reprodu	c�ao e an�alise de fen�omenos que
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ocorrem nos referidos sistemas� como por exemplo� bifurca	c�ao e caos �Aguirre
and Billings� ����a
�

Mesmo quando o objetivo do modelo �e controlar um sistema n�ao linear
em sua regi�ao de opera	c�ao linear� ainda constitui vantagem determinar um
modelo n�ao linear� pois o mesmo ser�a v�alido para uma faixa de opera	c�ao mais
ampla �Billings and Fadzil� ����
�

A escolha de uma estrutura para representar um determinado sistema
est�a intimamente ligada ao objetivo �nal do modelo� Sistemas que apresen

tam caracter��sticas est�aticas n�ao lineares� s�ao necessariamente n�ao lineares�
Contudo� a utiliza	c�ao de um modelo n�ao linear para representar a din�amica
do sistema depender�a das caracter��sticas din�amicas do mesmo� como por ex

emplo� varia	c�oes das constantes de tempo� Pode
se dizer ent�ao que� tais
sistemas podem ser representados por modelos lineares ou n�ao� dependen

do das caracter��sticas do sistema� do grau de con�abilidade exigido para o
modelo� e do prop�osito para o qual o modelo foi encontrado� Se o objetivo �e
encontrar um modelo que melhor represente a din�amica do sistema original�
um modelo linear pode� em alguns casos� ser utilizado� Se no entanto� o
objetivo �e recuperar as n�ao linearidades est�aticas presentes no sistema� um
modelo n�ao linear �e mais adequado�



Cap��tulo �

Identi�ca�c�ao em Batelada

	�� Introdu�c�ao

Neste cap��tulo ser�a feita a identi�ca	c�ao de um sistema onde deseja
se modelar
a rela	c�ao entre a tens�ao el�etrica aplicada a um ferro de solda e a temperatu

ra correspondente� de forma a tornar vi�avel a estima	c�ao da caracter��stica
est�atica n�ao linear do sistema� Al�em disso� deseja
se que o modelo escolhido
seja satisfat�orio dinamicamente� ou seja� o modelo deve ser capaz de repre

sentar a din�amica do sistema e estimar a caracter��stica est�atica n�ao linear�

O cap��tulo est�a organizado como se segue� na se	c�ao ��� �e feita a descri	c�ao
do sistema a ser identi�cado� na se	c�ao ��� s�ao apresentados os resultados dos
testes realizados para identi�car o sistema� na se	c�ao ��� s�ao realizados testes
para detec	c�ao de n�ao linearidades nos dados� na se	c�ao ��� de�ne
se a taxa de
amostragem para detec	c�ao de estrutura e estima	c�ao de par�ametros� na se	c�ao
��� �e feita a an�alise de agrupamentos de termos e na seguinte utiliza
se um
crit�erio de informa	c�ao a �m de ajudar na detec	c�ao da estrutura do modelo�
Finalmente� s�ao apresentados alguns modelos para representar o sistema�

	�� Descri�c�ao do Sistema

O sistema utilizado �e mostrado na Figura ��� e seu diagrama de blocos na
Figura ���� A entrada e sa��da do sistema s�ao� respectivamente� a tens�ao
el�etrica no divisor de tens�ao� e a tens�ao de sa��da do circuito ampli�cador�
Ambos sinais foram coletados por uma placa de aquisi	c�ao de dados �PCL
���s
�

�O divisor de tens�ao �e de tal forma que uma varia�c�ao de �����V no varivolt corresponda
a uma varia�c�ao de �� �V na entrada do sistema�

��
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�a


�b


Figura ���� Sistema� �a
 Detalhe � �b
 Detalhe ��
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VARIVOLT

VENTILADOR

TRAFO
RETIFICADOR /

DIVISOR TENSÃO

FONTE 12V

AMPLIFICADOR

PLACA DE
AQUISIÇÃO

FERRO SOLDA /
TERMOPAR

Figura ���� Diagrama de Blocos do Sistema�

O conjunto transformador
reti�cador
divisor de tens�ao objetiva condi

cionar o sinal de entrada do sistema de forma a se obter um outro sinal na
faixa de medi	c�ao da placa�� Portanto� o sinal lido pela placa n�ao �e o sinal de
tens�ao aplicado na entrada do sistema� mas �e representativo do mesmo�

Usando
se um varivolt aplica
se uma tens�ao na faixa de �����V no ferro
de solda� Esta tens�ao �e reduzida pelo transformador passando a estar na
faixa de �� ��V� que ser�a reti�cada� A tens�ao cont��nua �e aplicada ao divisor
de tens�ao que ir�a ajust�a
la a uma faixa de �� �V�

As varia	c�oes de temperatura ocorridas no ferro de solda� decorrentes das
respectivas varia	c�oes de tens�ao na sua entrada� s�ao medidas pelo termopar
acoplado ao ferro de solda� As varia	c�oes de tens�ao nos terminais do termopar
s�ao ampli�cadas usando
se um ampli�cador de instrumenta	c�ao para uma
faixa de �� �V e enviadas para a placa de aquisi	c�ao�

O ventilador alimentado em ���V �e utilizado para resfriar o ferro de solda�
variando o ganho est�atico do sistema� conforme explicado com mais detalhes
no restante do cap��tulo�

�Limites de tens�ao para a placa de aquisi�c�ao utilizada� � � �V ou � � ��V� Sendo
selecionada a faixa �� �V�
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	�	 Testes

A �m de coletar os dados para a identi�ca	c�ao� foram realizados os seguintes
testes com o ventilador ligado e desligado�

� Testes Preliminares em Degrau!

� Testes Est�aticos!

� Testes Din�amicos�

	�	�� Testes em Degrau

Os testes em degrau t�em por �nalidade estimar as constantes de tempo dom

inantes do sistema� Para o degrau positivo obteve
se um valor igual a �� ��
min e para o degrau negativo o obtido foi �� �� min� Desta forma� os testes
est�aticos ser�ao realizados com degraus positivos� aguardando um per��odo de
�� min para permitir que o sistema estabilize�

	�	�� Testes Est�aticos

Os testes est�aticos fornecem a curva est�atica� curva em regime permanente�
do sistema� Dentre os testes realizados foram selecionados apenas tr�es� sendo
dois com o ventilador desligado e um com o mesmo ligado� As caracter��sticas
est�aticas obtidas est�ao representadas pelas Figuras ���� ��� e ���� onde as
grandezas est�ao indicadas em pu� Sendo �pu correspondente a ���V na
tens�ao de entrada e a ���� ���C na temperatura do ferro de solda�

Cada teste teve dura	c�ao total de tr�es horas� Para cada ponto no gr�a�co��
variou
se a tens�ao no varivolt e� ap�os estabilizada a temperatura� realizou
se
a medi	c�ao da tens�ao de sa��da do ampli�cador�

O ganho do sistema depende da temperatura ambiente� Uma varia	c�ao
de apenas � �quatro
 graus Celsius na mesma provocou varia	c�oes sens��veis
na temperatura do ferro de solda� Isso pode ser observado comparando
se as
Figuras ��� e ���� Sendo a tens�ao de entrada igual a �� ��pu� a temperatura
do ferro de solda correspondente �e igual a �� ��pu para temperatura ambiente
igual a ���C e �� ��pu para temperatura ambiente igual a ���C � Este fato
vem incentivar a id�eia de estima	c�ao recursiva dos par�ametros do modelo� pois
desta forma o modelo ser�a capaz de acompanhar as altera	c�oes ocorridas no
ambiente�

�Vale salientar que os dados apresentados s�ao discretos� sendo que estes foram ligados
no gr�a	co para facilitar a sua visuliza�c�ao�
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	�	�	 Testes Din
amicos

Os testes din�amicos t�em por �nalidade fornecer a massa de dados que ser�a
utilizada na identi�ca	c�ao do modelo� Foram realizados dois testes din�amicos�
o primeiro com o ventilador desligado e o segundo com o mesmo alimentado
em ���V� Trechos das respectivas massas de dados est�ao indicadas nas Fig

uras ��� e ���� Tais testes foram realizados a uma temperatura ambiente de
�� graus Celsius por um per��odo de quatro horas� com taxa de amostragem
igual a �s� resultando em um total de ���� pontos para o primeiro teste e ����
para o segundo� persistindo para ambos os casos um n�umero aproximado de
��� patamares de � min �aproximadamente �� amostras por patamar
�

As autocorrela	c�oes dos sinais de entrada indicadas nas Figuras ��� e ���
correspondem aos testes din�amicos com o ventilador desligado e ligado� re

spectivamente� Tais �guras revelam o car�ater aleat�orio dos sinais usados� A
rigor� para que tais sinais tivessem fun	c�oes de autocorrela	c�ao tipicamente de
sinais aleat�orios� eles precisariam ser dizimados de um fator de ���

	�
 Detec�c�ao de N�ao Linearidades

Como j�a mencionado anteriormente� um dos primeiros passos para a identi�

ca	c�ao de um sistema� �e veri�car se o mesmo exibe ou n�ao din�amica n�ao linear�
o que sugerir�a a escolha de um modelo n�ao linear� Desta forma� pode
se uti
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lizar as fun	c�oes de correla	c�ao de�nidas na se	c�ao ��� para detectar presen	ca
de n�ao linearidades nos dados experimentais�

Seja a seguinte fun	c�ao de correla	c�ao �Haber� ����
�

�xy���
 � E�x�t% �
y��t
� ����


onde x�k
 � �u���k
 � u���k
�	���u���k

� Se o sistema for linear �xy���
 �
�� � � �

De forma similar� a fun	c�ao de correla	c�ao �Haber� ����
 indicada em ����

tamb�em pode ser utilizada para detectar presen	ca de n�ao linearidades nos
dados�

�vy���
 � E�v�t% �
y��t
� � ����


onde v � �y
��� y���k
�	��y

���k

� Neste caso� o sistema ser�a linear se �vy���

for igual a zero � � �

Observando agora as Figuras ���� e ����� para a massa de dados� din� ��
e as Figuras ���� e ����� para massa de dados � din� �� e conforme descrito
em �Billings and Voon� ����! Haber� ����
� os valores fora do intervalo de
con�an	ca indicam a presen	ca de n�ao linearidades nos dados�
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	�� Taxa de Amostragem

A determina	c�ao da taxa de amostragem para a detec	c�ao de estrutura e esti

ma	c�ao de par�ametros �e realizada com base nos testes de correla	c�ao linear e
n�ao linear �Aguirre� ����
� Tais fun	c�oes est�ao indicadas nas Figuras ���� e
���� para a massa de dados � din� � e nas Figuras ���� e ���� para a massa
de dados � din� ��

Sendo o instante do primeiro m��nimo para a massa � din� � igual a
�m � �� � � � ���s� A taxa de amostragem de trabalho� deve ser�

�m
��

� Ts � �m
�

 ��� � � Ts � �� � ����


Para a massa � din� � o instante do primeiro m��nimo igual a �m �
��� �� � � � ���s� A taxa de amostragem de trabalho deve ser�

�m
��

� Ts � �m
�

 ��� � � Ts � �� � ����


Para �ns pr�aticos ser�a usada a mesma taxa de amostragem tanto para a
massa � din� � quanto para a � din� �� que ser�a igual a ��s� No entanto�

�Taxa de amostragem de trabalho refere�se �a utilizada para detec�c�ao de estrutura e
estima�c�ao dos par�ametros do modelo�
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�e importante salientar que� procedendo desta maneira� a massa � din� �
ainda estar�a um pouco superamostrada�

Baseando
se na taxa de amostragem de�nida acima� os dados de entrada
e sa��da foram dizimados� passando agora para uma taxa de amostragem de
��s� equivalente a cinco amostras por patamar� o que resulta em ���� pontos
para identi�ca	c�ao� As massas de dados dizimadas para os testes din�amicos
com o ventilador desligado e ligado est�ao representadas nas Figuras ���� e
����� respectivamente�

	�� An�alise de Agrupamentos de Termos e

Coe�cientes de Agrupamentos

Um agrupamento de termos �e de�nido como o conjunto de todos os agru

pamentos do mesmo tipo e seus coe�cientes como a soma de todos os coe�

cientes do agrupamento �Aguirre� ����b
�

A an�alise de agrupamentos de termos permite� em alguns casos� detectar
agrupamentos esp�urios� Um agrupamento esp�urio n�ao deve ser inclu��do no
modelo� uma vez que tal agrupamento tende a aumentar a complexidade
do modelo� podendo causar problemas como mal condicionamento n�umerico�
al�em de gerar� em muitos casos� comportamentos esp�urios n�ao existentes no
sistema original �Aguirre and Billings� ����a
�

Ap�os terem sido determinados os agrupamentos candidatos ao modelo�
de acordo com a ordem e grau de n�ao linearidade pr�e
de�nidos� s�ao tra	cados
gr�a�cos que permitir�ao fazer a an�alise de agrupamentos de termos� detectan

do agrupamentos possivelmente esp�urios� Tais gr�a�cos ilustram as varia	c�oes
dos coe�cientes de agrupamentos de termos �a medida que o n�umero de termos
do modelo �e alterado�

Com base nos gr�a�cos de coe�cientes de agrupamentos em fun	c�ao do
n�umero de termos� identi�ca
se um agrupamento esp�urio quando�

� seu coe�ciente possui valor irrelevante comparado aos demais�

� quando o mesmo oscila em torno de zero �a medida que o n�umero de
termos aumenta�

� quando o surgimento do referido agrupamento ocorre somente para um
n�umero elevado de termos�

A primeira condi	c�ao deve
se ao fato de que alguns termos podem ter
coe�cientes signi�cantes� mas cancelarem
se entre si e a segunda que um
coe�ciente de agrupamento oscilat�orio revela inconsist�encia dos par�ametros
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estimados� A terceira� por sua vez� vem evitar problemas de mal condiciona

mento num�erico� j�a que as chances de ocorrerem tais problemas aumentam
�a medida que o n�umero de termos aumenta �Aguirre� ����b
�

A an�alise de agrupamentos de termos tanto para a massa de dados �
din� �� quanto para � din� �� Figuras ���� e ����� foi realizada ap�os de�nido
o fundo de escala que �e igual a cinco� evitando prov�aveis erros de an�alise
referentes �a ordem dos agrupamentos�

An�alises dos agrupamentos de termos das massas de dados � din� ��
Figura ����
a� b� e� � din� �� Figura ����
a� b� e� sugerem que os agrupamen

tos �y� �y� � �u� sejam efetivos� uma vez que os m�odulos de seus respectivos
coe�cientes n�ao s�ao desprez��veis se comparados aos demais� al�em de que n�ao
ocorre troca de sinal para tais coe�cientes� No entanto� se observadas as
Figuras ����
j e ����
j� percebe
se que o termo constante s�o surge ap�os o ��o&
e ��o& termo� respectivamente� podendo ser considerado esp�urio�

An�alise da Figura ����
c� h sugerem que os agrupamentos �y� e �u�y

sejam esp�urios� uma vez que s�o aparecem ap�os o ��o& e ��o& termo� respecti

vamente�

Analisando agora as varia	c�oes dos coe�cientes de agrupamentos para a
massa de dados � din� �� Figura ����
d� i� observa
se que o agrupamento �u

s�o surge ap�os o ��o& termo e o agrupamento �uy� ap�os o ��o& termo� Desta
forma� a an�alise de agrupamentos sugere que� no caso da massa de dados
� din� �� os agrupamentos �u e �uy� sejam esp�urios�

Com base nas an�alises de agrupamentos descritas aqui� veri�cou
se que
alguns agrupamentos� tais como �y� e �u�y� podem ser esp�urios para uma
massa de dados e efetivos para a outra� Desta forma� �e f�acil veri�car que
a import�ancia de um determinado agrupamento est�a relacionada com a in

forma	c�ao contida nos dados� ou seja� podem existir din�amicas no sistema
n�ao excitadas pela entrada utilizada por um determinado teste que� no en

tanto� est�ao presentes em uma outra massa de dados� Isto pode acarretar
em resultados diferentes na an�alise de agrupamento de termos� com a conse

qu�encia de se ter um modelo com estrutura um pouco mais complexa do que
o necess�ario�

Observa
se tamb�em que a an�alise de agrupamentos de termos ir�a auxiliar
na escolha do grau de n�ao linearidade� ou seja� se todos os agrupamentos de
um mesmo grau forem considerados esp�urios� t�em
se uma indica	c�ao de que o
grau de n�ao linearidade escolhido n�ao �e adequado�
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	�
 Uso de Crit�erios de Informa�c�ao

O crit�erio de informa	c�ao utilizado foi o AIC��
� que �e dado por�

AIC��
 � N log�Var��
� % �n� � ����


onde Var��
 corresponde �a vari�ancia dos res��duos� N �e o n�umero de dados
utilizado para identi�car o modelo� sendo� neste caso� igual a ��� e n� corre

sponde ao n�umero de termos do modelo�� que foi variado de � a ���

Desta forma� ap�os de�nir grau de n�ao linearidade igual a tr�es� atrasos
m�aximos na entrada e na sa��da iguais a dois e cinco termos de ru��do� foram es

timados os par�ametros do modelo utilizando o m�etodo de m��nimos quadrados
ortogonal� e atrav�es do crit�erio baseado no algoritmo ERR� foram seleciona

dos automaticamente os termos que mais explicavam a vari�ancia da sa��da�
obtendo ent�ao as Figuras ���� e ����� �E importante� portanto� mencionar
que o n�umero de termos escolhido pelo crit�erio AIC depender�a da sele	c�ao
realizada pelo algoritmo ERR�

O AIC��
 sugere um modelo com aproximadamente cinco termos� j�a que
tais casos apresentam valores m��nimos para as Figuras ���� e ����� �E im

portante salientar que� crit�erios de informa	c�ao t�em por �nalidade auxiliar na

�O grau de n�ao linearidade utilizado foi tr�es� que resulta em trinta e cinco termos
candidatos�
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detec�c�ao da estrutura do modelo� ou seja� h�a casos em que um n�umero maior
ou menor de termos �e requerido para atender ao prop�osito desejado�

	�� Modelos Identi�cados em Batelada

Foram utilizadas as massas de dados dizimadas indicadas nas Figuras ����
e ���� para identi�car modelos para o sistema� Sendo que os ��� primeiros
pontos foram utilizados para encontrar os modelos e os pontos restantes para
valida	c�ao dos mesmos�

Assim procedendo� uma vez escolhido o grau de n�ao linearidade l foram
determinados modelos com o n�umero de termos sugerido pelo crit�erio AIC��
�
Desta forma� selecionou
se modelos com n�umero de termos np em torno de
cinco
 e por tentativa� determinou
se os atrasos m�aximos� ny� nu e ne� Al�em
disso� foram utilizados cinco termos lineares de ru��do� de forma a minimizar
a polariza	c�ao dos par�ametros do modelo�

Escolhidos ent�ao� os atrasos m�aximos� o grau de n�ao linearidade� o n�umero
de termos de processo e de ru��do para compor o modelo� o algoritmo baseado
no ERR� apresentado no cap��tulo �� selecionou automaticamente os termos
que melhor explicavam a vari�ancia da sa��da�

	�E importante salientar que crit�erios de informa�c�ao� como j�a mencionado� tem por
	nalidade auxiliar no procedimento de determina�c�ao da complexidade do modelo� No
entanto� em alguns casos� um n�umero de termos maior �e requerido�
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Dentre os modelos obtidos� foram selecionados os que apresentaram mel

hores resultados na valida	c�ao din�amica� bem como na recupera	c�ao da car

acter��stica est�atica n�ao linear� que ser�a discutida no cap��tulo �� Foram se

lecionados modelos ARMAX e modelos NARMAX com grau de n�ao lineari

dade dois e tr�es� Para cada caso obteve
se um modelo para a massa de dados
� din� � e outro para a � din� �� perfazendo um total de �� modelos�

	�
�� Modelo Linear

O modelo ARMAX �AutoRegressive Moving Average with eXogenous inputs

com ny � �� nu � �� ne � �� l � �� np � �� nn � � obtido para a massa de
dados � din� �� ap�os ter sido eliminado o termo constante �� do conjunto
dos termos candidatos� �e representado na equa	c�ao ����
�

y�k
 � �� ���� y�k � �
 % �� ����u�k � �
� �� ���� y�k � �


��� ����u�k � �
 %
neX
i��

��i��k � i
 % ��k
 � ����


Da mesma forma� o modelo ARMAX com ny � �� nu � �� ne � ��
l � �� np � �� nn � � obtido para a massa de dados � din� �� ap�os ter
sido eliminado o termo constante �� do conjunto dos termos candidatos� �e
representado pela equa	c�ao ����
�
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y�k
 � �� ���� y�k � �
 % �� ����u�k � �
� �� ���� y�k � �


��� ����u�k � �
 %
neX
i��

��i��k � i
 % ��k
 � ����


Observa
se atrav�es das Figuras ���� e ����� que as predi	c�oes feitas com
os modelos ARMAX ����
 e ����
 s�ao menos precisas nos pontos extremos da
curva� Observando as varia	c�oes dos coe�cientes de agrupamentos na Figuras
���� e ���� percebe
se que agrupamentos do tipo �y� e �u� parecem ser
importantes� Por de�ni	c�ao� tais agrupamentos n�ao est�ao presentes em um
modelo ARMAX� Podendo ser esta uma das raz�oes da de�ci�encia de predi	c�ao
em alguns trechos da curva�

A valida	c�ao estat��stica do modelo ����
� que est�a indicada na Figura �����
�e marginalmente pior do que para o modelo ����
� que est�a indicada na Figura
����� Isto pode ter sido ocasionado pelas autocorrela	c�oes nos atrasos �� e ��
da entrada do sistema para a massa de dados � din� �� como pode ser
observado na Figura ���� O gr�a�co de autocorrela	c�ao foi tra	cado para a taxa
de amostragem utilizada para a aquisi	c�ao de dados� que �e igual a �s� Para o
atraso ��� temos que o instante de tempo correspondente �e igual a ���s� Como
a taxa de amostragem de trabalho utilizada foi ��s� temos que o atraso �� na
Figura ���� corresponde ao atraso �� nos gr�a�cos de valida	c�ao estat��stica� De
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forma similar� o atraso �� corresponde ao atraso ��� ou seja� deve
se achar
o atraso correspondente considerando que as massas de dados� Figuras ��� e
���� foram dizimadas de �� Desta forma� se observadas as letras a� b� f� h� i da
Figura ���� nos atrasos �� e ��� vemos que se apresentam correlacionadas�
O mesmo n�ao ocorre para a Figura ����� j�a que a entrada do sistema para a
massa de dados � din� � n�ao se apresenta correlacionada para tais atrasos�

	�
�� Modelo com Grau de N�ao Linearidade Dois

Omodelo NARMAX �Nonlinear AutoRegressive Moving Average with eXoge�

nous inputs
 com ny � �� nu � �� ne � �� l � �� np � �� nn � �� identi�cado
para a massa de dados � din� �� obtido com todos os agrupamentos consid

erados dentro do conjunto dos candidatos� �e igual a�

y�k
 � �� ���� y�k � �
 % �� ����u�k � �
� % �� ����u�k � �


%�� ���� y�k � �
� � �� ���� y�k � �
 % �� ����u�k � �
u�k � �


��� ���� y�k � �
� %
neX
i��

��i��k � i
 % ��k
 � ����


Da mesma forma� o modelo NARMAX com ny � �� nu � �� ne � ��
l � �� np � �� nn � �� identi�cado para a massa de dados � din� �� obtido
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com todos os agrupamentos considerados dentro do conjunto dos candidatos�
�e�

y�k
 � �� ���� y�k � �
 % �� ����u�k � �
u�k � �
 % �� ����u�k � �
�

��� ���� y�k � �
� �� ���� y�k � �
� % �� ����u�k � �


��� ����u�k � �
y�k � �
 %
neX
i��

��i��k � i
 % ��k
 � ����


As valida	c�oes estat��sticas dos modelos ����
 e ����
� que est�ao indicadas
nas Figuras ���� e ����� respectivamente� n�ao apresentam altera	c�oes consid

er�aveis se comparadas �as obtidas pelos modelos lineares�

No entanto� as valida	c�oes din�amicas representadas pelas Figuras ���� e
����� indicam que tais modelos s�ao capazes de representar a din�amica do
sistema satisfatoriamente� mesmo nos picos� Isto pode ser con�rmado obser

vando a Tabela ����

Conforme discutido na an�alise de agrupamentos de termos� os agrupamen

tos �u e �� parecem ser esp�urios� sendo portanto� desnecess�arios ao modelo�
Desta forma� tais agrupamentos foram exclu��dos do conjunto dos agrupa

mentos candidatos� de forma a facilitar a determina	c�ao de um modelo para
o sistema�
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Al�em disso� como ser�a visto no pr�oximo cap��tulo� modelos sem o agru

pamento �y� facilitam a recupera	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao linear�
Desta forma� tais agrupamentos tamb�em foram exclu��dos do conjunto dos
agrupamentos candidatos�

O modelo NARMAX com ny � �� nu � �� ne � �� l � �� np � �� nn � �
identi�cado para a massa de dados � din� � � com os agrupamentos �y� � ��

e �u exclu��dos do conjunto dos agrupamentos candidatos� �e�

y�k
 � �� ���� y�k � �
 % �� ����u�k � �
� � �� ���� y�k � �


��� ����u�k � �
 y�k � �
 % �� ����u�k � �
 y�k � �


%�� ����u�k � �
� % �� ����u�k � �
u�k � �


%
neX
i��

��i��k � i
 % ��k
 � �����


Da mesma forma� o modelo NARMAX com ny � �� nu � �� ne � ��
l � �� np � �� nn � � identi�cado para a massa de dados � din� � �
com os agrupamentos �y� � �� e �u exclu��dos do conjunto dos agrupamentos
candidatos� �e�

y�k
 � �� ���� y�k � �
 % �� ����u�k � �
u�k � �
 % �� ����u�k � �
�
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Figura ����� Valida	c�ao estat��stica para o modelo n�ao linear �����
 e massa de
dados � din� �� �a
 �e�e� �b
 ��ue��e� �c
 �u�e� �d
 �u��e� �e
 �u��e�� �f
 �e��e�
�g
 �e��e�� �h
 �e���ye�� �i
 �u���ye�� �



��	 Modelos Identificados em Batelada ��

600 700 800 900 1000 1100 1200 1300
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

amostras

tem
pe

rat
ura

 (p
u)

Figura ����� Valida	c�ao din�amica para o modelo n�ao linear �����
 identi�cado
com a massa de dados � din� �� ��
 dados �o
 predi	c�oes do modelo �����
�
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As valida	c�oes estat��sticas para os modelos �����
 e ����
� que est�ao rep

resentadas nas Figuras ���� e Figura ����� ainda indicam que os res��duos s�ao
correlacionados�

Por outro lado� as Figuras ���� e ���� referentes aos modelos �����
 e
�����
� respectivamente� indicam que os mesmos s�ao e�cazes para representar
a din�amica do sistema a ser identi�cado� satisfazendo� portanto� a primeira
condi	c�ao exigida para os modelos identi�cados�

Desta forma� comparando
se os modelos ����
 e ����
� obtidos consideran

do todos os agrupamentos poss��veis no conjunto dos candidatos� com os mod

elos �����
 e �����
� obtidos ap�os terem sido eliminados os agrupamentos ���
�u e �y� do conjunto dos candidatos� n�ao se observam diferen	cas signi�cati

vas no que diz respeito �a capacidade de predi	c�ao �observar Tabela ���
� No
entanto� �e importante mencionar que os agrupamentos �� e �u foram elim

inados� conforme sugerido pela an�alise de agrupamentos de termos� com o
objetivo de melhorar a capacidade de recupera	c�ao da caracter��stica est�atica
n�ao linear� Ao passo que� o agrupamento �y� foi exclu��do dos candidatos
com o objetivo de facilitar a recupera	c�ao da caracter��stica est�atica� A re
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cupera	c�ao de tal caracter��stica a partir de tais modelos ser�a discutida no
pr�oximo cap��tulo�

	�
�	 Modelo com Grau de N�ao Linearidade Tr
es

O modelo NARMAX com ny � �� nu � �� ne � �� l � �� np � ��� nn � �
identi�cado para a massa de dados � din� �� est�a representado pela equa	c�ao
�����
� Todos os agrupamentos foram considerados no conjunto dos agrupa

mentos candidatos� O algoritmo baseado no ERR n�ao selecionou o agrupa

mento �y� para esta massa de dados� Isto pode ser justi�cado observando a
Figura ����
c� que sugere que o agrupamento �y� �e esp�urio�

y�k
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Da mesma forma� o modelo NARMAX com ny � �� nu � �� ne � ��
l � �� np � ��� nn � � identi�cado para a massa de dados � din� �� com
todos os agrupamentos compondo o conjunto dos candidatos� �e�

y�k
 � �� ���� y�k � �
 % �� ����u�k � �
u�k � �
 % �� ����u�k � �
�

��� ���� y�k � �
� �� ���� y�k � �
� % �� ���� y�k � �
�

��� ����u�k � �
 y�k � �
� �� ����u�k � �
 y�k � �


��� ����u�k � �
 y�k � �
� % �� ����u�k � �
 y�k � �
�

��� ���� y�k � �
� % �� ����u�k � �
�

%�� ����u�k � �
 y�k � �
 y�k � �
� �� ����u�k � �
 y�k � �
�

%�� ����u�k � �
 y�k � �


%
neX
i��

��i��k � i
 % ��k
 � �����




��	 Modelos Identificados em Batelada ��

600 700 800 900 1000 1100 1200 1300
0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

amostras

tem
pe

rat
ura

 (p
u)

Figura ����� Valida	c�ao din�amica para o modelo n�ao linear �����
 com grau
de n�ao linearidade igual a tr�es identi�cado com a massa de dados � din� ��
��
 dados �o
 predi	c�oes do modelo �����
�

As valida	c�oes estat��sticas para os modelos �����
 e �����
 est�ao indi

cadas nas Figuras ���� e ����� respectivamente� Ao passo que� as valida	c�oes
din�amicas est�ao representadas nas Figuras ���� e �����

As caracter��sticas est�aticas� obtidas para os modelos �����
 e �����
 foram
melhores do que as obtidas para os modelos anteriores� No entanto� no caso
do modelo �����
 a recupera	c�ao anal��tica da caracter��stica est�atica n�ao linear
�e mais dif��cil devido �a inclus�ao do agrupamento �y� � Desta forma� para que se
obtenha caracter��sticas satisfat�orias tanto para a massa de dados � din� ��
quanto para a � din� �� utilizando
se o mesmo conjunto de agrupamen

tos candidatos� e obtendo modelos compostos pelos mesmos agrupamentos��
algumas altera	c�oes devem ser feitas�

Observando a Figura ���� percebe
se que o agrupamento �y� s�o aparece
ap�os o ��o& termo� Desta forma� baseando na an�alise de agrupamentos da
massa de dados � din� �� pode
se concluir que o agrupamento �y� �e um
agrupamento esp�urio� Isso �e con�rmado pelo fato do algoritmo baseado no


A recupera�c�ao da caracter��stica est�atica ser�a discutida no pr�oximo cap��tulo�
�Na estima�c�ao recursiva que ser�a realizada neste trabalho� s�o ser�ao estimados os

par�ametros do modelo� Desta forma� uma estrutura deve ser de	nida atrav�es da iden�
ti	ca�c�ao em batelada� �E desej�avel que os modelos identi	cados para as massas de dados
� din� � e � din� � sejam compostos pelos mesmos tipos de agrupamentos� restando
apenas� determinar a estrutura com base nestes agrupamentos�
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Figura ����� Valida	c�ao estat��stica para o modelo n�ao linear �����
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Figura ����� Valida	c�ao din�amica para o modelo n�ao linear �����
 identi�cado
com a massa de dados � din� �� ��
 dados �o
 predi	c�oes do modelo �����
�

ERR n�ao ter selecionado tal agrupamento para o modelo �����
�
Por outro lado� a Figura ���� n�ao sugere que o agrupamento �y� seja

esp�urio� De fato� �y� �e selecionado pelo ERR para compor o modelo �����
�
No entanto� a recupera	c�ao anal��tica da caracter��stica est�atica a partir de um
modelo contendo este agrupamento se torna uma tarefa mais complexa� como
ser�a visto no cap��tulo seguinte�

Al�em da di�culdade citada acima� a inclus�ao do agrupamento �y� no
modelo di�culta a escolha de uma estrutura �unica para a estima	c�ao recursiva�
j�a que para a massa de dados � din� � este agrupamento n�ao foi selecionado
pelo algoritmo ERR�

De forma a obter estruturas compostas pelos mesmos agrupamentos tanto
para a massa de dados � din� �� quanto para a � din� �� eliminaram
se� do
conjunto de agrupamentos candidatos� os agrupamentos �u� ��� �y� e �u�y�
que foram considerados esp�urios pela an�alise de agrupamentos de termos��

Os modelos NARMAX com ny � �� nu � �� ne � �� l � �� np � ���
nn � � e com os agrupamentos �u� ��� �y� e �u�y exclu��dos do conjunto dos
agrupamentos candidatos� identi�cados para as massas de dados � din� � e
� din� �� est�ao representados nas equa	c�oes �����
 e �����
� respectivamente�

�O agrupamento �uy� � apesar de ter sido considerado esp�urio pela an�alise de agrupa�
mentos de termos� mostrou�se importante para o modelo� pois sua elimina�c�ao resultou na
degrada�c�ao da caracter��stica est�atica estimada a partir da massa de dados � din� ��



��	 Modelos Identificados em Batelada ��

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

�a
 �b


−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

�c
 �d


−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

�e
 �f


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

�g
 �h


−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

�i


Figura ����� Valida	c�ao estat��stica para o modelo n�ao linear �����
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Figura ����� Valida	c�ao din�amica para o modelo n�ao linear �����
 identi�cado
com a massa de dados � din� � e com os agrupamentos �u� ��� �y� e �u�y

exclu��dos dos agrupamentos candidatos� ��
 dados �o
 predi	c�oes do modelo
�����
�
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As valida	c�oes estat��sticas para os modelos �����
 e �����
� que est�ao in

dicadas nas Figuras ���� e ����� apresentam resultados semelhantes aos dos
modelos �����
 e �����
� como pode ser observado na Tabela ����

Os modelos �����
 e �����
� como os demais modelos NARMAX aqui
considerados� s�ao capazes de representar a din�amica do sistema� conforme
indicado pelas valida	c�oes din�amicas representadas nas Figuras ���� e �����
Al�em disso� apesar de n�ao possu��rem a mesma estrutura� os modelos �����

e �����
 s�ao constitu��dos pelos mesmos tipos de agrupamentos� podendo ser
um ponto de partida para a estima	c�ao recursiva�

	�
�� Compara�c�ao entre os Modelos Apresentados

Observando na Tabela ��� os resultados referentes �a valida	c�ao estat��stica�
percebe
se que os resultados piores s�ao para os modelos obtidos atrav�es da
massa de dados � din� �� possivelmente� devido �as autocorrela	c�oes nos
atrasos �� e �� da entrada �Figura ���
� Al�em disso� a superamostragem dos
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dados tamb�em in$uencia na autocorrela	c�ao dos res��duos e correla	c�ao cruzada
entre res��duos e regressores�

No entanto� a valida	c�ao baseada nas fun	c�oes de correla	c�ao �e um crit�erio
estat��stico� que veri�ca a hip�otese de que os res��duos sejam brancos� mas
que nem sempre garante que o modelo seja e�caz dinamicamente� Sendo
assim� estes pequenos problemas detectados pelas fun	c�oes de correla	c�ao ser�ao
desconsiderados no que diz respeito �a escolha do modelo�

O objetivo �e apenas veri�car se o modelo �e capaz de representar a din�amica
do sistema e de recuperar a caracter��stica est�atica n�ao linear� o que ser�a dis

cutido no pr�oximo cap��tulo�

Observando agora os resultados referentes �a valida	c�ao din�amica percebe

se que� exceto para os modelos ARMAX� os resultados obtidos foram igual

mente satisfat�orios�

Vale mencionar que� al�em dos modelos ARMAX apresentados� foram sim

ulados outros modelos variando
se os atrasos m�aximos da entrada e sa��da do
sistema� No entanto� os resultados obtidos n�ao foram melhores dos que os
aqui apresentados�

No caso de modelos n�ao lineares com grau de n�ao linearidade tr�es� foram
utilizados quinze termos� para que as caracter��sticas est�aticas obtidas tanto
para a massa de dados � din� �� quanto para a � din� �� fossem satis

fat�orias� Al�em disso� esta foi a condi	c�ao na qual os modelos com grau de n�ao
linearidade tr�es� para ambas as massas de dados� possuem os mesmos tipos
de agrupamentos�

A Tabela ��� apresenta os agrupamentos candidatos ao modelo e os se

lecionados� Conforme apresentado neste cap��tulo� no caso dos modelos n�ao
lineares� uma vez de�nido o grau de n�ao linearidade l� foram determinados
modelos incluindo todos os agrupamentos dentro do conjunto dos candidatos�
Em seguida� foram eliminados aqueles agrupamentos considerados esp�urios
de acordo com a an�alise de agrupamentos de termos e o agrupamento �yl � de
forma a facilitar a recupera	c�ao da caracter��stica est�atica� que ser�a discutida
no pr�oximo cap��tulo�

Observando os agrupamentos selecionados para os modelos �����
� �����

e �����
� �����
 na Tabela ���� percebe
se que� a elimina	c�ao dos agrupamentos
esp�urios e do agrupamento �yl � resultou na obten	c�ao de modelos compostos
pelos mesmos tipos de agrupamentos para ambas massas de dados� o que
facilitar�a a determina	c�ao da estrutura para a estima	c�ao recursiva�

Na identi�ca	c�ao em batelada� feita neste cap��tulo� as seguintes condi	c�oes
foram consideradas como requisitos na escolha de modelos���

�
Tais requisitos provavelmente seriam diferentes em outras aplica�c�oes� Pode�se citar� por
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Tabela ���� Tabela comparativa entre os modelos apresentados em rela	c�ao
�a ordem do modelo �ny
� atraso m�aximo em u �nu
� grau de n�ao lineari

dade �l
� n�umero de termos de processo �np
� n�umero de termos candidatos
�M
 e valida	c�oes estat��stica e din�amica do modelo considerado� A valida	c�ao
estat��stica foi analisada com base no n�umero de pontos fora do intervalo
de con�an	ca para os atrasos de �� a � ou de � a �� O ��ndice RMSE
�Root Mean Square Error
 veri�ca a capacidade de predi	c�ao do modelo
em rela	c�ao ao modelo linear da referida massa de dados� sendo dado por�

RMSE � �
NP
i��

�yi � �yi

��

�
� 	�

NP
i��

�yi � �yiL

��

�
� �

Modelo Massa Dados ny nu l np M Val� Est� RMSE

����
 � din� � � � � � � �� �

����
 � din� � � � � � � �� �

����
 � din� � � � � � �� �� �� ����

����
 � din� � � � � � �� �� �� ����

�����
 � din� � � � � � � �� �� ����

�����
 � din� � � � � � � �� �� ����

�����
 � din� � � � � �� �� �� �� ����

�����
 � din� � � � � �� �� �� �� ����

�����
 � din� � � � � �� �� �� �� ����

�����
 � din� � � � � �� �� �� �� ����
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Tabela ���� Tabela comparativa entre os modelos apresentados ilustrando os
agrupamentos candidatos ao modelo e os selecionados�

Modelo l Agrup� Candidatos Agrup� Selecionados

����
 � Todos� exceto �� �y��u

����
 � Todos� exceto �� �y��u

����
 � Todos �y��u��u� ��y�

����
 � Todos �y��u��u� ��y� ��uy

�����
 � Todos� exceto �u�����y� �y��uy��u�

�����
 � Todos� exceto �u�����y� �y��uy��u�

�����
 � Todos �y��u��u� ��y� ��uy�
�u� ��u�y

�����
 � Todos �y��u� ��y� ��uy��u� �
�y� ��uy�

�����
 � Todos� exceto ����u��y� ��u�y �y��u� ��y� ��uy�
�u� ��uy�

�����
 � Todos� exceto ����u��y� ��u�y �y��u� ��y� ��uy�
�u� ��uy�
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� O modelo deve ser capaz de representar a din�amica do sistema� e

� O modelo deve ser capaz de recuperar a caracter��stica est�atica n�ao
linear� o que ser�a discutido no pr�oximo cap��tulo�

No entanto� visando a estima	c�ao recursiva� al�em do citado acima� os mod

elos identi�cados para as massas de dados � din� � e � din� �� devem ser
analisados em conjunto e devem ser observadas as seguintes quest�oes�

� A obten	c�ao de modelos para as massas de dados � din� � e � din� �
com os mesmos tipos de agrupamentos� facilita a escolha da estrutura
para a estima	c�ao recursiva!

� �E desej�avel que a estrutura de modelo escolhida� seja e�caz na re

cupera	c�ao da caracter��stica est�atica� tanto para a massa de dados �
din� �� quanto para � din� �� Espera
se que a estrutura escolhi

da seja v�alida tamb�em para a massa de dados que ser�a utilizada na
estima	c�ao recursiva�

	�� Conclus�oes

O crit�erio AIC��
 sugere um modelo com n�umero de termos em torno de
cinco� Os modelos obtidos para grau de n�ao linearidade igual a dois est�ao
em torno deste valor� No entanto� para modelos com grau de n�ao linearidade
igual a tr�es� modelos com n�umero de termos em torno de cinco� mostraram
se
insatisfat�orios� Foram simulados modelos com �� termos� No entanto� em

bora a recupera	c�ao da caracter��stica est�atica� que ser�a discutida no cap��tulo
seguinte� tenha sido satisfat�oria� os modelos possu��am agrupamentos difer

entes� o que di�cultaria a estima	c�ao recursiva� Modelos com quinze ter

mos foram satisfat�orios tanto em rela	c�ao �a valida	c�ao din�amica quanto �a re

cupera	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao linear� Al�em disso� apresentaram
os mesmos tipos de agrupamentos para as massas de dados � din� � e
� din� ��

Com base nas valida	c�oes din�amicas obtidas para os modelos lineares para
as massas de dados� din� � e � din� �� pode
se dizer que modelos ARMAX
s�ao insu�cientes para predizer a sa��da do sistema para faixas mais distantes
do ponto de opera	c�ao no qual o teste foi feito� Uma das raz�oes pode ser que�
segundo a an�alise de agrupamentos de termos� os agrupamentos �y� e �u�

exemplo� a predi�c�ao em sistemas reais� Para esta aplica�c�ao n�ao �e necess�ario o conhecimento
da caracter��stica est�atica n�ao linear do sistema�



��
 Conclus�oes ��

parecem ser efetivos� e no entanto� n�ao constam dos agrupamentos candidatos
de um modelo ARMAX�

Os modelos NARMAX com grau de n�ao linearidade igual a tr�es n�ao
apresentam vantagens relevantes� do ponto de vista da din�amica do sistema�
em rela	c�ao aos modelos com grau de n�ao linearidade igual a dois� No entanto�
deve
se ter em mente que o objetivo �nal do modelo �e a estima	c�ao das n�ao
linearidades existentes no sistema original�

A an�alise de agrupamentos de termos aqui utilizada tem por �nalidade
aumentar a con�abilidade do modelo no que diz respeito �a recupera	c�ao das
caracter��sticas est�aticas n�ao lineares� Al�em disso� facilitar�a a escolha de uma
estrutura para a estima	c�ao recursiva� Isto pode ser veri�cado observando que
os modelos NARMAX �����
 e �����
� �����
 e �����
 possuem os mesmos
tipos de agrupamentos� o que n�ao ocorre para os demais casos�



Cap��tulo 	

Estima�c�ao de N�ao

Linearidades Est�aticas


�� Introdu�c�ao

Dentre as representa	c�oes para sistemas com caracter��sticas est�aticas n�ao lin

eares� os modelos por blocos orientados s�ao frequentemente utilizados �C	 inar�
����
� Tais modelos s�ao tamb�em denominados modelos h��bridos� por serem
compostos por submodelos din�amicos lineares e est�aticos n�ao lineares� Neste
caso� a identi�ca	c�ao de um sistema n�ao linear se restringe �a identi�ca	c�ao de
submodelos lineares e utiliza	c�ao de conhecimento a priori da caracter��stica
est�atica n�ao linear�

A caracter��stica est�atica n�ao linear que ser�a utilizada nos modelos
h��bridos� pode ser obtida atrav�es de testes est�aticos� ou por uma aproxima	c�ao
polinomial� onde �xa
se a estrutura e estimam
se os par�ametros�

Os submodelos lineares dos modelos h��bridos� por sua vez� podem ser de

terminados atrav�es de t�ecnicas de correla	c�ao associadas �a estima	c�ao de ker�
nels de Volterra �Billings and Fakhouri� ����
� Al�em disso� pode
se tamb�em
utilizar t�ecnicas n�ao par�ametricas� como por exemplo� m�etodos no dom��nio da
freq"u�encia� respostas ao degrau� ou ainda� as t�ecnicas de correla	c�ao descritas
em �Billings and Fakhouri� ����
 estendidas a modelos discretos �Haber and
Unbehauen� ����
�

Desta forma� embora modelos h��bridos apresentem a vantagem de fornecer
uma vis�ao da forma das n�ao linearidades presentes no sistema� este tipo de
representa	c�ao apresenta alguns incovenientes�

� a identi�ca	c�ao dos submodelos lineares utilizando kernels de Volterra
�e� normalmente� dif��cil!

��



��� Pontos Fixos em Sistemas Aut�onomos ��

� t�ecnicas n�ao param�etricas nem sempre s�ao amig�aveis!

� para sistemas nos quais a caracter��stica est�atica varia ao longo do tem

po� a utiliza	c�ao deste tipo de representa	c�ao para estima	c�ao recursiva
dos par�ametros do modelo� exigiria conhecimento a priori da carac

ter��stica est�atica n�ao linear em todos os instantes de tempo�

No entanto� quando utilizam
se modelos polinomiais NARMAX� o pro

cedimento para a estima	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao linear �e diferente�
Embora conhecimento a priori possa ser utilizado para auxiliar na deter

mina	c�ao da estrutura do modelo� esta n�ao �e uma condi	c�ao estritamente
necess�aria �Aguirre et al�� ����a! Aguirre et al�� ����b
� Desta forma� para
um sistema variante no tempo� pode
se utilizar informa	c�ao a priori sobre
as n�ao linearidades est�aticas de interesse para um determinado instante de
tempo e as demais curvas podem ser estimadas atrav�es do modelo obtido�

Sendo assim� se a estrutura escolhida para o modelo for adequa

da �J�acome� ����
� �e poss��vel estimar� de forma e�ciente e simples� as car

acter��sticas est�aticas de interesse utilizando os conceitos de agrupamentos de
termos descritos no cap��tulo �� e de pontos �xos� que ser�ao descritos a seguir�
Desta forma� quando o objetivo �nal �e estimar as n�ao linearidades est�aticas
presentes no sistema original� modelos polinomiais NARMAX parecem ser
bastante adequados�

O cap��tulo est�a organizado como se segue� a se	c�ao ��� apresenta de�ni	c�ao
e localiza	c�ao de pontos �xos em sistemas aut�onomos� a se	c�ao ��� estende os
conceitos de pontos �xos para sistemas n�ao aut�onomos e a se	c�ao ��� discute
estabilidade dos pontos �xos� Finalmente s�ao apresentadas as caracter��sticas
est�aticas obtidas atrav�es dos modelos discutidos no cap��tulo ��


�� Pontos Fixos em Sistemas Aut�onomos

Os pontos �xos de um mapeamento discreto� s�ao de�nidos como os pontos
nos quais y�k
 � y�k % i
� i � Z e correspondem� na maioria dos casos� a
pontos de partida para a an�alise de sistemas n�ao lineares �Wiggins� ����
�

Enquanto modelos lineares possuem apenas um ponto �xo� o n�umero
de pontos �xos de um modelo polinomial NARMAX depende do grau de
n�ao linearidade dos regressores da sa��da e pode ser determinado atrav�es da
an�alise de agrupamentos de termos e coe�cientes de agrupamentos �Aguirre
and Mendes� ����
�

�No caso de modelos cont��nuos� os pontos 	xos s�ao� por de	ni�c�ao� as solu�c�oes de �x �
f
x
 � � 
Thompson and Stewart� ����
�
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Um modelo aut�onomo com grau de n�ao linearidade l pode ser analisado
em regime est�atico em fun	c�ao de agrupamentos de termos e coe�cientes de
agrupamentos� da seguinte forma�

y�k
 � ���� % y�k


nyX
n���

�����n�
 % y�k
�
ny�nyX
n��n�

�����n�� n�
 % � � �

%y�k
l
ny�nyX
n��nl

�l���n�� � � � � nl
 � ����


Eliminando o argumento k� a equa	c�ao ����
 pode ser descrita como se
segue�

�yly
l % � � � %�y�y

� % ��y � �
y %�� � � � ����


onde �� � ���� �e uma constante� e �x �e o coe�ciente do agrupamento �x�
Os pontos �xos do modelo correspondem �as ra��zes de ����
� Desta for


ma� para um modelo polinomial aut�onomo com grau de n�ao linearidade l� o
n�umero de pontos �xos �e igual a l se �yl �� ��

Se� no entanto� �� � �� a equa	c�ao ����
 pode ser expressa na forma que
se segue�

��yly
l�� % � � � %�y�y % ��y � �
�y � � � ����


Neste caso� o modelo agrupado na forma da equa	c�ao ����
 possui um
ponto �xo trivial e l � � pontos �xos n�ao triviais�

A localiza	c�ao dos pontos �xos de um modelo polinomial de um sistema
aut�onomo� pode ser descrita em termos de coe�cientes de agrupamentos
��� �yi � i � �� � � � � l na forma apresentada pela equa	c�ao ����
 �Aguirre and
Mendes� ����
�

A localiza	c�ao do ponto �xo de um modelo linear representado na forma
da equa	c�ao ����
�

��y � �
y %�� � � � ����


�e dada por�

y �
��

�� �y
� ����
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De forma similar� a localiza	c�ao dos pontos �xos de um modelo quadr�atico�
cuja representa	c�ao agrupada �e�

�y�y
� % ��y � �
y %�� � � � ����


pode ser expressa da seguinte forma�

y��� �
�� �y �

p
'

��y�
� ����


onde ' � ��y � �
� � ��y���� �E importante salientar que� se �y� � ��
existir�a somente um ponto �xo dado pela equa	c�ao ����
�


�	 Pontos Fixos em Sistemas N�ao Aut�onomos

Estendendo a equa	c�ao ����
 para sistemas n�ao aut�onomos� tem
se�

y�k
 �
ny�nuX
n��nml

�p�ml�p�n�� � � � � nml



lX
ml��

mlX
p��

y�k
p u�k
ml�p � ����


onde ml corresponde ao grau de n�ao linearidade dos termos e que varia na
faixa de � � ml � l� Cada termo de grau ml pode conter um fator em
y�k
 de ordem p� um fator em u�k
 de ordem �ml � p
 e um coe�ciente
�p�ml�p�n�� � � � � nml


�
A equa	c�ao ����
 pode ser reescrita como�

�yly
l %

lX
ml�l��

��uml��l���yl�� u
ml��l���� yl�� % � � �

%
lX

ml�p

��uml�pyp u
ml�p� yp % � � �%

lX
ml��

��uml��y u
ml�� � �� y %

lX
ml��

�uml uml %�� � � � ����


O procedimento para determina	c�ao do n�umero de pontos �xos em sis

temas n�ao aut�onomos �e id�entico ao procedimento para seu correspondente
aut�onomo� No entanto� a localiza	c�ao dos mesmos apresenta algumas difer

en	cas�
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Para um modelo linear representado na forma que se segue�

��y � �
y %�uu%�� � � � �����


O ponto �xo �e dado por�

y �
�� %�uu

�� �y
� �����


Da mesma forma� para ummodelo quadr�atico na forma da equa	c�ao �����
�

�y�y
� % ��y � � % �uyu
y %�u�u

� %�uu%�� � � � �����


Os pontos �xos s�ao dados por�

y��� �
�� �y � �uyu�

p
'

��y�
� �����


onde ' � ��y � � % �uyu

� � ��y���u�u

� %�uu%��
�
Se� no entanto� �y� � �� existir�a somente um ponto �xo determinado pela

equa	c�ao �����
�

y �
�� %�uu%�u�u

�

�� �y ��uyu
� �����


Para modelos com vari�aveis de entrada� a localiza	c�ao dos pontos �xos
depender�a do valor correspondente da entrada do sistema� observar equa	c�oes
�����
� �����
 e �����
� caracterizando uma �curva est�atica� Desta forma�
pode
se estimar a caracter��stica est�atica para um sistema n�ao aut�onomo a
partir de um modelo din�amico utilizando
se os conceitos de agrupamentos de
termos e pontos �xos�


�
 Estabilidade de Pontos Fixos

Seja um mapeamento f e um ponto �xo p deste mapeamento� Se todos os
pontos localizados na vizinhan	ca N��p


� de p s�ao atra��dos para p� ent�ao p
�e um atrator� Se� no entanto� os pontos situados na vizinhan	ca de p s�ao
repelidos de p� ent�ao p �e um repulsor �Alligood et al�� ����
�

�N�
p
 �e o intervalo de n�umeros fx � R �j x� p j� � g� onde � �e positivo�
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Pontos �xos s�ao tamb�em denominados pontos de equil��brio e sua esta

bilidade in$ui na estabilidade do sistema� Se um ponto �xo �e um atrator
ent�ao ele �e um ponto de equil��brio est�avel� Ao passo que� se um ponto �xo
for um repulsor� ent�ao tal ponto corresponde a um ponto de equil��brio in

st�avel �Thompson and Stewart� ����
�

Considerando somente a parte aut�onoma� do modelo NARX� mono

vari�avel� y�k
 � f�y�k � i

 i � �� � � � � ny� e de�nindo o seguinte sistema
matricial�

�
����

y�k � ny � ��
y�k � ny � ��

���
y�k�

�
���� �

�
�������


 � 
 � � � 


 
 � � � � 

���

���
��� � � �

���

 
 
 � � � �
f�

y
k�ny�
f�

y
k�ny���
f�

y
k�ny���
� � �

fny
y
k���

�
�������

�
����

y�k � ny�
y�k � ny � ��

���
y�k � ��

�
���� � �	��
�

onde
nyP
i��

fi � f e sendo fi	y�k � i
 � � caso o fator y�k � i
 n�ao fa	ca parte

do mapeamento f��
� O Jacobiano de f �e de�nido como�

Df �

�
������


 � 
 � � � 


 
 � � � � 

���

���
��� � � �

���

 
 
 � � � �
�f

�y
k�ny�
�f

�y
k�ny���
�f

�y
k�ny���
� � �

�f
�y
k���

�
������ �	����

A estabilidade dos pontos �xos do mapeamento f pode ser analisada
determinando
se o Jacobiano de�nido por �����
 em cada ponto �xo e calcu


�O primeiro passo para a an�alise de estabilidade de um sistema n�ao aut�onomo �e a
determina�c�ao dos pontos 	xos de seu equivalente aut�onomo� Isto �e feito considerando
u
k � i
 � �� i � �� � � � � nu 
Aguirre and Billings� ����b
�

�Somente a parte determin��stica do modelo NARMAX �e utilizada para analisar a esta�
bilidade dos pontos 	xos� A parte estoc�astica tem por 	nalidade evitar que os par�ametros
estimados sejam polarizados 
Aguirre and Billings� ����b
� sendo utilizada neste trabalho�
nos processos de detec�c�ao de estrutura e estima�c�ao de par�ametros e desconsiderada para
os demais 	ns�
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lando os seus respectivos autovalores� Caso os autovalores sejam est�aveis�� o
ponto �xo �e um atrator� caso contr�ario o mesmo �e um repulsor �Aguirre and
Billings� ����b
� Se existirem pelo menos um autovalor inst�avel e um est�avel
relacionados ao mesmo ponto �xo� tal ponto �e denominado de sela�


�� Estima�c�ao de N�ao Linearidades Est�aticas

Utilizando Modelos Polinomiais

As caracter��sticas est�aticas n�ao lineares ser�ao estimadas com base nos
modelos encontrados no cap��tulo � e na localiza	c�ao dos pontos �xos para
modelos n�ao aut�onomos� conforme descrito na se	c�ao ����

����� Estima�c�ao de Caracter��sticas Est�aticas a partir de

Modelos Lineares

Os modelos ARMAX ����
 e ����
 agrupados est�ao representados nas
equa	c�oes �����
 e �����
� respectivamente�

y � �� ���� y % �� ����u� �����


y � �� ���� y % �� ����u� �����


De acordo com a equa	c�ao �����
 a caracter��stica est�atica obtida para o
modelo �����
 �e dada por�

y �
�� ����u

�� ����
� �����


Da mesma forma� a caracter��stica est�atica obtida para o modelo �����
 �e�

y �
�� ����u

�� ����
� �����


As caracter��sticas est�aticas indicadas nas Figuras ��� e ���� bem como a
estimada atrav�es da equa	c�ao �����
� est�ao representadas na Figura ���� Assim

�Um autovalor de um sistema discreto �e est�avel se estiver localizado dentro do c��rculo
de raio unit�ario centrado na origem no plano Z�
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 Figura ���� �� � �
 Figura
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como� a caracter��stica estimada atrav�es da equa	c�ao �����
 est�a representada
na Figura ���� Como esperado� as caracter��sticas est�aticas dos modelos lin

eares correspondem a uma �m�edia da caracter��stica est�atica n�ao linear do
sistema�

Desta forma� baseando
se nas caracter��sticas est�aticas obtidas� Figuras
��� e ��� � bem como nas valida	c�oes din�amicas� Figuras ���� e ����� pode

se concluir que modelos ARMAX s�ao insatisfat�orios para descrever as n�ao
linearidades presentes no sistema�

����� Estima�c�ao de Caracter��sticas Est�aticas a partir de

Modelos Quadr�aticos

Expressando o modelo NARMAX ����
 em termos de agrupamentos e
coe�cientes de agrupamentos� tem
se�

y � �� ���� y � �� ���� y� % �� ����u % �� ����u� � �����


Conforme equa	c�ao �����
 a caracter��stica est�atica para o modelo �����

ser�a�

y��� �
��� ���� �p'

�� ����
� �����
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onde ' � �� ���� % �� ������� ����u % �� ����u�
�
Observa
se que o modelo agrupado �����
 possui dois pontos �xos� o que

resulta em duas curvas est�aticas distintas� As caracter��sticas est�aticas para
os pontos �xos inst�avel e est�avel est�ao representadas nas Figuras ��� e ����
juntamente com as caracter��sticas indicadas nas Figuras ��� e ���� No en

tanto� como um dos pontos �xos �e inst�avel� somente a caracter��stica est�atica
n�ao linear estimada para o ponto �xo est�avel deve ser considerada�

Da mesma forma� o modelo NARMAX ����
 em termos de agrupamentos
e coe�cientes de agrupamentos �e dado por�

y � �� ���� y � �� ���� y� % �� ����u % �� ����u� � �� ����uy � �����


e a express�ao da sua caracter��stica est�atica ser�a igual a�

y��� �
���� ���� % �� ����u
 �p'

�� ����
� �����


onde ' � ��� ���� % �� ����u
� % �� ������� ����u % �� ����u�
�
As caracter��sticas est�aticas n�ao lineares obtidas para a massa de dados

� din� �� para os pontos �xos inst�avel e est�avel da equa	c�ao �����
� est�ao
representadas nas Figuras ��� e ����

Com base nas caracter��sticas estimadas� pode
se a�rmar que� em rela	c�ao
aos modelos ARMAX� os modelos NARMAX com grau de n�ao linearidade
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igual a dois s�ao muito mais e�cientes no que diz respeito �a estima	c�ao das n�ao
linearidades est�aticas contidas nos dados experimentais�

Como mencionado no cap��tulo �� os agrupamentos �� e �u foram ex

clu��dos dos agrupamentos candidatos� conforme sugerido pela an�alise de agru

pamentos de termos� Observou
se que modelos sem os agrupamentos men

cionados proporcionavam a estima	c�ao de uma caracter��stica est�atica mais �el
aos dados�

Al�em disso� a �m de veri�car se modelos com apenas um ponto �xo
s�ao capazes de representar a din�amica do sistema e estimar a caracter��stica
est�atica� o agrupamento �y� tamb�em foi exclu��do do conjunto dos candidatos�
obtendo
se os modelos agrupados �����
 e �����
 referentes aos modelos �����

e �����
� respectivamente�

y � �� ���� y % �� ����u� � �� ����uy � �����


y � �� ���� y % �� ����u� � �� ����uy � �����


De acordo com a equa	c�ao �����
 a caracter��stica est�atica para o modelo
�����
 �e dada por�

y �
�� ����u�

�� ���� % �� ����u
� �����


e para o modelo �����
 �e�

y �
�� ����u�

�� ���� % �� ����u
� �����


As caracter��sticas est�aticas obtidas atrav�es das equa	c�oes �����
 e �����

est�ao representadas nas Figuras ��� e ���� respectivamente�

Observando a Figura ��� percebe
se que o modelo �����
 aproxima com
mais e�ci�encia a caracter��stica descrita na Figura ��� do que a descrita na
Figura ���� Isto ocorre pois h�a diferen	ca entre a temperatura ambiente dos
dois testes� Este fato� como j�a foi dito� vem tornar mais evidente a ne

cessidade de uma estima	c�ao recursiva dos par�ametros dos modelos e� por
conseq"u�encia� das n�ao linearidades est�aticas�
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����	 Estima�c�ao de Caracter��sticas Est�aticas a partir de

Modelos C�ubicos

Em regime est�atico o modelo NARMAX �����
 pode ser descrito na
seguinte forma�

y � �� ���� y � �� ���� y� % �� ����u % �� ����u�

%�� ����u� % �� ����uy � �� ����u�y� �����


A caracter��stica est�atica pode ser obtida� resolvendo a equa	c�ao �����

como�

y��� �
���� ���� � �� ����u % �� ����u�
�p'

�� ����
� �����


onde ' � ��� ����� �� ����u%�� ����u�
� %�� ������� ����u %�� ����u� %
�� ����u�
�

Observa
se que para a massa de dados � din� � o algoritmo ERR n�ao
selecionou o agrupamento �y� e portanto� o modelo s�o possui dois pontos
�xos�

A caracter��stica est�atica recuperada atrav�es do ponto �xo um� Figura
���� do modelo �����
 �e insatisfat�oria j�a que este ponto �xo �e inst�avel� Da
mesma forma� a caracter��stica recuperada considerando o ponto �xo est�avel
est�a indicada na Figura �����

Da mesma forma� o regime est�atico do modelo NARMAX �����
 pode ser
descrito como�

y � �� ���� y � �� ���� y� % �� ���� y� % �� ����u�

%�� ����u� % �� ����uy % �� ����uy�� �����


Como a inser	c�ao do agrupamento �y� ocasionou o aparecimento de um
terceiro ponto �xo� a recupera	c�ao da caracter��stica est�atica foi realizada nu

mericamente� Equa	c�oes que permitem determinar a caracter��stica est�atica
n�ao linear para l � � de forma anal��tica podem ser encontradas em �Aguirre
and Mendes� ����
� A caracter��stica est�atica que �e similar �a do sistema est�a
representada na Figura ����� Enquanto que� as curvas obtidas para os demais
pontos �xos est�ao representadas nas Figuras ���� e �����

Observa
se que a caracter��stica est�atica obtida atrav�es do modelo �����

aproxima
se muito bem da obtida no teste est�atico �� �Figura ���
 discutido
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 Figura ����

na se	c�ao ���� No entanto� a inclus�ao do terceiro ponto �xo torna a recu

pera	c�ao anal��tica da caracter��stica est�atica signi�cativamente mais dif��cil� De
forma a eliminar o terceiro ponto �xo� o agrupamento �y� ser�a eliminado do
conjunto dos agrupamentos candidatos�

Al�em disso� para que se possa veri�car melhores resultados nas aprox

ima	c�oes da curva est�atica� os agrupamentos ��� �u� �y� e �u�y foram ex

clu��dos dos agrupamentos candidatos� por terem sido considerados esp�urios
pela an�alise de agrupamentos de termos� discutida na se	c�ao ����
�

Expressando os modelos NARMAX �����
 e �����
 em termos de agrupa

mentos e coe�cientes de agrupamentos� obtem
se as equa	c�oes �����
 e �����

em regime permanente�

y � �� ���� y � �� ���� y� % �� ����u� % �� ����u�

��� ����uy % �� ����uy� � �����


y � �� ���� y � �� ���� y� % �� ����u� % �� ����u�

%�� ����uy % �� ����uy� � �����


A localiza	c�ao das ra��zes de �����
 e �����
 �e dada por �����
 e �����
�
respectivamente�
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As caracter��sticas estimadas para os pontos �xos est�aveis das equa	c�oes

�����
 e �����
� est�ao representadas nas Figuras ���� e ����� respectivamente�
Ao passo que� as recuperadas atrav�es dos pontos �xos inst�aveis est�ao indi

cadas nas Figuras ���� e �����

Como os agrupamentos selecionados para os modelos �����
 e �����
 s�ao
equivalentes e a estima	c�ao das curvas est�aticas foram satisfat�orias para os
dois casos� Figuras ���� e ����
� poder�a ser escolhida uma estrutura composta
por estes agrupamentos para recuperar a caracter��stica est�atica na estima	c�ao
recursiva��

	A Figura ��� n�ao ser�a utilizada para 	ns de escolha da estrutura do modelo� j�a que
a diferen�ca na temperatura ambiente entre o teste � din� � e o teste est�atico �� s�ao
relevantes� impedindo qualquer que seja o modelo de aproximar com e	ci�encia a curva�


Na estima�c�ao recursiva n�ao ser�ao realizadas altera�c�oes no que diz respeito �a estrutura
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do modelo� s�o ser�ao variados os par�ametros do mesmo�



��� Comparac��ao entre as Caracter��sticas Est�aticas ���

Tabela ���� Tabela comparativa entre os modelos obtidos no cap��tulo anteri

or� em rela	c�ao ao n�umero de pontos �xos e e�ci�encia na estima	c�ao da carac

ter��stica est�atica n�ao linear� O ��ndice RMSE �Root Mean Square Error

veri�ca a capacidade de recupera	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao lin

ear do modelo em rela	c�ao ao modelo linear da referida massa de dados�

sendo dado por� RMSE � �
NeP
i��

�yi��
� yi

��

�
� 	�

NeP
i��

�yi��
� yiL

��

�
� � sendo

yi��
� i � �� � � � � Ne os Ne valores obtidos nos testes est�aticos e yi os valores
em regime permanente obtidos a partir dos modelos� As caracter��sticas obti

das pelos modelos foram comparadas com a Figura ���� no caso da massa de
dados � din� � e com a Figura ���� no caso da massa de dados � din� ��

Modelo Massa Dados Pontos Fixos RMSE

����
 � din� � � �

����
 � din� � � �

����
 � din� � � ������

����
 � din� � � ������

�����
 � din� � � ������

�����
 � din� � � ������

�����
 � din� � � ������

�����
 � din� � � ������

�����
 � din� � � ������

�����
 � din� � � ������


�� Compara�c�ao entre as Caracter��sticas Est�aticas

A �m de comparar os modelos em rela	c�ao ao n�umero de pontos �xos e ca

pacidade de recupera	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao linear ser�a observada
a Tabela ����

Na tentativa de avaliar se os modelos �����
 e �����
 s�ao mais e�cientes
do que os modelos ����
 e ����
� ser�ao observados os ��ndices RMSE e ser�ao
comparadas as Figuras ��� e ��� com as Figuras ��� e ���� Nota
se que� as
caracter��sticas est�aticas obtidas a partir dos modelos �����
 e �����
 for�ao
melhores do que as obtidas para os modelos ����
 e ����
�

Desta forma� conforme mencionado anteriormente� a elimina	c�ao dos agru

pamentos esp�urios ����u� neste caso� resultou na melhora da aproxima	c�ao
da caracter��stica est�atica obtida atrav�es dos modelos� Enquanto que� a elimi




��� Conclus�oes ���

na	c�ao do agrupamento �y� � facilitou a recupera	c�ao anal��tica da caracter��stica
est�atica� j�a que os modelos s�o possuem um ponto �xo� Estes resultados est�ao
de acordo com a an�alise de agrupamentos de termos discutida na se	c�ao ����

Sendo assim� embora os modelos �����
 e �����
� bem como os modelos
����
 e ����
� sejam v�alidos quanto �a representa	c�ao da din�amica do sistema� a
elimina	c�ao de um segundo ponto �xo� no presente caso� pode ser considerada
uma vantagem� j�a que torna a recupera	c�ao da caracter��stica est�atica mais
f�acil�

Observando agora a Tabela ���� nota
se que os modelos NARMAX �����

e �����
 com um ponto �xo� assim como os modelos NARMAX �����
 e �����

com dois pontos �xos� possuem os mesmos tipos de agrupamentos� tanto
para a massa de dados � din� �� quanto para a � din� �� Como este �e
um fator importante para a identi�ca	c�ao recursiva realizada posteriormente�
estes modelos ser�ao brevemente comparados�

De acordo com a Tabela ���� tem
se que a caracter��stica est�atica estimada
com o modelo �����
 aproxima
se mais da obtida no teste est�atico �� do que
a estimada com o modelo �����
� No entanto� a caracter��stica obtida com
o modelo �����
 representa melhor a obtida no teste est�atico ��� do que a
obtida pelo modelo �����
�

Al�em disso� os modelos �����
 e �����
 possuem sete termos� a mesma
estrutura e somente um ponto �xo� Enquanto que� os modelos �����
 e �����

possuem quinze termos� dois pontos �xos e s�ao compostos pelos mesmos
tipos de agrupamentos� mas n�ao exatamente pela mesma estrutura� Estes
constituem em fatores importantes na escolha de modelos para estimar a
caracter��stica est�atica de forma recursiva� conforme detalhado no pr�oximo
cap��tulo�


�
 Conclus�oes

Modelos lineares s�ao insatisfat�orios para representar o sistema em quest�ao
e incapazes de recuperar as n�ao linearidades est�aticas presentes nos dados�
Desta forma� com base nos resultados� pode
se dizer que um modelo ser�a
satisfat�orio no que diz respeito �a estima	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao
linear� se o mesmo for tamb�em satisfat�orio do ponto de vista din�amico�

No entanto� um modelo e�caz dinamicamente nem sempre o �e em rela	c�ao
�a estima	c�ao das n�ao linearidades est�aticas� a n�ao ser que os regressores es

colhidos sejam adequados� Este fato foi observado atrav�es dos modelos aqui
considerados� uma vez que os modelos n�ao lineares s�ao aproximadamente
equivalentes para representar a din�amica do sistema� mas o mesmo n�ao ocorre



��� Conclus�oes ���

em rela	c�ao �a estima	c�ao das caracter��sticas est�aticas�
Desta forma� pode
se dizer que uma estima	c�ao e�ciente das n�ao lineari


dades est�aticas contidas nos dados� requer um modelo v�alido dinamicamente�
j�a que depende das estimativas de seus coe�cientes� ou seja� se um modelo
�e dinamicamente invi�avel� di�cilmente� ser�a poss��vel retirar informa	c�ao do
mesmo a respeito de suas caracter��sticas est�aticas n�ao lineares�

Atrav�es dos resultados aqui obtidos� foi poss��vel observar que um maior
n�umero de pontos �xos di�culta na recupera	c�ao da caracter��stica est�atica
n�ao linear� Sendo assim� reduziu
se o n�umero de pontos �xos� eliminando os
agrupamentos �yi i � � e manteve
se constante o grau de n�ao linearidade
dos modelos�

�E importante salientar que� em alguns casos� �e necess�ario um maior
n�umero de pontos �xos para se alcan	car o objetivo do modelo� conforme
ocorrido em �Hern�andez and Arkun� ����
� onde era necess�ario que o modelo
tivesse tr�es pontos �xos para reproduzir a curva est�atica do sistema�

Neste cap��tulo� as caracter��sticas est�aticas dos modelos identi�cados pre

viamente foram analisadas e comparadas� O resultado foi a escolha de uma
estrutura �unica para fazer a estima	c�ao recursiva de par�ametros e de carac

ter��sticas est�aticas� conforme detalhado no pr�oximo cap��tulo�



Cap��tulo 


Identi�ca�c�ao Recursiva

��� Introdu�c�ao

Neste cap��tulo ser�a utilizada uma massa de dados que incorpora varia	c�ao
no sistema em um certo instante de tempo para identi�car modelos capazes
de veri�car tal varia	c�ao� Para isto utilizaram
se algumas das estruturas de
modelos obtidas no cap��tulo � e estimaram
se recursivamente os par�ametros
do modelo�

Al�em disso� como a caracter��stica est�atica do sistema em estudo� varia
com as condi	c�oes do ambiente e com a presen	ca de dist�urbio� uma estima	c�ao
recursiva de tal caracter��stica �e desej�avel� Por esta raz�ao� para a massa de
dados mencionada acima� utilizou
se a identi�ca	c�ao recursiva n�ao s�o para a
estima	c�ao dos par�ametros do modelo� mas tamb�em para uma atualiza	c�ao das
curvas est�aticas n�ao lineares obtidas�

O cap��tulo est�a organizado como se segue� na se	c�ao ��� s�ao apresen

tadas as especi�ca	c�oes do teste din�amico englobando varia	c�oes no sistema�
bem como as respectivas massas de dados� Na se	c�ao ��� �e realizada a esti

ma	c�ao recursiva de par�ametros e da caracter��stica est�atica n�ao linear� com
base em algumas estruturas de�nidas no cap��tulo �� Finalmente algumas
considera	c�oes s�ao feitas com base nos modelos e caracter��sticas obtidos�

��� Teste Din�amico Vari�avel

Foi realizado um teste din�amico para coleta dos dados que foram utilizados
na identi�ca	c�ao recursiva� Foram coletados ���� pontos� sendo que� durante
a coleta das ��� primeiras observa	c�oes� o ventilador estava desligado� As
demais observa	c�oes foram feitas com o ventilador ligado�

���
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Figura ���� Massa de dados incluindo varia	c�ao no sistema � din� �� �a
 Da

dos de entrada �em pu
 �b
 Dados de sa��da �em pu
�

A massa de dados completa est�a indicada na Figura ���� A entrada
utilizada foi um sinal de caracter��sticas aleat�orias� observar a fun	c�ao de au

tocorrela	c�ao mostrada na Figura ���� com patamares de � min e per��odo de
amostragem igual a �s� O teste teve dura	c�ao de � horas e foi realizado a uma
temperatura ambiente de ���C�

As autocorrela	c�oes lineares e n�ao lineares da sa��da est�ao indicadas nas
Figuras ����
 e ����
� respectivamente� Como o sinal de sa��da possui valor
m�edio diferente para as janelas de ����� e de �������� amostras� as fun	c�oes
de correla	c�ao devem ser tra	cadas separadamente� Semelhante ao realizado
anteriormente� observando os gr�a�cos� os dados foram dizimados de dois antes
da estima	c�ao recursiva dos par�ametros do modelo�
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Figura ���� Autocorrela	c�ao do sinal de entrada da massa de dados � din� ��

��	 Identi�ca�c�ao Recursiva

Os modelos descritos no cap��tulo � foram obtidos atrav�es da identi�ca	c�ao
em batelada iterativa� No entanto� como a massa de dados � din� � in

corpora varia	c�ao no sistema em um certo instante de tempo� deve
se utilizar
um m�etodo de estima	c�ao de par�ametros que seja capaz de acompanhar tais
varia	c�oes� de forma a proporcionar uma estimativa mais �el aos dados exper

imentais� Desta forma� ser�a utilizado o algoritmo recursivo� equa	c�oes �����

e �����
� com fator de esquecimento igual a �� ���

Como somente os par�ametros do modelo ser�ao estimados recursivamente�
ser�ao utilizadas algumas das estruturas obtidas atrav�es da identi�ca	c�ao em
batelada� Com base nos resultados obtidos nos cap��tulos � e �� somente dois
casos ser�ao considerados� modelos com termos quadr�aticos com um ponto
�xo e modelos com termos c�ubicos com dois pontos �xos�

��	�� Modelos com Um Ponto Fixo

Na tentativa de veri�car se modelos quadr�aticos com um ponto �xo s�ao
satisfat�orios quanto �a estima	c�ao da caracter��stica est�atica de forma recur

siva� considerou
se a estrutura do modelo �����
 com sete termos e atrasos
m�aximos igual a dois� obtido ap�os terem sido exclu��dos os agrupamentos
��� �u e �y� dos candidatos� Assim procedendo� a seguinte estrutura ser�a
utilizada para obter modelos de forma recursiva�
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Figura ���� Autocorrela	c�ao linear ����
 do sinal de sa��da da massa de dados
� din� � utilizada para determinar a taxa de amostragem� �a
 Janela de
�� ��� amostras �b
 Janela de ��� � ���� amostras
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Figura ���� Autocorrela	c�ao n�ao linear ����
 do sinal de sa��da da massa de
dados � din� � utilizada para determinar a taxa de amostragem� �a
 Janela
de �� ��� amostras �b
 Janela de ��� � ���� amostras
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Tabela ���� Inicializa	c�ao dos par�ametros do modelo ����
�

�������
 �������� �
 �������
 �������� �
 �������� �
 �������� �
 �������� �


������ ������ 
������ 
������ ������ ������ ������

y�k
 � �������
y�k � �
 % �������� �
u�k � �
� % �������
 y�k � �


%�������� �
u�k � �
 y�k � �
 % �������� �
u�k � �
 y�k � �


%�������� �
u�k � �
� % �������� �
u�k � �
u�k � �


%
neX
i��

��i��k � i
 % ��k
 � ����


Os par�ametros ��p�ml�p�n
�

y� n
�

u

� da equa	c�ao ����
 ser�ao estimados atrav�es

do algoritmo recursivo com fator de esquecimento � � �� ���
Inicializou
se o vetor de par�ametros com os valores calculados atrav�es da

identi�ca	c�ao em batelada� utilizando a massa de dados � din� �� que est�ao
indicados na Tabela ���� Ao passo que� a matriz de covari�ancia inicial foi
igual a P� � ����PI� onde PI �e uma matriz quadrada unit�aria de dimens�ao
�np % nn
� �np % nn
�

�E importante salientar que na identi�ca	c�ao recursiva� descrita neste tra

balho� trabalha
se com uma estrutura de modelo determinada a partir da
identi�ca	c�ao em batelada� pois desta forma somente os par�ametros do mes

mo devem ser corrigidos com o passar do tempo� No entanto� a inicializa	c�ao
dos par�ametros n�ao precisa necessariamente ser proveniente de resultados
anteriores� Este procedimento foi aqui adotado com o intuito de facilitar a
converg�encia do algoritmo� determinando assim um modelo mais con��avel
aos dados experimentais�

As varia	c�oes dos coe�cientes de agrupamentos ao longo do tempo est�ao
indicadas na Figura ��� e as varia	c�oes dos par�ametros na Figura ���� Ob

servando a Figura ���
a nota
se que o coe�ciente de agrupamento �y n�ao
apresenta altera	c�oes relevantes� indicando que o mesmo n�ao �e bruscamente
alterado mesmo com o sistema sofrendo a varia	c�ao mencionada�

De forma similar ao realizado no cap��tulo �� utilizaram
se os conceitos
de pontos �xos e agrupamentos de termos para estimar as caracter��sticas

�Par�ametro estimado� onde os sub��ndicesml e p indicam o tipo de termo e os argumentos
os respectivos atrasos�
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Figura ���� Varia	c�oes dos coe�cientes de agrupamentos da estrutura ����
 ao
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Figura ���� Vista A 
 Caracter��stica est�atica obtida a partir da estrutura de
modelo quadr�atica ����
 utilizando algoritmo recursivo�

est�aticas a partir dos modelos� No entanto� como foi realizado recursivamente
obteve
se uma caracter��stica para cada itera	c�ao do algoritmo de estima	c�ao
de par�ametros� As vistas A e B da recurs�ao da caracter��stica est�atica n�ao
linear recuperada atrav�es da estrutura de modelo ����
� est�ao indicadas nas
Figuras ��� e ���� respectivamente�

A Figura ��� compara as curvas obtidas atrav�es da estrutura ����
 nos
instantes de tempo t� � ����s e t� � ����s �corte realizado nas Figuras ���
e ���
 com as Figuras ��� e ���� Percebe
se que as caracter��sticas est�aticas
obtidas recursivamente s�ao similares �as obtidas nos testes est�aticos� Desta
forma� pode
se dizer que a estrutura ����
 resulta em modelos v�alidos em
rela	c�ao �a curva est�atica do sistema�
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Figura ���� Vista B 
 Caracter��stica est�atica obtida a partir da estrutura de
modelo quadr�atica ����
 utilizando algoritmo recursivo�
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Tabela ���� Inicializa	c�ao dos par�ametros do modelo ����
�

�������
 �������� �
 �������
 �������� �
 �������� �
 �������� �� �


������ ������ 
������ 
������ ������ 
������

�������� �
 �������� �
 �������� �� �
 �������� �
 �������� �� �
 �������� �



������ ������ ������ ������ 
������ 
������

�������� �� �
 �������� �
 �������� �� �

������ ������ ������

��	�� Modelos com Dois Pontos Fixos

Utilizando a massa de dados � din� �� encontrou
se atrav�es da identi�ca	c�ao
em batelada a estrutura do modelo �����
� Tal estrutura ser�a utilizada para a
identi�ca	c�ao recursiva� devendo ser estimados os par�ametros ��p�ml�p�n

�

y� n
�

u

do seguinte modelo�

y�k
 � �������
 y�k � �
 % �������� �
u�k � �
� % �������
 y�k � �


%�������� �
 y�k � �
� % �������� �
u�k � �
u�k � �


%�������� �� �
u�k � �
u�k � �
� % �������� �
u�k � �
 y�k � �


%�������� �
u�k � �
 y�k � �
 % �������� �� �
u�k � �
�

%�������� �
u�k � �
 y�k � �
 % �������� �� �
u�k � �
� u�k � �


%�������� �
u�k � �
 y�k � �
 % �������� �� �
u�k � �
�

%�������� �
 y�k � �
� % �������� �� �
u�k � �
 y�k � �
�

%
neX
i��

��i��k � i
 % ��k
 � ����


Os par�ametros iniciais correspondem aos coe�cientes do modelo �����
 e
est�ao indicados na Tabela ����

As varia	c�oes dos coe�cientes de agrupamentos ao longo do tempo est�ao
indicadas na Figura ���� e as varia	c�oes dos par�ametros na Figura �����

A caracter��stica est�atica estimada atrav�es do algoritmo recursivo� uti

lizando a estrutura de�nida em ����
 para o ponto �xo est�avel� est�a indicada

�A estrutura identi	cada em batelada para a massa de dados � din� � apresentou
resultados piores em rela�c�ao �a estima�c�ao da curva est�atica de forma recursiva� n�ao sendo�
portanto� aqui considerada�
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Figura ����� Vista A 
 Caracter��stica est�atica obtida para o ponto �xo est�avel�
utilizando algoritmo recursivo a partir da estrutura de modelo c�ubica ����
�

nas Figuras ���� e �����
Assim como o modelo quadr�atico� o c�ubico apresentou
se satisfat�orio em

rela	c�ao �a estima	c�ao da caracter��stica est�atica recursivamente �observar Figura
����
�
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Figura ����� Vista B 
 Caracter��stica est�atica obtida para o ponto �xo est�avel�
utilizando algoritmo recursivo a partir da estrutura de modelo c�ubica ����
�
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��
 Conclus�oes

Comparando
se as caracter��sticas est�aticas n�ao lineares obtidas de forma re

cursiva atrav�es das estruturas com um �Figuras ��� e ���
 e dois pontos �xos
�Figuras ���� e ����
� respectivamente� observa
se que ambas estruturas s�ao
e�cazes no que diz respeito �a estima	c�ao da caracter��stica est�atica n�ao lin

ear� Al�em disso� acredita
se que os modelos obtidos recursivamente tamb�em
s�ao dinamicamente v�alidos� j�a que foram utilizadas as mesmas estruturas de
modelos validados anteriormente�

No entanto� a �m de evitar sobreparametriza	c�ao� sempre que poss��vel�
deve
se utilizar modelos mais simples� Sendo assim� �e desej�avel a obten	c�ao
de modelos com menor n�umero de termos� menor grau de n�ao linearidade
e menor n�umero de pontos �xos� Desta forma� os modelos com termos
quadr�aticos com um ponto �xo s�ao prefer��veis aos modelos com termos c�ubicos
com dois pontos �xos� Al�em disso� deve
se ter em mente que a estrutura com
um ponto �xo torna a estima	c�ao da caracter��stica est�atica mais f�acil� j�a que
existir�a somente uma curva poss��vel�
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A determina	c�ao de modelos �e uma tarefa de grande import�ancia para an�alise
e controle de sistemas� No entanto� como sistemas reais s�ao� em geral� vari

antes no tempo� �e desej�avel a utiliza	c�ao de t�ecnicas capazes de acompanhar
tais varia	c�oes� Desta forma� um procedimento de identi�ca	c�ao associado a
t�ecnicas recursivas de estima	c�ao de par�ametros torna
se bastante adequado�

Este trabalho identi�cou modelos capazes de representar tanto a
din�amica� quanto a curva est�atica de sistemas n�ao lineares� A partir dos
modelos identi�cados �e poss��vel recuperar a caracter��stica est�atica n�ao linear
do sistema�

Foram identi�cados modelos polinomiais NARMAX atrav�es do procedi

mento de estima	c�ao em batelada� Ap�os terem sido determinados modelos ca

pazes de representar a din�amica do sistema� eles foram analisados em regime
permanente� o que resultou em equa	c�oes alg�ebricas da caracter��stica est�atica�

Dentre os modelos considerados dinamicamente e estaticamente
v�alidos� identi�cados atrav�es do procedimento de estima	c�ao em batelada�
selecionaram
se algumas estruturas que se apresentaram mais vi�aveis do pon

to de vista da identi�ca	c�ao recursiva� Utilizando ent�ao� uma outra massa de
dados� na qual foram registradas varia	c�oes do sistema no decorrer do tempo�
estimaram
se recursivamente os par�ametros dos modelos selecionados� bem
como as caracter��sticas est�aticas n�ao lineares a partir da an�alise em regime
estacion�ario�

Com rela	c�ao �a estima	c�ao das caracter��sticas est�aticas� o uso de modelos
conforme discutido neste trabalho� apresentou certas vantagens em rela	c�ao
aos testes est�aticos convencionais� Em primeiro lugar� este procedimento
permite a utiliza	c�ao de uma mesma massa de dados tanto para determinar
uma estrutura de modelo� quanto para determinar a forma da caracter��stica
est�atica� Sendo assim� numa situa	c�ao real� a caracter��stica est�atica poderia
ser estimada a partir de dados din�amicos resultantes de um teste relativa

mente simples� para o qual n�ao seria necess�ario interromper a opera	c�ao do
processo� Em segundo lugar� pode
se identi�car uma estrutura de modelo o
�

���
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line que ser�a utilizada para predi	c�ao e estima	c�ao on�line das caracter��sticas
est�aticas� Acredita
se que tais informa	c�oes podem ser utilizadas para auxiliar
em problemas de controle e monitoriza	c�ao de sistemas variantes no tempo�

Algumas propostas para continua	c�ao deste trabalho s�ao�

� Estima	c�ao on�line da caracter��stica est�atica� Isto requeriria a imple

menta	c�ao do algoritmo recursivo descrito neste trabalho por um pro

grama execut�avel em tempo real�

� Investigar como as informa	c�oes obtidas sobre as caracter��sticas est�aticas
n�ao lineares poderiam ser usadas para auxiliar em problemas de cont

role�

� Utiliza	c�ao de fator de esquecimento vari�avel para veri�car se �e poss��vel
acompanhar varia	c�oes do sistema de forma mais r�apida�

� A aplica	c�ao das t�ecnicas investigadas neste trabalho a outros sistemas�
como por exemplo� m�aquinas el�etricas�
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