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Resumo

Resumo

O objetivo deste trabalho € investigar a aplicacdo de técnicas de identificacdo de
sistemas dindmicos nao-lineares utilizando modelos polinomiais NARMAX, auxiliadas
pelo uso de informagdes a priori do sistema. Os modelos polinomiais NARMAX sido
estruturas paramétricas do tipo entrada-saida capazes de representar uma ampla classe

de sistemas ndo-lineares.

O procedimento de identificacio de modelos ndo-lineares paramétricos pode ser
dividido em cinco etapas principais. Estas cinco etapas sio apresentadas e analisadas no

ambito de identificacdo de modelos nao-lineares ‘“‘caixa-preta”.

A selecao de estrutura € a etapa crucial da identificacdo de modelos nao-lineares. Por
esse motivo, ela € o foco principal deste trabalho, sendo analisada em maior
profundidade. Os conceitos de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos
sdo utilizados para derivar um procedimento preliminar, que visa auxiliar na selecdo de
estruturas de modelos ndo-lineares polinomiais. Este procedimento, juntamente com

conhecimentos a priori do sistema, podem ser bastante eficazes em situacdes reais.

Em seguida, s@o analisados modelos discretizados de sistemas dindmicos lineares até
terceira ordem, com ganho e constantes de tempo fixos (ndo varidveis). Posteriormente
sdo consideradas variacdes de ganho e de uma das constantes de tempo em funcdo de
um sinal do processo. Tais resultados sdo comparados com certos modelos polinomiais
NARMAX, investigando-se assim, o acréscimo de novos termos no modelo. Estes
procedimentos auxiliam na constituicdo de informacgdes a priori, e sdo posteriormente
aplicados em dois sistemas simulados: um modelo de Wiener e um modelo de

Hammerstein, respectivamente.

Finalmente, o procedimento desenvolvido € aplicado a uma valvula de controle real.
Partindo-se do modelo dindmico obtido recupera-se a caracteristica estatica da véalvula

com boa exatidao.



Resumo

Através desta aplicagdo, percebe-se que a obtencao de modelos polinomiais NARMAX
concisos e dinamicamente validos € possivel mediante a conciliagdo de certas técnicas
de identificacio e de conhecimento a priori do sistema. E mostrado como tal
conhecimento pode ser utilizado para melhor adequar a estrutura do modelo em

situagdes onde as técnicas “caixa-preta” ndo mais podem ajudar.
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Abstract

Abstract

The main objective of this work is to investigate the use of techniques to identify
nonlinear dynamical systems with prior knowledge about the system, using NARMAX
polynomial models. Such models are parametric input-output structures able to

represent dynamic behavior of a wide class of nonlinear systems.

The identification of nonlinear parametric models can be divided in five stages. These
five stages are introduced and analysed in the scope of nonlinear black-box model

identification.

Model structure selection is the crucial stage of nonlinear model identification and is the
main focus of this work. Thus this issue has been analysed more deeply. The concepts of
term clusters and clusters coeficients are used to derive a preliminar procedure to help in
the structure selection in nonlinear polynomial models. This procedure associated with
prior knowledge about the system being modelled can work efficiently in situations

where other techniques fail.

In this way, discretized models of linear dynamic systems up to third order with constant
gain and invariant time constants are analysed. After that, variations with process
signals are included in the gain and one time constant These results are compared with
certain NARMAX polynomial models. This procedure is applied to two simulated

systems: a Wiener model and a Hammerstein model.

Finally, the developed procedure is applied in the identification of a real control valve.

The valve’s static nonlinearity is recovered from the identified dynamic model.

Besides this practical application, it will be seen that is possible to get reduced
dynamicaly valid NARMAX models, under certain assumptions and prior knowledge
about the system. The importance the new results become evident in situation when

usual identification techniques can not improve the model structure any further.
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Nomenclatura

Conjuntos Numéricos

Conjunto dos nimeros inteiros

Conjunto dos niimeros inteiros positivos

Z

Z+

N Conjunto dos nimeros naturais
R

Conjunto dos nimeros reais

Variaveis

A
parametros.

oQ

=z 3 =

S

Matriz auxiliar, no procedimento de Gram-Schmidt, para estimacdo ortogonal de

Nuamero de constantes de tempo varidveis em um sistema.

Coeficientes de um termo x(t) de um modelo polinomial NARMAX
Tempo de retardo de um sistema ou tempo morto.

Dimensao de imersdo (embedding) de um sistema dinamico.

Ruido ou perturba¢des em um sistema dinamico.

Funciao ndo-linear qualquer com grau de nao-linearidade L

Funcio escalar qualquer.

Parametro do modelo ortogonalizado, no procedimento de Gram-Schmidt.
Estimativa do parimetro g.

Tempo de atraso na defini¢ao das coordenadas de atraso.

Indice de desempenho ou fungio de custo.

ganho.

relacdo estética saida/entrada.

Intervalo de predi¢éo.

Grau de ndo-linearidade de um mapeamento ndo-linear.
Ordem dos termos x(¢) de um modelo polinomial NARMAX.
Comprimento do registro de dados disponiveis.

Ordem de um sistema dindmico.

Atraso maximo nos tremos em ¢(¢), em modelos discretos.

Numero de termos de processo em um modelo NARMAX polinomial.

X



Nomenclatura

E{[‘P‘I‘T]‘l}

¥()

o " ROl

—

~

u(t)
v(t)

w(t)
x(t)
X (1)

X:(1)

(1)
y(t)
y(®
Yir Y2

D

D>

[1]

()

Atraso maximo nos termos em y(z), em modelos discretos.
Nimero de termos de ruido em um modelo NARMAX polinomial.
Numero total de termos em um modelo NARMAX polinomial.
Matriz de regressores de um modelo NARMAX polinomial.
Matriz de covariancia dos parametros para cov{e} =1.

Regressor de um modelo NARMAX polinomial representado na configuragio preditor de
“um-passo-a-frente”.

Matriz ortogonal (decomposi¢do QR).
Matriz ortogonal aumentada (decomposicdo QR).

Matriz triangular superior.

Maior expoente da varidvel x_(t).

Maior expoente da variavel x, (7).

Periodo de amostragem.

Tempo ou nimero de amostras no caso discreto.

Sinal medido de entrada de um sistema.

Variavel instrumental.

Matriz de regressores ortogonais.

Regressor ortogonal.

Termo de um modelo NARMAX polinomial.

Variavel ou fun¢do de varidveis das quais o ganho K depende.
Varidvel ou funcao de varidveis das quais a constante de tempo T depende.
Vetor de saidas.

Sinal medido de saida de um sistema.

Sinal do preditor de “um-passo-a-frente”.

Vetor de coordenadas de atraso.

Vetores auxiliares na estimacio ortogonal de parametros pelo método da transformacao de
Householder.

Passo de integracdo numérica.

Funcdo delta de Dirac.

Vetor de parimetros de um modelo polinomial NARMAX.

Parametro nominal de um sistema dinidmico representado por um modelo polinomial
NARMAX.

Parametro de um modelo NARMAX, estimado pelo método dos minimos quadrados.
Vetor de residuos de modelagem em um modelo NARMAX polinomial.

Residuo de modelagem no instante t.
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Coeficiente do agrupamento de termos €2, em um modelo NARMAX polinomial.

Constante de tempo

Tempo minimo de amostragem estabelecido pelos critérios de correlacéo.
Fungdo auto-correlagdo do sinal y,(t).
Funcgio correlagdo cruzada dos sinais y,(¢) € y,(t).

Agrupamento de termos em um modelo polinomial NARMAX.

Operadores

E{}
Var{y(1)}
I

Hl

I

[

Siglas

ARMAX

ERR
FPE
NAR
NARMA

NARMAX
NARX

PRBS
RBF
SNR

™

Esperanca matematica.
Variancia de y(1).

Norma genérica.
Norma Euclidiana.

Valor absoluto de um numero.

Transposicdo de vetor ou matriz.

Modelo (linear) auto-regressivo, de média mével e entrada externa (“Auto-regressive,
moving-average with exogenous input model”).

Taxa de reducéo do erro (“Error reduction ratio”).
Erro de predicao Final (“Final prediction error’).
Modelo ndo-linear auto-regressivo (“Non-linear auto-regressive model”).

Modelo ndo-linear auto-regressivo, com média mével (“Non-linear auto-regressive, moving-
average model”).

Modelo ndo-linear auto-regressivo, com média mével e entrada externa (“Non-linear auto-
regressive, moving-average with exogenous input model”).

Modelo ndo-linear auto-regressivo, com entrada externa (“Non-linear auto-regressive with
exogenous input model”).

Sinal bindrio pseudo-aleatério (“Pseudo binary random signal’).
Funcio de base radial (“Radial basis function”).
Relacdo sinal/ruido (“Signal/noise ratio™).

Marca registrada (“Trade mark”).
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Introducéio

Introdugao

1.1 Introduc¢ido a Modelagem Matematica de Sistemas Dinamicos

No ambito da engenharia e das ciéncias naturais existem nogdes gerais de observagdo e
medi¢do. Baseado na observagdo, o cientista constréi uma visdo fisica do problema sob
estudo, e daquela observacdo formula-se uma teoria por tentativa e erro. Esta teoria é
um conceito proposto do comportamento natural do sistema observado, e guiado por
este conceito, projetam-se novos experimentos. Os resultados destes experimentos
podem confirmar a teoria em parte ou descartd-la totalmente (Eykhoff, 1974). Deste
ponto de vista, e do ponto de vista da engenharia, a teoria e 0s experimentos Sao
fundamentais. A formulacdo de uma teoria, que é um aspecto proposto do sistema sob
estudo, pode ser chamada de “construcao de modelos”. Por teoria entende-se um modelo

matematico ou verbal da realidade (Eykhoff, 1974).

O conjunto de regras matematicas que auxiliam as pessoas na organizacdo de suas idéias
€ um dos temas mais fascinantes da cultura humana (Ljung, 1994). A modelagem
matematica de sistemas € uma tarefa de vital importancia para o desenvolvimento da
ciéncia e da tecnologia. A evolugdo do conhecimento cientifico ao longo dos séculos
baseou-se na construcdo e na andlise de modelos para os sistemas em estudo. Tais
modelos procuravam produzir padrdes de comportamentos observados na natureza. A
modelagem permitiu estudar sistemas mindsculos, como o dtomo, e sistemas imensos,
como 0 nosso sistema solar. Na engenharia, os modelos matemédticos permitem analisar
e predizer o comportamento de um sistema, sob diversas condicdes de operagdo, e

ajustar o desempenho do mesmo caso ndo se mostre satisfatorio (Rodrigues, 1996).

Existem tipos distintos de modelos para representar o comportamento de sistemas.
Existem modelos do cotidiano que sdo naturais na realizacdo de tarefas, indicando a

sequéncia adequada de acOes para atingir um dado objetivo, estes modelos sdo
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chamados de modelos mentais. Os modelos mentais podem ser extremamente
complexos, e sdo construidos a partir da experiéncia didria das pessoas. A habilidade de
dirigir um veiculo, por exemplo, € gerada pelo processamento de um modelo mental.
Um outro tipo de representagdo de sistemas € o modelo grdfico. Nesse caso, o
comportamento do sistema € descrito por tabelas numéricas ou curvas de desempenho.
Um exemplo de modelo grafico € a curva caracteristica tensdo-corrente de um
dispositivo eletronico. Por fim, uma das estruturas mais utilizadas para representar o
comportamento de sistemas € o modelo matemdtico (Rodrigues, 1996). Um modelo
matematico € constituido por um conjunto de equacdes diferenciais (tempo continuo) ou
equagoes de diferencas (tempo discreto) que descrevem a variacdo temporal e/ou
espacial das varidveis de interesse no sistema. A complexidade de um modelo
matematico dependerd da aplicacdo visada, seja na pesquisa, no projeto, ou no controle

(Eykhoff, 1974).

O levantamento e a formulacdo matemditica de todos os fendmenos que afetam o
comportamento de um dado sistema é uma tarefa extremamente complexa. Com isso,
pode ser dificil para o modelo reproduzir exatamente o comportamento do sistema
original. Entdo, o modelo deve ser capaz de reproduzir o comportamento original da
melhor maneira possivel, pois em caso contrdrio todos os esfor¢os posteriores para

andlise do modelo e controle do sistema serdo pouco eficientes.

Este capitulo visa fornecer uma visdo geral de modelagem matematica de sistemas
dinamicos, descrevendo os principais métodos utilizados para este fim, e busca inserir
neste contexto o processo de identifica¢do de sistemas e sua importancia, que € a linha
principal deste trabalho. O capitulo estd organizado como se segue, na se¢ao 1.2 sdo
definidos alguns termos que serdo utilizados ao longo do trabalho, na se¢do 1.3 mostra
um breve histérico da modelagem matematica de sistemas dindmicos, inserindo a
identificacdo de sistemas neste processo. Na secdo 1.4 sdo citados alguns aspectos

basicos de identificacdo, e na sec¢do 1.5 € feita uma breve apresentacdo do trabalho.
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1.2 Definic¢oes

Esta secdo apresenta a defini¢do de alguns conceitos importantes em modelagem

matematica de sistemas, e que sao utilizados ao longo do capitulo e deste trabalho.

Os sinais de entrada e saida de um sistema monovaridvel genérico podem ser
representados por u(z) e y(t), respectivamente. As definigcdes a seguir sdo validas

também para sistemas multivaridveis, fazendo-se as devidas adaptacoes.

Definigdo 1.1

Uma planta é uma parte de equipamento, eventualmente um conjunto de itens de uma
maquina que funcionam juntos, cuja finalidade € desempenhar uma dada operagdo

(Ogata, 1993).

Defini¢do 1.2

Um processo é uma operagdio ou um desenvolvimento natural, que evolui
progressivamente, caracterizado por uma série de mudangas graduais que se sucedem,
umas em relac@o as outras, de um modelo relativamente fixo conduzindo a um resultado

particular. Neste trabalho, qualquer operacdo a ser controlada serd chamada de processo.

Definicao 1.3

Um sistema € uma combinac¢do de componentes que atuam conjuntamente e realizam
um objetivo (Ogata, 1993). Um sistema ndo estd limitado a algo fisico. O conceito de
sistema pode ser aplicado a fenOmenos abstratos, dindmicos, tais como os encontrados
em economia. A palavra sistema deve, portanto, ser interpretada para designar sistemas

fisicos, biologicos, mecanicos, econdmicos, etc.



Capitulo 1

Definicao 1.4

Um sistema € dito ndo-auténomo quando as equacOes diferenciais (ou equagdes de
diferencas) que governam o seu comportamento dependem explicitamente do tempo ¢.
Logo, as equagdes diferenciais que regem o comportamento de um sistema autonomo

nao dependem explicitamente do tempo ¢.

Definigdo 1.5

Um sistema € invariante no tempo quando seus parametros nao variam com o tempo.

Caso contrario, o sistema € dito variante no tempo.

Definicao 1.6

Um sistema € dito dindmico quando o valor atual de sua saida y(z) depende do valor
atual da entrada u(t) aplicada, e também da evolucdo temporal da entrada e da saida. Um
sistema € dito ndo-dindmico quando o valor atual de sua saida y(z) depende apenas do

valor atual da entrada u(?) aplicada.

Defini¢do 1.7

Um sistema encontra-se em regime estdtico quando a sua saida atual, y(z), € igual a saida

anterior y(z-1), e assim por diante, podendo ser escrita na forma estatica Y, ou seja, y(t)

=y(t-1) = ... y(t-n) = Y . Da mesma maneira para a entrada u(t) = u(t-1) = ...u(t-n) = U.

Defini¢do 1.8

Um sistema € deterministico quando a resposta € prognosticavel e repetitivel, caso

contrario € estocastico (Ogata, 1993). Isto quer dizer que, em um sistema deterministico,

o conhecimento da entrada aplicada u(z) e das condi¢des iniciais adequadas determina
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unicamente a saida. J4 um sistema estocastico, o conhecimento destes fatores nao €

suficiente para a determinacao da saida.

Os sistemas considerados neste trabalho sdo deterministicos, apresentando

comportamento dinAmico invariante no tempo.

1.3 Modelagem Matematica de Sistemas Dinamicos

Existem duas vertentes basicas do desenvolvimento de modelos matematicos para

sistemas dinamicos:

e modelagem pela fisica do processo (Doebelin, 1980; Pena, 1983);
e identificacdo de sistemas (Astrom and Eykhoff, 1971; Eykhoff, 1974; Box
and Jenkins, 1976; Norton, 1986; Ljung, 1987; Soderstrom and Stoica, 1989).

A modelagem pela fisica do processo € feita mediante a obten¢do das equacdes baseadas
na fisica do processo, que exige um grande conhecimento das leis empiricas e tedricas
que regem o comportamento dindmico deste. Quando o sistema a ser modelado € grande
e complexo, e existe a necessidade de atuacdo e controle em tempo real, torna-se
invidvel a utilizacdo de modelos derivados pela fisica do processo. Uma alternativa € o
emprego de técnicas de identificagdo de sistemas, onde um modelo de entrada-saida do
sistema € obtido a partir de dados (Ljung, 1987; Rodrigues, 1996). Os modelos gerados
pela identificagdo de sistemas podem ser utilizados para inferir propriedades dinamicas

e estaticas do sistema original.

Um sistema dindmico pode ser analisado no dominio do tempo e/ou dominio da
frequéncia. Por esse motivo, a identifica¢do deve ser capaz de derivar modelos (lineares
ou ndo-lineares) que descrevam o comportamento do sistema original no dominio do
tempo (equagdes diferenciais) ou no dominio da frequéncia (resposta em frequéncia,

conforme o enfoque desejado.
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A identificagdo de sistemas existe desde a primeira metade deste século, onde até
meados da década de 70, destacavam-se pesquisadores como Kalman (Kalman, 1960),
Astrom (Astrom and Eykhoff, 1971) e Eykhoff (Eykhoff, 1974). Naquele tempo, os
sistemas eram tratados com um enfoque linear (Doebelin, 1980). A partir da segunda
metade da década de 70, a comunidade de Controle teve um interesse ativo no
desenvolvimento de técnicas de estimag¢do de modelos de sistemas dindmicos a partir
dos dados de entrada e saida, que serd visto no capitulo 2, e a esta tarefa deu-se o nome
de “Identificacdo de Sistemas”. Os pesquisadores procuraram entdo, adapti-la para a
utiliza¢do na andlise, predi¢do e controle de sistemas reais (Norton, 1986; Soderstrom,

1989; Ljung and Soderstrom, 1983, Soderstrom et al., 1978).

Historicamente, os algoritmos de identificacio e controle foram desenvolvidos
assumindo-se linearidade dos sistemas dinamicos (Box and Jenkins, 1976). Isso ocorreu
devido a restri¢Oes tedricas e computacionais. Porém, a maioria dos sistemas fisicos
reais sdo significativamente ndo-lineares, e a utilizacio de modelos lineares para
descrevé-los € limitada, pois estes modelos sdo incapazes de reproduzir uma gama de
comportamentos dinamicos apresentados pelos sistemas reais, tais como ciclos limites,
saturacdes e bifurcacdes. J4 que muitos dos sistemas em estudo atualmente apresentam
tais fendmenos, o interesse pela identificacio de modelos ndo-lineares cresceu,
principalmente desde o inicio da década de 80. Atualmente, o crescente interesse pelo
assunto € refletido pelo elevado nimero de trabalhos publicados (Diaz and Desrochers,

1988; Rodrigues et al., 1996; Aguirre and Billings, 1995a; Jang and Kim, 1994).

Os métodos desenvolvidos para a identificacido de sistemas podem ser divididos em trés

grupos (Ljung, 1987):

e métodos paramétricos;
e métodos ndo-paramétricos;

e métodos no dominio da frequéncia;
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Os métodos ditos paramétricos utilizam estruturas matematicas parametrizadas para
descrever o comportamento dinamico original no dominio do tempo. Os parametros
destas estruturas matematicas sdo ajustados por algoritmos de estimacdo a partir dos
dados medidos (Ljung, 1987). Os métodos ditos ndo-paramétricos também geram
modelos no dominio do tempo. Nesse caso, o comportamento dindmico do sistema ¢é
determinado através de funcgdes de correlagdo calculadas sobre os dados disponiveis.
Finalmente, os métodos no dominio da frequéncia geram modelos que reproduzem a
resposta em frequéncia do sistema em estudo. Estes métodos utilizam a transformada de

Fourier para calcular as respostas em frequéncia (Hougen, 1972).

1.4 Aspectos de Identificacio de sistemas

Os dados utilizados na identificacdo de modelos dindmicos sdo denominados dados de
identifica¢do. Os dados utilizados na validacdo dos modelos, que devem ser diferentes
dos dados de identificagdo, sao denominados dados de valida¢do. Os dados de
identificacdo devem ser gerados preferencialmente com o sistema bem excitado com
relagdo aos espectros de amplitude e frequéncia. Ja os dados de validacdo podem ser

coletados durante a operacdo normal do sistema.

Os modelos matemaéticos gerados pela identificacdo de sistemas podem ser divididos em

duas classes:

e modelos entrada-saida;

e modelos em espacos de estados.

Os modelos de entrada-saida descrevem a resposta y(7) do sistema em funcdo da entrada
u(t) aplicada. Porém, estes modelos ndo permitem analisar o comportamento de
varidveis internas do sistemas para uma dada operacdo, ao contrdrio dos modelos em

espaco de estados (Rodrigues, 1996).
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A escolha da estrutura a ser utilizada para representar os regimes dinamicos descritos
pelos dados é um problema crucial na identificagcdo de sistemas. Este problema pode ser
suavizado pela utilizagdo de propriedades do sistema conhecidas a priori na selecdo da
estrutura do modelo que deverd representa-lo, conforme sera visto ao longo do trabalho.
Os modelos mateméticos gerados pela identifica¢do de sistemas podem ser classificados
em trés grupos de acordo com o nivel de conhecimento a priori utilizado na sele¢do de

sua estrutura (Ljung, 1987):

¢ modelos caixa-branca (“white-box™);
e modelos caixa-cinza (“grey-box”);

e modelos caixa-preta (“black-box™).

Os modelos “caixa-branca” t€m suas estruturas completamente ajustadas a partir de
informagdes conhecidas a priori. Nesse caso, a forma da funcdo matemadtica que
descreve o comportamento dinamico do sistema original € previamente conhecida. Os
modelos “caixa-cinza” sdo identificados utilizando algum conhecimento a priori para
simplificar os algoritmos de sele¢do de estrutura. Por fim, a identificacdo de modelos
“caixa-preta” ndo utiliza nenhuma informacdo conhecida a priori. A estrutura destes
modelos pode ser ajustada dentro de familias conhecidas por apresentar boa

flexibilidade na modelagem de sistemas.

Com o conhecimento da estrutura de um processo € um entendimento pelo menos
parcial deste, é possivel ter-se uma quantidade de informacdo a priori do mesmo
(Eykhoff, 1974). Este conhecimento certamente auxiliard na selecdo da estrutura ou na
escolha dos parametros do modelo, seja fisico ou matematico. A disponibilidade de tal
conhecimento pode gerar uma diferenca de complexidade estrutural e ordem de
magnitude entre modelos. Este fato normalmente também € verdade para a distin¢do de
aspectos lineares e nao-lineares de processos reais, que consequentemente determinard o
tipo de tratamento dado ao problema de identificacdo. Apesar da aproximacdo de

modelos “caixa-preta” ser atrativo do ponto de vista tedrico, este tipo de modelo em
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alguns casos leva a solucdes pobres, devido a ndo utiliza¢do de informagdes que podem

estar disponiveis (Eykhoff, 1974).

Neste trabalho serdo discutidas formas de incorporar alguma informacao a priori do

sistema no procedimento de identificacao, auxiliando a selec@o da estrutura do modelo.

1.5 Apresentacao do Trabalho

O objetivo principal desse trabalho € desenvolver um procedimento que auxilie na
deteccao de estruturas de modelos polinomiais NARMAX (non-linear auto-regressive
moving average with exogenous inputs), gerando estruturas dinamicamente validas,
formadas somente a partir de termos efetivos, possibilitando recuperar a partir do

modelo informacdes estaticas, tais como saturacgoes, etc.

Os modelos polinomiais NARMAX sdo estruturas paramétricas do tipo entrada-saida
capazes de representar o comportamento dinamico de uma ampla classe de sistemas

dindmicos ndo-lineares reais (Leontaritis and Billings, 1985a, 1985b).

O procedimento de identificacio de modelos paramétricos ndo-lineares pode ser
dividido em cinco etapas: (i) aquisi¢do de dados do sistema que se deseja modelar; (ii)
aplicacdo de testes para a deteccdo de nao-linearidades aos dados medidos; (ii1) selecdo
da estrutura do modelo que deverd representar a dinamica original, que é o enfoque
principal deste trabalho; (iv) estimagdo dos parametros da estrutura selecionada; (v)
validacdo do modelo identificado. O capitulo 2 descreve brevemente as cinco etapas do
procedimento de identificagdo de modelos NARMAX polinomiais, com base na

literatura correlata.

O capitulo 3 descreve uma ferramenta importante no auxilio a sele¢do da estrutura dos
modelos. Modelos ndo-lineares sobreparametrizados tendem a apresentar regimes

dinamicos espurios; isto €, regimes dinamicos ndo apresentados pelo sistema original. O
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capitulo revisa a utilizacdo do conceito de agrupamentos de termos e coeficientes de
agrupamentos no auxilio a sele¢do do conjunto de termos importantes para reproduzir o
comportamento do sistema. Em seguida, os termos de modelos NARMAX polinomiais
podem ser escolhidos dentro desse conjunto utilizando técnicas usuais de sele¢do de

estruturas, ou até mesmo um conhecimento a priori do sistema.

No capitulo 4, através da manipulacdo e andlise de modelos discretizados, pela
semelhancga apresentada com modelos polinomiais NARMAX, tentar-se-a determinar a
estrutura de um modelo que apresente o ganho e/ou uma constante de tempo varidveis.
Através de certos procedimentos, isolar-se-ao as informacdes relativas a variacdo destes
parametros. No capitulo 5, este resultado ¢ comparado com estruturas de modelos
polinomiais NARMAX, atentando-se para os agrupamentos presentes nos modelos. A
partir destes modelos polinomiais NARMAX tentar-se-4 recuperar informacdes como
relagdo estética saida/entrada e constante de tempo varidveis em funcdo de outros sinais.

O resultado final € generalizado na forma de agrupamentos de termo e coeficientes de

agrupamento, fornecendo uma visao mais ampla da estrutura dos modelos.

O capitulo 6, utiliza as técnicas de agrupamentos de termos e coeficientes de
agrupamentos na defini¢do da estrutura de sistemas constituidos de uma caracteristica

estatica em série com um modelo linear dinamico de primeira ordem.

Finalmente os resultados dos capitulos 4, 5 e 6 sdo utilizados no auxilio a selecdo de
estrutura do modelo de uma vélvula de controle de igual porcentagem, presente em uma
planta de tanques interativos, no Laboratorio de Controle de Processos Industriais
(LCPI) da Universidade Federal de Minas Gerais. Através do modelo dindmico

identificado tentar-se-4 recuperar a caracteristica estética da valvula.

ApOs os sete capitulos descritos, sdo apresentadas as conclusdes desse trabalho e
algumas propostas de continuagdo. Por fim, os apéndices A, B e C apresentam
resultados extendidos de sistemas de primeira ordem, para sistemas de segunda e

terceira ordem.
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Identificacdo de Sistemas Nao-Lineares

2.1 Introducao

Modelos matematicos de sistemas dindmicos (sistemas que apresentam uma relacdo
entre a sua histéria passada e seu comportamento atual) sdo de vital importancia em
engenharia, fisica, medicina, economia, biologia e na maioria das dareas do
conhecimento humano. Estes modelos ajudam as pessoas a organizarem seus
pensamentos, €, principalmente em engenharia, a necessidade de desenvolvimento de
modelos matematicos de sistemas tem se tornado cada vez mais evidente (Ljung, 1987;
Ljung 1994). Através de modelos matematicos pode-se predizer o comportamento de
um sistema quando excitado por entradas diferentes, atentando-se para comportamentos
nao desejaveis e permitindo um ajuste no mesmo. Portanto, o0 modelo deve representar
da melhor maneira possivel o comportamento ou aspectos do sistema que representa. A
partir de modelos pode-se, por exemplo projetar-se um controle para 0 mesmo (Proll
and Karim, 1994). Existem dois grandes grupos de métodos de modelagem, a
modelagem pelas equagdes fisicas que regem o processo, € a identificacdo de sistemas a

partir de dados de entrada e saida.

A modelagem fisica necessita de um conhecimento detalhado das leis fisicas que regem
o processo a ser modelado, estas leis sdo agrupadas e organizadas de forma a simular e
analisar o sistema. Além disto, um sistema grande e complexo, ao ser modelado, pode
apresentar uma interacdo muito grande entre as varidveis envolvidas, tornando-se assim
dificil de ser descrito matematicamente. Uma solug¢do para este problema, seria a

utilizacdo de modelos identificados a partir de dados de entrada e saida do sistema.
Porém, nada impede que técnicas dos dois grupos sejam utilizadas em conjunto, o que

pode elucidar regimes de comportamento que hora sio exibidos por um, hora por outro.

Portanto, a informag@o disponivel sobre o processo a ser modelado, o tempo ttil para se

11
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desenvolver o modelo, as ferramentas disponiveis para o mesmo e o grau de
aproximacao desejado do modelo (uma vez que ele nao reflete 0 comportamento exato

do sistema) determinara qual dos métodos devera ser utilizado.

Muito embora sistemas reais sejam nado-lineares, as facilidades encontradas na anélise e
no projeto de sistemas lineares (além das restricdes computacionais) levaram, no
passado, a representacdo destes sistemas através de modelos lineares. Toda a teoria do
“Controle Classico” e a maior parte do chamado “Controle Moderno”, cujo melhor
nome seria “Controle por varidveis de Estado”, assumem que os sistemas sdo lineares
(Kalman, 1960; Astrom and Eykhoff, 1971; Eykhoff, 1974). Originalmente, a
preocupacdo primdria era desenvolver novas ferramentas matematicas para se entender
os fendmenos ndo-lineares que nao poderiam ser analisados utilizando-se as técnicas ja
existentes para sistemas lineares, uma vez que a utilizacdo de modelos lineares nao
consegue reproduzir toda a gama de comportamentos dinamicos apresentados pelos
sistemas reais, tais como ciclos limite, bifurcacdes, comportamento quase-periddicos e

caos (Aguirre and Aguirre, 1995a; Aguirre, 1994a; Genesio and Tesi, 1993).

Muitos processos em estudo atualmente apresentam tais regimes dindmicos, o interesse
pela modelagem niao-linear de sistemas tem crescido significativamente (Billings and
Leontaritis, 1981; Billings and Voon, 1984; Billings and Fadzil, 1985; Diaz and
Desrochers, 1988; Billings and Chen, 1989a; Chen et al., 1989; Zhao and Lu, 1991;
Proll and Karim, 1994; Parameswaran and Raol, 1994; Aguirre and Billings, 1995a;
Cinar, A. 1995; Aguirre and Mendes, 1996), bem como a aplicacdo das técnicas de
identificacdo a processos reais (Kortmann et al., 1988; Valverdu et al., 1992; Jang and

Kim, 1994; Rodrigues et al., 1996).

Em problemas de modelagem de sistemas € muito importante que o modelo final seja
valido. Tem-se notado que modelos nao-lineares normalmente apresentam melhores
resultados na predi¢do, quando submetidos a excitagdes diferentes, que modelos lineares

(Rodrigues, 1996).
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O objetivo deste capitulo € apresentar uma revisdao dos principais topicos relacionados a
identificacdo de sistemas ndo lineares, baseando-se para isso em algoritmos descritos na
literatura. A capitulo estd organizado da seguinte maneira: na se¢do 2.2 sdo mostradas as
etapas do processo de identificacdo, seja linear ou nao-linear; na se¢do 2.2.1 comenta-se
sobre a obtencdo dos dados para a identificagcdo, e sobre o tempo de amostragem dos
sistemas. Na secdo 2.2.2 € apresentada uma maneira de se discernir a necessidade ou
nio de um modelo ndo-linear a partir da massa de dados, utilizando-se testes para
deteccdo de nao-linearidades. Na secdo 2.2.3 discute-se as formas de representacdo de
modelos e escolha das estruturas dos mesmos. Na secdo 2.2.4 apresenta-se um algoritmo
de estimagdo de parametros do modelo, neste caso o algoritmo dos minimos quadrados.
Na secao 2.2.5 mostra-se como ¢é feita a implementacdo ortogonal dos minimos
quadrados, a fim de contornar problemas numéricos. Na secdo 2.2.6 apresenta-se uma
forma de deteccdo de estruturas baseada na técnica do ERR, e na secdo 2.2.7 comenta-se
a respeito da validacdo de modelos, sendo mostradas algumas técnicas de validagdo

estatistica. Finalmente na se¢do 2.3 é feito um comentério geral sobre o capitulo.

2.2 Identificacao de Sistemas

A identificacdo de sistemas pode ser dividida em cinco partes principais (Godfrey, 1986;

Ljung, 1987):

e obtencdo dos dados de experimentacio do sistema que se deseja modelar;
e aplicacdo de testes aos dados obtidos para verificacdo de ndo-linearidades;
e escolha da melhor estrutura na representacdao do modelo;

e estimagao dos parametros do modelo;

e validacdo do modelo obtido.
O procedimento descrito acima € utilizado na identificacdo tanto de sistemas lineares

quanto de sistemas ndo-lineares. As principais diferengas se devem a maneira com que

cada passo €é implementado.
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2.2.1 Obtencao dos Dados a partir da Experimentacao do Sistema

Nesta etapa sdo obtidos dados de entrada e saida do sistema, que serdo utilizados para a
estimacao de parametros e ajuste do modelo. A obtencao destes dados, € provavelmente
0 passo mais importante no estudo de identificacdo de sistemas, porque todos os
resultados subsequentes a esta etapa dependem da qualidade e da quantidade de
informacao contidas nos dados coletados (Billings and Fadzil, 1985). Enquanto dados
provenientes da operacdo normal do sistema podem ser utilizados como uma base para
identificacao, é preferivel, sempre que possivel, que sejam injetadas no sistema entradas
externas, a fim de melhor excitar a sua dinamica (Eykhoff, 1974; Billings and Voon,

1983).

Estas entradas sdo geralmente projetadas baseando-se em experimentagdes preliminares
do processo, para que estas sejam ‘“‘persistentemente excitantes” (Norton, 1986). Para
alguns sistemas nao-lineares, a entrada deve ser selecionada de forma a ter um largo
espectro de frequéncia e o perfil de amplitude de interesse no sistema (Aguirre and
Billings, 1995b). Entretanto, é muito dificil encontrar uma solucdo analitica para as
condig¢des experimentais, mas utilizando-se resultados da Teoria de Informacao pode ser

mostrado que (Leontaritis and Billings, 1987):

1) para uma restricdo de amplitude ou poténcia na entrada, esta deve ser uma
sequéncia independente;

ii) para uma restri¢cao de poténcia a entrada deve ser Gaussiana;

i) para uma restricdo de amplitude, a entrada deve ser uniformemente
distribuida;

vi) para sistemas multivaridveis as entradas devem ser mutuamente

independentes
Dentre as entradas utilizadas na identificacdo de sistema como um todo pode-se citar

sinais binarios pseudo-aleatérios (PRBS) e ruido ‘branco’, pois apresentam um espectro

de frequéncias relativamente largo.
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O uso de dados provenientes da operacdo normal da planta € tentador quando a entrada
parece suficientemente excitante, mas problemas podem aparecer quando existe
“realimentacdo” no sistema, o que ndo é 6bvio pela simples inspecao visual dos dados.
Para sistemas com realimentacdo, é altamente aconselhdvel o uso de uma perturbagao
aplicada externamente. Sem este sinal, a dinamica estimada pode ser pouco parecida
com a dinamica do ramo direto da planta (Soderstrom and Stoica, 1989, capitulo 10).

Outro fator importante na experimentagdo do sistema € o tempo de amostragem
utilizado. Esta importancia é devida ao fato de que tempos de amostragem diferentes
proporcionam modelos diferentes. A obtencdo de dados superamostrados, onde as
sucessivas medicoes tendem a estar altamente correlacionadas, pode levar a um mal-
condicionamento numérico e falta de recursos computacionais na gravacdo e
processamento de tais dados (Billings and Aguirre, 1995f). Por outro lado, a obten¢do
de dados subamostrados pode levar a uma perda de informacdo dinamica entre uma
amostra e outra, € a complexidade do modelo estimado pode reduzir-se. A obtencdo de
modelos a partir de dados amostrados, dependendo do espagamento das amostras, pode
incluir parimetros estimados com baixa precisio. E aconselhdvel entdo, realizar um
teste de sensibilidade no modelo, variando cada parametro e examinando seu efeito na

saida, verificando-se assim a sua importancia (Godfrey, 1986).

Uma maneira de se obter o tempo de amostragem do sistema seria através do teorema da
amostragem de Shannon (Phillips, 1995). Este teorema indica que o tempo de
amostragem adequado para um sistema seria com uma frequéncia no minimo duas vezes
maior que a maior frequéncia de interesse. Na prética, usa-se uma frequéncia de cinco a

dez vezes maior que a frequéncia de interesse.

Uma outra maneira de escolher o tempo de amostragem seria tomar 0 menor entre 0s

primeiros minimos (t,) das fungdes de autocorrelagdo linear, ® (h), e ndo-linear,
®..(h), dos dados de saida e utilizar um tempo de amostragem que esteja entre o

seguinte intervalo (Aguirre, 1995):
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A barra indica o valor médio e E a esperanca matemaética.

2.2.2 Detecciao de nao-linearidades

Uma tarefa também primaria na identificagdo € decidir através dos dados de entrada e
saida, se o processo sob consideragdo € linear ou ndo linear. Com o intuito de
determinar tal caracteristica do processo, pode-se aplicar testes de detec¢do de ndo-
linearidade nos dados (Billings and Voon, 1983; Billings and Fadzil, 1985). Estes testes
verificam se os dados do sistema satisfazem (dentro de certos limites) certas
propriedades peculiares a sistemas lineares. Adota-se um modelo nao-linear quando tais

caracteristicas nao forem verificadas.

O teste de nao-linearidade deve ser ndo paramétrico, ou seja, deve ser independente da
estrutura ndo-linear e da ordem da dinamica da parte linear do processo; ele também nao
deve requerer muito tempo computacional. Portanto, os métodos mais utilizados na

deteccao de ndo-linearidades sao (Haber, 1985):
e teste no dominio do tempo;

e método da correlacio cruzada nio linear ;

e método da autocorrelacdo de ordem elevada.
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Existem outros métodos, tais como o método da saida média e o método de regime
permanente, porém estes procedimentos s6 detectam caracteristicas nao-lineares do

processo em regime permanente (Haber and Unbehauen, 1990).

De acordo com Haber e Unbehauen (1990), os sistemas que apresentam termos
constantes além dos termos lineares e ndo-lineares, podem encobrir os verdadeiros
resultados dos testes de nao-linearidade. A fim de se eliminar o efeito do termo
constante, os métodos de correlacio devem ser realizados com os dados normalizados, e

ndo diretamente com os dados medidos.

2.2.3 Escolha e Representacao de Estruturas

2.2.3.1 Representacao de Estruturas

Um modelo de entrada/saida é um meio matematico de descrever a relacdo entre a
entrada e a saida de um sistema, relacionando-os de maneira direta e proporcionando

uma aproximag¢do adequada a um pequeno custo computacional.

Uma forma de representacdo de sistemas seria através da linearizagdo de modelos em
torno de um ponto de operagdo, que € chamado de representacdo local (Billings, 1980).
Este método consiste em tomar-se um conjunto de modelos lineares locais simples,
representando cada ponto de operagdo desejavel do sistema, e interpold-los a fim de
obter o modelo completo. Mas este método requer que o sistema seja validado em torno
de cada um destes pontos de operagdo, validando-se consequentemente os modelos

locais.

Quando da escolha da representacdo, alguns aspectos devem ser considerados para
auxiliarem na sele¢do de estruturas do modelo, devido a variedade de representacdes
existentes (Cinar, 1995). Por exemplo, algumas representacoes como “linear por partes”

(Billings and Voon, 1987) e funcionais requerem arquivos de dados muito maiores que
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outras formas de representacdes. Outras representacdes tais como redes neurais (Elsner,
1992) e funcdes de base radial (Casdagli, 1989), demonstram certas vantagens na
manipulagdo de grandes vetores de dados. Por outro lado, representacdes analiticas
simples como fungdes racionais e polinomiais (Billings and Chen, 1989a; Haber and
Unbenhauen, 1990) sdao mais ficeis de serem analisadas em relag¢do as outras. Isto ndo
quer dizer, entretanto, que uma determinada representacdo s6 tem um bom desempenho
em alguns poucos problemas praticos. Na verdade, sabe-se que representagdes globais
através de polindmios ndo lineares sdo adequadas para a modelagem e quantificagdo de
varios fendmenos complexos (Aguirre, 1994), desde que a estrutura do modelo seja

apropriada.

Os modelos a serem utilizados neste trabalho sdo os modelos polinomiais do tipo “non-
linear auto-regressive moving average with exogenous inputs” (NARMAX) (Leontaritis
and Billings, 1985a; Leontaritis and Billings, 1985b), que constituem uma representacao
natural para uma grande classe de sistemas ndo lineares (Billings and Chen, 1989). Esta
escolha de representacdo pode ser justificada por um grande nimero de razdes, dentre as

quais:

e tal representacdo € global, e sendo assim mais apropriada para a andlise da
dindmica global do sistema;

e a complexidade do modelo € facilmente quantificada pelo grau de nao
linearidade, nimero de termos e maximo atraso utilizado ;

e niveis moderados de ruido podem ser manipulados com certa facilidade;

e facilidade relativa na anéalise;

e sendo linear nos parametros, algoritmos simples e robustos podem ser usados

na estimacdo de parametros.
Um modelo NARMAX com periodo de amostragem normalizado, pode ser

representado como se segue (Leontaritis and Billings, 1985a; Leontaritis and Billings,

1985b):
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y(k) = F(y(k-1), y(k -2)...., y(k -ny),u(k -d), u(k -d-1),..., u(k -d-n,+1), e(k-1),
e(k -2),..., e(k -n,)) + e(k) 2.1

onde ny, n, e n, sdo respectivamente 0os maximos atrasos considerados nos termos de
saida, entrada e ruido; e d € o atraso puro de tempo medido em intervalos de
amostragem T. Mais ainda, u(k) e y(k) sdo respectivamente as séries temporais de
entrada e saida obtidas pela amostragem dos dados continuos de u(t) e y(t) nos instantes
T,. A funcdo F' representa uma funco no-linear qualquer, com grau de ndo-linearidade

L.

Como dito anteriormente, o escopo deste trabalho sdo as equagdes polinomiais de
modelos NARMAX. Um modelo polinomial ndo-linear de grau [ pode ser representado

da seguinte maneira (Leontaritis and Billings, 1985a; Leontaritis and Billings, 1985b):

y(t) =6, + i{ﬂilxil + i ieilizxil (t)xi2 () +

i,=1 iy=li,=1
n o (2.2)
Do D0 X (D x, (1) +e(D)

=1 i=i-1

onde x;(t)=yt-1),x,=yt-2),..., X, a(t)=u(t-d), ...

Xy an () =e€(t-1), ... xo(1) =e€(t-n.), n=n,+ny+n

Os 6°s sdo os parametros a serem estimados de forma que a estrutura escolhida para o

modelo se ajuste aos dados de estimagao e represente a dinamica do sistema.

Neste trabalho serd utilizada apenas a parte deterministica do modelo polinomial
NARMAX, isto €, a parte NARX, uma vez a parte da média mével serd omitida. Tal
parte tem a funcdo de evitar a polarizacdo dos parametros estimados, sendo descartados

em qualquer outra utilizagdo do modelo em que sua presenca ndo se faz necessaria.
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2.2.3.2 Deteccao da Estrutura

Uma dificuldade na escolha da estrutura de modelos polinomiais NARMAX se deve a
relagdo entre o nimero de termos no modelo, com a ordem e o grau de nao-linearidade
do mesmo. Isto porque o nimero de termos possiveis em modelos polinomiais cresce
rapidamente com o aumento do grau de ndo-linearidade / ¢ da ordem do modelo, n,. Na
equagdo (2.2) pode ser visto também que o ndmero de termos depende de n, e n.. Logo,
o numero de termos possiveis em modelos polinomiais pode ser expresso pela seguinte

férmula (Korenberg et al., 1988) :

ng=M+1 onde n= niimero de termos do modelo e,

ni_,(ny +n,+n,+i—-1)
n, = - , n, =1
i

O valor de n, pode se tornar impraticavelmente grande para modelos polinomiais,

embora o problema aqui ndo seja tdo grave quanto no caso das séries de Volterra ou
modelos de Wiener, onde o nimero de termos pode facilmente chegar a 10" para
sistemas relativamente simples (Billings, 1980). A unido de todos os termos possiveis
de serem incluidos em um modelo polinomial € denominado conjunto de termos
candidatos. O procedimento de se encontrar os termos a serem incluidos no modelo,

dentre os termos candidatos, é chamado de detec¢do de estrutura.

A deteccdo de estrutura € a tarefa mais dificil e importante no processo de identificacao.
Esta importancia encontra-se no fato de que as caracteristicas dindmicas e estiticas do
sistema estdo intimamente ligadas a sua estrutura. Um modelo cuja estrutura €

deficiente, certamente ndo ird reproduzir bem o comportamento do sistema original.
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No processo de detec¢do da estrutura, os conhecimentos a priori do sistema podem
auxiliar na escolha, como serd visto nos proximos capitulos. Neste contexto a sele¢ao da
estrutura do modelo ndo consiste em escolher a estrutura “verdadeira”, pois esta nao
existe, e sim encontrar uma que melhor descreva aspectos dindmicos do sistema, e se

possivel possa incluir também os aspectos estéticos, tais como a saturacao.

Na tentativa de ajustar melhor os dados e representar dinamicamente o sistema, alguns
modelos podem incluir termos que ndo sdo necessdrios. Estes termos, chamados
espurios, podem incluir caracteristicas ndo condizentes com a realidade do sistema. A
presenca de termos ndo necessdrios denomina-se sobreparametrizacdo do modelo
(Aguirre and Billings, 1995b). Frequentemente, o uso de modelos ndo-lineares com
maior complexidade e tamanho que o necessario, sdo mais utilizados, e as principais

causas disto sao:

1) dificuldade de escolher uma representacao adequada;

i1) alguns algoritmos de selecdo de estruturas gastam muito tempo
computacional;

ii1) modelos maiores sdo mais flexiveis e tendem a acomodar melhor os dados,
provavelmente reduzindo a variancia dos residuos;

1v) disponibilidade de computadores mais rapidos e mais baratos, que facilitou a

manipulagdo de modelos maiores.

Entretanto, modelos flexiveis que ajustam melhor os dados ndo necessariamente
capturam a dindmica do sistema apropriadamente, logo, o item (iii) deve ser visto com

cautela.

Devido ao explosivo crescimento do conjunto de termos candidatos ao modelo com a
ordem e retardo maximo de tempo assumidos para este modelo, uma procura exaustiva
pela melhor estrutura nem sempre € facil. Com o intuito de condicionar uma selecio de
estruturas adequada, diversos métodos foram desenvolvidos, tais como algoritmos

genéticos (Fonseca et al., 1993), onde cada modelo possivel foi codificado como um
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individuo de uma cadeia de genes, e cada gene indica um termo constituinte do modelo.
Através do uso de técnicas “evoluciondrias” € selecionado o individuo mais apto; ou

seja, o melhor modelo para o sistema em questao.

Outro método seria a validagdo cruzada (Sorenson, 1970), que sob determinadas
condigdes ird selecionar uma estrutura Otima com relacdo ao critério de validagcdo
cruzada estabelecido. Na interpretacdo da validacdo cruzada dos modelos atribui-se a
eles uma aparéncia intuitiva, e permite assim adapta-los para aplicacdes especificas pela

escolha apropriada do parametro deste critério, sendo uma decisdo do usudrio.

Outros métodos que poderiam ser utilizados no auxilio a selecdo de estruturas seriam o
critério de informagdo de Akaike (Akaike, 1974), Agrupamento de termos (Aguirre,
1994; Aguirre and Billings, 1995a) (sera citado no capitulo 3) e Error Reduction Ratio
(ERR) (Chen et al., 1989; Korenberg et al., 1988) que se apresenta como uma técnica
muito Util e eficaz na deteccdo de estruturas para modelos NARMAX. O ERR de cada
termo € um numero que indica a melhoria obtida na explicagdo da variancia dos dados,
com a inclusdao daquele termo no modelo. O algoritmo de detec¢do de estrutura baseado
no ERR sera descrito na secdo 2.2.6, apds a apresentacao do algoritmo de estimacgdo de

parametros.

Alguns métodos mais recentes, que tentam auxiliar no problema de selecao de estruturas

sdo estudados em Thouverez and Jezequel (1996), e Wang and Cluett (1996).

Um objetivo deste trabalho € desenvolver técnicas e procedimentos, que aliadas a um
conhecimento a priori do sistema, auxilie na escolha de uma estrutura concisa e
dinamicamente valida para o modelo. Verificar-se-a4 quais tipos de informagdes estdo
incluidas e podem ser eventualmente representadas a partir dos modelos polinomiais

NARMAX.
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2.2.4 Estimacao de Parametros

Determinada a representacdo e a estrutura do modelo, deve-se estimar seus parametros,
a partir de dados obtidos em experimentacdo, buscando aproximar o comportamento
dinamico exibido pelo sistema. Normalmente, em modelos polinomiais NARMAX, que
sdo lineares nos parametros, o método de estimacao de parametros utilizado é o dos
minimos quadrados, que pode ser solucionado por vdrias técnicas numéricas bem
desenvolvidas como a transformac¢do de Householder e a decomposicao de Choleski

(uma revisao destas técnicas pode ser vista em Ljung (1987) e Chen et al. (1989)).

A estrutura apresentada na equacdo (2.2) pode ser representada como (Chen et al.,

1989):

(1) = Y o8, + ()
2 (2.3)

onde né o nimero de termos no modelo, @,(#) corresponde aos regressores, que sa0 0s
diferentes termos do polindmio representando os mondmios de x,(7) a x, (z) até o grau [.

O termo e(¢) representa o ruido e erros de modelagem em geral, e 0; representa os

parametros do modelo.

A equacgdo (2.3) pode ser escrita ainda na forma do erro de predi¢do (EP) (Leontaritis

and Billings, 1985b):

ng

Y1) = Y @18 + Ek)
Z (2.4)

onde os termos em chapéu representam os valores estimados, e §(k) € definido da

seguinte forma:
E(t) = y(1) - §(1.8) 2.5)

23



Capitulo 2

L 36 =Y 0,08,
gf (2.6)

O vetor de residuos {&(7), ¢ = 1,2,. . . N} engloba tanto os erros de modelagem quanto o

ruido do sistema e incertezas de ordem qualquer. A equacdo 37(t,é):2(pi (t)éi é
i=1

denominada preditor “um-passo-a-frente” e y(r) € a predicdo “um-passo-a-frente” de

(1)

Os parametros 6, do modelo devem ser escolhidos de modo a minimizar um indice de

desempenho pré-estabelecido, como por exemplo (Ljung, 1987):

] N
In(0)=—> f(&(1,0))
Y Nkz:} 2.7)

onde () é uma func@o escalar qualquer.
O conjunto de parAmetros estimado sera diferente para cada f considerada. Usando f(§) =

E'(tem-se o chamado método dos minimos quadrados. Nesse caso, a equagdo (2.7) se

transforma em:

] N
Tn(0)=—Y ETE(1,0)
! Nkzz{ 2.8)

que deverd ser minimizado para determinar-se o conjunto de parametros

correspondente.
Colocando-se a equacgdo (2.4) em notagdo matricial, tem-se :
Y=¥TO+E (2.9)
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onde
Y =[y(1) yQ2) ... yN)'
=EDEQ) .. EM]T

QD 0x(1) (1)
pr_| 92 9:02) = e,(2)

OuN) Oy(N) 0, (N)

e T indica a transposi¢ao da matriz (ou vetor).

A solug@o dos minimos quadrados € dada por (Ljung, 1987):

6,5 =[weT| wy
(2.10)

A matriz WW¥" é denominada matriz de covarianca dos regressores. Ela é simétrica e

positiva definida, exceto em casos de mal-condicionamento grave.

~ N . s s T . ~ . . .
A solucdo 0, existe e € Unica desde que WV seja ndo-singular. Para que isso seja

verificado, a matriz ¥ deve ter posto pleno de colunas. Nessa situacdo, as colunas de
¥" sdo linearmente independentes e formam a base do espago vetorial formado por
¥'O (espagco imagem de ¥'). Quando Y nio pertencer ao espago vetorial descrito
pelas colunas de W' (como ird acontecer em quase totalidade dos casos), os dados do

sistema ndo poderdo ser completamente explicados pelos regressores; '8, , nesse
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caso, representard a projecdo ortogonal de Y no espaco imagem de W' e os residuos

da estimagéo &(¢) serdo minimos (Ljung, 1987).

A estimativa € dita ndo-polarizada se o vetor de residuos {&(7), r = 1,2,. . . N} for ruido

branco e ndo apresentar correlacdo com os regressores; isto € (Korenberg et al., 1988):
E{éLS}:e (2.11)

onde E representa esperanca matematica e (¢ o vetor nominal de parametros. Quando
isso ndo acontece, os residuos apresentam alguma dinamica que nao foi devidamente
absorvida pelo modelo. Novos termos podem ser incluidos no mesmo para que as
estimativas se tornem ndo-polarizadas e toda a dinamica dos dados seja refletida no
modelo. Na inclusdo de mais termos deve-se estar atento para a sobreparametrizacdo do
modelo, que podem gerar o aparecimento de regimes dindmicos que nao estdo presentes
no sistema real (Aguirre and Billings, 1995b). Normalmente, o que se faz € incluir
termos de ruido apenas para evitar a polariza¢do dos parametros. Obtido o modelo do

ruido, despreza-se entdo a parte estocdstica e considera-se apenas a parte deterministica

para simulacdo e andlise (Aguirre, 1994).

O modelo ndo-linear deve ser estimado utilizando-se dados puros. Estimacido baseada
em dados com média nula y’(.) = y(.) - ;, u()=u()- u como geralmente se faz para o
caso linear, ird resultar em um modelo que € “sensivel a entrada” (Billings and Voon,
1983). Isto significa que os parametros do modelo tornam-se uma fung@o da variancia e
estatistica de ordem elevada do sinal de entrada. Um modelo estimado para uma certa
entrada, ndo serd valido para predicao baseada em qualquer outra entrada que apresente
uma estatistica diferente da primeira. Este problema pode ser evitado utilizando-se os
dados com seus valores ‘dc’ originais. De acordo com Billings and Fadzil (1985), deve-
se evitar subtrair a média dos dados, porque pode induzir a um grande nimero de termos
nao-lineares no modelo, que aparecem na tentativa de ‘explicar’ fendmenos relativos a

componente ‘dc’ retirada dos dados.
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Existem métodos de estimacao de parametros que sdo ndo-polarizados, mesmo quando
o ruido do sistema ndo for branco. Um desses métodos € o das Varidveis Instrumentais
(Billings and Voon, 1984) no qual é definida uma nova varidvel aleatéria v(k) que
apresenta correlacdo com os regressores do modelo e é ndo-correlacionada com o ruido

e. Uma revisdo neste método pode ser visto em Ljung (1987).

2.2.5 Implementacdes Ortogonais do Algoritmo de Minimos Quadrados

Quando W' ¢é mal condicionada, a formacio da matriz de covarianca dos regressores,
WW', torna-se sujeita a problemas numéricos (propagacio de erros, precisdo
insuficientes nos calculos) que podem afetar a estabilidade do algoritmo dos minimos
quadrados. Neste caso, a solucdo da equagdo normal (2.10) torna-se invidvel. Mal-
condicionamento numérico acontece quando as colunas de regressores, em PW¥', sio
altamente correlacionadas entre si.

Uma alternativa para aliviar tal problema € a ortogonalizacdo da matriz ¥ . Nessa
situacdo, as colunas de ¥ serdo ndo-correlacionadas e formardo uma base ortogonal
para o espaco vetorial solu¢io de W'®. Os algoritmos utilizados na solugio do
problema dos minimos quadrados ortogonais sdo o procedimento de Gram-Schmidt
(classico e modificado) e o método da transformacdo de Householder (Ljung, 1987;

Chen et al., 1989).

Descrever-se-4, em seguida, o método da transformacdo de Householder (Chen et al.

1989), a ser utilizado na estimacdo ortogonal de parametros neste trabalho.

Se amatriz " tiver posto pleno de colunas, ela pode ser decomposta em:

¥" =QR (2.12)
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onde Q € uma matriz ortogonal (Q'Q=D) N (ne R € uma matriz triangular superior de

dimensdong X ng .
Criando a matriz aumentada Q obtém-se :

6:[Q|qne+l qN]
(2.13)

v-ag]
10 (2.14)

onde Q tem dimensdo N (N. As novas colunas acrescentadas a Q podem ser quaisquer,

desde que Q tenha posto pleno de colunas. Aplicando GT a Y (vetor de saidas do

sistema):

GT-Y _ |:Y1 :|
¥ (2.15)

onde y; e y, tétm dimensdo ny x1 € (N—ngy) x 1, respectivamente.

Assim:

=1, =y - ¥e], =[Q"(Y - w"e)| ~|y,~Rel, +[y.],
(2.16)

onde || |, é a norma euclidiana.

A estimativa dos parametros pode ser obtida solucionando-se o seguinte sistema linear

triangular (usando substitui¢io reversa, por exemplo):
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RO =y, 2.17)

A fatoracdio QR da matriz W' pode ser implementada utilizando-se transformacdes de

Householder, devidamente projetadas para tanto (Ljung, 1987; Chen et al., 1989).

No procedimento de Gram-Schmidt, a matriz ¥" é decomposta no produto de duas
matrizes, uma ortogonal e a outra triangular superior, como na fatoracdo de
Householder. A forma de implementar tal decomposicdo € o que diferencia os dois

métodos.
Considere:

¥YT=WA (2.18)
onde A € uma matriz triangular superior com diagonal unitaria, de dimensdo n(ne W é

uma matriz ortogonal (WTW = D, sendo D uma matriz diagonal), de dimensdo N (na

ser construida a partir dos dados de operagao.

Da equacao (2.9):
Y = \PT(A‘IA)@ +E (2.19)
Define-se:
w=y"A’ (2.20)
g=A0 (2.21)
Y=Wg+E (2.22)
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onde as colunas de W constituem os novos regressores (ditos ortogonais).

A solu¢do dos minimos quadrados ortogonais (2.22) € (Ljung, 1987; Chen et al., 1989;
Stoica et al., 1986) :

o= D W'y (2.23)

Determinado g através de (2.23), os pardmetros do modelo original podem ser obtidos

segundo (2.21).

O procedimento de estimacdo descrito acima pode ser implementado simultaneamente
com um esquema de detec¢do de estrutura baseado no ERR, conforme serd descrito na

préxima segao.

2.2.6 Deteccao de Estrutura Utilizando o ERR

Usando (2.22), define-se a variancia do erro de modelagem &(t) como:

1 1 &
Var{§(t)}=—ZE"Z2=—| Y'Y= ) g'w'w,
N N[ Z (2.24)

onde g, indica os elementos do vetor de parimetros g e w;indica os regressores
ortogonais (colunas da matriz W). Supondo que nenhum termo fosse incluido no

modelo, a variancia de (t) seria igual a variancia de saida. A cada novo termo acrescido

i . . . 1
ao modelo, a variancia dos residuos &(t) é decrescida de um fator W( g’wlw, ), onde

w;indica o termo incluido e g, o seu respectivo parametro. A reducdo no valor da

variancia pode ser normalizada com relacdo a variancia total do sinal de saida (y(t)). Isto
resulta no ji citado “Error Reduction Ratio” (ERR) de cada termo, o qual é definido

formalmente como (Chen et al., 1989) :
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2. T
giwW; W,

[ERR], = i 1<i<n,

(2.25)

Portanto, o ERR indica a porcdo da variancia da saida explicada pela inclusdo de um
novo termo no modelo. Ele pode ser utilizado na detec¢do de estrutura de modelos.
Escolhe-se o nimero de termos desejados para o modelo (utilizando-se por exemplo,
critérios de informagdo) e normalmente considerar-se-4 aqueles que possuirem os

maiores ERR’s.

O valor do ERR depende da posicdo em que o termo considerado € incluido no modelo.
Em Billings et al. (1989) € apresentado um esquema de deteccio de estrutura, baseado
no ERR, que visa contornar este defeito. No algoritmo, denominado ‘“regressdo-direta”,

todos os regressores @,(t) sdo considerados na determinacdo de cada w,(z), sendo

escolhido aquele que apresentar o maior ERR naquela posic¢ao.

Existem critérios de informac¢do que podem ser tteis na determina¢do do nimero de
termos a ser considerado no modelo, e serdo utilizados nos algoritmos de estimagdo
deste trabalho. Esses critérios baseiam-se na estimacao da ordem do modelo a partir dos
dados de operagdo. Entre tais métodos destacam-se o critério de informacdo de Akaike
(AIC) (Akaike, 1974), o critério de informacao de Bayes (BIC) (Kashyap, 1977), LILC
(Khinchin’s law of iterated logarithm criterion) (Hannan and Quinn,1979) e técnica da

predi¢ao final do erro (FPE) (Akaike, 1970).

Nos algoritmos descritos nesta se¢do, a estimagdo de parametros € feita de maneira “off-
line”. Os dados do sistema sdo obtidos, através dos procedimentos de aquisi¢do de
dados, e em seguida, processados para a obtencdo do vetor de parametros do modelo. A
estimacao pode também ser implementada recursivamente. Nesse caso, o vetor de
parametros € inicializado e recalculado (segundo uma expressdo recursiva) a cada

intervalo de amostragem, quando um novo registro de entrada e saida do sistema €

obtido.
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Os algoritmos recursivos de estimacao sdo normalmente utilizados quando o sistema
que estd sendo modelado € variante no tempo (Proll and Karim, 1994). Nessa situacao,
0s parametros precisam ser continuamente estimados e mudangas refletidas nos dados
do sistema devem ser capazes de forcar a atualizacdo dos parametros. Para que isso
acontega, os algoritmos recursivos utilizam um fator de esquecimento, geralmente
exponencial, que privilegia os dados mais recentes em detrimento dos mais antigos. A

estimacao recursiva também € utilizada no projeto de controladores adaptativos.

Um objetivo deste trabalho € obter resultados para auxiliar o ERR, que é um critério
puramente estatistico na escolha de termos constituintes do modelo, através da limitagdo

do conjunto de termos candidatos.

2.2.7 Validacao de Modelos Identificados

Quando os parametros sdo estimados, ndo ha garantias de que foram selecionados
apenas os termos significantes no modelo NARMAX que representa o sistema real
(Billings and Voon, 1986a). A auséncia de algum termo importante no modelo pode
provocar a polarizagdo dos parametros, como ji dito anteriormente. Desta maneira
torna-se necessario submeter o modelo obtido a alguns testes que deverdo avaliar a sua

capacidade em representar o sistema original; estes testes s@o os testes de validagdo.

Existem dois tipos bdasicos de validacdo, a estatistica e a dindmica, que serdo

apresentados a seguir.

2.2.7.1 Validacao Estatistica
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Algumas condicdes observadas a fim de que a estimagdo seja ndo polarizada diz
respeito a correlacdo do ruido. Entretanto, como este ndo pode ser medido, € necessario

utilizar os residuos que servem como uma estimativa do ruido.

A motivagdo para se testar os residuos de um modelo baseia-se no fato de que se um
modelo ajustar bem os dados (ndo polarizado), ele deve ser capaz de explicar toda a
dinamica presente nos dados. Se isto ocorrer, ndo havera dindmica restante nos residuos,
que serdao considerados brancos. Portanto, validar estatisticamente equivale a verificar a

aleatoriedade dos residuos de tal modelo.

Sabe-se que os testes lineares tradicionais que calculam a autocorrelacido dos residuos e
a correlacdo cruzada da entrada e os residuos, geralmente falham ao indicar a deficiéncia
do modelo quando o processo € ndo-linear (Billings and Leontaritis, 1981; Billings and
Voon, 1983). Esta falha pode levar a hipdtese de que ndo hd mais informacdo nos
residuos, quando na verdade deveriam existir mais termos ndo-lineares que ao serem

omitidos podem gerar estimativas polarizadas dos parametros do modelo.

Portanto, como mencionado anteriormente, quando o sistema € ndo-linear, os residuos
devem ser imprevisiveis a partir de todas as combinacdes de entradas e saidas passadas

(Billings and Voon, 1983), e esta condig¢ao se satisfaz caso:

@ (h)= E(E(k—h)&(k)}=§(0)
®,.(h)=E{u(k—h)i(k)}=0,Vh
d)iiu(h)=E{§(k—1—h)§(k)u(k—1—h)}=0, Y h

® . (h)=E{(u’(k—h)=u’(k))E(k)}=0, Vh

@ o ()= E{(u’(k=h)=u’(k)JE*(k)]=0, ¥ h

onde (k) representa os residuos, (a fungdo de correlagdo, (é o impulso unitério e a barra
indica o valor médio. As condicdes acima devem ser sempre satisfeitas no caso de

modelos nao-polarizados.
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Como o vetor de dados (e residuos) € finito, as igualdades acima ndo poderdo ser

verificadas exatamente. Entretanto, define-se “limites de confianca” de 95% em

il’% ,onde N é o nimero de dados. Assim se houver picos significativos fora dos

limites de confiancga das fun¢des de correlagdo, hd 95% de chance daqueles residuos nao

serem brancos.

z

Para o caso em que o modelo ndo-linear estimado é autdbnomo, os seguintes testes

deverdo ser usados (Billings and Tao, 1991):

@ (h)=E{(&(k)-Ek))Ek-h)-Ek))}=80)
®..(h)=E((&k)~&k))&k—h)=E(k))*}=0

O . (h)=E(§(k)=& (k)NE (k=h)=& (k))]=80)

No caso de sistemas lineares ndo-autbnomos, apenas os testes ®ge Dysdo considerados;
no caso de sistemas lineares autdnomos apenas o teste @ € normalmente utilizado

(Soderstrom and Stoica, 1989).

2.2.7.2 Validacao Dinamica

A validacdo dinamica de um modelo visa verificar se este modelo realmente reproduz
certas caracteristicas dinamicas do sistema identificado. Algumas propriedades
dinamicas que podem ser utilizadas para validar modelos sao (Aguirre and Billings,

1995b; Aguirre and Billings, 1994a):
e expoentes de Lyapunov;

e secoes (ou mapas) de Poincaré;

e diagramas de bifurcacio.
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Os invariantes dindmicos acima citados descrevem aspectos qualitativos e quantitativos
da dinamica do sistema, sendo que os mais indicados para a validagdo dinamica sdo os

diagramas de bifurcacao, pois sdo mais sensiveis as mudangas na estrutura do modelo.

Uma prética também comum consiste em tomar uma massa de dados diferentes dos
dados de estimagdo e aplicar os dados de entrada destes no modelo obtido. O resultado
fornecido pelo modelo é comparado com os dados de saida reais, entdo é feito uma

avaliacao visual da capacidade do modelo de acompanhar novas entradas.

Vale a pena salientar que em algumas aplicagdes ndo € possivel utilizar os invariantes
citados acima, porque tais valores ndo sdo facilmente obtidos a partir do sistema

original.

2.3 Comentarios Finais

Nesse capitulo, foram revistos os principais passos da identificacdo de sistemas, que

serd aplicada ao problema de obtencao de modelos para sistemas nao-lineares.

O processo de obtencdo de modelos ndo-lineares €, em esséncia, semelhante a
identificacdo de sistemas lineares (problema este conhecido na literatura). Os dois
procedimentos sdo diferenciados pela maneira com que cada etapa do processo é

implementada.

O projeto de excitacdes (sinais de entrada) para coleta de dados de sistemas ndo-lineares
(dados a serem utilizados para identificagdo) deve levar em consideragdo que esses
sistemas podem apresentar comportamentos dindmicos completamente distintos,

dependendo da regido de operagdo.

Os algoritmos de deteccdo de ndo-linearidades t€ém como fun¢do informar o grau de

nao-linearidade apresentado nos dados de experimentagdo do sistema. De acordo com a
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indicacdo destes algoritmos, serd feita a op¢do entre a utilizacdo de um modelo linear ou
um modelo nao-linear. Assim, os dados de experimentacdo devem refletir o
comportamento do sistema em todas as suas faixas de operagdo. E desejdvel, sempre
que possivel, utilizar modelos lineares, os quais sdo mais simples e ficeis de serem

analisados e controlados.

A grande dificuldade apresentada pelo modelamento ndo-linear € a escolha da estrutura
a ser utilizada para representar a dindmica do sistema. Essa estrutura deve ser
suficientemente complexa para permitir a representacio de uma classe ampla de
sistemas ndo-lineares. Por outro lado € desejavel que os modelos obtidos sejam

passiveis de manipulagdo computacional posterior.

Os algoritmos de identificacio devem ser capazes de selecionar os termos necessarios
(dentro de um conjunto de termos candidatos) para reproduzir o comportamento
dinamico refletido nos dados de experimentacdo. A sobreparametrizacio de modelos
(ndo-lineares) faz que estes apresentem caracteristicas nao contidas nos dados. A
estimacdo de parametros deve ajustar a estrutura escolhida para representar o sistema
em consideragdo. Por fim, os modelos obtidos devem passar por testes que irdo avaliar a
capacidade daqueles em ajustar os dados de identificacdo e reproduzir a dinidmica

apresentada pelo sistema.

Deve ser ressaltado boa parte das técnicas apresentadas nesse capitulo foram
desenvolvidas nos ultimos 30 anos, e que esse campo de pesquisa ndo se encontra
encerrado visto a grande quantidade de publicacOes recentes nesta area (Nagy and
Ljung, 1992; Lindskog and Ljung, 1994; Ljung and Guo, 1995; Schoukens et al., 1994).
Um método recente que auxilia na deteccdo de estrutura serd citado no préximo

capitulo.
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Selecio de Estrutura de Modelos Nao-Lineares:
Agrupamentos de Termos e Coeficientes de
Agrupamentos

3.1 Introducao

Uma das maiores dificuldades na identificagdo de sistemas é a escolha da estrutura do
modelo, isto €, a escolha da base do modelo antes da estimacdo de parametros. A
selecdo de uma estrutura adequada € de vital importincia no desenvolvimento de

modelos nao-lineares, especialmente os modelos polinomiais (Aguirre, 1994b).

Uma das dificuldades que aparecem na escolha da estrutura nas representacdes
polinomiais, é que o ndmero de termos possiveis de integrarem o modelo cresce
rapidamente com o aumento da ordem e o do grau de ndo-linearidade do modelo. Entdo,
mesmo para pequenos valores destas grandezas, o nimero de termos em um modelo
polinomial pode se tornar impraticavel. O mais importante € que, mesmo se o tempo de
computacdo do modelo e os requisitos de memdria estiverem disponiveis, a inclusdo de
termos no modelo além dos necessdrios normalmente leva-o a apresentar regimes

dinamicos espurios (Aguirre and Billings, 1995b).

Neste capitulo serdo discutidos os principais efeitos da inclusido de termos espurios no
modelo, e em seguida serd apresentada a técnica de agrupamentos de termos e
coeficientes de agrupamentos, que pode auxiliar na selecio de termos em modelos
polinomiais. O capitulo estd organizado como se segue: na secdo 3.2 comenta-se a
respeito dos problemas apresentados por modelos polinomiais NARMAX muito
complexos. Na secdo 3.3 € apresentada a técnica de agrupamentos de termos e
coeficientes de agrupamentos. Na secao 3.4 € verificada a importancia de um
agrupamento, e sdo citados exemplos. E por fim, na se¢do 3.5 sdo feitos os comentarios

finais a respeito do capitulo.
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3.2 Principais Problemas de Modelos muito Complexos

Ja foi mencionado anteriormente que os modelos polinomiais, neste caso os modelos
polinomiais NARMAX apresentam um aumento muito rdpido do nimero possivel de
termos com o aumento da ordem e do grau de ndo-linearidade. Entdo para que tal
modelo seja dinamicamente vélido e conciso, € preciso que a estrutura final seja

restringida (Aguirre and Billings, 1995b).

Normalmente, parece haver uma tendéncia ao uso de modelos que s@ao mais complexos
do que o necessdrio. As possiveis razdes para esta tendéncia ja foram comentadas no
capitulo anterior. Entretanto, o fato de modelos maiores ajustarem melhor os dados nao
quer dizer que eles necessariamente capturam a dinamica do sistema apropriadamente,

afirmacdo esta que poderd ser comprovada nos capitulos posteriores.

O nidmero minimo de termos que devem ser incluidos no modelo pode ser definido
como o ndmero minimo de termos requeridos para que o modelo estimado seja
aprovado por certos testes de validacdo. Em outras palavras, o nimero minimo de
termos em um modelo estd diretamente associado com o tamanho do mais simples

modelo vélido de acordo com algum critério especifico.

Na pratica, este nimero pode ser encontrado através da introducdo gradual de termos no
modelo e posterior verificacdo se este modelo reproduz bem a dinamica desejada.
Quando o modelo é nao-linear, normalmente é dificil de se determinar o seu melhor
tamanho, levando ao acréscimo de mais termos do que o necessario. Neste ponto, os

modelos nao-lineares em geral sdo sensiveis a sobreparametrizagao.

Além do mal-condicionamento numérico e possivel instabilidade, modelos
sobreparametrizados podem apresentar um grave problema que € a presenca de regimes
espurios. Ou seja, o acréscimo de termos espurios ao modelo podem levé-lo a regimes
dindmicos nio condizentes com o sistema real. A idéia do conceito de agrupamento de

termos e coeficientes de agrupamentos € justamente ajudar os critérios ja existentes na
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identificacio de tais termos espurios, possibilitando um modelo conciso e

dinamicamente valido.

3.3 Agrupamentos de Termos e Coeficientes de Agrupamentos

Existem diversas técnicas de escolha de estruturas para modelos polinomiais (Billings
et. al., 1988; Haber and Unbehauen, 1990; Wang and Cluett, 1996). A maioria destas
técnicas proporcionam uma maneira detalhada de selecionar os termos mais
importantes, normalmente a partir de um conjunto muito grande de termos candidatos
ou, em alguns casos, pela eliminacdo de termos ndo necessdrios com base em um
modelo ja estimado. Entretanto, o desempenho de tais métodos normalmente depende
de fatores tais como o tempo de amostragem (Billings and Aguirre, 1995) e a presenca

de ruido (Aguirre, 1994b).

O objetivo desta secao € revisar os conceitos de agrupamento de termos que pode ser
utilizado como uma ferramenta em conjunto com as técnicas ja existentes na selecdo de
estruturas, de forma a reduzir os efeitos da sobreparametrizacdo. Os conceitos de
agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos sdo definidas para modelos
polinomiais NARMAX que € a representagdo escolhida para os modelos neste trabalho.

E mostrado também como tais conceitos podem ajudar na escolha de estruturas.

Definicao 3.1 (Aguirre and Billings, 1995a)

Seja o modelo polinomial NARMAX genérico representado pela equagdo (2.1). A parte
deterministica do modelo NARMAX, isto é, a parte NARX, pode ser expandida como a
soma de termos com graus de ndo-linearidade na faixa de 1<m<I, onde 1 é o grau de
nao-linearidade e m € a ordem do termo. Cada termo de ordem m contém um fator de

ordem p em y(k —n, )e um fator de ordem (m—p) em u(k —n, ), e € multiplicado por

um coeficiente ¢, ,(ny,...,n, ) cOMO segue:
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Loom My p m
WE)=XD N oy, ] ok =n ) [ Jutk=n, )
m=0 p=0n,,n,, i=1 i=p+1 (31)
onde
2722 (3.2)

Em (3.2) limite superior € n, se a soma dos fatores se refere a y(k—n,) ou n, para

fatores em u( k —n, ). Expandindo-se a equacdo (3.1) até a segunda ordem, isto &, até [

=2 tem-se:

1 1

Y=o+ 3 com)yk—n)+ 3 e, (n)uck—n,) +

+ 3 ¢ nny)ytk—n)ytk=ny) +3° ¢y (ny,ny)y(k - nu(k - ny) +

o ny o ny

+nzl,nzz,co,2(n1’n2)u(k_nl)u(k_nz) (3.3)

Note-se que os coeficientes dos termos dependem do tempo de amostragem e deveriam

ser entdo representados como ¢, (T,n,...,n, ). Entretanto, para facilitar o problema, o

argumento T, € descartado.

Exemplo 3.1

O modelo:

y(t) =2,1579y(t — 1) — 1,3203y(t — 2) + 0,16239y(t — 3) + 0,22480 X 10 y(t — 3)* —
0,48196 x 102 y(t —1)* +0,19463 x 102 u(t — 2) + 0,3416 x 10~ u(t — 1) +

0,3523x 1072 y(t — 1)*y(t —2) — 0,12162 x 107 y(t — D) y(t — 2)y(t — 3) (3.4
pode ser descrito na forma da equagao (3.1) com
c1o(1) =2,1579 ¢10(2) =-13203

¢1(3)=0,16239 €30(3,3,3)=0,22480x 10"
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c30(LL1) =-0,48196x 107 €0,(2)=0,1963x 107"
co, (1)=0,34160 x 107 ¢30(112)=035230% 107"
¢30(1,2,3)=-0,12162 x 10~ (3.5)

Se o tempo de amostragem T, for suficientemente pequeno, pode-se dizer que

Wk=1)=yk=2)= ... =y(k-n,)
u(k—=1)=u(k-2)= ... =u(k-n,) (3.6)

ou seja, as equacoes (3.6) sdo andlogas as equagdes representativas do regime estatico
de um sistema, definido no capitulo 1. Assim, pode-se considerar que o calculo dos
agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos sdao feitos mediante a
aproximacao do sistema em regime estitico. Entdo a equacdo (3.1) pode ser reescrita

como

ny.n, 1 m
W)=Y €My, )D, D Wk = 1) u(k=1)""
o (3.7)

gty

Definicao 3.2 (Aguirre and Billings, 1995a)

As constantes Z"“"n"cp,m,p( n,...,n, ) sao os coeficientes dos agrupamentos de termos

iy,

Q , . que contém termos da forma y(k —i)"u(k —j)"" para m=0,...lep =0,...m.

Tais coeficientes, ditos coeficientes de agrupamentos, sdo representados por D

As aproximagdes na equagdo (3.6) foram feitas no sentido de apontar o raciocinio em
que se baseia a anélise de agrupamentos de termos, bem como introduzir uma defini¢dao
mais formal de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos. Entretanto, tais

conceitos sdo validos na maioria das aplicacdes nas quais o tempo de amostragem €&
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selecionado de forma a permitir uma estimac¢ao de parametros confidvel (Billings and

Aguirre, 1995).

Portanto, um conjunto de termos candidatos para um modelo NARX nada mais é do que

a unido de todos os agrupamentos possiveis até o grau [, isto é:

{todos os termos possiveis }= UQy,,um_,, = constante UQ , UQ, UQ L UQ L UQ UL
p=0..m
m=0...
..U todas as combinacdes possiveis até o grau / (3.8)
Exemplo 3.2

Os coeficientes de agrupamentos do modelo da equagdo (3.4) sdo:

cro(1) +¢10(2) +¢,4(3) ==, =0,99999
€30(3:3.3) + c3o (L1 +¢50(1,12) =X , =-2,2880x10”

o1 (1) +¢o,(2) =2, =2,2879%x 107 (3.9)

que correspondem aos agrupamentos de termos Q,,Q ,,Q, respectivamente.

Logo, um agrupamento de termos, Q ,.,, € um conjunto de termos da forma

y(k—i)’u(k—j)" 7 param = 0,...,l e p =0,..., m, e 0 seu respectivo coeficiente de
agrupamento, X , ., , € o somatorio dos coeficientes de todos os termos no modelo que
estdo contidos em tais agrupamentos. E interessante notar que, no limite quando 7, —0,
todos os termos de um agrupamento tornam-se indistinguiveis, e todos os coeficientes
que no limite € unitério, isto €:

de agrupamentos anulam-se, exceto X,

lim; 2, =1, lim; %, ., =0 para todos os outros agrupamentos (3.10)

Na prética, uma das formas de utilizar agrupamentos de termos consiste em estimar-se
uma familia de modelos variando-se o nimero de termos de um valor minimo até um

valor maximo de acordo com o interesse, calculando-se os valores dos coeficientes de
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agrupamento de cada modelo. Ao final traga-se um gréafico com o histérico da variacdao
dos coeficientes de agrupamentos em fun¢do do nimero de termos no modelo. A

identificacdo de agrupamentos espurios € explicada a seguir.

3.4 Verificacao da importancia de um agrupamento

Nesta secdo serd discutido que o efeito dinamico dos residuos de termos provenientes de

agrupamentos espurios € desprezivel. A fim de mostrar tal consideracdo, uma

aproximacao intuitiva serd utilizada (Aguirre and Billings, 1995a).

Assuma que uma massa de dados foi obtida pela amostragem da saida e possivelmente

da entrada de um sistema dindmico continuo. Se o modelo

yk)=¥T(k-1)0+&k) (3.12)

€ ajustado a tais dados, e os parametros nao sdo polarizados, sabe-se que os residuos,
E(k ), devem ser imprediziveis a partir de todas as combina¢des de termos lineares e
nao-lineares, ou seja, ele pode ser considerado “branco”. Em outras palavras, um
modelo € dito ndo polarizado se ele explica toda a dindmica relevante presente nos
dados. Se alguma dinamica nao € explicada pelo modelo, ela ird aparecer nos residuos e
normalmente serd detectada por testes apropriados de validagdo nao-linear (ver se¢ao

2.2.7.1).
Se considerarmos que a estrutura de um modelo polinomial NARMAX pode ser
composta de termos efetivos e termos espurios, a equacdo (3.11) pode ser reescrita da

seguinte maneira (Aguirre and Billings, 1995a):

Yk)=PrO, +[¥Y]O, +E&(k)] (3.13)
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onde ¥'(k-1)=[¥] W] ¢ ®=[0F OI1". Os subscritos E e S denotam,

respectivamente, termos efetivos e espurios no modelo.

Sabe-se que o efeito de agrupamentos espurios € desprezivel na medida em que os
residuos sdo “brancos”. Entdo, se um agrupamento de termos € espurio, isto serd
revelado através de um coeficiente de agrupamento desprezivel, devido ao fato de que o

efeito de Wy (:)S nos residuos ser cancelado dentro de cada agrupamento no modelo. O

aparecimento no modelo de termos pertencentes a um mesmo agrupamento se
cancelando, indica que tais termos poderiam ser espurios e consequentemente retirados
do modelo. Este cancelamento seria o andlogo nao-linear ao cancelamento de pdlo-zero

nos modelos lineares (Aguirre and Billings, 1995a).

O coeficiente de um agrupamento nao € drasticamente alterado pela presenga de ruido
nos dados de identificagdo (desde que a relagdo sinal/ruido seja suficientemente
elevada). Por outro lado, o coeficiente dos agrupamentos espurios ird apresentar grandes
variacOes quando o nivel de ruido nos dados € alterado. Este fato podera ser utilizado

como indicacdo de que tais agrupamentos ndo devem estar presentes no modelo final.

Portanto, esta se¢do pode ser resumida em alguns tépicos importantes no auxilio a
identificacdo de agrupamentos de termos espurios. Ou seja, agrupamentos de termos

espurios normalmente apresentam as seguintes caracteristicas:

e coeficientes de agrupamento de valor muito baixo comparado aos valores dos
demais agrupamentos;
e coeficientes de agrupamentos oscilatorios através de uma faixa varidvel de

valores, podendo eventualmente oscilar em torno do zero;

e coeficientes de agrupamentos que ndo apresentam uma tendéncia definida.

Exemplo 3.3 (Aguirre and Billings, 1995a)
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A equacdo do oscilador de Duffing-Ueda foi utilizada para gerar um conjunto de 900

dados amostrados em T, =%. Fixando o grau de ndo-linearidade / =3 e n, =n, =3,

uma familia de modelos com um nidmero crescente de termos foi estimada. Os termos
foram selecionados automaticamente baseados no critério do ERR. A figura 3.1 mostra

os coeficientes de agrupamento X vr Zus 2},3 DI Foi implementado um programa em

MATLAB™ (MathWorks, 1990a) para calcular e tracar a variacdo dos coeficientes de
agrupamento (Jacome e Aguirre, 1996b), sendo utilizado em conjunto com as rotinas de

identificacdo (Rodrigues e Aguirre, 1996).

Agrupamento Y

1 x10~ Agrupamento U3
T T T T T T 0 L T T T T
0.99 i -5
-10
0.9 . \ \ ) ) , , [ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8

0.01

0.00§

-0.00§
0,01 \\/\
L s .

—_—t E
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 3.1- Variagdo dos coeficientes de agrupamento em funcdo do nimero de termos

no modelo.

Trés pontos relativos ao coeficiente de agrupamento X , devem ser observados; (i) o

primeiro termo deste agrupamento foi o décimo a integrar o modelo, enquanto que os

demais ja faziam parte do modelo com cinco termos; (ii) o valor de X , tende a oscilar,

e em torno do zero; e (iii) a magnitude de tal coeficiente € bem menor que os demais

coeficientes dos outros agrupamentos, na verdade X , atinge valores tdo baixos quanto
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—6,4637 x10™°. Baseando-se nestas informagdes parece apropriado excluir todos os

agrupamentos de termos do conjunto de termos candidatos, exceto os agrupamentos

Q,.Q,eQ .

Tomou-se entdo a mesma massa de dados e estimou-se um modelo com 14 termos, com

os mesmos valores de [, n en,, porém o conjunto de termos candidatos era composto
apenas pelos agrupamentos Q ,Q e Q. Com base em certos critérios de validagdo

dindmica, percebeu-se que o modelo estimado sem a presenca dos agrupamentos

espurios refletia melhor a dindmica do sistema real.

Exemplo 3.4

Utilizando dados de uma série temporal obtida experimentalmente, foram identificados

modelos NARMA (autébnomos) polinomiais com / = 3 e n, =3, com ntimero de termos

no modelo variando de 14 a 20. Os resultados dos coeficientes de agrupamento sdao

mostrados na figura 3.2.

Através dos graficos da figura 3.2 verifica-se que o coeficiente do agrupamento Q.
apresenta uma magnitude muito reduzida com relacido aos demais. Note-se também que
o coeficiente X, apresenta uma troca de sinal, e permanece em torno do zero, para
15<n,<19. Se for observada a magnitude dos demais agrupamentos, verifica-se que
estas variam relativamente pouco em torno de um certo valor diferente de zero. Esses

fatos sugerem que os agrupamentos Q, e Q , podem ser retirados do conjunto de

termos candidatos, bem como os demais agrupamentos que ndo apareceram durante a

estimacao.
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Agrupamento Y 0.01 Agrupamento constante
T T T T T T T T T T
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Figura 3.2 - Variacao dos coeficientes de agrupamento em fun¢do do numero de termos

no modelo.

3.5 Comentarios Finais

Neste capitulo foram citadas algumas utilidades da técnica de agrupamento de termos e
coeficientes de agrupamento no auxilio a seleciao de estruturas de modelos polinomiais.
Foram vistas as principais caracteristicas de agrupamentos de termos que podem
fornecer uma idéia de serem espurios ou nao. Porém seré visto nos capitulos posteriores
que nem sempre o quase cancelamento de termos de um mesmo agrupamento indica

que tal agrupamento seja necessariamente espurio.

Através de resultados experimentais como o exemplo 3.3 verifica-se que os modelos
polinomiais ndo-lineares identificados a partir do conjunto de agrupamentos efetivos
tém melhores chances de reproduzir as caracteristicas dindmicas do sistema original,
bem como certas caracteristicas estaticas, como serd visto posteriormente também.
Além disso, estes modelos tendem a ser mais robustos aos efeitos prejudiciais da
sobreparametrizacdo, principalmente pelo fato de modelos polinomiais serem bem

sensiveis a este efeito (Aguirre and Billings, 1995b).
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Modelos levemente sobreparametrizados, em que o excesso de termos sdo parte dos
agrupamentos efetivos, ainda podem reproduzir a dindmica original sem introduzirem
regimes dinamicos espurios. Este fato se deve ao periodo de amostragem ser curto o
bastante, de forma que termos pertencentes a um mesmo agrupamento sdo muito
semelhantes. A inclusdo de alguns termos ndo terd o efeito de compartilhar informacado
entre os termos durante a estimacdo de parametros. Entretanto, se estes termos
excedentes sdo retirados dos agrupamentos espurios, o tipo de nao-linearidade que estes
termos estdo aptos a modelar e que nao estio presentes nos dados, aparecem na estrutura

do modelo incluindo regimes dinamicos espurios.

Uma das vantagens da utiliza¢do desta técnica € que o tempo de computacio pode ser
sensivelmente diminuido, com a utilizacdo de somente termos efetivos na identificagdo,
levando a modelos concisos e dinamicamente vdlidos. No exemplo 3.3, o conjunto de
termos candidatos considerando-se todos os agrupamentos possiveis era de 64 termos.
Apoés a estimacdo dos modelos, e identificacdo dos agrupamentos espurios através da
técnica apresentada neste capitulo, retirou-se do conjunto de termos candidatos os
agrupamentos espurios, passando a ser composto apenas de 16 termos considerados
efetivos. Isto corresponde a uma reducdo de 75% no tamanho original do conjunto de
termos candidatos. Pode ser notado que maiores redu¢gdes podem acontecer em sistemas

de ordem mais elevada.

Os resultados apresentados neste capitulo sugerem que os coeficientes de agrupamentos
de termos espurios sdo normalmente menores do que de termos efetivos. Uma questao
intuitiva que pode aparecer €: Quanto € “muito menor?” (Aguirre and Billings, 1995a).
Pode-se considerar que o coeficiente de agrupamentos espurios sdo 10 vezes menor que
o maior coeficiente presente. Porém tal resultado ndo pode ser aplicado cegamente,
porque na presenga de valores da entrada e/ou saida um pouco maiores, pode levar o
coeficiente de um agrupamento a ter um valor pequeno, para compensar a amplitude de

certos agrupamentos como por exemplo Q . Uma forma de minimizar este problema €

através da normalizagdo dos dados.
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z

O que se faz é, se o coeficiente de um agrupamento considerado espurio nao for
convincentemente menor que os demais, geralmente traca-se o grifico da variacao dos
coeficientes em funcdo do nimero de termos no modelo, tal como as figuras 3.1 e 3.2.
Agrupamentos espurios, como ja foi dito, normalmente revelam-se insignificantes ou
oscilatérios. Mais ainda, se for acrescido ruido aos dados, ou se uma janela diferente de
dados for utilizada, os coeficientes de agrupamentos efetivos geralmente ndo mudam

drasticamente. Em geral este ndo serd o caso de agrupamentos espurios.

Em Aguirre e Mendes (1996), é mostrado que o conceito de agrupamento de termos e
coeficientes de agrupamentos t€m fortes vinculos com os aspectos dinamicos do
modelo. Sendo caracterizado que o nimero de pontos fixos de um modelo polinomial
depende dos agrupamentos de termos presentes na estrutura do modelo, e que a
localizagdo de tais pontos fixos € completamente determinada pelos respectivos
coeficientes de agrupamentos. No capitulo 6, serd visto que em certos casos, uma

andlise semelhante a dos pontos fixos € aplicada, na tentativa de representar certas

propriedades do sistema empirico presente no modelo.

Portanto, as principais propriedades da técnica de agrupamentos de termos e

coeficientes de agrupamentos podem ser resumidas a seguir:
(i) se um modelo é composto de termos selecionados a partir dos agrupamentos
considerados efetivos, tal modelo estard mais apto a reproduzir fielmente as
caracteristicas do sistema real;
(i) os modelos estimados sdo mais robustos a sobreparametrizacdao devido ao
fato de que termos em excesso ndao pertencem a agrupamentos considerados

espurios;

(iii) este procedimento € robusto a presenca do ruido.
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Analise de Modelos Discretizados de Sistemas com
Constante de Tempo e Ganho Varidveis

4.1 Introducao

Dentre as etapas do processo de identificacdo de modelos matematicos que representem
sistemas reais, uma das mais importantes e dificeis € a selecdo da estrutura do modelo,
ou seja, escolhida uma representacdo deve-se determinar quais termos irdo compor o

modelo.

Como j4 foi dito no capitulo 2, modelos nao-lineares, que sdo o foco deste trabalho,
tendem a representar melhor certos sistemas do que modelos lineares (Rodrigues, 1996).
Porém, nos modelos nao-lineares o nimero de termos possiveis cresce rapidamente com
o aumento da ordem e do grau de ndo-linearidade, dificultando a escolha de quais
termos devem compor o modelo. Além disso, modelos com muitos termos apresentam
restricoes como grande tempo de computacdo e possivel mal-condicionamento
numérico, além de uma forte tendéncia a apresentarem regimes dinamicos espurios

decorrentes da sobreparametrizagdo (Aguirre and Billings, 1995b).

Seria interessante entdo que, conhecimentos a priori do sistema (vide capitulo 1)
pudesse ser usado para reduzir o conjunto de termos candidatos, e talvez o nlimero de
termos do modelo. Tal procedimento aumentaria as chances de obter modelos

polinomiais NARMAX com representagdes concisas e dinamicamente validas.
Através da manipulacdo de modelos discretizados pode-se perceber matematicamente o

que acontece com as constantes de tempo e com o ganho do modelo, durante a inclusdo

de novos termos no modelo.
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As equacdes discretizadas de sistemas continuos lineares podem ser colocadas em uma
forma semelhante aos modelos polinomiais ARX. O enfoque deste capitulo € incluir
nestas equacdes discretizadas certas equagdes que representam a variagdo do ganho e da
constante de tempo, notando-se que o modelo discretizado tomard a forma NARX. A
partir do modelo discretizado NARX, analisar-se-4 o aparecimento de novos termos nos
modelos, bem como tentar-se-4 agrupar as caracteristicas de variagdo do ganho e
constante de tempo de modo que estas possam ser representadas a partir do modelo. Os
resultados deste capitulo servirdo de base comparativa para modelos polinomiais NARX

genéricos do préximo capitulo.

Neste capitulo serd feita uma andlise de modelos discretizados de equagdes dinamicas
genéricas no dominio de Laplace, para sistemas até terceira ordem, e estard organizado
como se segue. Na secdo 4.2 serd apresentado o tipo de relacdo genérica de variacao do
ganho e de uma constante de tempo do sistema com algum sinal. Na secdo 4.3 sdo feitas
as discretizagOes das equacdes dinamicas de sistemas até terceira ordem, com ganho e
constante de tempo constantes. Na secdo 4.4 € feita uma comparacdo quanto a
representacio entre modelos discretizados e modelos polinomiais NARMAX, quando os
parametros em questdo sdo varidveis. Na secdo 4.5 sdo incluidos aos modelos
discretizados da secdo 4.3 as variacdes de ganho e constante de tempo da secdo 4.2,
onde serd verificado o aparecimento de novos termos nos modelos discretizados.
Finalmente, na secdo 4.6 faz-se uma generaliza¢do dos modelos discretizados em termos
de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos. Na sec@o 4.7 sdo feitos os

comentarios finais do capitulo.

4.2 Sistemas Lineares com Parametros variaveis
Um sistema ‘linear’ com parametros varidveis, significa que qualquer parametro de uma

equagdo diferencial linear depende de um sinal ou varidvel de estado do processo, por

exemplo:
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e ganho;

e constante de tempo;

e coeficiente de amortecimento;
® 7ero;

e polo.

Estes parametros podem depender de:

e um sinal de entrada;
e um sinal de saida;
e um sinal externo e/ou

e qualquer sinal calculado baseado em sinais medidos.

Este sinal por sua vez pode ser:

e variante no tempo;

e varidvel com uma funcdo de um outro sinal;

e assim por diante. A vantagem desta descri¢do é que pode-se entender mais facilmente
o fato de um parametro de um sistema linear ndo ser constante, mas o sistema ainda
pode ser representado por uma equacdo diferencial ndo-linear, com parametros
constantes. Por outro lado, algoritmos de controle lineares podem ser facilmente

aplicados a estes modelos (Haber and Keviczky, 1985).

Neste trabalho, vai-se tratar apenas com a variacdo do ganho e de uma constante de
tempo do sistema. Isto porque em alguns sistemas o ganho ou a constante de tempo
dominante possuem uma relagdo de dependéncia com uma varidvel ou uma funcio de
varidveis do processo, como dito anteriormente. Esta relacio de dependéncia, em um
sistema dinamico, sdo responsaveis pelo aparecimento de termos especificos no modelo,
que se encontram relacionados com o sinal de entrada ou de saida considerados no

processo (Haber and Keviczky, 1985).
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Um sistema dinamico ‘linear’ com parametros varidveis pode ser basicamente descrito

por duas equagdes:

e uma equacdo diferencial ndo-linear do sistema dindmico com o0s

parﬁmetros constantes, €

e uma equagdo estitica que descreve como estes parametros dependem de

um sinal medido ou calculado.

Seja um sistema dindmico com constante de tempo T e K, varidvel de acordo com a

equagdo abaixo:

K. (%) = K, +Kix, 4.1)

onde K, (x,) € arelagdo estitica variavel, sendo K, e K; constantes e x, € um sinal, ou

uma funcao de sinais dos quais K (x, ) é dependente.

Suponha também que ao invés de K varidvel, o sistema apresente uma das suas

constantes de tempo varidveis de acordo com a equacao abaixo:

X, ) =Ty +T,X, (4.2)

onde 1(x.) € a constante de tempo varidvel, sendo T, e T, constantes, e x.¢ o sinal ou

uma funcao de sinais dos quais t(x,) depende.

Cabe ressaltar que x, € x, nao precisam ser necessariamente iguais.

53



Capitulo 4

4.3 Ganho e Constante de Tempo em Modelos discretizados

Nesta sec@o serd feita a discretizacdo, pelo método de Euler, de modelos dindmicos
genéricos até terceira ordem no dominio de Laplace, considerando-se primeiramente
seus parametros (ganho e constantes de tempo) constantes. O objetivo desta se¢do €
verificar a relagc@o de tais parametros com os sinais de entrada e saida através do modelo
discretizado.

Seja a seguinte funcdo de transferéncia de ganho "K" e ordem "n" no dominio de

Laplace, com pélos complexos ou reais:

Y(s) _ K
U® ﬁ(ris+ 1)

A funcdo de transferéncia anterior pode ser escrita da seguinte forma:

Y(s)ll[(’cis +1) =KU(s)

i=1

Da equacdo anterior, percebe-se que, as constantes de tempo do sistema podem ser
relacionadas diretamente com a saida, enquanto que o ganho com a entrada. Pode-se
discretizar uma equacdo no dominio de Laplace, por exemplo, utilizando-se a

transformacdo de Euler abaixo (Haber and Keviczky, 1985):

1-2z7"

-1
z T,

z—1
S=—=
TS

onde T,, neste caso, € o tempo de discretizagdo.

Entdo, seja um sistema de primeira ordem genérico no dominio de Laplace:

54



Modelos Discretizados

Y _ K
UGs) (ts+1)°

Aplicando-se a transformacao de Euler:

1— !
y(z)[‘c( z‘frs )+1):Ku(z)

Desenvolvendo-se a equagdo anterior, chega-se a seguinte expressdo discretizada:

©(y(k) —y(k = D)+ Ty(k — ) = KTu(k ~ 1) (4.3)

Pode-se discretizar uma equagdo em tempo continuo, por diversos métodos, tais como,
transformacao bilinear e transformagdo de Euler, como na equacio (4.3) (Phillips and
Nagle, 1995). Para facilitar o entendimento e abreviar o desenvolvimento, adotar-se-4 a
transformacdo de FEuler. Resultados semelhantes podem ser obtidos através da
transformacdo bilinear. Logo, as equacdes discretizadas para modelos de primeira a

terceira ordem sdo:
Para um sistema de primeira ordem, de acordo com a equagdo (4.3):

; . 4.4
L[y - yk— D] +y(0 =Ku(k) 4

N

y(k) = y(k - )
onde

u(k) = utk — w),
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€6 .99

sendo “n” a ordem do modelo, e “w” 0 maximo atraso presente no sinal de entrada. Pelo
€e_.9% [13 2

fato do tipo de discretizagdo utilizada ser o método de Euler, tem-se que “n” e “w

coincidem, podendo entdo ser suprimidos.

Para um sistema de segunda ordem, partindo-se da seguinte expressdo no dominio de

Laplace:

Y(s) K
U(s) (T84 D)(T,s+1)

e aplicando-se 0 mesmo desenvolvimento feito para sistemas de primeira ordem, chega-

S€ a:

T%L‘/(k) =2y(k =D +y(k-2)]+ [y(k) - y(k — )]+

N N

(T, +7,)
T.
+y(k —2) = Ku(k - 2) 4.5)
Da mesma maneira, para um sistema de terceira ordem, partindo-se de:

Y(s) K
U(s) (T4 D(T,s+ 1)(T5s+ 1)

chega-se a seguinte expressao:

TI;Z# [y(k)=3y(k—1)+3y(k—2) —y(k=3)]+ S H;Zz o) [y(k=1)=2y(k-2)-

N S

AT FT) ) yik = ~3)=Ku(k —
H Iy (k=) -y 3+ y(k -3 =Ku(k =3 .

Chamando:
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Ay(k) =[y(k) = y(k = D]
Vy(k) =[y(k) -2y(k - 1) + y(k = 2)]
Ay(k) =[y(k) =3y(k = 1) +3y(k = 2) = y(k = 3)]

podem-se reescrever as equacoes (4.4), (4.5) e (4.6) respectivamente como:

TiAy(k) +y(k —1)=Ku(k - 1) 4.7

S

2220y + U Ay 4 (k- 2 = Kuk - 2) @9
m2313 Ay + (t,7, + 1223 +1,15) Vo 1)+ (1, +7,+ T3)Ay(k 54

Ts TS TS
+y(k-3) =Ku(k -3) 4.9)

Considerando Ay(k) = y(k) —y(k—1) = Ay(k—-D)=y(k—1)—y(k-2) = Ay(k-2)=
y(k=2) -y(k —3), as equacdes (4.7), (4.8) e (4.9) podem ser manipuladas de forma a

agrupar seus parametros T e K.

Para a equagdo (4.7), isolando-se o termo Ay(k) do lado esquerdo da equagdo tem-se:

T.
Ay(k)=—>[Ku(k — 1) - y(k — D]
T (4.10)

Para a equacdo (4.8), tendo-se em mente que:

1 1 1
Vy(k) = F[y(k) —2y(k=D+yk=2)]= T—Z[Ay(k) —Ay(k-1)]= T—Z[Ay(k) —Ay(k)]=0

S

e da mesma maneira que a equacgdo (4.10) chega-se em:
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Ay(k) = L[Ku(k -2)—y(k-D]

(T +1)+ T, (4.11a)

ou

T
Ay(k) =————[Ku(k —2) - y(k - 2)]
(T +172) (4.11b)

dependendo da ordem do termo em y que se deseja evidenciar.

Da mesma maneira para a equagao (4.9):

T,
Ay(k) = s Ku(k-3)-y(k -1
y(k) (1:1+172+1:3)+2TS[ w )=y )] (4.122)
ou
TS
Ay(k) =——————[Ku(k - 3) - y(k - 3)]
(T +T, +17) (4.12.b)

dependendo também da ordem do termo em y que se deseja explicitar.

As das equagdes (4.10) a (4.12), mostram como se pode isolar as constantes de tempo e
o ganho partindo-se da equacdo discretizada onde tais parametros sdo constantes. No
capitulo 5, proceder-se-4 de maneira andloga, porém utilizando-se modelos NARX
genéricos, tentando-se agrupar em um ponto, da mesma maneira que os modelos

discretizados, tais parametros que porventura estejam contidos nestes modelos.

58



Modelos Discretizados

4.4 Representacao de Sistemas com Parametros Variaveis

Nesta secdo serd discutido o problema da presenca de parametros varidveis na
representacio NARMAX escolhida para o desenvolvimento deste trabalho, com base

nos modelos discretizados anteriormente.

Um dos problemas que se deve ter em mente, € que o modelo polinomial obtido, € do

tipo regressivo, ou seja, s6 hd termos com atrasos maiores ou iguais a 1.

Para que as expressoes discretizadas (eqs 4.4, 4.5 e 4.6) de equacdes continuas tomem a
forma de um modelo polinomial NARX, deve-se coloca-los na forma preditiva, ou seja,
com o termo em Yy(k) separado do lado esquerdo da igualdade, e todos os demais termos
do lado direito, resultando nos seguintes modelos discretizados :

Para sistemas de primeira ordem:

ty(k—1) - T,y(k—1) + Ku(k 1)

y(k) =
’ (4.13)
Para sistemas de segunda ordem:
T
,}?2 2y(k-1D-y(k-2)]+
T? T, +1
y(K) = : P00 o yk-2)+ (.14)

T, + T(T, +T,)

S

+Ku(k —2)

Para sistemas de terceira ordem :
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BT [3y(k = 1) +3y(k — 2) — y(k — 3)] +

T LML+ L A1)

k)= —
yk) T,T,T, T?

S

[y(k =D =2y(k=2) +y(k=3)]+
+(1:1 +T,+7T;) *.15)
T,

S

[y(k=2) - y(k = 3)]+y(k = 3) + Ku(k - 3)

Observando as equacdes anteriores nota-se a presenca de T no denominador da
equacdo (4.13), t,et, no denominador da equacio (4.14), e 1t,,1T,e T; no
denominador da equagdo (4.15). A existéncia de parametros t,, T, € T; nO

denominador das equacgdes provém da colocacao de y(k) em evidéncia do lado esquerdo
destas, a fim de que tomem a forma preditiva de um modelo polinomial NARX. Entao,

desde que t,, T, € T, sejam constantes, percebe-se que as equacdes (4.13), (4.14) e

(4.15) mantém a forma polinomial NARX, apresentando-se na forma preditiva.

Este resultado pode ser enunciado na forma de um lema.

Lema 4.1

Se uma das constantes de tempo de um sistema for varidvel, obtém-se uma

representacdo NARX na forma preditiva, sendo do tipo racional.

prova:

Seja um sistema de primeira ordem como o da equacdo (4.13). Suponha que a constante

de tempo varie de acordo com a equagdo (4.2).

Substituindo a equacio (4.2) na equagdo (4.13), e mantendo-a na forma preditiva tem-

SE:
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Toy(k-D+1,x,y(k-1) -T,y(k—1)+ Ku(k - 1)
To FTi%e (4.16)

y(k)=

onde x, € uma fungdo de sinais do processo como ja dito anteriormente. Da equagdo

(4.16) percebe-se que a existéncia de pelo menos uma constante de tempo varidvel ndo
permite a obtencdo de um modelo semelhante ao modelo polinomial NARX na forma
preditiva, porém possibilita a obtencdo de um modelo racional. Isto porque a constante
de tempo que aparecia multiplicando o termo y(k) passou para o lado esquerdo da

equagdo (4.16) como um divisor, a fim de que a forma preditiva fosse mantida.

A seguir verificar-se-a quais termos devem estar presentes em um modelo discretizado
quando o ganho e a constante de tempo niao forem constantes. Tais resultados serdo
entdo comparados a resultados derivados para modelos polinomiais NARX genéricos no

préximo capitulo.

4.5 Modelos Discretizados com Parametros Variaveis

Sabe-se que modelos polinomiais NARX quando sobreparametrizados normalmente
apresentam termos espurios. Por termos espurios entende-se: termos que ndo deveriam
fazer parte da estrutura do modelo. Como geralmente € dificil saber exatamente quais
termos devem compor o modelo, foram elaboradas técnicas estatisticas que possibilitam
encontrar um nimero bom de termos para este (vide se¢des 2.2.3.2 e 2.2.6) e quais
termos devem constitui-lo (Billings et al., 1989). Uma revisdao da aplica¢do de tais
técnicas pode ser encontrada em Pottmann et al. (1993). Como dito no capitulo 3, a
técnica de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos visa auxiliar na
escolha da estrutura do modelo polinomial. Foi dito também que termos de um mesmo
agrupamento que aparecem se cancelando normalmente sdo considerados esptirios. Com
esta idéia em mente serd feita uma analise das equacdes discretizadas da se¢@o 4.3 sendo

acrescidas a estas as variacdes representadas pelas equacdes (4.1) e (4.2), observado-se
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entdo o aparecimento de novos termos no modelo. Obtidas tais equagdes, serdo feitas
observagoes relativas aos agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos

presentes nestas.

4.5.1 Modelo Discretizado de primeira Ordem

Substituindo-se as equacgdes (4.1) e (4.2) na equacdo (4.13) tem-se:

(To + T, x (K)y(k =) = Ty(k = 1) + (K, + K;x (k))u(k — 1)
(To + 1%, (K))

y(k) =

que pode ser reescrita da seguinte forma:
(T + T, 3. (k))y(k) =(1y + T,x, (k)y(k—-1) - T,y(k - 1) + (K, + K;x; (k))u(k - 1)

Desenvolvendo-se a equagdo anterior:

T, T,
y(k) = —(T— - 1)y(k -D- :—1 x. (0[y(k) —y(k = D]+ K, T— u(k —1)

0 0 0

+K, Exk (KHuk -1
To (4.17)

Baseando-se na equagdo (4.17), pode-se afirmar que em um sistema de primeira ordem,

além dos agrupamentos de termos lineares, isto €, € e €2 , para uma dependéncia da
constante de tempo, o agrupamento €, , deve estar presente. Semelhantemente, para
que o modelo seja capaz de representar a dependéncia do ganho, o agrupamento Q_
deve estar presente. Note-se ainda que os coeficientes dos termos do agrupamento Q,

possuem a mesma amplitude, porém com magnitudes contrarias. Este fato, de acordo

com uma andlise ‘tradicional’ de agrupamento de termos sugeriria que tal agrupamento
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Modelos Discretizados

fosse espurio (Aguirre and Billings, 1995a). Entretanto, a equagio 4.17 mostra que X, |

— 0 nos casos em que a constante de tempo varia, independentemente do ganho. Isto
pode ser notado quando considera-se o sistema em regime estatico, que corresponde a
aplicacao do teorema do valor final em seu modelo. Para o caso discreto, o teorema do

valor final pode ser calculado da seguinte maneira:

y(eo) = lim(z-1)Y(2)

U se y(oo) existe. (4.18)

z—-1

O modelo da equagdo (4.17) pode ser reescrito na forma:

T, T T, T
yz= _(_5 - 1Jyz‘l -1 xrz[yz - yz_l] +K, vz + K, = x,zuz”
T() TO T() TO

Colocando-se y e u em evidéncia nos dois lados da equacdo:

T, T, T,
y|z+ (—s - 1)[1 + ixrz[z - z‘l] = +(K0 —= 7'+ K, —SXkZZ_lJu
Ty T To To

Explicitando-se o y do lado esquerdo da equacgdo, tem-se:

(KO T 2" +K, Tsxkzzl)
y= %o To u (4.19)

(Z + (TS - IJZ_I + ﬂXTZ[Z - Z_I]J

To To
Logo, aplicando-se o teorema do valor final (eq. 4.18) a equacdo 4.19 tem-se:
(KO =7+ K, SszzlJ
. Ty 0 z
Yzhrr}(z— 1) U( D
7z—> 7 —
LZ + (TS — 1]21 + ﬂXTZ[Z - ZI]J (4.202)
To To
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z

Onde U ¢ a transformada z da entrada degrau, de amplitude U, a partir da qual é

(z-

definido o teorema do valor final.
O resultado da aplicagdo do teorema do valor final na equacao (4.20a) é:
Y = (K, +KX,)U

Que pode ser reescrita da seguinte forma:

Y
— =K, +KX,
U (4.20b)

A equacdo (4.20b) corresponde a relagdo estdtica saida/entrada do sistema. Logo,
através da aplicacdo do teorema do valor final, pode-se calcular tal relacao.

Pela equacgdo (4.20a) percebe-se que X, =0, a partir do cancelamento dos termos em

X

negrito, no denominador desta equagdo. Portanto, em regime estatico, tem-se que X, =
T

0, porém este agrupamento ndo € espurio, uma vez que representa a parcela varidvel da
constante de tempo. Uma consequéncia de tal cancelamento pode ser o ndo
influenciamento por parte deste agrupamento, na recuperacio da equacio para a relagao

estatica, como sera visto mais adiante.

A mesma observagdo € feito para modelos de segunda e terceira ordem, e pode ser visto

no apéndice A.
Exemplo 4.1

considere um sistema cuja constante de tempo varia com a saida da seguinte maneira

(Haber and Unbehauen, 1990):
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T(t) =10-2,5y(t)
Neste caso tem-se 1,= 10, 1,=-2,5¢e x_(t) =y(t).
O modelo obtido para representar tal sistema foi (Haber and Unbehauen, 1990):
y(k) = 0,82y(k — 1) + 0,356u(k) + 0,00401u(k — 1) + 0,1152y2 (k) — 0,1153y> (k — 1)

Pelo modelo anterior pode perceber-se que os coeficientes dos termos do agrupamento

Q. sdo aproximadamente iguais € com sinais contrdrios. Se tais termos fossem

considerados espurios e retirados do modelo, o modelo se tornaria linear e a equagao
varidvel da constante de tempo ndo poderia ser recuperada (Haber and Unbehauen,

1990). O fato do agrupamento Q. ndo ser espurio € confirmado pelo resultado anterior.

Na préxima secdo, as equacdes discretizadas de sistemas de primeira a terceira ordem,
com parametros constantes serdo generalizadas em termos de agrupamentos de termos e

coeficientes de agrupamento.

4.6 Generalizacao dos Modelos Discretizados na Forma de Agrupamentos de
Termos e Coeficientes de Agrupamentos

Pode-se escrever as equagdes (4.17), (A.2) e (A.3) em regime estitico, em termos de

coeficientes de agrupamentos e agrupamentos de termos das equagdes discretizadas para

sistemas de primeira a terceira ordem da seguinte maneira:

1
y=5 (% + Exu+ )]
y 4.21)
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onde para um sistema de primeira ordem:

X o=1+—-1
Ty
T T
D R et
! T T
T,
X, =Kj—;
0
T
z"xku:I<1_s
Ty

Para sistemas de segunda e terceira ordem, tal generalizacao é mostrada no apéndice B.

A relagdo estética de sistemas como aqueles das equacdes (4.17), (A.2) e (A.3) pode ser
calculada através de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos, ou aplicar
pelo teorema do valor final. Nestas condi¢Oes, e baseando-se nos valores dos
X, eX

coeficientes X, X e substituindo-os na equacao (4.21) tem-se:

Xy ? XU ?

1
Y = Z—[(zw)XTY +(2, )X U+(Z,)U]= KU+KxU= (K, +KX,)U

y
cuja relacdo estdtica pode ser calculada da seguinte maneira:

K, = % =K, +KX, (4:22)

e

que nada mais € do que a relacdo estabelecida pela equagao (4.1).
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Como visto na secdo 4.5.1, percebe-se que em regime estitico, o coeficiente do

agrupamento Q_, isto é, X tende a zero. Uma das consequéncias deste fato € que

Xey? Xy ?

tais termos nao influenciardo na relacio estdtica, como pode ser visto na equacao (4.22).
Baseado nesta afirmativa pode-se concluir que os agrupamentos originados por
variacOes da constante de tempo tendem a desaparecer em regime estitico, 0 que nao
necessariamente indica que sejam espurios.

Com base na introducdo de termos nos modelos de primeira a terceira ordem da se¢ao
4.5, provenientes de dependéncias do ganho e da constante de tempo, pode-se elaborar
um lema que define a forma de combinagdo de tais termos nos modelos discretizados.

Lema 4.2

Seja um sistema de ordem n, cujo ganho e constantes de tempo variam de acordo com as
equagdes (4.1) e (4.2) respectivamente. Supondo ainda que tal sistema tenha o

constantes de tempo varidveis, {rl,...,t(,}, e (n - o) constantes de tempo fixas, além dos

agrupamentos lineares, aparecerdo os seguintes termos no modelo:
e termos relativos a variacao das constantes de tempo:

Q(er, Ly Som,i=1.. 0.

onde CX mé a combinacdo das varidveis x, m am, € o0 € o numero de
T 1

constantes de tempo variaveis.

e termos relativos a variacao do ganho:
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Capitulo 4

Apesar de tediosa, a prova deste lema € simples. A seguir mostra-se 0 caso para um

sistema de segunda ordem. A extensdo para outros sistemas € direta.

Prova: Seja um modelo de segunda ordem como o da equagdo (A.2), com o ganho e
uma constante de tempo varidveis (neste caso o = 1). Os agrupamentos de termos

presentes neste caso sao: Q , Q , Q e Q_ . Suponha que a constante de tempo
u Xk Xy

u

T,seja também varidvel de acordo com a seguinte equagdo T, =T, +T,,X,,-

Substituindo esta equacdo na equacio (A.2) tem-se:

Terler ¥ TeiTyoXey
2
(TCITCZ T T TvoXn 4 Jet T T+ TXp )y(k) _ T y(k—1)—
2
Ts Ts Tcl + Tc2 + TVZXTZ
T

S

(T T + T TeoXo) _Tu

o X, [y(k) - y(k - D]+

x, [y —y(k—1)]

T :
+ (TV1TC2 +TTZVITV2X‘E2) Xrl [y(k _ 1) _ y(k _ 2)] + (TCITCZ +T2clrv2x12) [y(k _ 1) _ y(k — 2)] _
~y(k = 2) + Kqu(k = 2) + Kyxu(k —2) (4.23)

Da equacdo (4.23), além dos agrupamentos existentes na equagdo (A.2), sdo

introduzidos também os agrupamentos €, . e Q, . . Assim, para a equagio (4.23), se

w2y

X, #X

. os seguintes agrupamentos de termos aparecerao no modelo além dos

T, ?

agrupamentos lineares: Q, ,,Q, , Q, e Q

oy ’ X

XU x.xay » O que estd de acordo com o lema.

Cabe ressaltar que se existirem mais de uma constante de tempo varidveis e iguais, elas

aparecerdo em um mesmo agrupamento de termos. Isto é, se x,..x, =X

Tt A, T

(O]

agrupamentos de termos presentes no modelo serdo:

Q y,0ndeq=1...0c.

q
X1

Exemplo 4.2
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Para a equagdo (4.23), se x, =x, =X

T, T

0s seguintes agrupamentos aparecerdo no

modelo, além dos agrupamentos lineares:

Q... Q,eQ,.

X u Xy 2

Existem termos no modelo polinomial NARX que podem pertencer tanto ao

agrupamento Q, . quanto ao agrupamento €, ,. Tal fato € mostrado a seguir.

Exemplo 4.3:

O termo u(k-1)y(k-1) pode fazer parte tanto do agrupamento de termos Q, , (se x, =u),
quanto do agrupamento de termos Q_ , (se x, =y). O agrupamento Q, serd induzido

por uma constante de tempo varidvel com y, ao passo que € _ ~ serd induzido por um
K

ganho varidvel com u

Exemplo 4.4:

. 3 2 2
Um termo do tipo u’(k—1), por sua vez, s6 poderd pertencer ao agrupamento QXKU

(com x, =u’) e ndo, por exemplo, ao agrupamento Q. ., pelo fato de ndo possuir o
k Xy

termo y.

Com base nos exemplos anteriores, pode-se formular as seguintes defini¢des:

Definicao 4.1
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Termos de dependéncia transitivos sao termos do modelo pertencentes a agrupamentos
que podem estar relacionados tanto a uma variacdo do ganho quanto a uma variacao da

constante de tempo.

Definicao 4.2

Termos de dependéncia nao-transitivos sao termos do modelo pertencentes unicamente

a um tipo de agrupamento de termos.

Portanto, baseado nas observagdes feitas para os modelos discretizados, sabe-se que se o

termo transitivo fizer parte do agrupamento de termos Q. ., quando for considerado o

Xy ?
modelo em regime estdtico, este agrupamento de termos tenderd a zero', de forma 2 nio
se relacionar com o ganho, e consequentemente, ndo influir na equacdo da relagdo

estdtica, como visto anteriormente, ao contrario do agrupamento de termos Q.-

A presenca de termos transitivos em modelos polinomiais NARMAX serd vista

posteriormente nos capitulos 6 e 7.

4.7 Comentarios Finais

1 : . ~
Cabe ressaltar ainda que podem haver casos em que o ganho do sistema apresente uma relacio
interativa com a constante de tempo, quando, por exemplo, ambos dependerem de um mesmo

sinal. Nesta situagdo, ao considerar o sistema em regime estdtico, o agrupamento €2,

provavelmente ndo ird se cancelar, mostrando assim que o ganho e a constante de tempo se

relacionam diretamente, através de suas dependéncias.
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Neste capitulo foram analisados os modelos discretizados de sistemas de primeira a
terceira ordem, com parametros, ganho e constante de tempo, constantes e varidveis. A
andlise de modelos discretizados servird de subsidio para as consideragdes que serdao

feitas no proximo capitulo.

Notou-se que a medida que foram incluidas nos modelos expressdes representativas das
variacdes do ganho e da constante de tempo, novos termos siao incluidos no modelo

conforme enunciado no lema 2.

Na secdo 4.6, foi feita uma andlise de agrupamento de termos para os modelos

discretizados e verificou-se que os termos do agrupamento Q  se anulam. Tal efeito

pode ndo ser devido ao fato deste agrupamento ser realmente espurio. Foi dito que os
coeficientes dos termos deste agrupamento foram distribuidos de forma que ao analisar
os modelos em regime estético, o que corresponde a aplicagdo do teorema do valor final,
tais coeficientes se anulam, indicando que a constante de tempo ndo se relaciona com o
ganho, uma consequéncia deste cancelamento € a ndo interferéncia na relacdo estatica.

Porém, os coeficientes do agrupamento Q contém as informagdes referentes a

dependéncia da constante de tempo, ndo podendo ser assim descartados do conjunto de
termos candidatos ao modelo. Convém dizer que em modelos reais tal cancelamento nao
€ exato, entretanto pode vir a ser evidente através da proximidade dos valores e pela

existéncia de sinais opostos.

Uma observagdo importante foi feita no fim da secao 4.6 com relagdo a variacao de K e
T com um mesmo sinal. Sendo ressaltado que em certos casos pode haver uma interacdo

entre tais parﬁmetros, nesse caso nao ocorre o cancelamento do agrupamento QX y €m

regime estatico.
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Capitulo 5

Anilise de Modelos Polinomiais NARMAX com
Constante de Tempo e Ganho Varidveis

5.1 Introducao

No capitulo anterior, foram feitas observagdes a respeito da introdu¢do de termos em
modelos discretizados provenientes de variacdes do ganho e da constante de tempo. Tais
modelos, pela semelhanga com a forma polinomial NARX servirdo de base para o
desenvolvimento que serda feito neste capitulo, onde parte-se do modelo na forma
preditiva. Deseja-se investigar como descrever as variagdes da constante de tempo e do

ganho a partir do modelo.

Os modelos serdo comparados com as formas discretizadas da se¢do 4.3, na tentativa de
recuperar as informacdes a respeito da caracteriatica estitica e da constante de tempo,
agrupando-as de uma maneira que possam ser explicitadas. Serd observado como os
termos decorrentes da variacdo do ganho e da constante de tempo estio relacionados nos

modelos NARX.

O capitulo estd organizado como se segue. Na secdo 5.2 serd proposta uma maneira de
recuperar equacdes para a relagdo estatica e constante de tempo varidveis a partir de
modelos polinomiais NARX genéricos até terceira ordem. Na secdo 5.3 serdo
estabelecidas relagdes entre a ordem, o grau de nao-linearidade e o aparecimento de
termos decorrentes de variagdes do ganho ou constante de tempo. A se¢do 5.4 apresenta

um comentario geral a respeito do capitulo.
5.2 Constante de Tempo e Ganho Variaveis em modelos Polinomiais NARX
Nesta secao serd desenvolvida uma formulag@o para a representacdo da relagdo estatica

e constante de tempo varidveis a partir modelos NARX, baseando-se em agrupamentos

de termos e coeficientes de agrupamento.

72



Modelos Polinomiais NARMAX com Paridmetros Varidveis

Serdo discutidos os principais problemas na representacio em um modelo da variacdo
do ganho e da constante de tempo. Nesta se¢do, o problema em questdo é: tendo-se um

7z

modelo NARX em maos, como € possivel retirar informagdes a respeito da

caracteristica estatica e das constantes de tempo?

5.2.1 Obtencao da Rrelaciao Estatica e Constante de Tempo Variaveis para um

Sistema de Primeira Ordem

Suponha um modelo polinomial NARX de primeira ordem na forma:

y(k) = Ay(k-1) + Bu(k-1) + Ex (k - Dy(k - 1) + Fx, (k)u(k-1) 5.1

Note-se que o modelo (5.1) € bastante genérico uma vez que os termos x,(k — Dy(k — 1)

e x, (k)u(k —1) podem ser quadréticos, ctbicos, etc.

A varidvel x, (k —1), representa termos somente com atraso de 1. A varidvel x, (k), sem
atraso, significa que engloba termos com qualquer valor de atraso. A limitacao no caso
da variavel x, € necessdria devido ao grande nimero de opcdes que seriam possiveis se

esta restricao nao fosse feita.

Uma maneira de se conseguir explicitar a relacdo estatica e a constante de tempo deste
sistema, € colocar-se a equagdo (5.1) na forma da equacdo (4.10). Porém, a equacdo
(4.10) foi derivada a partir de um modelo discretizado, que apresenta certas diferencas
do modelo da equacdo (5.1). Diferencas entre modelos discretizados obtidas por

discretizacdo e identificagdo de um mesmo sistema continuo sao comuns (Aguirre and

Billings, 1994b).

Ao contririo do modelo discretizado do capitulo anterior (eq. 4.17), o modelo da

equagdo (5.1) ndo apresenta dois termos do agrupamento Q, .. Com a auséncia de outro
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termo deste agrupamento, ao analisar-se o modelo da equacdo (5.1) em regime estético

como citado na se¢do 4.5, tem-se que X,  #0. A menos que X, =0, ndo serd possivel
T T

explicitar-se matematicamente uma equag¢do para a relacdo estdtica, e nem para a

constante de tempo, como sera visto mais adiante.

Para que X, | seja muito pequeno, deve haver um outro termo deste agrupamento para

cancelar com o primeiro. Em um modelo polinomial NARX, isto s6 seria possivel se o
algoritmo aumentasse a ordem do modelo para acrescentar um outro termo, como forma
de suprir tal caréncia (Aguirre and Billings, 1995b). Outra alternativa ocorre quando a

constante de tempo ndo € variavel, resultandoem X, =0.
T

A seguir, serdo derivadas equacdes representativas da relacdo estatica e da variagdo
constante de tempo para o modelo polinomial NARX da equacdo (5.1). Para isto,
proceder-se-4 com os modelos polinomiais NARX a fim de se encontrar uma equacao
de forma semelhante as equacdes da secdo 4.3 do capitulo anterior. Entdo, por meio da
comparacdo das equacdes obter-se-do as representacdes do ganho e constante de tempo

varidveis em modelos polinomiais NARX.

5.2.1.1 Obtencao da Constante de Tempo Variavel

Pode-se manipular equacio (5.1) de forma que fique com um aspecto semelhante a
equagdo (4.10). Feito isto, pode-se encontrar uma equag¢do de representacdo para a
relagdo estatica e constante de tempo varidveis, andlogas as equacgdes (4.1) e (4.2)
respectivamente. Entdo:

y(k) = Ay(k-1) + Bu(k-1) + E x_ (k-Dy(k-1) + Fx, (K)u(k-1)

y(k) - Ay(k-1) = Bu(k-1) + E x_ (k-1)y(k-1) + Fx, (K)u(k-1)
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Pode-se somar + y(k-1) e - y(k-1), do lado esquerdo do sinal =, a fim de obter-se o Ay(k)
= y(k) - y(k-1). O mesmo procedimento € feito com relacdo ao termo Ex, (k-1)y(k-1).

Assim:

y(&) - y(k-1) + y(k-1) - Ay(k-1) = Bu(k-1) + Ex (k-1)y(k) - Ex, (k-1)y(k) +
+Ex, (K)y(k-1) + Fx, (Ku(k-1)

A seguir, estdo indicados em negrito, os termos que se unirdo na forma de Ay(k):

y(k) - y(k-1) + y(k-1) - Ay(k-1) = Bu(k-1) + Ex (k)y(k) - Ex (k-Dy(k) +
+Ex, (k-1y(k-1) + Fx, (K)u(k-1)

Dai:

Ay(k) + (1 - A)y(k-1) =Bu(k-1) - Ex, (k-DAy(k)+ E x, (k-1)y(k) +
+Fx, (Ku(k-1)

Explicitando-se entdo o Ay(k) do lado esquerdo da equacgdo tem-se:

[1+Ex, (k-DIJAy(K) = - (1 - A)y(k-1) + Bu(k-1) + Ex, (k-1)y(k) + Fx, (K)u(k-1)

Que pode ser colocada em uma forma semelhante 4 equagao (4.10):

Ayk)=

(1-A) |:Bu(k — 1)+ Ex, (k= Dy(k) + Fx, (uk—1)

[1+Ex, (k—1)] (1-A) ylk= D]

(5.2)

Tomando-se o coeficiente em evidéncia na equacdo (5.2), isto é, (1-A)/[1-Ex,(k-1)], e

comparando-o ao mesmo da equacgdo (4.10), tem-se por analogia (Haber and Keviczky,

1985):
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T (1-A)

S

T (1+Ex, (k—1)

que em regime estético, onde u(k) = u(k-1) = U, y(k)= y(k-1) = Y e x,(k)=X, (ver

defini¢do 1.7), pode ser escrita na forma:

T_ d-4)

T (1+EX,)
Logo:

T 1 E

= + X,
T (I-A) (I-A)

S

que pode ser reescrita em fungdo dos coeficientes de agrupamento de termos como se

segue:

T 1 E

= + X,
T, (1-%,) (-%,)

S

(5.3)

onde, neste caso X = A. A equagdo (5.3) esta na forma da equagdo (4.2),

T,
comt,=—>—¢€ T =
-2, y

5.2.1.2 Obtencao da Relacao Estatica Variavel

Como visto na secdo 4.6, para calcular a equacdo para K _, considera-se o sistema em

re ?
regime estatico, aplicando-se, por exemplo o teorema do valor final. Logo,

considerando-se a equagdo (5.2) em regime estitico tem-se que :
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AyK) =(y-y) =0= (1-A) [BU+FXkU+EXTY_Y:|

(1+EX,) (1-A)
Donde:
(1-A)Y —EX_.Y=BU + FX, U
Portanto:

Y B F

k

re = + X
U (I-T)-EX, (1-X)-EX, (5.4)

que € a equacgdo da relagdo estatica saida/entrada, representada de maneira anédloga a

equagdo (4.1).

Note que para um sistema com um integrador (pélo em z =1), £ = 1 (Aguirre and

Billings, 1995b), a constante de tempo da equacdo (5.3) tende para o infinito, conforme

esperado.

Caso o modelo ndo apresente termos do tipo x.y ou x,u, ele serd linear e T, K e

consequentemente o ganho podem ser calculados diretamente.

As generalizacdes para sistemas de segunda e terceira ordem sao feitas no apéndice C.
Logo, baseando-se nos resultados desta secdo e do apéndice C, as generalizacOes para
modelos polinomiais NARX de primeira, segunda e terceira ordem podem ser resumidas

em uma férmula geral:

e Para a constante de tempo:
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i

o _(m-(m-D A-n-2),B) E+Q2).F+G).K)

T, 1-2)) I-2y) ' (5.5)
onde n € a ordem do sistema, e:
x V x20
(x). = {o vV x <0
VYV y2n
(v). = {y g
0 V y<n
e Para a relacido estatica:
Y (Z,) . (2, )X,
U 1-2)-(Z, )X, (A-Z)-(Z, )X,
(5.6)

Note-se que na equacgdo (5.5) os parametros A, B, E, F e K, correspondentes aos
coeficientes dos termos do modelo NARMAX, mudam de termo dependendo da ordem

do modelo.

Cabe ressaltar que, pode-se extender tal generalizacdo para modelos com ordens

superiores, mediante a inclusdo de novos termos na equagdo (5.5).

Exemplo 5.1

Seja um modelo polinomial NARX de primeira ordem, obtido a partir de uma massa de

dados amostrada de 0,25 segundos, representado pela seguinte equacao:

y(k) = 0,752y(k-1) + 0,0482u(k-1) + 0,377 u? (k-1) (5.7)
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Suponha que o sistema apresente constante de tempo unitiria e ganho varidvel de

acordo com a equacao abaixo:

K=02+15U (5.8)

Observando-se a equacdo (5.7) percebe-se que o Unico termo nao-linear presente é o

termo relativo ao agrupamento Q ,. Como dito no capitulo 4, termos relativos a

variacdo da constante de tempo pertencem ao agrupamento Q, ., € como na equagdo

Xy ?
(5.7) ndo existe nenhum termo nesta forma, pode-se dizer que em tal modelo a constante
de tempo nao € varidvel. Esta observacio confirma o sistema a partir do qual os dados

foram coletados, que como dito no enunciado do exemplo, possui T= 1, logo X, , =0.

Portanto comparando-se a equagdo (5.7) com a equagdo (5.1), e baseando-se nas

equagoes (5.5) e (5.6) tem-se:

T 1 0
= —+ XT
025 (1-0,752) (1-0,752) (5.9)
_ 0,0482 . 0,377U
" (1-0752)-(0)X, (1-0,752)-(0)X, (5.10)

Entdo, da equacdo (5.9) tem-se:

7= 1,0081

E, da equagdo (5.10) tem-se:

K=K, =0,1944+1,52U
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Portanto, com base nos resultados encontrados, percebe-se que as informagdes a

respeito do ganho e da constante de tempo puderam ser recuperadas com boa precisao.

5.3 Relacoes Entre Ordem e Grau de Nao-Linearidade do Modelo Polinomial

NARX

Nesta secdo serdo discutidas a influéncia na ordem e no grau de ndo-linearidade de
termos varidveis de ganho ou de constante de tempo. Existe uma relacdo muito estreita
entre a ordem do modelo, o grau de ndo-linearidade e a presenga de termos decorrentes

da variag@o do ganho ou da constante de tempo. Este fato serd visto a seguir.

5.3.1 Ordem

O lema 4.2 mostra quais agrupamentos de termos sdo induzidos por o constantes de
tempo varidveis. Claramente se vé€ que quanto maior for o ndmero de constantes de

tempo varidveis, maior serd a inclusio de termos no modelo.

Obviamente, num sistema real, o aumento da ordem dindmica do modelo acarretard um

aumento no nimero de constantes de tempo varidveis, O.

5.3.2 Grau de Nao-linearidade

Lema 5.1

Seja x, a parte varidvel da i-ésima constante de tempo, € x, a parte varidvel do ganho
de um modelo com o constantes de tempo varidveis. Seja R, o maior expoente das

varidveis em x. . Similarmente, seja R, o maior expoente das varidveis em x,.
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Entéo, o grau de ndo linearidade do modelo é dado por max(L,,L,) onde:

e [, =R, +1.

Prova:

O maior grau de nao-linearidade presente nos agrupamentos de um modelo ocorrera

para o maijorentre Q . ou Q. :

11712 T

Exemplo 5.1

Suponha um modelo de segunda ordem com as duas constantes de tempo varidveis de

forma que x, =y, e x, =u+ y>. Suponha também que o ganho varie de forma que

x, =u*. Portanto, o grau de ndo-linearidade do sistema serd dado pelo maior entre:

L, =(1+2)+1=4, resultante de Q

Xy X ¥ ’

onde 1 € o maior expoente de x. , 2 € o maior expoente de x, e I € o expoente dey.

L, =4+1=5, resultante de Q_ .

onde 4 € o expoente de x, e 1 € o expoente do termo u.
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Sendo entdo, o grau de ndo-linearidade do modelo igual a 5.

Exemplo 5.2

Seja um modelo polinomial NARX de segunda ordem e ganho unitario, onde

X, =y(k—1)+u’(k—1) exprime a dependéncia da primeira constante de tempo, e

X, = y’(k —1) a dependéncia da segunda constante de tempo. O modelo é:

y(k) =u(k = 1) +0,5u* (k = Dy(k — 1) = 0,23y * (k = Dy(k = 2) = 0,14y° (k — Du’* (k — D)y(k — 2)
+1,32u° (k= Dy* (k= 1) = 0,76y° (k = 1) + 0,5y (k = 1) — 1,2y (k = Dy(k — 2)

Do modelo anterior tem-se que R, =2 e R, =3, donde L =6. Como o ganho ¢

unitdrio, tem-se que R, =0 e consequentemente L, =1. Portanto, o modelo possui grau

de nao-linearidade 6, conforme visto.

Portanto, pode-se dizer que existe uma relacdo estreita entre o grau de nao-linearidade, a

ordem, e forma de variagdo dos parametros ganho e constante de tempo do modelo.

Note que caso o sistema nao apresente nem ganho e nem constante de tempo variadveis,

R, e R, sdo nulos, resultando em um sistema com grau de nio-linearidade 1, ou seja,

sistema linear.

5.4 Comentarios Finais
O foco deste capitulo foi analisar certos critérios que possibilitassem inferir quais

termos deveriam fazer parte de um modelo polinomial NARX para a situacdo em que o

ganho e uma das constantes de tempo varie segundo as equacdes (4.1) e (4.2)
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respectivamente. Tentou-se também representar as caracteristicas estiticas de tais

parametros.

Para modelos com ordem superior a um, torna-se dificil explicitar separadamente o
valor de cada constante de tempo, mesmo quando estas nao sdo varidveis, caso nao se
tenha um conhecimento a priori de nenhuma delas. Isto se deve ao fato do numero de
incognitas ser maior que o nimero de restricdes disponiveis. A menos que o sistema
apresente constantes de tempo iguais, nao se consegue em geral calcular o valor destas
individualmente. Esta dificuldade pode ser observada nas equacdes (C.5) e (C.11), onde
sendo considerada apenas uma constante de tempo varidvel, as outras sdo consideradas
constantes, e por este motivo aparecerao relacionadas com a parte constante da equagao

de variagdo da constante de tempo, ou seja, estardo diretamente associadas a 1.

Observando-se as equacgdes (5.6), (C.6) e (C.12), que representam as variacdes do

ganho, percebe-se que, para quando os termos do agrupamento Q . ndo exercem
nenhuma influéncia sobre o ganho, X, , =0. Nestas condi¢des, para um sistema como o

da equagdo (5.1), a menos que T seja constante ou o coeficiente do termo varidvel seja

muito pequeno, ou seja, Z,,=0,a relacdo estdtica, e consequentemente o ganho,

variardo também em funcao da constante de tempo.

Para o sistema da equag@o (C.1), a condi¢do necessaria para que X,  =0,¢é que E=-F.

Nesta situac@o, ocorre que a informagao relativa a parte varidvel da constante de tempo,
aparecerd dividida de maneira aproximadamente igual entre os termos, permitindo a
recuperacdo da caracteristica da constante de tempo, e impedindo que esta influencie na

relagdo estatica.
Ja para um sistema de terceira ordem como o da equacgdo (C.7), a condi¢io para que 0s

termos relativos a variacdo da constante de tempo ndo interfiram na relagdo estética é: K

+E+F=0.
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Note que as consideragdes anteriores, ou seja, que X, =0, mostram que o

X

agrupamento de termos Q. ., em uma andlise de agrupamentos de termos e coeficientes

Xy ?
de agrupamentos, pode parecer espurio devido ao cancelamento. Entretanto, tal
cancelamento € necessdrio para ndo interferir no ganho. Neste caso, o cancelamento ndo

indica que este agrupamento seja espurio.

Logo, com base nas suposi¢cdes anteriores percebe-se que a variedade de interpretacio
do tipo de variacdo das constantes de tempo de um modelo polinomial NARX € muito
grande. No entanto, pode-se manipuld-lo da mesma forma que o modelo polinomial
discretizado tentando-se agregar em um ponto as constantes de tempo. Esta andlise,
mesmo quando ndo se consiga representar e calcular as constantes de tempo varidveis,
permite saber quais tipos de termos devem ou nao compor o modelo, para permitir que

se represente pelo menos a caracteristica estatica do ganho de maneira direta e explicita.

A andlise da caracteristica estitica do ganho, aliada aos conhecimentos das
dependéncias transitivas e ndo-transitivas, permite saber quais termos devem ser

incluidos ou ndo no modelo a fim de se recuperar a caracteristica estitica do ganho.
Entdo, pode-se resumir em uma tabela quais termos podem estar presentes nos modelos
lineares (tabela I) e ndo-lineares (tabela II), para os dois tipos de dependéncia:

dependéncia do ganho e dependéncia de uma constante de tempo.

I. Tabela de Agrupamento de termos para modelos lineares.

Tipo de dependéncia | Agrupamento de termos Agrupamento de termos
possiveis impossiveis
Constante de Tempo Q, Q, todos os demais

(n@o ha dependéncia)

Ganho Q. Q

y " todos os demais

(n@o ha dependéncia)
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II. Tabela de Agrupamento de termos para modelos nao-lineares.

Tipo de dependéncia | Agrupamento de termos Agrupamento de termos
possiveis impossiveis
Constante de Tempo Q,, Q,, Q, Q,,
Ganho Q,, Q, Q, Q,.,

Pela tabela I, percebe-se que sistemas lineares nao apresentam ganho e constantes de

tempo varidveis, ao contrario dos sistemas nao-lineares da tabela II.

85




Capitulo 6

Uso de Técnicas de Identificagdo na Modelagem de
Sistemas com Caracteristicas Estaticas Nao-lineares

6.1. Introducao

Existem certas técnicas de representacdo de modelos mateméticos de sistemas reais que
representam sistemas nao-lineares como dois blocos em cascata, um bloco referente a
caracteristica estatica nao-linear, e outro bloco referente ao modelo linear dindmico
(Billings and Fakhouri, 1982). Se esta caracteristica estitica antecede o sistema linear, o
modelo é chamado “modelo de Hammerstein” (Billings and Fakhouri, 1982; Eskinat et
al., 1991), caso esta caracteristica seja posterior ao sistema dinamico linear, o modelo é

dito “modelo de Wiener” (Wiener, 1958; Billings and Fakhouri, 1978).

Sabe-se que algumas das ndo-linearidades de um processo podem aparecer devido a
componentes que apresentam caracteristicas estdticas nao-lineares, como no caso de
certos atuadores. Estas caracteristicas podem trazer problemas para o controle do
processo. Ou seja, um controlador ajustado para trabalhar em uma certa faixa de
operacdo, onde o sistema se encontra em um determinado ponto de operacdo da
caracteristica estatica, pode ndo apresentar um bom desempenho quando ao mudar de
ponto de operacdo. Entdo, tendo-se informacdo a respeito da ndo-linearidade estatica
presente no sistema, € possivel, pelo menos em principio, levar tal informacdo em conta

na implementacdo de uma lei de controle.

Neste capitulo desenvolver-se-4 um procedimento, utilizando técnicas de agrupamentos
de termos e coeficientes de agrupamentos na determinacdo de um conjunto de termos
efetivos para um modelo de Wiener e um modelo de Hammerstein. Serd visto também
como, a partir do modelo dindmico, recuperar a informacdo relativa as caracteristicas

estaticas dos sistemas.
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O capitulo estd organizado como se segue: na secdo 6.2 serd mostrada a caracteristica
estitica considerada neste capitulo, na secdo 6.3 serd apresentado um procedimento de
reducdo na estrutura de um modelo de Hammerstein utilizando a caracteristica estatica
da secdo 6.2. Na secdo 6.4 serd feita a mesma andlise para um modelo de Wiener, e
finalmente na sec@o 6.5 os resultados serdo comparados e os comentarios finais serdo

feitos.

6.2 Caracteristica Estatica

Dentre os diversos tipos de caracteristicas estdticas existentes nos processos reais,

escolheu-se a caracteristica representada pela tangente hiperbdlica de um sinal ‘u’, cuja

amplitude varia entre -2 <u < 2, de acordo com a figura 6.1.

0.8

0.6

0.4

0.2

Tanh(u)

0.2,

-0.4

-0.6

Figura 6.1 - Caracteristica estética de u X tanh(u).
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Tal caracteristica estitica foi escolhida devido a semelhanga apresentada com
caracteristicas estaticas presentes em diversos processos industriais € a sua comum
utilizagdo na literatura (Kortmann and Unbehauen, 1988; Genesio and Tesi, 1993; Gray

et al., 1996).

6.3 Modelo de Hammerstein

Nesta se¢do, serd considerado um modelo de Hammerstein, e através de dados coletados
a partir deste identificar-se-4 um modelo polinomial NARMAX preliminar. Obtido tal
modelo, serdo feitas consideragcdes e estipulados procedimentos que visem adequar a
estrutura deste.

6.3.1 Simulacdo do modelo e Obtencao de Dados

Seja o modelo de Hammerstein da figura 6.2:

Caracteristica bl
Entracz e )
estatica dindmico Saida

1
- —/_ s+ 1 Y W

Figura 6.2 - Modelo com caracteristica estética.

O modelo nao-linear é expresso pela caracteristica estdtica representada pela tangente
hiperbdlica dos dados de entrada, em série com um modelo linear dindmico de primeira

ordem, com ganho e constante de tempo unitarios.

O sinal de entrada € mostrado na figura 6.3. Este sinal varia entre -2 < u < 2, com

duracdo de pulsos de 40 amostras. O tempo de amostragem utilizado foi de 0,1, que € 10
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vezes menor que a constante de tempo do modelo dinamico. A aplicacdo de tal entrada

no modelo resultou na saida da figura 6.4.

N I 1

- I 1 I I
0 1000 2000 3000 4000 5000

Nimero de amostras

Figura 6.3 - Dados de entrada em funcdo do nimero de amostras.

o
IS
—

1 1R
ol R q ']
) Al | “ I ‘

1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000

Nimero de amostras

Figura 6.4 - Dados de saida em funcido do niimero de amostras.
Os dados foram dizimados de cinco em cinco amostras, acordo com os testes estatisticos

de correlagdo, citados no capitulo 2, onde encontrou-se a seguinte faixa de variacdo do

tempo de amostragem: 0,2 < T, <0,5.

89



Capitulo 6

Ao sinal de saida, depois de dizimado, foi adicionado ruido resultando numa relag¢do
sinal/ruido (SNR) de 80 decibéis. A finalidade de acrescentar ruido € que sistemas reais
normalmente apresentam este tipo de interferéncia, e, a presenca destes nos dados pode

induzir termos espurios no modelo. Os dados dizimados sdo apresentados nas figuras

6.5 ¢ 6.6.

0 700 700 500 500 7000

Nimero de amostras

Figura 6.5 - Dados de entrada dizimados.

SR I

0 700 700 500 500 7000

Nimero de amostras

Figura 6.6 - Dados de saida dizimados e com ruido de SNR = 80 dB.
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6.3.2 Andlise de Agrupamentos de Termos e Coeficientes de Agrupamentos

Para se fazer a andlise de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamento’ do
sistema proposto, foram estimados 38 modelos polinomiais NARMAX variando-se de 3
a 40 termos no modelo, sendo considerados grau de ndo-linearidade 3 e ordem 3, que
normalmente sdo suficientes para a identificacdo de modelos para um grande nimero de
sistemas reais. Paralelamente ao célculo dos coeficientes de agrupamento de termos
foram usadas algumas técnicas estatisticas que auxiliassem na escolha de um numero
adequado de termos para o modelo. Tais técnicas, que foram citadas no capitulo 2 sdo:
variancia dos residuos, critério de Informacdo de Akaike (AIC), Final Prediction Error
(FPE), Lei dos logaritmos Interativos (LILC), e o critério de Informag¢do Bayesiano

(BIC). Os resultados s@o apresentados nas figuras 6.7 a 6.9.

Agrupamento Y
T

0.64 ‘ ‘ | o
06627 1 -0.09

0.58 0.4
0.56] -0.15)

Agrupamento Y3
T T T

Agrupamento Y2U
T T T

0 510 15 20 25 30 35 40

Figura 6.7 - Coeficientes de agrupamento em fun¢@o do nimero de termos no modelo.

! As rotinas MATLAB™ utilizadas neste trabalho, para célculo e simulacdo de agrupamentos de termos e
coeficientes de agrupamentos podem ser encontradas em Jicome e Aguirre (1996b).
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-8200

-8400

-8600

-8800_
1.5
-9000.

-9200.

-9400.

-960Q
0

Figura 6.8 - Variancia dos residuos. Figura 6.9 - Critérios de informacao

Pela observacao dos critérios de informagdo, e pela variancia dos residuos, percebe-se
que estes sugerem aproximadamente 24 termos no modelo. Isto porque o primeiro
minimo ocorre com 24 termos, ndo havendo melhorias apos este valor. Portanto, o

modelo obtido com 24 termos foi:

y(k) = 0,548 y(k-1) + 0,3365 u(k-1) - 0,03982 u(k-Du(k-1)u(k-1) -
0,005782 y(k-Dy(k-1)y(k-1) + 0,07324 u(k-2)y(k-3)y(k-1) -
0,03973 u(k-2)y(k-3)y(k-3) + 0,07381 u(k-3)u(k-2)u(k-1) -
0,1891 u(k-2)u(k-1)y(k-1) - 0,2894 u(k-2)y(k-1)y(k-1) +
0,01887 y(k-3)+ 0,05182 u(k-2)u(k-2)u(k-2) +
0,1141u(k-3)y(k-3)y(k-1) - 0,03524 u(k-2)u(k-1)y(k-2)-
0,1035 u(k-2)u(k-2)y(k-1) - 0,07721 u(k-3)u(k-2)u(k-2) +
0,1438 u(k-1)y(k-1)y(k-1) +0,06438 u(k-2) +
0,2271 u(k-2)u(k-2)y(k-2) + 0,04713 u(k-Dy(k-3)y(k-2) +
0,1896 u(k-3)y(k-1)y(k-1) + 0,031 u(k-3) - 0,2746 u(k-3)y(k-2)y(k-1) -
0,0145 u(k-3)u(k-1)y(k-3) - 0,0003006 u(k-1) u(k-1) + Termos de ruido.
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Cabe ressaltar que a parte MA (moving average) do modelo, relativo aos termos de
ruido, somente € utilizada no processo de identificagdo para evitar a polarizacdo do

modelo, sendo descartada para outros fins.

Pela figura 6.10 percebe-se que o modelo com 24 termos ajusta bem os dados de

identificacdo.

o T T

0.8 ? 1 f

0.6 g 8 j ?! g

04; I : ¢ L ’ ! ,‘“

0.2 ? : ’ ; % | P | &D’ |
o el At [ | [t ;

-0.2_‘E, , R D’Q‘T i ﬁ ?; ’oW ;

0.4 K ; { Il P {

| 3
-o&j& '
: :
-1¥ ‘ %l 1 1 1 8 1
700 700 500 500 7000

Nimero de amostras

Figura 6.10 - (.....) Dados de identificacdo ( ___ ) Modelo com 24 termos.

A validacao estatistica do modelo € apresentada na figura 6.11, abaixo.
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1 0.1 0.2 1
ng/m 0 om OXQ/\;F&L\;
-1 ) 01 B 0.2 ) -1
10 20 10 20 -10 0 10 10 20
01 © 01 @@ 01 O 01 0
0\/\’\/\ O/M 0 0 v_/\_/“/v
01 ‘7 1 01 ‘7 1 -0.1 o 01 T
-10 0 10 -10 0 10 0 10 20 10 0 10
(e) (U]

01 ‘ 2

0 W |

01 ‘7 1 -2|

-10 0 10 0 10 20

Figura 6.11 - Validag@do estatistica do modelo com 24 termos. Correlacdes calculadas:
@ EMxEMD;: () u®)xED); (©) EMxEMDxu®); ) u” (OxEWD;: (@) u* ()XE(D;
O EMxEM: (@ &OxEM®: (M) EOxEM: @ (yOxe®) xXE(D;
() (Y Xe(®) xu” (1).

A figura 6.12 mostra a caracteristica estética obtida do modelo, via simulagdo.

0.8
0.6
0.4

0.2

-0.2]

-0.4]

-0.6 ___ Dados
....Modelo

-0.8

Figura 6.12 - Caracteristicas estéticas.

A figura 6.13 abaixo, mostra o modelo com 24 termos sendo utilizado como preditor.
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o
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N° de amostras

Figura 6.13 - ( ) Dados e (.. ..) predicdo do modelo.

Com base nos resultados anteriores pode-se dizer que o modelo com 24 termos é um
bom modelo. Porém é um modelo grande, podendo estar sobreparametrizado. A questio
a ser colocada é: Sera que se pode limitar o conjunto de termos candidatos, de modo que
o algoritmo de identificacdo escolha somente os termos realmente necessarios para o

modelo, sendo este de tamanho aceitavel e dinamicamente valido?

O que vai ser feito a seguir, € uma andlise baseada em agrupamentos de termos e
coeficientes de agrupamentos, que auxiliard na reducdo de termos no modelo, restando

apenas aqueles considerados efetivos.

Através da analise da variacdo dos coeficientes de agrupamentos da figura 6.7 percebe-

se que os coeficientes dos agrupamentos Q. e Q. oscilam em torno do zero, o que,

de acordo com o capitulo 3, indica que tais agrupamentos podem ser descartados do

modelo. O agrupamento Q , além de aparecer no modelo somente a partir do 24°

termo, possui uma amplitude muito baixa com relacdo aos demais agrupamentos, sendo
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desta forma descartado do modelo também. Os demais agrupamentos apresentam uma

tendéncia, sendo portanto mantidos, por enquanto, na estrutura do modelo.

Com a reducdo do numero de termos candidatos ao modelo, foi refeita a andlise de
coeficientes de agrupamento, porém variando-se o nimero de termos no modelo até um
maximo de 30, isto porque o nimero de termos candidatos ao modelo tornou-se menor

com a eliminagdo de certos agrupamentos. Os resultados sdo apresentados na figura

6.14.

Agrupamento Y Agrupamento YU2

0.7, 01

0.6

0.41 T T
0.3

0.2

0.0;

-0.02.
-0.04

Figura 6.14 - Coeficientes de agrupamento em funcao do nimero de termos no modelo.

Os gréficos da figura 6.14, sugerem que os agrupamentos sao todos efetivos. Todos os
coeficientes apresentam uma tendéncia em torno de um certo valor, sendo que mais
nenhum agrupamento necessita ser retirado do conjunto de termos candidatos. Portanto,
uma andlise dos critérios estatisticos de informacdo das figuras 6.15 e 6.16 sugerem um

modelo com dezoito termos.
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Figura 6.15 - Variancia dos residuos. Figura 6.16 - Critérios estatisticos.

Logo, o modelo com 18 termos é:

y(k) = 0,72640 y(k-1) + 0,33591 u(k-1) - 0,03926 u(k-1)u(k-Du(k-1) +
+0,02008 u(k-3)u(k-3)y(k-1)- 0,00504 u(k-3)u(k-3)u(k-2) -
- 0,09509 u(k-3)u(k-3)y(k-2) + 0,04599 u(k-2)u(k-2)u(k-2) -
- 0,23620 y(k-2) + 0,00280 u(k-2)+0,05018 u(k-3)u(k-3)y(k-3) +
+0,00083 u(k-3)u(k-2)y(k-2) + 0,098 y(k-3) +
+0,00652 u(k-3)u(k-3)u(k-3) + 0,06938 u(k-3) +
+0,01175 u(k-2)u(k-Du(k-1) - 0,21081 u(k-1)u(k-1)y(k-1) +
+0,19340 u(k-1)u(k-1)y(k-2) - 0,10882 u(k-2)u(k-2)y(k-1)

cuja validacgdo estatistica € apresentada na figura 6.17.

6.1)
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Figura 6.17 - Validag@do estatistica do modelo com 18 termos. Correlacdes calculadas:
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Este modelo com 18 termos também foi utilizado também na predi¢do, com uma massa
de dados diferente da massa de identificagdo, de forma semelhante ao modelo com 24

termos. O resultado € apresentado na figura 6.18.

08 T T T T
0.
. i
4 - q
0. | i
4 o
0. |
-1 g’a
0. g\ &
D
-0. = -
-0. .
=]
5B
0.8 | 1 1 |
0 200 400 600 800 1000
N° de amostras
Figura 6.18 - ( )yDadose(..... ) predicao do modelo.
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Com base nos critérios de correlacao da figura 6.17, e na predi¢ao da figura 6.18, pode-
se dizer que o modelo com 18 termos continua bom. Note que os dados de predicao sdao
diferentes dos dados de identificacdo. Portanto, resta saber se tal modelo é capaz de
recuperar analiticamente a caracteristica estdtica ao contrdrio do primeiro modelo
identificado, e talvez uma equacdo para a variagdo da relagcdo estitica saida/entrada.

Considerando o modelo da equagdo (6.1) em regime estatico, tem-se:

0,4118Y =0,40853U + 0,01996U° — 0,1502YU? (6.2)

Que pode ser reescrita da seguinte forma:

v [ 0:40853U + 0,01996U°
0,4118+0,1502U"

(6.3)

Atribuindo-se valores para U na equagdo (6.3), obedecendo sua faixa de variagdo de -2

<u < 2, chega-se na caracteristica estética da figura 6.19.

T T T T T T T
0.8 |
0.6 |
0.4 A
0.2] |
o| A
Y
0.2 |
-0.4. ]
-0.6 .... dados | |
___ modelo
0.8 |
-1 L L L L L L L
-2 1.5 1 0.5 0.5 1 15 2

Figura 6.19 - Caracteristicas estaticas.

99



Capitulo 6

Da figura 6.19 percebe-se que o modelo com 18 termos conseguiu reproduzir bem a
caracteristica estatica, com uma vantagem em relacio ao modelo de 24 termos. Esta
vantagem baseia-se em que a caracteristica estitica do modelo com 18 termos foi
encontrada analiticamente atribuindo-se valores para u na equagdo (6.3), enquanto que

para o modelo com 24 termos tal caracteristica foi encontrada via simulagao.

Cabe ressaltar que, caso fossem escolhidos 18 termos, apenas truncando-se o modelo
com 24 termos e reestimando-se os parametros, obter-se-ia um modelo que prediz bem
os dados, porém a caracteristica estdtica recuperada a partir de tal modelo € mostrada na
figura 6.20. Note-se ainda que tal caracteristica foi obtida via simulacio do modelo,

devido a impossibilidade de conseguir uma representag¢do na forma y = f{u).

Figura 6.20 - Caracteristica estatica de um modelo truncado com 18 termos.

Tomando-se a equacdo (6.3) e fazendo % pode-se encontrar uma equacgdo da relacdo

estatica saida/entrada:

e

Y (0,40853 +0,01996U° )
U

0,4118+0,1502U° (6.4)
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A forma gréfica da relagdo estatica com a entrada, K, = g(u), € mostrada na figura 6.21.

0.9

0.8

0.7,

0.6

0.5

0.4 . | . | . | .

Figura 6.21 - Relacgdo estética em funcdo da entrada.

6.4 Modelo de Wiener

Nesta secdo, verificar-se-d0 os resultados para a mesma caracteristica estatica de se¢ao

7z

6.2, porém, desta vez a caracteristica é colocada depois do modelo dinamico,

constituindo a representacao de Wiener.

Portanto, seja o modelo na forma de Wiener da figura 6.22:

Modelo Caracteristica
dindmica estética Saida

1
- 15 + 1 —/_ ”’f W

Entrada

Figura 6.22 - Representacao de Wiener
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Os dados de identificacdo foram gerados com um intervalo de integra¢do de 0,1. A
entrada aplicada é mostrada na figura 6.23, variando de -2 < u < 2. Através de testes de
correlagdo, escolheu-se o tempo de amostragem de 0,5. Isto implica que os dados
obtidos devem ser dizimados de 5 em 5. Apés a dizimagdo, foi somado ruido aos dados,
com relacdo sinal/ruido de 80 decibéis, cujos motivos ja foram explicados na se¢do 6.3.

A figura 6.23 mostra os dados de identificag@o.

Entrada
2
T T T T n
|
l_ UKF H |
0_ —
1| | |
-2 1 1 1 . ] 1
0 200 400 600 800 1000
Saida
1
T T T T
M\ Iy )
0_ —
-0.5| ( \ i
-l | l \\ l \f
0 200 400 600 800 1000

N° de amostras

Figura 6.23 - Dados de identificacdo.

Nesta se¢do serd desenvolvido um procedimento semelhante ao da se¢do anterior, porém
neste caso, a caracteristica estitica estard localizada posteriormente ao modelo

dinamico, de acordo com a figura 6.22.
Logo, com os dados obtidos, estimou-se 38 modelos polinomiais NARMAX, variando-

se o nimero de termos de 2 a 40, onde foram -calculados os coeficientes de

agrupamentos de acordo com a figura 6.24.
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Figura 6.24 - Coeficientes de agrupamento em funcao do nimero de termos no modelo.

Com base nos resultados dos critérios estatisticos de informacdo, escolheu-se um

modelo com 17 termos de processo.

Portanto, o modelo com 17 termos é:

y(k) = 0,5958 y(k-1) + 0,3666 u(k-1) - 0,2852 u(k-2)u(k-1)y(k-1) +
0,04127 u(k-3)u(k-3)y(k-2) - 0,1195 u(k-Du(k-1)y(k-2) +
0,1056 u(k-2)u(k-2)y(k-2) + 0,02799 u(k-3)u(k-1)y(k-2) -
0,01303 u(k-1)y(k-3)y(k-2) + 0,1338 u(k-1)y(k-1)y(k-1) -
0,004879 u(k-Du(k-Du(k-1) + 0,04169 y(k-3)y(k-3)y(k-2) +
0,03943 u(k-3)u(k-Du(k-1) + 0,01216 u(k-3)uk-2)u(k-2) -
0,06622 u(k-3)y(k-1y(k-1) + 0,04266 u(k-2)u(k-2)u(k-1) -

0,04529 u(k-3)u(k-3)u(k-2) + 0,02469 u(k-2)
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Foram aplicados ao modelo os testes de correlacio estatistica, verificando-se que todos
se mantinham dentro da faixa de confianga. A figura 6.25 apresenta o modelo sendo
utilizado na predi¢do, com uma massa de dados diferente da massa de dados de

identificacao.

oo

—0-007,

_,7
|

4
0
\Y

1

© 9oom

T

(o)

-0.8 ®
. L L L Il
0 200 700 600 800 1000

N° de amostras

Figura 6.25 - ( ) Dados e (... .) predicdo do modelo.

A seguir, tentar-se-a simplificar a estrutura do modelo através da retirada de alguns
agrupamentos de termos do modelo, esta retirada serd feita com base na andlise da

variacao dos coeficientes de agrupamento da figura 6.24.

Observando-se os agrupamentos €, e Q , na figura 6.24, percebe-se que estes somente

comegam a fazer parte do modelo a partir do 31° e 33% termos respectivamente, € com
valores de coeficientes muito baixos. Estes fatores indicam que termos pertencentes a

estes agrupamentos poderiam ser retirados do modelo. O agrupamento Q ; permanece
variando em torno do zero, € 0 agrupamento Q. oscila muito, além de haver passagens

pelo eixo zero também. Estas condi¢cdes também indicam que tais agrupamentos podem

ser espurios, sendo entdo retirados do conjunto de termos candidatos ao modelo,
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juntamente com os agrupamentos €, € Q.. Assim, reestimaram-se 28 modelos

variando-se agora o numero de termos de 2 a 30. Esta redu¢do deve-se a diminui¢iao do
conjunto do conjunto de termos candidatos ao modelo. Os novos coeficientes de

agrupamento podem ser vistos na figura 6.26.

Agrupamento Y o Agrupamento Y2U
T T T T
0.7 01
N /\—/\/\\ _0.27 J_/_/_/w
o8 4 1 L L R/\ ! |
5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

T T
0.39
0.3
025 1 1 1 1

o

Figura 6.26 - Coeficientes de agrupamento em funcdo do nimero de termos no modelo.

Foram calculados os respectivos critérios de informacao, que sugerem um modelo com

14 termos de processo. O modelo obtido foi:

y(k)= 0,5969y(k-1) + 0,3742u(k-1) + 98,83u(k-1)y(k-1)y(k-1) -
197,9u(k-1)y(k-2)y(k-1) + 1,342y(k-1)y(k-1)y(k-1) +
98,83u(k-1)y(k-2)y(k-2) + 0,002191u(k-1)y(k-3)y(k-3) +
0,01185u(k-3) - 99,62u(k-2)y(k-Dy(k-1)+  198,4u(k-2)y(k-2)y(k-1)-
98,86u(k-2)y(k-2)y(k-2) - 1,772y(k-2)y(k-1)y(k-1) +
0,5906y(k-2)y(k-2)y(k-1) + 0,02912y(k-3)y(k-3)y(k-3)

O modelo com 14 termos, como preditor € mostrado na figura 6.27.
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Figura 6.27 - ( ) Dados e (... .) predicdo do modelo.

Nesta secdo, a caracteristica estitica encontra-se posterior a0 modelo dinamico linear,
consequentemente, a saida de tal caracteristica estdtica varia com a saida do processo.
Nestas condi¢des o ganho apresentar-se-ia como uma dependéncia da saida do processo,

o que implicaria em x, =f(y).

Entdo, como se sabe que a constante de tempo do sistema ndo varia, de acordo com a
tabela II do capitulo 5, os agrupamentos passiveis de constituirem o modelo seriam:

Q,, Q, e Q. Portanto, os termos do agrupamento Q. serdo descartados do conjunto

de termos candidatos ao modelo.

Logo, reestimando-se um novo conjunto de modelos, variando-se o nimero de termos

de 2 a 20, devido a diminui¢ao do conjunto de termos candidatos, tem-se:
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Figura 6.28 - Coeficientes de agrupamento em funcao do nimero de termos no modelo.

Entdo, com base nos critérios estatisticos de informacao, escolheu-se um modelo com
oito termos, representado na equacdo (6.5) abaixo. Pela variacdo dos coeficientes de
agrupamento da figura 6.28, também pode se perceber que a partir de oito termos no

modelo, os coeficientes permanecem em torno de um mesmo valor.

y(k) = 0,62470 y(k-1) + 0,38791 u(k-1) - 0,41541 uck-1)y(k-1)y(k-1) +
+0,26182 u(k-1)y(k-2)y(k-1) + 0,03011 u(k-2)y(k-3)y(k-1) -
- 0,10170 u(k-1)y(k-2)y(k-2) + 0,02378 u(k-2)y(k-3)y(k-3) +
+0,00131 u(k-3)y(k-2)y(k-1) (6.5)

Na figura 6.29, o modelo (6.5) € utilizado na predicdo, com uma massa de dados

diferente da massa de dados de identificacao.
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Figura 6.29 - ( ) Dados e ( - - - ) predi¢do do modelo.
Visto que o modelo prediz os dados relativamente bem, verificar-se-a a possibilidade e
recuperacdo da caracteristica estatica. Entdo, da equacdo (6.5), considerando regime
estatico, tem-se:
Y =0,6247Y +0,3879U - 0,2002 Y*U
Logo:

Y =1,03357U - 0,5334Y?U (6.6)

Porém, da equacdo (6.6), ndo é possivel obter-se o valor na saida da caracteristica
estatica (Y) analiticamente, devido a existéncia do termo Y>U. Entretanto, pode-se

calcular os pontos fixos (para o caso ndo-autonomo) do modelo da equacdo (6.6).

Tais pontos fixos correspondem as raizes do polindmio (6.6) com U constante. Uma

revisdo sobre pontos fixos em modelos NARMAX pode ser encontrada em Aguirre e
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Mendes (1996). Logo, para cada valor da entrada -2 < U < 2, calculam-se as raizes da
equagdo (6.6). Como o modelo estitico na equacao (6.6) é um polindmio de segunda
ordem, obter-se-do duas raizes para cada ponto de operacdo U, que sdo tracadas na

figura 6.30.
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Figura 6.30 - Raizes da equacdo 6.6.

Tomando-se a equacdo da caracteristica estatica (fig. 6.1), e tracando-a sobre as curvas

da figura 6.30, obtém-se:

20
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Figura 6.31 - Caracteristica estatica do sistema sobre as raizes da equagdo estética (6.6).
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Tragando-se somente uma das raizes e a caracteristica estatica:

15

0.5

-0.5

___ Carac. estatica
... .raizes eq.(6.5)

Figura 6.32 - Caracteristica estatica e raizes da equacao (6.6).

Portanto, o0 modelo contém a informacdo a respeito da caracteristica estética do sistema,
no entanto ela sé poderd ser encontrada mediante o cédlculo das raizes da equacgdo
estatica do modelo, como na figura 6.32. Cabe ressaltar que a obten¢do da caracteristica
estdtica através das raizes, ainda € mais vantajosa que a obten¢do desta via simulacao.

Note-se que a caracteristica estatica do sistema corresponde a raiz estavel do modelo.

Contudo, tomando-se a equacao (6.6), e fazendo-se ? pode-se encontrar a equagAo de

u

varia¢do do ganho, para este sistema:

K = 1,03357 - 0,5334Y"
(6.72)

Ou ainda, da equagdo (6.6) tem-se que:

,=03879, £, =06247 e T, =%, =-0,2002
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Logo, aplicando-se estes coeficientes de agrupamento na equacdo (5.6) tem-se:

L= 08 02002 oy 33570533442
1-0.6247  1-0,6247

(6.7b)

Que esta de acordo com a equagdo (6.7a).

Portanto, a equacdo (6.7a) representa o ganho, que varia da mesma forma que a relagdo
estdtica, com a saida. Porém, desta vez a relacdo estdtica varia com a saida do processo,

ou seja:

K_ = h(y) (6.8)

Tomando-se a faixa de variacdo os valores da saida, seja do processo ou do modelo
dinamico (para o caso de modelos dinamicos lineares), e aplicando-a na equagado (6.7b),
pode-se encontrar uma curva de K, X Y, onde sabendo-se a saida do sistema em um
determinado momento, sabe-se também o valor da relagdo estitica naquele instante.

Esta curva € apresentada na figura 6.39.
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Figura 6.33 - Gréfico da relagdo estética pela saida do modelo de 8 termos.
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Da mesma maneira que na secdo 6.3, tomando-se o modelo inicial com 17 termos,
truncando-o nos oito primeiros e reestimando-se os parametros, encontra-se um modelo

cujas raizes sao mostradas na figura 6.34.

1.5

0.5

-0.5

1.5
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o 0

S

00 50 5 50 00

raizes

Figura 6.34 - Raizes do modelo de 17 termos truncado no oitavo termo.

Pela figura 6.34 percebe-se que tais raizes ndo representam a caracteristica estatica,

sendo entdo ressaltada a importancia da retirada de termos do modelo.

6.5 Comentarios Finais

Neste capitulo foi visto como um modelo pode ser reduzido com base em certas
observacgdes, mesmo quando os critérios usuais de identificacdo nao puderem fazer mais
nenhuma reducdo no modelo. No modelo (6.1) percebeu-se a presenca do agrupamento

transitivo Q. bem como a sua importancia no modelo.

Uma observagdo que pode ser feita, € que confirma a presenga de termos cubicos no
modelo, € quanto ao formato da caracteristica estatica da figura 6.1. Para que uma curva

do formato observado na figura 6.1 seja obtida, o modelo necessita, de termos cubicos,
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caso contrario tal informagdo ndo poderia ser recuperada. A presenca ou auséncia de
termos quadriticos e lineares ndo alteram profundamente a caracteristica estatica
(Jacome e Aguirre, 1996). Observou-se a presenca dos termos cubicos nos

agrupamentos de termos Q ; e Q . para a equagio (6.1), e no agrupamento Q. do

modelo da equagdo (6.5), e confirma assim esta idéia a priori da presenca destes no

modelo.

Outro conhecimento a priori que pode ser confirmado nos resultados deste capitulo, é
que modelos de Hammerstein (figura 6.2), apresentam um ganho dependente do sinal de
entrada, podendo obter-se um modelo, na forma y = f{u) (Jicome e Aguirre, 1996), que
implica em K = g(u). Logo, com base nestes conhecimentos, e de acordo com a tabela II
do capitulo 5, esperava-se encontrar apenas dentre os seguintes agrupamentos de termos

no modelo: Q,Q,Q,, Q; e Qyuz . Esta expectativa foi confirmada como pode ser

visto na equacao (6.1).

Analogamente, para modelos de Wiener, a saida da caracteristica estitica dependera da
saida do processo, obtendo-se K = A(y). Nestas condi¢des, com base na tabela II do
capitulo 5, esperava-se encontrar apenas dentre os seguintes agrupamentos de termos no

modelo: Q , Q ,Q e Q.- Esta expectativa foi confirmada como visto na equagdo

(6.2).

No capitulo, percebeu-se também que a redu¢do do tamanho do modelo nao implicou na
perda de qualidade do mesmo, uma vez que os modelos foram utilizados na predi¢do e
validados pelos critérios estatisticos. Nestes critérios os valores fora da faixa de

confianca, devido a sua pequena amplitude podem ser desprezados.
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Identificacdo de uma Valvula de Controle

7.1 Introducao

Nos capitulos anteriores foram desenvolvidos procedimentos de auxilio a deteccao de
estruturas em modelos polinomiais NARMAX. Estes procedimentos foram baseados
inicialmente em modelos discretizados, mediante a inclusdo de varia¢des no ganho e na
constante de tempo. Posteriormente, tais procedimentos foram comparados a modelos
polinomiais NARMAX, e foram feitas generalizacdes nas estruturas de tais modelos,
para variacdes do ganho e da constante de tempo. Os resultados foram utilizados no

auxilio a identificag@o de dois sistemas simulados no capitulo 6.

Neste capitulo, tentar-se-a4 identificar um modelo polinomial NARMAX, para uma
védlvula de controle real, de caracteristica de igual porcentagem, operando normalmente
fechada com atuador tipo pistdo, instalada numa planta de tanques interativos (Jota et
al., 1995), no Laboratério de Controle de Processos Industriais da Universidade Federal
de Minas Gerais. O interesse na modelagem de tal vilvula provém do fato de que a
presenca de uma caracteristica estdtica nao-linear em tais valvulas é responsavel pela
variacdo do ganho da malha de controle dependendo do ponto de operagdao (Wigren,
1990). Serdo estabelecidos quais tipos de termos que devem compor o modelo de tal
valvula, e posteriormente tentar-se-a recuperar a caracteristica estitica da mesma. Esta

caracteristica € semelhante a caracteristica estatica dos sistemas do capitulo anterior.

O capitulo estd organizado como segue: na se¢do 7.2 € feita uma andlise preliminar do
processo, para ilustrar o funcionamento da vdlvula de controle. Na secdo 7.3 sdo

sintetizados os conhecimentos a priori do processo, e posteriormente aplicados na
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identificacio de um modelo para a vélvula. Obteve-se também, um outro modelo,
utilizando-se os procedimentos usuais de identificacdo. Através do resultados desta
secdo, os dois métodos podem ser comparados. Finalmente, na se¢do 7.4, sdo feitos os

comentérios finais a respeito do capitulo.

7.2 Analise Preliminar do Processo

A vélvula em consideracdo € acionada por um atuador pneumadtico. O sinal de controle
enviado pelo controlador é um sinal de corrente que € transformado num sinal de
pressdo, pelo sistema posicionador da védlvula. O elemento atuador € do tipo pistdo.
Basicamente, o sinal de pressdo aplicado no elemento atuador, movimenta o pistdo, que

determina a vazio de saida da valvula.

O tempo gasto entre uma variacdo do sinal de corrente, € 0 movimento resultante da
valvula caracteriza o tempo morto do conjunto. As constantes de tempo da vdlvula
variam com o seu tamanho e com a velocidade de atuacdo (McMillan, 1994; Shinskey,
1988). No contexto de controle de processos, o valor da constante de tempo dominante
da vélvula, dentro de uma malha de controle pode representar a propria constante de
tempo da malha ou simplesmente um tempo morto, dependendo das caracteristicas

dindmicas da malha (McMillan, 1994).

O ganho de uma valvula pode ser definido como uma variagdo na vazao através desta,
pela variacdo da posi¢do do atuador, definidos pelo sinal aplicado na entrada (Shinskey,

1988).

Antes de se coletar os dados de qualquer processo a ser identificado, sempre que

possivel deve-se acumular o maximo de conhecimento a priori do sistema. No caso da
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véalvula, os sinais de entrada e saida sdo respectivamente, o sinal de controle enviado ao
atuador e a vazao na saida. Cabe ressaltar que as caracteristicas dinamicas do medidor
de vazdo estardo incluidas nos dados, mas elas sdo, idealmente, pouco relevantes em

comparacdo com a dindmica da valvula.

Através de amostras do sinal de controle para o atuador, e da vazdo medida na saida da

vélvula, encontrou-se a caracteristica estatica da figura 7.1a.
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sinal de controle

Figura 7.1a - Caracterfstica estatica do conjunto vilvula/medidor.

Pela figura 7.1a, percebe-se que a vazdo de saida da vélvula, dependente do sinal de
controle na entrada do atuador. Isto mostra que o ganho estitico do sistema varia,

dependendo do sinal de controle e consequentemente, da vazao da saida.

Uma motivacdo para identificar um modelo dindmico para a vélvula, a partir do qual

poderia se recuperar sua caracteristica estitica, baseia-se no fato de que uma valvula
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ajustada para operar em um ponto da curva da figura 7.1a provavelmente ndo estaria

bem ajustada para outro ponto de operagdo, trazendo problemas para o controle.

Cabe ressaltar, que a caracteristica estdtica da figura 7.1a, pode ser estimada também
através dos dados de identificacdo diretamente. O resultado deste procedimento €&

mostrado na figura 7.1b.
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Figura 7.1b - Caracteristica estatica da valvula obtida a partir dos dados de identificacao.

7.3 Identificacao da Valvula de Controle

7.3.1 Informacoes a priori

As constantes de tempo da védlvula variam com o seu tamanho e com a velocidade de
atuacdo. Como o tamanho da vélvula ndo varia, supde-se que uma constante de tempo
seja fixa. Entretanto, as demais constantes de tempo variam com a velocidade de
atuagdo, que por sua vez dependem da amplitude do sinal de entrada (McMillan, 1994).

Isto pode ser verificado através dos proprios dados de identificacdo, mostrados
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posteriormente na figura 7.4, ou seja, a valvula apresenta constantes de tempo diferentes

para cada amplitude do sinal de entrada.

Tomando-se o valor aproximado das constantes de tempo, para cada ponto de operacdo

da valvula, encontra-se a curva da figura 7.2.
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sinal de controle

Figura 7.2 - Curva da constante de tempo varidvel em funcdo sinal de controle.

O ganho da vélvula depende da posi¢ao do atuador, que determina uma vazao. Por sua
vez, a posi¢do do atuador estd diretamente relacionada ao sinal de entrada aplicado na
valvula, o que provoca uma variacdo do ganho com a entrada. O ganho da vélvula é
dado pela inclinagdo da reta tangente a caracteristica estdtica, e depende do ponto de
operacdo, de acordo com a figura 7.3. Como esta inclinacdo varia ao longo da curva, o

ganho também varia, conforme esperado.
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Figura 7.3 - Variacdo do ganho da vélvula.

Pelas consideragdes anteriores, percebe-se que o ganho e as constantes de tempo tém
uma relacdo de dependéncia final com o sinal de controle aplicado na vélvula, indicando
entdo que estas varidveis do processo podem estar relacionadas entre si, este fato serad

discutido posteriormente.

7.3.2 Identificacio Baseada em Conhecimento a priori da Valvula

Os dados de identificacdo foram amostrados com um intervalo de 0,2 segundos, e sdo
mostrados na figura 7.4. Os dados de entrada representam o sinal de controle
normalizado que € enviado para o atuador, e os dados de saida correspondem a medi¢ao
de vazao de saida da valvula, como ja dito anteriormente. Procurou-se manter o sistema
sob constante excitacdo, dentro do possivel, de modo que sua dindmica estivesse bem

representada nos dados.

119



Capitulo 7
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Figura 7.4 - Dados de identificagdo.

A aplicacdo de testes de ndo-linearidade (Haber, 1985) nos dados indicou a necessidade
do uso de um modelo nao-linear. Logo, o modelo polinomial NARMAX € um candidato
a ser utilizado neste problema. A ordem méixima para os modelos foi n = 3. Esta escolha
¢ empirica, como normalmente se faz para sistemas ndo-lineares, uma vez que para estes
sistemas um método de escolha da ordem nao foi ainda formalmente estabelecido. O
procedimento de identificacdo desenvolvido a seguir serd baseado em informacdes a
priori do sistema. Sera feita inicialmente uma analise para o ganho, desconsiderando a
variacdo da constante de tempo. Em seguida analisar-se-4 a variacdo da constante de

tempo.

Com relac¢ao ao ganho do sistema, tem-se a seguinte informacao a priori:

1. A caracteristica estatica da vilvula € conforme mostrado no grafico 7.1a.
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2. O ganho da valvula é varidvel em funcdo de u (sinal de controle);

Como dito no capitulo 6, sistemas que apresentam caracteristica estdtica semelhante a
caracteristica da figura 7.1a, apresentam o ganho varidvel, conforme pode ser visto na
figura 7.3. Para que tal informagdo possa ser reproduzida no modelo deste sistema,
necessita-se de termos cubicos neste. A necessidade de tais termos deve-se ao ponto de
inflexdo existente na curva da caracteristica estética, sugerindo assim a necessidade de
um polindbmio de ordem cubica. Logo, de acordo com a tabela II do capitulo 5, o

agrupamento de termos relativo a variagdo do ganho, Q_, deve ser de grau cubico.

Xgu?

Se o ganho da vélvula varia com o sinal de controle, pode-se obter uma relacdo estética
na forma K. =v(u), o que implica em X, = g(u). A partir da equacio (5.6) vé-se que o
grau de ndo-linearidade de X, ¢ uma unidade menor que o de Q, . Portanto, como v(u)
¢ uma funcdo cubica, tem-se que X,= U”. Note-se que isto ndo impede que X,
dependa também de termos de grau inferior a dois, ou seja, X, =f(c,,U, U?), onde C,

€ uma constante, seria também aceitavel.

Portanto, pode-se dizer que o agrupamento € , deve fazer parte do modelo da valvula,
para uma variagdo do ganho. Os agrupamentos Q, € Q , podem também integrar o

modelo, mas ndo sdo indispensdveis.

Cabe ressaltar que a caracteristica estatica da figura 7.2, ndo parte da origem. Logo,

também € necessaria a presenca do termo constante, Q,, no modelo da véalvula.

Para a constante de tempo varidvel, a seguinte informacao a priori esta disponivel:
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1. A constante de tempo varia com o sinal de controle conforme mostrado na

figura 7.2

Pela figura 7.2 percebe-se que a curva de variacao da constante de tempo é semelhante a
um braco de parédbola, o que indica a necessidade de termos quadraticos para representar

a variacdo da constante de tempo. Logo, de acordo com a equacdo (5.5), tem-se que X,

deve ser um termo quadratico. Isto implica que o agrupamento de termos Q_ ., deve ser

XLy ?

de grau cubico.

A constante de tempo varia com o sinal de controle, ou seja, T = h(u). Para que a
equagdo (5.5) represente uma curva como a da figura 7.2, tem-se que X, = U’. Note-se

que isto ndo impede que X, possua termos de grau inferior a dois, ou seja, X, =

q(c,,U,U?), seria também aceitavel.

Portanto, com base nos possiveis valores de X, , pode-se dizer que o agrupamento O

deve fazer parte do modelo da vélvula, na representacdo da variagdo da constante de

tempo. Os demais agrupamentos, originados a partir do agrupamento Q, /, como Q e

Xy ?

Q,,, podem estar presentes no modelo final da vélvula, ndo sendo indispensaveis.

Portanto, com base no desenvolvimento anterior, pode-se limitar o conjunto de termos

candidatos ao modelo da vélvula aos seguintes agrupamentos: Q,, Q,, Q,, Q ,, Q,,
0 y u u u
Q.eQ. Entdo, escolhidos os agrupamentos considerados efetivos, utilizaram-se as

técnicas de agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos, para auxiliar na
escolha de quais destes agrupamentos constituirdo o modelo definitivo da vélvula. Para
isso estimou-se um conjunto de modelos variando-se o nimero de termos de 2 a 30, e
mantendo-se 22 termos de ruido a fim de evitar a polarizagdo das estimativas, como dito

no capitulo anterior. Os critérios estatisticos de informacao também foram utilizados no
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auxilio a escolha de um niimero adequado de termos para o modelo. Os resultados sd@o

apresentados nas figuras 7.5 a 7.7.

Agrupamento Y Agrupamento YU2
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0.5 ]
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5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
0.2 Agrupamento U3 Termo Constante
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0.02 ]
0.1
0 L Il L Il Il 0 L Il Il Il L
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Agrupamento YU
L T T — —
ol /\/—V
0 L Il L Il Il
5 10 15 20

Figura 7.5 - Coeficientes de agrupamentos em fun¢do do nimero de termos no modelo.

A andlise de agrupamentos de termos feita inicialmente, indicou que Q, e Q,

poderiam ser descartados do modelo.

As figuras 7.6 e 7.7 mostram os critérios de auxilio na escolha do nimero de termos
adequado para o modelo.
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Figura 7.6 - Variancia dos residuos. Figura 7.7 - Critérios de informacao.
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Através das figuras 7.6 e 7.7 percebe-se que tais critérios indicam um modelo de 15
termos. Pelos coeficientes de agrupamentos da figura 7.5 também percebe-se que a
partir de 15 termos no modelo, os coeficientes tendem a permanecer em torno de um
mesmo valor. Com isto escolheu-se um modelo com 15 termos, que € mostrado a

seguir:

y(k) = + 0,02428 -0,20522 y(k-1) + 1,08220 y(k-2) - 0,02922 u(k-2)u(k-2)u(k-2)
- 3,80950 u(k-3)u(k-3)y(k-1) + 6,46510 u(k-3)y(k-1) -
- 5,57840u(k-3)y(k-2) + 4,08710u(k-3)u(k-3)y(k-2) -
- 0,35280u(k-3)u(k-3)u(k-2) + 2,83290 u(k-2)y(k-3) -
- 1,05690 u(k-3)u(k-2)y(k-3) - 0,33528 y(k-3) +
+0,56637 u(k-3)u(k-3)u(k-3) - 1,37440 u(k-3)y(k-3) -
- 1,31640 u(k-2)y(k-1) (7.1)

A figura 7. 8 mostra o modelo com 15 termos e os dados de identificagdo. Na figura 7.9

sdo apresentados os testes de validacao estatistica.
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Figura 7.8 - ( ) Dados reais de identificacdo e ( . . . . ) modelo identificado.
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Figura 7.9 - Testes de validacdo estatistica para o modelo final. Correlacdes calculadas:
@ EOxEM® (b); u®xE®); (©) EOxEMxu®); (d) v OxED; (&) u” (OxE (D)
O EmxEw: (® &mxE®; h) & MxE®; O Oxe®) x& O;
() (v xe®) xu” (1)

A figura 7.10 apresenta o modelo com 15 termos utilizado na predicdo de uma massa de

dados diferente dos dados de identificacdo.
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0.9 e __ Dados
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N°®de amostras
Figura 7.10 - predi¢do do modelo de 15 termos.
Pelas figuras 7.24 e 7.25, do ponto de vista visual, percebe-se que o modelo com 15
termos € um modelo satisfatorio. Os critérios estatisticos de validacdo estao bem dentro
da faixa de confianca. Resta saber se através de tal modelo pode-se recuperar a

caracteristica estdtica da valvula, esta tentativa serd feita a seguir.

Tomando-se a equagdo (7.1) e considerando regime estatico tem-se:

0,4583Y = 0,02428 + 0,1842U° + 1,029YU -0,7792 YU

onde os coeficientes de agrupamentos presentes sao:

1-%, =04583, £,=0,02428, X ,=0,1842, X, =1,029 e Zyuz =-0,7792.

A equacio anterior pode ser reescrita, isolando-se o termo em Y do lado esquerdo desta

equagdo, da seguinte forma:
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_(0,02428+0,1842U°%)
(0,4583 — 1,029U + 0,7792U°) (7.2)

A equacdo (7.2) encontra-se na forma y = f{u), de acordo com as suposi¢Oes iniciais.
Assim, pode-se recuperar a caracteristica estatica da vdlvula de uma maneira analitica
direta, ao contrario da obten¢do através de simulagdo ou pelas raizes. Portanto,
substituindo valores da faixa de entrada, com 0 < U < 1, tem-se a caracteristica estatica
obtida através do modelo. Esta caracteristica € mostrada na figura 7.11, sobreposta a

caracteristica estatica medida da valvula.
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0 \ \ , \
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Figura 7.11 - Caracteristicas esttica real e caracteristica estatica recuperada do modelo.

A seguir encontrar-se-a a relacio estética saida-entrada. Partindo-se da equacdo (7.2), e

dividindo-se ambos os lados por U tem-se:

Y 0,02428 + 0,1842U°

U - (0,4583 —1,029U +0,7792U°)U

A equacdo anterior pode ser reescrita da seguinte maneira:
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0,02428 N 0,1842U°
0,4583U —1,029U° +0,7792U°  0,4583—1,029U +0,7792U°

e

Y
v (7.3)

A equacdo (7.3) representa a variacao da relagdo estética, ao longo da caracteristica da

figura 7.1a.

Cabe ressaltar que, da equagéo (7.2), tem-se que Q ,=Q . relativo a variagdo do
ganho,e Q = Q , U Q relativamente a variagdo da constante de tempo. Logo,
T yu

substituindo-se os valores dos coeficientes de agrupamento na equagdo (5.6), com
X, =0, obtém-se a segunda parcela da equacdo (7.3). Note-se que a equacao (5.6) ndo

considera o termo constante no numerador, correspondente a primeira parcela da

equacdo (7.3), por isto K. ndo pode ser totalmente recuperada pela equagdo (5.6).

A curva K, Xu, obtida a partir da equacao (7.3), € apresentada na figura 7.12.
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Figura 7.12 - Relagdo estética X sinal de controle.
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Pela equagdo (7.3), percebe-se que K, e a constante de tempo varidvel estdo
diretamente relacionados, atestando que a variagdo do ganho € influenciada pela
constante de tempo, pelo fato de ambas variarem com o sinal de controle na entrada.

Nestas condigdes, tem-se que X,  # 0, como dito nos comentarios finais do capitulo 5.

Uma analise do funcionamento do sistema real permite verificar que realmente, o ganho
e a constante de tempo estdo relacionadas. Isto porque a aplicagdo de um sinal de
controle na valvula implica na modificacdo do ponto de operacio, deslocando o sistema
ao longo da caracteristica estdtica da figura 7.1a. Entretanto, a mudanga do ponto de
operacgdo do sistema, demora um tempo determinado pela constante de tempo deste, ou
seja, do tempo em que a valvula se movimenta da posicao atual até a posicao final. O
tempo de deslocamento da vélvula, por sua vez, depende da amplitude do sinal de
controle aplicado, estabelecendo-se assim a relacdo de dependéncia entre o ganho e a

constante de tempo variavel.

Cabe ressaltar que nao foi possivel recuperar a equacio para a variagdo da constante de

tempo, pelo fato do modelo obtido nao ser racional, de acordo com o lema 4.1.

7.3.3 Identificacao do Tipo ‘“caixa-preta”

Nesta sec@o serdo mostrados os resultados do processo de identificacdo “caixa-preta” da
valvula de controle. Ou seja, a identificagdo serd realizada sem a utilizacdo de qualquer
conhecimento a respeito do sistema, sendo baseada puramente nas técnicas de
agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos, com um procedimento de

identificacdo semelhante ao do capitulo 6.

Os dados utilizados nesta secdo, tanto de identificacdo, quanto de validagcdo, sdo os

mesmos da secao anterior.
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Portanto, estimou-se um conjunto de modelos variando-se o nimero de termos de 2 a

40, e mantendo-se 22 termos de ruido a fim de evitar a polarizacdo das estimativas,

como dito no capitulo anterior. Para cada modelo calculou-se os valores coeficientes de

agrupamentos e agrupamentos de termos presentes. Os critérios estatisticos de

informacdo também foram utilizados no auxilio a escolha do numero de termos

adequados para o modelo. Os resultados sdo apresentados nas figuras 7.13 a 7.15.
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Figura 7.13 - Coeficientes de agrupamentos em fun¢@o do nimero de termos no modelo.
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Figura 7.14 - Variancia dos residuos. Figura 7.15 - Critérios de informagao.

Pelas figuras 7.14 e 7.15, percebe-se que os critérios estatisticos sugerem um modelo
com 30 termos de processo. A figura 7.16 apresenta os dados de identificagdo e o
modelo identificado com 30 termos. Na figura 7.17 s@o mostrados os testes de validag¢ao

estatistica de tal modelo.
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Figura 7.16 - ( ) Dados de identificagaoe (.. ... ) modelo identificado.
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Figura 7.17 - Testes de validagdo estatistica. Correlagdes calculadas: (a) &(t) x &(t);
(b) u(®xE&(1); (c) EMxEMxu(t); (d) v (1)xE®; () u” (HxE (1) () & MXE(D);
(2 & MXEX (03 (h) E* (HOXEX ()3 () (y(D)xe() xEX (1) () (y(®)xe(t) Xu* ().

A figura 7.18 mostra o modelo com 30 termos utilizado na predi¢ao de uma massa de

dados diferente dos dados de identificacdo

N°de amostras

Figura 7.18 -Predi¢cao do Modelo com 30 termos.

Observando-se a figura 7.18, nota-se que o modelo obtido com 30 termos em certos

pontos oscila mais que o sistema real, evidenciando uma possivel sobreparametrizaciao
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do modelo. Além disso alguns testes de validagdo estatistica da figura 7.17, estdo fora

da faixa.

Pelos agrupamentos presentes no modelo, de acordo com a figura 7.13, percebe-se que a
caracteristica estatica s6 podera ser recuperada via simulagdo do modelo, ou célculo das
raizes ou pontos fixos (ver se¢ao 6.4), isto porque nio € possivel obter-se uma equacao
na forma y = f(u) que permita uma recuperacdo analitica direta da mesma. Nas figuras
7.19, 7.20a e 7.20b sdo apresentados resultados da caracteristica estitica do modelo com

30 termos obtida via simulagdo e por raizes, respectivamente.

0.8
0.6
0.4

0.2

o MmN ® <
o

0.2
0.4
-0.6]

-0.§

Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

sinal de controle

Figura 7.19 - Caracteristica estatica obtida via simulacao.

As raizes do modelo com 30 termos sao mostradas na figura 7.20a, e a raiz estavel é

mostrada na figura 7.20b, abaixo.
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Figura 7.20a - Raizes do modelo (30 termos) Figura 7.20b - Raiz estdvel do modelo

Pela figura 7.19, percebe-se que o modelo com 30 termos contém alguma informacao a
respeito da caracteristica estdtica. Cabe ressaltar que caracteristicas estaticas recuperadas
através de simulacdo do modelo obtido seria atualmente inviavel para aplicagdes on-
line, devido ao dispéndio de grande tempo computacional, o que tornaria esta
informacao praticamente inacessivel para o controle. Através da figura 7.20b percebe-se
que a caracteristica estdtica da vélvula s6 pode ser recuperada mediante o célculo das

raizes (ou pontos fixos).

A seguir tentar-se-4 melhorar o modelo, de forma que permanecam somente os
agrupamentos de termos efetivos, e que eventualmente possibilitem uma representacdo

direta da caracteristica estatica.

Analisando-se a variacdo dos coeficientes de agrupamentos da figura 7.4, percebe-se

que o agrupamento L ; passa a fazer parte do modelo, somente quando este apresenta

20 termos. Além do mais, tal coeficiente apresenta-se oscilando continuamente. Estas
caracteristicas sugerem que este termo € espurio, podendo-se retird-lo entdo, do conjunto

de termos candidatos ao modelo.
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O coeficiente Z além de oscilar muito, apresenta algumas trocas de sinais,

evidenciados pelas oscilacbes em torno do zero, podendo também ser retirado do

conjunto de termos candidatos ao modelo.

O coeficiente do agrupamento Q , percorre uma faixa muito grande de valores, em

comparacdo aos demais coeficientes, tendendo posteriormente a um valor proximo de

zero, sendo também descartado. O coeficiente do agrupamento €, , oscila

constantemente em torno do zero, também sugerindo que tais termos sejam retirados do
conjunto de termos candidatos ao modelo. Os demais agrupamentos de termos serao

mantidos para a proxima etapa da identificacao.

Retirados os agrupamentos considerados ndo necessarios, reestimou-se outro conjunto
de modelos, variando-se desta vez o nimero de termos de 2 a 30. Esta redu¢do deve-se a
reducdo do conjunto de termos candidatos ao modelo. A variacdo dos coeficientes de

agrupamentos e os critérios de informacao sao mostrados nas figuras 7.21 a 7.23.

Agrupamento Y Agrupamento U3

0.8 T T T T ] 0 .
0.7 0.2 |
-0.40 4
0.6 4
| | | T -0.6] | | | | | 4
0 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 0

Agrupamento YU
T

T T T

0.1 y 0.5 ,
0.2 |
| . . , . 0

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Agrupamento YU2
Termo Constante 0 . . .
0.02]
0.5 |

| | | |

0 . . . . . 0 5 10 15 20 25 30
0 5 10 15 20 25 30

Figura 7.21 - Coeficientes de agrupamentos em fun¢do do nimero de termos no modelo.
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Figura 7.22 - Variancia dos residuos. Figura 7.23 - Critérios de informagado

Os critérios das figuras 7.22 e 7.23 sugerem um modelo com 24 termos, que é mostrado

na equacao 7.4:

y(k) = 0.02295 - 0.2574 y(k-1) + 1.18 y(k-2) - 0.4231 u(k-2)u(k-2)u(k-2) +
+0.5209 u(k-3)y(k-1)y(k-1) + 1.618 u(k-2)y(k-3) - 1.302 u(k-2)u(k-2)y(k-3) +
+3.108 u(k-2)y(k-1) - 0.4876 u(k-2)u(k-2)y(k-2) - 0.5729 u(k-2)y(k-1y(k-1) -
-3.775 u(k-3)u(k-2)y(k-1) + 2.472 u(k-3)u(k-3)u(k-3) - 2.676 u(k-3)y(k-2) +
+0.3763 u(k-3)u(k-3)y(k-2) + 2.185 u(k-3)y(k-1) + 2.656 u(k-3)u(k-2)u(k-2) -
-0.381 y(k-3) - 2.386 u(k-3)u(k-3)y(k-3) + 0.009485 u(k-1)u(k-Du(k-1) -
-4.561 u(k-3)u(k-3)u(k-2) + 4.297 u(k-3)u(k-2)y(k-2) - 3.191 u(k-2)y(k-2) +

+2.576 u(k-3)u(k-2)y(k-3) - 0.007693 u(k-1)y(k-3)y(k-2) (7.4)

Os resultados da identificagdo do modelo da equagdo (7.4), bem como a validagdo

estatistica de tal modelo, sdo mostrados na figura 7.24 e 7.25 respectivamente.
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1 1
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N° de amostras

Figura 7.24 - ( ) Dados de identificagdo e ( . . . . ) predicao do modelo.
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Figura 7.25 - Validagdo estatistica do modelo com 24 termos. Correlacdes calculadas:
@ EMxEM;: (b) u®xE®; (©) EOxE®xu®; (d) v (O)xEMD); () v (OXE(1);
O EMxE®: (@ &oxEm; () & oxEm: O Oxe®) xE(1);
() (YO xe(®) xu™(1).

O modelo de 24 termos utilizado na predi¢cdo é mostrado na figura 7.26 abaixo.
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__ Dados
.M odelo 1

I
0 200 400 600 800 1000

N°de am ostras

Figura 7.26 - Predicdo do modelo de 24 termos.

Como no caso do modelo de 30 termos, a caracteristica estatica do modelo de 24 termos
s6 pode ser recuperada mediante simulacido ou andlise das raizes. Estes resultados sdo

mostrados nas figuras 7.27, 7.28a e 7.28b respectivamente.

o MmN O <

b 02 04 06 0.8 1

sinal de controle

Figura 7.27 - Caracteristica estitica do modelo de 24 termos obtida via simulagdo.

As raizes do modelo da equagdo (7.4) sao mostradas na figura 7.28a. Na figura 7.28b é

mostrada somente a raiz estavel deste modelo, nos diversos pontos de operacao.
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Figura 7.28a - Raizes do modelo (24 termos).  Figura 7.28b - Raiz estdvel do modelo.

Pelas figuras 7.27, 7.28a e 7.28b percebe-se que a caracteristica estatica s6 poderd ser

bem recuperada mediante o cdlculo das raizes do modelo.

A partir do modelo de 24 termos, os critérios usuais de identificacdo ndo permitem

melhorar mais o modelo, sendo que este tltimo entdo seria considerado o modelo final.

7.4 Comentarios Finais

Um sistema de controle de um processo que apresenta uma valvula ajustada para operar
em um ponto de sua caracteristica estatica pode ndo estar bem ajustado quando muda-se
tal ponto de operacdo, consequentemente podendo trazer problemas para o controle do
processo. O interesse em obter-se um modelo dindmico para a valvula de controle,
através do qual pode-se recuperar de maneira direta informagdo a respeito de sua
caracteristica estatica, visa aliviar este problema, através da implementacio de um

sistema controle ‘inteligente’ capaz de processar tal informacao.
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Neste capitulo, conhecimentos a priori do sistema auxiliaram na redu¢do do conjunto de
termos candidatos ao modelo, encontrando-se um modelo conciso e dinamicamente

vélido, e que permitiu a recuperacao analitica da caracteristica estitica da valvula.

Note que os testes de validagdo estatistica estdo mais dentro da faixa para o modelo
baseado em informacodes a priori do que os modelos obtidos através dos critérios usuais

de identificagdo.

Neste capitulo percebeu-se a interacdo entre o ganho e a constante de tempo, ambas
variando com o ponto de operagdo do sistema, como dito anteriormente, além do ganho

variavel. Este fato faz com que, em regime estatico X, | # 0, que como dito no capitulo

5, ocorre quando o ganho e a constante de tempo relacionam-se entre si.

Na secdo 7.3.3, chegou-se a um modelo final (eq. 7.4) que ndo permitia uma boa
recuperacdo da caracteristica estdtica da vélvula. Neste modelo, a utilizacdo do

conhecimento a priori do sistema permitiria que 0 agrupamento Q. fosse retirado do

modelo. Com as técnicas usuais de identificagdo, tal agrupamento ndo poderia ser
retirado. Isto € critico na medida em que a inclusdo de tal agrupamento no modelo € um

impedimento para que a curva caracteristica do mesmo seja obtido analiticamente.
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Conclusao

A obtencao de modelos matematicos que reproduzam a dindmica e caracteristicas de
sistemas em estudo € uma tarefa de vital importancia em engenharia. Uma abordagem
possivel para a construcio de modelos mateméticos € a identificacdo de sistemas. A
identificacdo de sistemas € a técnica que permite desenvolver modelos matematicos a
partir de dados medidos. Esse trabalho investigou um procedimento de aplicacdo de
técnicas para identificacdo de sistemas dindmicos nao-lineares, com ganho e constante
de tempo varidveis, utilizando modelos polinomiais NARMAX, usando um

conhecimento a priori do mesmo.

A identificacio de sistemas dindmicos ndo-lineares € uma 4rea de pesquisa
relativamente recente. Os fundamentos tedricos de identificacio de modelos nao-
lineares, tal como a utilizacio de conhecimentos a priori do sistema no auxilio a
deteccao da estrutura do modelo, ainda estdo sendo estabelecidos, conforme pode ser
verificado no grande nimero de trabalhos publicados em revistas especializadas (ver
capitulo 2). Atualmente, o procedimento de identificacdo necessita da experiéncia,
conhecimentos do sistema e capacidade de julgamento do usudrio para determinar
modelos ndo-lineares para os sistemas em estudo, fato refletido pelos resultados obtidos

nesta disserta¢do. Assim, esta drea de pesquisa ainda estd em fase de consolidagao.

Este trabalho analisou a utilizacdo conjunta de técnicas de agrupamentos de termos e
coeficientes de agrupamentos, e um conhecimento a priori do sistema, na obtencdo de
estruturas concisas de modelos, onde fizessem parte somente os agrupamentos

supostamente efetivos.

Inicialmente analisaram-se modelos discretizados de sistemas lineares até terceira
ordem, onde observou-se os agrupamentos presentes. Posteriormente foram incluidas
nos modelos variacdes do ganho e de uma constante de tempo, mediante a utilizacdo de
uma equagdo genérica de variacdo. Através disto investigou-se a inclusdo de novos

agrupamentos de termos no modelo.
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As observacdes feitas para os modelos discretizados, mediante certas consideragdes,
foram extendidas e comparadas a certos modelos polinomiais NARMAX. Com isto
tentou-se recuperar as equagoes representativas da relacio estatica e constante de tempo
varidveis presentes nos modelos NARMAX, sendo resumidas em equacdes genéricas

em funcio dos agrupamentos de termos e coeficientes de agrupamentos.

Os resultados obtidos até entdo foram utilizados na identificacio de dois modelos
simulados de Wiener e Hammerstein, supondo-se ganho varidvel mediante a utilizacdo
de uma caracteristica estatica ndo-linear em série com um modelo linear dinamico.
Através destas aplicacdes verificou-se a obtencdo de modelos dinamicamente vélidos e
concisos que permitiam de alguma forma mais ripida que simulagdo, recuperar-se as

caracteristicas estaticas dos sistemas, através de raizes ou analiticamente.

O procedimento desenvolvido ao longo da dissertacao, foi aplicado entdo com sucesso,
a uma vdlvula de controle real, presente em uma planta de tanques interativos, no
laboratério de Controle de Processos Industriais (LCPI) da Universidade Federal de
Minas Gerais. Através deste procedimento, obteve-se um modelo dindmico para esta
valvula, que considerando-se em regime estitico transformava-se numa equacgdo
algébrica, através da qual obtém-se diretamente a caracteristica estitica da valvula. Tal

informacao pode ser muito util na implementacdo de sistemas de controle ‘inteligente’.

O modelo da vélvula obtido através de conhecimento a priori pdde ser comparado com
o modelo obtido a partir de técnicas usuais de identificagcdo, diferenciando-se assim a

qualidade de ambos.

Portanto, o uso das técnicas de agrupamento de termos e coeficientes de agrupamentos
em conjunto com um conhecimento a priori do sistema, no auxilio a detec¢do de
estrutura de modelos polinomiais NARMAX ¢ vilida e importante. E certo que nem
sempre este conhecimento a priori estd disponivel, mas sempre que possivel pode e

deve ser utilizado no processo de identificagdo, como visto neste trabalho.
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E interessante notar que as técnicas de agrupamentos de termos e coeficientes de
agrupamentos, que sdo técnicas novas, além de auxiliarem na deteccdo de estruturas
podem vir a auxiliar também na escolha do nimero adequado de termos para o modelo,
como visto em diversos pontos neste trabalho. Cabe ressaltar também, que, um
agrupamento cujo coeficiente esteja muito proximo de zero nem sempre € um

agrupamento espurio, como dito em certos pontos durante a dissertacao

A presenca de ruido nos dados reais pode dificultar o processo de identificagdo,

entretanto, as técnicas utilizadas neste trabalho demonstraram ser bastante robustas.

Algumas propostas para a continuacao desse trabalho sdo:

e andlise mais profunda do papel dos agrupamentos de termos decorrentes da variagdo
das constantes de tempo no modelo;

e projetos de controladores para sistemas ndo-lineares utilizando modelos NARMAX
polinomiais identificados;

e projetos de controladores ‘inteligentes’ para sistemas nao-lineares utilizando modelos
polinomiais NARMAX, que facam uso das informacdes contidas no modelo;

e utilizacdo do modelo NARMAX identificado para a deteccdo de falhas de operagdo

do sistema original.
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APENDICE A

Neste apéndice proceder-se-a ao raciocinio da secdo 4.5, agora para sistemas de segunda
e terceira ordem. Serd visto como o ganho e a constante de tempo varidvel influem no

aparecimento de termos no modelo discretizado.
A.1 Modelo Discretizado de Segunda Ordem

Da mesma forma que na se¢do 4.5.1, considere o sistema de segunda ordem com ganho
e uma das constantes de tempo varidveis de acordo com as equagdes (4.1) e (4.2). No

desenvolvimento a seguir, 1, é considerado constante.

Para facilitar a visualizacdo e a manipulacdo das expressdes subsequentes, omitir-se-a0
as funcdes de dependéncia da constante de tempo e do ganho, passando a reescrevé-los

da seguinte maneira:

Ty =T+ TuXe, (A.la)

K=K, +K,xg (A.1b)

Tomando-se as equacdes (A.la) e (A.lb) e substituindo-as na equagdo (4.14) e

procedendo-se de forma andloga 4 da secdo 4.5.1, chega-se a:

Tyt |, TatT Tt |, TatT Ty
Ta®y  Ta ¥ gy Zale  Ta* T gy Tl 1oy yk—1]-
( e )y( ) ( =t ]y( ) ==z X [y(0) — y(k = D]

S S S S

—%Xn [y(k) - y(k = D]+ %xrl [y(k 1) - y(k =2)]+

N S

+—‘;§2 [y(k =1 - y(k = 2)] - y(k = 2) + Kou(k — 2) + K;xcu(k —2)
X (A.2)

Da equacdo (A.2), além dos agrupamentos de termos lineares, para uma dependéncia da

constante de tempo, observa-se a presenga do agrupamento Q . Nesta situagdo,
Tl
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também € valido notar que os coeficientes dos termos do agrupamento de termos Q

Xy ?

¢ 0 mesmo, porém com sinais contrarios, ou seja X, =0, sugerindo que tais termos

XT
poderiam ser espurios. Para uma dependéncia do ganho, o agrupamento de termos

presente € 0 mesmo que para o sistema de primeira ordem, ou seja Q_ .
k

A.2 Modelo Discretizado de Terceira Ordem

Da mesma maneira que para o sistema de segunda ordem, o sistema de terceira ordem

serdo considerados T, et, constantes. O ganho K e 1, variam de acordo com as

equagoes (4.1) e(4.2), respectivamente.
Entdo, pode-se reescrever a equacgdo (4.15) da seguinte forma :

(TCITC2TCS + TC?)TCZTVIXTI ) (TCITCZ + TCZTVIXTI + TCITCS + TC3TV1X‘E1 + TCZTC?S)

T Ay(k) + = Vy(k)+
(Fa+2x, +T°2+TC3)A (k) + y(k = 3) = Kou(k = 3) + K, xcu(k — 3)
+y(k - 3)=Ku(k - 3) + K;xgu(k —
T, Y y 0 17K (A.3)

Para um sistema discretizado de terceira ordem, da mesma maneira que o de segunda
ordem, pode-se dizer que, além dos agrupamentos de termos lineares, 0 agrupamento

Q estara presente para uma dependéncia da constante de tempo. O mesmo efeito de

Xy ?
cancelamento visto para primeira e segunda ordem, pode ser visto aqui, ou seja

z 0.

Xy

O agrupamento de termos para uma dependéncia do ganho € o mesmo para sistemas de

primeira e segunda ordem.
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APENDICE B

Neste apéndice serdo feitas as generalizacdes da secdo 4.6 para sistemas de segunda e

terceira ordem.

B.1 Sistema de Segunda Ordem

Yy =2 TauTe ) TuTle + (TCI + TCZ) _ (TCI + TCZ)
g T? T? T, T

S S S S

Z _ TVITCZ _2TV1T02 +Tvl _Tvl
R T2 T, T
S S S S
2, =K,
z"xku :Kl

B.2 Sistema de Terceira Ordem

— 4101102103 _4101102103 + 2(101102 +TCZTC3 +Tc11c3) _ 2(101102 + TCZTC3 +Tc1‘cc3)

z

y 3 2 2

+ (Tcl +Tc2 +Tc3) _ (Tcl +Tc2 +Tc3) +1
Ts Ts

) _ 4TV1TCZTC3 _4TV1TCZTC3 + 2(TV1T02 +Tvltc3) _ 2(1:\/1102 + TVITC3) + Tvl _ Tvl

Xy T 3 2 2
2, =K,
z"xku = Kl
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APENDICE C

Neste apéndice serdo feitas generalizacdes como a da se¢do 5.2, para modelos NARX de

segunda e terceira ordem, com parametros varidveis.

C.1 Generalizaciao para um Sistema de Segunda Ordem

Seja o seguinte modelo de segunda ordem, com uma constante de tempo e ganho

variaveis:

y(k) = Ay(k-1) + By(k-2) + Cu(k-1) + Du(k-2) + Ex. (k-Dy(k-1)+
+Fx, (k-Dy(k-2)+ G x, (K)u(k-1)+ H x, (K)u(k-2) (C.1)

A seguir, vai-se manipular esta equagdo para que fique na forma da equacao discretizada

expressa pela formula genérica da equacao (4.11 b), sendo entdo comparada com esta.

Partindo-se da equagdo (C.1), e passando todos os termos em y para o lado esquerdo da

equagdo:

y(k) - Ay(k-1) - By(k-2) - Ex.(k — 1) y(k-1) - Fx,(k - 1) y(k-2) = Cu(k-1) +
+Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+ Hx, (K)u(k-2)

Uma técnica para se obter o primeiro Ay(k), € somar e subtrair simultaneamente y(k-1)

do lado esquerdo da equacao :

y(k) + y(k-1) - y(k-1) - Ay(k-1) - By(k-2) - Ex (k= 1) y(k-1) - Fx (k- 1) y(k-2) =
Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (Ku(k-1)+ Hx, (K)u(k-2)

Chamando Ay(k) = y(k) - y(k-1) e somando os termos em y(k-1) e y(k-2) :
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Ay(k) +(1 -A)y(k-1) - By(k-2) - Ex,(k - 1) y(k-1) - Fx_(k - 1) y(k-2) = Cu(k-1)+
+Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+ Hx, (K)u(k-2)

Fazendo-se o mesmo procedimento para o termo em y(k-1), completando-se com um

termo de uma ordem de superioridade:

AY(A) + (1 -A)y(k-1) - (1 - A)y(k-2) + (1 - A)y(k-2) -By(k-2) -Ex,(k — 1) y(k-1)-
Fx, (k-1 yk-2)= Cuk-1) + Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+ Hx, (K)u(k-2)

Logo,

Ay(k) + (1 - A)Ay(k-1) + (1- A-B)y(k-2) - Ex (k- 1) y(k-1) - Fx_ (k- 1) y(k-2) =
Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (k)u(k-1)+ H x, (k)u(k-2)

Assumindo-se que Ay(k) = y(k) - y(k-1) = y(k-1) - y(k-2):

(2-A)Ay(K) + (1- A - B)y(k-2) - Ex,(k - 1) y(k-1) - Fx,(k - 1) y(k-2) = Cu(k-1) +
+Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+ Hx, (K)u(k-2)

Com os termos do agrupamento €, , ao contrdrio do agrupamento Q , comegar-se-d a

X1y
completar os termos a partir do termo de maior ordem, interando-se com um termo de

uma ordem abaixo. Assim:

(2-A)Ay(K) + (1- A - B)y(k-2) - Ex,(k — 1) y(k-1) - Fx, (k-Dy(k) +
+Fx, (k-Dy(k-1) - Fx (k-1 yk2) = Cuk-1) + Duk-2) + Gx, Kuk-1)+
+H x, (K)u(k-2)
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(2-A)Ay(k) + (1- A - B)y(k-2) - (E + F) x,(k—1) y(k-1) + FAy(k) = Cu(k-1) +
+Du(k-2) + G x, (Ku(k-1)+ Hx, (K)u(k-2)

(2-A)Ay(k) + (1- A - B)y(k-2) - (E + F) x, (k-Dy(K) + (E + F) x_ (k-1)y(K) -
E + F) x.(k-Dyk-1) + FAy(k) = Cu(k-1) + Duk-2) + Gx, (Kuck-1)+
+Hx, (K)u(k-2)

(2-A)Ay(k) + (1- A-B)y(k-2) - (E+F) x, (k-1 y(k) + (E + F)x, (k-1DA y(k) +

+F x, (k-1)Ay(k) = Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (k)u(k-1)+ Hx, (k)u(k-2)

(2-A+(E+2F) x. (k — 1) )Ay(k) = - (1- A - B)y(k-2) +(E + F) x, (k) y(k) + Cu(k-1)+
+Du(k-2) + G x, (Ku(k-1)+ Hx, (K)u(k-2)

Explicitando-se o termo y(k-2):

(Cu(k—=1)+Du(k -2) +x,[Gu(k—1) +

Ay(k) = (1-A-B) +Hu(k -2)]+ (F+E)x (k-Dy(K)]) y(k—2)
2-A+(E+2PFx (k-1) (1-A-B) (C.2)
Portanto, comparando-se a equacao (4.11.b) a (C.2), chega-se em:
L (1-A-B)
(T, +1,) QR-A+E+2Dx (k-1D) (C.3)

logo,
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(Cu(k — 1)+ Du(k —2) + x, [Gu(k — 1) + Hu(k —2)] +

" | HF+E)x (k=Dy(k)])
k-2)=y=
K.uk-2)=y (1-A_B) 4

Considerando o sistema em regime estatico y(k) = y(k-1) = y(k-2) =Y, u(k) = u(k-1) =
uk-2) =U, x, =X, e x, =X, e aplicando-se estas consideracdes nas equacdes (C.3) e
(C.4), expressando-as em termos de agrupamentos de termos e coeficientes de
agrupamento, obtém-se:

T (1-%,)

S

11, (C-A+(E+20)X,)

KUl BU+E X U+T X Y)
re - y - (1 _ Zy)

Que ainda podem ser reescritas da seguinte forma:

’C1+‘52:(2—A)+(E+2F)
T. 1-z) d-z,) °

N

(C.5)

Z (ZXKU)X]{

u

K. = +
(I-2) -, )X, A=2Z)-(Z,,): (C.6)

C.2 Generalizacdo para um Sistema de Terceira Ordem

Seja o modelo de terceira ordem com uma constante de tempo e ganho variaveis:
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y(k) = Ayk-1) + Byk2) + Cuk-1) + Duk-2) + Ex. (k-1 yk-1+
+Fx,(k - 1) y(k-2) + G x, (Ku(k-1)+ Hx, u(k-2) + Iy(k-3) + Ju(k-3) +
+K x, (k - 1) y(k-3) + Lx, (K)u(k-3) (C.7)

A seguir serd feito o mesmo procedimento que foi feito para um sistema de segunda

ordem.

Tomando-se a equagdo (C.7), e passando-se todos os termos em y para o lado esquerdo

da equacao:

y(K) - Ay(k-1) - By(k-2) - Iy(k-3) - Ex,(k - ) y(k-1) - Fx(k = D) y(k-2) -
K x, (k- 1) y(k-3) = Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+ Hx, (K)u(k-2)+
+ Ju(k-3)+ L x, (k)u(k-3)

Agora continua-se o procedimento usual, como para o sistema de segunda ordem:

y(K) - y(k-1) + y(k-1) - Ay(k-1) - By(k-2) - Ty(k-3) - Ex,(k - 1) y(k-1) -
-Fx, (k-1 y(k-2) - Kx,(k - 1) y(k-3) = Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+
+ Hx, (Ku(k-2) + Ju(k-3) + Lx, (Ku(k-3)

y(K) - y(k-1) + y(k-1) - Ay(k-1) - By(k-2) - Ty(k-3) - Ex,(k - 1) y(k-1) -
~Fx, (k-1 y(k-2) - Kx,(k - 1) y(k-3) = Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (K)u(k-1) +
+ Hx, (Ku(k-2) + Ju(k-3) + Lx, (Ku(k-3)

Prosseguindo-se no raciocinio, como na secao C.1:

Ay(k) + (1 -A)y(k-1) - (1- A)y(k-2) + (1 - A)y(k-2) - Ex (k - 1) y(k-1) -By(k-2)-
~Ty(k-3) - Fx,(k - 1) y(k-2) - Kx,(k — 1) y(k-3) = Cu(k-1) + Du(k-2) +
+ G x, (Kuck-1)+ Hx, Kuk-2) + Juk-3) + Lx, (Ku(k-3)
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Considerando-se, Ay(k) = y(k) - y(k-1) = y(k-1) - y(k-2) = y(k-2) - y(k-3):

Agora,

Ay(K) + (1 - A)Ay(K) + (1 - A - B)y(k-2) - Ex,(k - 1) y(k-1) - Iy(k-3) -
- Fx, (k-1 y(k-2) - Kx, (k-1 yk-3) = Cuk-1) + Duk-2) + Gx, (Kuck-1)+
+H x, (Ku(k-2) + Ju(k-3) + L x, (K)u(k-3)

2 - A)AYK) + (1 - A - B)y(k-2) - (1 - A - B)y(k-3) + (1 - A - B)y(k-3) -
Ex, (k-1 yk-1) - Iyk-3) - Fx,(k—1) y(k-2) - Kx,(k-1)y(k-3) = Cu(k-1) +
+Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+ Hx, (K)u(k-2) + Ju(k-3) + L x, (K)u(k-3)

2 - A)AYK) + (1 - A -B)y(k-2) - (1 - A - B)y(k-3) + (1 - A - B - D)y(k-3) -
Ex, (k-1 yk-1) - Fx,(k-1) y(k-2) - Kx,(k - 1) y(k-3) = Cu(k-1) + Du(k-2) +
+G x, (Ku(k-1)+ Hx, Ku(k-2) + Ju(k-3) + Lx, Ku(k-3)

(2 - A)AY(K) + (1 - A - B)Ay(k) + (1 - A -B - Dy(k-3) - Ex,(k = 1) y(k-1) -
Fx, (k-1 yk2) - Kx (k-1 yk-3) = Cuk-1) + Duk-2) + Gx, (Ku(k-1)+
+H x, (K)u(k-2) + Ju(k-3) + L x, (K)u(k-3)

(3-2A -B)Ay(k) + (1 - A-B -Dy(k-3) - Ex.(k - 1) y(k-1) - Fx,(k - 1) y(k-2) -

-Kx,(k = 1) y(k-3) = Cu(k-1) +Du(k-2) + G x, (k)u(k-1)+ Hx, (k)u(k-2) +

+ Ju(k-3)+ L x, (k)u(k-3)

serd feito o mesmo procedimento para os termos x.y:

(3-2A-B)Ay(k) + (1 - A -B -Dy(k-3) - Ex,(k - ) y(k-1) - Fx,(k = 1) y(k-2) -
Kx, (k-1 yk-3) + Kx, (k-1)y(k-2) - Kx, (k-Dy(k-2) = Cu(k-1) + Du(k-2) +
+G x, (Mu(k-1D+ Hx, (Ku(k-2) + Ju(k-3) + L x, (K)u(k-3)
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(3-2A-B)Ay(k) + (1- A -B -Dy(k-3) - Ex,(k - 1) y(k-1) -
«F+K) x,(k-1) y(k-2) + Kx, (k-1Ay(k) = Cu(k-1) + Du(k-2) +
+ G x, (Ku(k-1)+ Hx, (Ku(k-2) + Ju(k-3) + L x, (K)u(k-3)

(3-2A-B +Kx,.(k—1))Ay(K) + (1 - A - B-Dy(k-3) - Ex,(k = 1) y(k-1) -
(F+K) x,(k-1) y(k-2) + (F + K) x, (k-Dy(k-1) - (F + K) x, (k-1)y(k-1) =
Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (Ku(k-1)+ Hx, (Ku(k-2) + Ju(k-3) + Lx, (K)u(k-3)

(3-2A-B +Kx.(k—1)Ay(k) + (1 - A - B - Dy(k-3) -
E+F+K) x,(k-1Dyk-1) - (F + K)x, (k-Dy(k-2) + (F + K) x, (k-1)y(k-1) =
+Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (Ku(k-1+ H x, (K)u(k-2) + Ju(k-3) + Lx, (K)u(k-3)

(3-2A-B +Kx.(k—1))Ay(K) + (1 - A - B - Dy(k-3) -
«E +F +K) x.(k-1yk-1) + (F + K)x, (k-)Ay(k) = Cu(k-1) + Du(k-2) +
+G x, (Mu(k-1+ Hx, (Ku(k-2) + Ju(k-3) + Lx, (K)u(k-3)

(3-2A-B +(F +2K) x,(k - 1))Ay(k) + (1 - A - B - Dy(k-3) -

“E+F+K) x.(k—1) y(k-1) + (E + F + K) x, (k-1)y(k) -

-(E + F + K) x, (k-1)y(k) = Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (k)u(k-1)+ Hx, (k)u(k-2) +
+Ju(k-3) + L x, (K)u(k-3)

(3-2A-B +(F+2K)x,(k—1))Ay(k) + (1 - A- B - Dy(k-3) -

E +F + K) x, (k-Dy(k-1) +(E + F + K) x, (k-Dy(k) - (E+ F + K) x,(k - 1) y(k)=
Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (Ku(k-1)+ Hx, (K)u(k-2) + Ju(k-3) + L x, (K)u(k-3)

(3-2A - B +(F + 2K) x,(k - 1) )Ay(K) + (1 - A - B - Dy(k-3) -
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(E + F + K)x, (k-1DAy(K) - (E + F + K)x,(k - 1) y(k) = Cu(k-1) + Du(k-2) +
+G x, (Wu(k-D+ Hx, (Ku(k-2) + Ju(k-3) + L x, (K)u(k-3)

Portanto:

(3-2A - B +E + 2F + 3K) x,(k - ))Ay(K) + (1 - A - B - Dy(k-3) -
«E +F+K) x,(k-1)y(k) = Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+ Hx, (k)u(k-2)
+ Ju(k-3) + Lx, (K)u(k-3)

Isolando-se o termo Ay(k) tem-se:

(3-2A-B+E +2F +3K)x,(k - 1))Ay(k) =- (1 - A - B - Dy(k-3) +
+E + F + K) x,(k - 1) y(k) + Cu(k-1) + Du(k-2) + G x, (K)u(k-1)+ Hx, (k)u(k-2)
+ Ju(k-3) + Lx, (K)u(k-3)

A equagdo anterior pode ser reescrita na forma:

"Cu(k — 1) + Du(k — 2) +
+Hu(k —3)+
+Gx, (Ku(k — 1) +
+Hx, (K)u(k —2) +
+Lx, (K)u(k —3) +
(1-(A+1+B)) +HK +E+Px, (k- y(k)
(3—2A—B+(E+2F+3K)x, (k- 1)) (1—(A+B+1) —y(k=3) (C.8)

Ay(k) =

Comparando-se a equacdo (C.8) com a equagdo discretizada (4.12.b), tem-se:
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T (1-(A+I+B))
T+, 47 (3—2A—B+(E+2F+3K)x (k1)) (C.9)

Cu(k —1) + Du(k —2) + Ju(k — 3) + Gx, (K)u(k — 1) +
+Hx, (K)u(k —2) + Lx, (K)u(k — 3)
B0 uk—1) - +HK+E+PF)x, (k- 1Dy(k)
© 2 (1-(A+B+1))

(C.10)

Considerando o sistema em regime estatico, as equagdes (C.9) e (C.10) podem ser

reescritas em termos de agrupamento de termos e coeficiente de agrupamento como

segue:
UL+ _(3-2A-B) (B+2F+3K)
T (1-%,) (1-x) °° (C.11)
€
Y (Z,) ()X,

K = +
R O (1—Zy)—(2xry)XT (1_2y)_(zxry)xT (C.12)
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