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RESUMO

Um elemento fintto de classe C°, com base numa teorsa de alta
ordem, € utilizado na analise de vigas laminadas. Essa teoria mcorpora uma
variacdo ndo limear dos deslocamentos longitudmais através da espessura da
viga echminando a necessidade de um coeficiente de correcdo de
cisalhamento. O elemento considerado € cubico de quatro nos, tendo sete
oraus de liberdade por n6. O método de fabricacio ¢ a analise experimental
de uma longarina caixdo sio apresentados. As mesas sdo de madeira
lamimada colada e as almas de lamimas de wvidro/epoxi. Os resultados
numericos sao comparados com as solucdes da teoria da elasticidade € com
os resultados obtidos pelo elemento de viga de Timoshenko. Resultados da
simulagdo numérica sdo comparados aos obtidos experimentalmente.
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ABSTRACT

A class of C° finite element based on the high order theory 1s
used in the numerical analysis of laminated beams. In order to eliminate the
necessity of a shear correction coefficient, this theory mcorporates a non-
linear variation of the longitudinal displacements through the beam
thickness. The element considered is four-noded cubic with seven degrees
of freedom per node. A manufacturing methodology of box-beam made of
bond laminated wood and glass/epoxi laminaes is also mfroduced.
Numerical solutions are compared with some experimental results, as well
as with Elasticity and Timoshenko theory solution.
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INTRODUCAQO

Este trabalho tem por objetivo caractenizar ¢ vernficar a
possibilidade da construgdo de longarinas na forma caixdo, utilizando
madeira laminada colada para as mesas ¢ lammas de vidro/epoxi* para as
almas, bem como a utihzacdo de um elemento finito de viga de alta ordem
para 0 seu modelamento matematico.

Na primewra parte deste trabalho, os modelamentos dos
elementos finitos de alta ordem e de Timoshenko sdo apresentados. Procura-
se, através de ecxemplos numéricos, avahar as duas tormulagdes
apresentadas.

Na segunda parte, desenvolve-se o método utilizado na
confeccdo do prototipo ( longarina ), a descricdo dos ensaios preliminares
para a caracteriza¢do dos materiais utilizados, ¢ os resultados obtidos do
ensato da longarina.

* No texto utilizara o termo vidro/epoxi em substituicio ao termo: fibra de vidro/epoxi,



Capitulo 1

GENERALIDADES E TRABALHOS ANTERIORES

1.1. Introdugéo

Pesquisas na area de materiais compostos tem sido bastante
intensas, nas ultimas décadas. Este fato, decorre da necessidade, cada vez
maior, de se obter materiais com propriedades de alta rigidez e resisténcia
em direcdes definidas, como também estruturas de menor peso. Lssas
caracteristicas aumentaram significativamente as opg¢des de projetos de
estruturas acronauticas, garantindo melhor desempenho em avides e veiculos
aeroespaciais.

Material conjugado, ou composito, ¢ um termo geral usado para
designar um conjunto de materiais heterogéneos, associados para realizarem
uma funcio que os materiais isoladamente ndo poderiam exercer.

Os materiais conjugados avangados sdo formados por uma
matriz plastica ou metalica reforgada por fibras de altissima resisténcia
especifica ( resisténcia mecanica em relagdo ao peso ). As fibras tem
resisténcia e rigidez especificas geralmente superiores a dos metais ¢ a
matriz tem a funcdo de aglutinar, proteger e possibilitar que as fibras
trabalhem mecanicamente como um todo, servindo de meio de transferéncia
de carregamentos entre elas, sendo ainda responsavel pela ductilidade do
conjunto.

As fibras sdo, em geral, constituidas por filamentos continuos
ndo metalicos, tais como os de: vidro, carbono ¢ Kevlar. Esses materiais
ficam imersos num composto orgdnico polimerizado, denominado matriz,
onde pode-se destacar as resinas tipo epoxi, fendlicas e poliester.

Por serem as fibras responsaveis pela resisténcia e ngidez do
conjunto, suas proporgdes em relagdo a resina devem ser maximizadas nos
"aminados". OQutro fator importante ¢ que a alocagéo das fibras em diregdes
preferenciais mais solicitadas mecanicamente, fornecem ao laminado
propriedades anisotrépicas, as quais se propriamente exploradas contribuem
para a reducdo de peso estrutural.
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Os filamentos das fibras possuem didmetros da mesma ordem
de grandeza que as dimensdes de suas moléculas e portanto possuem uma
excelente ordenacdo molecular e consequentemente possuem resisténcia e
rigidez especificas muito maiores que a dos materiais tradicionalmente
usados em engenharia.

Na tabela 1.1, pode-se comparar quantitativamente alguns
materiais ¢ filamentos utilizando os seguintes critérios de eficiéncia
(rigidez/peso).

E/p, para barras em tra¢ao;

JE/p, flambagem de colunas e cascas esféricas;

VE /p, flexdo de vigas e flambagem de placas

Tabela 1.1. Comparagio entre Materiais Utilizando Critérios de Eficiéncia

material E/p JE /p VE /p
Carb. H.S. 13,3 0,88 0,35
Carb./ep. 4,53 0,56 0,27
Vidro E 2.88 0,34 0,17
Madeira 2.86 0,76 0,49
Liga Al 2,68 0,32 0.16
Ac¢o Inox 2.58 0,18 0,08
Vidro/ep. 1,32 0,26 0,16
Resina epoxy 0,26 0,15 0,13

Apesar da utilizagdo dos materiais plasticos reforgados por
fibras (MPRF) ser recente, o conceito de material conjugado ¢ utihizado
desde os tempos antigos, ja que os israelitas, em 800 A.C, usavam adobos
reforcados com palha ou outros vegetais fibrosos; os arcos € flechas
mongOis eram construidos com madeira, tenddes de animais ¢ seda artificial
ligados por meio de adesivos. Podemos também classificar como material
conjugado os concretos armado e protendido.

A madeira por si s6, é uma substincia orginica composta de
cadeias de celulose embebidas numa matriz de lignina, possuindo
propriedades mecénicas anisotropicas. Macroscopicamente, as cadeias de
celulose constituem fibras de orientagdo definida cuja coesdo provém da
lignina que ¢ amorfa e faz o papel de matriz. Quanto maior for a propor¢ao



de lignina, maior sera a resiliéncia do conjunto que se torna mais elastico.
Sendo que as excelentes propriedades de rigidez e resisténcia da madeira
provém da unifio das suas fibras trabalhando conjugadamente numa matriz
aglutmante.

A madeira fot largamente utilizada na construgdo de aeronaves,
por apresentar uma Otima relagdo resisténcia/peso, mas atualmente este
material esta sendo usado apenas em aviagdo experimental. Este fato ¢
devido a falta de melhor conhecimento para aplicagdo e desenvolvimento
deste material na constru¢io aerondutica, pois o ultimo trabalho a respeito ¢
da década de 40, realizado pelo IPT em Sdo Paulo, IPT ( 1941 ).

No Brasil usa-se a madeira freijo | Cordia Goeldiana | nas
estruturas aeronauticas, tendo as ligacdes coladas com epoxi.

Uma forma construtiva tipica, nas estruturas acronauticas de
madeira, ¢ a longarina na forma caixdo. Este elemento estrutural ¢
basicamente uma viga localizada nas asas, que tem a fungdo de suportar o
momento fletor atuante. A constru¢do em caix@o, usual, consiste
basicamente de duas mesas, de madeira freij6: uma de tragdo e outra de
compressio. O conjunto ¢ revestido de cada lado com chapas de
contraplacado de Pinho do Parana | Araucdria Brasiliense |, sohdarias as
mesas, com a funcdo de resistir ao cisalhamento na alma da longanna. A
ficura 1.1 mostra a se¢éo transversal de uma viga deste tipo.

No Boletim 29, do IPT (1941), é apresentado uma maneira
pratica de calcular as longarinas tipo caixdo.

77T
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Fig. 1.1. Secdo Transversal de uma Viga de Madeira Tipo
Caixdo




Neste trabalho analisa-se uma longarina tipo caixfo, tendo as
mesas construidas de madeira laminada colada ¢ as almas de laminas de
vidro/epoxi. A concepedo tedrica de estudo desta viga toma como base uma
teoria de deformacdo de alta ordem. E apresentado um modelo de elemento
finito de classe C°. A formulacio consiste em expandir, em série de Taylor,
o deslocamento longitudinal até a terceira ordem € o deslocamento
transversal até a segunda ordem. Para o desenvolvimento do elemento,
utilizou-se uma interpolacdo cubica, portanto a necessidade de quatro nos.
Cada no possui sete graus de liberdade: um deslocamento longitudinal, um
deslocamento transversal, uma rotacdo, um deslocamento longitudinal de
segunda ordem, um deslocamento transversal de segunda ordem e duas
rotacdes de segunda ordem. Um programa de computador foi desenvolvido
para poder analisar a contribui¢do ,do modelo adotado, na analise estatica ¢
de vibracio livre. Resultados sdo apresentados e comparados com as teorias
de Timoshenko, Flasticidade e Euler. Também ¢ apresentada uma analise
experimental de tensdes de uma viga caixdo, construida em madeira ¢
vidro/epoxi. Os valores obtidos sdo comparados aos resultados da analise
por elementos finitos, na qual ¢ utilizado o elemento de alta ordem discutido
neste trabalho.

1.2. Revisdo Bibliografica

Em geral, a analise estrutural de vigas ¢ satistatortamente
aproximada pela teoria clementar de flexdo de Euler-Bernoulli, como pode-
se verificar no texto de DYM AND SHAMES (1973). A prncipal
consideracio nessa teoria é que a normal transversal ao plano médio
permanece assim durante a flexdo, mmplicando em deformacgao de
cisalhamento transversal igual a zero. Deste modo, rotagdo devido a flexdo
torna-se uma derivada primeira do deslocamento transversal w ¢
conseqilentemente requer um campo de deslocamento transversal de
contmuidade C'.

Espera-se que a teoria de Euler ndo seja apropriada para os
casos de vigas com pequena razdo de esbeltez (L/h), onde os efeitos de
cisalhamento s3o significantes. A importancia da deformagao de




cisalhamento na andlise dinamica de wvigas e¢lasticas fo1 primeiro
demonstrada por Timoshenko numa breve nota publicada em 1921,
TIMOSHENKO (1921). Todas as consideracdes da teoria de viga de BEuler-
Bernoullh foram mantidas, salvo a exigéncia de que a normal a se¢ao
transversal da viga na superficie neutra indeformada permanecesse normal
na superficic neutra deformada. A relaxacdo dessa consideracdo classica
conduz a contradicdes, resultando em campo de tensdes que de modo algum
sdo satisfeitos pela usual condi¢do de contorno de cisalhamento livre sobre a
superficie lateral da viga. Essas merentes contradigdes levaram a imtrodugdo
de um fator de correcdo de cisalhamento. COWPER (1960) ¢ MURTY
(1970) propuseram expressdes desses coeficientes para diferentes segdes
transversais de vigas, mas a discrepancia entre os resultados obtidos € a
solucdo da elasticidade tem sido grande nos casos desenvolvidos para vigas.

STEPHEN AND LEVINSON (1981) utilizam uma teoria de
alta ordem que incorpora os efeitos da tensido de cisalhamento através da
especifica¢do de dois coeficientes independentes. Na teoria de viga de alta
ordem, as hipoteses de simplificacdo a respeito da distribuigdo de tensées
ou de deslocamentos ndo sdo mais necessartas.

Dois procedimentos de investiga¢do para mcorporar termos de
ordem superior sio em geral utilizados: No caso de expansdo assintotica,
tensdo ou deslocamento sdo expressos em série de poténcia, em termos de
um parametro de esbeltez, geralmente definido como a razdo de uma
dimensio tipica da se¢do transversal pelo comprimento da viga. Assun, 0s
coeficientes da série sdo funcdes somente das coordenadas da segao
transversal. Substituindo essas séries nas equacdes da elasticidade ¢
agrupando os coeficientes de cada poténcia do parametro requerido, obtem-
se conjuntos de equagdes que conduzem a possiveis solugdes. Nesse método
a importincia relativa dos efeitos de alta ordem devem ser imediatamente
avaliados. O segundo método faz consideragdes de simplificagdo do campo
de deslocamento, com subseqiiente minimizagdo do erro dessa aproximagao.
Apesar de exigir informagdes sobre o campo de deslocamento, 0 metodo
tem a vantagem de fornecer equagdes diferenciais consistentes, juntamente
com as condi¢cdes de contorno naturais. A aplicagdo desse método na
formulacdo de uma teoria de viga, para aplicagdo em dinamica, ainda requer
a inser¢do de coeficientes de correcao de cisalhamento.

Uma das primeiras aplicagdes do procedimento de expansdo
assintotica, para problemas estaticos de vigas, fo1 feito por GOODIER




(1938) que utiliza wma expansdo de tensdo. Embora essa aproximagao nao
oaranta a existéncia dos deslocamentos correspondentes, algumas
conclusdes a respeito da importancia dos efeitos secundarios, fornecem
consideraveis introspecgdes dentro de prévia investigacdo da resposta
dindmica de vigas, junto com uma obvia indicagdo da dire¢ido a segumr atim
de favorecer refinamentos. Goodier mostra que desprezando todas as
contribuicdes de ordem um e superior no parametro de esbeltes ™

equivalente ao estudo da hipotética eldstica, conduz a momento de curvatura
de Euler-Bemnoulli. Incluindo termos envolvendo £', admite empenamento
na secdo transversal, e para vigas sujeitas a carregamento terminal resulta
nas equagdes de tor¢do e flexdo de Saint-Venant. Consideragdes de termos
£* para vigas sujeitas a carregamento continuo indicam que a corregio ¢’ €,
em parte, dada pela "curva adicional devido ao cisalhamento”. Portanto, a
teoria de viga de Timoshenko e as corregdes devido a tensdo de
cisalhamento s3o da mesma ordem de grandeza. A analise de termos de
ordem superior a &’ ndo conduz a qualquer simplificagdo sigmiicante nas
equacdes gerais da elasticidade.

Durante as trés ultimas décadas, o método dos elementos finitos
vem revolucionando os métodos de analise estrutural. Tal desenvolvimento
esta documentado nos texto de BATHE (1982), ZIENKIEWICZ ( 1982) e
STASA (1985). Paralelamente, o uso de estruturas compostas laminadas tem
crescido a passos largos. O fundamento da mecanica de materiais compostos
esta documentada nos textos de TSAI (1980) e JONES (1985).

Muitas teorias foram propostas afim de melhorar o
modelamento de placas laminadas; grande parte delas segue uma
aproximacdo baseada no deslocamento. Primeiramente, WHITNEY ¢
PAGANO (1970) propuseram assumir as hipoteses de Mindlin sobre o
deslocamento para placa laminada. Dessa maneira as se¢des sdo livres para
girar em relacdo ao plano médio da estrutura, e assim consegue-se obter uma
deformacdo transversal de cisalhamento. E bem conhecido que, também
para estruturas isotropicas, essa aproximagdo necessita de considerar um
fator de cisalhamento afim de se ter o valor de cisalhamento zero nas
superficies da placa.

REISSNER (1945) ¢ MINDLIN (1951) foram os primeiros a
fornecer uma teoria de deformacdo de cisalhamento de primeira Ordem




baseando em consideracOes na placa fina para a variacdo de tensdo ¢
deslocamento através da espessura da placa. Ambas teorias conduzem a um
sistema de diferenciacfo parcial de sexta ordem da equagéo de equilibrio ¢
permite  satisfazer trés condi¢des de contorno em cada Dbordo.
MEDWADOWSKI (1958) estende a teoria de Retssner ( baseada em
assumir campos de tensdo ) para placas ortotropicas. YANG ET AL (1966),
por outro lado, estenderam a teoria de Mindlin ( baseada em assumir
campos de deslocamentos ) para placas heterogéneas.

As teorias precedentes fornecem, com base em formulagdo de
primeira ordem, os efeitos da deformagdo de cisalhamento transversal, para
placas isotropicas, ortotropicas e heterogéneas. Essas teonas produzem uma
formulacdo de elemento finito de continuidade C°, mas tem certas
limitacdes, como: a deformagfo de cisalbamento transversal (¢ com 1sso
tensbes) ¢ assumida constante através da espessura da placa e um
coeficiente de correcdo de cisalhamento ficticio € introduzido; a contradi¢ao
classica pelo que a tensdo normal transversal ( o, ) e a deformagdo normal
transversal ( ¢, ) sdo desprezadas, permanece ndo resolvido. LO ET AL
(1977) e REDDY (1984) propuseram assumir um deslocamento no plano
como funcio clibica das coordenadas da espessura. O trabalho de Lo et Al
difere de Reddy em dois aspectos: Primeiro Lo et Al usa uma expressao fora
do plano de deslocamento a qual inclui os termos quadraticos; Reddy
assume que o deslocamento fora do plano é constante com z. Segundo,
Reddy impde que a tensdo de cisalhamento transversal € nula nos contornos
do plano da placa, desta forma reduzindo o namero das mcognitas de
deslocamento do problema. A teoria de alta ordem, baseada em
deslocamento cubico no plano e deslocamento normal parabdlico, foi
recentemente examinada por KRISHNA MURTY e VELLAICHMY
(1987). Eles assumem que a teoria linear do deslocamento no plano ¢ igual
a0 da teoria de Kirchhoff. Seguindo essa aproximagdo eles obtiveram uma
solugdo de forma fechada para problemas de flexdo simples. Comparando
aquelas solugdes com as obtidas da elasticidade tri-dimensional, eles
afirmam que: essa teoria prediz exatamente a deflexdo, tensdes ¢
deformacdes no plano; ¢ a estimativa, estaticamente equivalente da tensao
normal, tem boa concordancia com a solugdo exata.

Varios autores desenvolveram teorias que  utilizam

deslocamentos de alta ordem baseando-os em modelos de elementos finitos.
Primeiro KANT AND GUPTA (1988) para placa isotropica;, € mais




recentemente, PANDYA E KANT (1988) desenvolveram, para a placa
ortotropica, um modelo de continuidade C° isoparamétrica para problemas
de flexdo, com uma expressdo de deslocamento na qual considera somente
termos cubicos ¢ lineares para deslocamento no plano, ¢ termos constante €
quadratico para o deslocamento transversal. PHAN E REDDY (1985)
desenvolveram um modelo de continuidade C' baseado nas aproximagdes de
Reddy. Kant e Pandya propuseram um elemento de continuidade C°, o qual
assume a mesma expansio de deslocamento de Reddy, mas impondo no
modelo de deslocamento somente uma parte das condigdes para anular as
tensoes de cisathamento transversal nos planos de contorno da placa. As
condi¢des de contorno foram introduzidas anteriormente na expressao da
matriz de rigidez. Desse modo, um modelo de continuidade C° pode ser
utilizado fora da funcdo de interpolagdo que exige continuidade C'. A teoria
de alta ordem utilizada neste trabalho é baseada no trabalho de BARBONI ¢
GAUDENZI (1992) que desenvolveram um simples elemento finito de alta
ordem de continuidade C° utilizando a teoria de deformacio de alta ordem
para laminados compostos. A formulagdo apresentada por eles € baseada na
expansdo em série de poténcia dos deslocamentos em fungao da coordenada
de espessura. Eles desenvolveram varios elementos finitos, cada um
correspondendo a uma expansdo interrompida na ordem prescrita. Esta
aproximagdo difere da de Phan ¢ Reddy e da de Kant ¢ Pandya porque nao
impde condi¢do adicional sobre o cisalhamento transversal, e o©
deslocamento transversal pode ser expandido na ordem necessaria para uma
suficiente aproximagdo da solu¢fo exata.
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Capitulo 2

FORMULACAO TEORICA

2.1. Introducao

E bem conhecido que o método de elementos finitos, devido a
sua alta versatilidade para analisar problemas com diferentes geometrias €
condicdes de contorno, tornou-se uma poderosa ferramenta no campo de
analise estrutural.

Além disto, uma série de vantagens deram a este método
maiores condicGes de difusdo nas areas de ciéncia ¢ tecnologia, ¢ por
conseguinte, uma maior divulgagdo através de muitos "softwares”
comerciais.

Neste capitulo apresenta-se uma formulagdo de elementos
finitos para vigas, utilizando as teorias de Timoshenko ¢ de alta ordem, com
o proposito de estudar problemas estaticos ¢ dinamicos em modelos bi-
dimensionais. O desempenho numérico de cada clemento sera avaliado nos
capitulos subsequentes.

2.2. Propriedades Mecanicas de Materiais Ortotropicos

2.2.1. Relacdes Tensdo-deformagdo e Propriedades Elasticas nas Direcoes
Principais.

Os materiais constituidos por fibras ou filamentos
unidirecionais numa matriz de resina epoxi, formam uma lamina ortotropica,

representada na figura 2.1, onde pode-se escrever as relacOes tensao-
deformacdo, JONES (1975), como:
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Fig. 2.1. Representagdo de uma lamina com reforgo
unidirecional em relacio aos eixos ortogonais 1,2 ¢

(o} =[QY{s) - AT{a) 2.0

"”0_1“‘ er; FElﬂ‘ F s
{G}:%GEF«z*#G?Il?j {8}:4}ng:4 . F
u.,GEu EGHEJ hgﬁ,. L_zgxi,
C,
[Ql=[TT [QJRITIR] (2.2)
Onde
1 0 0
R={0 1 0|, devidoaREUTER (1971)
00 2

(1+c0s20)/2 (1—c0s20)/2 sen20
T=|(1-cos20)/2 (1+co0s20)/2 —senlb
—sen20 /2 sen26/ 2 cCos20

—1
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e, [G] a matriz das constantes elasticas reduzidas, para o

estado plano de tensdes, expressas no sistema de coordenadas naturais do

material.

p——
P

Q]] —QIZ
[G] - 612 622
0 0

Tal que,

0
0

Qﬁﬁ

1 En /(1_ Via Vs

§ P
B, /(l - V.V,

[Q] pode ser expressa por:

-
-1

(2.3)

611 — VIIEH / (] o Vlzvm): Vle’zz f(l o Vuvzl)

Qﬁﬁ

onde, E . ¢ E_ sdo modulos de elasticidade nas diregdes 1 ¢ 2, G, € o
modulo de deformagio transversal ev,, e v, sdo coeficientes de Poisson, ou

seja 0 negativo do modulo do quociente entre as deformagdes transversal ¢
longitudinal respectivamente, 1sto ¢é:

12

|}

—"Y. eV,

sar

1

E:1
/2,

(2.4)

Nas relacoes (2.3) esta mmplicita a equacdo (2.4), de forma que
das cinco constantes de engenharia apenas quatro sdo independentes, pois:

v E

d L

= v,k

—

22

(2.5)

Efetuando a multiplicagdo matricial da equacio (2.2), obtém-se:



Q= Q;,c086 + 2(61:: s 2666)86111 Ocos’O+Q,, sen' O

Q,, = Q,;sen*H+2(Q,, + 26@)53“2 0cos’60+Q,, cos' B

i

Q,, =(Q, +Q,, —4Q,)sen’ 6cos’ B+ Q,,(sen* 6 + cos’ 0)
(2.6)
Qu = (Gu +Q,, —2Q, - 26_,5{:,)&16112 Ocos’ 0 + Gﬁﬁ(sen.4 0+ cos’ 9)

—_—

Q, =(Q, —Q, —2Q,)senbeos'0 +(Q,, - Q,, +2Q, )sen’ B cosd

—_—

Qs =(Q, — Q,, —2Q,)sen’Ocosd +(Q,, — Q,, +2Q)senBeos’d

i

&

o,

Também tem-se;

r’llr:}"'llx~1 a:-;:a;
{(1}:-< X >:[T]< &,
0 L
5

Assim, pode-se escrever:

. =, cos 0+a,send
o =0, sen’d+ o, cos O (2.7)

o =lo, — o, )sen28

AL

Portanto,
/ AR
it r B i
Gx:n; QH Qll Q]G XX XX
10T le sz Qzﬁ 38, >_ATH‘ X, 7 (28)
1
L~ xz _Qlﬁ Qzﬁ Qﬁﬁ k_Y:a,:z -*"Ot.w
\. . /
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Onde, Q, sdo fornecidos pelas equagoes (2.6) e o, pelas

equacdes (2.7), no caso da ldmina estar disposta verticalmente. Para o caso
de vigas e das laminas estarem dispostas horizontalmente, tem-se

Q,, =Q, cos’ O+ 2(Qm + Z—Q;ﬁ)ssf:ﬂ2 Ocos’0+Q,,sen' O

Devido a natureza unidimensional da viga, pois neste caso
interessa apenas a componente longitudinal das constante elasticas.

2.3. Formulacio do Elemento de Viga Utilizando a Teoria de Timoshenko

A formulagdo do elemento de viga utilizando a teoria de
Timoshenko ¢ apresentado nesta segdo. Uma sucinta descrigdo desta teoria €
apresentada no apéndice A.

Deve ser enfatizado que a teoria unidimensional de Euler-
Bernoulli do movimento de flexdo de vigas elasticas considera somente a
inércia lateral e forcas elasticas causadas pelo deslocamento devido somente
5 flexdo. Os efeitos secundarios tais como o deslocamento devido a rotagao
e inéreia rotacional tem seus efeitos desprezados sobre os poucos modos
fundamentais de uma barra fina, mas esses efeitos devem ser considerados
em barras espessas. Eles devem também causar perturbagles apreciaveis
quando a teoria de viga é aplicada em estudos de estruturas mais complexas,
tais como edificios altos, pontes suspensas, asas de aeronaves, estrutura de
misseis ¢ vigas sanduiches ou/e construgao composta.

A scguir formula-se o elemento de viga considerando ©
cisalhamento, onde, na figura 2.2(a) estdo representados os deslocamentos
nodais devido a flexdo: e na figura 2.2(b) estdo indicados os deslocamentos
nodais de deformacdo de cisalhamento.
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q1 q3
7T
A % a4

(a)

> X, coordenada local

q;_l\ A q/
T g6 T QO
(b)
2
A A

Fig. 2.2. Representacdo dos Graus de Liberdade da Teoria de
Viga de Timoshenko

Os efeitos de cisalhamento ¢ inércia rotacional podem ser
incluidos. Assumindo que w, € o deslocamento causado pela flexdoc e w_ €

o deslocamento causado pelo cisalhamento, pode-s¢ escrever:

W=W,_+W

Ow OW Ow
T + 1 2——-—1:‘ = b
. B(x)+w(x) , p o W=

As condi¢des de contorno nos pontos da extremidade da barra
estdo relacionadas com os graus de liberdade do elemento pelas relagdes a
SCEZUIT:

oW
w, =q, em Xx=0 *=q, em x=0
y — dy PW q
(2.9)
w, =(, em x=1L wa:q4 em X=L
‘ OX

O campo de deslocamento devido a flexdo € interpolado pela
expressao cubica:

w, =ax’ +bx’ +cx +d (2.10)
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Dessa forma:

1
W, = E(qu - 2q3 - qu _ Lq4)X3 e
1 (2.11)
-—(-3q, +3q, +2Lq, + Lq, )X’ —q,x +q,

L

Uma interpolagdo similar pode ser usada para o campo de
deslocamento devido ao cisalhamento, w_, ou s¢ja:

1 .
w_=—I(2q, -2q, - Lq, —Lq,)x’ +
= (2.12)

1 :
5 (-30, + 3q, + 2Lq, + La, )X’ —qx + g,
Onde q, , q, representam o deslocamento lateral devido ao
cisalhamento sobre a linha de centro da viga e q, , q, representam angulos

de deformac¢do de cisalhamento.
A energia de deformagdo pode ser escrita, como indicado por

TESSLER E DONG (1961):

a4 EIfoy)" kGA([ow )
o ( : L d 713
M5\%0 T3 e Y & A

Onde, k ¢ um fator de corregdo para levar em conta o fato de
B(x) ser constante na segao.

Tem-se:
OW OW
. o= P(X) = .

(2.14)

oy 0 (Wh] o'W,
OX  Ox\ OX ox”

Substituindo a equacdo (2.14 ) na equagdo (2.13), tem-se:
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U=[" 2B 2% |+ 1kcal 2| lax (2.15)
. x

Para a energia cinetica, tem-se:

P l—

Tk — ;LL pIL@) ES DA(&VJ dx =

ot ot )
_ (2.16)
_ lJ-I pI 8“Wh + pA(aW" : 5W5] d}{
2 5 OxX Ot ot ot )

Onde o primeiro termo representa a energia devido a mércia
rotacional e o segundo a energia de translagao.

As equacdes (2.11) e (2.12), podem ser expressas em te€rmos
das coordenadas nodais, como:

Wy = {d)}T{qh}

(2.17)
w,={0} {a.}
Onde:
XY X\
o={1)-47) +
X %
b, = — Q—I—X
. (2.18)
o=2(}) A,
b =2+ X
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<,

q: :[qlﬁqzrq:ﬂqst]

(2.19)

d. ={4:-9,-9;-9s]
Com essas relacdes, tem-se:

azwb _Taet

=107} 19, §

OW, [, 1Tf.

5t ‘“{d)} {q‘n}

OW T

—== =40 | (2.20)
- =107 19, §

oW T,
_at":{‘i)} 4.5

83wh B AT
=i 14, §

Usando essas relacdes, pode-se obter as expressoes para as
propriedades de massa ¢ rigidez, do elemento, como segue:

U= [ Ea,} {0 Ho } {a,Jax+
(2.21)

rfad [ rea{e e fa Jox

Pode-se detinir:
[K,]= [ El{o"Ho"} dx (222)

[K.]= [ kGA{o'Ho'} dx (2.23)



Entao,

_ja]
U= Ma¥ e} onde, {a}={"
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A matriz de rigidez do elemento pode ser representada por:

K]=

que também pode ser escnta como:

12 6L -12 -6L
-6, 40 6L 202
~-12 6L 12 6L
FI|-6L 217 6L 4LF 0O 0

o O L
o T s S

| 0 0 0 0 36§ -3SL

0 0 0 0 —3SL 4SI:
0 0 0 0 36§ 3SL
0 0 0 0 -38L -SU
Onde:
_kAGLE
30E]

Para a energia cinética, tem-se:

r— +=r

- 2 2 25 -3 2 )
Ef«:lrmj (@wb) +[8w5) 12 % OW, +mr§(ﬁ wh] i =
Tk

Ot ot ct ot

0 0

0 0

0 0

0 0
—368  —3SL
3SL. —SC
36S  3SL
3SL 4SI7 |

(2.24)

(2.25)
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[ mto ooy fo3 - mia ) to}o) 0+

+m{q,} {040} {a.}+m{a.} {oHo} {a.}+ (2.26)
+mr§ {qh }T {¢'r} {¢ ,}1- {qh }]dx

Pode-se definir:

m,]= [ m{o}Ho} dx+ [ mr2{o Mo} dx

[m,] =] m{oHo} dx (2.27)
[m,]=[m,]=| m{oHo} dx=[m ]

Entdo, pode-se escrever a expressido da energia cinética como:

L ¢ .41 ]

onde:

[m]= | (2.28)

Para o vetor {q} uniformemente dimensionado, a matriz de

massa da viga ¢ dada por:

156436 H
(—22—3H)L (4 r4H)L2
54.36H  (—13=3H)L 156 :36H
] - mi | {(13-3H)L (—3-H}>  (22-3H)L (4-4H)IZ (229)
120 156 221 54 13L 156
221 412 _131. 312 221 4t
54 _13L 156 121 54 131 156
TR -31? 221, 4> L -l 2a2r 41t

Onde:
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_141’7
H=""5/

2.4. Formulacdo do Elemento de Viga Utilizando Teoria de Alta Ordem

A formulacdo apresentada ¢ bascada na expansdo em série de
poténcia da coordenada de espessura, onde o deslocamento no plano €
expandido até a terceira ordem e o deslocamento transversal € expandido ate
segunda ordem, em z respectivamente.

Esta teoria inclui os efeitos da tensdo de cisalhamento
transversal, das deformacdes de cisalhamento ¢ suas variagdes atraves da
espessura.

Este modelo tedrico usa um elemento finito de classe C° e
polindmios cubicos como fungdes de interpolagdo, havendo, portanto, a
necessidade de se ter quatro nds. A convengdo indicada na figura 2.3 to1
utilizada na formulacio do eclemento.

Mn=nc

n = nc-1

Z

N nec = ndmero de camadas

Fig. 2.3. Geometria do Laminado indicando a Dire¢do Positiva

2.4.1. Campo de deslocamento

As incognitas de deslocamento sdo expandidas em série de
poténcia ao longo da dire¢do da espessura:



22

u(xz) = 3 7% (%)

m—0Q

(2.30)

w(X,z) = izkwk (X)

Neste trabalho serdo adotadas expansdo de terceira ordem em
7. para os deslocamentos longitudinais u, e expansdo de segunda ordem para
os deslocamentos transversais w, como segue:

u(x,z) = u (x) + zu(x) + 27 u,(x) + z' u,(x)
(2.31-a)
w(x,z) = w(x) +zw,(x) + 2" w,(x)

O deslocamento u(x,z) foi expandido até a poténcia em z’
possibilitando uma expressdo parabdlica para a deformaglo de
cisalhamento.

Pode-s¢ escrever:

u(x,z)

{S(x,2)} =

wi(x,z)
Onde: {S(x,z)} € o vetor das componentes de deslocamento.

Pode-se escrever:

18(x,2)} =|Z(z) (%)} (2.32)
Onde:

{1 2z z 2 0 0
[Z(Z)]:_o 0 0 0 1 J (2.33)
&

{0 = [, (30,1, (). 1, (%), 0,030, W, (%), W, (x), W, (x)] (2.34-2)
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Utilizando outra notagdo, onde : u(x)=906 _(x); u,(x)=u (x);
u,(x)=0(x); w(X)=0 (x) e w,(X) =w (X), tem-se:

w(x,z) = u (x) +z6 (x) + Z2u (x) + 2 0_(x)
(2.31-b)
w(x,z) = w, (x) + z0 (X) + 22 W (X)

Observe que u,(x) representa o deslocamento longitudmal,
u,(x) a rotacdo no plano x-z, u,(x) o deslocamento longitudnal de 2°
ordem, u,(x) a rotacdo de 2° ordem no plano x-z, w (Xx) o deslocamento

fransversal, w (x) outra rotacdo de 2° ordem e¢ w,(x) o deslocamento

transversal de 2° ordem.
Pela teoria da elasticidade,

ou OW
81‘(_.1 T 8.&.{ e
OX Oz
onl  Ow
Ve = ot o
0z OX
Assim,

e =0 + 2zw (2.35-a)

ow, 80, , oW
+ Z o # e

y.,=0_+ 2.zu + 3.27.0_+

OX OX OX
tazendo:
Ow ou
:6 i 2 e = .
(I) X ax 2 Xp SX
k :2u$:ae" kzae‘
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¢":391+8;W_“; Sm’*‘:%
Ox Ox
p "
X
fem-se:
e, =& + zk + 225; + 7' k.
e =0 +2zw (2.35-b)

Y. =0+ zk_+ 72 ¢

Utihzando a nova notac¢do, pode-se escrever:

T

(500} =[1,(x),0,(3),1°(x),0.(x), W, (x),0,(x).w ()] (2.34-)

Onde: {s(x)} é o vetor das incéogmtas generalizadas dos
deslocamentos.

A deformagio pode ser expressa em termos dos deslocamentos
gencrahizados, como abaixo:

2 e & L
& = [Sxﬂ?kx?gxﬂ?kxﬁezﬂw ’(I)’kﬁz?q) ]

2 = "
1‘:‘[] ,,»/é - {il 0 Q { 0 {) ~ _
= Sf
f‘ 1 e . {l (¥ 0 0 {3 ;ﬂ
£ &/
= 0 A cht 0 0 0 X
ok L 4 D |
. Kt o 0 6 G, O (2.36)
e =1 5 0 0 0 0 0 1 0 B :
. :
2 0 0 4] 0 ) i} O 2 Wy |
b 0 ] 0 0 9 E;} 0 D‘i
0 0 7 0 O 0 W
k}iz ke . L
X 0 0 0 3 0 Ol

ou,
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e = Lis} (2.37)

As tensdes vartam de lamina para ldmina no lammado. A
relacdo entre tensdo e deformagio, considerando efeito térmico, ¢ dada pela
equacio (2.8). Assim, para a i1-€¢sima camada, tem-se:

(o} =[Q] ({g}, - AT{a},) (2.38)

As resultantes dos esforcos mecanicos sdo obtidas pela
integracdo das tensdes em cada camada ao longo da espessura.

NL.

N, = ZFLH c dz

~ Jh,

S 11L+1
M. =>|"6 zdz
1=1

) NL oy .
N = LZLL o,z dz
=

N; =3[, dz (2.39)
N-L ]11,+l

M, = 2.}, 0,zdz
L1
I By ., .

M. = ;J‘hL o 7 dz
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NL = numero de laminas

Onde: Ny fisicamente representa a forga normal atuando na
secdo transversal, My representa o momento fletor, V representa a forca

cortante, S representa o momento de tor¢do, N representa a forca ao longo
da espessura € ©0Ss outros termos com asterisco representam forgas ¢
momentos de segunda ordem.

A Energia Potencial Total pode ser expressa por, KANT E
MAJUNATH (1992):

B, = - JJe'o dxdz - bffs pdxdz (2.40)
z 1 z1

Onde, s € o vetor dos deslocamentos generalizados definido na
equacio (2.34-b).

Substituindo as expressdes para as componentes da
deformacio, equacgdes (2.35-b), e de deslocamentos, equagdes (2.31-b), na
equacdo (2.40) ¢ integrando em relagdo a z, obtém-se:

Ky

E. = vg—j.l(g N, +k M +¢g_ N+ kMK)dx <

(2.41)

b sk L R
% Eﬁ(@zNz-t— 2w M) dx +

+§—L(¢ V +k,_ S+ b V$)dx - bLSTde

Similarmente, substituindo as expressdes das componentes de
deformac¢io nas equagdes constitutivas, equagdo (2.8), ¢ mntegrando, vem
que: | :

A A o TRt L " FTL T T TTT-TTTT &) =TTl Pl 1 BB R B e FF—TLLTFur.
1 [ -. -




7,
ol

<

Fud X T

Z £ 4

I.-
o
"he e

—

X

-

Qyqhy
Qb5
Qyqb3
Qpqhy
Q128
Q128
Q130
ELE
Q33

b

|

hy,

Observe que:

= bh

Q3hy4

7" dz

Q..h,
Q,.h,
Q..h;
Q..h,
Qh,
Q..h,
Qy:h,
Q,;h,
Qu:h,

o Ao o A2
T d o b2

L B SR L
— i - R R —
L Led e 1eT

sy

Mst = bh,

Mst2 =bh, Inc2 = bh,

Inc3 =bh,

Qyohy
Qi3
Qizky
Q305
Q;3b4
Qoolty
Qaaty
Qy3h;

Jyqby

Qi3
L
Q305
Qy3by
Qg3
Q30
Q33hy
U33hy
Qzhy

Inc = bh,

Mst3 = bh,

(2.42)

(2.43)
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Onde, A representa a area da sec¢do transversal, Mst o momento

estatico, Inc o momento de mércia € os outros termos representam
momentos estaticos e de mnércia de alta ordem.

segue:

Definindo o vetor de esfor¢os generalizados {G},
(6} = {N.,M_,N.,M,N,,M,, V.S, V} (244

A equacdo (2.42) pode ser escrita em forma compacta, como

{c} = [Dle} - [D"{{e} (2.45)

E. a equacido (2.41) pode ser rescrita como:
bt i

E = Eia odx — b_[ls pdx

ou,

E, = g-LE"‘D"‘g*dx - EigTD’l‘ adx- bfs" pdx
(2.46)
b T be . T
E., = EHL{S}] D [L{s}] dx—ELg‘D odx — bL{s} p dx

As tensdes transversais interlaminares ( T, , 6, ) ndo podem

ser obtidas diretamente da equacdo (2.38). Isso se deve ao fato das leis
constitutivas serem descontinuas e as tensdes interlamimares requererem
continuidade através das interfaces. Uma analise tri/bi-dimensional vem a
ser muito complexa devido ao fato das leis constituttvas variarem ao longo
da espessura e ser requerido continuidade através da mterface. Por essas
razdes. as tensdes interlaminares enfre as camadas L e L+1 em z, sdo
obtidas por integracdo das equagdes de equilibrio da elasticidade bi-

dimensional.

As equac0Oes de equilibrio podem ser escritas como:
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0G ., . 0CGy, q
O X 07
(2.47)
00y, . 005 0
O0X 07z
Tem-se
GH(X:’Z) = _.|-—E}1r'2 a;j:g dz
(2.48)

2.4.2. Formulac¢do do Elemento Finito

Considerando um dominio Q subdividido em subespagos
(elemento finitos) Q°, cada um de dimensdo caracteristica h, a fungdo de
forma, definida em cada subdominio do elemento, pode ser representada por
um polindémio de grau p.

Se a solucdo para uma fungdo de forma ( ou fungdes ) ¢ ¢ um

‘D{jlmémlg dﬁ ornr moannar At o iognal a n entan a anrovimacan fonmecera a
resposta exata do problema.

Em geral, a solugdo para ¢ ndo ¢ um polinomio exatc, mas se a
solucdo ndo contém singularidades, ao fazer-se algumas ou todas as
derivadas infinitesimais, entdo pode-se expandi-la localmente como uma
série de Taylor. Por exemplo, com duas dimensdes independentes, pode-se
escrever na vizinhanca de um ponto O

s Ax@ +- ﬁy6¢ ...

X |, oy

d(Ax,Ay) = ¢

Onde Ax e Ay sdo as diferengas entre as coordenadas do ponto

considerado e a origem O. Se for usado uma aproximag¢do polinomial de
orau p, neste caso pode ser a série de Taylor expandida até o grau p, entao




dentro dos limites de um elemento h, o maximo erro E na aproximagao
devera satisfazer a equacgao:

E=0(h"")

De maneira similar nota-se que a aproximag¢do para a primeira
derivada de ¢ serd exata para O(h’) ¢ a aproximagdo para a d-Csima

derivada sera exata para O(h*"™").

As observacdes sdo importantes para explicar os bons
resultados obtidos ao utilizar-se aproximagdes de alta ordem, e tambem para
estabelecer a condicio necessaria de integridade requerida no processo de
residuo ponderado.

Para descrever o problema, pode-se escrever a €quagao
diferencial, como:

A(P)=£Lo+p=0 em Q2

Com a condi¢io de contorno,

B(p)=gd¢+r=0 eml[

Pode-se escrever a fung¢io tentativa, como:

E. através de Residuos Ponderados, tem-se:
[ W[to+pldQ+ | W pd+rldl =0

Observe-se que para a convergéncia de ¢ e todas as derivadas
que ocorrem nos operadores fe g, estes devem estar corretamente
representados no limite de h—0. Se a ordem de tais derivadas ¢ d,

oy

claramente o menor grau da expansdo que pode ser usada para ¢ deve ser

tal que o erro na representagio seja menor que O(h). Desta torma, tem-se:
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p-d = 0

A reducdo da ordem d dos operadores envolvidos reduz a
continuidade necessaria bem como o grau minimo p do polinémio a ser
usado na fun¢do tentativa.

Em um elemento unidimensional, de dois nos, assocla-se a cada
n6é uma fun¢lo de forma hnear, como ilustrado na figura 2.4. O uso de tal
funcdo de¢ torma asscgura que:

| - A aproximac¢do ¢ ¢ uma funcdo lmear em x sobre cada
clemento.

2 - O parametro a,,, assoctado com a fun¢fo de forma N_ na
expansdo para ¢ ¢ simplesmente a aproximacdo para o valor de ¢ naquele

no.

N1

......

......

Fig. 2.4. Representacio da Fungdo de Forma Linear

A continuidade de classe C° do dominio Q é automaticamente
assegurada se as func¢des de forma dos elementos tiverem continuidade ",

Esse processo pode ser estendido para fungdes de forma de alta
ordem em um elemento umdimensional. Sobre o elemento de quatro nos da
figura 2.4, uma representacdo cubica para ¢ € possivel, ¢ 1sso pode ser
efetivado pela associacdo de uma funcdo de forma ciibica a cada no do
clemento. S¢ a fungdo de forma do elemento, associada a um né em
particular, for de valor unitario neste né € zero nos outros trés nos, entdo a
condicdo 2 permanece satisfeita. Para tal elemento a posicdo exata dos nés
no interior ndo altera a qualidade da aproximacio, e observa-se que a fungdo
de forma associada a esses nos do mteror do elemento ndo estende para os
outros clementos adjacentes
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Fig. 2.5. Representacio da Func¢do de Forma para o Elemento
Pode-se expandir cada incognita do deslocamento generalizado.
’
um(x) - ZNh(X)umh
h=1

(2.50)
W ()= 3N, ()W,

Neste trabalho utiliza-se uma mterpolagio cubica. Portanto, a
funcdo de forma associada ao no i serd um polinémio de grau 3, ou s¢ja:

N.(x)=a,+ax+a,Xx +ax’

Devido as condi¢des de contorno, tem-se:

x=0—>N =1N, =0,N,=0,N, =0,

XZ%—-}N1=03N2=05N3=1?N4=0
x:2; >N, =0,N, =0,N, =0,N, =1

Xx=L-—3>N =0,N, =N, =0,N, =0

Assim, obtém-se:



9 11,
N =-—[- *~9 2-1‘;—1)

no(3038 0
(2.51)

N, = 2(3@3 — 567 +2¢)

N, = —3(36 -4’ +£)

X
Onde, & =—
s L

Como ja visto anteriormente, a expressao da energia potencial
total pode ser escrita como:

E,=U.+U,

Pelo principio da Energia Potencial Minima:

OE, =dU, + 06U, =0 (2.52)
Onde,

dU, = | {88} {6}dV

U, = [{8S}"{Bidv + | {8S}"{f}dA

Sendo, {B} = forcas de corpo
{f! = forgas de superficie

Portanto, tem-se:

[ {88} (BydV = | {8S}"{B}dV + [ {8S}"{f}dA (2.53)
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Denominando o vetor das incognitas de deslocamento nodal de

{o}, vem que:

{(P} :[1@11” {0, Vo, {0, ] com:
{(pl}T — [uﬂl exl 11: B; W.E}l ezl Wl]

{q}?} = l:uﬂl 651 u: e‘kz wﬂl 832 Wl]

(2.54)
T e % e
{(pa} = [1133 6,u 0, w60, wj]
T e s e# e i
{(p4} o [uﬂ:: 2 u4 A4 Wﬂ:l Z3 w4]
2] 3. *
B, o R {E?ﬂ i1 . Ea: F o
LT ) Y, W, W,
e Wi HE ' ®L

Fig. 2.6. Representacdo Smmbolica das Incogmtas de
Deslocamento Nodal

Desta forma:

{s(x)} =[N o} ou {8(x,2)} =[Z]N(X)}ior

18e} = [L][N(x)]{&p} (2.55)
{88(x,2)} =[ZN(x) [ 39} (2.56)



tem-se:

fem-se:

3

Substituindo as equacdes (2.55) ¢ (2.56) na equagdo (2.53),

J. {30} (LIINCo]) 58V = [ {3o} (ZINCo]) {B}aV -+

(2.57)
+ {80} ([ZING]) {f}da
Como,{8q} ¢ arbitrario, ndo nulo, vem que:
N(x)]) &dV = BV
[((LINM)) 5V = [ (Z]N)]) {B}aV + o.58)

+[ ([Z]Nx)]) {f}dA

Substituindo as eguacdes(2.45) e (2.37) na equagdo (2.58),

[L(LINGOD [PYLING)])dV{e} =
= AtL ([L][N(X)])T[ ] (x}dV + _f ( Z][N(X)D dv +

+[ ([ZIN]) {£}dA

Entio, pode-se escrever:

(Ko} =1F}, onde:

(2.59)

[Kﬂ] = matriz de nigidez
Yo} = vetor de incognitas dos deslocamentos nodais

[FE]: vetor das forcas nodais

Assun,

[K]= ], (LING)) [P[LINGo ]V (2.60)
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[F]= Al (LINGOD) [D edav + [ (ZINGOD) {B}dv +

+[ ([ZIN)]) {f}dA (2.61)
Pode-se escrever para a energia cinética:

E. = [p(Sx ) av 2.6
Pelo Principio de Hamilton, tem-se

| 3E.—E,)dt + j SW,.dt =0 (2.63)

Para este caso especifico, tem-se:

J, dW,dt =0

SE,. = L 0S(x,2)08(x,z)dV

3[*E.dt=]"] pS(x,2)85(x,z)dVdt (2.64)
Integrando por partes:

8]:2 E dt= _L pS(x,2)8S8(x,z)

i — f’ L 0S(x,2)0S(x,z)dVdt (2.65)

Supondo: BS(xﬁz)L:f = (), e considerando que

(ZINGoDia)

(85(x.2)} = ([Z]N) {0}

{8(x,2)}

Vem que:



COIMNO.

'y

aﬂz: dt =

oE ., fot calculado anteriormente, equagdes (2.52) e (2.53).

-[" [ pdfo} (ZINGO]) ([ZINGoav{p}dt (2.66)

Pelo principio de Hamilton, obtém-se a equagdo de movimento,

(Mo} +[K{o} ={P}
Tal que,
= [ p([ZIN] ([Z] NG PV (2.67)

Onde: [M] ¢ a matriz de massa consistente do elemento

[K°] ¢ a matniz de rigidez, equacgdo (2.60).

Os elementos da matriz de rigidez ¢ de massa estdo mostrados

no apendice D.
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Capitulo 3

O PROGRAMA EPTD

3.1. Introducao

Neste capitulo sdo apresentados alguns aspectos relativos a
implementa¢do do programa EPTD, cujas formulacOes dos elementos de
viga de Timoshenko e de alta ordem estdo detalhados no capitulo 2.

Basicamente o programa possui trés modulos principais
independentes, que podem ser classificados em: entrada de dados, médulo
de analise e modulo de saida de resultados.

O moddulo de analise consiste na obtengao de autovalores, para
a determinacio das freqii€ncias naturais, ¢ no calculo de deslocamentos,
deformacdes e tensdes nas camadas do laminado, na analise estatica.

3.2. Implementacio do Programa

O programa EPTD for implementado em linguagem Pascal.
Contendo, aproximadamente 10.000 linhas de cddigo, foi compilado em
turbo pascal 3.5, para ser utilizado com base no sistema operacional DOS.

A programacio ¢ feita em moddulos, de modo que o programa
nada mais ¢ do que um conjunto de subrotinas dispostas estruturadamente.
Devido a esta programacdo modular, é possivel criar um conjunto de
solucdes seqiienciais, na qual o usuario especifica qual o tipo de analise a
ser utilizada, bem como permite a introdugdo de outros elementos
unidimensionais ou bi-dimensionais.

Buscando obter uma boa eficiéncia computacional, grande parte
das matrizes ¢ vetores foram alocados dinamicamente na memorna.

Na determinacdo das freqiéncias da estrutura obtém-se oS
autovalores e os respectivos autovetores dos primeiros modos de vibragdo.



Para 1550, a estrategia de itera¢do por subespacos na solugio do problema de
autovalor € utilizado juntamente com o método de solugio de Jacobi.

Esta estratégia consiste, basicamente, na projecao do ¢spaco
de solugdo micial, cuja dimensao € igual ao ntimero de graus de liberdade da
estrutura, em um subespaco de dimensdo menor que o original. A dimensao
do subespaco depende do numero de pares de autovalores e autovetores
requeridos (NEIG), que segundo BATHE (1982) ¢ tomado como o minimo
entre 2*NEIG ¢ NEIG+S.

A analise estdtica, é realizada usando-se o0 método de (Gauss na
decomposi¢cdo da matnz [K].

[KNo}={P} (3.1)

As matnzes sao armazenadas na forma de matriz retangular NB
x N. Onde, NB ¢ a largura da semi-banda e N é o numero de graus de
liberdade do sistema de equagoes.

3.3. Entrada de dados

Os dados necessarios, para a execugdo do programa podem ser
tormecidos via teclado ou via arquivo. Na entrada de dados wia teclado, o
usuario conta com menus auto-explicativos e seqiienciais, onde micialmente
deve-se especiiicar o tipo de analise desejada ¢ fornecer o n° de elementos,
n° de nods, n° de restricoes, n° de nds com restrigdes, n° de materiais, n° de
laminas € no caso de analise dindmica deve-se amda fornecer o n°® de
autovalores desejados. Na fase seguinte, o programa ird pedir as
coordenadas nodais, os dados das laminas, os dados dos elementos, a lista
de mateniais, os dados das restricbes de apoio e os dados dos
carregamentos.

As coordenadas nodais podem ser fornecidas nd a ndé ou
geradas automaticamente, sendo, neste caso, necessario apenas especificar o
comprimento da viga. Os dados dos elementos também podem ser gerados
automaticamente, sendo necessario fornecer apenas os dados do 1°
elemento.



40

Apds a entrada de dados o usuario volta ao menu principal,
onde pode visualizar os dados fornecidos e guarda-los em arquivo.

3.4. Modulo de Analise

No capitulo 2 foram apresentadas duas formulagBes de
elementos de vigas. A formulacdo bascada na teoria de Timoshenko pode
ser utilizada na analise dinamica ¢ estatica de wvigas isotropicas; € a
formulacdo de alta ordem permite a andlise dindmica e estatica de vigas
1sotropicas € laminadas.

Para a viga de Timoshenko foi desenvolvido um elemento de 2
nos com quatro graus de hberdade por no.

Para a formulacdo de alta ordem foi desenvolvido um elemento
de 4 n6s com sete graus de liberdade por nd, sendo dois deslocamentos
transversais, um de primeira ordem ¢ outro de segunda ordem; dois
deslocamentos axiais, um de primeira ordem e outro de segunda ordem; ¢
trés rotacoes no plano, duas de segunda ordem ¢ uma de primeira.

3.4.1. Freqiiéncias Naturais

A determinacdo das freqiiéncias naturais esta restrita a
obtencio dos modos de vibragdo de um sistema nfo amortecido sem tensoes
iniciais, cuja equacdo do movimento ¢ dada por:

[M}{6}+[K[or=10; (3.2)

Desta forma, o problema de autovalor resolvido pelo programa
EPTD, pode ser expresso na forma

[[K]- 2 [M]{o,} = {0} (3.3)

onde o par (1,4} € o autavalor ¢ seu cortespondente autavetar do 1-€suno

modo de wibragdo.
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O programa estd implementado de forma a permitir que o
usuario especifique quantos pares (A..¢.) deseja.

3.4.2. Analise Estatica

Na analise estatica, o seguinte problema ¢€ resolvido:
(K)o} ={P} (3.1)

Onde a matriz [K] e o vetor {P} estdo dados no Apéndice E.

O programa calcula os deslocamentos correspondentes ao graus
de liberdade de cada no. No célculo da tensdo o o programa utihiza a

equacdo (2.36) e para o calculo da tensdo de cisalhamento ¢ da tensdo G,

utiliza as equacdes de equilibrio. O usuario especifica os pontos em que ¢le
deseja obter as tensdes na dire¢édo z.

3.5. Saida de Resultados

O usudrio pode escother a saida de resultados via tela, arquivo
ou impressora. Os resultados fornecidos sdo os deslocamentos nodais, as
tensdes normais ¢ de cisalhamento, e as freqiincias naturais.
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Capitulo 4

EXEMPLOS NUMERICOS

4.1. Introduc¢io

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos numericos
com o objetivo de avaliar as formulagdes implementadas numericamente,
para a solucdo de vigas laminadas, utilizando 2 teoria de alta ordem, no
contexto de elementos finitos de classe C°.

Foram analisados os seguintes problemas:

a) Analise estatica de vigas de madeira laminada colada

Neste exemplo o resultado obtido, da analise estatica, utilizando
o elemento de alta ordem ¢ comparado com resultados obtidos

experimentalmente, por MANTILLA CARRASCO (1989).

b) Analise estatica e de freqiiéncias naturais de vigas 1sotropicas

Tensio de cisalhamento e freqii€éncias naturais sdo calculadas
usando a formulacdo de alta ordem. Esses resultados sdo comparados aos
obtidos por um elemento finito formulado através da teoria de viga de

o ] _ 1 hi2 :
Timoshenko. Neste caso, tensOes medias, o, :E.[hfzcijdz,, obtidas de

resultados da teoria da elasticidade ¢ da teoria de alta ordem, sdo
comparadas a obtida pela teoria de viga de Timoshenko.

Resultados numéricos sdo apresentados para vigas em balango
com carga na ponta, vigas simplesmente apoiada com carga distribuida, e
vigas com extremidades engastadas.

c) Analise estatica ¢ de freqincias naturais de vigas
ortotropicas
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Nesse exemplo foram obtidos os deslocamentos maximos ¢ as

tensdes para uma viga simplesmente apoiada, submetida a um carregamento

., nmx . . .
senoidal, da forma : q=q, sen—L— . Também for obtida a freqiiéncia

fundamental.

Trés configuracdes geomeétricas foram consideradas:

1) viga construida com fibras orientadas somente na direcio
longitudinal;

2) viga construida com duas lanminas, sendo a superior com as
fibras orientadas transversalmente e a mfertor com as fibras orientadas
longitudinalmente;

3) viga construida com trés lamnas, sendo as externas com
fibras orientadas longitudinalmente e a central com fibras orientadas
transversalmente.

Os resultados obtidos, para as tensdes e deslocamentos, sdo
comparados aos obtidos por Pagano ( apéndice B) ¢ CPT (Classical
Laminated Plate Theory), e os resultados obtidos para as freqiiéncias naturais
sdo comparados aos obtidos pela Teoria Classica dos Lamimados.

Nos trés casos, fo1 considerado n=1.

4.2. Anahise Estatica de Viga de Madeira Laminada Colada

Este exemplo for analisadc por MANTILLA, CARRASCO
(1989), onde foram determinados experimentalmente as constantes elasticas
¢ as deformacgdes de cada lamina em quatro linhas de extensometros. A viga
¢ composta de 11 laminas de madeira de Pinho do Parana, de espessura de
0,0355 m, e coladas com Resorcinol, como indicado na figura 4.1. Os
resultados numericos sdo comparados aocs obtidos experimentalmente na
inha de extensometro n° 4.
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25 KN

Linha de extensOmetro n. 4

€ e ik

Fig. 4.1. Desenho Esquematico da Viga Analisada

Na analise por e¢lementos fimtos, foram utilizados wvalores
medios  para as  constantes elasticas de cada lamina, obtidas
experimentalmente, os quais sdao mostrados na tabela 4.1. Na simulacao
numeérica desta viga foram utilizados 14 elementos de alta ordem, ¢ 294
deslocamentos nodais independentes.

Tabela 4.1. Valores médios das  constantes elasticas  obtidas
experimentalmente, MANTILLA, CARRASCO (1989)

Lamina E long. ' E norm. G v, dens
(MPa) (Mpa) (MPa) (KN/m”)
| 19823 1300 1106 0,53 0,1
4 12392 1190 1190 0,33 6,3
5 19272 1297 1105 0,52 4.8
6 10266 1130 1200 0,33 6,2
7 18054 1429 981 0,46 6,1
8 16807 1154 1004 0,42 5,6
9 19592 1440 980 0,46 3,6
10 15581 1178 053 0,36 6.9
11 11309 946 835 0,23 4.5
12 17100 1300 970 0,40 6,0
13 17293 1200 1050 0,44 5,9
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Os resultados obtidos, da andlise estatica, estdo mostrados nos
graficos a seguir:

1,00E-03

8,00E-04

6,00E-04
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Fig. 4.2. Deformacdo Longitudinal versus Posi¢do Z
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i
S
E
8=
@
© 0,0001
| 1 | :
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Fig. 4.3. Deformacdo de Cisalhamento versus Posi¢do Z
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4 2.1. Analise dos Resultados

Valores obtidos numericamente se aproximam satistatoriamente
dos resultados experimentais, embora, na simulacdo numérica tenha sido
utilizado um valor médio de constantes eldsticas para a madetra, ja que estas
constantes sdo diferentes para as diversas se¢des transversais da viga.

4.3. Analise Estatica e de Freqiiéncias Naturais de Vigas Isotropicas

As dimensdes e propriedades mecanicas da viga analisada estao
indicadas abaixo:

E=210GPa
b=0,020 m

o =0,77E4 kg/m’
v =023

L=1m

No calculo das tensdes médias foi utilizada a equagao

1 eno
S, = — c.dz .

1 h b2 g

4.3.1. Tensdo de Cisalhamento pela Teoria da Elasticidade, TIMOSHENKO
(1985)
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4.3.1.1. Flexdo de uma Viga em Balan¢o Carregada na Extremidade

Para uma viga em balanco com se¢io transversal retangular de largura
unitaria, solicitada por uma forca P, aplicada na extremidade livre, tem-se:

S = BPX
2 ¢ Y
@:}__:0

1P
o — ¢t —v°
21( y°)

Os deslocamentos transversais do eixo da viga, considerando a
distor¢do das secgdes transversais produzidas pelas tensbes de cisalhamento,
SA0!

Px’ PL’x PL' P¢
6E1 2EI 3El 2IG

(V)}f:ﬂ ~ (L - X)

4.3.1.2. Flexdo de uma Viga Uniformemente Carregada
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Para wma viga de se¢do retangular ¢ de largura umtana, apoiada
nas extremidades, solicitada por uma carga uniformemente distribuida de
mtensidade g, tem-se;

q , . ;
T.=——({C —V X
Ay 21( y )

O deslocamento v(x) € dado por:

Y 2.2 1
(V) , =5 ——1 bx x ! c'X” + [l e vj c'x’
* EIl 2 12 5 2

Considerando que a flecha nas extrenmdades (x=%L), do e1xo da
viga, seja nula, vem:

NEEK: 1}12&(5\»)‘
24 EI| 5 12\5 2

g p—

O fator que precede o termo entre colchetes € o valor da flecha
obtida da teora elementar, considerando-se que as se¢des s¢ mantém planas
durante a flexdo. O scgundo termo dentrc dos colchetes representa a
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correcdo da teoria elementar, comumente chamado de efeito da forca
cortante.

4.3.2. Freqiiéncias Naturais pela Teonia Classica de Vigas, ROY CRAYG
(1981)
4.3.2.1. Freqiiéncias Naturais para uma Viga em Balancgo

Para uma viga isotrépica, em balanco, as trés primeiras
freqiiéncias naturais sdo dadas por:

3,516[]31]%
(f] m—

I \pA

) _22,03(151)%
D \pA

) 61,70[ EI)%
I \pA

®

4.3.2.2. Freqiiéncias Naturais para uma Viga Simplesmente Apoiada

As freqiiéncias naturais de uma viga isotropica simplesmente
apoiada sdo obtidas pela equacgdo:

(m)Z[ EI]%
O =|—]]|—
C XL NpA

4.3.2.3. Frequiéncias Naturais para uma Viga Engastada nas Extremidades

As freqiiéncias naturais de uma viga i1sotropica, com as
extremidades engastada, sdo obtidas pelas equacgdes:
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223729 [ EI]

{13
| |15 DA
I
61.6254 [ ET \
O, =
” L DA/
.
120.8536 ( El ]
(1) 5 = >
L 0A

4.3.3. Resultados Obtidos para Viga em Balanco

N{% ;gmas
5\

4.3.3.1. Resultados Obtidos para os Deslocamento na Ponta da Viga

Para comparacdes serdo utilizados os seguintes graus de

liberdade para cada elemento:
Elemento de alta ordem — grau de liberdade = w,

Elemento de viga de Timoshenko — grau de liberdade = ¢,
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4.6. Relacdo entre os Deslocamentos ¢ Numero de

0.98 -
0,96 +
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Fig. 47. Relagcdo entre os Deslocamentos ¢ Numero de

Elementos para ( L/h =2 )
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4.3.3.2. Resultados Obtidos para a Tensdo de Cisalhamento (t_)

Tabela 4.2. Valores da Tensdo de Cisalhamento na Sec¢do de Engastamento,
t_(0,z) [MPa], para L/h =20

z/h Alta Tmmoshenko | Elasticidade
Ordem
0.5 0 11,294 0
0,25 10,456 11,294 11,25
2 elm 0 13,957 11,294 15
-0,25 10,456 11,294 11.25
-0.5 0 11,294 0
0,5 0 11,998
0,25 10,726 11,998
4 elm 0 14,391 11,998
-0.25 10,726 11,998
-0.5 0 11,998
0.5 0 12,00
0,25 10,766 12.00
8 elm 0 14,592 12,00
-(,25 10,766 12,00
-0.5 O 1200
0.5 0 12,00
0,25 11,129 12.00
16 elm 0 15,333 12,00
-0,25 11,129 12,00
-0.5 0 12,00
A tensdo de cisalhamento média obtida foi:
Timoshenko Alta ordem Elasticidade
2 elementos 11,294 9.299
4 elementos 11.998 9.546 10,0
8 clementos 12.00 9. 601
16 elementos 12,00 9 938
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Tabela 4.3. Valores da Tensdo de Cisalhamento na Secdo de Engastamento,
t_(0,2z) |[MPa], para L/h =10

z/h Alta Timoshenko | Elasticidade
Ordem
0.5 0 5,648 4,
0,25 5,243 5.648 5,625
2 elm 0 7,015 5,648 75
-0.25 5,243 5,648 5,625
-0.5 0 5,648 0
0.5 0 5,99
0,25 5.352 5,99
4 elm 0 7.249 5,99
-0,25 5.352 5,99
T, -0.5 0 5.99
0.5 0 6,00
0,25 5,360 6,00
8 elm 0 7,356 6,00
-0,25 5,360 6,00
-0.5 0 6,00
0.5 0 6,00
0,25 5,497 6,00
16 elm 4, L 675 6,00
-0,25 5,497 6,00
-0.5 0 6,00
A tensao de cisalhamento média obtida fou1:
Timoshenko Alta ordem Elasticidade
? elementos 5,648 4.668
4 elementos 5,99 4,773 5.0
8 elementos 6,00 4,793
16 elementos 6,00 4,932




Tabela 4.4. Valores da Tensado de Cisalhamento na Sec¢do de Engastamento,

t_(0,z) [MPa), para L/h = 5
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z/h Alta Timoshenko | Elasticidade
Ordem
0,5 0 2,824 0
0,25 2,609 2.824 2.812
2 elm O 3,511 2.824 3.75
-0.25 2,609 2.824 2.812
-0.5 0 2.824 0
0.5 0 2,994
0,25 2.622 2.994
4 elm 0 3,577 2.994
-0,25 2,622 2.994
-0.5 0 2,994
L= 0,5 0 3.00
0,25 2,646 3,00
8 elm 0 3.612 3.00
(0,25 2.646 3.00
-0.5 0 3.00
0.5 0 3,00
0,25 2,762 3,00
16 elm 0 3,953 3.00
-0,25 2.762 3,00
0,5 0 3,00
A tensdo de cisalhamento média obtida for:
Timoshenko Alta ordem Elasticidade
2 elementos 2.824 2,324
4 elementos 2.994 2.341 2.5
8 elementos 3.00 2.363
16 elementos 3.00 2.491
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Tabela 4.5. Valores da Tensdo de Cisathamento na Se¢do de Engastamento,
1. (0,z) [MPa|, para L/h =2

z/h Alta Timoshenko | Elasticidade
Ordem
0.5 | 0 1,130 0
0,25 0,967 1,130 1,125
2 elm 0 . 1,283 1,130 1.5
0,25 © 0,967 1,130 1,125
0,5 0 1,130 0
05 | 0 1.198
0,25 1,006 1,198
4 elm 0 1,325 1,198
-0,25 1,006 1,198
T, -0.5 0 1,198
0.5 0 1,20
0,25 1,082 1,20
8 elm 0 1,442 1,20
(0,25 1,082 1,20
(0.5 0 1.20
0,5 0 1,20
0,25 1,106 1,20
16 elm 0 1,542 1,20
-0.25 1,106 1,20
-0.5 O 1,20
A tensio de cisalhamento média obfida foi:
Timoshenko Alta ordem Elasticidade
2 clementos 1,130 0.850
4 clementos 1,198 0.892 1.0
8 clementos 1,20 0,962
16 elementos 1,20 0,997




4.3 .3.3. Resultados Obtidos para as Freqiiéncias Naturais

Tabela 4.6. Valores das Fregtiéncias Naturais para L/h =20.

Alta Ordem | Timoshenko | Euler Bernoulh

2 elm 42.373 44217

fi (Hz) |4 elm 42 228 44,198
8 elm 42.165 44 196 42,181
16 elm 42.138 44,196
2 elm 264 007 278.498

th (Hz) |4 clm 261,771 276,494
8 elm 261,266 276,197 264289
16 elm 261,106 -
2 elm 835,684 776,373

f3 (Hz) |4 elm 722.303 753,139
8 elm 718,857 741,923 740200
16 elm 718,391 736,424

Tabela 4.7. Valores das Freqiiéncias Naturais para L/h =10,

Alta Ordem | Tumoshenko | Euler Bernoulh

2 elm 84 237 88.306

f1 (Hz) |4elm 83,976 88.267
8 elm 83,871 - 88,264 84.36]
16 elm 83.837 88.270
2 elm 507,679 551,354

ih (Hz) 4 elm 504,071 547 486
8 elm 503,416 546 911 528,577
16 elm 503,256 -
2 elm 1451,105 -

f3 (Hz) |4 elm 1329 870 1515,206
8 elm 1326,709 1504997 1480.400
16 elm 1326474 -
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Tabela 4.8. Valores das Freqiiéncias Naturais para L/h = 5.

Alta Ordem | Timoshenko Euler Bernoulli
2 elm 164,767 175,596
f1 (Hz) |4 elm 164,361 175,520
8 elm 164,237 175,522 168722
20 elm 164,213 175,760
2 elm 893 256 776,373
i (Hz) |4 elm 889,202 753,139
8 elm 888,733 741,923 1057.154
16 elm 888,629 736,424
2 elm 2197,249 -
f3 (Hz) |4 eim 2125073 2259.328
8 elm 2124 488 2225.651 2960.800
16 elm 2124.304 2209.253

Tabela 4.9. Valores das Fregiiéncias Naturais para L/h = 2.

Alta Ordem | Timoshenko Euler Bernoulh

2 elm 363,036 422 250

f1 (Hz) |4 elm 362,667 422,099
8 elm 362,576 422.106 421,806
16 elm 362,567 422.095
2 elm 1388,532 776,372

> (Hz) |4 elm 1385.413 753,139
8 elm 1385,119 741,923 2642 885
16 elm 1385,055 736,424
2 elm 2908.612 -

f3 (Hz) |4 elm 2906,319 2259 328
8 elm 2905358 2225.651 7401 ,998
16 elm - 2209252

58




59

4.3.4. Resultados Obtidos para Viga Bi apoiada

= ,_ =)
£ {

4.3.4.1. Resultados Obtidos para os Deslocamentos no Centro da Viga
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Fig. 4.8. Relacdo entre os Deslocamentos ¢ Numero de
Elementos para ( L/h =21 )
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4.3.4.2. Resultados Obtidos da Tensdo de Cisathamento t_(0,z)

Tabela 4.10. Valores da Tenséo de Cisalthamento [MPa], para L/h = 20

61

z/h Alta Timoshenko | Elasticidade
Ordem
0.5 0 6.0 §
0,25 3,335 6.0 5.625
2 elm 0 4.499 6.0 7.5
-(0,25 3,335 6.0 5.025
-0.5 0 6.0 0
0.5 0 6,0
0,25 4,989 6.0
4 elm 0 6,708 6,0
-0,25 4 989 6,0
T, (0,2) 0,5 0 6.0
0.5 O 6.0
0,25 5.540 6.0
8 elm 0 7.439 6.0
-0.25 5,540 6.0
-0.5 0 6.0
0.5 0 6.0
0,25 5,741 6,0
16 elm 0 7,798 6.0
-(,25 5,741 6.0
-0.5 0 6,0
A tensdo de cisalhamento média obtida for:
Timoshenko Alta ordem Elasticidade
' 2 elementos 6.0 2.971
4 elementos 6,0 4,442 5,0
8 elementos 6.0 4,932
16 elementos 6.0 5,122




Tabela 4.11. Valores da Tensdo de Cisalhamento [MPa], para L/h = 10

z/h Alta Timoshenko | Elasticidade
Ordem
0.5 0 3.0 {,
0,25 2.162 3.0 2,813
2 elm 0 2,925 3.0 375
-0.25 2,162 30 2.813
-0.5 0 3.0 0
0.5 0 3.0
0,25 2,694 3.0
4 ¢lm 0 3.607 3.0
(0,25 2.694 3.0
t_ (0,2) -0.5 0 3.0
0.5 0 3.0
0,25 2.843 3.0
8 elm 0 3.826 3.0
-(.25 2.843 3.0
-0.,5 0 3.0
0.5 0 3.0
0.25 2.881 3.0
16 elm 0 3.960 3.0
-0.25 2.881 3,0
-0.5 0 3,0

A tensdo de cisalhamento média obtida foi:

02

Timoshenko Alta ordem Elasticidade
2 elementos 3.0 1,928
4 elementos 3,0 2.399 2.5
8 elementos 3.0 2.532
16 elementos 3.0 2.576




Tabela 4.12. Valores da Tensdo de Cisalhamento [MPa), paraL/h =5
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z/h Alta Timoshenko | Elasticidade
Ordem
0.5 O 1.5 {,
0,25 1,269 1.5 1.406
2 elm 0 1,688 1.5 1.875
-0.25 1.269 1.5 1.406
-0.5 4 1.5 (0
0.5 0 1.5
0,25 1,394 1,5
4 elm {, 1,840 1.5
-(,25 1,394 1.5
1. (0,2) -0.5 0 1,5
0.5 0 1.5
0,25 1,423 1.5
8 elm §; 1,918 1.5
-(,25 1.423 1.5
-0.5 0 1.5
0.5 0 1.5
0,25 1,401 1.5
16 elm 0 1,936 1.5
-0,25 1,401 1.5
-0.,5 0 1.5
A tensdo de cisalhamento média obtida for:
Timoshenko Alta ordem Elasticidade
2 elementos 1.5 1,127
4 elementos 1.5 1,236 1.25
8 elementos 1,5 1,268
16 elementos 1.5 1,255




Tabela 4.13. Valores da Tensao de Cisalhamento [MPa], para L/h = 2
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z/h Alta Timoshenko | Elasticidade
Ordem
0.5 0 0.6 0
0,25 0,536 0.6 0,563
2 elm 0 (0,662 0.6 0,75
-0,25 0,536 0.6 0,563
-0.5 0 0.6 0
0.5 0 0.6
0,25 0,549 0.6
4 elm (0 0,705 0.6
-0,25 0,549 0.6
T (0,z) -0,5 0 0.6
0.5 0 0.6
0,25 0,546 0.6
8 elm 0 0,736 0.6
-0.25 0.546 0.6
0.5 0 0.6
0,5 0 0.6
0,25 0,549 0.6
16 elm 0 0,762 0.6
-0.25 0,549 0.6
-0.5 0 0.6
A tensdo de cisalhamento média obtida fou:
Timoshenko Alta ordem Elasticidade
2 elementos 0.6 0,469
4 elementos 0,6 0,485 0.5
8 elementos 0,6 0,486
16 elementos 0.6 0.492




4.3 .4.3. Resultados Obtidos para as Fregiiéncias Naturais

Tabela 4.14. Valores das Freqiiéncias Naturais para L/h = 20

Alta Ordem | Timoshenko | Euler
Bernoulls
2 elm 118,277 124,482
f1(Hz) {4elm 117938 124025
8 ¢lm 117,925 123 9935 118, 403
16 elm 117925 123,993
2 elm 503,994 548,772
fr (Hz) {4elm 466,926 496.403
8 elm 466,141 494 580 473,613
16 elm 466,136 -
2 elm 1226.258 1371,717
f3 (Hz) |4 elm 1037.609 1127.082
8 elm 1029220 1108.311 1065,630
16 elm 1029119 -

Tabela 4.15. Valores das Freqiiéncias Naturais para L/h = 10.

Alta Ordem | Timoshenko | Euler
Bernoull
2 elm 233,463 248.201
f1 (Hz) |4 elm 233 071 247.290
8 elm 233,068 247.230 236,807
16 elm 233.071 247226
2 elm 931,937 1084 185
f> (Hz) |4elm 892.561 980,871
8 elm 892.124 077,275 047 226
16 elm 892253 -
2 elm 2114.085 1462.191
f3(Hz) |4elm 1889 450 1462005
8 elm 1342.04770 1462.001 213]1.258
16 elm 1341.880 1462.,001
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Tabela 4.16. Valores das Fregiiéncias Naturais para L/h =5

Alta Ordems | Timoshenko | Euler Bemoulh

2 elm 446280 490,436

f1 (Hz) {4 elm 446 062 488,637
8 elm 446,127 488.519 473,613
16 elm 446,157 488 511
2 elm 1576,852 1462,191

fh (Hz) {4 elm 1553.742 1462,005
8 elm - 1462 001 1894 452
16 elm - 1462.001
2 elm 3176,813 2943.254

f3(Hz) |4 elm 2981.956 2924 382
8 elm - 2924 001 4262.516
16 elm - 2924 001

Tabela 4.17. Valores das Freqgiiéncias Naturais para L/h = 2

Alta Ordem | Timoshenko Euler
Bermoull
2 elm 898.470 1134,841
f1 (Hz) |4 elm 898.403 1130,709
8 elm 898.095 1130,435 1184,032
16 e¢lm 897,159 1130418
2 elm 1302,726 1462.191
th (Hz) |4 elm 1302.460 1462 005
8 elm - 1462.001 4736,129
16 elm - 1462.,001
2 elm 2468700 2943 254
f3 (Hz) |4 elm 2467 959 2924 382
8 elm 2464 271 2924 011 10656,300
16 elm 2448 502 2924 001




4.3.5. Resultados Obtidos para Viga Bi-engastada

|
Tabela 4.18. Valores das Frequiéncias Natu

7
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%

L

§

—]

rais para L/h = 20

Alta Ordem Timoshenko | Euler Bernoulls
2 elm 270,042 285,543
f1 (Hz) |4 elm 265,769 281,380
' 8 elm 264 859 281,031 268,402
16 elm 264,534 281,008
2 ¢lm 878.931 1024965
fh (Hz) |4 ek 719,968 779,021
8 ¢lm 715,193 772,391 739 G33
16 elm 714,308 771,938
2 elm - -
f3 (Hz) |4 elm 1384.010 1536,545
8 elm 1365,991 1506,279 1445,389
16 elm 1364,064 1483.,846

Tabela 4.19. Valores das Fregiiéncias Naturais para L/h = 10

Alta Ordem Timoshenko | Euler Bemmoulli

2 elm 513,777 568,801

fi (Hz) |4elm 507,507 560,612
8 elm 506,263 559,918 536,804
16 elm 505,919 559 876
2 elm 1452.831 1672.941

f> (Hz) |4 elm 1305,081 1536,156
8 elm 1300615 1506.279 1479 866
16 elm 1299 911 1483.846
2 elm 2628.067 -

f3 (Hz) 14e¢lm 2372.740 3108.994
8 elm 2356.266 3012.242 2890.778
16 elm 2355484 2967.621
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Tabela 4.20. Valores das Freqgiiéncias Naturais para L/h = 5

Alta Ordem Timoshenko Euler
Bermoull
2 elm 881,756 1119.845
f1 (Hz) |4 elm 875,934 1104,512
8 elm 874,902 1103.176 1073.,609
16 elm 874 632 1163.070
2 elm 2079272 1672 941
fy (Hz) |4 elm 2014,295 1553,125
8 e¢lm 2012.,469 1506279 2959736
16 elm 2011,977 1483 _846
2 elm 3725,232 -
i3 (Hz) {4elm 3371.761 3108994
8 elm 3364.850 3012238 5781,561
16 elm 3364718 2967.621

Tabela 4.21. Valores das Freqiiéncias Naturais para L/h = 2.

Alta Ordem Timoshenko | Euler
Bernoullt
2 elm 1330.875 1672 941
i1 (Hz) |4elm 1328,104 1553125
8 elm 1327272 1506279 2684022
16 ¢lm 1327.352 1483,846
2 elm 2609.,422 2537 966
fh (Hz) {4 elm 2605.,693 2512411
8 elm 2603_801 2509548 7399 338
16 elm 2603,847 2509.059
2 elm 4288.493 -~
3 (Hz) |4 elm 4173716 3108.994
8 elm 4172 528 3012.238 14453901
16 elm 4167.805 2967 621
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4.3.6. Analise dos Resultados

Os valores das fregiiéncias naturais extraidas a partir dos
elementos formulados pela teoria de alta ordem estdo proximos dos obiidos
pela teoria de Timoshenko. Pelos resultados, observa-se que para vigas com
relacdo L/h < 21 a teoria classica apresenta valores para as freqii€ncias
naturais, acima do esperado, por desprezar a energia de cisalhamento
transversal. Para L/h € 5, a teoria de alta ordem resulta em wvalores de
freqiiéncias naturais bastante mferiores aos obtidos pela teoria de viga de
timoshenko. Para vigas com relacdo L/h > 21, observa-se¢ que os valores
obtidos, para as freqiiéncias naturais, pelo método dos clementos finitos,
converge para os valores obtidos pela teoria classica de vigas.

Os resultados obtidos, utilizando o elemento de alta ordem, na
determinacio das tensSes de cisalhamento converge para os valores obfidos
pela teoria da elasticidade. Entretanto, a solugdo usando o elemento de viga
de Timoshenko gera valores médios de cisalhamento na se¢do transversal.

4. 4. Anahlise Estatica de Vigas Ortotropicas

Nesse exemplo, sdo considerados laminas de fibras
unidimensionais de material composto, com as seguintes propriedades:

E =172375 GPa
E,, =6,895GPa
G, =3,4475 GPa

v, =023

1 2 (3 (4 8 & 7 & B ko

. X
ol B——— DB & & & B . — o =B = o w ® % 00— = 5 _!\ =
.__.--.‘_ .-"ll :
_-"r kY

i K -, ; ™
,.": e 3 .
i * _.-'"' w."'-.
v

Fig. 4.12. Modelo de Elementos Finitos
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4.4.1. Frequéncias Naturais pela Teoria Classica de Laminados, JONES
(1975)

Para laminados especialmente ortotropicos, as fregiiéncias
naturais, para placas bi-apoiadas, sdo descritas pela seguinte equagdo
diferencial:

Dow _ +2D,+2D jow _ +D,ow__ +pow =0

¥¥)

J 3 3
Onde: Dii = gZ(Qlj)k(Zh o Zkh_l)

As condi¢des de contorno sio:

x=0,a=> ow=0 oM _=-Dow_—D,ow =0
x=0b= ow=0 oM =-D ow _—D,ow_ =0

As equacoOes diferenciais e as condigdes de contorno sio
satisfertas, utilizando:

m nm
OW(X,y) = sen 2 sen%
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4.4.2. Viga com uma Limina com Fibras Orientadas Longitudinalmente

Os resultados obtidos, para os deslocamentos maximos € as
tensdes, encontram-se nos graficos a seguir:
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Fig. 4.12. Freqiiéncia Natural versus Razdo L/h
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Fig. 4.16. Tensdo de Cisalhamento t_(0,z) versus Posi¢do Z
(espessura), para L/h = 4
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4.4.3. Viga com duas Laminas sendo a Superior com Fibras Orientadas na
Direcdo Transversal e a Inferior com Fibras na Dire¢do Longitudinal

Os resultados obtidos, para deslocamento maximo e tensoes,
encontram-se nos graficos a seguir;
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Fig. 4.20. Freqiiéncia Natural versus Razdo L/h

1.80E+90 <+ ~—{¥— alta ordem

1,60E+00 + ——=Paganc
1,40E+00 +

1,20E+00 +
1,00E+00 +
8,00E-01 +
6.00E-01 +
4,00E-01 +
2,00E01 +
0,60E+00 : i 1 : P

0 10 20 30 40 50

Deslocamanto maximo (w*)

razao L/h

Fig. 4.21. Deslocamento Maximo versus Razdo L/h
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Fig. 4.23. Tensdo Normal o (L/2,z) versus Posicdo Z
(espessura), para L/h = 10
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Fig. 4.25. Tensdo Cisalhamento t_(0,z) versus Posi¢do Z
(espessura), para L/h = 10
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4.4.4. Viga com trés Laminas, sendo as Externas com Fibras Orientadas

Longitudinalmente e a Intema com Fibras Ornentadas
Transversalmente.

Os resultados obtidos, para deslocamento maximo e tensoes,
encontram-se nos graficos a seguir:
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Fig. 4.28. Freqiiéncia Natural versus Razdo L/h
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Fig. 4.29. Deslocamento Maximo versus Razdo L/h
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Fig. 4.32. Tensdo Cisalhamento t_(0,z) versus Posicdo Z
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4.4.5. Analise dos Resultados

A solugdo exata de placas bi-apoiada, com comprimento infinito
na diregdo y, sweito a um carregamento senoidal, ¢ formada por laminas
ortotropicas com suas diregdes principais alinhadas com os eixos da placa,
tor proposta por Pagano. Ele também obteve a solugdo correspondente no
ambito da teorta classica.

Para esse exemplo adotou-se um modelo com 10 elementos de
alta ordem, obtendo-se resultados numéricos proximos aos obtidos pela
teorta da elasticidade. Desta forma, conclui-se que a formulacio de alta
ordem se mostrou apropriada a predicio das tensdes normais e de
cisalhamento ao longo da sec¢do transversal da viga, inclusive nos casos de
vigas curtas ( L/h < 10).
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Capitulo 5

CARACTERIZACAO DOS MATERIAIS PARA FABRICACAO DO
PROTOTIPO DE UMA VIGA CAIXAO EM MADEIRA LAMINADA
COLADA E VIDRO/EPOXI

5.1, Introducéo

Neste capitulo sera apresentada a metodologia para a
caracterizacdo dos materiais utilizados na fabricacdo de uma viga, na forma
caixdo, tendo as mesas construidas de madeira laminada colada e as almas
de laminas de vidro/epoxa.

5.2. Matenais e Métodos

5.2.1. A Madeira

A madetra utilizada para montagem dos corpos de prova foi o
frend [Cordia Goeldiana], devido a seu tradicional uso na industria
aeronautica nacional.

A umidade da madeira, para montagem dos corpos de prova,
variou de 11,0% a 14,0%, ¢ a densidade aparente variou de 501 kg/m’ a
584 keg/m’.

O modulo de clasticidade médio encontrado foi de 15.999.3
MPa e a resisténcia média a ruptura por flexdo fot de 97,8 MPa.

52.2. O Adesivo
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Foram utilizados dois adesivos a base de resina epoxi: um
fabricado pela Tubolit (Adesivo Scuna) e o outro fabricado pela Ciba S.A.
(Araldit Ly 556).

A resina epoxi € um polimero termofixo o qual quando ativado
por um agente de cura ( catalisador ), torna-se rigido e mfusivel.

O Araldit necessita de 50% em volume de catalisador, para a
preparacdo do adesivo.

A resina Scuna necessita, para prepara¢do do adesivo, uma
mistura de 5 partes de resina por 1 parte de catalisador.

5.2.3. A Fibra de Vidro

Fo1 utilizado tecido de fibra de vidro do tipo E, que ¢ o mais
indicado para fins estruturais.

5.2.4. Equipamentos Utihizados

Montagem dos corpos de prova

Para o corte das pecas e preparac¢dc das superficies dos corpos
de prova foram utilizados as maquinas da oficina do LAAES: Serra curcular,
serra de fita, plama, furadeira de bancada e ferramentas manuais.

Medidas dos corpos de prova

Para a determinacdo das dimensdes dos corpos de prova foi
utilizado um paquimetro de 0,05 mm de precisio.

Ensaio dos corpos de prova

Os ensaios foram realizados em um conjunto de reacao
montado no LAAES. Este conjunto ¢ constituido de um pdrtico montado
sobre uma laje de reacdo para 50 ton. por ponto. O carregamento € aplicado
por um cilindro hidraulico de 100 kN acionado por uma boinba manual. Para
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a medida do carregamento ¢ utilizado um anel dinamométrico de 100 KN,
cuja constante elastico é 24,7 kgt/0,01mm. Acoplado ao anel esta um relogio
comparador da Mitutoyo de 0,01 mm de¢ precisdo.

Para a medida das deformacgdes foram utilizados extensometros
¢ uma maleta de extensometria MDC-10.

Os extensometros utilizados foram:

- Rosetas tipo KFC-5-D17-11, para aco, da KYOWA, cujas
caracteristicas sio:

Gage Length = Smm

Resisténcia = 120 Q

Gage Fator =2.11

0 =45°

- Strain gage tipo KFC-5-120-C1-11, para ago, da KYOWA,
cujas caracteristicas sio:

Gage Length = 5mm

Resisténcia = 120 €

Gage Fator = 2.15

A maleta de extensometria MDC-10 é uma aparelho destinado a
medicdo de micro-deformacdes por meio de extensémetros elétricos. Ela
pode ser configurada para uma ponte completa, 1/2 pounte ou 1/4 de ponte,
podendo utilizar extensdmetros de 120 Q ou 350 Q. O sistema de calibragao
tem uma resolucdo de *+lum/m e uma resolucdo de 10 um/m. A
configuragdo adotada foi 1/4 de ponte.

Na determinaciio dos deslocamentos, for utilizado relogios
comparadores da Mitutoyo de 0,01 mm de precisio.

5.3. Caracteniza¢do da Madeira

Foram feitos os ensaios de umidade, densidade, cisalhamento,
compressao paralela as fibras ¢ Flexdo estatica.

5.3.1. Cisalhamento da Madeira, Umidade, Densidade Aparente e Retragdo
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A determinacdo da umidade, densidade aparente e do
coeticiente de retragdo foi feita a partir do corpo de prova de cisalhamento
que € do tipo apresentado na figura 5.1.

Fig. 5.1. Corpo de Prova para Determinacdo da Resisténcia ao
Cisalhamento na Madeira

Com a utilizacdo de um paquimetro foram determinados as
dimensées do corpo de prova e utilizando uma balanca eletronica obteve-se
a massa umida ( M,).

ApoOs a secagem em estufa, os corpos foram, novamente,
medidos e pesados, para obter a massa seca ( M, ).

Para a realizagdo do ensaio de cisalhamento foi utilizado o
dispositivo de ensaio apresentado na figura 5.2.

Fig. 5.2. Dispositivo de Ensaio de Cisalhamento
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A determinagido da tensdo de cisalhamento na madeira, com
umidade de equulibrio, é dada por:

’[‘ . — el (51)

Onde:

T, = tensdo de cisalhamento da madeira
IN__ = carga de ruptura de cisalhamento

Tip

A, = area de cisalhamento

A vmidade e a densidade aparente sdo obtidas por:

U-_-—M‘"h;I_SM’*'lOO (%) (5.2)
M
Da = 4 53
p V. (3.3)
Onde:

U = umidade em porcentagem
M, = massa do corpo de prova tmido

M, = massa do corpo de prova seco em estufa

Dap = densidade aparente
V, = volume do corpo de prova umido

O coeficiente de retragdo foi obtido utilizando a equacio:

coet.retr = kd (5.4)

U

Onde:

Ct € a contracdo volumétrica dada por:
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Ct = Ve~ Vi 100 %
\Y

S

Onde : V, = volume do corpo de prova umido
V, = volume do corpo de prova seco

OUs valores médios obtidos para 12 corpos de prova foram:

Tensdo de Cisalhamento = 9,79 MPa
H= Teor de Umidade = 13.3 %
Coef. de retragdo = 0,312

Retragdo Radial = 1,37%

Retracdo Tangencial = 2,47%
Retracdo axial = 0,98%

Dap = 550 kg/m’

5.3.2. Compressdo Paralela as Fibras

O valor médio da tensdo de compressio, da madeira freyjo, foi

determinados utilizando-se corpos de prova do tipo apresentado na figura
5.3.

Fig. 5.3 - Corpo de Prova para Determimmacio da Tensido de
Compressao
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Os corpos de prova foram medidos, com a utilizacdo de
paquimetro, antes da realiza¢do do ensaio.
A tensdo de compressdo € obtida por:

G _=—27 5.5
©= 1 h (3.5)
Onde: a.b = area da secdo transversal do corpo de prova
N . = carga de ruptura na compressdo paralela as
fibras

c_ . = tensdo de compressdo da madeira

Para 12 corpos de prova obtivemos o segumnte valor médio para
a tensao de compressio:

.. =447 MPa

5.3.3. Flexdo Estatica

O ensaio de flexdo estatica foi realizado conforme o esquema
da figura 5.4, onde sdo obtidos os valores das cargas ¢ das flechas no ponto
central. Os corpos de prova destinados a este ensaio tém dimensoes
nominais de¢ 3 x4 X 81 cm, portanto com a relagdo L/h= 21, para ndo haver
intluéncia da for¢a cortante, ROCCO LAHR (1983).

F

N

Mo T3

/
relogio comparador

Fig. 5.4. Desenho Esquematico do Dispositivo Utihzado para
Determinac¢io do Modulo de Elasticidade na Flexao
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A determinagdo do mddulo de elasticidade na flexdo foi feita
atraves de uma regressdo linear com pares de valores carga x flecha (N ;f ),

obtidos do ensaio de flexdo. Através da formula tradicional da resisténcia
dos matenals desprezando a influéncia da forca cortante, obteve-se o
maodulo de elasticidade como € apresentado a seguir:

N A
N
o
" f
L 48E
f = N - N = SEEIf
48E1 L
. 48EI
Assim: tg W =—-
LJ
LS L3
Portanto: E = Bl ou kB = g W? (5.6)
4181 4bh’
Onde :

L. = distancia entre apoios

N. = carga

f = flecha lida no centro da peca
b = largura da peca

h = espessura da peca

Na figura 5.5 € mostrado, como exemplo, as curvas obtidas para
dois corpos de prova.
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Fig. 5.5. Dragramas Carga x Flecha para dois Corpos de Prova

Usualmente, a resisténcia da madeira a flexdo é obtida da
seguinte expressao:

M, 3N L
C.,=—Yy Oouc, =

5.7
RAS | 2bh? (-7)

Onde:

M_ = Momento de ruptura

| = Momento de inércia da se¢do transversal do corpo de prova,
em relacdo a linha neutra

y = Distancia da linha neutra a borda mais solicitada
G, = Resisténcia da madeira a flexdo smmples

Esta equagdo ¢ uma aproximacgdo grosseira, pois ela € valida
apenas no limite de proporcionalidade, e estamos utilizando a carga de
ruptura.

Os resultados obtidos foram:

Modulo de elasticidade médio = 15999 3 MPa

Tensdo de tlexdo média = 97,8 MPa
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5.4. Caracterizagdo da Ligacdo Adesiva

5.4.1. Determinagdo da Resisténcia ao Cisalhamento na Liga¢io Adesiva

Neste tipo de ligagdo a transmissio de carga se da mediante as
tensoes de cisalhamento da linha adesiva. O dispositivo utilizado no ensaio
fo1 0 mostrado na figura 5.2.

O valor médio da resisténcia ao cisalhamento, paralelo as fibras
na liga¢do colada, for determinado utilizando-se corpos de prova do tipo
proposto por MANTILLA, CARRASCO (1984). Na figura 5.6 esta
apresentado um desenho do corpo de prova utilizado.

A tensdo de cisalhamento na ligacio colada € obtido por:

N (5.8)
i= .
AC
Onde: A, = area colada

N_ = carga de ruptura

Tup

T = tensdo de cisalhamento na liga¢io colada

Fig. 5.6. Corpo de Prova para Determinacdo da Resisténcia ao
Cisalthamento na Ligacdo Colada

Para 12 corpos de prova, o valor médio obtido foi;

Tensdo cisalhamento media= 7.9 MPa
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5.4.2. Ligacdo Adesiva Solicitada ac Cisalhamento na Torcao

O proposito deste ensaio foi verificar a resisténcia ao
cisalhamento na ligacdo madewra - vidro/epoxi. Para isto, foi feita uma
montagem, descrita a seguir, com o objetivo de determinar a resisténceia da
linha adesiva solicitada por tor¢éo.

O esquema do corpo de prova utilizado para determinacio do

cisalhamento na  tor¢do  estd mostrado na  figura 5.7,
MANTILLA,CARRASCO (1984).

2 - F12

Fig. 5.7. Esquema do Corpo de Prova para Determinacio do
Cisalhamento na Torc¢ao

Observa-se pela figura 5.7 que o momento fletor atuante na
ligagdo € constante. Assim, este devera ser transmitide a cobrejunta por
mtermeédio da linha adesiva, figura 5.8.
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Fig. 5.8. Transmissao do Momento Fletor

A pelicula adesiva estard sendo sohicitada por torgdo,
equivalente ao momento fletor transmitidoe a cobrejunta, figura 5.9,

T=M/2

Fig. 5.9. Solicitagdo da Pelicula Adesiva

Esta solicitacdo da pelicula adesiva se traduz em um problema
de tor¢do simples, com se¢do retangular.

A distribuicio das tensdes de cisalhamento devido a tor¢do no
plano da pelicula adesiva tem a forma da figura 5.10, onde a tensdo maxima
de cisalhamento se da no ponto (A).
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Fig. 5.10. Distribuigdo de Tensdes de Cisalhamento na Torgéo |
numa Se¢io Retangular, TIMOSHENKO (1985)

A equacdo que nos fomece a tensdo maxima ao cisalhamento
para uma se¢ac submetida a torcdo, segundo TIMOSHENKO (1985):

T |

T . =T, = 3.9

wax = Tao = 15 (5.9)
Onde:
T=momento de tor¢ao
1 = tensdo de cisalhamento na hinha adesiva

a a)’

k=033-~0,22 b +0.1 O[E] (5.10)

Sendo: a<beb=Lc¢/2

Para o ensaio, fo1 utilizado corpos de prova nas dimensdes
mostradas na figura 5.11. A cobrejunta foi construida utilizando trés
camadas de tecido de fibra de vidro.
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Fig. 5.11. Esbog¢o do Corpo de Prova Utilizado
O resultado obtido for:

Tensao de cisalhamento médio = 2,87 MPa

5.5. Caracteriza¢do das Laminas de Vidro/Epoxi

5.5.1. Determmacgdo das Propriedades Mecéanicas das Laminas de
Vidro/Epoxi

Apesar dos MPRF apresentarem propriedades mecéanicas
anisotropicas, eles podem ser tratados como materiais homogéneos
macroscopicamente, ¢ deste ponto de vista, assumimos como sendo
uniformes algumas de suas propriedades fisicas, como o peso especifico e as
fragcOes em volume de fibra e resina (matriz), v, e v_.

Partindo da hipotese que ¢é possivel desprezar-se as
imperfeigdes, tats como, vazios, impurezas, bolhas de ar, assume-se que é
valida a expressio:

v, +v, =1 (5.11)

Este procedimento simplifica o calculo destes parametros.

Na tabela 5.1 tem-se o peso especifico da resina epoxi e da
fibra de vidro, obtidos a partir de FRASCINO (1982) e JONES (1975).
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Tabela 5.1. Peso Especificos (p) dos Materniais Usados

Material |  ResinaEpoxi |  Fibrade vidro

p( KN /mB) | 11.5 25.4

Algumas propriedades das fibras e da resina epoxi utilizadas,

encontram-se¢ na tabela 5.2, ¢ as propriedades das lammas com matriz de
resina epoxi ¢ fragdes de volume v.= 0,60 ¢ v_ = 0,40, na tabela 5.3.

Tabela 5.2. Propriedades Mecanicas da Resina Epoxi e da Fibra de Vidro

Propriedade—>
Materiald

| Resina epoxa

| fibra de vidro

Tabela 5.3. Propriedades Mecanicas de Laminas de Resimma Epoxi
Reforcadas por Fibra de Vidro. v.= 0,60 ¢ v_ = 0.40.

A mmpregnacdo de um tecido ndo acompanhada da aplicac¢io de
vacuo durante a cura, pode produzir uma 1amina de espessura ndo uniforime,
mas no processo de fabricagdo, procurou-se com a aplicagdo de uma pressdo
uniforme, retirar os excessos de resina. Obteve-se com este procedimento
um bom resultado, que pode ser verificado visualmente.

Apos ensaiada a viga, foram feitos 4 corpos de prova, utilizando
o lammado da alma. Esses corpos de prova foram pesados. Os pesos das
quantidades de fibra e resina divididos pelos pesos especificos destes,
fornecem o volume dos mesmos. Em seguida, dividindo o volume de um
componente pela somatoria dos volumes dos componentes, determimamos a
fragdo de volume dos componentes em todos os casos.
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cdp peso Peso peso vol. vol.
total da da fibras | resina V., V.,
(Nx 107) | fibras resina | (cm’) | (cm’)
(Nx 10?) | (Nx 10 %)
1 16 6,3 10,0 2.5 8,7 0,22 | 0,78
2 9,7 4.3 5.4 1,7 4.7 0,26 | 0,74
3 16,8 6,3 10,5 2. 9.1 0,21 | 0,79
4 16.7 6,2 10,5 2.4 9,1 021 | 0,79

As lammas foram curadas a temperatura ambiente.

A temperatura ambiente influi na viscosidade e na densidade da
resina, o que pode alterar ligeiramente a determinac¢do das fragbes de volume
dos componentes. A umidade relativa do ar também pode alterar esses
valores, e como ndo foram controladas essas duas variavets, sera assumido,
nos calculos, o valor de 0,20 para a fragdo em volume das fibras (v,),

conforme se verifica na tabela 4.4. O fato de ndo serem considerados na
determinag¢do de v, ¢ Vv_, os vazios, as bolhas de ar e algumas unpurezas
existentes nos "laminados”, refor¢a tal procedimento que ¢ a favor da
seguranca.

No trabatho de Frascino (1982) sdo deduzidas expressdes que
permitem a obtencdo das propriedades de uma lamina em fung¢do das
propriedades, ja conhecidas, de uma lamina semelhante com fragdes de
volume diferentes desta.

Nas expressdes abaixo, o indice ¢ indica uma propriedade ou
fracdo de volume conhecida da lamina de referéncia, entdo temos:

E =RE_+(1-R)E_ (5.12)
E_=EE, /[(1-R)E, +RE_] (5.13)
v, =(1-R)v_ +Rv,, (5.14)
G,=G G, /[(1-R)G, +RG_] (5.15)
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Onde:

R = 1+"’%f v, (5.16)

Logo, como:

v =028

m v, > £ > > me 2 >

Temos;
R =033

Como o tecido das 1dmmas € formado por fibras
perpendiculares, entdo, temos:

Ell — E?.E

Utilizando as equacoes (5.12) a (5.16), ¢ os valores das tabelas

52 e 5.3, obtemos as propriedades das laminas utilizadas, que estio
mostradas na tabela 5.5.

Tabela 5.5. Propriedades Mecanicas de Laminas de Resma Epoxi
Reforcadas por Fibra de Vidro. v.=0,20e v_ = 0,80.

Os dados da tabela 5.5 referem-se as propriedades existentes
nas direcdes 1 e 2 ( principais ) das laminas, porém numa estrutura de
MPRF pode-se orientar as sucessivas camadas de laminas em diregdes
sempre distintas. Portanto, definindo-se um sistema de coordenadas global
(x-y) para a estrutura, o sistema de coordenadas (1-2) de cada lamina
formard um angulo 6 particular com o sistema global.
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Capitulo 6

FABRICACAO DO PROTOTIPO E ANALISE EXPERIMENTAL

6.1. Introdugio

Dois processos construtivos para pe¢as de formato complexo,
quando se utiliza materiais compostos, podem ser utthizados: o "co-colado™ ¢
o "colado". No processo "co-colado" os varios componentes da peca sdo
fabricados em conjunto, assim apods a cura da resina obtém-se a pega pronta.
No processo colado os varios componentes sdo fabricados 1soladamente, ¢
em seguida a pega € confeccionada colando-se 0s componentes.

Neste trabalho optou-se pelo processo "co-colado”, na
confecgdo do protétipo.

A viga construida é de sec¢do transversal na forma caixdo. Ela €
constituida basicamente de duas mesas: uma de compressdo ¢ outra de
tracdao.

Para haver transmissdo de esfor¢os cortantes verticais, de uma
mesa 4 outra, as duas sdo tomadas solidarias por meio de tensores ou
diafragmas, colocados a intervalos regulares. O conjunto € revestido de cada
lado com laminas de vidro/epoxi, soliddrias as mesas € aos tensores, com a
funcdo de resistir aos esfor¢os cortantes longitudinais. A figura 6.1 mostra a
secdo transversal desta viga.
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Espacamento
entre reforgadores = 1 m

Fig. 6.1. Secdo Transversal da Viga Ensailada

6.2. Determinacio das Dimensdes da Viga

Para obtermos as dimensdes da viga a ser ensaiada, optamos
por utilizar alguns dados relativos a um avido leve, assim:

envergadura = 8,20 m

Areadaasa=11,7 m’

Asa retangular

Peso maximo = 4,8 kN

Corda =1,426 m

Para o perfil NACA 65415 temos

h=02m

O Calculo da distribuicdo de cargas ao longo da envergadura fol
feito utilizando o método de Stender. Colocando a origem do eixo de
referéncia na ponta da asa, obtemos os valores da forga cortante € do
momento fletor, em varias secdes. Estes valores estio mostrados na tabela

0.1.
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Tabela 6.1. Dastribuicio de Cargas ao Longo da Envergadura

Se¢ao X (m) Q (N) M (N.m)
0 0 0 0
1 0,1 92,8 5,0
2 0,2 2960 24,0
3 0.4 776,0 131,0
4 0,8 19060 667,0
5 1,2 3182.0 1685.0
6 1,7 4906,0 3707,0
7 2.3 71030 7310,0
8 2.9 93920 12258.0
9 3,6 12129,0 19791,0
10 4,1 - 141070 ~ 26350,0

Utilizando o boletim n°® 29 do IPT-SP (1941), o momento fletor
e a for¢a cortante, mostrados acima, obt¢m-se as segumtes dimensdes, para a
viga caixdo com almas de contraplacado acronautico:

espessura das mesas = 4,5 cm
espessura da alma = 2 mm
espacamento entre reforgadores = 1m
espessura dos reforgadores = 1 cm

Como nio existe um método para o calculo de longanna caixao
com as almas de laminas de fibra de vidro/epoxi, construiu-s¢ a longarma
com as dimensdes obtidas para viga caixdo com alma de contraplacado
aeronautico.

6.3. Fabricac¢do da Viga

Para a confec¢do das mesas foram preparadas seis laminas de
madeira fre1jo de comprimento igual a 4m e espessura 1gual a 1,5 cm. Em
vista do comprimento das tabuas disponiveis no laboratério, serem menor
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que 4m, foi necessario fazer uma emenda para conseguir 0 comprimento
desejado. As emendas adotadas foram as biscladas, visto que ¢ uma boa
alternativa na unido de laminas, ja que resultados de ensaios indicam que as
laminas com esse tipo de emenda possuem a mesma resisténcia de laminas
continuas, FREAS (1962) apud MANTILLA, CARRASCO (1989). As
emendas biseladas dever ser feitas com um minimo de ligagdo adesiva
normal as fibras, isto é, com o minimo de inchnagdo. A mclinagdo adotado
para o bisel foi de 1: 9, pois a partir desta inclinagdo o ganho na resisténcia €
muito pouco, FREAS (1962) apud MANTILLA, CARRASCO (1989).

A fabricacdo das emendas biseladas foi realizada com a
utilizacdo de uma serra circular ¢ uma plaina, onde através de um gabarnto
consegue-se o alinhamento adequado.

ApoOs o posicionamento prévio das laminas, estas foram
coladas, prensadas até a cura do adesivo.

A cola empregada foi o Araldit ( resma epoxi ) que €
termoplastica, sendo a colagem das laminas obtida sob pressdo, durante um
tempo de aproximadamente 12 horas.

Para obter-se uma boa aderéncia € dese¢javel que a superficie a
ser colada esteja limpa e se faz necessario a aplicagdo de uma camada de
cola nas duas faces, afim de evitar a formagdo de bolhas.

Depois de construida as mesas, os reforgadores foram
colocados na posicdo prevista, sendo logo em seguida colados. Os
reforcadores sdo pecas de 1,0 x 8,0 x 11,0 cm.

O espaco livre entre as mesas e os reforgadores fo1 preenchido
com espuma de poliuretano. O processo de fabricagdo da espuma ¢ muito
simples. Faz-se a mistura dos dois componentes na proporgac de 50%, apos
alguns segundos a espuma comega a se formar. O volume da espuma
resultante é de cerca de 10 a 15 vezes o volume da mistura.

Apds a espuma ocupar o volume entre as mesas € O0S
reforcadores, ela foi cortada e lixada para ficar nivelada com a superficic
lateral.

Para a lamina¢do das almas foram utilizadas 7 camadas de
tecido de fibra de vidro, com a orientagdo [0,90/145/0,90/+45/0,90/£45/
0,901, totalizando uma espessura de 2 mm.

Antes de iniciar a laminacio, os tecidos de fibras devem estar
cortadas ¢ a superficie lateral da madeira limpa, para ser aplicada uma fina
camada de resina, ¢ a seguir os tecidos de fibra sucessivamente. Nessa
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operacdo deve-se usar um pincel para fazer a resina atravessar todos os
tecidos, afim de que a impregnag¢do seja a mais homogénea possivel. Na
impregnacdo manual, é facil de se controlar visualmente a qualidade do
processo, pois o indice de refra¢do das sucessivas camadas deve ser o mais
homogéneo possivel, provocando um aparente "desaparecimento” das fibras
na medida que estdo sendo permeadas pela resina.

Ap6s a Gltima camada de fibra, é colocada um filme de plastico
e a seguir uma placa de madeira fixada sobre as camadas de fibra, afim de
produzir um pressao uniforme para a cura.

Minutos apos ser a resina musturada ao catalisador, sua
viscosidade vai aumentando gradativamente at¢ o total endurecimento. E
conveniente entdo, prepara-la para ser usada ao longo das etapas do
processo, deixando as quantidade de resina e catalisador necessarias para
toda a operacdo de laminacio.

Com a finalidade de determinar qual dos dois tipos de resina
epoxi utilizado ( Araldit e Scuna) era mais eficiente na impregna¢do das
fibras de vidro, metade da viga possui almas fabricadas com o Araldit ¢ a
outra metade com a resina epox1 Scuna.

6.4. Ensaios Preliminares

Para as estruturas de madeira laminada colada € necessario se
conhecer as propriedades mecénicas de cada lamina. Neste trabalho ird-se
apenas determinar o modulo de elasticidade das laminas de madeira.

Ap6s a construgdo da viga, retirou-se dois corpos de prova de
dimensdes 1 x 2 x 20 cm, de cada lamina de madeira. Esses corpos de prova
foram submetidos a flexdo, afim de se obter os médulos de elasticidade.

O dispositivo de ensaio utilizado € idéntico ao da figura 54 e o
procedimento idéntico ao do item 5.3.3.

O resultado obtido encontra-se na tabela 6.2.
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Tabela 6.2. Resultados Obtidos na Determinag¢ao do Modulo de Elasticidade
das Laminas de Madeira

lamina maodulo de elasticidade médio.a tlexdo

(MPA)
1 199355
2 206745
3 200087
4 20835.8
5 203153
6 20165.6

6.5. Medida de Deformacgio

As deformacdes da viga foram medidas através de
extensdmetros elétricos posicionados em lugares pré-estabelecidos.

A seguir sera apresentado uma descricdo dos esquemas do
grupo de extensdmetros utilizados ( Rosetas ) ¢ a formulagdo para
determmacdo das deformagoes.

Foram determinadas as deformacgdes nas direges X,y € a
distor¢do ou deformacéo por cisalhamento.

6.5.1. Deformacio de um Extensometro

Na figura 6.2. ¢ mostrado um extensémetro na linha OB,
formando um angulo ¢ com o eixo x. Apods aplicagdo de um deslocamento
Ax . na direciio x, ( figura 6.2-a); a linha OA passa a ser OA' ¢ a linha OB
cresce de AL passando a ser a linha OB.
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fig.6.2. Esquema das Deformac¢des de um ExtensOmetro

A deformacao na diregdo x ¢:

A"E
g, =—
X

A deformacio medida pelo extensometro €:

AL
€, = —
Onde:
L=—" ., A, =A_cosé

COSQ |
A ” o
Tem-se: £, === cos ¢ =g_cos’ ¢ (6.1)
X

A seguir aplicamos um deslocamento na direcdo y, figura 6.2-b,
através de relagdes geométricas analogas entre € ¢ ¢, e com o angule 90 -9,

fem-se:
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e, =€, ¢0s (90— ¢)=¢ sen¢ (6.2)

Fmalmente aplica-se uma distorcdo devido a tensdo de
cisalhamento, t_, figura 6.2-c. A deformacdo na dire¢do do extensometro

devido ao alongamento A, é:

A
g, =—=
L
P |
Com, Sen ¢
A, =A_cos
Sendo: A =ytgy, =YY,

Tem-se: A, =yy,, COSO

 ¥Y,, ©0S0
- y / seng

£ =y . Send cosg (6.3)

¢

Agora, atuando simultaneamente € .,e .,y , a deformagdo do

extensOmetro sera a soma algébrica das equagdes (6.1),(6.2) e (6.3). Desta
maneira obtéme-se:

£, =€, C08 §+gsend+y senpcosd (6.4)

Escrevendo de outra maneira, temos:

€ +& & —¢ Y.
g =— 3 4~ Yeos2d+—-sen? 6.5
) 3 , ¢ 3 ¢ (6.5)

Para conhecer as deformagdes €_,e, .y, , € necessario efetuar

medidas de 3 deformagoes, € ,¢,,€,, em trés direcdes, ¢,,0, € ¢,, em relagdo

10 eixo X. Assim:
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£ +&, & —€

~COS2(, - L sen2¢,

£, = :
2 2 2
£, = ~4 ———Cc0s2¢, + —sen2¢, .
) 2 2 -2 ’
g, +E 8.8 Y
g, = ——— ~C0S2¢, + —sen2d,
2 2 2

Com as equagdes (6.0), pode-se determinar €_,e_,7 .

6.5.2. Deformac¢io em uma Roseta Trevo

Considere-se¢ a roseta da figura 6.3, formada por 3

extensometros. Os angulos de mclinacdo em relagcdo ao eixo x sido;
o, =0"; ¢, =9; ¢, =90°, substituindo na equacio (6.6), tem-se:

e  B,—E

g, = | =g,
2 2
e +€, & —¢€, Y.
g, =——— ~Cc0820 + —sen26 (6.7)
2 2 2
e, +& &€ —¢
£, = =g
] 2 2 3“

£, =€, (6.8)

- 2g,~(g, +€,)~(g,~¢,)cos 20
sen 20

{5
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Fig. 6.3. Roseta Trevo

6.6. Instrumentacdo da Viga

Para a determinacio das deformagdes ao longo da espessura da
viga, foram mstalados 20 extensometros elétricos, sendo 6 rosetas.

A linha de extensOmetros foi colada a 30 cm do centro da viga,
ponto de aplicacdo da carga, afim de evitar as perturbacdes provocadas nas
tensdes devido a regifo de aplicacdo do carregamento, segundo o principio
de Saint-Venant. MANTILLA, CARRASCO (1989) verificou através de
ensalos em vigas, que as tensdes longitudinais nio sofrem perturbacido
devido ao apoio, a partir de uma distincia de 1,5 vezes a espessura.
Também, verificou que para as tensdes de cisalhamento, n3o se aphca o
principio de Saint-Venant.

A posicdo de cada extensometro fo1 marcada cumidadosamente,
antes da colagem, na superficie que fo1 hixada ¢ limpa anteriormente. Na
figura 6.4 € mostrado a posi¢ao dos extensometros
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y(mm)
90 _ I —
65 2
: 423
_ 3 e —
= 77‘6

‘ r 10719 -

1 _ R
137112
= % i
B T [T P,
60,
| 199' 18 |
,9[}‘ () — i:

Fig. 6.4. Posi¢cdo dos Extensometros

Para a determinacdo da elastica da viga, foram utilizados 3
relogios comparadores, espagados 1gualmente.

6.7. Ensaio da Viga

Optou-se por fazer o ensaio na viga bi-apoiada. A distancia
entre apoios foi de 3 metros, ¢ a aplicagdo da carga foi no meio do vdo. A
figura 6.5 mostra o esquema do ensaio.
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" Linha de

Cilindro hidraulico extensometros

lado 1

...............
----------------------

e e B e L T
........................
............

1500 300,

| 3000

fig. 6.5. Esquema do Ensaio

A viga foi ensaiada no lado 1 e no lado 2. Foram feitos dos
ensaios para cada lado. Devido a ponte de extensometria do LAAES ter
apenas 10 canais, o ensaio foi realizado lendo as medidas de 10
extensOmetros e depois se repetiu o ensaio lendo os outros 10
extensometros.

A carga foi aplicada em intervalos de 1250 N. Apoés aplicagao
de cada intervalo de carga foram lidos os valores das deformagbes ¢ dos
deslocamentos.

No pré-carregamento se verificou que com uma carga de 10000
N comecou o aparecimento de pequenos descolamento da mterface

vidro/epoxi - madeira. Assim, o carregamento méaximo adotado for de 8750
N.

6.8. Andlise e Interpretacio dos Resultados dos Ensaios

As figuras 6.6 a 6.10 apresentam os valores médios das
deformacdes obtidas a partir das leituras dos extensometros, durante ensalo.
Foram determinadas as deformacdes Longitudinais, normais ao eixo da viga
e as distor¢des em cada ponto onde estdo colocados as rosetas.

As deformacdes longitudinais foram obtidas através da leitura
dos extensdmetros instalados paralelamente ao eixo da viga. As deformagoes
normais as fibras foram obtidas através da leitura dos extensometros
instalados normalmente ao eixo da viga As deformagdes por cisalhamento
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das deformacdes dos extensometros das rosetas
trevo. Estas deformacdes foram calculadas a partir das equagdes (6.8).

Nos eraficos das deformagdes longitudimais apresenta um valor
de pico no ponto a 15 e¢m do centro, indicando evidencias de flambagem nas
placas da alma.

As figuras 6.11 e 6.12 apresentam os valores medios dos
deslocamentos obtidos.

foram detertmunadas ztrave

£

f_-..}j

l.ado =1 —O— carga = 125 kgf
—{—carga = 250 kgf
1350 —fe—carga = 375 kgf
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~—3— carga = 625 Kkgf
850 + —=-—carga = 750 kgf
—+— carga = 875 kgt
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600 4

Posicdo Z {mm}

Deformacio Longitudinal ( E -6 )

Fig. 6.6. Diagrama Deformagéo Longitudinal - Lado 1
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Fig. 6.7. Diagrama Deformago Longitudinal - lado 2
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Fig. 6.8. Diagrama Deformac¢do Normal - Lado |
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Deformacdo Distorcio ( E -6 )
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Fig. 6.9. Diagrama Deformagdo Normal - lado 2
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Fig. 6.10. Diagrama Deformagdo de Distorgao



Deslocamento Z (min)

Deslocamento Z (inm)

Lado = 1

¢—carga = 125 kgf
[-— carga = 250 kgf

f——carga = 375 kgf
—»—carga = 500 kgf

J¥— carga = 625 kgf

F——carga = 750 kgf
carga = 875 kgf
- - = - - Alta Ordem

Posigio X (m)

Fig. 6.11. Deslocamentos - Lado 1

Lado =2

¢—carga = 125 kgf
i— carga = 250 kgf

—A—— carga = 375 kaf
—>——carga = 500 kgf
¥ —carga = 625 kgf
#—carga = 750 kgf
| carga = 875 kgf
-Alta Ordem

Fig

0.75 1,5 2
Posicdo X{m)

- 6.12. Deslocamentos - Lado 2

116



117

Para a simulacdo numerica, na determinagao dos deslocamentos,
utilizou-se o valor obtido da rigidez efetiva.

A rigidez efetiva foi obtida por regressdo linear utilizando os
valores das cargas e deslocamento do ponto central da viga. A metodologia
deste procedimento esta descrito no capitulo 5.

Os resultados obtidos foram:

Rigidez efetiva EI (N.m’)

Lado 1 194,14

Lado 2 206,19
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Capitulo 7

CONSIDERACOES GERAIS

7.1. Conclusdes

No capitulo 4 estudou-se o elemento de alta ordem utilizando
varios tipos de carregamento e condi¢des de contorno. Observou-se que para
os casos analisados foram obtidos resultados satisfatorios em termos de
engenharia.

Este estudo teve por finalidade dar credibilidade a formulagdo
quanto a predi¢do das tensdes transversais interlaminares. Pode-se concluir
que o elemento de alta ordem utilizado é de grande valia, principalmente na
analise de delaminacdo de vigas curtas, onde se obtém resultados mais
proximos dos obtidos experimentalmente.

A teoria de viga de Timoshenko fornece valores constante da
tensdo de cisalhamento ao longo da secfio transversal da viga, onde o valor
médio esta em torno de 20% acima do valor médio obtido pela teoria da
clasticidade. Pelo elemento de alta ordem obteve-se curvas parabolicas e 0s
valores médios convergiram para os valores médios da teoria da elasticidade.
Portanto, o elemento de viga de Timoshenko mostrou-se madequado para o
estudo de tensdes interlaminares.

Na analise de freqiéncias naturais observou-se¢ uma boa
concordincia entre os resultados obtidos para o elemento de viga, formulado
pela teoria de alta ordem, quando comparados aqueles obtidos para o
elemento de viga, formulado pela teoria de Timoshenko. No caso de vigas
curtas, estas freqiiéncias sdo bastante diferentes dos valores previstos pela
teoria classica de viga de Euler-Bernoulli: Portanto , para vigas curtas ( L/h
< 10 ) é aconselhavel utilizar-se a formulagdo da teoria de alta ordem ou a
teoria de Timoshenko para determinagio das freqiiéncias naturais da viga.

O elemento de viga utilizado possui sete graus de liberdade, que
foram obtidos pela expansido em série de Taylor dos deslocamentos, como
descrito no capitulo 2. Para obter-se um elemento mais “enxuto”, 1sto ¢, com
menos graus de liberdade, pode-se considerar apenas o termo constante na
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expansdo do deslocamento transversal, ja que os termos O e w', ndo

alteram significativamente a precisao dos resultados.

Pode-se observar que a matriz de rigidez do elemento de alta
ordem contém os termos de acoplamento de flexdo ¢ extensdo, o que permite
predizer as deformacdes devidas a estes acoplamentos, no caso de vigas
assimétricas. Assim, o elemento de alta ordem pode ser utilizado na predigao
de tensdes de laminados simétricos e ndo simétricos, sujeitos a qualquer tipo
de carregamento e restri¢cao de apoi0.

Na caracterizacdo da ligagdo colada foi realizado um ensaio de
cisalhamento na torcdo, que teve por finalidade observar o comportamento
na ligacdo vidro/epoxi - madeira. Nestes ensaios verificou-se a talha em
compressdo do laminado, na regiio onde ndo havia madeira. Nao fo
observado nenhum sinal de descolamento. Assim, na simulagdo numérica
pode-se supor que ndo ha deslocamento relativo nesta ligacéo.

Com a finalidade de observar a eficiéncia das duas resinas
utilizadas, metade da viga foi confeccionada utilizando as almas produzidas
com a resina Araldit e a outra metade com a resimna Scuna.

No ensaio do modelo da viga observou-se a ocorréncia de
flambagem nas almas e também o inicio de descolamento do laminado, que
utilizava a resina Araldit, com a madeira. Ndo foi observado nenhum tndicio
de descolamento na wnido do lammnado fabricado com resina Scuna. A
ocorréncia da flambagem da alma ¢ nitidamente evidenciada nos graficos da
deformac¢do normal.

O surgimento de flambagem nas almas deve-se a algumas talhas
construtivas, tais como: as fibras dos reforcadores foram colocadas normais
ao carregamento, o intervalo entre reforcadores foi muito grande ¢ o
laminado das almas apresentou defeitos como bolhas ¢ areas com excesso de
resina, o que diminui a sua resisténcia.

O modelamento matematico adotado € originalmente proposto
para placas laminadas de se¢do transversal retangular, onde conhecendo-se
as propriedades elasticas de uma lidmina, obtém-se as propriedades do
laminado. Na simulacdo, para o caso da viga caixo, se torna necessario o
conhecimento das propriedades elasticas do laminado da alma e a mudanga
da direcdo dos eixos de referéncia.

Devido ao fato da ocorréncia de flambagem nas almas, ndo for
possivel fazer comparagdes entre os resultados das deformagdes obtidas
experimentalmente ¢ a simulagdo numeérica, elementos finitos.
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O processo construtivo adotado mostrou-se pouco eficiente,
pois ndo ¢ possivel controlar a quantidade de resma empregada ¢
consequentemente ndc consegue-s¢ uma espessura  umiforme, sendo
Necessario menor espagamento entre os reforcadores.

Para obter melhor qualidade no lammado € necessario a
utilizagao de saco de vacuo para evitar a formacdo de bolhas ¢ absorvedores
para ehminar 0 excesso de resina.

O processo construtivo "co-colado" mostrou-se ser bastante
complicada ¢ sem muito controle sobre o processo de laminacdo. Para esse
tipo de longarina o processo "colado" parece ser mais eficiente.

Devido as falhas construtivas observadas, ndo pode-se concluir
sobre as vantagens deste tipo de construgdo, sendo necessario realizar outros
ensaios deste tipo viga, elimmando as falhas descritas, afim de comprovar
sua eficiéncia.

7.2. Recomendacoes

O elemento de viga formulado através da teoria de deformacao
de alta ordem pode ser utihizado no estudo de vigas paredes ¢ mistas { ago €
concreto).

A tformulag¢io de alta ordem pode ser utilizada na formulag¢do de
clementos de placas, afim de predizer as deformagdes devidas aos
acoplamentos elasticos do material, para o caso de pas de helicoptero, ¢
também no estudo dos efeitos de borda e de delamimacdo de painéis
acronauticos.

Pode-se usar o elemento formulado neste trabalho em problemas
que envolve variagdes térmicas, como por exemplo, na predicdo de tensdes
residuals devidas a cura da resina em autoclave, ¢ também, no estudo de
pameis de satélites.

Na confecgdo das almas de widro/epoxi ¢ recomendavel a
utihizacdo de saco de vacuo e absorventes afim de obter uma melhor controle
da quantidade de resina ¢ evitar a formacgdo de bolhas.
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7.3. Propostas para Trabalhos Futuros

1} Utihzar, na expansdo do deslocamento w(x,z), apenas o
termo constante e também fazer considerages com trés graus de liberdade,
isto €, eliminar os termos constante e quadratico da expansdo do
deslocamento u(x,z) ¢ manter apenas o termo constante da expansdo de
w(x,Z);

2) Utithzar a expansio descrita no item anterior para elemento
de placa;

3) Realizar ensaios de vibragdo com vigas de razdo de esbeltez
[./h < 10, afim de verificar os resultados obtidos;

4) Realizar condensacdo do termo 67, afim de obter o elemento
com dois graus de hiberdade na teona de alta ordem;

5) Usar “splines” como fun¢des de interpolagdo para ehmmar
os graus de liberdade intermediarios e manter continuidade C’.

6) Utilizar o método “colado™ na construgdo da viga caixdo e
fazer ensalos de flexio.

7) Fazer comparagdes de resisténcia em pegas produzidas pelo
método “colado” e “co-colado™.

8) Realizar ensaios de caracterizagdo do lammado de
vidro/epoxi, afim de obter as caracteristicas mecanicas € elasticas.
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Apéndice A

FORMULACAO DA TEORIA DE VIGA DE TIMOSHENKO

Nesta secdo sera apresentada a teoria de viga de Timoshenko, a
qual considera os efeitos de cisalhamento, onde tensdo de cisalhamento ¢€
suposta constante ao longo da sec¢éo transversal. Um fator de corregdo K ¢
utilizado para levar em conta a variagdo da tensdo de cisalhamento ao longo
da secdo transversal. Essa teoria € aplicada ¢m vigas curtas, porém pode ser
convenientemente estendida para estruturas de placas.

Para considerar a deformacio de cisalhamento introduz-se as
seguintes consideragoes:

i } . o
a T e § B0
L&
Fig.A.1. Representagio  Simbdlica da  Detormagio
Cisalhamento

a) Uma linha tipica, tal como a normal a linha de centro (hnha
a-b) no estado indeformado, movimenta-se somente na dire¢do vertical e

permanece vertical durante a deformagao.
b) A linha tangente a linha de centro ap6s uma rotag¢do B(x) da

origem a distor¢do de cisalhamento yyxz num ponto ao longo da hnba de

. . Co dw .
centro. Com essas consideracdes, a inclinagio total — da linha de centro,

dx
devido a deformacdo de cisalhamento e a deformagio por flexfio, pode ser

dada por:

%Ls(x) +p(x) (A1)
b4
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Onde: v (x) € a rotacdo da linha do elemento ao longo da linha
de centro devido somente a flexdo.

c) As deformagdes de cisalhamento sdo supostas serem as
mesmas em todos os pontos de uma determinada sec¢do transversal da viga.
Esse angulo B(x) usado para rotacdo do elemento ao longo da linha de
centro, € considerado para medida do angulo de cisalhamento em todos os
pontos na secdo transversal da viga. ( Essa consideracdo ¢ equivalente a
assumir cisalhamento constante sobre a face da secdo transversal, a qual ¢
fisicamente impossivel e sera corrigido mais tarde).

Com essas considera¢des, o campo de deslocamento para a
viga pode ser escrito como:

Ux = Ul(%y,2) = -2y(x) = -z (fi‘: B(x)) (A-2)

uy =up(X,y,z) =0 (A-3)

Uz = u3(X.y,z) = w(x) (A-4)

dys , .

oxx = — 74 d - _Z(W:aXX ” B:rX) (A'S)
X

1{duw & us _1 dwi iClW’ __1_ _
Sﬂ_z(az | &xj_2( . FP(x) dx)wzﬁ(?i) (A-6)

Assumindo o coeficiente de Poison v = 0, a tensdo o_ € ©
momento M podem ser expressos como segue:

. o d
oxx =E xx = -E Z Ey{ (A-T)
M= | bo,zdz= — [ E e — il (A-8)
k2 _hi? dX dX

E a for¢a de cisalhamento €:



que:

parte, pela mtrodugdo de um fator adicional k, como se segue:

da viga de Timoshenko ¢ dada por:

V= [bo,bdz = o, [bdz = c A = GAB(x)
k2 -hi2

Lembrando que:

&xz — ; B(x)

Ezg‘{?“— 15}:2
2 - 2C
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(A-9)

(A-10)

Considerando ¢ constante ao longo da secdo transversal, vem

v

oxz(X) = — = Gf (x)

A

Na realidade, a relacido mais apropriada para oy, sena:

Oxz = GB (X:Z)

(A-11)

(A-12)

Porém, tal procedimento comphica o problema, uma vez que
destrol sua natureza unidimensional. A situa¢ido pode ser melhorada, em

Gxz = KGB(x)

V(x) = kGB(xX)A

(A-13)

(A-14)

A energia potencial total para o suposto campo de deformagao

SITRAT:

Usando:;

c £ dxbdz —

hio KL T RZ

J? p(x)wdx

(A-15)
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- . d |
6. = Ee. = - Ez-¥ : o, = kGf (x)

Y . ¢
dx

| dys ,GAL_Z | I
n, = 5]’ I[d}{jdxi S ), Kpdx - | pwdx

2

i, = w_f El(ii!j dx + k(;A_[ (d q;j dx - _[ pwdx

Juntando os termos, tem-se:

T

U EI dyY kGA/(dw j
= | — d A-16
S P R v R CRR G

Desta forma, o funcional depende de duas fungbes v € w.
Efetuando uma variagdo no potencial, n , obtém-se a equagdo de Euler-

Lagrange, ou equagdo de equilibrio para o sistema.

5, LL ) e o Lo Y kAGj [@— w)dé—“i " (d‘"’ . q;)&p dx

dx dx dx dx dx

—_EpB wdx =0

Integrando por partes

Elﬂ'{awﬁ—f ; [Elﬁi“—-)awdx + kGA(dWw\u)S wl;

dx ° dx dx dx
_kGA[ S ( e )a wix [ kGA(@‘i— w)éw dx— [ p& wdx =0
0 dx\ dx v 0 dx
Ou,

[T

L d { dw | d dy dw
— | kGA ( j o wdx — “(EI ) l kGA( ) npydx +
| dx\de VTR Ow b e Bl gy dx ‘Al

] L= .

dUJ L dw . L _
5l—=0 kAG O =0 A-17
OVl * (dx w} wl, (A-17)
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Portanto, as equacdes de equilibrio sdo:

d dys dw

—| EI— |+ kGA =0 A-18

dx( d:x;]Jr (dx WJ ( )

kGA d (dw \p)»&p = () (A-19)
dx\ dx

Para El e kGA constantes, essas equagdes se reduzem a:

El iy + kAG(dw qj) =) (A-18-a)
dx’ dx

kGA(dw d“W] = p (A-19-a)
dx dx°

As condicdes de contorno em x=0, L. s30:
dr

dy _,

dx

b) Ou w ¢ prescrito, ou kGA(iW w) = )
X

a) Ou y € prescrito, ou El

Do ponto de vista fisico, essas expressdes sdo equivalentes a:
a) Ou v é especificadoou M =0 em x = 0,1
b) Ou w é especificado ou V=0em x=0,L.

Finalmente, é importante notar que, a equagdo diferencial para
w e w pode ser desacoplada, por exemplo diferenciando a equacao(A-18-a).

1Y 4 kagl S W g
dx’ dx* dx

Substituindo na equacio (A-19-a), tem-se:

d3
EIE);K - (A-20)
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Diferenciando a equacdo (A-19-a) duas vezes e resolvendo
para y"(x)

kGA[dqf d'w)_d’p
dx) dx* /) dx°

d’y 1 d?p | d*w
| d-X4

= A1
dx> kGA dx2 s

Combinando as equagdes (A-20) e (A-21), tem-se:

2 4
P 1dp+dw

¥l kCAd?. &

d*w El d?p
kGA dx?2

(A-22)

Quando KG — o« a equagdo (A-22) se reduz a equagdo de
Euler-Bernoull.

Em seguida, os efeitos de inércia sdo considerados e o
principio de Hamilton utilizado para obter as equagdes de movimento.

A energia cinética € dada por:

—h/2

T = [} [0 dxbdz

Usando as equagdes (A-2) e (A-4), tem-se:

1 ¢L ph/z por2 ; a\pz ﬁwz
TK :5.[0 Lﬂz .wgp Zz(mét_] | ( ot ) dXddeZ

1 o oy : 5WT
— 11—/ | +p Al — dx A-23
2% | P -‘*’-"’(at) : (at gk
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Onde: I = momento de inércia geométrico ¢ A= area da segdo
transversal da viga.

A equagdo (A-23) contém a energia cinética devido a inércia de
translagdo ¢ de rotagdo. A expressdo para o potencial total para esse
problema 7, ja for obtido na equagdo (A-16). Aplicando o principio de
Hamilton para obter a equacgdo de movimento do sistema, segue que:

[ (T, —=,)dt = 8[ Ldt =0 (A-24)

Combinando as equagdes (A-16), (A-23) e (A-24), tem-se:

12
5[ Lae = M{Z[p(;)()}_(gw) (B} f e
(A-25)
Os termos associados a mp ja foram  considerados

anteriormente. Considere, portanto, a variacdo dos termos associados a
energia cinética.

5 tzTKdt - J-zzJ-L[pI&p OO\ : pAﬁwé’S w] dxdt
. L otot ot Ot

Integrando por partes com relacdo at, tem-se:

E[p 1= 5y

T Lo w|j] dx—
0t

0t

_].tE jL(p | g ‘g oY+pA 8“11? o w) dtdx = [ T dt (A-20)
i1 0 a t a t tl
Supondo, por simplicidade que,

5w,y =8|

Pelo principto de Hamilton, ¢ utilizando as equagdes (A-26) e
(A-16), vem que:



132

dO'w 0 Ow i j
-p A +—1 kGA + p =0
SRPRT ox| [8}( WJ_ P
> (A-27)
—pIG \f | 0 (EI&VJ : kAG(GW w]:O
ot 0Ox O X 0X
Para valores constantes de EI e KAG
pAW—-kAG[a w '8\1}} p(x,t) =0
0X° 00X
\ (A-28)
o Tiy— E1ZY kGA(éW w}:o
ox’ 0 X

As equacOes de contorno para esse caso ja foram obtidas
anteriormente. Admitindo também que:

M :—EI—% e \@:kGAB(x)szA(aW q))
0X O X

A equagdo de movimento, equagdo (A-27), pode ser também
EXpressa por:

0 p AW — p(x,t)
C X
r (A-29)
\A aM=ph'if
0 X

Nesse caso, as condi¢cdes de contorno em x= 0,1 sdo:

Ou Vg =0 ou w ¢ especificado
Ou M =0 ou vy ¢ especificado
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Apéndice B

FORMULACAO SEGUNDO A TEORIA DA ELASTICIDADE,
PAGANO (1969).

Considere o laminado composto de m camadas ortotropicas, da

figura B-1.
¥ o g (X)
/\ /N /N /N /N N
S A T D A A )
T — . jh’z N
) _ - hi2 “X

|
! |
Figura B-1. Representagio da Notagdo a ser Utilizada.

O laminado esta num estado plano de deformagao com relagio
ao plano xy e esta simplesmente apoiado sobre as extremidades x=0 e x=L.
Pretende-se determinar as tensoes ¢ deslocamentos da chapa sujeita a uma
carga distribuida na superficie superior.

Como cada camada ¢ ortotropica, as equagdes constitutivas so
dadas por:

gx — RIIG}; T RIEG}'
e, =R,0,+R,0, (B-1)

V. = Ryt

66 "~ Xy
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Onde R, sdo os coeficientes reduzidos para o caso plano de

deformacao.

Desprezando as forcas de corpo, as equagdes de equilibrio
podem ser expressas como:

0C 4 | GGHZ_O
O X | C 7z
0o, : oG, _0
O X o7

As relacdes deformagdo-deslocamento sdo dadas por:

ou
€, =
OX
SE:@ (B_z)
Oz
- ou | OW
= Oz X

As condicoes de contorno prescritas sobre a superficie superior

e mnferior sdo:

o (x,h/2)=q(x)
(B-3)
o (x,~h/2)=1 (x,th/2)=0

e as condicoes de contorno da chapa nas extremidades sao
dadas por:

c,(0,y) =0 (L,y)=0
(B-4)

v(0,y)=v(L,y)=0
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Para identificar as laminas, ou camadas, foi introduzido um

indice, onde a camada superior corresponde a i = 1. Também foi introduzido
um sistema de coordenadas locais x,,y.,z, sobre a linha de centro da i-ésima

camada com origem em x=0. A espessura da i-€sima camada é designada
por h..

Para estabelecer continuidade de tensdo e deslocamentos na
interface entre as camadas, as condicdes abaixo devem ser satisfeitas:

GE}(X;—hi [2) = 55_'1}(5"1:}1#1 /2)

T 0(x,~h, /2) =1 (x,h,, /2)

(B-5)
ui(X;"hi /2) = ui+](x‘?hi+l /2)

v(x,~h /2)y=v_(xh._ /2)

Expressando a fun¢do de carga na forma de série de Fourier,
tem-se:

q(x) =g, senpx (B-6)
Onde, q, ¢ uma constante, ¢

n7n
p=pinp=— (B-7)

A solucdo do problema de valor de contorno descrito pelas
equagoes. (B-1) a (B-7), pode ser escrito como, PAGANO (1969):

o, =f (y)senpx

o, =—p’f(y)senpx (B-8)

¥

(1) _
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Que satisfazem as equagdes de equilibrio. Usando as equagoes
(B-1), (B-2) e (B-8) , obteém-se a seguinte equagdo diferencial em fungéo de

£.(y).

RO (y) - (R +2RY)p’f/(y) + Ryp* i (y) =0

(B-9)

A solucio desta equagio ¢ dada por, PAGANO (1969):

f;(y) — ZAJ&' exp(mjiyi)

Onde A, sdo constantes, desde que os msdo todos distintos

( para um dado 1). Os varios m; sdo dados por:

m“} [a. +b ] :

o~ ip 1 1

m,, C.

mgi [a - b ] )
"3 e ip : 2

mziJ ¢

Onde:

¢, =2RY

As propriedades do
anteriormente sao tais que:

a>b e a > 4R%YR')

(i=12,...,m) (B-10)

(B-11)

(B-12)

considerado

material composto

Consequentemente, os m; sdo todos reais ¢ distintos ¢ os

coeficientes A sdo todos reais. As componentes da tensao tomam a forma:



4
O f{l} = sen pXZ Ajimii exp(m_iiyl' )
=1

4
G,  =—p senpx) A, exp(m,y,)
i=1

-

4
T;) = "pCGSpXZ Ajimii exp(mjiyi)
i1 ‘
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(B-13)

As expressdes para as componentes de deslocamento sao:

cospx

s [ RO
1 -2
v, =senpx) A | Rim, ——*p
j=1

J
\ i

\

J

A, (RDp’ ~Rim; Jexp(m,y,)

(B-14)

exp(m_y,)

Satisfazendo as condigdes de contorno permanentes (B-3) e as

condi¢oes de continuidade da interface (B-5), conduz para um sistema de
4m simultaneas equagOes para as 4m constantes A ;. Os campos de tenséo e

deslocamento sdo dados pelas equacdes (B-13) ¢ (B-14). Caso acontega que
b. na equagio (B-12) seja zero para uma determinada camada, o que ocorre

para material isotropico ou transversalmente isotropico no plano xy, a
expresdo para f.(y) dada pela equaclo (B-10) ndo ¢ vahda. Neste caso,

temos:

f(y)=(A,+A,y, )exp(m,y,)

(A3i A-’iiyi ) exp( —miiYi)

(B-15)

Onde, m, ¢ dado pela equacdo (B-,;) com b.=0. As tensOes séo

como definidas na equacdo (B-8), enquanfo os deslocamentos tomam a

forma:




141

u. = _Riii}fi (y) + REIE)pEf‘I(Y)

o

COSPX

(B-16)

v, =| RO (y) +RY [ f(y)dy [senpx

Onde a mtegral na equacdo acima representa a integracio
indefinida da equagdo (B-15).
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Apéndice C

SOLUCAO SEGUNDO A TEORIA CPT, JONES (1975)

A teoria classica de placas laminadas (CPT) ¢ baseada nas
segumtes hipoteses:

a) Deslocamento linear através da espessura da placa;

b) Deformacio de cisalhamento ¢ desprezada ( normal
permanece normal );

¢) Consideracdo de estado plano de tensOes nas relacOes
constitutivas.

Para o caso de laminados sujeitos a flexdo cilindrica, as
equacOes governativas do CPT reduzem a:

Au,, —Bw, =0

(C-1)

Dw, —-Bu, =q

FNNNK

Onde w ¢ a deflexdo da placa e u, € o deslocamento no plano
central na direcio x. Tem-se, tambem:

(A,B.D)=["Q,(1,2,2’)dz (C-2)

Fazendo q = q, senpx, encontra-se que,

Bq,
U, = ——, COSpX

Fp

(C-3)

Aqn |
W= _—_-Senpx

Fp
Onde

F=AD-B’ (C-4)
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Logo, somente a componente de deformagdo £ nfo sera zero,
¢ ¢ dada por:

_(Az-B)
5% Fpg

€. =u,, —ZW {q, Sen pX (C-3)

0 >x

Das relagdes constitutivas das camadas pode-se determinar as
tensdes no plano.

(1) _
Gii) — qie}Qn (Azz B) senpx
(C-6)
(1) .
o = B (Af B) cen DX
i3 Fp

De acordo com as consideragdes empregadas no CPT, as
componentes de tensdo o e t_, como determinada da relagdo constitutiva,
sera zero, dessa forma foi computada aquelas tensdes usando as equagodes
de equilibrio.

Assim, tem-se:

| (1) A
1 = o “( ZE~B2+HiJcospx

Fp \ 2
(C-7)
(i
G = qﬂ}?“ (? zZ' -~ %zz + H.z + Li]senpx

Onde H. ¢ L. sdo constantes a ser determinadas com as
condi¢des de contorno para 6, ¢ t_ sobre z=+h/2 e as condi¢bes de

continuidade de tensfo na interface. Apesar de existir 2(m+1) condigdes de
contorno e de continuidade de interface para o, ¢ 1, somente 2m daquelas

sdo independentes devido as aproximacdes empregadas no CPT. Assim
aquelas condi¢des permitem a computacdo das 2m constantes H. e L.
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Apéndice D

MATRIZ DE RIGIDEZ E MASSA PARA ELEMENTO DE ALTA
ORDEM
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