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Resumo

A Confiabilidade é um ramo da Estatistica que visa descrever via inferéncia a dis-
tribuicao do tempo de falha de objetos de interesse. T'écnicas convencionais sao voltadas
para a ocorréncia de falhas ao longo do tempo. Contudo, para determinadas situagoes
nas quais a ocorréncia de falhas é pequena ou quase nula, a estimagao das quantidades
que descrevem os tempos de falha fica comprometida. Dessa forma foram desenvolvidos
os modelos de degradagao, que possuem como dado experimental nao a falha, mas sim
alguma caracteristica mensuravel a ela atrelada, a qual quando monitorada torna pos-
sivel melhorias significativas nas estimativas das quantidades de interesse. Modelos de
degradagao tém sido amplamente aplicados e estudados sob a perspectiva da estatistica
classica, todavia dificuldades computacionais e ma especificacoes relativas a suposigoes
dos modelos passaram a tornar interessante uma obordagem pelo enfoque da estatis-
tica bayesiana. Isso se deve ao fato de que os métodos computacionais implementados
na abordagem bayesiana ja permitem acomodar um nimero maior de distribuigoes de
probabilidade, e dessa forma torna-se menos susceptivel a problemas de ma especifi-
cacao. Neste texto evidencia-se que mesmo sob ma especificagdo o enfoque bayesiano
pode apresentar bons resultados. O que se propoe neste texto é apontar alguns erros
metodologicos que vém sendo cometidos no uso da inferéncia bayesiana e apresentar
uma proposta de andlise, comparando-a com as abordagens por inferéncia bayesiana
existentes na literatura em Modelos de Degradacao. Uma base de dados de emissores
de laser e outra de rodas de trem ilustram a aplicacdo da metodologia proposta neste
texto. Os resultados apresentados permitem levantar a confiabilidade dos objetos estu-

dados e de objetos futuros, fora do escopo da amostra.

Palavras-chave: Modelos de Degradacao, Inferéncia Bayesiana, Distribuigdo Preditiva



Abstract

Reliability is a branch of Statistical inference which seeks to describe the route failure
time distribution of objects of interest. The conventional techniques are geared towards
the occurrence of failures over time. However, for certain situations in which the oc-
currence of failures is small or almost zero, the estimation of quantities that describe
the failure time is compromised. Thus, degradation models were developed, which the
experiemtal data are not failures, but some measurable characteristic linked to them,
which when monitored make possible significant improvements in estimates of quanti-
ties of interest. The degradation models have been widely applied and studied from
the perspective of classical statistics, however, computational difficulties and misspec-
ifications of the assumptions of the models, have turned interesting the approach by a
focus on bayesian statistics. This is due to the fact that the computational methods
implemented in the bayesian approach already allowed accommodate a larger number of
probability distributions, thus become less susceptible to problems of misspecification.
This text shows that even under misspecification the Bayesian approach can produce
good results. The proposal in this paper is to point out some methodological errors
that have been committed in the use of bayesian inference and present a proposal for
anallyzing degradation paths, comparing it to the approaches for bayesian inference in
the literature on degradation models. A database of laser emitters and another of train
wheels illustrate the application of the methodology proposed in this text. The results
allow to raise the reliability of the studied objects and future objects outside the scope

of the sample.

Keywords: Degradation Models, Bayesian Inference, Predictive Distribution
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Situacoes Praticas Motivadoras

1.1.1 Dados de Desgaste de Rodas de Trem

Utilizaremos os dados de desgaste de rodas de trens discutidos inicialmente em
Freitas et al. (2009) como uma das motivagoes praticas do trabalho. Trata-se de um
subconjunto de um banco de dados maior, referente a um estudo conduzido por uma em-
presa do setor ferroviario. O banco de dados completo inclui, entre outras informagoes,
as medidas de didmetros de rodas tomadas em 13 igualmente espagados tempos de
inspecao: tg = 0km,t; = 50.000Km, ..., t13 = 600.00Km. Estas medidas foram regis-
tradas para 14 trens, cada um composto por quatro carros (vagoes), sendo um motor
(MA) e trés reboques (R1,R2,R3). Os carros reboque nao possuem tragao propria.
Cada vagao em um dado trem, possui dois truques, cada truque com dois eixos, cada
eixo com duas rodas, totalizando assim oito rodas por carro (vagao); trinta e duas por
trem. A Figura 1.1 apresenta o croqui para o vagao motor.

No estudo preliminar foram selecionados aleatoriamente quatorze (14) trens dos

vinte e cinco (25) em operagdo. Para estes quatorze (14) trens foi dada énfase aos
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Truque Trugque
( Vagio
Roda MA12 Roda MA22 Roda MA32 Roda MA42
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Figura 1.1: Croqui - vista principal inferior de um vagao motor.

dados dos vagdes motor uma vez que caracteristicas do modo de operacao dos mesmos
acelera o desgaste as rodas. Portanto os dados disponibilizados foram os de desgaste das
rodas desse vagao (isto é, ao todo quatorze (14) vagdes motor). O objetivo do estudo
era a caracterizacao da confiabilidade das rodas através da obtencao da distribuicao do
tempo até a falha e a obtencdo das estimativas de quilometragem média até a falha,
dos quantis da distribui¢do do tempo de falha e da confiabilidade em 300.000 Km. As
rodas estudadas sdo de ago forjado e laminado e cada uma possui um didmetro inicial de
966 mm. A equipe de engenharia determinou que a reducao critica de didmetro ocorre
quando este atinge 889 mm, ocasiao em que a roda deve ser substituida. Portanto, ao
final do acompanhamento, obtiveram-se 14 medidas de didmetro para cada uma das
oito posigdes de rodas do vagao motor (MA1l, MA12, MA21, MA22, MA31, MA32,
MA41, MA42). Freitas et al. (2009) analisaram os dados das quatorze (14) rodas MA11

apenas e para tal, utilizaram como informagao, o desgaste das rodas, dado por:

Yi; = 966mm — Diam;j, (i =1,2,...14;5 =1,2,...13)

em que Y;; & a variavel aleatoria que define o desgaste da i-ésima roda no j-ésimo tempo
(quilometragem) de medigao.
A Figura 1.2 apresenta os perfis para as rodas MA11. O limiar critico de degradacéao

Dy (“Failure Threshold ”) é dado por:
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Figura 1.2: Perfis de desgaste - rodas MA11.

Dy = 966mm — Diamertico = 966mm — 889mm = 77mm

Portanto, considera-se que a “falha” de uma determinada roda ocorreu quando o
desgaste atinge este limiar critico. Observe que os pefis sdo lineares e que para esta

posi¢ao 3 unidades (21,4%) atingem o limiar critico durante o periodo de observagao.

Freitas et al. (2009) utilizaram os dados de degradacao das rodas MA11 e modelos
de degradagao cujos pardmetros foram estimados com base em inferéncia classica (em
particular, maxima verossimilhanga) para obter a distribuigdo do tempo até falha das
rodas MA11, bem como estimativas de quantis, da quilometragem média até a falha, e
da confiabilidade em 300.000 Km. Neste trabalho, os dados das rodas MA11 serédo re-
analisados bem como os dados das rodas em outras posigoes, utilizando uma abordagem
baseada em inferéncia bayesiana. Os resultados s@o comparados com aqueles obtidos
por Freitas et al. (2010), um outro texto no qual o autor utilizou estatistica bayesiana

para estimar as quantidades de interesse para esta mesma base de dados.
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1.1.2 Dados de Corrente de Operacao de Emissores de Laser

Hamada (2005) apresentou dados para quinze (15) lasers, acompanhados por 4000
horas de operagao. Foi registrado para cada um, a cada 250 h, o percentual de aumento
na corrente de operagao (calculado em relagao a corrente nominal de operagao isto ¢,
aquela do inicio do ensaio). Esta informagao é importante visto que a luz dos lasers
se degrada ao longo do tempo se a corrente de operagdo é mantida constante. Conse-
qliientemente, para que seja gerada uma saida de luz constante, a corrente de operagao
precisa ser aumentada ao longo do tempo. Portanto a medida de degradacgao neste caso
é o percentual de aumento na corrente de operacao. A “falha” do laser é estabelecida
para o momento no qual o percentual de aumento na corrente excede 10%. Em outras
palavras, no limiar Dy = 10% considera-se que o laser falhou, embora ainda esteja em
operagao.

A Figura 1.3 apresenta o grafico dos perfis de degradacao para cada uma das 15
unidades emissoras de laser (os dados estao disponiveis na pagina http://www.stat.lanl.
gob/staff/MHamada/degradation data.htm). Por exemplo, para a 10* Unidade, cuja
degradagao é a mais rapida, os dados sao (0,0000; 0,4136; 1,4880;2,3810; 2,9950; 3,8350;
4,5010; 5,2510; 6,2560; 7,0510; 7,8030; 8,3210; 8,9300; 9,5540; 10,4500; 11,2800; 12,2100).

Note que os perfis sdo lineares e que 3 das 15 unidades (20%) (atingiram o limiar
critico D¢ durante o periodo de coleta de dados). O objetivo aqui também ¢ a obtencao
da distribuicdo do tempo até a falha dos lasers bem como outras caracteristicas tais
como o nimero médio de horas até a falha e quantis da distribuigao.

O autor utilizou abordagem baseada em inferéncia bayesiana para analise dos da-
dos e obteve entre outras informacgoes, a distribuicdo a posteriori do quantil 0,1 da
distribui¢ao do tempo até a falha (isto é , o tempo até o qual 10% das falhas ja terao
ocorrido). Neste trabalho os dados dos lasers serao re-analisados utilizando também

uma abordagem com base em inferéncia bayesiana. A motivagao para a re-analise re-
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Perfis de Degradacgédo - Laser
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Figura 1.3: Perfil de degradagao das unidades emissoras laser.

side no fato de termos identificado uma inconsisténcia no procedimento utilizado por

Hamada (2005). As inconsisténcias serao discutidas nos Capitulo 3 e 4.

1.2 Literatura

Grande parte da literatura em Confiabilidade faz o uso de dados de tempo de falha
(ou tempo de vida) em estudos nos quais o objetivo ¢ a caracterizagao da confiabilidade
de produtos. Esses dados sdo oriundos de ensaios de vida, nos quais a medida obser-
vada é o tempo de falha (neste texto, os termos “tempo de vida”, “tempo de falha” e
“tempo até a falha”, serao utilizados indiscriminadamente). Todavia, para produtos que
possuem um alto grau de confiabilidade, tais como componentes eletrénicos modernos,
é comum encontrar-se diante de uma situagdo na qual, ao final do ensaio, poucas ou
até mesmo nenhuma falha é observada, resultando em um alto indice de censuras. Em

casos como estes, em geral, os custos de realizacao dos ensaios sao elevados e os mesmos
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acabam nao fornecendo informagoes suficientes para a inferéncia estatistica. Em algu-
mas situagoes é possivel implementar testes acelerados (ver Nelson, 1990), mas, mesmo
nestes casos, o indice de censuras resultante pode ser elevado. Dados com esta na-
tureza (alto indice de censuras) fornecem pouca informagao a respeito da propor¢ao de

produtos que conseguem, por exemplo, operar além do periodo de garantia estipulado.

Por esta razao, a literatura especifica na area de confiabilidade tem dado maior én-
fase & utilizagao de dados de degradagao como uma alternativa aos dados de tempo até
a falha. Alguns exemplos importantes sao os trabalhos de (Lu e Meeker, 1993; Tseng
et al., 1995; Lu et al., 1996; Chiao e Hamada, 1996, 2000; Robinson e Crowder, 2000;
Oliveira e Colosimo, 2004; Hamada, 2005). Nos testes de degradagao, a variavel obser-
vada nao é o tempo de falha, mas uma medida de degradacao de alguma caracteristica
de qualidade do produto de interesse, tomada ao longo do tempo. Esta medida deve es-
tar diretamente relacionada & falha. Além disso, a prépria defini¢do da falha deve estar
associada & algum nivel critico pré-especificado (limiar de falha ou “failure threshold”)
da medida de degradacao. A justificativa para a utilizacao desse tipo de abordagem
reside no fato de que muitas falhas sdo o resultado de um mecanismo de degradagéo em
atuacao para o qual existem caracteristicas que se degradam com o tempo. Do ponto
de vista da engenharia, alguns mecanismos de degradacao comuns incluem fadiga, trin-
cas, corrosao e oxidacgao. Para conduzir um teste (ensaio) de degradagao, é necessario
pré-especificar um limiar critico de degradacao (limiar de falha ou “failure threshold”),
obter medidas da degradagao em tempos pré-fixados e distintos e definir que a falha
ocorre quando a quantidade de degradacao para uma unidade sob teste excede aquele
nivel critico. A principal vantagem da utilizacdo de dados de degradacao sobre os dados
de tempos de falha (oriundos de testes de vida) é que a analise pode ser feita de maneira
satisfatoria, ainda que nenhuma falha tenha ocorrido, isto é, mesmo que nenhum dos
perfis das unidades sob observacao tenha atingido o limiar considerado ‘“falha” durante

o periodo de estudo.
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A analise de dados de degradagao, assim como dos dados de tempo de falha, tem
como objetivo estimar a distribuicao do tempo até a falha ou caracteristicas da mesma,
tais como o p-ésimo quantil (¢,), o tempo médio até a falha, ou a funcao de confiabilidade
R(t) por exemplo. Existem referéncias importantes abordando a utilizagdo de dados
de degradagao para estimar a confiabilidade. Gertsbackh e Kordonskiy (1969) por
exemplo, discutiram o problema de degradacgdao sob o ponto de vista da engenharia.
Os autores apresentaram a distribuigdo de Bernstein, a qual descreve a distribuigao
do tempo até a falha para um modelo linear simples (uma reta) com intercepto e
inclinagdo ambos aleatorios. Nelson (1981) discutiu uma situagdo especial na qual
a medida de degradagao é destrutiva (somente uma medida pode ser feita em cada
item). (Nelson, 1990, Capitulo 11) revisou a literatura relacionada ao tema, pesquisou
aplicagoes, descreveu idéias basicas e utilizando um exemplo especifico, mostrou como

analisar um certo tipo de dados de degradagao.

Na literatura duas abordagens basicas para modelagem e anélise de dados de degrada-
¢do podem ser encontradas. A primeira assume que a degradagdo é um processo
aleatorio no tempo. Dentro dessa linha, Doksum (1991) utilizou um processo de Wiener
para analisar dados de degradagao. Tang e Chang (1995) modelaram dados oriundos
de ensaios de degradacao acelerados nao destrutivos como uma colecao de processos
estocasticos. Whitmore e Schenkelberg (1997) modelaram o processo de degradagao

como um processo de difusdo de Wiener.

Uma abordagem alternativa é considerar modelos estatisticos mais gerais. Nestes
modelos a degradacao é modelada por uma fun¢éo do tempo e possivelmente algumas
variaveis aleatoérias multidimensionais. Esses modelos sao denominados modelos gerais
de perfis de degradagao (“general degradation path models”). A anélise de dados de
degradacao por essa abordagem é implementada em duas etapas. A primeira consiste na
construgao de um modelo nao linear (ou linear) misto que explique o perfil de degradacao

ao longo do tempo e a estimacao dos pardmetros desconhecidos deste modelo. A segunda
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etapa consiste em utilizar estas estimativas dos pardmetros para estimar a distribuicao

do tempo até a falha e outras caracteristicas de interesse.

Em geral a analise é implementada em duas etapas. E importante ressaltar que da-
dos de degradacao possuem caracteristicas de dados longitudinais (Fitzmaurice et al.,
2004). Portanto, a primeira etapa da analise é na realidade uma analise de dados lon-
gitudinais com resposta continua, implementada através de um modelo nao linear (ou
linear) misto. A utilizagdo de um modelo misto, isto é, que incorpora em sua forma
funcional tanto efeitos aleatérios quanto fixos, pode, por sua vez, ser vista como uma
modelagem em dois estagios, no qual primeiramente parametros nao observaveis (os
efeitos aleatorios) sao amostrados de uma distribui¢ao que por si s6, possui parametros
(fixos) desconhecidos. Em seguida (2°. Estagio) os dados observados no ensaio sao con-
siderados como sendo amostras (realizagoes) de distribui¢oes Normais independentes,
cujas médias sdo fungdes lineares (ou nao lineares) destes efeitos aleatorios e, possivel-
mente, de outros parametros populacionais (efeitos fixos). Uma vez que uma familia
paramétrica para os efeitos aleatérios é escolhida é preciso estimar os pardmetros fixos
do modelo, quais sejam os pardmetros que indexam a distribui¢ao dos efeitos aleatorios
e outros parametros fixos que fazem parte da forma funcional do perfil de degradagao.
E, justamente, neste ponto da primeira etapa de analise dos dados de degradacao que

surgem algumas dificuldades, as quais serao elucidadas mais adiante, na Secao 1.3.

De posse das estimativas dos paradmetros do modelo, a segunda etapa da analise dos
dados de degradagao consiste em estimar a distribui¢ao do tempo até a falha Fp(¢).
Quando o modelo de degradacao nao é suficientemente simples para que se obtenha
uma forma fechada para a distribuicao do tempo de falha entao uma estimativa pode

ser obtida através de simulagdo de Monte Carlo.

Métodos de estimacao baseados em inferéncia classica podem ser empregados para
obter estimativas dos parametros desconhecidos nos modelos de degradacao e, a partir

delas, estimar a distribuicao do tempo de falha.



9 1.2. Literatura

Lu e Meeker (1993) desenvolveram métodos estatisticos utilizando dados de degrada-
¢ao para estimar a distribuigcao do tempo até a falha para uma classe ampla de modelos
de degradagao. Os autores consideraram um modelo nao linear misto (“NLME - Non-
linear Mized- Effects Model”) e propuseram um método de estimagao em dois estagios
para obter estimadores pontuais e intervalos de confianca para percentis da distribuicao
do tempo até a falha. O procedimento foi ilustrado com dados de evolugao de trincas
em ensaios de fadiga. Yacout et al. (1996) utilizaram o procedimento proposto por
Lu e Meeker (1993) em dados de degradagao de elementos de combustivel. Lu et al.
(1996) estenderam o modelo de degradagao e sugeriram métodos de estimagao basea-
dos na verossimilhanga, entretanto, estes nao sao adequados para todos os tipos de
dados de degradacdo. Lu et al. (1997) propuseram um modelo com coeficientes de
regressao aleatorios e uma fungao para o desvio padrao, para analisar dados de semi-
condutores com perfis lineares de degradagao. Su et al. (1999) consideraram um modelo
de degradacgao com coeficientes e tamanho de amostra aleatérios e utilizaram méaxima
verossimilhanca para estimacao dos pardmetros. Os métodos foram aplicados em um
conjunto de dados de semicondutores. Wu e Shao (1999) estudaram as propriedades
assintoticas dos estimadores de minimos quadrados (ponderados) do modelo NLME.
Os autores utilizaram estas propriedades para obtencao de estimativas pontuais e inter-
valos de confianga aproximados para percentis da distribui¢do do tempo de falha. Os
métodos propostos foram ilustrados com dados de comprimento de trincas em metais
submetidos a ensaios de fadiga. Uma boa referéncia em modelos gerais de perfis de
degradagao é (Meeker e Escobar, 1998, Capitulos 13 e 21). Wu e Shao (2000) apre-
sentaram um método de estimagao ponderado com base em conjuntos nebulosos para
modificar o procedimento em dois estagios proposto por Lu e Meeker (1993). O método
proposto e o de dois estagios de Lu e Meeker (1993) foram ambos utilizados no banco

de dados apresentado no trabalho de Wu e Shao (1999).

Finalmente, outros trabalhos importantes sdo os de Crk (2000), Jiang e Zhang
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(2002) e Oliveira e Colosimo (2004). Neste ultimo os autores compararam os trés
métodos propostos por Meeker e Escobar (1998) (analitico, aproximado e numérico)
aplicando cada um deles a um conjunto de dados de desgaste de bandas de rodagem de

pneus automotivos.

Dentre alguns métodos disponiveis na literatura estao o método analitico, numérico e
o método aproximado (Meeker e Escobar, 1998, Capitulos 13 e 21) e todos baseiam-se em
estimagdo por maxima verossimilhanga ou minimos quadrados. Os métodos analitico e
aproximado aplicam-se melhor a situagoes nas quais o modelo de degradacao é simples
(por exemplo uma reta) com poucos parametros aleatorios. Ja o método numérico é
mais abrangente e permite utilizar modelos mais complexos (nao lineares por exemplo)
com pardmetros fixos e aleatérios. A grande dificuldade da abordagem por inferéncia
classica reside justamente na primeira etapa da analise dos dados, ou seja, na estimacao

dos parametros do modelo. Esta questao sera melhor apresentada na proxima Segao.

1.3 O Modelo Geral de Degradacao e o Problema da Esti-

macgao dos Parametros

Em um ensaio de degradagao, uma amostra de n unidades é colocada sob teste.
Para cada uma delas observa-se ao longo do tempo uma caracteristica relacionada
ao mecanismo de falha de interesse. Em outras palavras, observa-se a “degradagao”
desta unidade, através das medidas desta caracteristica tomadas ao longo do tempo. A
abordagem geral consiste em modelar os perfis de degradagao das unidades individuais
utilizando a mesma forma funcional e as diferencas entre as unidades amostrais sao
explicadas através da incorporacdo de efeitos aleatorios no modelo. Assim, para a

i-ésima unidade, a verdadeira degradacao no tempo t é dada por:
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Yie = D(t; a; i) (1.1)

em que D(t; «; ;) assume uma forma funcional que depende de parametros (cuja na-

~
~

tureza serd explicitada mais adiante). Para uma dada unidade ¢, a falha ocorre quando
a degradacgao atinge o limiar pré-especificado Dy. Assim o tempo de falha da i-ésima

unidade é o tempo T; no qual:

Yir = Dy = D(Tj; o B;) (1.2)

Entretanto, os dados observados nos ensaios de degradagao para uma dada unidade
i s@o na verdade amostras do seu verdadeiro perfil (dado por (1.1)), obtidas em m;
tempos pré-especificados t;; (j = 1,2,...,m;). Como estas medidas estdo sujeitas a

erros, a verdadeira degradagao no tempo t;; (isto é, D(t;j) ) é observada com erro &;;.

Portanto, o modelo geral de degradacao é dado por:
Yij = D(tij; o Bi) + €45 (1.3)

em que Y;; é a variavel aleatoria que representa a j-ésima medida para a i-ésima unidade;
D(t;; o B;) € o real perfil de degradagao da unidade i em um tempo pré-especificado
tiy (1 =12,...,n;5 = 1,2,...,my); o = (aq,00, ... ,c)t & um vetor de efeitos fixos
que descreve as caracteristicas da populagdo (este se mantém constante para todas
as unidades); 3; = (Bi1,Bi2,--.,Bip)" € um vetor de efeitos aleatérios associado & i-
ésima unidade, representando caracteristicas individuais de cada unidade (por exemplo,
variagoes em propriedades da materia prima, no processo de producao, nas dimensoes

do componente, etc.) e g;; € o erro aleatorio (da medida) associado a i-ésima unidade

no tempo t;;.
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A forma funcional de D(t;;; a; B;) pode ser baseada em analise empirica dos perfis
de degradagao dos processos sob estudo, mas sempre que possivel deve ser baseada
em algum fenémeno fisico-quimico associado & ele. Assume-se, em geral, que os &;;’s
(1t =12,...,n;5 = 1,2,...,m;) s@o independentes e identicamente distribuidos (7id),

seguindo uma distribui¢io Normal com média zero (0) e variancia desconhecida o?2.

2

2 varia com o tempo ou o nivel de degradagao

Entretanto, ha trabalhos nos quais o
(Lu et al., 1997; Wakefield et al., 1994). Se o processo de medi¢ao induz uma correlagao
serial entre os erros, entao uma forma de covaridncia estruturada pode ser adotada.
Neste trabalho sera adotado o modelo geral (1.3) com erros iid N(0,02).

Os Bi’s (i = 1,2,...,n) sao independentes, com distribui¢ao Amg(ﬂ]g), que depende
de um vetor de parametros (fixos) desconhecidos 0 = (01,02, .. .N,Hq)t. O parametro ¢
também precisa ser estimado a partir dos dados de degradagao. Além disso, {f;} e
{ei;j} s@o, por suposicao, independentes para todo i e j. Assume-se também que y e t
estdao em escalas transformadas, caso necessario. Por exemplo, Y e ¢ podem estar em
escala logaritmica.

A proporgao de falhas no tempo t é equivalente & proporcao de perfis de degradagao

que excedem o limiar critico Dy até o tempo t. Portanto, é possivel definir a distribuicao

do tempo de falha T" para o modelo (1.1) como sendo

Fria,p,0(tl,5,0) = Fria,p,0 (t|o;

~

0(510); Dy; D) = P(T < t|e,3,0) =
> Df|0£,ﬁ,0]

quando as medidas de degradacao sao decrescentes com o tempo.
Para que se possa estimar, por exemplo, os quantis da distribuicao do tempo de falha

T com base neste modelo de degradacao, é necessario estimar « (o vetor de efeitos fixos)
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e Q = (01,02, . .. ,Gq)t o vetor de parametros, também fixos, da distribuicao dos efeitos
aleatorios Agjo(5]0).

Para perfis cujos modelos assumem formas funcionais simples, uma vez que Ag|q (3| Q )
¢ conhecida, a distribuicao FT‘a,ﬁ’g(t]ch,ﬁ,g) pode ser expressa, em geral, en: forma
fechada. Entretanto, em muitos casos, isto nao é possivel. Quando a forma fun-
cional de D(t;;; a; B;) é nao linear e o modelo tem mais de um parametro aleatorio
(ou seja, quando o vetor de pardmetros (3; tem dimensao k > 1), a especificacao de
FT|O¢”379(75]%,B,Q) torna-se complicada. Em casos como este essa avaliacao é feita de
forma numeérica. De maneira mais geral, é possivel obter numericamente a distribuigao
de T para quaisquer a, Ag|g (ﬁ|g), Dy e D especificados, utilizando simulacao de Monte
Carlo. Todavia, esse procedimento s6 pode ser implementado se o vetor de parametros
fixos o e o vetor de pardmetros ¢ (fixo) da distribuicao dos efeitos aleatérios Agjg (5] g)

puderem ser estimados. Portanto, mesmo para uma dada distribuigao AB|9(B|9) o}

problema continua sendo a estimacao de o e 0 = (91, Bt

Este problema tem sido tratado na literatura. Lu e Meeker (1993) trabalhararam no
problema de estimacao de pardmetros e propuseram o método de dois estagios para o
caso no qual o vetor de efeitos aleatorios 3, ou alguma reparametrizacao apropriada do
mesmo, segue uma distribuicdo Normal Multivariada (NM) com média pg e matriz de
varidncia-covariancia ¥3. Em outras palavras, neste caso, Amg(ﬁ\g) = Ag(ug,Xp) =
Np(pg,Xp5). Como a estimagdo por maxima Verossimilhang; dos parametros da dis-
tribuicao dos efeitos aleatorios pg e Xg €, em geral, algebricamente complicada e
computacionalmente intensiva quando estes aparecem de forma nao linear no modelo
postulado para o perfil, os autores propuseram este método de dois estagios como
uma alternativa aos métodos computacionalmente intensivos. Estudos por simulagao
mostraram que os resultados obtidos pelo método de dois estdgios eram comparaveis

aos dos métodos computacionalmente intensivos.

Posteriormente, Pinheiro e Bates (1995) utilizaram o método desenvolvido por Lind-
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strom e Bates (1990) para dados com medidas repetidas para obter uma estimativa
de maxima verossimilhanga aproximada dos pardmetros ug, Xg e ‘752 em modelos de
degradacdo com suposicdo de normalidade dos efeitos aleatorios. As funcoes LME
(“linear mized-effects models”) e NLME (“nonlinear mized effects models”) escritas na
linguagem S-PLUS |, foram desenvolvidas para este objetivo (Pinheiro e Bates, 2000).
Em outras palavras, estas fungoes foram desenvolvidas para o caso especifico de modelos

cujos efeitos aleatérios seguem uma distribuicdo Normal Multivariada.

Meeker e Escobar (1998) apresentam trés métodos para analise de dados de degrada-
¢ao: o método analitico, aproximado e o numérico. Eles serao brevemente apresentados
no préoximo Capitulo. O método analitico é na verdade utilizado como uma forma de
obter a distribuicao do tempo de falha a partir do conhecimento da distribuicao dos
efeitos aleatorios do modelo. Utilizando a forma funcional proposta para o verdadeiro
perfil de degradacao e o limiar critico que define a falha, a relagao entre o tempo de falha
e os efeitos aleatérios é obtida. Assim, supondo que se conhece a distribuicéo dos efeitos
aleatorios chega-se analiticamente a distribuigao do tempo até a falha Fp(t) através de
transformacao de variaveis. Em geral, os parametros da distribui¢ao de Frp(t) podem
ser escritos como fungoes do limiar critico Dy e dos parametros da distribuicao dos
efeitos aleatorios. Entretanto, este procedimento torna-se razoavelmente complicado
para formas funcionais mais complexas e nem sempre é possivel chegar a uma forma
fechada para a distribuicdo do tempo de falha. Além disso, mesmo que uma forma
fechada seja encontrada e se obtenha a relacao existente entre seus parametros e os da
distribuicao dos efeitos aleatérios, ainda é preciso estimar tais parametros a partir dos

dados de degradacao.

O método aproximado consiste em ajustar por minimos quadrados um modelo de
degradacao para o perfil de cada unidade separadamente e, a partir dele, estimar os
respectivos tempos até a falha isto é, o tempo no qual cada perfil ir4 atingir o limiar Dy.

Estas estimativas sao denominadas “pseudo tempos de falha”. Em seguida uma anélise
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de tempo de falha tradicional (utilizando distribuigoes tais como Weibull, Lognormal
etc.) ¢é implementada com base nestas quantidades. Em outras palavras, os pseudo
tempos de falha sao tratados como se fossem os resultados observados de ensaio. As
estimativas dos parametros da distribuicao escolhida sao obtidas por méaxima verossi-
milhanca. Este método é simples e tem apelo pratico. Entretanto, ele pode subestimar a
precisao das estimativas das quantidades de interesse como percentis por exemplo, visto
que nao se leva em conta na analise dos pseudo tempo de falhas, os erros nas estimativas
dos mesmos. Tanto o método analitico como o aproximado sao mais indicados para
situagoes nas quais a forma funcional do modelo é razoavelmente simples (uma reta por

exemplo e com um parametro aleatoério).

O método numérico por outro lado, é bastante abrangente e permite utilizar mode-
los mais complexos (nao lineares por exemplo) com varios parametros fixos e aleatorios.
A estimac@o dos parametros é feita pelo método de maxima verossimilhanca. Todavia,
as rotinas disponiveis para a estimacao dos pardmetros por maxima verossimilhanca
utilizam a suposi¢ao de que os efeitos aleatorios seguem uma distribuicao Normal Mul-
tivariada com vetor de médias e matriz de variancia-covariancia desconhecidos (Pinheiro
e Bates, 1995, 2000). No caso em que os efeitos aleatorios nao tém distribui¢ao Normal,
a obtengao das estimativas nao é um tarefa trivial. Meeker e Escobar (1998) apresentam
o método numérico supondo a normalidade dos efeitos aleatorios e utilizam os algorit-
mos de (Pinheiro e Bates, 1995, 2000) para obtencao das estimativas dos parametros
nos exemplos apresentados. Entretanto, para muitas situagbes praticas tais como as
que serao tratadas neste trabalho (vide Secao 1.1), essa suposigao nao é verdadeira. Tal

dificuldade computacional imp&e uma restri¢do pratica ao método numeérico.

Dada a dificuldade de verificagdo da validade dessa suposi¢do de normalidade,
muitos trabalhos na literatura tém tentado estudar o efeito de desvios desta suposigao
nas estimativas dos parametros fixos tanto para esta classe de modelos (Modelos Line-

ares e Nao Lineares de Efeitos Mistos) quanto para outras mais abrangentes tais como
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a dos Modelos Lineares Generalizados de Efeitos Mistos - GLMM (“ Generalized Linear
Mized Effects Models”). Verbeke e Lesaffre (1997), Agresti et al. (2004), Litiére et al.
(2008), Alonso e Molenberghs (2008), Freitas et al. (2009) sao alguns exemplos.

Em particular, com o objetivo de estudar o impacto de desvios da suposicao de Nor-
malidade nas estimativas de percentis, Freitas et al. (2009) compararam, através de um
estudo por simulagao, os resultados obtidos com os métodos numérico e aproximado
aqueles oriundos de uma anélise tradicional de tempo até a falha (isto é, utilizando
apenas o tempo no qual o perfil atinge o limiar Dy e as observagoes censuradas). Os
autores utilizaram um modelo de degradagao linear simples (uma reta sem intercepto)
no qual o efeito aleatorio associado a cada perfil de degradagao (a inclinagao da reta) era
oriundo das distribuigoes normal, Weibull e lognormal. Entre outros resultados, os au-
tores constataram que o desempenho do método numérico (medido pelo erro quadratico
médio das estimativas) é altamente afetado pela viola¢do da suposi¢ao de normalidade
dos efeitos aleatodrios, chegando ao ponto deste ter o pior desempenho dentre os trés
métodos comparados. Em particular, Toledo (2007) constatou que o efeito maior desta

ma especificacdo é no vicio relativo das estimativas obtidas pelo método numérico.

Em funcao da grande dificuldade de estimagao dos paradmetros do modelo em situ-
acoes nas quais a suposicao de Normalidade nao se aplica, e dos efeitos desta ma
especificacdo, uma outra frente de pesquisa foi aberta cujo foco é o desenvolvimento de
métodos computacionais alternativos, que permitam a obtencao de estimadores de méa-
xima verossimilhanga para modelos de efeitos mistos (utilizados na modelagem de dados
de degradagao) com efeitos aleatérios nao-normais. Pinheiro et al. (2001) propuseram
um modelo linear misto com efeitos aleatérios de uma distribuicao T multivariada.
Para modelos gerais com efeitos aleatorios nao-normais, alguns métodos de estimagao
que aparecem na literatura incluem a verossimilhanca hierarquica (Lee e Nelder, 1996)
e a maximizagao por partes (Song et al., 2005). Entretanto, a implementagao destes

métodos para utilizacao intensiva em anélise de dados mostrou-se uma tarefa desafi-
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adora. A quadratura gaussiana é uma ferramenta que tem sido utilizada com sucesso
na estimacao de parametros em modelos com efeitos aleatérios Normais. Para modelos
mistos com efeitos aleatorios ndo-normais, Nelson et al. (2006) propés um método com-
putacional que utiliza o método PIT (“Probability Integral Transformation”) para obter
estimativas de maxima verossimilhanca. Infelizmente essa abordagem sé consegue lidar
com efeitos aleatorios para os quais a inversa da fungao distribuigdo acumulada (f.d.a)
tem forma fechada, o que limita a sua aplicagao. Liu e Yu (2008) propuseram um novo
método de estimagao que reformula a verossimilhanca condicional de efeitos aleatorios
nao-normais. Os autores reformulam a verossimilhanca, dividindo e multiplicando a
verossimilhang¢a condicional por uma func¢ao densidade Normal. Os mesmos mostram
que os resultados encontrados sao similares aos obtidos pelo método PIT. Além disso,
ha vantagens adicionais tais como a redugao do esforgo computacional e a possibilidade
de lidar com distribuigoes de efeitos aleatérios para as quais nao ha forma fechada para

a funcao de distribui¢cdo acumulada.

Por outro lado, outra abordagem para o tratamento de dados de degradagao é uti-
lizacao de métodos bayesianos. Esta abordagem aparece de maneira natural visto que
utiliza a informacao contida na distribuicdo a priori dos pardmetros do modelo de
degradagao. Em farmaco-cinética, métodos bayesianos ja foram utilizados (Wakefield
et al., 1994; Gelman et al., 1996; Wakefield, 1996), entretanto s6 recentemente essa
abordagem comegou a ser utilizada em dados de degradagao. Hamada (2005) utilizou
inferéncia bayesiana em dados de degradagao associados a falhas em lasers (situagao
descrita na Segao 1.1.2). O autor baseou-se em um modelo linear de degradagao com
estrutura hierarquica, no qual uma distribuicao a priori Weibull foi escolhida para os
efeitos aleatorios e distribuigoes a priori Gamma foram utilizadas para os dois hiper-
pardmetros. Amostras da distribuicdo a posteriori dos parametros do modelo foram
obtidas através de métodos MCMC (Gamerman e Lopes, 2006, Markov Chain Monte

Carlo). As distribuigoes a posteriori de quantis da distribuigao do tempo de falha T,
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bem como da confiabilidade a posteriori em 4500 horas de uso também foram obtidas.
Para isso, as expressoes para o célculo do p-ésimo quantil e de R(t) (a confiabilidade em
um tempo t) de uma distribuigao Weibull foram aplicadas as amostras da distribui¢ao a
posteriori dos parametros do modelo. Contudo, algumas inconsisténcias teéricas foram
observadas no referido artigo, uma vez que o autor afirma que a distribui¢ao dos Tempos
de Falha e dos Efeitos Aleatorios do modelo proposto é Weibull tanto a priori quanto
a posteriori. Serd provado no presente trabalho que essa colocagdo nao é vélida. Di-
ante desta constatacao um dos objetivos da presente pesquisa é estudar o efeito dessa
inconsisténcia nos resultados da anélise dos dados dos emissores a laser e propor uma
abordagem alternativa.

Robinson e Crowder (2000) fizeram uma revisao dos métodos cléssicos de inferéncia
para modelos de degradagao e apresentaram uma abordagem bayesiana completa para o
problema, que incluia a estimagao da distribuicao do tempo de falha de unidades futuras
e para as unidades sob teste. No artigo os autores aplicam o enfoque bayesiano num
modelo de degradagao nao linear utilizado por Lu e Meeker (1993) originario da Lei de
Paris-Edorgan (e.g., Sobczyk e Spencer, 1992, Capitulo 1). O banco de dados utilizado
é recorrente na area e foi primeiramente introduzido por Hudak et al. (1978), trata de
medidas da evolugao do tamanho da trinca em eixos. Os autores eliciam distribuigoes
a priori nado informativas no sentido de Jeffreys para os pardmetros da distribuicao
e hiperparametros da distribuicao dos efeitos aleatérios, posteriormente utilizam as
distribuicbes marginais a posteriori dos mesmos para obter a distribuicao dos tempos
de falha das unidades sob teste e de uma unidade futura através da distribuicao preditiva

a posteriori dos tempos de falha.
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1.4 Objetivos do Trabalho

Os objetivos deste trabalho sao:

1. Apontar as inconsisténcias teoricas presentes em Hamada (2005).

2. Apresentar uma proposta de abordagens alternativas encontradas para a analise

de tempos de falha via Modelos de Degradagao com a abordagem bayesiana.

3. Comparar os resultados da proposta com as duas na literatura, quais sejam, de
Robinson e Crowder (2000) e Hamada (2005), para algumas situagoes de dados

simulados.

4. Aplicar a proposta de anélise aos dados de rodas de trem e emissores de laser.

1.5 Organizacao deste Texto

O presente texto esté organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 sao apresentados
os métodos estatisticos para estimacao dos parametros em modelos de degradagao com
abordagem pela estatistica classica. No Capitulo 3 fornecemos a especifica¢cao do modelo
linear sob o enfoque bayesiano, seguido das metodologias apresentadas nos artigos de
Hamada (2005), Robinson e Crowder (2000) e a proposta de anélise realizada nesta
dissertagao, além de evidenciar-se analiticamente a inconsisténcia tedrica em Hamada
(2005). No Capitulo 4 mostra-se empiricamente a inconsisténcia teorica presente em
Hamada (2005). Para esta avaliagdo empirica utilizam-se dados simulados. Os mesmos
sao utilizadas para avaliar a proposta de anélise deste texto em relagao aos métodos
de Hamada (2005) e Robinson e Crowder (2000), com mais foco neste primeiro. No

Capitulo 5 os dados de emissores de laser presentes em Hamada (2005) e os dados de
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rodas de trem (Freitas et al., 2009, 2010) sao reanalizados pela metodologia proposta
na dissertagao, além disso, comparam-se os resultados com os daqueles autores (apenas

o enfoque bayesiano). No Capitlo 6 sdo apresentadas as conclusoes do estudo.



Capitulo 2

Métodos Estatisticos Baseados em
Inferéncia Classica para Estimacao
de Parametros em Modelos de

Degradacao

Neste capitulo serao brevemente apresentados os principais métodos de estimagao e
analise de dados de degradagao baseados em inferéncia classica. Embora tais métodos
nao sejam o foco do presente trabalho, a nomenclatura para modelos de degradacgao
¢é introduzida através dos mesmos. Além disso, o leitor podera apreciar melhor a es-
trutura da verossimilhanca que sera introduzida na inferéncia bayesiana (Secao 3.2.1).
Uma abordagem completamente bayesiana de estimacao para modelos de degradagao é

apresentada no Capitulo 3.

Antes de iniciarmos a apresentacdo dos métodos, introduzimos a notagdo que sera

utilizada extensivamente ao longo deste texto e as simplificacGes que se fizeram neces-



Capitulo 2. Métodos Estatisticos Baseados em Inferéncia Classica para Estimacao de
Parametros em Modelos de Degradacao 22

sarias. Na literatura estatistica, a convencao usual é denotar a variavel aleatoéria por
uma letra maitscula (e.g., Y;; é a variavel aleatéria que representa a resposta a ser
observada para a i-ésima unidade no j-ésimo tempo) e o valor observado dessa variavel
aleatoria (“os dados”) pela letra mintscula correspondente (e.g., y;; € o valor observado
de Yj;). Para a maior parte deste texto essa convencao sera mantida. Entretanto, se
nos desviarmos desta notacao, estard claro pelo contexto se estamos nos referindo a
variavel aleatoria ou a sua realizagao (seu valor observado).

Além disso, a notacao fz‘ 0 (y] g) serd utilizada para representar a funcao densidade
de probabilidade do vetor aleatério Y, indexado pelo vetor de parametros 6, avaliada no
vetor de valores observados (“os dados”) y. De maneira equivalente, Fy g (y| 2 ) € a funcao
distribuicao acumulada de probabilidade de 1: associada a fy 4 (y| Q) Tal notagao é

similar para as demais fungoes distribuicao densidade e acumulada de probabilidade.

2.1 O Método Aproximado

Seja 0 modelo dado em (1.3). O método aproximado, introduzido por Meeker e
Escobar (1998), consiste de dois passos. O primeiro é uma andlise separada para cada
perfil de modo a definir (estimar) quando o limiar de degradacao Dy ¢ alcangado, o que
caracteriza a falha.

Ao tempo de falha estimado, obtido da solugao da equagao de degradagao em relagao
a t quando a degradagao é igual a degradacgao critica, da-se o nome “pseudo tempo de
falha”. Os “pseudo tempos de falha” sdao analisados como uma amostra completa de
tempos de falha para a estimagao de Fryg (t]g), em que Q = (61,02, ...,04)" & o vetor de
parametros, fixos, da distribuicio dos efeitos aleatorios Agjg (5 g), os quais no Método

Aproximado sao tratados como fixos. Formalmente, temos:

1. Para cada unidade 7 utilize o modelo Y;; = D(tij;a; Bi) + €;j € a amostra ob-
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servada (¢i1,Yi1), - - - »(tim, Yim; ) Para encontrar as estimativas de méaxima verossi-
milhanga (condicionadas) de a = (aq,a2,...,a;)" e B; = (Bi1,Bi2, - - - ,Bip)t. Note
que fixando-se 7, as estimativas sdo obtidas para uma unidade experimental es-
pecifica. Portanto o vetor 8; = (8i1,Bi2, .- .,8ip)" € tratado como fixo. O vetor
a = (ar,a9,...,a,)" de efeitos fixos, que no modelo geral (1.3) ¢ comum para
todas as unidades, também sera estimado para cada uma separadamente. Denote
tais estimativas a; e Bi, as quais também podem ser obtidas através de minimos

quadrados.

2. Para cada unidade 7 resolva as equacoes Di(t;di;@-) = Dy para t e obtenha a

solugdo 1, ... ,t, (“pseudo tempos de falha”).

3. Execute o procedimento convencional de analise de tempo de falha (Nelson, 1990)

para os “pseudo tempos de falha” t1,. .. t, para estimar Frip(t0).

O método é adequado para caminhos de degradagao relativamente simples, e para
os quais os dados sejam suficientes para estimar a; e ;. O horizonte de extrapolagao
deve ser curto, uma vez que o modelo desconsidera erros de previsao e os erros inerentes

aos valores de degradacao observados.

2.2 0O Meétodo Analitico

Para modelos de degradagdo mais simples, Fryq (| g) pode ser expressa de forma
fechada. O exemplo a seguir ilustra o caso.

Suponha que o perfil real de degradagao de uma unidade particular seja dado por
D(t) = o+ Bt, em que « ¢é efeito fixo e representa a degradagao inicial de todas as
unidades sob teste, ou seja, D(0) = «; 8 é a taxa de degradagao que varia de unidade

para unidade (corresponde ao efeito aleatorio) de acordo com uma distribuigao log-
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normal com parametros ug e og > 0.

Para o nivel critico Dy tem-se:

Dy=a+pTeT =g(f;a;Df,D) =

Dy -«
B

em que g ¢ a transformacao da variavel aleatoria (v.a.) S na v.a. T, e T é o tempo até

a falha.

A funcéo distribuicdo acumulada de T é dada por:

L ATIG NG

FT|a,ug,05 (t|a,,u/3,05)

P (T < tla,f)
p (Dfﬁ— a < t]a,ﬁ)

P<6 > th_a\aﬁ)

log(Ds — ) —logt —
1_¢W( g(Dy — ) — log LETN

nuﬁ70-6>

o3
—|log(Ds —a) —logt —
]
logt — [log(Ds — ) —
(I)nor < 8 [ g(gﬁf ) ,U/ﬁ] ’a,ﬂﬁ,dg) 7t >0

em que ®p, € a funcao distribuicdo acumulada de uma distribui¢do normal padrao.

Neste caso, T' também ¢ log-normal com parametro de escala 2o 50/a,.5,05 = exp(pr) =

pr = [log(Dy — a) — pg] e pardmetro de forma o7 = og > 0. Outras funcoes den-

sidade de probabilidade podem ser utilizadas para estimar Fr(t) utilizando o mesmo

procedimento. Resultados para outras distribui¢oes como Weibull, Normal (Gaussiana)

e Bernstein podem ser encontradas em Lu e Meeker (1993). Note que mesmo neste caso

é preciso estimar os parametros da distribuicao dos efeitos aleatérios 3.

~
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2.3 O Método de Dois Estagios

Este método foi apresentado por Lu e Meeker (1993) e parte do pressuposto de que
o vetor de efeitos aleatorios 3, ou alguma reparametrizagao apropriada ¢ = H(f3) segue

uma distribuicdo Normal Multivariada. A seguir sdo explicitados os passos do método.

Estagio 1

1. Para cada unidade amostral i (i = 1,...,n), ajuste o modelo de degradagao
(1.3) (através de minimos quadrados) e obtenha as estimativas de Estagio

1 para os parametros do modelo («; ;). Em outras palavras, para cada

~
~

unidade ¢ (i = 1,...,n), (d; Bl) sdo, respectivamente, as estimativas de
minimos quadrados para os parametros de efeito fixo e aleatério do mo-
delo. Vale aqui a mesma observagao feita no passo 1 do método aproximado.
Ainda, um estimador da variancia do erro o2, obtida da i-ésima unidade é o
erro quadratico médio:

2
m; {yz’j -D <tz‘j;0?z‘;5z‘>}

2
= ,emque q=p—+r.
~ ; (mi —q)

2. Assuma que, para alguma reparametrizagao apropriada (e.g, transformagao

de Box e Cox, 1964), ¢; = H(f;) é aproximadamente distribuido segundo
uma normal multivariada com média assintética ju, e matriz de variancia e

covariancia Y.

Estagio 2

No segundo estagio, os estimadores (@;;¢;) (i = 1,...,n) s@o combinados para
construir os estimadores de dois estagios dos parametros do modelo de degradacao.

Os estimadores de a, p, e X, sao, respectivamente,

~
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Q;
a= e
Q=) &
=1
n Qi
==
- n
=1

Estimacao Pontual de Fr, ., s, (t|a,pis,2,)

~

A estimativa FT|Q7W7E¢ (tlopp,Xg) de Frig u, s, (tla,pe,X,) pode ser avaliada

~ ~

para qualquer nivel de precisdo desejada através de simulagdo Monte Carlo. Os

passos bésicos sao:

1. Estime os parametros a, p, e X, de n perfis de degradacao utilizando o

método de dois estéigios.

2. Gere N realizagoes ¢ de ¢ da distribuigao N <;@p;2p> e obtenha as N

~

correspondentes realizagoes 5* de 3 a partir de H (@), em que N é grande

~

(e.g., N = 100.000) e H~! é a transformada inversa de H. Em casos para

os quais Fg(-) de B & conhecida, as realizacoes 8* de 8 podem ser geradas

~

diretamente desta distribuicao. Tais valores podem ser aplicados nos passos

Jed
3. Calcule os N tempos de falha t* simulados substituindo 8* em Dy = D(; G;t).

4. Estime Friq ., ., (tlov,pp,2,) da distribuigdo empirica simulada para qual-

~

quer valor desejado de ¢ da seguinte maneira:

[Ndmero de tempos de falha t* < t]
N

FT|%,M&,E¢ (ﬂ%aﬂ&pvzw) =

~



27 2.4. O Método Numeérico

O erro Monte Carlo é facilmente calculado através da distribui¢do binomial. Este
erro pode ser minimizado fazendo-se IV suficientemente grande. Intervalos de con-

fianga podem ser construidos através de procedimentos bootstrap (Efron, 1985).

O numero de observagoes em cada nivel afeta a acuracia da estimagao dos pardme-
tros do modelo para cada um dos perfis individuais (Lu e Meeker, 1993). No
desenvolvimento do método de dois estagios, Lu e Meeker (1993) assumiram que
o numero de observacoes para cada perfil era suficientemente grande para garantir
as propriedades assintdticas dos estimadores. Para o modelo utilizado no artigo,
os autores concluiram através de um estudo por simulac¢ao (nao incluido no artigo)
que a normalidade assintética era garantida com um ntmero minimo de m; = 7

observagoes (i = 1,2,...n) para cada uma das n unidades amostrais.

2.4 O Método Numérico

O método numérico, apresentado por Meeker e Escobar (1998) consiste na esti-
magao dos pardmetros do modelo geral de degradagao (1.3) pelo método de méaxima
verossimilhanga e, posteriormente, a obtengao de Fip(t) através de simulagao de Monte
Carlo.

Primeiramente é necessério retomar o modelo geral (1.3) e introduzir uma notagao
adicional que sera utilizada ao longo do texto nas proximas secoes e capitulos. A

referéncia béasica é o trabalho de Robinson e Crowder (2000).

Seja o modelo geral de degradagao (1.3):

Yij = D(tij;a.fi) +eij 1=1,...n5 j=1,....m;

em que,
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e Y; & varidvel aleatoria que representa a j-ésima medida de degradagao da i-ésima

unidade amostral, no j-ésimo tempo pré-especificado ¢;;;

e a=(ay,...,0p)" é 0 vetor de parametros fixos (associado aos efeitos fixos), des-

conhecido e comum & todas as unidades;

e Bi = (Bi,...,Bip)t € o vetor de parametros aleatorios (coeficientes dos efeitos

aleatorios do modelo) e que varia entre as unidades experimentais.
As suposicoes basicas do modelo sdo:

L. Os Bi’s (i = 1,...,n) s@o iid e seguem uma distribuigdo multivariada A g4 (3|6)

indexada por um vetor fixo de parametros 6 = (61,...,0,)" desconhecido.
Seja fg|9(8]0) a funcdo densidade associada a Ag|¢(B]0). Portanto, Ag, ¢ (5i|0) =

Amg(ﬁ\g) e fﬁi\g(ﬁi\ﬁ):fmg(ﬁ@ Vi=1,...,n, em que fﬁi\g(ﬁi‘g) é a funcao

densidade do vetor de efeito aleatorio ;.

~

2. Os erros g;; sao iid N(0,02), em que o2 ¢ fixo e desconhecido. Seja feijlo2 (g4il02)

a fungao densidade de probabilidade dos €;;’s. Assim:

1 1
2\ 2
i Suloe) = g ]

emque,i=1,....mej=1,...,m;.
3. os vetores aleatérios 3; e &; = (&i1,...,8im,;)! sdo independentes para todo i =
1,2,...n.
Seja V; = (Yi1,Yia, - - .,Yim,)! o vetor aleatério que denota as medidas de degradagio
da i-¢sima unidade, e y; = (yi1,¥i2, - - - ,Yim;)' 0 vetor de observagoes (“os dados”) da

i-ésima unidade.
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De maneira analoga, seja }: = (Y1,...,Y,)! o vetor aleatério que representa o con-
junto completo de medidas de degradacao para as n unidades, e y = (y1,...,yn)" 08
dados observados durante o periodo de ensaios.

Seja B = (%753, o ﬁNn)t = (B11,812, - - - ,B1p; Ba1,B22, -5 Bops - - -5 B sBn2s - -+ Bnp)’
que agrega todos os parametros aleatorios do modelo (para todas as n unidades expe-
rimentais).

Denote a fungdo densidade de Y; como fy;|q.g,,0,02 (yi|g,ﬁi,g,ag). Assim pela su-
posicao de independéncia de 3; e ;5 (V 1,5), tem-se que as funcoes densidade de proba-

bilidade de Y e B sao dadas respectivamente por:

n
f |g,§,g,o§ (y|g7§7€703) = Hin\a,ﬂi,G,a? (yi|g7ﬁi7€’03) (2'1)
i ~ N o~ ~ ~

fB16(B|0) = Hfﬂlw 5z|9) (2:2)

2

Sejam «, 6 e of os parametros (fixos) a serem estimados. De (2.1) e (2.2), segue

que a expressao geral da funcao de verossimilhanga é dada por:

friagor(Wla:fod) = / Iy Bla,g.02 (4:Blac8.07)dB
= t / {fNg,g,g,ag(y‘g7§’9’03>f§|2<§|€)} dﬁl s d/Bn

= H ' /{fya,ﬁz,e,ﬂ(yﬁa,ﬂw@ﬂ )fﬁle(ﬁzw)}dﬁ:u-d%

(2.3)
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em que, =g = (Z3,,...,28,) € o suporte de B, e =, é o suporte de .
Note que com a suposi¢do de que os erros sdo iid N(0,02), Y; tem distribuicio
Normal Multivariada de ordem m;, ou seja, Yi|a,6i,9,a§ sao independentemente dis-

oL indep. . e~ .
tribuidos ~ segundo uma distribuigdo Ny, (uy;; Xy;), em que py, é o vetor de
e b t

meédias (de dimensao m; x 1 dado por uy, = E(Y;) = D(til;g,ﬂj),. D(tim,; ,ﬁz)
e matriz de variancia-covariancia Xy, = a?[mi, na qual I,,, ¢ a matriz identidade de
ordem m;.

Além disso, Yw|a ﬁl,0,02 indep. N (D;(tij; ,ﬂl) 2) em que j = 1,...,m;. Portanto,

em (2.3), in|g7Bi:£,‘73 (yi]g,ﬁi,g,as) =172, N(Di(tij; ,ﬁz) 2), de onde segue a funcio

de verossimilhanga (2.4):

fz\a,g,ag(y‘Qf?gao—g) - H {fY'Lg)ﬂlyg,gg(yl’%7ﬁz7g7o—«€2)fﬁz2(131‘2)}dIBId/B'fL
Ty Sy
=11/ HN i(tij; 0 8:); 02) 510 (Bil0)
Ty =y
dpi...dB, (2.4)

A estimacdo de a, g e 02 & entdo obtida pela maximizagio da fungao (2.4). En-
tretanto a integracdo nos [3;’s em geral apresenta problemas. A solucdo é resolver as
integrais numericamente. Contudo, mesmo numericamente, a dificuldade de resolugao
aumenta com o aumento da dimensao de ;.

Uma suposicao adicional, em geral implementada, é a de que os 5;’s sdo iid segundo
uma Normal Multivariada de ordem p, ou seja, neste caso g = (pupg,2g) e Bz\ug 25 (S
Np(pg,X5), em que X3 é a matriz de varidncia-covariancia.

Portanto, na expressao da verossimilhanca (2.4), f5,10(5:10) = f5,1u,.5, (Bils.Xp)

¢é a funcao densidade da N, (,ug 25) para todo ¢ = 1,...,n. Tal como:



31 2.4. O Método Numeérico

1 1 _
T8l s (Bilns.Bp) = [CaRESREE exp {—2(@' - Nﬁ)tzél(ﬁi - Hﬁ)}

Nesse caso em que os f3;’s sao normalmente distribuidos, as funcées LME (modelo
linear de efeitos mistos lineares) e NLME (modelo nao-linear de efeitos mistos), im-
plementadas no Software R 2.9.0 (R Development Core Team, 2005) no pacote NLME
Pinheiro et al. (2008), podem ser utilizadas para calculo das estimativas de méaxima
verossimilhanca aproximadas dos pardmetros @, Q = <,U,,3,2 5) e 02 (Pinheiro e Bates,
2000).

Assim, das estimativas de a, g = (ug,Zg) e o2, FT\g,g,Zg(t’%aQ7zﬁ) pode ser
obtida via integracao direta.

Contudo, o tempo computacional para avaliacdo das integrais ird aumentar expo-
nencialmente com o aumento das dimensoes das integrais. Uma alternativa é calcular
FTlg,Q o (t|g,£ ,2g) via simulagao de Monte Carlo, de forma bastante similar aquela a-

presentada na etapa de Estimagio Pontual de Frq ,, 5, (to,pp,2,), na Segao 2.3.

~
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Especificacao do Modelo de
Degradacao Sob Abordagem

Bayesiana

Dada a natureza aproximadamente linear dos perfis de degradacao em estudo neste
texto (veja as Figuras 1.2 e 1.3), sera apresentada a especificagao do modelo de degrada-
¢ao sob a abordagem bayesiana considerando-se aquela linearidade. O mesmo modelo

serd utilizado para ambas as situagoes praticas deste texto.

3.1 Meétodo Baseado em Inferéncia Bayesiana

A inferéncia bayesiana permite estimar parametros desconhecidos de um modelo e
avaliar a incerteza sobre ele através da distribuigdo a posteriori. Ou seja, a inferén-
cia resultante é a distribuicdo de probabilidade a posteriori dos pardmetros desconhe-

cidos do modelo. Essa tarefa é executada combinando a informacao a priori sobre
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n=(n1,...,ms), em que s é o namero de parametros do modelo, com a informagcao con-
tida nos dados. A informacao a priori é, em geral, descrita por uma funcao densidade de
probabilidade f,(n), conhecida como distribuigao a priori de n. Esta distribui¢ao é uma
escolha subjetiva e descreve o conhecimento inicial (antes de se observar os dados) do es-
pecialista sobre 7. A informagéo fornecida pelos dados resumida na funcao de verossim-
ilhanga fz|2(g\2) = fYn,...,Ylml,...,Ynl,...,Ynmn\Q(yll, co s Ylmy s - Ynly - ,ynmn’Q) A in-
formacao combinada é entdo descrita por outra funcdo densidade de probabilidade
F,y(nly), chamada distribui¢do a posteriori de n. O teorema de Bayes fornece a

maneira de calcular essa distribuicao a posteriori, que é dada por:

Fyin(yln) fn (1)

fory(nly) = — Y
LN J fyimCyln) fy (m)dn

~ ~ A~
n
~

[1]

em que [ fyin(yIn) fy(n)dn é a distribuigao preditiva de y, a priori, e 2, ¢ o espago

~

(1

n

~

paramétrico de 7).

~

O maior problema da inferéncia bayesiana reside em calcular a integral em (3.1).
Todavia, com os avangos dos métodos computacionais tornou-se facil obter amostras
de fyy(nly) (Geman e Geman, 1984; Gelfand e Smith, 1990; Casella e George, 1992;
ChibNe Greenberg, 1995). Todos estes trabalhos mostram como obter uma amostra
da distribuicao a posteriori através de simulacado Monte Carlo via Cadeias de Markov
(métodos MCMC). Uma apresentacao detalhada dos métodos MCMC podem ser en-

contrados, por exemplo, em Gamerman e Lopes (2006).

Para dados de degradacao, a exclusiva estimacao da distribuicao dos parametros do
modelo é insuficiente para a obtencao da distribuicao dos tempos de falha das unidades
sob teste e das unidades futuras (que nao se encontram no escopo da amostra, ou seja,
alguma unidade qualquer da populacdo). E necessaria a exploracao da relagio entre os

parametros e tempos de medigao, estabelecida pelo modelo (1.3). Usando essa relagao,
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a distribuiao dos tempos de falha podera ser obtida através de f,y(n]y).

3.2 Modelo com Efeito Aleatorio Weibull

3.2.1 Construgao da Funcao de Verossimilhanga

Seja }: = (Y1,...,Y,) em que Y; = (Yi1,...,Yim,) denota o vetor aleatério de me-
didas feitas na unidade amostral i, @ = 1,...,n (perfis de degradacao). Seja § =
(B, - .- ,@L)t o vetor que contém todos os vetores de efeitos aleatérios das n unidades
experimentais.

Da Figura 1.2 e 1.3 na Secao 1.1 percebe-se que os perfis de degradacao sao apro-
ximadamente lineares. Hamada (2005) utilizou, para os dados de lasers, um modelo
no qual o verdadeiro perfil de degradacao no tempo ¢, para o i-ésimo perfil amostral é

dado por:
Dy(t) = <1> ¢ (3.2)
' Bi '
Fazendo Dy = D;(T;) é possivel obter o tempo de falha para o perfil 4, da seguinte

forma:

T; = Dy pi (3.3)

Portanto, o modelo que descreve Yj; isto €, a degradacao do i-ésimo perfil no tempo

t;; toma a seguinte forma:

1
Yij = Dij = D(tij,0:) + €ij = (5) tij + €3 (3.4)

em quei=1,...,n (perfis) , j=1,...,m; (medidas).
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Fazendo referécia a notacao do Capitulo 2, note que no caso do modelo 3.4, 5; = 5;
(um escalar, Vi =1,...,n) e, portanto, B = (81, ...,8,)! neste caso é B = (B4, ...,0)".
Para facilitar a notagao, visto que ; é um escalar, B e § serao utilizados ao longo deste

e dos proximos capitulos.

Além disso, assume-se que

gijlo2 w (050'52) . (3.5)

£

Conseqilientemente, tem-se que

ind 1
Yi;|Bi,02 "R <tz‘j;0§> . (3.6)
Bi
Sendo Y; = (Yi1,...,Yim,), segue-se entao que
9 indep 2 1 t 9
Y;l’/BiaO-g ~ m; ,ui;o-glmi = Nm, fti ;Uglmi ) (37>
~ ~ i~
em que I, denota a matriz identidade de ordem my, t;' = (ti1,.. . tim,) €
étil
pi = '
étimi

Entdo tem-se que a distribuicao conjunta de Y,B|0,02 é:
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f}:,]g\g,ag(y@’gﬂ?) = f{|§,ag(y|§a03)f§|g(§|g)

— TI{ fris.catultoaio(3:10)}

=1

= TI4 |11 ez Wil Biso2) | Fo10(8:10)
i=1 | [j=1 ~ ~ o

B f[ ms; 1 1/2e _L tz] 2

- i=1 =1 2mo? Xp 202 Y Bi
To10(8i19)} (3.8)

Ainda, estabeleceu-se que a degradacao inicial é y;1 = 0 para todas as unidades.
Note que a equagao (3.8) é bastante similar & equagdo (2.4), exceto pelas integrais. Para
a inferéncia bayesiana, diferentemente do procedimento da estatistica cléssica, ndo sao
efetuadas a integragdes no espago paramétrico dos efeitos aleatorios. O procedimento
bayesiano para estimagdo dos pardmetros na equagao (3.8) surge naturalmente como

evidenciado na Segao 3.2.2.

3.2.2 Especificagao das Distribuicoes a priori

Assim como em Robinson e Crowder (2000), determinamos a distribui¢ao conjunta

a postertori dos pardmetros como se segue:
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) B 5,9,
fﬁ»zycr?\{(f’f"’s'g) - v ()
fxlgUg(glg0?)1‘@2(5\2)!2(3)!’03(05)
T T Fyyp021B.0R)510 (810079 (0)1,2(0R)dgdSdo?
= 2:‘/3 29 ~'R ~ "~ ~
T L~

x ﬁ { _ﬁl |:fy. 18,02 (yij\ﬁi,og)] fﬁig(ﬁﬂg)}fg(g)fag (02) (3.9)
=

Note que as notagoes de fg(6) e fo2 (02) foram suprimidas (n@o condicionadas pelos
respectivos parametros) a titulo de simplificagao.

Essa forma expandida remete aos modelos hierarquicos (Bernardo e Smith, 1994).

2

2 através de

Define-se a distribuicdo a priori para os efeitos aleatorios fs, e o
fa.10(Bil0) e fo2 (02), respectivamente.
Defina 6 = (§,\)!, dessa maneira assume-se 3;|0 = 3;|(5,\)! ~ Weibull(§,\) como

distribuicao a priori para os efeitos aleatérios de cada perfil. Ou seja:

Bil0 = Bil(6.0) ~ Weibull (5,)) (3.10)

Foo(Bil6.X) = 6X (8" exp {—)\,Bf} Bi>0,6>0eA>0 (3.11)

Hamada (2005) utilizou exatamente a distribuigdo a priori na equagao (3.10) para
os efeitos aleatérios (§;, o que é razoavel ser assumido aqui, pois os perfis apresentados
nas Figuras 1.2 e 1.3 indicam que a degradacao é positiva. Ainda, a distribuicdo Weibull
é flexivel o bastante para definir distribui¢oes a prior: tanto informativas quanto nao
informativas (no sentido de atribuir massa probabilistica aproximadamente igual para
todos os valores no suporte de 3;).

Assume-se, como usualmente utilizado na literatura e inclusive em Hamada (2005),

que o2|ag,bs ~ Gammalnvertida(as,bs), ou seja, distribuicio a priori de o2 tem a
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seguinte densidade:

as

b —(as+1 2
fog|a3,b3(gg|a3vb3) = % (0-2) (e )eb3/0'5 ;0-2 > Oa az > 07 b3 >0 (312)

Ainda, é possivel especificar no modelo hierarquico as chamadas “hiperprioris”, isto

é, fg(g) = f5(0) fa(A). Aqui assumimos

dlai,br ~ Gamma(ay;by) (3.13)
byt
Fsjar by (Blar,by) = %5@1—1&’15 :0>0,a;>0,b >0 (3.14)
Aag,by ~ Gamma(ag; b2) (3.15)
b5?
f/\|a27b2 ()\|a2,b2) = ﬁ)\@_lebw\ ;)\ > 0, as > 0, bQ >0 (3.16)

As familias de distribui¢oes Gamma(a,b) e Gammalnvertida(a,b), com valores de a
e b tendendo a zero, sao usualmente utilizadas na literatura definir distribuigoes a priori
pouco informativas para § e A (no sentido de dar massa probabilistica aproximadamente
igual para todos os valores no suporte do parametro que modelam).

Especificadas as distribuic¢oes a priori, para fazermos inferéncias necessitamos en-
contrar as distribuicoes a posteriori. Para o problema em questao a distribuicao a
posteriori ndo tem forma fechada, por isto utilizaremos métodos MCMC. Iniciamos por

encontrar as distribui¢oes condicionais completas.
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3.2.3 Especificagao das Distribuigcoes Condicionais Completas

As distribuigoes condicionais completas a posteriori para cada pardmetro sao obti-
das a partir da distribuigao conjunta fg  ,2v (5, g ,062|}:). Para facilitar os calculos sera
utilizada uma parametrizacao diferentNe para a distribuicao Normal, que até entao era
da forma N(u,02), e agora assume a forma N(u,7), em que 1/02 = 7. A primeira

conseqiiéncia dessa reparametrizagao é que distribuicao a priori de 7 é:

7|as,bg ~ Gamma(as; b3) (3.17)

b33
Jrlas,bs (1) = ﬁT%_leb“ ;7 >0,a3>0,b3 >0 (3.18)

Dessa maneira a distribuicao a posteriori dos pardmetros pode ser escrita como:

N~ Y A A

o TS TT [Fvtor il Bism)| Foisn(BilN) § Fs(6)Fa(N) £ (7)
i=1 | j=1

x H H [fnjmi,r(yiﬂﬂm)} fa.052(Bil0,N) o f5(8) fa(N) f-(7)
i=1 | j=1

(3.19)

Da equagao (3.19) tem-se que:
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Faonly (BOATIY) o H{H Fyigtper (Wig | BiT )} fgmwm)} 5(8) fA(N) £+ (7)
g 2 =

=1

L T\ /2 T tij 2
o E]E(%) exp{v(yl‘j‘@,-)}

H (8:)° " exp{ —AB?

T 00t {8}

bal 1 g 1 {b 5}

F(a) €XP1 01

ba2 2 yae- 1 {b )\}

T(a2) xP1b2

b’ 7%~ exp{bsT} (3.20)

['(a3)

A distribuicao condicional completa de cada um dos parametros é dada por:

fﬁlm (5)\7—)/(/81‘5 i (5)\7'[9) X f{\ﬁi,‘r(yNi‘5i77')f,8¢|6,)\(5i’57/\)

x (Bz)‘s_leXp{ /\ﬂé}HeXp{ <sz ZZ)Q}

(3.21)

em que 879 = (8) — Bi = (B1,---,0n) — Bi- Ou seja, Bl ¢ (n — 1) dimensional pois

nao contém o escalar ;.

fa\g,x,ng(ﬂé,)\mg) o fgw,x(g\&)\)fa(fs)

x gut exp{bld}ﬁé(ﬁi)d_l exp {—)\Bf} (3.22)

=1
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fx|g,5,T,g()\!§,5,T,g) x fg\a,A@@)\)fA()\)

o Aazlexp{bzA}ﬁAexp{—mf} (3.23)
=1

fripoay (T18:009) o fyia-(ylB8:7) f-(7)

n m; 2
an— T tii
x T 1exp{bsT}H HTl/z exp {—2 <yij — 5:) }(3.24)

i=1j=1

A partir da distribuicao condicional completa de cada parametro é possivel obter
amostras da distribuicao fﬂ79703|y(ﬁ,0,0§]y) conforme descrito por Gelfand e Smith
(1990).

3.3 Modelo com Efeito Aleatério Lognormal

3.3.1 Construcao da Fungao de Verossimilhanga

Analogamente & Secao 3.2.1, pois tratam-se das mesmas suposigoes, para o modelo
(3.4), com base em (3.5, 3.6 e 3.7), a funcao de verosimilhanga pode ser escrita como

na equagao (3.8).

3.3.2 Especificagao das Distribuicoes a priori

Define-se a distribuicio a priori para os efeitos aleatérios B;’s, e o2 através de

fa,10(Bil0) e fo2 (02), respectivamente.
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Defina 6 = (pu1,,0%), dessa maneira assume-se 3;|0 = S3;|(u,02 )" ~ Lognormal(pur,,0%)

como distribuigao a priori para os efeitos aleatérios de cada perfil. Ou seja:

N _W}
f,@imL,o%(ﬁz‘ﬂLﬂL)—ﬁimexp{ 20% (3.25)

Bi >0, ur, = (—o00, +00) e 07 >0

Freitas et al. (2010) utilizou a mesma distribuigao a priori na equagao (3.25) para
os efeitos aleatorios B; quando modelou a degradagao das mesmas rodas de trem deste
texto (Figura 1.2).

Assume-se que 02|ag,b3 ~ Gammalnvertida(as,bs), da mesma forma estabelecida
na equagao (3.12).

Ainda, é possivel especificar no modelo hierarquico as chamadas “hiperprioris”, isto

é, fg(g) = fu. (uL)fU% (02). Aqui assumimos

pp|ag; b3 ~ N(ay;b3) (3.26)
) 1\ 1/2 1 ,
fuL\a4;bi(ML|a4§b4) = (27Tbi> exp {—21)?1 (pr — ag) }
pur, = (=00, + 00), ag = (=00, +00) bg > 0 (3.27)
0% as,bs ~ Gammalnvertida(as,bs) (3.28)

bas —(as+ 2
2 5 2\ —(as+1) Jot . 2
JJ%|a5,b5(al/‘a57b5) = F(a5) (U[) e?’°L 07 >0, a5 > 0, bs >0 (329)
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3.3.3 Especificagao das Distribuicoes Condicionais Completas

As distribuicbes condicionais completas para cada parametro sdo obtidas a partir
da distribuicdo conjunta fz g 521y (8, 0 ,02|y). Das distribuicdes condicionais completas
é possivel obter amostras Nda distribuigao fﬁ7g7ag‘y(5,g ,02]y) conforme em Gelfand e
Smith (1990). i

Neste texto nao serdo apresentadas as distribuigoes condicionais completas para
efeitos aleatorios com distribuigdo Lognormal como priori, pois elas nao serao utilizadas
como argumento analitico ou tedrico em nenhum momento. O software WinBUGS14
(Spiegelhalter et al., 2000) permite estimar os pardmetros do modelo de degradagao

sem necessidade de especificar a expressao das distribui¢oes condicionais completas.

3.4 Fry(tly) Segundo Hamada (2005)

O primeiro passo da anéalise efetuada por Hamada (2005) consiste em encontrar a
relacdo existente na distribuicao dos efeitos aleatoérios com a distribuicao tempos de
falha a partir da forma funcional do modelo de degradacao. Ou seja, é utilizado o
método analitico apresentado na Secao 2.2, com a diferenga de que a estimativa dos
parametros é obtida via inferéncia bayesiana.

Tomando-se como exemplo um caso no qual assume-se que os efeitos aleatérios sao
Bil Q = Bi|d,A i Weibull(d,\), cuja fungao densidade de probabilidade foi definida na
equagao (3.10), e seja o modelo com forma funcional como na equagao (3.2), da relagao
resultante na equacao (3.3) a fungao distribuigao de probabiliadade do tempo de falha
serd dada por:

Try5e 20 ([0707) = f3,150(Bil6,A) (3.30)

Bi=B; *(t)
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em que B; N(T;) = T;/Dy e 0" = (0*,\*) corresponde aos parametros da distribui¢ao

resultante da transformacao de varidvel. Entao segue que:

.y £\ t)'] 1
Frysea-(H0* A7) = 6A <Df> eXp{_/\ <Df> }f
_ i o1 X - i °
e

Dessa forma concluimos que se (3;|6 = [;|0,\ i Weibull(0,\), entao T;|0* \* =

|5, (DA?> 5 Weibull (5, (&) ) .

Consequientemente:

FT¢|5*,)\*(t‘5*7)‘*) = F

= 1—exp {— (1%) t5} (3.32)

RTZ-|6*,)\* (t\é*,A*) = R
T;

5@) (t‘d (DA?»

= 1= Fpse a=(t]07,\7)

= exp {— ($5> té} (3.33)
7
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tp‘(g*’)\* (p‘6*7>\*) =t
p

5 5
= [(?) In(1 —p)] (3.34)

em que a equagao (3.32) corresponde a distribui¢do acumulada dos tempos de falha

(fornece a “fracao de falha” até certo tempo t), a equagao (3.33) corresponde a fungao
de confiabilidade dos tempos de falha, e a equagao (3.34) corresponde ao percentil de
ordem p da distribui¢do dos tempos de falha, ou seja t,5+ x+(p|6*,A*) é o tempo para o
qual a probabilidade acumulada de falha é p = Fipj5« z«(t[6™,A%).

Obtidas as amostras (Bik, - - - , Buks Ok, Mk, 02k) da distribui¢do a posteriori dos paré-
metros (6,2,7’|y) = (B,6,\,02]y) dada em (3.9), obtém-se as amostras da funcio dis-
tribui¢ao acumulada a posteriori dos tempos de falha (dado por (3.32)) como se segue

na Tabela 3.1:

Tabela 3.1: Amostra - preditiva a posteriori de T via Hamada (2005)

B 6 X o2) |y avaliedly, ANy em Frys - (t[05,AF)
B o0 M ok) |y Fry 5+ 2+ (E10T,A7)

~1 ~

Sy, Ay
=

(5 ou Ay Ugu) ‘y FTA&*,A* (ﬂ&i%)

em que u é o tamanho da amostra da distribui¢oes a posteriori.
A partir da amostra obtida segundo o procedimento descrito na Tabela 3.1, Fryy (t|y)

é aproximadamente estimada como

u
. Frjse v (H05,A5)
Pryy(tly) = Y 72 =00k (3.35)

k=1
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De forma anéloga, das expressoes 3.33 e 3.34, obtém-se, respectivamente, que

— R j5e 2 (107,A7)

Ry (tly) = Y ; (3.36)
T k=1
. L by s (P10)AT)
fiply (ply) = Y LA (3.37)
A =

Note que Fry|5« a= (£[05,A%), Boyjs+ ax (£, M%) € tpjs= 2+ (P|6f;, A ) s@0 objetos aleatorios,
pois dependem dos pardmetros § e A, desta forma, intervalos de credibilidade para cada
uma das quantidades de interesse nas equagcoes (3.35), (3.36) e (3.37) podem ser encon-
trados tomando-se os percentis das amostras obtidas via o procedimento apresentado

na Tabela 3.1 (de forma analoga para as equagoes (3.36) e (3.37)).

Note que todas as quantidades de interesse estimadas por Hamada (2005) resultam
em estimativas para qualquer unidade da populacao, ou seja, tratam-se de estimativas
de quantidades de interesse da distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha
para um perfil futuro. Entao, necessariamente, para o caso de Hamada (2005), i = n+1
sempre. Observe também que a equagao (3.35) é na verdade uma aproximagao para a

seguinte integral:

Fryy(tly) = [ Frg1,(t8]y)a0

2

[1]

— [ Frg@8) 10, 1p)a0
Eg

— [P <d)sg, @y (3.39)

=

usando a rela¢ao na equagao (3.3) e da equagao (3.32) tem-se que:



47 3.5. Frpy(tly) Segundo Robinson e Crowder (2000)

Fry (tly)

// (1 — exp {— (%) t5}> Toaly (SAly)ddd (3.39)

= /P (ﬂin < t\Q) fg|g<§‘§{)d9

[1]
P

[ [ Fa10(19)121, Bl)d5ia8 (3.40)

[1]
I
o

Ainda, observa-se que a integral das equagoes (3.39) e (3.40) levam em consideragao
a distribuicao a priori dos tempos de falha e dos efeitos aleatérios, ou seja, assume-se
que a distribuicao dos tempos de falha e dos efeitos aleatorios se mantém a mesma a

posteriori sendo atualizadas apenas pela distribuicao a posteriori de 6.

3.5 Fpyy(t|ly) Segundo Robinson e Crowder (2000)
3.5.1 Fypy(tly) para um Perfil sob Teste
Seja o modelo geral na equacao (1.3) e a forma funcional na equagao (3.4), para

uma situagao na qual a degradagao é crescente com o tempo (caso das situagoes praticas

deste texto), segue que:
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Fryy(tly) = / / / .ty (50,02l dBid0do?

- / / / Fij5, 02 (16:6%) f,. 021y (500,02 )d5sd0 o

E E T

(3.41)

é a distribuicao preditiva a posteriori do tempo de falha para um perfil de degradacao

sob teste.

A parte I da equagao (3.41) corresponde a:

Fry5,02(t18:,02) = P (D(ti,8:) + €ij > Dy|B;,02)

(G

tij
_ f— B 2

As as amostras da funcao distribuicdo acumulada a posteriori dos tempos de falha

na equagao sao obtidas como se segue na Tabela 3.2:

Tabela 3.2: Amostra - preditiva a posteriori de T via Robinson e Crowder (2000)

(B -+ Pn 0 o) |y avalie Bily, oZly em  Fr,g, ,2(t]3i,02)
B -+ Bum O 0Z1) |y Fr 3,02 (] Bi1,0%)
Bily, o2y
= 7
(ﬂlu T Bru 0. U?u) ’y FTi'Bi,O’? (ﬂﬁiuaag)

Finalmente a distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha de uma unidade
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sob teste, resultante das integrais na equagao (3.41) é aproximada por:

. P02 (tBik,02)
Fry(tly) = Y —Pos 2 (3.43)

k=1

Dada a amostra de Fr,g, 2 (t|B:,0%) na Tabela 3.2 é possivel obter intervalos de

credibilidade para Fr,y(t|y) tomando-se os percentis desejados.

3.5.2  Fypy(tly) para um Perfil Futuro

A distribuicao preditiva a posteriori para uma unidade futura sera dada pela equacao
3.44, e como nao é possivel gerar uma amostra dos efeitos aleatérios a posteriori do
perfil de degradagao futuro, assume-se a amostra a posteriori de |y como a amostra a

posteriori de Bpy1]y. A amostra de Fry|, 52 (t|Bi,02) fica como na Tabela 3.3:

(3.44)

n u 2

- Fr,18,,02(t| Bik,0%)

FTn+1|¥(t|y) = § § anu -
~ i=1 k=1

Tabela 3.3: Amostra - preditiva a posteriori de um perfil futuro via Robinson e Crowder

avalie
(Br -+ Bn ) o2) 1y Bly ofly Fr,18;.02 (t18i:02)
em
P P
(B - Brn1 [ oz1)  ly Fr,18;,02(B11,02) Fry 184,02 (tlAn1,02)
Bly o2y
2 2 2
Bru -+ Bru 8. ozu) ly For, 18,02 (t1B1u:02) Fr1py,02 (tPnu,02)
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3.6 Ir,y(tly) Proposta

3.6.1 Frpy(tly) para um Perfil sob Teste

Seja 0 modelo geral na equagao (1.3) e a forma funcional na equagao (3.4), para
uma situagao na qual a degradagao é crescente com o tempo (caso das situagoes praticas

deste texto), segue que:

I e

= /FTz‘5¢(t|6i)fﬁi|g(5i’g)dﬁi

— [ P <t8) £, (Bily)d5

— [ P(6iD; <1183 fay (Biy)as (3.45)

t
Z_/ P <5i < D; ﬁi) fﬁi|g(6i|g)dﬁi
t/Df
= [ [ $ai0a(818.0)50), 0158 (3.46)
Zs, 0

Observe que a equagao (3.46) ¢ diferente da equagao (3.41). A equagdo (3.41)
considera a distribuicao das medidas de degradacao e a relacao 1T; = Dy/3; como meio
para estimagdo de Fr,y(t|y). Ja a equagio (3.46) considera a distribuiao dos efeitos
aleatorios e a relagao T; = Dy f3; para estimagdo de Fryy (t[y).

Na equagdo (3.45), a amostra para estimagao de Fr;y (t|y) pode ser obtida através

do seguinte procedimento descrito da Tabela 3.4:
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Tabela 3.4: Amostra distribuicao preditiva a posteriori via Proposta

B 6 X o2) |y avalieBilyem T, =DsfB TB;

~

B & M ogi) y (T3|Bi1)
Nl ~

Bily

S

A estimativa de F;y (tly) como aproximacio da integral em (3.45) ¢ obtida con-

forme se segue:

[Namero de T;|3;’s < t]
u

Fryy (ty) = (3.47)

3.6.2 Fypy(tly) para um Perfil Futuro

A distribuicao preditiva a posteriori para uma unidade futura sera dada pela equagao
3.48, e como nao é possivel gerar uma amostra dos efeitos aleatérios a posteriori do
perfil de degradagao futuro, assume-se a amostra a posteriori de 3|y como a amostra
a posteriori de Bn11|y, da mesma forma que em Robinson e Crowder (2000). A dife-
renga deste procedimento para o apresentado em Robinson e Crowder (2000) é que aqui

obtem-se diretamente amostras das distribuicoes a posteriori dos tempos de falha dos

perfis. A amostra para estimacao de FTZ.|y(t]y) fica como se segue na Tabela 3.5:

[Namero de T;|5;’s < t]
nu

FTn+1|1~/(t|y) = (3.48)

3.6.3 Fyy(tly) para um Perfil Futuro Incluido na Verossimilhanca

Partindo da suposigdo do modelo (3.4) de que y;; = 0 para todas as unidades sob
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Tabela 3.5: Amostra - preditiva do perfil futuro a posteriori via Proposta

avalie
(B -+ Ba 0 o2 ) ’g 5i|g T;|Bi
em ﬂ = Dfﬁi
(P11 - Bar 21 o21) !g (Ti|B11) -+ (TilBn1)
Bly
~x

teste, pode-se estender esta e as demais suposi¢oes daquele modelo para uma unidade
futura. Assim, torna-se possivel incorporar uma unidade futura na funcéo de verossi-

milhanga partindo da equagao (3.49) até chegar na sua forma final em (3.50).

Seja Yp+1 o vetor de degradagao a ser observado na nova unidade, e seja [p41
o efeito aleatorio associado & nova unidade. Seja 3,41 independente de (5i,...,0,).
Suponha que a nova unidade tera o mesmo comportamento dos perfis de degradagao

que sao observados para as n unidades sob teste.

As especificagoes da distribuicao a priori dos efeitos aleatérios e demais parametros
se dao exatamente da mesma forma que na Se¢do 3.2.2 desde que seja assumido que o

efeitos aleatorio Bp41 ~ Weibull(6,\).

Sob estas suposicoes, segue que a distribui¢do conjunta de (Y;,41,1,Y,8n+1,53), dados
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fYn+1,Z,5n+175|£;a§ (yn+17yﬁn+1ﬁ|§; U?) = fYN*ﬁﬂg;Ug (y*,ﬁ*lg, 0'3)
= fyn+171~/|ﬁn+1;18;gg(yn+1ay‘ﬁn+1aﬂ; 0-3)
110 (Bnt119) f510 (516)

yns11Bus102 Unt1|Bn41502) f5, 1110 (Bnsa|0)

f[l Fyrliio2 Wil Bi 02) £ 5,19 (8i10)

em que
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1/2 1 ; 2
I — . n+1,1
< exp{ 202 y LA > }
FBusalo (Pntalf) IS < i e> fai10(5il0)
=1

:< m@}(p L, 11_M>2
27TU 3 n+ Br1

n m;

fﬁn+1|9 ﬂn+1|€ HHN< tz]a >fﬁl|g(ﬁz|g)

i=1j5=1

(1YY Cand L _tagan)
277052 b 20_82 Yn+1,1 Bn+1

1\ Y2 1 tii\2
S0 (Bry1]0) HH<2MZ) exp{—%z <ym—Bj> }fﬁﬁg(ﬁilf)

i=1j=1 €

1\ 12 . 1 t1)2
pu— X —_—— DR
2102 P 202 Y1 Br
) 1 1/2 ex _i n+1 1
2102 P 202 Yt Br+1
1
9.2
E

nm 1/2 N2
F8ui110 (Bns110) HH<2W02> exp{ o (w—%j) }fmg(ﬁi!f)

i=175=2

mas y;1 = 0, t;1 = 0, e 5;]0’s sdo iid para todas as unidades, entao:

2102

11 <2mz)m exp {—ng (1 ;)} Tio(B10)  (3.49)

i=175=2

1 (n+1)/2
= ( ) F8n1118 (Br4119)
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n+1 m; 1 1/2 1 s 2
*1n. 2 _ ]
frepol6:0?) = 11 / H<2m> exp{‘zag@”w) }fﬁiﬁ%'ﬂ)dé

(3.50)

Para obter a estimativa de Fr,y(t|y) para o perfil futuro basta aplicar o procedi-
mento apresentado na Sec¢ao 3.6.1 para Bp+1.

Esta mesma abordagem pode ser aplicada ao método apresentado por Robinson e
Crowder (2000). Através dela também é possivel fazer previsdes de degradagao para
um perfil futuro.

A desvantagem dessa proposta é que as estimativas para o perfil futuro ficam atre-
ladas & distribuig¢ao condicional completa apresentada na equagao (3.21) e também nao
apresenta bons resultados sob condigbes de mé especificagao da distribuicao dos efeitos
aleatorios. Assim, o resultado dessa proposta sera sempre similar ao de Hamada (2005),
porém com a vantagem de possibilitar predi¢coes de medidas de degradagao para um

perfil futuro.

3.7 Inconsisténcia Tedrica em Hamada (2005)

Nas Segoes anteriores do Capitulo 3 foram apresentadas duas metodologias correntes
na literatura, e uma proposta para obtencao da distribuicao preditiva a posteriori dos
tempos de falha em modelos de degradacdo. A metodologia utilizada por Hamada
(2005) supoe que a distribuigao dos efeitos aleatorios e dos tempos de falha se mantém
a mesma a posteriori, sendo atualizada apenas pelas estimativas dos hiperparametros
a posteriori. Tal suposigao fica evidenciada pelas equacoes (3.39) e (3.39). Entretanto,

esta suposicdo nao parece ser valida tanto para a distribuicao dos efeitos aleatérios
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individuais (3;|0,A quanto para a distribuigdo conjunta de §|0,A. Em particular, a dis-
tribuicao a posteriori para os efeitos aleatérios individuais nao possui sequer forma
fechada (veja por exemplo a equacao (3.21) que é a distribuigao condicional completa
para (3; quando B;|0,\ ~ Weibull(§,\)). O resultado para a distribui¢do conjunta de

Bly sera demonstrado a seguir.

~ ~

Seja o modelo construido na Secao 3.2. Seja § = 1, de modo que reduzimos a
distribuicao Weibull(d,\) ao seu caso simples tornando 3;|A ~ exp(A). Como a dis-
tribuigao Exponencial é um caso particular da distribuicao Weibull, o argumento da
prova é que se o resultado nao vale para um caso particular, entao nao vale para a
familia de distribui¢oes Weibull como um todo. O objetivo é demonstrar que S|\ tem
distribuigao diferente de S|\,y. A titulo de facilita¢ao nos calculos a distribui¢ao normal

serd utilizada na sua forma parametrizada pela precisao 7.

A distribuicao a posteriori fg)y -y (B8|\,7,y) é dada por:

Fonry (BIATY) o //fﬁ,x,m:(ﬁ\)\my)d)\dT

S S

x [ [ Hse 015GV )i

=r =\

[ LanBNAM [ FrisaylBnsmar @51

~~

I 11

De I na equagao (3.51) tem-se:
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i o2
/fEA(éP\)fA()\)d/\: /H)\GXP{—)\ﬁz’} F(2a2))\“27lexp{—b2)\}d)\

[1]

A

b3 / " 4
= Aexpq —A i 0 AT exp {—bo A} dA
iy [y oot

- i=1
=

_ bgz n+az—1 _ - .
_F(az)/A exp{ A(;Bl—i—bg)}d/\

=X

n
nucleo Gamma <n+a2, > 5i+52>
i=1

=1

ng F(n + as

+oo n
— Fas) [ - ]Zwaz / Gamma (n + ag,;ﬁi + b2> d\

> Bi+bo 0

i=1

—(n+a
_ BET(n + an) (a2)

() (3.52)

Z Bi + bo
=1

De II na equagao (3.51), tem-se:
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n o m; 1/2 T tl 2 bgg w1
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f: m;
i=1
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i=1j=
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i=1
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2 F(ag)
i mg
r 2:12 +az—1
Ailmz
1 noomy 2 7 tas—l
2 Z (yzy ﬁ) + b3
i=1j=1
=1
n
00 m; .
™ 1o ti) 2
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27 I'(a3) 2 5
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(3.53)
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( ]> + bs
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Substituindo-se as equagoes (3.52) e (3.53) em I e II na equagao (3.51), segue que:

f,B\)\,T,}N/(/B‘)‘77_7y) X

1 ' .
bgzr(n + a2) i 2 bgg l; m;
F(GQ) 21w T

S omg
M n 1 —(n+az2) _1 noom . ) - (112 +a31>
2 ithe QZZ@U—’?) + by
Li—1 | -

zilml
[ n 1 —(n+az2) -1 n  m; n 2 1
|Smrml XY ()
Li=1 i i=
(3.54)

Nota-se pela equacao (3.54) que a distribui¢do conjunta dos efeitos aleatorios a
posteriori B|A,T,y nao é Exponencial, logo nao é Weibull, como era desejado demonstrar,
e como pressupoOe a metodologia de analise sugerida por Hamada (2005).

No Capitulo 4 os efeitos da metodologia utilizada por Hamada (2005) serao estuda-

dos em bancos de dados simulados.



Capitulo 4

Dados Simulados - Tempos de

Falha Conhecidos

O objetivo deste Capitulo é comparar a abordagem proposta neste texto com a de
Hamada (2005) e Robinson e Crowder (2000), em situagdes mas quais a distribui¢ao
dos efeitos aleatorios é mé especificada e naquelas em que é corretamente especificada.
Essa comparagao sera feita aplicando-se, cada uma delas, a bancos de dados simulados.

A Segao 4.1 apresenta o procedimento de geragdo dos dados de degradagao simula-
dos.

A Segao 4.2 apresenta as distribuigdes a priori, dos parametros, a serem utilizadas
tanto no Capitulo 4 quanto no Capitulo 5.

A Secao 4.3 realiza a comparacao da abordagem proposta neste texto com a de
Hamada (2005) e Robinson e Crowder (2000) para uma situagdo de ma especificagao
na qual os tempos de falha sao conhecidamente advindos de uma distribuicao bimodal,
de maneira que a inconsisténcia teérica em Hamada (2005) fica empiricamente evidente.

A Secao 4.4 realiza a comparagao da abordagem proposta neste texto com a de

Hamada (2005) e Robinson e Crowder (2000) para uma situagao de méa e correta especi-
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ficacao dos efeitos aleatorios, na qual os tempos de falha sdo conhecidamente advindos
de uma distribuicado Weibull. A Se¢ao 4.5 realiza a comparagao da abordagem proposta
neste texto com a de Hamada (2005) e Robinson e Crowder (2000) para uma situacao
de ma e correta especificagdo dos efeitos aleatérios, na qual os tempos de falha sao
conhecidamente advindos de uma distribuigao Lognormal. Em ambas Segoes verifica-se
que apesar da inconsisténcia tedérica em Hamada (2005), aquela abordagem aproxima
satisfatoriamente a distribui¢do dos tempos de falha quando a distribuicao dos efeitos
aleatorios é bem especificada.

A Secao 4.6 apresenta as conclusoes sobre o Capitulo 4.

4.1 Geracao dos Perfis Simulados

Para ilustrar e estudar o efeito da modelagem proposta por Hamada (2005) serao
gerados trés bancos de dados para os quais se conhece previamente a distribuicao dos
tempos de falha. No primeiro deles os tempos de falha sao uma mistura de duas dis-
tribuigoes Normais, no segundo a distribuigao ¢ Weibull e no terceiro, Lognormal. Estes
casos serao tratados nas Segoes 4.3, 4.4 e 4.5, respectivamente. Aqui, seré apresentado o
procedimento genérico assumindo-se o modelo de degradacao com perfil de degradagao
linear apresentado na equagao (3.4).

Passos da geracao dos dados de degradagao:

1. Gere uma amostra de tantos tempos de falha quanto desejado a partir de uma
distribuicao de probabilidade conhecida. Denote por t; os tempos de falha gerados

de modo que ¢ = 1,...,n, em que n é o nimero de tempos de falha gerados.
2. Defina um limiar de degradacao Dy

3. Utilize a equacao 3; = T;/Dj para encontrar a amostra de efeitos aleatorios f;
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que gerarao cada perfil.

4. Defina os tempos t; nos quais serao simuladas as medidas de degradagao y;;, sendo
que j = 1,...,m;, em que m; denota o nimero de medidas de degradacao para

um perfil especifico.

5. Defina o desvio padrao o. do erro associado ao modelo de degradacao e;; na

equacao (3.4).

6. Gere as medidas de degradagao y;; utilizando a equacao (3.4) do modelo de

degradacao. Os erros associados a cada y;; sao gerados de €;; ~ Normal (0,02).

7. Realize a anélise dos dados de degradacao utilizando os métodos e modelagem

apresentados no Capitulo 3.

4.2 Distribuicoes a prior: Assumidas para os Parametros

do Modelo de Degradacao

As distribuigoes a priori assumidas para os pardmetros do modelo de degradagao
utilizado nos Capitulos 4 e 5 sdo apresentados nesta Secao, pois serdo repetidamente
utilizadas ao longo de ambos os Capitulos.

A anélise dos dados para todos os casos foi efetuada utilizando-se os softwares Win-
BUGS 1.4 (Spiegelhalter et al., 2000) e R 2.9 (pacote R2ZWinBUGS) (R Development
Core Team, 2005). A fim de garantir a convergéncia da cadeia para a distribuigdo a
posteriort das estimativas dos pardmetros, assim como minimizar a autocorrelacao das
mesmas, foram realizadas 10.001.000 iteracoes da simulagcao MCMC, com um periodo
de aquecimento (burn-in) de 1000, e saltos de 1000 para a amostragem, o que resul-

tou em uma amostra a posteriori final de tamanho v = 10.000 para cada parametro
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(B;6,X;02|y). A cadeia formada pela distribui¢do condicional de todos os parametros
do modelo convergiram para a distribuicdo a posteriori e apresentaram decaimento
rapido dos autocorrelogramas (veja um exemplo na Figura 4.1), para todos as anéalises

realizadas.
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Figura 4.1: Convergéncia e autocorrelagao das cadeias da distribuicao a posteriori para
alguns parametros - Assumindo 3; ~ Weibull (Caso gerado - T' ~ Bimodal)

4.2.1 Efeito Aleatorio Weibull

Sao estabelecidas as seguintes distribuigoes a priori para os pardmetros do modelo

(equagao (4.1)):
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Bil6 = Bil(8.0) ~ Weibull(8,\)
dla1,by ~ Gamma(ay;b1) = Gamma(0,01;0,01)
AMag,by ~ Gamma(ag; ba) = Gamma(0,01;0,01)

02|az,bs ~ Gammalnvertida(as; b3) = Gammalnvertida(0,01;0,01) (4.1)

As distribuic¢oes a priori apresentadas em (4.1) sdo pouco informativas represen-
tando nosso pouco conhecimento sobre os pardmetros. O estabelecimento das dis-
tribui¢ées a priori de § e A\ é justificavel pois, véem sendo amplamente utilizadas
na literatura (inclusive em Hamada (2005)). Outra razao forte é que a distribuicao
Gamma(a,b) coloca um pouco mais de massa de probabilidade para valores pequenos
da variavel aleatoria quando a; e b; (i = 1,2) tendem a zero, por exemplo a dis-
tribuicio Gamma(1072,1072), ainda que distribuia bastante a massa de probabilidade
para outros valores. No caso em questao d e A sdo hiperparametros de uma distribuigao
Weibull(0,M\), que por sua vez coloca massa de probabilidade aproximadamente igual
para os valores da variavel aleatéria que descreve (f;’s) quando ¢ e A tendem a zero.
Dessa forma, é construida uma distribuicao pouco informativa para os 5;’s no sentido

de que todos os efeitos aleatorios sdo aproximadamente igualmente provaveis de ocorrer.

4.2.2 Efeito Aleatério Lognormal

Sao estabelecidas as seguintes distribuigoes a priori para os pardmetros do modelo

(equagao (4.2)):
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819 = Bil(n,03) ~ Lognormal(yiz.o})
prlas,bi ~ N(ag; ) = N(0;100)
0%|as,bs ~ Gammalnvertida(as; bs) = Gammalnvertida(0,01;0,01)

o2|az,bs ~ Gammalnvertida(as; b3) = Gammalnvertida(0,01;0,01) (4.2)

As distribuigoes a priori apresentadas em (4.2) sao nao informativas no sentido de

total desconhecimento sobre os parametros.

4.3 Caso 1: Distribuicao do Tempo até a Falha T ~ Bi-

modal - Mistura de Duas Normais

Foram gerados vinte (n = 20) perfis de degradacgdo, com (m; = 17) medidas de
degradagao em cada perfil, sendo y;; = 0 para todos os perfis (ou unidades),D; = 10,
o = 0,2063, com tempos de falha advindos de uma distribuicdo de probabilidade
bimodal conhecida. A distribui¢ao bimodal é na verdade a mistura de duas distribuicoes

normais 71 ~ Normal(pr1,0%,) e Ty ~ Normal(ure,0%,) conforme a equagio (4.3).

2 (tlur2,07) (4.3)

T2

fT(t) = 075fT|MT1, 2 (t’HT17U’%1) + O75fT|uT2,O'

T

em que pry = 3000, or; = 30, pre = 7000 e o2 = 30. Os perfis gerados podem ser
observados na Figura 4.2.

No final, foram gerados dez (10) perfis de degradagao advindos de cada uma das
duas distribuigoes.

A distribui¢do dos efeitos aleatérios, se seguido o passo 3 da geragdo de dados na



Capitulo 4. Dados Simulados - Tempos de Falha Conhecidos 66

Perfis de Degradagdo — Simulado
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Figura 4.2: Perfis de degradacgao - T' ~ Bimodal

Secao 4.1, também é bimodal como pode ser visualizado na Figura 4.3.

Efeitos aleatérios — T ~ Bimodal
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Figura 4.3: Densidade de probabilidade dos efeitos aleatérios Gerados - T' ~ Bimodal

Para este banco de dados, as trés abordagens de andlise serao utilizadas sob ma-

especificagao da distribuigao dos efeitos aleatorios: Weibull (Segao 4.3.1) e Lognormal
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(Secao 4.3.2).

4.3.1 Analises Supondo Efeito Aleatério Weibull

Suponha que a distribuicdo dos tempos de falha nao seja conhecida. Se utilizado
o modelo de degradagao com a suposicao de que os efeitos aleatorios sao distribui-
dos segundo uma distribui¢ao Weibull (modelo da Se¢ao 3.2 e lembrando que TZ\HN* ~
Weibull < B;]0 ~ Weibull).

As estimativas para os efeitos aleatorios dos perfis sob teste foram efetuadas com
sucesso como pode ser exemplificado na Figura 4.4. O valor real é indicado pela linha

preta vertical.
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Figura 4.4: Densidade a posteriori: efeito aleatorio do perfil 7 - Assumindo 3; ~
Weibull (Caso gerado - T' ~ Bimodal)

Os trés métodos de estimagao da distribuigdo preditiva a posteriori para uma

unidade futura (perfil futuro) como apresentado na Secao 3 foram aplicadas e obteve-se
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o grafico na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Distribuigao preditiva a posteriori dos tempos de falha para um perfil futuro
assumindo 3; ~ Weibull (Caso gerado - T' ~ Bimodal)

da equagao (4.3)).

Na Figura 4.5 por Frjg(T|(0))Rrear entenda a verdadeira distribuicio de T' (aquela

Por Fr(T)Gerado entenda a distribuigdo acumulada empirica T'
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dos vinte (20) tempos de falha gerados da equagdo (4.3). Entenda Frpy (t|y)Hamada
FTD:(t‘g)Prop.N.Um’dadea Fryy (1] g)N.UmdadeRc como a distribuicao preditiva a posteriori
dos tempos de falha de uma unidade futura (perfil futuro) obtidas via Hamada (2005)
(Secao 3.4), Proposta (Secao 3.6) e Robinson e Crowder (2000) (Segao 3.5) respectiva-
mente.

Fica claro que o método utilizado em Hamada (2005) ndo consegue captar a bi-
modalidade da distribuicao real e empirica dos tempos de falha, isto ocorre porque a
distribui¢ao dos efeitos aleatorios e dos tempos de falha muda a posteriori (fato verifi-
cado analiticamente na Segao 3.7).

A surpresa fica por conta da Proposta deste texto e do método apresentado em
Robinson e Crowder (2000), uma vez que, independentemente da distribuicao dos efeitos
aleatorios ter sido mal especificada, estimam muito aproximadamente a distribuicao real

e empirica dos tempos de falha.

4.3.2 Analises Supondo Efeito Aleatério Lognormal

Suponha que a distribuicao dos tempos de falha ndo seja conhecida. Se utilizado
o modelo de degradacao com a suposicao de que os efeitos aleatérios sdo distribuidos
segundo uma distribui¢do Lognormal (modelo da Segao 3.3 e lembrando que Tl\t?v* ~
Lognormal < 5z’g ~ Lognormal da Segao 2.2).

Sao estabelecidas as mesmas distribui¢oes a priori apresentadas na equagao(4.2).

As estimativas para os efeitos aleatorios dos perfis sob teste foram efetuadas com
sucesso como pode ser exemplificado na Figura 4.6. O valor real é indicado pela linha
preta vertical.

Os métodos de estimagao da distribuicao preditiva a posteriori para uma unidade
futura (perfil futuro) como apresentado na Segao 3 foram aplicadas e obteve-se o grafico

na Figura 4.7.
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Figura 4.6: Densidade a posteriori: efeito aleatoério do perfil 7 - Assumindo §; ~
Lognormal (Caso gerado - T' ~ Bimodal)

Na Figura 4.7 fica claro que o método utilizado em Hamada (2005) nao consegue
captar a bimodalidade da distribuicao real e empirica dos tempos de falha, isto ocorre
porque a distribuicao dos efeitos aleatérios e dos tempos de falha muda a posteriori
(fato assim como verificado analiticamente na Se¢ao 3.7).

Novamente como na se¢ao anterior, a Proposta deste texto e o método apresen-
tado em Robinson e Crowder (2000), independentemente da distribuicao dos efeitos
aleatorios ter sido mal especificada, estimam muito aproximadamente a distribuicao

real e empirica dos tempos de falha.

4.4 Caso 2: Distribuicao do Tempo até a Falha T' ~ Weibull

Foram gerados quinze (n = 15) perfis de degradagao, com (m; = 17) medidas de
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Figura 4.7: Distribuigao preditiva a posteriori dos tempos de falha para um perfil futuro
assumindo 3; ~ Lognormal (Caso gerado - T' ~ Bimodal)

degradagao em cada perfil, sendo y;; = 0 para todos os perfis (ou unidades),D; = 10,
o. = 0,2063, com tempos de falha advindos de uma distribuigdo de probabilidade
Weibull conhecida T' ~ Weibull(0*) = Weibull(0*,A\*) = Weibull(6,63225;1/5487,61).

~
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Os perfis gerados podem ser observados na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Perfis de degradacao - T' ~ Weibull

Para este banco de dados gerado as trés abordagens apresentadas neste texto serao
utilizadas. Na Secdo 4.4.1, com a especificagdo da distribuicao a priori correta, e sob

mé especificacao na Segao 4.4.2.

4.4.1 Analises Supondo Efeito Aleatério Weibull

As distribuicoes a priori para os efeitos aleatorios sao as mesmas apresentadas na
equagao(4.1).

As estimativas para os efeitos aleatorios dos perfis sob teste foram efetuadas com
sucesso como pode ser exemplificado na Figura 4.9. O valor real é indicado pela linha
preta vertical.

Os métodos de estimacao da distribuicao preditiva a posterior: para uma unidade
futura (perfil futuro) como apresentado na Segao 3 foram aplicadas e obteve-se o grafico

na Figura 4.10.
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Figura 4.9: Densidade a posteriori: efeito aleatorio do perfil 7 - Assumindo 3; ~
Weibull (Caso gerado - T' ~ Weibull)

Na Figura 4.10 fica claro que o método utilizado em Hamada (2005) consegue captar
a distribuicdo empirica dos tempos de falha. Ou seja, o fato de que a distribui¢ao dos
efeitos aleatorios e dos tempos de falha muda a posteriori (fato verificado analiticamente

na Segao 3.7), ndo penaliza drasticamente a estimagdo de Fryy (t|y).

A Proposta deste texto e do método apresentado em Robinson e Crowder (2000),

estimam muito aproximadamente a distribuicao empirica dos tempos de falha.

Note que a distribuicao acumulada real encontra-se mais a direita das demais cur-
vas. Isto ocorre porque a amostra gerada estd sujeita ao erro Monte Carlo, e nao é
suficientemente grande para aproximar a distribui¢ao real, logo as curvas estimadas
das distribuigoes preditivas a posteriori se encontram mais proximas da distribuigao

empirica dos dados gerados.

Um fato interessante ¢ que, como o método de Hamada (2005) aproxima bem a
distribuicao dos tempos de falha, é possivel utilizar a Proposta para um perfil futuro

incluido na verossimilhanga da Secao 3.6.3 denotada por FT|y(t]y) Prop.N.U.Ver- Pela
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Figura 4.10: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para um perfil
futuro assumindo §; ~ Weibull (Caso gerado - T ~ Weibull)

Figura 4.11 é possivel notar que Fry (t|y)pProp.N.Unidade Praticamente se sobrepoe a

Fry (t|y) Hamada- Dessa maneira, seria razodvel utilizar a abordagem da Secdo 3.6.3

para realizar inclusive predigdes de valores de degradagao para uma unidade futura (tal
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abordagem sera efetuada quando das situagoes praticas com dados reais).
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Figura 4.11: Distribuigao preditiva a posteriori assumindo 3; ~ Weibull (Caso gerado
- T ~ Weibull)

4.4.2 Analises Supondo Efeito Aleatério Lognormal

A titulo de curiosidade sera efetuada a analise assumindo-se as distribuicoes a priori
para os efeitos aleatorios como Lognormal (dita ma especificagdo como na inferéncia
classica).

Sao estabelecidas as mesmas distribui¢oes a priori apresentadas na equagao(4.2).

As estimativas para os efeitos aleatérios dos perfis sob teste foram efetuadas com
sucesso como pode ser exemplificado na Figura 4.12. O valor real é indicado pela linha
preta vertical.

Os métodos de estimagao da distribuigao preditiva a posteriori para uma unidade

futura (perfil futuro) como apresentado na Segao 3 foram aplicadas e obteve-se o grafico
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Figura 4.12: Densidade a posteriori: efeito aleatério do perfil 7 - Assumindo 5; ~
Lognormal (Caso gerado - T' ~ Weibull)

na Figura 4.13.

Na Figura 4.13 fica evidente que o método utilizado em Hamada (2005) nao con-
segue captar a distribuigdo empirica dos tempos de falha. Ou seja, o fato de que a
distribuigao dos efeitos aleatorios e dos tempos de falha muda a posteriori (fato verifi-

cado analiticamente na Segao 3.7), penaliza a estimacao de Fry (t]y).

A Proposta deste texto e do método apresentado em Robinson e Crowder (2000),
estimam muito aproximadamente a distribuicao empirica dos tempos de falha. Ou seja,
reforca-se que ambos os métodos estao livres da mé especificacao dos efeitos aleatorios
quando assumidas distribui¢oes a priori nao informativas para os pardmetros do mo-

delo.
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Figura 4.13: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para um perfil
futuro assumindo B; ~ Lognormal (Caso gerado - T' ~ Weibull)
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4.5 Caso 3: Distribuicao do Tempo até a Falha T' ~ Log-

normal
Foram gerados quinze (n = 15) perfis de degradagao, com (m; = 17) medidas
de degradagao em cada perfil, sendo y;; = 0 para todos os perfis (ou unidades sob

teste), Dy = 10, 0. = 0,2063, com tempos de falha advindos de uma distribuicao

de probabilidade Lognormal conhecida 7' ~ Lognormal(0*) = Lognormal(u},02*) =

~

Lognormal(5000; 1/44.72).

Os perfis gerados podem ser observados na Figura 4.14.
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Figura 4.14: Perfis de degradacao - T' ~ Lognormal

Tal qual na Secao 4.4, as trés abordagens apresentadas neste texto serao utilizadas
neste banco de dados, com a méa especificagao do efeito aleatorio (Segao 4.5.1) e especi-

ficac@o correta (Segao 4.5.2).
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4.5.1 Analises Assumindo Efeito Aleatério Weibull

A titulo de curiosidade sera efetuada a analise assumindo-se as distribuicoes a pri-
ori para os efeitos aleatorios como Weibull (dita méa especificagdo como na inferéncia
classica).

As distribuicoes a priori para os efeitos aleatorios sdo as mesmas apresentadas na
equagao (4.1).

As estimativas para os efeitos aleatorios dos perfis sob teste foram efetuadas com
sucesso como pode ser exemplificado na Figura 4.15. O valor real é indicado pela linha

preta vertical.

Bz Bz
oo}
S
= 490.19) = 490.1
2 db
—
~ ©o
o
i =
o
o |
s 2 -
B
« o
E g °
i< =
2 2
o
S |
Te] N
o
=
[=]
o - O -
e T T T I
480 500 470 490 510
Bly Bly

Figura 4.15: Densidade a posteriori: efeito aleatério do perfil 7 - Assumindo §; ~
Weibull (Caso gerado - T' ~ Lognormal)

Os métodos de estimagao da distribuicao preditiva a posteriori para uma unidade
futura (perfil futuro) como apresentado na Segao 3 foram aplicadas e obteve-se o grafico

na Figura 4.16.

Na Figura 4.16 observa-se que o método utilizado por Hamada (2005) oferece boa
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Figura 4.16: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para um perfil
futuro assumindo §; ~ Weibull (Caso gerado - T ~ Lognormal)

aproximagao da distribuicao empirica dos tempos de falha. Ou seja, o fato de que
a distribui¢ao dos efeitos aleatérios e dos tempos de falha muda a posteriori (fato

verificado analiticamente na Segdo 3.7), nao penalizou de forma grave a estimagao
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de Frpy(tly). Entretanto, Fryy(t[y) ndo foi bem estimada para valores pequenos de
tempo, e estes valores sao bastante utilizados para determinagao de garantia, logo seria
preferivel nao utilizar os resultados do método de Hamada (2005).

A Proposta deste texto e do método apresentado em Robinson e Crowder (2000),
estimam muito aproximadamente a distribuicdo empirica dos tempos de falha. Re-
forcando mais uma vez a capacidade de ambos métodos estarem livres de méa especifi-
cacao dos efeitos aleatorios quando assumidas distribuicées a priori nao informativas

para os parametros do modelo.

4.5.2 Analises Supondo Efeito Aleatério Lognormal

Sao estabelecidas as mesmas distribui¢oes a priori apresentadas na equagao(4.2).
As estimativas para os efeitos aleatorios dos perfis sob teste foram efetuadas com
sucesso como pode ser exemplificado na Figura 4.17. O valor real é indicado pela linha

preta vertical.
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Figura 4.17: Densidade a posteriori: efeito aleatério do perfil 7 - Assumindo 5; ~
Lognormal (Caso gerado - T' ~ Lognormal)
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Os métodos de estimacao da distribuicao preditiva a posteriori para uma unidade
futura (perfil futuro) como apresentado na Segao 3 foram aplicadas e obteve-se o grafico

na Figura 4.18.
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Figura 4.18: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para um perfil
futuro assumindo S; ~ Lognormal (Caso gerado - T' ~ Lognormal)



83 4.6. Conclusoes

Na Figura 4.18 a Proposta deste texto e do método apresentado em Robinson e
Crowder (2000), estimam muito aproximadamente a distribui¢do empirica dos tempos
de falha.

O método de Hamada (2005) também aproxima bem a distribuicdo dos tempos
de falha, é possivel utilizar a Proposta para um perfil futuro incluido na verossimi-
lhanga da Segdo 3.6.3 denotada por Fryy (t|y) prop.N.U.ver- Pela Figura 4.19 nota-se que
FT|y(t\y) Prop.N.Unidade Praticamente se sobrepoe a Fryy (t|y) Hamada- Dessa maneira,
seria razoavel utilizar a abordagem da Segao 3.6.3 para realizar inclusive predigoes de
valores de degradagao para uma unidade futura (tal abordagem sera efetuada quando

das situagoes praticas com dados reais).
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Figura 4.19: Distribui¢ao preditiva a posteriori assumindo (; ~ Lognormal (Caso
gerado - T' ~ Lognormal)

4.6 Conclusoes

Neste Capitulo foi apontada, através de bancos de dados simulados, a inconsisténcia
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teorica presente em Hamada (2005). A inconsisténcia diz respeito a afirmagao de que
a distribuicao dos efeitos aleatorios (ou dos tempos de falha, uma vez que ambos estao
atrelados pela forma funcional do modelo linear de degradagao) se mantém a mesma a
posteriori. Foram gerados dados de modo que a distribui¢do dos tempos de falha reais
¢ bimodal (mistura de duas normais), entao através de Robinson e Crowder (2000),
da proposta deste texto (métodos que dao liberdade a atualizacao da distribuigao dos
efeitos aleatorios), e do conhecimento da distribui¢ao dos dados gerados, mostra-se que
os efeitos aleatérios de fato sao atualizados no procedimento bayesiano, corroborando-se
assim empiricamente a inconsisténcia presente em Hamada (2005). Através de dados
gerados a partir das distribuicoes Weibull e Lognormal verifica-se que, mesmo apesar
da inconsisténcia teodrica, quando o efeito aleatorio nao é mal especificado, o método
empregado em Hamada (2005) fornece uma boa aproximagao da distribuigao preditiva
a posteriori dos tempos de falha para unidades futuras.

Fato interessante ainda neste Capitulo é que Robinson e Crowder (2000) e a pro-
posta deste texto sempre aproximaram muito bem a distribuicao amostrada a partir da
distribuicao real quando assumidas distribuigoes a prior: Weibull e Lognormal pouco
informativas para a distribuicao dos efeitos aleatérios. Outra vantagem da proposta e
de Robinson e Crowder (2000) é que formas funcionais mais complexas de degradagao
nao dificultam a utilizagao dessas duas abordagens. Ou seja, para estes casos dos dados
gerados, sdo completamente livres de mé especificagdo (com forte evidéncia ja que con-
seguiram captar inclusive bimodalidade). Dessa forma, ambos os métodos podem ser
utilizados para validagao da metodologia de Hamada (2005) em casos praticos, dado que
sempre aproximaram a distribui¢ao gerada dos tempos de falha. A partir dai, pode-se
utilizar a proposta deste texto com inclusao de uma nova unidade na verossimilhanca,
que por sua vez apresenta resultados extremamente parecidos com os de Hamada (2005),

para realizar predigoes de degradacao para uma unidade futura.



Capitulo 5

Situacoes Praticas Revisitadas

5.1 Emissores de Laser

Na Segao 1.1.2 foram apresentados os dados dos emissores de laser (Figura 1.3).
Estes dados foram originalmente analisados por Meeker e Escobar (1998), utilizando a
modelagem baseada em inferéncia cléssica. A apresentacao dessa mesma base de dados
foi realizada na Segéo 1.1.2 desse trabalho.

Objetiva-se nesta Segdo comparar os resultados obtidos em Hamada (2005) com
a analise Proposta apresentada na Secao 3.6. O modelo de degradacao utilizado sera
o mesmo apresentado na Segdo 3, mais especificamente na Se¢do 3.2 (uma vez que
Hamada (2005) assumiu que os efeitos aleatorio Weibull). As analises de perfis sob
teste e futuros também se encontram indicadas dentro da Segao 3.

Para o modelo (34), i = 1,...,n = 15 (perfis) , j = 1,...,m; (medidas) e
max{myq,...,mi5} = 17.

Utilizado o modelo de degradagdo com a suposi¢ao de que os efeitos aleatorios sao
distribuidos segundo uma distribuigao Weibull (modelo da Sec¢ao 3.2 e lembrando que

T (0%) ~ Weibull < (3,6 ~ Weibull), sao estabelecidas as distribuigdes a priori para

~
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os parametros do modelo segundo a Secao 4.2.1.

Os métodos de estimagao da distribuicao preditiva a posterior: para uma unidade
futura (perfil futuro), como apresentado na Secao 3, foram aplicadas e obteve-se o

grafico na Figura 5.1.

Assumindo T~Weibull
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Figura 5.1: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para um laser futuro
assumindo 3; ~ Weibull

A

E possivel recordar da Secdo 4 que quando o método de Hamada (2005) ¢ uma
boa aproximagao para a distribuicao preditiva posteriori dos tempos de falha, Hamada
(2005) ¢ uma suavizacao das curvas resultantes dos métodos de Robinson e Crowder
(2000) e da Proposta (Segao 3.6 deste texto). Da Figura 5.1 nota-se que a aproxi-
magcao de Hamada (2005) ¢ adequada. Observe que como os métodos de Robinson e
Crowder (2000) e da Proposta (Sec¢ao 3.6 deste texto) na Segao 4 apresentaram bons
resultados em descrever a distribuicdo dos tempos de falha indepentende de mas es-
pecificagbes (afirmativa validada para o caso Weibull e Lognormal), pode-se utiliza-los

dessa maneira.

Na Figura 5.2 pode ser vista a distribui¢ao preditiva a posteriori dos tempos de falha
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Assumindo T~Weibull
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Figura 5.2: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para lasers sob teste
e laser futuro assumindo 3; ~ Weibull

de unidades sob teste e futura (Proposta da Sec¢ao 3.6). Como visto na Sec¢ao 4.5.2,
a Proposta com a nova unidade na verossimilhanca apresenta resultados praticamente

idénticos aos de Hamada (2005)(ver Secao 4).

Uma vantagem da Proposta em relagdo ao método aplicado por Hamada (2005) é
o conjunto de linhas pontilhadas, em que cada uma representa a distribuicao preditiva
a posteriori dos tempos de falha de unidades sob teste. Ou seja, é possivel estimar

quantidades de interesse para cada unidade laser.

As estimativas das quantidades de interesse Ry (4500|y) e tp), (0,1]y) e parametros
do modelos sao mostradas na Tabela 5.1. Note que todas as estimativas sao similares,
indicando que o modelo de Hamada (2005) é adequado e possui resultados muito si-
milares aos propostos neste texto quando a suposi¢ao com relagao a distribuicao dos
efeitos aleatorios esta correta (veja conclusoes do Capitulo 4). Poderia ser determinada
também a garantia de um emissor de laser através dos resultados de t,, (0,1]y), tempo

para o qual a probabilidade de uma unidade futura falhar é 0,10. Note que as proba-
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bilidades estimadas de um laser futuro sobreviver a 4500 (Ryyy (4500]y)) horas de uso

¢ alta, todas estimativas maiores que 0,70.

Tabela 5.1: Distribuigao a posteriori das quantidades de interesse e parametros (Dados
dos Emissores de Laser - Hamada (2005))

Parametro Meédia Desvio padrao 2,5% Mediana 97,5%
5 6,4302 1,3776 3,9710 6,3420 9,3150
by 7,791E-11 3,982E-09 2,786E-26  4,021E-18  1,355E-11
o 0,2117 0,0098 0,1936 0,2114 0,2321
RT\X(4500|g)Pr0p.N.Unidade 0,7300 * * * *
Ry (4500]y) Prop. N.U.Ver 0,7500 * * * *
tp1y (0,11Y) Prop. N.Unidade 3614 * * * *
tp1y (0,1|Y) Prop. N.U.Ver 3759,7 * * * *
SHamada 5,688 0,9496 3,6920 5,7650 7,1390
AHamada 6,628E-11 1,348E-09 2,587E-20  1,626E-16  8,531E-11
Oc Hamada 0,2063 0,0098 0,1882 0,2059 0,2266
Ry (4500|y) Hamada 0,7107 0,0840 0,5236 0,7200 0,8477
tp‘x(0,1\2>Hamada 3650 348,6 2852 3699 4206

Ainda, da Tabela 5.2 é possivel obter os percentis da distribuigao preditiva a pos-
teriori de todas unidades sob teste. O método de Robinson e Crowder (2000) também
permitiria realizar essa analise. Planos de manutencao podem ser desenvolvidos para
unidades sob teste, pois sdo obtidas as estimativas de percentis para as mesmas (ver

Robinson e Crowder (2000) para maiores detalhes da aplicagao).

Tabela 5.2: Percentis da distribuigao preditiva a posteriori dos tempos de falha para
unidades sob teste (Dados dos Emissores de Laser - Hamada (2005))

;Y tp|)~/(0»025\g)Proposm tp\xa)vllg)Proposta tp\x«)vslg/)Proposta tp\x<07975‘g)P7‘oposta
1 3652 3671 3709 3768
2 4103 4129 4177 4253
3 5489 5533 5622 5763
4 5832 5881 5980 6136
5 5311 5353 5434 5560
6 3558 3578 3614 3671
7 5978 6034 6137 6297
8 6232 6290 6403 6583
9 4962 4999 5069 5182
10 3262 3279 3309 3357
11 5153 5194 5271 5389
12 4923 4960 5030 5139
13 4685 4719 4782 4880
14 5677 5727 5819 5966
15 5957 6010 6113 6278

A Proposta com a nova unidade inclusa na verossimilhanca permite ainda executar
predicoes de degradacao para uma unidade futura, como pode ser visto na Figura 5.3.
Linhas mais escuras e continuas retratam as bandas de credibilidade de degradacao

uma unidade futura, linhas tracejadas mais escuras a estimativa pontual da unidade
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futura, linhas tracejadas as predigoes das unidades sob teste, e os circulos as medigoes
observadas de degradacao. Note que as bandas de credibilidade da unidade futura
tendem a englobar a degradagao das unidades sob teste. FEsse grafico é ilustrativo, uma
vez que predigdes com tantos passos a frente ndo é uma pratica recomendada (e nem

sempre apresenta resultados satisfatorios).

Perfis de Degradacéo — Observados e Estimados
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Figura 5.3: Predigoes para lasers futuros e sob teste assumindo T ~ Weibull

5.2 Desgaste das Rodas de Trem

Na Secao 1.1.1 foram apresentados os dados de rodas de trem que inicialmente
motivaram este texto. Freitas et al. (2010) também analisaram as rodas M A1l os
resultados serdo comparados com a metodologia Proposta na Secao 3.6.

Objetiva-se nesta Se¢do comparar os resultados obtidos em Freitas et al. (2010)
(obtidos via o método de Hamada (2005)) com a andlise Proposta apresentada na Secao

3.6. O modelo de degradacao utilizado serd o mesmo apresentado na Segao 3, (uma vez
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que Freitas et al. (2010) assumiu que os efeitos aleatérios Weibull e Lognormal). As
analises de perfis sob teste e futuros também se encontram indicadas dentro da Segao
3.

Todos resultados de Freitas et al. (2010) serao denotados por Hamada (2005), uma
vez que os primeiros autores utilizaram a metodologia do segundo.

Para o modelo (34), i = 1,....,n = 14 (perfis) , j = 1,...,m; (medidas) e

max{myq,...,my4} = 13.

5.2.1 Rodas de Trem - Efeito Aleatorio Weibull

Utilizado o modelo de degradagdo com a suposicao de que os efeitos aleatérios sdo
distribuidos segundo uma distribuigao Weibull (modelo da Segao 3.2 e lembrando que
TZ|0N* ~ Weibull < /6Z|€ ~ Weibull), sdo estabelecidas as distribuigbes a priori para
os parametros do modelo segundo a equagao (4.1). A justificativa para essa escolha
se d4 da mesma maneira que na Secao 4.2.1. As anélises foram conduzidas da mesma
maneira que nas segoes anteriores.

A distribuigao preditiva a posteriori dos tempos de falha via Hamada (2005) acom-
panha bem as distribuigoes acumuladas livres de ma especificagao de Robinson e Crow-
der (2000) e da Proposta deste texto.

Na Figura 5.5 pode ser vista a distribuicao preditiva a postertori dos tempos de
falha de rodas sob teste e futura (Proposta da Sec¢ao 3.6). Como visto na Segao 4.5.2,
a Proposta com a nova unidade na verossimilhanca apresenta resultados praticamente
idénticos aos de Hamada (2005)(ver Secao 4).

As estimativas das quantidades de interesse (MTTF |1N/' ou tempo médio até a falha
da unidade futura a posteriori, Ry (300000]y), tyy(0,1]y), e t,y(0,5y)) e parame-
tros do modelos sao comparadas na Tabela 5.3. Note que todas as estimativas sao

similares, indicando que o modelo de Hamada (2005) é adequado e possui resultados
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Figura 5.4: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para uma roda
futura assumindo 3; ~ Weibull
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Figura 5.5: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para rodas sob teste

e roda futura assumindo §; ~ Weibull

muito parecidos aos propostos neste texto quando a suposi¢ao com relacao & distribuicao

dos efeitos aleatdrios esta correta. Poderia ser determinada também a garantia de uma
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roda através dos resultados de tp|y(0,1]y), tempo para o qual a probabilidade de uma
unidade futura falhar é 0,10. Note que as probabilidades estimadas de uma roda futura
sobreviver a 300000 (R7y(300000]y)) quilometros de uso ¢ alta, todas estimativas

maiores que 0,90.

Tabela 5.3: Distribuigao a posteriori das quantidades de interesse e parametros (Dados
de Desgaste de Rodas de Trem - Freitas et al. (2010))

Parametro Meédia Desvio padrao 2,5% Mediana 97,5%
5 1,95 0,41 1,22 1,93 2,81
A 0,01 0,01 0,00 0,00 0,04
oe 0,94 0,05 0,85 0,94 1,06
MTTF|(Y)Prop.N.Unidade (®10°km)  1056,78 * * * *
MTTF|(y)prop.N.U.Ver (10 km) 1087,73 * * * *
Ry |y (300000]y) Prop. N.Unidade 0,93 * * * *
Ry (300000|y) prop. N.U.Ver 0,92 * * * *
tpnN/(0»1\g)P»«op.N,Umdade(Zlo%m) 355,89 * * * *
tp|)w/(0,1\g)Pmp.N.U,Verr(zl()Bkm) 359,81 * * * *
tp|)~/(0»5\g)Pmp.N,Unidade(OJloskm) 986,37 * * * *
tply (0:519) Prop. N.U.Ver(x10°km)  1001,77 * * * *
S Hamada 1,95 0,41 1,22 1,93 2,80
AHamada 0,01 0,01 0,00 0,01 0,04
Oc Hamada 0,99 0,06 0,88 0,99 1,11
MTTF| (y) Hamada (£103km) 1097,00 172,13 800,84  1083,00 1473,13
Ry (300000]y) Hamada 0,92 0,05 0,80 0,93 0,98
tpy (0.119) Framada (€103 km) 382,80 118,79 163,65 378,90 624,66
tyly (0.519) Hramada (£103km) 1011,00 170,75 688,85 1006,00  1361,00

Ainda, da Tabela 5.4 é possivel obter os percentis da distribuicao preditiva a pos-
teriori de todas unidades sob teste. O método de Robinson e Crowder (2000) também
permitiria realizar essa analise. Planos de manutencao podem ser desenvolvidos para

unidades sob teste.

Tabela 5.4: Percentis da distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para
unidades sob teste (Dados de Desgaste de Rodas de Trem - Freitas et al. (2010))

TIY  MITFy Gy 008 W rroporta Taiy O Proporra 1 g O Proposta  aly OIS0 Proposta
~Proposta ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
(2103 km) (2103 km) (2103 km) (2103 km) (2103 km)
1 2291,23 2196,04 2228,38 2289,98 2391,62
2 1910,99 1841,84 1866,48 1911,14 1980,44
3 1347,65 1313,62 1325,17 1347,50 1382,15
4 1004,76 985,60 992,53 1004,85 1024,10
5 669,42 661,12 663,89 669,36 677,91
6 969,50 952,49 957,88 969,43 987,14
7 1046,70 1026,41 1033,34 1046,43 1067,99
8 1733,35 1677,06 1696,31 1733,27 1791,79
9 714,02 704,55 707,78 713,94 723,88
10 1133,44 1109,57 1118,04 1133,44 1158,08
11 356,52 352,28 353,74 356,47 360,90
12 276,11 272,27 273,58 276,05 280,05
13 800,71 788,48 793,10 800,80 813,12
14 540,19 534,07 536,15 540,16 546,55
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A Proposta com a nova unidade inclusa na verossimilhanca permite ainda executar
predigoes de degradacao para uma roda futura, como pode ser visto na Figura 5.6.
Linhas mais escuras e continuas retratam as bandas de credibilidade de degradagao
uma unidade futura, linhas tracejadas mais escuras a estimativa pontual da unidade
futura, linhas tracejadas as predigoes das unidades sob teste e os circulos indicam as
medidas de degradacao observadas. Note que as bandas de credibilidade da unidade
futura tendem a englobar a degradacao das unidades sob teste. Esse grafico é ilustrativo,

uma vez que predigdes com tantos passos a frente nao é uma pratica recomendada.

Perfis de Degradagdo — Observados e Estimados
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Figura 5.6: Predigbes para rodas futuras e sob teste assumindo (; ~ Weibull

5.2.2 Rodas de Trem - Efeito Aleatério Lognormal

Sao estabelecidas as mesmas distribuigoes a priori apresentadas na equagao (4.2),
ou seja, nao informativas no sentido de pouco conhecimento sobre os pardmetros. Na
Figura 5.7 nota-se que o método de Hamada (2005) nao gera boas estimativas da dis-

tribuicao dos tempos de falha a posteriori, logo nao seria adequado utilizar o método
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proposto de insercao da nova unidade na verossimilhanga.

Assumindo T~Lognormal
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Figura 5.7: Distribuicao preditiva a posteriori dos tempos de falha para uma roda
futura assumindo 5; ~ Lognormal

Como os resultados da Segao 5.2.1 foram melhores, optou-se por apenas comparar
os resultados de Freitas et al. (2010) com os obtidos via Proposta.

As estimativas das quantidades de interesse (MTTF |}N/ ou tempo médio até a falha
da unidade futura a posteriori, Ry (300000]y), tyy(0,1]y), e t,y(0,5y)) e parame-

tros do modelo sao comparadas na Tabela 5.5. Note que todas as estimativas de

MTTF|Y = 1154880 Km ¢ MTTF|Y = 1147000 Km sao quase
~ Prop.N.U.Ver ~ Hamada
100.000 Km maiores que MTTF|Y = 1056880 Km, indicando que o mo-

~ Prop.N.Unidade
delo de Hamada (2005) nao é adequado apesar de possuir resultados parecidos aos

propostos na parte inicial da curva de probabilidade acumulada. Neste caso a situagao
seria mais recomendavel a utilizagao da Proposta deste texto e de Robinson e Crowder
(2000), para estabelecimento de garantia para novas rodas, ou ainda, conforme a Segao

5.2.1.
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Tabela 5.5: Distribuigao a posteriori das quantidades de interesse e parametros (Dados
de Desgaste de Rodas de Trem - Freitas et al. (2010))

Parametro Meédia Desvio padrao 2,5% Mediana 97,5%
L 2,46 0,18 2,10 2,46 2,81
or 0,65 0,14 0,44 0,63 0,98
oe 0,94 0,05 0,85 0,94 1,05
MTTF|(Y)prop.N.Unidade (£10°km)  1056,88 * * * *
MTTF|(y)prop.N.U.Ver (2103 km) 1154,88 * * * *
Ry (300000|y) Prop. N.Unidade 0,93 * * * *
Ry (300000|y) prop.N.U.Ver 0,95 * * * *
tply (0,11¥) Prop.N.Unidade (€10%km) 356,00 * * * *
tmg(0,1\g)pmpw,u‘vﬂ(ww?’km) 390,00 * * * *
tply (0,51¥) Prop.N.Unidade (€10%km) 987,00 * * * *
tply (051Y) Prop.N.U.ver(@10%km) 913,00 * * * *
UL Hamada 2,46 0,18 2,10 2,46 2,81
oL Hamada 0,65 0,14 0,44 0,62 0,98
Oe rramada 0,99 0,06 0,88 0,99 1,11
MTTF| (y) Hamada (£103km) 1147,00 264,13 796,86  1101,00  1776,64
Ry (300000| %) Hamada 0,95 0,05 0,82 0,96 0,99
tply (01]Y) Hramada (£103km) 405,60 94,01 220,39 405,90 589,28

tply (0,51¥) Hamada (£10%km) 916,10 163,98 636,39 901,30 1264,10




Capitulo 6

Conclusao

No Capitulo 1 deste texto foram apresentados dados de degradagao de rodas de
trem para anélise via inferéncia bayesiana. A percepc¢ao de inconsisténcias teéricas no
artigo de Hamada (2005) motivou a busca de artigos que propusessem metodologias
de abordagem bayesiana alternativas para dados de degradacao e fomentou retorno a
situacao pratica dos dados de degradagao de emissores de laser.

No Capitulo 2 foram revisadas algumas metodologias de inferéncia para modelos de
degradacao.

No Capitulo 3, foi apresentada a abordagem bayesiana para inferéncia em mode-
los de degradacao através de duas metodologias correntes na literatura (Robinson e
Crowder, 2000; Hamada, 2005), e de uma desenvolvida nesta dissertagdo. Através da
abordagem proposta neste texto, torna-se possivel a obtencao da distribuigao preditiva
a posteriori dos tempos de falha para unidades futuras e sob teste. Ainda, é apresen-
tada uma metodologia de inser¢do de uma nova unidade na fungao de verossimilhancga
que permite acessar a distribuicao a posterior: dos tempos de falha para unidades fu-
turas da mesma forma que em unidades sob teste, além de possibilitar predigoes de

medidas de degradagao para uma unidade nao observada. Esta tltima metodologia é
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limitada pela correta especificagdo dos efeitos aleatérios assim como o é a metodologia
empregada por Hamada (2005). Neste Capitulo foi também apontada a inconsisténcia
tedrica presente em Hamada (2005). A inconsisténcia diz respeito a afirmacao de que
a distribuigao dos efeitos aleatorios (ou dos tempos de falha, uma vez que ambos estao
atrelados pela forma funcional do modelo linear de degradagao) se mantém a mesma a

posteriori. Foi realizada uma prova analitica contraria a esta suposigao.

No Capitulo 4 sao gerados dados de modo que a distribuigao dos tempos de falha
reais é bimodal (mistura de duas normais), entao através de Robinson e Crowder (2000),
da proposta deste texto (métodos que dao liberdade a atualiza¢do da distribuigao dos
efeitos aleatorios), e do conhecimento da distribuigao dos dados gerados, mostra-se que
os efeitos aleatorios de fato sdo atualizados no procedimento bayesiano, corroborando-se
assim empiricamente a inconsisténcia presente em Hamada (2005). Através de dados
gerados a partir das distribui¢coes Weibull e Lognormal verifica-se que, apesar da incon-
sisténcia teorica, quando o efeito aleatorio nao é mal especificado, o método empregado
em Hamada (2005) fornece uma boa aproximagao da distribuigao preditiva a posteriori

dos tempos de falha para unidades futuras.

Fato interessante ainda neste Capitulo é que Robinson e Crowder (2000) e a pro-
posta deste texto sempre aproximaram muito bem a distribuicao amostrada a partir da
distribuicao real quando assumidas distribuigoes a prior: Weibull e Lognormal pouco
informativas para a distribui¢ao dos efeitos aleatorios. Outra vantagem da proposta e
de Robinson e Crowder (2000) é que formas funcionais mais complexas de degradagao
nao dificultam a utilizagao dessas duas abordagens. Ou seja, para estes casos dos dados
gerados, sdo completamente livres de mé especificagao (com forte evidéncia ja que con-
seguiram captar inclusive bimodalidade). Dessa forma, ambos os métodos podem ser
utilizados para validagao da metodologia de Hamada (2005) em casos praticos, dado que
sempre aproximaram a distribuicao gerada dos tempos de falha. A partir dai, pode-se

utilizar a proposta deste texto com inclusao de uma nova unidade na verossimilhanca,
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que por sua vez apresenta resultados extremamente parecidos com os de Hamada (2005),
para realizar predigoes de degradacao para uma unidade futura.

No Capitulo 5 foram revisitadas as situacoes préticas dos emissores de laser e das
rodas de trem. Quanto aos emissores de laser, verificou-se que a abordagem de Hamada
(2005) aproximava bem a distribui¢ao dos tempos de falha, o que inclusive tornou pos-
sivel realizar predi¢oes de degradacao para a unidade futura através da proposta desta
dissertagao. Em relacao aos dados das rodas de trem, observou-se que a distribuicao
Weibull, para o caso do uso da metodologia utilizada por Hamada (2005), era a mais
adequada em descrever os tempos de falha, e conseqiientemente os efeitos aleatorios.
Também foram realizadas predigoes de degradacao para uma unidade nao observada.

Primeiramente, é importante ressaltar-se que o método proposto de inclusao da
nova unidade na verossimilhanga também pode ser abordado segundo o método de
Robinson e Crowder (2000). Segundo, as analises realizadas através de Robinson e
Crowder (2000) e das propostas desta disserta¢do sao mais informativas do ponto de
vista prético, pois possibilitam realizagao de inferéncia para os perfis individuais e para
perfis futuros, inclusive predigoes para ambos se sob condigoes de correta especificagao.
Do ponto de vista de manutencdo preventiva, preditiva, e determinagao de garantia,
a quantidade de informacao obtida com a anélise é muito maior e mais fidedigna a

verdadeira distribuicao dos tempos de falha.

6.1 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Para estudos posteriores seria interessante avaliar, através de simulagoes, se Robin-
son e Crowder (2000) e a proposta deste texto conseguem captar de fato toda e qualquer
forma de distribuigao de tempos de falha em modelos de degradacao (as situagoes mais

atipicas). Outro questionamento que se faz é se essa propriedade das duas abordagens
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depende do fato de as distribuicbes a priori dos efeitos aleatorios serem especificadas
segundo as distribuigoes Weibull ou Lognormal, seria interessante avaliar outros tipos

de distribuicées a priori nao informativas.
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Anexo A

ROTINA NO R - Caso 1:
Distribuicao do Tempo até a Falha
' ~ Bimodal - Mistura de Duas

Normais

#SIMULACAO DOS DADOS DE DEGRADACAO - T BIMODAL#

nperfis<<-20 #nimero de perfis de degradagao a serem gerados

ntotal<-nperfis*17 #nimero total de observac¢oes de degradagao

# gerando os valores de tempos de falha estimados  Mistura 0,5%N(3000,30) e
0,5*N(7000,30)

M1<-3000 #média da primeira amostra da distribuicao normal para mistura

DP1<-30 #desvio padrao da primeira amostra da distribui¢ao normal para mistura

M2<-7000 #média da segunda amostra da distribui¢do normal para mistura

DP2<-30 #desvio padrao da primeira amostra da distribui¢do normal para mistura
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set.seed(214) #fixando a semente para replicagdo dos perfis

ptfgl<-rnorm(nperfis/2,M1,DP1) #gerando os tempos de falha com peso = 0,5 para
a primeira normal

set.seed(214) #fixando a semente para replicagdo dos perfis

ptfg2<-rnorm(nperfis/2,M2,DP2) #gerando os tempos de falha com peso = 0,5 para
a segunda normal

ptfg<-c(ptfgl,ptfg2) #unindo os tempos de falha gerados

densidadeg<-density(ptfg) #calculo da densidade dos tempos de falha

plot(densidadeg) #/visualizando a fdp dos tempos de falha gerados

horas<-seq(0,15000,1)

# encontrando os coeficientes da regressao

df<-10 #estabelecendo um limiar critico de degradagao

coef<-ptfg/df #calculando os efeitos aleatorios associados a cada perfil de degradagao

coef

#apresentando o grafico que demonstra que os efeitos aleatérios também possuem
distribuicao bimodal

windows()

densidadecoef<-density(coef)

plot(densidadecoef,main="Efeitos aleatérios - T Bimodal",

ylab="Probabilidade" ,xlab="Valor observado para o efeito aleatorio")

)

# simulando os tempos observados com erro  N(0,0.2063)

tempos<-seq(0,4000,250)

deg<-matrix(0,17,nperfis)

for (j in l:nperfis)

for (iin 1:17)

set.seed(i+j)
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degli,j]<-temposli| /coef|j]+rnorm(1,0,0.2063)
# organizando os dados em uma matriz d para anélise
for (j in l:mperfis)

deg|1,j]<-0

deg

Tempo<-rep(tempos,nperfis)
Unidade<-vector()

Desgaste<-vector()

k<-0

for (i in l:nperfis)

for (j in 1:17)

Unidade|j+k|<-i

Desgaste|j+k|<-deg]j,i]

k<-k+17

unit

Desgaste

d<-cbind(Unidade, Tempo,Desgaste)
d<-as.data.frame(d)

d

# Plotando os perfis de degradacao
windows()

lim=range(d$Tempo,d$Desgaste)
plot(d$Tempo,d$Desgaste,type="p" xlab="Tempo", ylab="Degradagao")
for (i in lmperfis)

a<-i*17-16

b<-1*17

lines(d$Tempo[1:17],d$Desgaste|a:b])
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abline(h=df)

legend (locator(1), "Df=10", bty="n")

title("Perfis de Degradacao - Simulado")

#SUPONHA NAO CONHECERMOS A REALIDADE, AFIRMAREMOS QUE A
DISTRIBUICAO DOS EFEITOS ALEATORIOS E WEIBULL. #

#chamando os pacotes que realizam a comunicagao do R com o WinBUGS

#packages("R2WinBUGS")

library("R2WinBUGS")

require(R2WinBUGS)

require(BRugs)

#tcarregando o modelo escrito na sintaxe do WinBUGS

model.file <- system.file(package = "R2WinBUGS", "model",

"WeibullModel DISS.txt")

file.show(model.file)

#Preparacao dos dados para o WinBugs

data <- list( nl=ntotal, n2=nperfis,

y=d$Desgaste,

hours=d$Tempo,

units=d$Unidade)

ibetas<-rep(500,nperfis)

#Atribuindo os valores iniciais aos parametros

inits <- function()

list(delta=6,lambda=0.001,tau=0.1,beta=ibetas)

#Determinagao dos parametros a serem monitorados

parameters <- c¢("delta", "lambda", "sigma","beta")

semente=1000 #fixa a semente da cadeia

#obtencao da distribuicaoo a posteriori dos parametros do modelo
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weib.sim <- bugs(data, inits, parameters, model.file,

n.chains = 1, n.iter = 10001000,n.burnin=1000,n.thin=1000,codaPkg=FALSE, de-
bug = FALSE, #resultado da dissertagéo

# n.chains = 1, n.iter = 11000, n.burnin=1000, n.thin=1,codaPkg=FALSE, debug
— FALSE, #/descomente para um resultado rapido (aviso:autocorrelagao)

bugs.directory ="C:/Program Files/WinBUGS14", bugs.seed=semente,

working.directory ="C:/CAMINHO", clearWD = FALSE)

#codaPkg=TRUE para obter os valores dos parametros

print(weib.sim)

#ANALISE HAMADA#

#funcao para calcular a funcgdo distribuigdo acumulada preditiva & posteriori dos
tempos de falha com efeito aleatério weibull

F_Ham<- function (t,delta,lambda,df)

d F t Hamada<-vector()

F_Hamada<-vector()

for (i in 1:length(t))

d_F_t Hamada<-1-exp(-(lambda/(df**delta))*t[i]**delta)

F Hamadali|<-mean(d_F t Hamada)

F_ Hamada

#distribuicao preditiva a posteriori dos parametros de forma e escala, respectiva-
mente

delta<-weib.sim$sims.matrix|,1]

lambda<-weib.sim$sims.matrix|,2|

#tempos nos quais seréd avaliada a fungéo distribuicao acumulada preditiva & pos-
teriori dos tempos de falha

horas<-seq(0,15000,1)

#obtencao da funcao distribui¢ao acumulada preditiva a posteriori dos tempos de
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falha

F Hamada<-F_Ham/(horas,delta,lambda,df)

#PROPOSTA#

#armazenando as amostras a posteriori dos efeitos aleatérios e varidncia do erro
para facilitar a manipulacao

beta<-weib.sim$sims.matrix|,1:nperfis+3|

sigma<-weib.sim$sims.matrix|,3|

#amostra da distribuicao preditiva a posteriori para os tempos de falha baseia-se
na relagao que o modelo estabelece entre os pardmetros e os tempos de falha

tf dados<-df*beta

#rode esta parte para verificar que o modelo estimou corretamente a distribuicao
dos efeitos aleatérios gerados

for (i in l:mperfis)

windows()

par(mfrow=c(1,2))

hist(betal,i],main=bquote(beta|.(i)]),

ylab="Freqiiéncia",

xlab=expression(paste(beta, " tilde(y))))

abline(v=coef]i])

legend("topleft", paste(round(coef[i],2)), bty="n")

plot(density(beta|,i]),main=bquote(betal.(i)]),

ylab=expression(paste(f[beta/tilde(Y)],"(",beta, " tilde(y),")")),

xlab=expression(paste(beta, " tilde(y)))

)

abline(v=coef]i])

legend("topleft", paste(round(coefli],2)), bty="n")
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#rode esta parte para verificar que o modelo estimou corretamente a distribuigao
dos tempos de falha gerados

for (i in l:nperfis)

windows()

par(mfrow=c(1,2))

hist(tf dados][,i],main=bquote(t|.(i)]),

ylab="Freqiiéncia" ,xlab=expression(paste(t, "tilde(y))))

abline(v=ptfg][i])

legend("topleft", paste(round(ptfgli],2)), bty="n")

plot(density(tf dados|,i]),main=bquote(t[.(i)]),

ylab=expression(paste(f|T/tilde(Y)],"(",t, ",tilde(y),")")),

xlab=expression(paste(t, " tilde(y))))

abline(v=ptfg|i])

legend("topleft", paste(round(ptfgli],2)), bty="n")

H#METODO ROBINSON E CROWDER#

horas<-seq(0,15000,1) #seqiiéncia de valores de horas para calculo de F(t)

ttam<-length(horas) #tamanho da seqiiéncia de horas

Ft2<-matrix(0,ttam,nperfis) #matriz onde serdo armazenados as distribuigdes acu-
muladas de tempo de falha para cada unidade

F<-vector() #vetor auxiliar para calculo de F(t|theta,dados)

z<-vector() #vetor que ira receber a padronizagao para a distribuigdo Normal(0,1)

#obtencao da funcao distribuicao acumulada preditiva a posteriori dos tempos de
falha

for (i in l:nperfis)

for (k in 1:ttam)

z<-(df-horas|k| /betal,i]) /sigma

F<-1-pnorm(z)
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Ft2[k,i]<-mean(F)

FRC<-vector()

aux<-t(Ft2)

for (i in 1:ttam)

FRC|i|<-mean(aux|1l:nperfis,i|)
#CONFRONTO DAS ACUMULADAS DE T#

perfis<-20000 #namero de perfis a serem gerados para aproximar a distribuigao real

gerando os valores de tempos de falha

N(M1,DP1) e N(M2,DP2)

M1<-3000

DP1<-30

M2<-7000

DP2<-30

set.seed(214) #fixando semente para repetir os resultados

ptfl<-rnorm(perfis/2,M1,DP1) #peso de 0,5 para a amostra ter vindo dessa dis-

tribuicao

set.seed(214) #fixando semente para repetir os resultados

ptf2<-rnorm(perfis/2,M2,DP2) #peso de 0,5 para a amostra ter vindo dessa dis-

tribuicao

real<-c(ptfl,ptf2) #amostra suficientemente grande para aproximar a distribuigao

real

#Plotando a funcao acumulada F(t): REAL E GERADO X HAMADA
windows()

plot(horas,F Hamada,type="n",xlab="Tempo",

ylab="Probabilidade Acumulada",
ylim=c(0,1),xlim=c(0,12000),main="Sabe-se T Bimodal")

F _real<-ecdf(real)
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F_real<-sort(F _real(real))

temp<-sort(real)

lines(temp,F real, lty="dotted",lwd=1, col=c("black"))

legend (c(expression(F|T /tilde(theta)](t/tilde(theta))[Real])),x=5000,y=0+9.3/20,
bty="n",lty="dotted",col="black" lwd=1,cex=0.8)

F _g<-ecdf(ptfg)

lines(F g, verticals= TRUE, do.points = FALSE, lty="solid",lwd=1,
col.hor="black’, col.vert="black’)

legend (c(expression(F|T|(t)[Geradol)),x=5000,y=0+8/20,
bty="n",lty="solid" ,col="black" ,lwd=1,cex=0.8)

lines(horas,F Hamada,type="1"lty="longdash" ,col=c("black"),lwd=3)
legend (c(expression(F|T /tilde(Y)](t/tilde(y))[Hamada])),x=5000,y=7/20,
bty="n",lty="longdash" ,col=c("black"),lwd=3,cex=0.8)

#Plotando a fungao acumulada F(t): REAL E GERADO X PROPOSTA
windows()

plot(horas,F Hamada,type="n",xlab="Tempo",

ylab="Probabilidade Acumulada",
ylim=c(0,1),xlim=c(0,12000),main="Sabe-se T Bimodal")

lines(temp,F real, lty="dotted",lwd=1, col=c("black"))
legend(c(expression(F|T /tilde(theta)](t/tilde(theta))[Real])),x=5000,y=0+9.3/20,
bty="n",lty="dotted",col="black" lwd=1,cex=0.8)

F _g<-ecdf(ptfg)

lines(F g, verticals= TRUE, do.points = FALSE, lty="solid",lwd=1,
col.hor="black’, col.vert="black’)

legend (c(expression(F|T|(t)[Geradol)),x=5000,y=0+8/20,
bty="n",lty="solid",col="black" ,lwd=1,cex=0.8)

F_Proposta<-ecdf(tf dados|,1:nperfis|)
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lines(F_ Proposta, verticals= TRUE, do.points = FALSE, lty="solid" lwd=3,

col.hor="black’, col.vert="black’)

legend (c(expression(F|[T /tilde(Y)|(t/tilde(y))[Prop.N.Unidade])),x=5000,y=0+7/20,

bty="n",lty="solid" ,col="black" ,lwd=3,cex=0.8)

#Plotando a fun¢ao acumulada F(t) REAL E GERADO X ROBINSON E CROW-
DER

windows()

plot(horas,FHamada,type="n",xlab="Tempo",

ylab="Probabilidade Acumulada",

ylim=¢(0,1),xlim=c(0,12000),main="Sabe-se T Bimodal")

lines(temp,F _real, lty="dotted" lwd=1, col=c("black"))

legend(c(expression(F|T/tilde(theta)|(t/tilde(theta))[Real])),x=5000,y=0-+9.3/20,

bty="n",lty="dotted",col="black" lwd=1,cex=0.8)

F_g<-ecdf(ptfg)

lines(F g, verticals= TRUE, do.points = FALSE, lty="solid",lwd=1,

col.hor="black’, col.vert="black’)

legend (c(expression(F|T|(t)[Gerado])),x=5000,y=0+8/20,

bty="n",lty="solid" ,col="black" ,lwd=1,cex=0.8)

lines(horas,FRC,type="1"lty="dashed" ,col=c("black"),lwd=3)

legend (c(expression(F|T /tilde(Y)]|(t/tilde(y))|N.UnidadeRC])),x=5000,y—=0+7/20,

bty="n",lty="dashed",,col=c("black"),lwd=3,cex=0.8)

#SUPONHA NAO CONHECERMOS A REALIDADE, AFIRMAREMOS QUE A
DISTRIBUICAO DOS EFEITOS ALEATORIOS E LOGNORMAL.#

#chamando os pacotes que realizam a comunicagdao do R com o WinBUGS

packages("R2WinBUGS")

library("R2WinBUGS")

require(R2WinBUGS)
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require(BRugs)

#carregando o modelo escrito na sintaxe do WinBUGS

model.file <- system.file(package = "R2WinBUGS", "model",

"LNModel DISS2.txt")

file.show(model.file)

#Preparacao dos dados para o WinBugs

data <- list( nl=ntotal, n2=nperfis,

y=d$Desgaste,

hours=d$Tempo,

units=d$Unidade)

ibetas<-rep(500,nperfis)

# Atribuindo os valores iniciais aos parametros

inits <- function()

list(muL=6,taul.=0.1,tau=0.1,beta=ibetas)

#Determinagao dos parametros a serem monitorados

parameters <- ¢("mul.", "sigmal.", "sigma","beta")

semente=1000 #fixa a semente da cadeia

LN.sim <- bugs(data, inits, parameters, model.file,

n.chains = 1, n.iter = 10001000,n.burnin=1000,n.thin=1000,codaPkg=FALSE, de-
bug = FALSE, #resultado da dissertacao

# n.chains = 1, n.iter = 11000, n.burnin=1000, n.thin=1,codaPkg=FALSE, debug
= FALSE, #/descomente para um resultado rapido (aviso:autocorrelagao)

bugs.directory ="C:/Program Files/WinBUGS14", bugs.seed=semente,

working.directory ="C:/CAMINHO", clearWD = FALSE)

#codaPkg=TRUE para obter os valores dos parametros

print(LN.sim)

#ANALISE HAMADA#
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#funcao para calcular a fungéo distribuigdo acumulada preditiva & posteriori dos
tempos de falha com efeito aleatorio weibull

F_HamL<- function (t,mul.,sigmal.,df)

d F_t Hamada<-vector()

F_Hamada<-vector()

for (i in 1:length(t))

d_F_t_ Hamada<-plnorm(t[i],(log(df)+muL),sigmal.)

F Hamadali|<-mean(d F t Hamada)

F Hamada

#tempos nos quais sera avaliada a funcao distribuicdo acumulada preditiva a pos-
teriori dos tempos de falha

muL<-LN.sim$sims.matrix|,1]

sigmal.<-LN.sim$sims.matrix|,2|

horas<-seq(0,15000,1)

#obtencao da funcao distribuicdo acumulada preditiva & posteriori dos tempos de
falha

F HamadaL<-F HamL(horas,mul,sigmal.,df)

#PROPOSTA#

#armazenando as amostras a posteriori dos efeitos aleatorios para facilitar a ma-
nipulagao

betaL.<-LN.sim$sims.matrix|,1:nperfis+3|

sigmal.<-LN.sim$sims.matrix|,3|

#amostra da distribuicao preditiva a posteriori para os tempos de falha baseia-se
na relagao que o modelo estabelece entre os pardmetros e os tempos de falha

tf dadosL<-df*betal

#rode esta parte para verificar que o modelo estimou corretamente a distribuicao

dos efeitos aleatérios gerados
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for (i in l:nperfis)

windows()

par(mfrow=c(1,2))

hist(betaL[,i],main=bquote(betal|.(i)]),

ylab="Freqiiéncia" xlab—expression(paste(beta, " tilde(y))))

abline(v=coef]i] )

legend("topleft", paste(round(coef[i],2)), bty="n")

plot(density(betaL[,i]),main=bquote(betal.(i)]),

ylab=expression(paste(f[beta/tilde(Y)],"(",beta, " tilde(y),")")),

xlab=expression(paste(beta, " tilde(y)))

)

abline(v=coef[i])

legend("topleft", paste(round(coefli],2)), bty="n")

#rode esta parte para verificar que o modelo estimou corretamente a distribuigao
dos tempos de falha gerados

for (i in lmperfis)

windows|()

par(mfrow=c(1,2))

hist(tf _dadosL][,i],main=bquote(t[.(1)]),

ylab="Freqiiéncia" ,xlab=expression(paste(t, "tilde(y))))

abline(v=ptfgli])

legend("topleft", paste(round(ptfgli],2)), bty="n")

plot(density(tf dadosL],i]),main=bquote(t[.(i)]),

ylab=expression(paste(f|T/tilde(Y)],"(",t, ",tilde(y),")")),

xlab=expression(paste(t, ",tilde(y))))

abline(v=ptfg]i])

legend("topleft", paste(round(ptfg|i],2)), bty="n")
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4METODO ROBINSON E CROWDER#

horas<-seq(0,15000,1) #seqiiéncia de valores de horas para calculo de F(t)

ttam<-length(horas) #tamanho da seqiiéncia de horas

Ft2L<-matrix(0,ttam nperfis) #matriz onde serdo armazenados as distribuigoes
acumuladas de tempo de falha para cada unidade

FL<-vector() #vetor auxiliar para calculo de F(t|theta,dados)

zLi<-vector() #vetor que ira receber a padronizagao para a distribui¢cao Normal(0,1)

#obtencao da fungao distribuicao acumulada preditiva & posteriori dos tempos de
falha

for (i in l:nperfis)

for (k in 1:ttam)

zL<-(df-horas[k|/betaLl,i]) /sigmal.

FL<-1-pnorm(zL)

Ft2L[k,i]<-mean(FL)

FRCL<-vector()

auxL<-t(Ft2L)

for (i in 1:ttam)

FRCL[i]<-mean(auxL|1:nperfis,i] )

#CONFRONTO DAS ACUMULADAS DE T#

perfis<<-20000 #numero de perfis a serem gerados para aproximar a distribuicao real

# gerando os valores de tempos de falha N(M1,DP1) e N(M2,DP2)

M1<-3000

DP1<-30

M2<-7000

DP2<-30

set.seed(214) #fixando semente para repetir os resultados
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ptfl<-rnorm(perfis/2,M1,DP1) #peso de 0,5 para a amostra ter vindo dessa dis-
tribuicao

set.seed(214) #fixando semente para repetir os resultados

ptf2<-rnorm(perfis/2,M2,DP2) #peso de 0,5 para a amostra ter vindo dessa dis-
tribuicao

real<-c(ptfl,ptf2) #amostra suficientemente grande para aproximar a distribuicao
real

#Plotando a func¢ao acumulada F(t): REAL E GERADO X HAMADA

windows|()

plot(horas,F Hamadal,type="n" xlab="Tempo",

ylab="Probabilidade Acumulada",

ylim=c¢(0,1),xlim=c(0,15000),main="Sabe-se T Bimodal")

F real<-ecdf(real)

F_real<-sort(F real(real))

temp<-sort(real)

lines(temp,F _real, lty="dotted",lwd=1, col=c("black"))

legend(c(expression(F|T /tilde(theta)|(t/tilde(theta))[Real])),x=6000,y=0-9.3/20,

bty="n",lty="dotted",col="black" lwd=1,cex=0.8)

F_g<-ecdf(ptfg)

lines(F g, verticals= TRUE, do.points = FALSE, lty="solid",lwd=1,

col.hor="black’; col.vert="black’)

legend (c(expression(F|T|(t)[Gerado])),x=6000,y=0+8/20,

bty="n",lty="solid",col="black" ,lwd=1,cex=0.8)

lines(horas,F_HamadaL,type="1" lty="longdash" ,col=c("black"),lwd=3)

legend(c(expression(F|T /tilde(Y)](t/tilde(y))[Hamadal)),x=6000,y=7/20,

bty="n" lty="longdash" ,col=c("black"),lwd=3,cex=0.8)

#Plotando a fungdo acumulada F(t): REAL E GERADO X PROPOSTA
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windows()

plot(horas,FHamadal,type="n" xlab="Tempo",

ylab="Probabilidade Acumulada",

ylim=c(0,1),xlim=c(0,15000),main="Sabe-se T Bimodal")

F_real<-ecdf(real)

F real<-sort(F real(real))

temp<_-sort(real)

lines(temp,F real, lty="dotted" lwd=1, col=c("black"))

legend (c(expression(F|T /tilde(theta)](t/tilde(theta))[Real])),x=6000,y=0-+9.3 /20,

bty="n",lty="dotted",col="black" lwd=1,cex=0.8)

F  g<-ecdf(ptfg)

lines(F g, verticals= TRUE, do.points = FALSE, lty="solid",lwd=1,

col.hor="black’, col.vert="black’)

legend (c(expression(F|T](t)[Gerado])),x=6000,y=0+8/20,

bty="n",lty="solid",col="black" lwd=1,cex=0.8)

F_PropostaL.<-ecdf(tf dadosL|,1:nperfis|)

lines(F_ Propostal., verticals= TRUE, do.points = FALSE, lty="solid" lwd=3,

col.hor="black’, col.vert="black’)

legend (c(expression(F|T /tilde(Y)](t/tilde(y))[Prop.N.Unidade|)),x=6000,y=0+7/20,

bty="n",lty="solid" ,col="black" ,lwd=3,cex=0.8)

#Plotando a fungao acumulada F(t): REAL E GERADO X ROBINSON E CROW-
DER

windows()

plot(horas,FHamadal,type="n" xlab="Tempo",

ylab="Probabilidade Acumulada",

ylim=c(0,1),xlim=c(0,15000),main="Sabe-se T Bimodal")

F _real<-ecdf(real)
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F_real<-sort(F _real(real))

temp<_-sort(real)

lines(temp,F _real, lty="dotted",lwd=1, col=c("black"))

legend(c(expression(F|T /tilde(theta)](t/tilde(theta))[Real])),x=6000,y=0+9.3/20,
bty="n",lty="dotted",col="black" lwd=1,cex=0.8)

F_g<-ecdf(ptfg)

lines(F g, verticals= TRUE, do.points = FALSE, lty="solid",lwd=1,
col.hor="black’, col.vert="black’)

legend (c(expression(F|T](t)[Gerado])),x=6000,y=0+8/20,
bty="n",lty="solid" ,col="black" ,lwd=1,cex=0.8)

lines(horas,FRCL,type="1" lty="dashed" ,col=c("black"),lwd=3)

legend (c(expression(F|T /tilde(Y)](t/tilde(y))|[N.UnidadeRC])),x=6000,y—=0+7/20,
bty="n",lty="dashed",col=c("black"),lwd=3,cex=0.8)



Anexo B

ROTINA NO R - Emissores de

Laser Para Predicoes

setwd("C:/CAMINHO")

nperfis<-15 #ntmero de perfis de degradacao
ntotal<-nperfis*17 #leitura da base de dados das rodas de trem
d<-read.table(’DesgLaser.txt’ head=T)

horas<-seq(0,15000,1)

d

df=10 #estabelecendo um limiar critico de degradagao

# Plotando os perfis de degradacao

windows()

lim=range(d$Tempo,d$Desgaste)
plot(d$Tempo,d$Desgaste, type="p" ,xlab="Tempo (horas)", ylab="Degradagao %")
abline(h=df)

legend(locator(1), "Df=10", bty="n")

title("Perfis de Degradagao - Observados e Estimados")
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# Rodar apenas este para predigao no tempo zero

ntotal<-ntotal+1

nperfis<-nperfis+1

d<-rbind(d,c(nperfis,0,0))

# Rodar esta parte em complemento & anterior para predi¢es varios passos a frente

npredict<-17 #Determine a quantidade de passos a frente das predigoes

for (i in lmpredict)

ntotal<-ntotal+1

d<-rbind(d,c(nperfis,i*250,NA)) # O WinBUGS realiza predigdes para observagoes
marcadas como NA

#chamando os pacotes que realizam a comunicacao do R com o WinBUGS

#packages("R2WinBUGS")

library("R2WinBUGS")

require(R2WinBUGS)

require(BRugs)

model.file <- system.file(package = "R2WinBUGS", "model",

"WeibullModelp IS Sp.txt”)

file.show(model.file)

#Preparacao dos dados para o WinBugs

data <- list( nl=ntotal, n2=nperfis,

y=d$Desgaste,

hours=d$Tempo,

units=d$Unidade)

ibetas<-rep(500,nperfis)

#Atribuindo os valores iniciais aos parametros

inits <- function()

list(delta=6,lambda=0.001,tau=0.1,beta—ibetas)
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#Determinagao dos parametros a serem monitorados
parameters <- ¢("delta", "lambda", "sigma","beta","y.pred")
semente=1000

weib.sim <- bugs(data, inits, parameters, model.file,

# n.chains = 1, n.iter = 10001000,n.burnin=1000,n.thin=1000,codaPkg=FALSE,

debug = FALSE,

n.chains = 1, n.iter = 11000, n.burnin=1000, n.thin=1,codaPkg=FALSE, debug =

FALSE,

bugs.directory ="C:/Program Files/ WinBUGS14", bugs.seed=semente,
working.directory ="C:/CAMINHO", clearWD = FALSE)
print(weib.sim)

#armazenando os resultados preditos para todas as unidades, inclusive para a in-

serida na verossimilhanga (futura)

ypred<-head(weib.sim$sims.matrix|,(4-+nperfis): (4-+nperfis-+ntotal )|
y.pred<-vector()

y.pred.025<-vector()

y.pred.975<-vector()

#tcalculando estimativa média e bandas de credibilidade da degradacao no perfil

futuro

for (i in l:ntotal)

y.pred|i|<-mean(ypred|,i])

y.pred.025[i]<-quantile(ypred|,i],c(.025))
y.pred.975i|<-quantile(ypred|,i],c(.975))

nperfis<-15

ntotal<-nperfis*17

#tinsere no grafico as medidas de degradagao preditas para os perfis sob teste

for (i in 1l:nperfis)
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a<-i*17-16

b<-i*17

lines(d$Tempo[1:17],y.pred|a:b|,lty=c("dashed"))

#tinsere no gréafico as medidas de degradagao preditas para o perfil futuro

lines(d$Tempo[1:17],y.pred|((nperfis+1)*17-16):((nperfis+1)*17)],

Ity=c("dashed"),lwd=4,col="black")

#tinsere a banda inferior de credibilidade para as medidas de degradacao preditas
para o perfil futuro

lines(d$Tempo[1:17],y.pred.025[((nperfis+1)*17-16):((nperfis+1)*17)],

lty=1,lwd=4,col="black")

#insere a banda superior de credibilidade para as medidas de degradacgao preditas
para o perfil futuro

lines(d$Tempo[1:17],y.pred.975[((nperfis+1)*17-16):((nperfis+1)*17)],

lty=1,lwd=4,col="black")



Anexo C

MODELO PARA WINBUGS:
WEIBULL

#Este modelo deve ser colocado na pasta
C:/Program Files/R/R-2.8.1/library/R2WinBUGS /model
MODEL;

#verossimilhanca

for(iin 1: nl)

yli] ~ dnorm(muli],tau)

muli|<-hours[i] /(betalunits|i]] )

#prioris

for(iin1l: n2)

betali] ~ dweib(delta,Jambda)
#(forma,escala)

#hiperprioris

delta ~ dgamma(0.01,0.01)

lambda ~ dgamma(0.01,0.01)
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tau ~ dgamma(0.01,0.01)

sigma<-1/sqrt(tau)



Anexo D

MODELO PARA WINBUGS:
LOGNORMAL

#Este modelo deve ser colocado na pasta
C:/Program Files/R/R-2.8.1/library/R2WinBUGS /model
MODEL;

#verossimilhanca

for(iin 1: nl)

yli] ~ dnorm(muli],tau)

muli|<-hours[i] /(betalunits|i]] )

#prioris

for(iin1l: n2)

betali] ~ dlnorm(mulL, taul)
#(locagao,escala)

#hiperprioris

muL. ~ dnorm(0,0.01)

taul. ~ dgamma(0.01,0.01)
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sigmaL.<-1/sqrt(taul)
tau ~ dgamma(0.01,0.01)

sigma<-1/sqrt(tau)



