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Resumo

Depois das quatro operacoes matematicas fundamentais, as transformadas estao entre as
ferramentas mais utilizadas na engenharia elétrica, destacando-se as transformadas de
Laplace, transformada de Fourier e transformada Z. Geragoes de fisicos, matematicos e
engenheiros tém delas se utilizado como valioso atalho para a solucao de diversos proble-
mas. Mas o que é, em esséncia, uma “transformada”? Nos cursos de graduagao, elas sao
quase sempre ensinadas como disciplinas isoladas ou como “simples” ferramentas, tteis no
tratamento de problemas especificos. Nao é raro inclusive que o estudante, ao terminar o
curso, mantenha a sensacao de falta de conexao entre os diversos assuntos estudados. Qual
entao seria o problema? Periédicos voltados a educacao tém procurado tratar do assunto,
nao sendo incomum encontrar-se solugoes que tém como foco a mudanca de curriculo dos
cursos: nitidamente um processo dificil e que gera muitos problemas. Uma alternativa
seria a abordagem que busca desenvolver os conceitos juntamente com o aspecto humano
e histérico. Dada a complexidade destes assuntos, além da natural magnitude de fun-
damentos matematicos necessarios a sua compreensao, propoe-se um estudo que busque
unificar o “conceito de transformada” e suas aplicacoes, explorando as caracteristicas de
cada uma em particular e em conjunto, bem como exemplificar a relacao existente entre
elas, inclusive quanto aos aspectos histéricos que levaram tais técnicas a se tornarem o
que sao atualmente.

Palavras-chave: Transformadas, educacao superior, equacoes diferenciais.



Abstract

After the four fundamental mathematical operations, the transform techniques lie between
the most used in electrical engineering, highlighting the Laplace transform, Fourier trans-
form and Z-transform. Generations of physicists, mathematicians and engineers have
been using them as a valued short-cut to solve countless problems. But what is, in essence,
a transform? In undergraduate level, they have almost always been taught as isolated disci-
plines or “merely” tools, usefull in treatment of specific problems. It is not rare, moreover,
that the student finishes the course keepping the feeling of lack of conection between the
studied subjects. What seems to be the problem? Journals devoted to education have tried
to deal with the subject, not being unusual to find solutions that focus in changing the
undergraduate level curricula: clearly a dificult process that generates several problems.
An alternative would be the approach that consists in develop concepts combined with the
human and historical aspect. Given the complexity of those subjects, beyond the natural
magnitude of mathematical fundaments necessary to its comprehension, it is proposed a
study that seeks to unify the “concept of transform” and its applications, exploring their
particular and general characteristics, including in the historical aspects that led those
techniques to become what they are today.

Keywords: Transforms, higher education, differential equations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Preliminares

Frequentemente, os cursos da area de engenharia elétrica sao rotulados, nas conversas
informais, de os “mais dificeis”; o que nao significa porém que sao os mais queridos ou
procurados. Alguns dos fatores podem ser que os estudantes, ao iniciarem o curso, sao
literalmente sobrecarregados — e geralmente desmotivados — por uma quantidade imensa
de informacoes, conceitos, métodos matematicos, teoremas, formulas, entre outras cen-
tenas de teorias essenciais para a formacao do futuro engenheiro. Contudo, nao é de se
assustar que ao terminar o curso, o aluno nao tenha ainda ideia do que um engenheiro
eletricista faz; ou ainda, muitos se formam com a sensagao da falta de conexao entre os di-
versos assuntos estudados na graduacao. Qual entao seria o problema? Varios peridédicos
voltados a educacao tém procurado tratar do assunto, e nao é raro encontrar-se solugoes
que tém como foco a mudanga de curriculo dos cursos: nitidamente um processo dificil e
que gera muitos problemas. Uma tentativa de resolver alguns deles seria a abordagem que
busca desenvolver os conceitos juntamente com os aspectos historicos, ou seja, mostrando
que a matematica é feita por pessoas reais e nao uma “matemagica”. Como afirmou certa
vez 0 matematico francés Jules Henri Poincaré (x1854 1 1912), ciéncia é feita de fatos
como uma casa é feita com pedras, porém um amontoado de fatos nao é ciéncia, assim
como um amontoado de pedras nao é uma casa. Neste trabalho sao abordadas algumas
ferramentas matematicas de fundamental importancia e que provavelmente sao das oper-
acoes mais utilizadas — apds as quatro operacoes fundamentais — na area de engenharia
elétrica: as populares “transformadas’, dentre elas a transformada de Laplace, transfor-
mada de Fourier, transformada Z e outras, com especial atengao a resolucao de equagoes
diferenciais parciais. Dada a complexidade destes assuntos, além da natural magnitude
de fundamentos matematicos necessarios a sua compreensao, propoe-se um estudo que
busque unificar o “conceito de transformada” e suas aplicagoes, explorando as caracteris-
ticas de cada uma em particular e em conjunto, exemplificando a relagao existente entre
elas, inclusive quanto aos aspectos histéricos que levaram tais técnicas a se tornarem o

que sao atualmente.
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1.2 Objetivos

As transformadas sao ferramentas essenciais nao apenas em engenharia elétrica e afins,
como também em areas como fisica e matemadtica, sendo de extrema importancia que
o futuro engenheiro tenha uma nocao integral de sua utilidade, sem aquela sensagao
de “incompletude” tao comum nos recém-formados em relacao aos diversos conteudos
estudados na graduacao. A partir dessa premissa, objetiva-se o desenvolvimento de um
estudo que aborde diversas técnicas de transformacao, como a transformada de Laplace,
Z, de Fourier, entre outras, que sao das técnicas mais utilizadas em cursos de graduagao,
juntamente com a histéria que caracteriza seu desenvolvimento até tomarem a forma que
possuem atualmente. Como a palavra chave é “unificagao”, trata-se principalmente de
uma abordagem de ensino, voltada a educacao em nivel de graduacao, na qual pretende-
se abordar os conceitos basicos necessarios para o entendimento a respeito de tais técnicas,
por meio da unificacdo da base matematica e historica comum as mesmas. Além disso,
serd dada especial atencao a resolucao de equagoes diferenciais parciais com o uso das
transformadas, assunto relativamente pouco abordado em nivel de graduacao. Trabalhos
similares encontrados na literatura buscam essencialmente resgatar o interesse e incentivar
a curiosidade do aluno pelos fatos cientificos em conjunto com o aspecto histérico inerente.
Acredita-se que o assunto apresentado dessa forma seja pedagogicamente mais atraente,
sem deixar de lado o rigor cientifico necessario para a compreensao, buscando explorar e
desenvolver os conceitos na medida em que se fizerem necessarios. Em alguns aspectos,
isto ¢é similar a abordagem “just-in-time”, enriquecida com a adigao de aspectos historicos.
Além disso, a experiéncia de professores e a opiniao de alunos parecem indicar que o uso

desta abordagem ¢é de grande relevancia ao criar uma base sélida de aprendizado.

1.3 Contribuicoes

Como primeira contribuigao, pretende-se abordar o tema das transformadas de
maneira unificada, com a fundamentagao matematica desenvolvida de maneira gradual
ao longo do texto, exemplos de aplicagao e aspectos histéricos. Acredita-se que tal es-
tratégia de abordagem pode ter como resultado um impacto pedagdgico positivo. A
transformada de Laplace e outros métodos operacionais tem sido amplamente utiliza-
dos na solucao de equacgoes diferenciais ordindrias, lineares e invariantes no tempo, com
uma extensa literatura disponivel. No entanto, as diversas técnicas de transformacao
mostram-se extremamente tteis na solucao de equagoes diferenciais parciais. Esta sera
em esséncia, a segunda contribuicao do trabalho, visto tratar-se de assunto relativamente

pouco abordado nos cursos de graduacao da area de engenharia elétrica.

1.4 Organizagao do Trabalho

A referéncia estrutural do trabalho proposto é o livro “The Science of Radio”, do

autor Paul J. Nahim [Nahin, 2001]. Nele, o autor propoe uma forma diferente e bem
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humorada de apresentar temas cientificos complexos, descrevendo de maneira leve e grad-
ual os avancos que tornaram o radio possivel, desenvolvendo as ferramentas matematicas
acompanhadas dos aspectos histéricos que possibilitam o entendimento do assunto. Os
aspectos histéricos e curiosidades diversas desempenham papel importante. Por isso, no
empenho de contextualizar a utilizacao de cada técnica de transformacao, tais aspectos
sao apresentados em “caixas” — destacadas e espalhadas ao longo do texto. Contudo, o
texto pode ser lido descartando-as sem perda de generalidade e objetividade. O contetido
divide-se principalmente em trés grandes eixos, que sao os capitulos sobre a transformada
de Laplace, transformada de Fourier e transformada Z, no que sao enriquecidos com o0s
assuntos dos apéndices. Além de terem o papel de complementar os assuntos abordados
ao longo do texto, os apéndices de A até F fornecem igualmente informacdes relevantes
para para a formacao do “conceito de transformada”.

No capitulo 1, faz-se uma apresentacao premilimar do trabalho, com os objetivos, moti-
vagao e contribuigoes do trabalho. No capitulo 2 apresenta-se uma breve introdugao sobre
o conceito de transformada, ao mesmo tempo em que aborda a técnica da transformada
de Laplace, juntamente com exemplos praticos de resolucao de problemas, mais especifi-
camente equacoes diferenciais parciais, sendo apresentados o método de Heaviside, com
uma solucao particular para o problema da linha de transmissao e a solugao da equagao
da difusao via integral de Inversao de Bromwich, culminando com um comparativo entre
os dois métodos.

Em sequéncia, no capitulo 3, é apresentada a Teoria do Calor, que motivou o surgi-
mento da série de Fourier e posteriormente da transformada integral de Fourier, quando
este faz a extensao do problema para o caso de uma funcao aperiddica — no caso em que
aborda o problema da conducao de calor em um soélido condutor de calor de dimensao es-
pacial infinita. Ao final do capitulo, é mostrada a resolucao da equacao do calor utilizando
a transformada de Fourier, em contraste com o que é comumente feito, ja que a utilizacao
das séries de Fourier é pratica mais difundida. E ainda apresentada uma comparacao
entre as transformadas de Laplace e Fourier, acrescida com os aspectos historicos comuns
as duas técnicas. Neste capitulo, a popular “funcao degrau unitario” é utilizada como um
ente matematico que faz uma espécie de “conexao” entre as transformadas de Laplace e
Fourier.

Ja no capitulo 4, é abordada a técnica da transformada Z. Nele, é mostrada a analogia
existente entre as equacoes diferenciais e equagoes diferencas. E, no entanto, o unico
capitulo em que nao se propoe resolver um problema especifico. No entanto, pode ser
encarado como um “trampolim” para o entendimento dos fundamentos matematicos de
outras transformadas, como as transformacoes conformes e a transformada de Kelvin,
assunto abordado no apéndice F. Desta vez, o ente matematico utilizado para “conectar”
a transformada Z com as outras é a transformacao bilinear, ou transformada de Tustin.

No capitulo 5, sao apresentadas as consideragoes finais, conclusoes e sugestoes para
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futuros trabalhos. Nele, é mostrado que a maior parte das transformadas sao apenas
operagoes sobre o plano complexo, em especial as transformadas de Laplace, de Fourier e
Z, embora as mesmas sejam utilizadas para resolver problemas do “mundo real”, na busca
por respostas para a pergunta “o que é transformada?” e em especial, na formacao de um
conceito global do significado do termo “transformada’.

Os apéndices de A a E tratam de aspectos essenciais ao entendimento pleno dos diver-
sos assuntos tratados, mas que podem ser estudados a parte. Neles é feita uma tentativa
de seguir o mesmo padrao de desenvolvimento da dissertagao: com aspectos historicos,
exemplos praticos de aplicagao e uma forma diferenciada de abordar os assuntos, inclu-
sive no que tange ao estilo literario, ao mesmo tempo apresentando temas de interesse em
engeharia e ciéncias.

No apéndice A, sao apresentados topicos de cédlculo diferencial e integral, que sao
utilizados especialmente no capitulo 2. Continuando, no apéndice B, apresenta-se exem-
plos de célculo da transformada de Laplace inversa através das integrais de Duhamel, em
comparagao com os ja consagrados métodos operacionais da transformada de Laplace.

Em seguida, no apéndice C, demonstra-se uma forma incomum para a integral
fooo e~ dx, obtida por Laplace e que serd itil na solucio de uma equacdo diferencial
parcial — mais especificamente, um problema de difusao de calor — no capitulo 3.

No apéndice D, apresenta-se o cédigo em MATLAB para a geracao da série de Fourier
para um “trem de impulsos”, quando o problema do conceito de funcao generalizada é
tratado, ainda no capitulo 3.

No apéndice E, sao apresentados exemplos de discretizagao de sistemas, que podem ser
utilizados como plataformas para o estudo das relagoes entre a transformada Z e outras
transformadas.

Finalmenente, no apéndice F é apresentada a transformada de kelvin, no intuito de
sevir como fechamento de um conceito global de transformada e sua relagao com as outras

técnicas de transformagao.



Capitulo 2

A transformada de Laplace é mesmo de

Laplace?

...there ts an idea that in mathematics, unless you follow regular paths, you
do not prove anything, this s the most perniciuos doctrine, when applied to

tmperfectly explored regions. Does anybody fully understand anything?

— Oliver Heaviside, em resposta as criticas ao seu

método operacional, 1893.

...his discarding an entire series without explanation is intellectually

repugnant.

— John R. Carson, em 1926, ironicamente um grande
admirador de Oliver Heaviside, em um momento de
faria pelo uso “prodigo” das séries divergentes feito por

Heawviside.

2.1 O que é uma transformada?

A matematica é dirigida sempre a logica e a razao, porém, sua compreensao deve ter
suas raizes fincadas na motivagao e no interesse, o que permite que os individuos assim-
ilem pelo entendimento e pelo sentimento, criando nao apenas conhecimento, mas sim,
sabedoria. Estudiosos e entusiastas das ciéncias exatas e engenharias tendem a acredi-
tar que a compreensao dos fenomenos da natureza tem apenas relagdo com o raciocinio
logico e abstrato. Sera isto verdade? Nao é desproposital afirmar que as pessoas somente
fazem escolhas quando unem razao e sentimento. Ou seja, a escolha, mesmo que pareca
simplesmente l6gica parece levar em consideragao aspectos emocionais. A prova pode vir
pela légica, mas a descoberta é, sem duvida, motivada pela intuicao. Mas o que leva um
individuo — ou um grupo de individuos — a desenvolver técnicas matematicas complexas?
Apenas a necessidade? Como sentir necessidade de uma técnica que ainda “nao existe”?

O desenvolvimento promovido pelo homem vem de sua infinita capacidade de aprender,
de adaptar-se, de questionar. Contudo, todo o conhecimento, toda a técnica desenvolvida

’

s6 ¢ util se puder ser repassada e compreendida por aqueles que, a seu turno, lhe darao
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continuidade e aplicacdo. A histéria estd recheada de momentos que transformaram o
mundo, com a criacao de ferramentas inovadoras que propiciaram verdadeiras revolugoes
em diversos campos, especialmente na ciéncia.

Sem sombra de duvida, todo estudante de fisica, matematica, engenharia elétrica ou
area afim ja ouviu falar das famigeradas “transformadas” e uma pergunta frequente feita
em sala de aula é: como alguém inventou esta “coisa”” As transformadas de Laplace e
de Fourier, por exemplo, figuram entre as mais estudadas. Contudo, uma compreensao
integral e profunda dos conceitos que as fundamentam nao é uma tarefa facil.

Em engenharia, o conceito de “transformada” traduz geralmente a nocao de algum
tipo de simplificacao. Neste contexto, o logaritmo consiste provavelmente, na ferramenta
mais antiga de que se tem noticia cujo conceito se aproxima da ideia de transformada,
uma vez que tem como principal caracteristica a de transformar multiplicagoes e divisoes
em somas e subtracoes, além de ser util na resolugao de equagoes cujos expoentes sao

desconhecidos.

O desenvolvimento dos logaritmos deve-se principalmente a uma figura controversa:
John Napier — o que deu origem ao termo “Neperiano”. Napier foi contemporaneo de
grandes nomes como o astronomo 7ycho Brahe e nao era matematico profissional, mas
escrevia sobre “tudo”, caracteristica marcante dos pensadores renascentistas® [Boyer,
1974].

2Certa vez, num comentario sobre o Livro das revelagoes, por exemplo, afirmava que o Papa em
Roma era o anti-Cristo

2.2 Reinvencao da transformada

A transformada de Laplace é, atualmente, amplamente conhecida e estudada, princi-
palmente nas ciéncias exatas e engenharias. Muitas vezes, é encarada como um “ritual
de passagem” pelos estudantes de graduacao e frequentemente empregada na resolucao
de equacoes diferenciais ordinarias. No entanto, também ¢é 1til na resolugao de equagoes
diferenciais parciais e de diferencas além de ser importante no estudo de fenomenos tran-
sitérios!. Dentre suas funcionalidades, a transformada de Laplace permite a rapida avali-
acao de certas integrais, reclamando inclusive relagoes com a teoria dos niimeros e analise
funcional. E mais do que natural pensar que o nome “transformada de Laplace” deva-se ao
grande matematico e astronomo frances, marques da corte de Napoleao Bonaparte, Pierre-
Simon de Laplace (x1749 1 1827). Contudo, a transformada de Laplace seria mesmo de
Laplace? A resposta para esta pergunta, por mais 6bvia que pareca, nao é tao simples.
Em verdade, sua histéria é uma verdadeira saga de quase 200 anos, recheada de inovagoes
emplogantes, disputas, mal-entendidos e injusticas, que remonta aos primeiros trabalhos
de Leonhard Euler (x1707 1 1783) em 1737 e de Laplace em 1774, passando por matemati-

cos como Boole e Augustin Louis Cauchy (x1789 1 1857), conterraneo de Laplace, ja no

IEspecialmente em estudos teéricos.
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século XIX. Porém, isso ainda nao é tudo.
Laplace certamente desenvolveu as bases da teoria nascente e propiciou grandes con-
tribuicoes em funcoes especiais, teoria das probabilidades?, astronomia e mecanica celeste.

Em termos atuais, a transformada de Laplace é definida por:

£U®}—ﬂ$é/mfﬂwﬁ- 2.1)

0

Porém, a equacao 2.1 pode ser considerada um caso especial de:
Fo) = [ K2 f(:)dz. (2.
c

Uma “Transformagao Integral” definida para algum contorno C' no plano complexo z
[Deakin, 1981}, em que K (p, z) é o Kernel ou nucleo da transformacao e f(z) é a funcao
que se quer “transformar” (No caso da transformada de Laplace, K(s,z) = e™). Além
disso, a transformada de Laplace estd intimamente relacionada a um grande nimero de
transformacoes integrais, tais como a transformada de Fourier, entre outras, mas elas nao
sao equivalentes.

Aplicada particularmente na resolucao de equacoes diferenciais ordinarias, a trans-
formada de Laplace permite, apds a transformacao, construir uma equagao algébrica em
funcao da nova variavel s, de forma que a equagcao diferencial origindaria seja solucionada
mais facilmente. Em outros casos porém, é possivel reduzir equagoes diferenciais parciais
(EDP’s) em EDQ’s, para o mesmo propdsito. Este tltimo caso é relativamente pouco
estudado, principalmente ao nivel de graduacao em engenharia, sendo dada preferéncia
a outros métodos nos diversos cursos de equagoes diferenciais. Dessa forma, o presente
trabalho ira perseguir este como um dos objetivos principais.

Historicamente, o desenvolvimento das técnicas de transformacao comeca com a busca
por solugoes de certos tipos de equacoes diferenciais. Esta busca comeca com Leonhard
FEuler (x1707 1 1783), que considera uma transformagao do tipo [Euler, 1769 apud Deakin,

1981]:
b

y(u) = / (KR () dz (2.3)
para solucionar uma equagao linear de segunda ordem da forma:
d’y dy

L(U)W + M(u)@ + N(u)y =Ul(u), (2.4)

2Apés 1774, Laplace escreveu varios artigos sobre probabilidades, incorporando os resultados em 1812,
em seu Théorie Analytique des probabilités. Até Laplace, a probabilidade estava essencialmente voltada
aos jogos de azar.
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desde que U(u) = R(a)eX™R@  Aplicando a transformacio na equacio 2.4, Euler obteve

uma solucao complicada, na forma de integral definida:

r=a

_ [ kg RAQ
ylw) = / T BQ (2:5)

r=b

que sob certas condicgoes, pode ser reescrita na forma:

u2

y = /e“xV(u)du. (2.6)

ul

Finalmente, em 1779, Fuler considera a solucao de equagoes diferenciais parciais. No
entanto, sua abordagem seguiu outro curso que pouco contribuiu para a teoria nascente.
Mas, como Laplace entra nesta histéria? Os estudos de Laplace® relacionados ao assunto
comecam com uma série de artigos, produzidos a partir de 1779; mesmo ano em que
Fuler atacava o problema das equacoes parciais. Neles, Laplace estava preocupado com
uma série de questoes, dentre elas o problema da interpolagao. Em um dos primeiros
trabalhos [Laplace, 1779 apud Deakin, 1981], ele apresenta a nocao de fungao geratriz de

uma sequencia:

u(t) = i Yut” . (2.7)

Uma fungao que assume valores discretos ao longo de x [y, foi a notagao utilizada por
Laplace para a uma funcdo y(z) da variavel independende z|, formando a sequéncia de

numeros?*

. Note que o expoente do termo ¢t muda a medida que o indice x avanca no
somatoério. Se essa transicao for chamada de Ax, entdo Ax = k - x, com k = 1 (inteiro).

Porém, se a soma for definida para um intevalo continuo, i.e., k£ — 0, entao:

lim Ax = dx,

k—0

limk-z==x.
k—0

A varidvel y, sera portanto definida para todo x > 0 continuo e, por isso, o somatdrio

transforma-se em uma integral:

u(t) = /yxtxd:c. (2.8)

3Que na época concentravam-se principalmente em teoria das probabilidades.
4Como serd visto ao longo do texto, a nocdo de funcdo geratriz de Laplace aparenta ser, em esséncia,
a raiz de grande parte das transformadas, dentre elas a transformada de Fourier e a transformada Z.
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Uma transformagao integral relacionada a Transformada de Laplace. Atualmente ela é

ainda usada, porém escrita na forma moderna:

oo

F(p) = /tplf(t)dt. (2.9)

0

A equacao 2.9 é mais conhecida como transformada de Mellin e inclui, dentro de suas
aplicagoes, a resolucao de certos tipos de equagoes diferenciais com coeficientes variaveis.
E apesar de Laplace nao ter seguido este caminho especificamente, tais investigagoes
parecem ter sugerido o estudo de formas do tipo fooo e **¢(x)dx, por ter obtido algumas
solucoes na forma exponencial.

Ja no artigo de 1782 [Laplace, 1782 apud Deakin, 1981], ao tratar de equagoes difer-

enciais e de diferencas, Laplace procura uma solugao para a equagao de diferencas finitas:

S = Ay, + BAy, + CA%y,+ ..., (2.10)

em que A, B, C etc. sao fungoes de s — assumidas como expansiveis em séries de poténcias

— e ¥, a funcdo desconhecida®. Laplace entao assume y, da forma:

Ys = / e o(x)dz, (2.11)

que é uma integral definida, com limites nao especificados. Além disso, assume também:

Ay, = /G_SI (e —1)" ¢(z)dz, (2.12)

tornando agora possivel escrever a solucao S em funcao das equagoes 2.11 e 2.12.
Quase trinta anos haveriam de passar® até que Laplace volvesse ao assunto. Ao escrever
sobre integrais definidas e suas aplicagoes no célculo de probabilidades [Laplace, 1810 apud

Deakin, 1981}, ele considera primeiramente uma série de integrais da forma:

/ f(x)e *dx . (2.13)

Seu objetivo neste ponto consistia em avaliar as integrais exclusivamente, sem qualquer re-
lacao com a resolucao de equacoes diferenciais. Decerto que o famoso método operacional
conhecido como “transformada de Laplace” vai muito além disso, como sera mostrado ao

longo do texto. Seu desenvolvimento deve-se mais a outros mateméticos, como Cauchy”

Oy, = y(s)

6Como o préprio Laplace grafou.

"Por seus trabalhos em célculos de residuos e exploracdes de métodos simbélicos, utilizando operadores
diferenciais.
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e Boole, engenheiros como o americano John Carson e, principalmente, a um autodidata
praticamente desconhecido nos dias atuais chamado Oliver Heaviside.

Ninguém contribuiu mais para que a teoria da transfor-
mada de Laplace entrasse na idade adulta, tornando-se um
método viavel na solucao de problemas praticos de engen-
haria, do que o intrépido e obscuro inglés Oliver Heaviside
(x1850 1 1925). Heaviside pode ser considerado como uma
espécie de “reinventor” da transformada de Laplace, pois,
nao fosse por ele, ela teria muito provavelmente sido esque-

cida nos poroes das bibliotecas, ou negligenciada por sua

dificuldade inerente de aplicagao. Este homem admiravel,
ao mesmo tempo amado e odiado por homens de ciéncia do ) o
Figura 2.1: Oliver Heaviside.
seu tempo, era o esteriotipo do verdadeiro génio: amado por
seu talento e obra fenomenal, odiado pelos métodos nada ortodoxos de que se utilizava.
Em conjunto com o inestiméavel auxilio de G. F. FitzGerald e O. Lodge, coube a
Heaviside a responsabilidade por formalizar a Teoria Eletromagnética de Mazwell, que
originalmente totalizava 38 equacoes, em apenas 4 equacoes fundamentais. Contribuiu
também, juntamente com J. W. Gibbs na concepcao do Cdlculo Vetorial, e fez com que
ele se firmasse como ferramenta bésica do Eletromagnetismo, em oposicao a Teoria dos

Quaternions de Hamilton [Hunt, 2005].

Segundo Paul J. Nahin [Nahin, 2002], o fisico irlandés, George Francis FitzGerald
(x1851 1 1901) foi um grande amigo e colaborador de Heaviside. Juntos, eles trocaram
correspondéncias por mais de 20 anos e, até a morte de FitzGerald em 1901, haviam
se encontrado pessoalmente em apenas duas ocasioes, totalizando cerca de 8 horas,
segundo o proprio Heaviside. FitzGerald foi o amigo que tentou explicar a Heaviside

as realizades sociais da época, porém sem sucesso.

Ainda no hall das contribuicoes, Heaviside foi quem primeiro resolveu o problema da
onda viajante em uma linha de transmissao sem distorcoes, o que tornou possivel a co-
municagao transatlantica de telefones e telégrafos. Em fisica, teorizou (ap6s o americano
Arthur Kennelly, porém de maneira independente) que uma camada condutiva existe na
atmosfera que permite a uma onda eletromagnética (por exemplo, uma onda de radio)
viajar segundo a curvatura da Terra, e nao em linha reta para o espaco. Esta tltima costu-
mava ser denominada camada de Heaviside-Kennely, porém, a partir da década de 1950, a
denominacao ja havia sido completamente esquecida, tendo sido rebatizada simplesmente
de ionosfera. Heaviside foi um dos primeiros a sugerir [apds tomar conhecimento dos
trabalhos de J. J. Thomson)|
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O jovem Joseph John Thomson (x1856 T 1940), j4 com 24 anos era uma das estrelas da
fisica na década de 1880. Conhecido e reverenciado atualmente como o “descobridor”
da primeira particula subatomica, o elétron, Thomson comecgou seus primeiros estudos
tedricos (em 1881) sobre os efeitos magnéticos de uma carga elétrica em movimento
[Thomson, 1881 apud Nahin, 2002, p.119-124].

que uma carga elétrica em movimento aumenta sua massa com o aumento da velocidade
[Heaviside, 1892a, p.446], ou seja, uma antecipagdo da Teoria da Relatividade Restrita
de FEinstein, além de ter sugerido a existéncia da propriedade de supercondutividade nos

materiais, fato que seria comprovado tempos depois.

Homem simples, sem instrucao formal, Oliver Heaviside, em plena Inglaterra Vi-
toriana, desafiou os grandes matematicos de Cambrige ao fazer o que ele chamava
de “matematica experimental”, inspirada nos fenomenos fisicos que até entao obser-
vava, sem preocupar-se com as mintcias e rigores matematicos. Segundo [Lathi, 2007]
Heaviside é, sem duvida, uma das tragicas figuras na histéria da ciéncia e engenharia,
pois mesmo tendo contribuido em iniimeros campos, foi severamente criticado durante
sua vida, principalmente por ser um “ignorante” que possuia apenas o curso primario.
Seu estilo informal fez com que seu nome fosse evitado e suas contribuigoes creditadas
a outros. Muitas delas foram rejeitadas com desprezo pelos figurdes da época, con-
siderando que seus métodos ou eram desprovidos de sentido ou eram reapresentacoes
de trabalhos j4 feitos, o que nao corresponde a verdade.

A resposta de Heaviside ao argumento de que ele era “ignorante”, sem instrucao,
foi principalmente ter se tornado “Fellow” da Royal Society, a mais prestigiosa associ-
acao de cientistas que jamais existiu. Secundariamente ele foi também, ironicamente
para seus detratores, membro da Literary Philosophical Society de Manchester. E
curioso que seu obituério (Figura 2.2) no jornal The New York Times faz exatamente
uma referéncia a estas duas associagoes, extremamente inapropriadas a um homem
ignorante e sem instrucao.

Heaviside obteve o sucesso, apesar da falta de rigor, porque utilizou a matematica
com sentimento e intuigao, coisa que nao se aprende na universidade. E por isso
talvez, a exemplo de varios nomes das ciéncias e das artes, das religides ou filosofias,
que Heaviside morreu sO, incognito e na mais absoluta miséria. Sua vida foi o reflexo
de uma sociedade arrogante e hipdcrita, que nao respeitava a criatividade alheia a nao

ser que ela fosse expressa na linguagem padrao e aceita pelo “estabilishment”.

Ao final do século XIX, Heaviside escreveu para modesta revista de técnicos em eletri-
cidade, chamada “The Electrician” (Posteriormente compilados nos “Electrical Papers” de
1892 [Heaviside, 1892a] e [Heaviside, 1892b]), sobre uma técnica que havia desenvolvido e
chamado de Cdlculo Operacional. Tal técnica era, em alto e bom som, nada menos que a

transformada de Laplace, de maneira proxima como a conhecemos atualmente, inclusive



2.2. Reinvencao da transformada 12

S

* Ollver Heaviside, Scientist.
Cepyriglit, 1925, by The New York Times Cempany.
By Wireless to THE NEw YORE TIMES.

I LONDON, Feb.. 4.—Oliver Heaviside,
| whose researches In theory of electric

%wavea had an important bearing on
| bractical telegraphy and the telephone,

;died at Torquay today, aged T4.

e

The British scientist was a Fellow of
the Royal Soeclety and an honorary mem-
ber of the Literary Phllosophical So-
ciety of Manchester.

Figura 2.2: Obituério de Heaviside. Fonte: The New York Times.

com a nocao de operadores lineares. Segundo Paul J. Nahin, o Célculo Operacional de
Heaviside era a transformada de Laplace “disfar¢ada” [Nahin, 2002, p.218]. A diferenga
era que, até entao, o calculo operacional tratava de fungoes apenas no dominio do tempo.
Nao se tinha ainda a nocao de “dominio da frequéncia” e “dominio do tempo”, que foram

incorporados posteriormente.

Se dependesse dos opositores de Heaviside, em vista da obscuridade inerente ao seu
método, o Cdlculo Operacional estaria por certo com seus dias contados. Em razao

das constantes criticas que recebia, Heaviside respondia irreverente [Heaviside, 1893a,
p.9J:

“Deveria eu recusar meu almogo sé porque nao conheco plenamente o pro-

cesso da digestao?”

E em seguida, rebatia:

“Nao, nao se eu estiver satisfeito com o resultado.”

Entre os grandes admiradores de Heauiside, estava o engenheiro americano, da Bell
Telephone and Telegraph Company, John Carson. No livro Electric Circuit Theory And
The Operational Calculus, publicado em 1926 e reeditado em 1953 [Carson, 1953], Carson
toma para si a responsabilidade de continuar o trabalho de Heawviside, introduzindo o
formalismo matematico e deduzindo todas as férmulas que o mentor havia proposto. Foi
ele inclusive o responséavel por fazer a conexao entre o Calculo Operacional e a integral de
Laplace (eq. 2.1), demonstrando que todas as fémulas poderiam ser obtidas através dela.
Coube a Carson o mérito de aproximar-nos do método hoje conhecido como transformada
de Laplace, ao publicar, no mesmo livro, a primeira tabela com os “pares de transformadas”
— que ele chamou de “tabela de integrais infinitas” —, tendo-as utilizado pela primeira

vez na resolugao de problemas préticos (Consultar a figura 2.6, na pagina 22).
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2.3 A matematica experimental de Heaviside

A melhor forma de apresentar o famoso método de Heaviside é, sem divida, com um
exemplo pratico, em consonancia com seu peculiar método de ataque.

Considere o circuito composto por um resistor e um

indutor (RL) ilustrado pela figura 2.3, alimentado por
uma fonte de tensdo e(t) = E.H(t), em que H(t) é a
() e(t) funcao de Heaviside, que muito mais tarde ficou con-
N

I hecida como funcdo degrau unitdrio. Esta funcao foi

criacao de Heaviside, e pode ser expressa como:

0 se t<0
: C Cirens : H(t) = 2.14
Figura 2.3: Circuito RL alimentado. (t) { 1 se t>0 ( )

e ilustrada pela Figura 2.4. Aplicando a lei de Kirchhoff das tensoes no circuito da

A

H{(t)

4

Figura 2.4: Fungao degrau unitario ou Fungao de Heaviside.

Figura 2.3, tem-se a equacao do circuito:

di(t)

e(t) = Ri(t)+ L pral

sem maior cerimonia, Heaviside reescrevia a equacao, substituindo o simbolo de derivada
[199%))

% por p. A partir dai, comecava entao a tratar “p” como uma entidade algébrica qualquer,

um numero:

Ldil(tt) + Ri(t) =e(t) = Lpl + RI = e (t) em que I = I(p)
IR+ Lp) = ¢(t) = 1) = -
Logo,
° I(p) = 1/Lp
P =1r Rt (2.15)

A equacao 2.15 é chamada equacgao operacional do problema. Apds tratar % como um

niumero, Heaviside buscava comparar a forma da equacgao operacional com solugoes con-
hecidas de problemas existentes, para inferir, deste modo, regras para intepretacao da

equagao operacional e converté-la em solugao explicita (em fungao de ¢). Uma de suas
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saidas favoritas eram as séries de poténcia [Liitzen, 1979]. Ele sabia que:

=1- 2224 2.16
T r4at—a’+ (2.16)

E por analogia, rescrevia a expressao da corrente em poténcias descendentes de p:

) = _1+1L% %to)

&G @G

Fazendo-se a substitui¢do e(t) = E - H(t), que define uma tensao do tipo degrau, ja

e(t)

R

definida por Heaviside, e amplitude F, tem-se:

() () (@) - (5)

O uso da funcao degrau unitario causava muita confusao no principio, ja que muitas

I(p) = = CH(t). (2.18)

vezes Heaviside a omitia em seus calculos, pois usava a notacao “1”. No capitulo 3,
serda dada uma atencao especial a esta funcao, principalmente com relacao ao que

acontece em t = 0, ou seja, H(0).

Contudo, uma investigacao da equacao 2.18 levanta uma questao a respeito de seu signifi-

cado. O que vem a ser a expressao

Ora, Heaviside raciocinava,
se p- f(t) = ——, (2.19)

1
entio - /(1) = / f(r)dr. (2.20)
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Além de omitir a constante de integracao, Heaviside concluia, sem mais delongas, que:

t

p L H(t) = /H(T)det (2.21)
p?-H({t) = pl-pt-H(t) = /TdT = ;—2| (2.22)
P H(E) = 2_7: _ (2.23)

Assim, substituindo a equacao 2.23 em 2.18, tem-se a expressao da corrente em uma série

de poténcias ascendentes de t:

(%) - %(%t)Q + % (%t)g . ] H(). (2.24)

No entanto, Heauviside sabia que:

() =2

2 3

- _q x )
e "= —x+§—§—|—... ;
logo, por analogia, concluia finalmente que:
E R
‘t:—-[l— —rt}, 9.25
i) =7 [1- (2:25)

que é a solugao correta (e completa) para a corrente.

O processo de expandir a equacao operacional de tal modo a obter a solugao explicita
[no tempo] é o que Heaviside chamava de “algebrising”, ou “algebrizar” a equagao. Bem
antes de Heaviside [Servois, 1814 apud Liitzen, 1979, p.162], pensava-se que a razao pela
qual o tratamento algébrico era aplicavel aos operadores diferenciais consistia no fato de os
mesmos obedecerem as leis comutativa e distributiva. Ademais, a utilizacdo de operadores
diferenciais ja era conhecida na época [Petrova, 1987, p.8]. Matemadticos como Cauchy®,

d

Gregory® e Boole'® ja haviam empregado métodos similares & substituicao de < por “p’.

Cauchy, por exemplo, chegou a escrever uma EDO em uma forma simbdlica (operacional):

em que D é o operador de diferenciagdo e F(D) um polinémio em D. Por exemplo, a

8[Cauchy, 1827 apud Petrova, 1987].
9[Gregory, 1846 apud Petrova, 1987].
10[Boole, 1859 apud Petrova, 1987].
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equacao:

>y _dy dx
— + 3=+ 2y(t) = —
T3 T =

seria por ele escrita:

(D*+3D +2) y(t) = Dz(t) ou (D +3+ %) y(t) = z(t).

A analogia feita por Heaviside na equagao 2.20, ao associar o operador 1/p com uma
integral definida em um intervalo de zero a t implica que f(0) = 0, o que pode nem
sempre ser verdadeiro. Nestes casos onde isto nao se verifica, os operadores p e 1/p
ndo sao operadores inversos, ou seja, ndo comutam — a operac¢ao (1/p)p nao serd,
neste caso, necessariamente igual a 1. Mesmo a par desta possibilidade, Heaviside
sempre deixou que sua intui¢ao sobre a realidade fisica o guiasse [Heaviside, 1893b,
p.86]. O mesmo nao teria sido problema para Cauchy — caso ele tivesse prosseguido
com suas exploracoes —, pois se tratavam de problemas puramente matematicos.

Heaviside conhecia a abordagem dos operadores diferenciais, entretanto criou sua
prépria versao do assunto, principalmente pelo uso das séries de poténcia [coisa
que Cauchy nao logrou explorar. No maximo, ele chegava em algo parecido com
a equagao 2.15 e parava por ai]. Alids, a utilizagao de séries foi um dos motivos pelos
quais Heaviside comprou inimeras brigas com os “matematicos de Cambridge”®. Mas,
aparentemente, ele superestimou o uso das séries que, na pratica, é bastante limitado.
Do ponto de vista de Heawviside, a solucao deveria ser em forma de série ou entao em
forma de uma integral definida que, para ele nao tinha nenhuma utilizade, a nao ser
que pudesse ser avaliada. A visdao de Heaviside demonstra como a tecnologia vigente
influencia no que é considerado uma “boa” solugao, em termos mateméaticos. Neste
aspecto, Heaviside era apenas um homem de seu tempo. Atualmente, o trabalho pode
ser facilmente realizado com simples calculadoras ou em pacotes computacionais como
o MATLAB, mas naquela época a histéria era outra. Até um mero céalculo de uma
poténcia, ou a avaliacao do grafico de uma funcao qualquer era uma tarefa terrivel,
certamente um “trabalho de amor”, nas palavras de Heaviside [Heaviside, 1893a, p.
433]. Em seu livro, Carson [Carson, 1953, p. 32| justifica o argumento de Heaviside

dizendo que:

“Isto era devido ao fato de alguns mateméticos (referindo-se aos mateméticos
de Cambridge) se refugiarem em determinadas integrais definidas e chamarem

aquilo de solucao.”

%Sempre irreverente, Heaviside costumava justificar o uso das séries divergentes e convergentes
dizendo que “o antidoto estd, quase sempre, muito préximo ao veneno”, como o ditado popular.
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Na mesma obra [Carson, 1953, p.95], Carson chegou a sugerir (com grande pro-

b para a avaliacao de

priedade) o “auxilio de um planimetro® ou de um intégrafo
integrais. Porém, o que ele nao poderia imaginar, era a revolugao da computagao que
aconteceria cerca de meio século depois. Talvez, aos olhos de Carson e Heaviside, as

inovacoes seriam recebidas com imenso jibilo e sem muitos questionamentos.

%Instrumento que mede a drea de uma figura plana qualquer.
bInstrumento mecéanico por meio do qual se obtém o valor de uma integral.

2.4 O problema de Heaviside e o Calculo Operacional

H& pelo menos dois grandes problemas que envolvem a teoria de circuitos elétricos.
Primeiro, a formulacao matematica do sistema fisico com a consequente obtencao das
equagoes diferenciais que o descrevem. O segundo, a solucao das equacoes diferenciais.
Em teoria de circuitos, a maneira mais simples de expressar o problema 1 é a partir das Leis
de Kirchhoff das tensoes e das correntes. Todavia, dificuldades préaticas com os métodos
classicos de solucao das equacoes diferenciais fizeram com que Heaviside rompesse em
definitivo com os métodos até entao vigentes, levando-o a desenvolver o chamado “Cdlculo
Operacional” [Carson, 1953].

O problema em questao era o de calcular a resposta de um circuito em termos de
corrente, quando a ele era aplicada uma tensao. Considere que em um ramo qualquer de
um circuito elétrico, diga-se, por exemplo, o primeiro ramo, é aplicada (em ¢ = 0) uma
tensao em forma de um degrau e(t) = H (t), em que H (t) é a fun¢ao de Heaviside. Em
resposta a tensao aplicada, seja a corrente resultante em um ramo qualquer, por exemplo
no ramo n, denotada por:

in(t) = H() A (1) (2.26)

Em que A, (t) foi chamada de Admitincia Indicial ou Admitancia Indicial de Transfer-
éncia'! do ramo n em relacao ao primeiro ramo. Se uma entrada de tensao do tipo degrau

e(t) = e, é aplicada em um instante ¢t = 7, a corrente é dada por:
ir(t) =e;Alt—1). (2.27)

Se a tensao de entrada tem o formato da Figura 2.5(a), ou seja, formada por degraus

€p, €1, €2, . - ., €, aplicados nos instantes g, (to + At), ..., nAt, descrita pela equagao 2.28:

10 termo mais adequado atualmente seria funcdo de transferéncia, porém com uma ligeira diferenca:
Carson relaciona corrente de saida com a tensdo de entrada, ao invés de usar tensoes de saida e entrada.
Alids, formalmente, fungao de transferéncia de um sistema linear é definida como a transformada — de
Laplace ou nao — da resposta ao impulso.
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A e(t) A e(t)
]
el
Aje :
X I
o
e \ |
L
|
| |
|
|
L
. .
to I [ to — At *+ i
(a) Superposicao de degraus. (b) Superposicdo de impulsos.

Figura 2.5: Representacao de sinais em componentes impulsivas e de degraus.

e(t) =e(to) H(t —to) + AerH [t — (to + At)] + AexH [t — (to + 2A8)] + ...

oo+ Ae, H (t —nAt) = e (to) H (t —to) + i AepH(t — kAt ; (2.28)

k=0

a corrente resultante serd, dessa forma, dada por:

i(t) =e(to) A(t —to) + Ae At — (to + At)] + Aeg At — (to + 2A8)] + ...

oo+ Ae, At —nAt) =e(ty) A(t —to) + 2”: Ae, At — kAL). (2.29)

Fazendo a mudanca de variaveis t = 7 e considerando At — 0, o acréscimo de tensao

devido a cada degrau serd!?:

Ae = {8g<:>}m;»de= {8‘;(:)}657.

Da mesma maneira, com n — oo [e kAt — 7| os somatérios tornam-se as integrais!

3.

t

e(t) = e(to)H(t — to) + / {ag—(:)} H(t - 7)dr, (2.30)
i(t) = e(to)A(t — to) + j {a‘;—(:)} A(t — 1)dr. (2.31)

A equacao 2.30 constitui em esséncia o Teorema da Superposicio'®. Além disso, alguns

equivalentes tteis da equacao 2.31 podem ser obtidos. Fazendo-se, no integrando da

12Da definicdio de diferencial. Para mais detalhes, consulte o apéndice A.

13Como At serd infinitamente pequeno, kAt “deve comportar-se” como uma varigvel continua, que foi
chamada de 7, i. e., lima;_,0 kAt = 7.

MNaturalmente, se a tensdo de entrada for expressa em termos de fungoes impulsivas da forma e(t) =
f:o e(r)o(t — 7)dr, como ilustra a Figura 2.5(b), a equacdo da corrente também serd uma superposigao
de fungdes impulsivas.
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equagao 2.31:
{ r= t—THt) >T=t—12—1t

dr = —dr.
Como ¢ é constante na equagio 2.31, Le(r) = Le(t — x + ) . Entéo
T=t 8 x=to a
/ Oel(r) At —7)dr = — / —e(t—ax+1ty) p At —t+a —ty)dx
or or
T=to x=t
=t 9
= / {—e(t —x+ to)} Az —to)dz . (2.32)
or
x=tg

Como o valor da integral na equagao 2.32 é funcao apenas dos limites de integragao,
t

pode-se substituir = por 7, logo [ {8%6(25 -7+ to)} A(T —tg)dT . Entao, da equagao 2.31,
to

tem-se
t

{2 e oy [ {2t 10 - s

0 to
Substituindo-se na equagao 2.31, tem-se a equacao 2.33a, em conjunto com algumas ex-

pressoes equivalentes:

i(t) = Alto)e(t —to) + {—A(T—to)}e(t—r+to)d7 (2.33a)
{36(7 - to)} At — 7+ to)dr (2.33b)
{

—A{t—7+ to)} e(t —to)dr (2.33¢)

= e(to)A(t — to) + / {%e(t T+ to)} A(r — to)dr . (2.33d)

to

Outra importante forma pode ser obtida a partir das equacoes 2.33. De acordo com a regra

de Leibniz para a derivada de uma integral com limites varidveis [apéndice A], tem-se:

i(t) = % e(T)A(t — 1)dr (2.34a)

- / A()elt — 7)dr (2.34b)
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As formas expressas na equagao 2.34 sao chamadas equagoes de Duhamel e sua importan-

cia serd verificada na segao 2.5.

A fungdo de transferéncia [neste caso a admitancia indicial] determina completa-
mente as caracteristicas de comportamento do sistema linear. Esta constatacao fez
com que o todo problema fosse reduzido a determinacao da admitancia indicial em
uma simples integracao, com as equagoes de Duhamel. FEm verdade, Carson, deu
tanta importancia as equagoes 2.33 e 2.34 que as denominou Fquacoes Fundamentais

da Teoria de Circuitos Elétricos.

2.5 Equacao Integral: transformada de Carson-Laplace

Encontrar a admitancia indicial, ou em termos atuais, a funcdao de transferéncia, era
em verdade, o problema de Heaviside. E apesar de seu método intuitivo e experimental,
uma investigagao leva diretamente ao Célculo Operacional: Suponha uma f.e.m. e(t) =
eP!. em que p é um numero complexo com parte real positiva. A resposta em corrente i(t)

pode ser dividida em uma parte transitoria e outra permanente:
—) +y(t). (2.35)

Substituindo e(t) = e na equacgao de Duhamel 2.34, tem-se:

t t

i(t) = %/ep( DA(r)dr —jt ept/e_pTA(T)dT . (2.36)

to to

t o] o)

Usando o artificio [dr = [dr — [ dr, pode-se rescrever a integral da equagao 2.36:
0 0 t
: d t —pT t —pT
i(t) = 7 e’ | e PTA(T)dr — et | e PTA(T)dT } . (2.37)
0 t

Aplicando a derivada, deduz-se:

o0

ept/e PTA(T T—% ept/e_pTA(T)dT . (2.38)
0

t
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Como a segunda integral tem limites varidveis, deve-se aplicar a regra de Leibniz!®

% /6_pTA<T>dT = /% [e_pTA(T)} dr + e_p(oo)A(oo)% — e_ptA(t)%
= —ePA(L). (2.39)

Isto acontece pois, no segundo membro, o integrando nao depende de ¢ e a integral se
anula. Da mesma forma, o segundo termo do segundo membro se anula, ja que e=* = 0.

Continuando, pela regra da cadeia:

% ept/e_pTA(T)dT :pept/e_pTA(T)dT—A(t).

t t

Desta forma, substituindo na expressao da corrente 2.38, tem-se:

o0 o0

pept/e PTA(T dT—p@pt/epTA(T)dT—l-A(t). (2.40)

0 t

Igualando as equacoes 2.35 e 2.40, dividindo-se a expressao resultante por e, chega-se a:

1 —pt _ i —pT i —pT —pt
7 U0 = / e A(F)dr — p / e TAR)dT + A)e . (2.41)

0 t

Fazendo t — oo, a segunda integral se anula, levando a:

o0

! “PTA(T)dT
m:p/e A(r)dr . (2.42)

0

Fazendo-se uma mudanca de varidveis 7 = t, chega-se, enfim, a equacao da admitancia
indicial 2.43, que nada mais ¢ do que a transformada de Laplace, ou melhor, é uma integral

do “tipo” Laplace (pagina 9, segao 2.2):

1 o
vZ00) :O/e A(t)dt . (2.43)

As equagoes 2.34 e 2.43 constiuem por sua vez a formulacao completa do problema. A
partir delas é possivel obter todas as regras do calculo operacional, as quais Heaviside
obteve intuitivamente. De fato, foram elas que deram pela primeira vez significado ao cal-
culo operacional de Heaviside. Foi apds obter a equagao integral que Carson, na resolugao

de problemas praticos, criou uma tabela com os pares de integrais, contendo as equagoes

15Para entender a regra de Leibniz, consulte o apéndice A.
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Com tal equivaléncia em mente, percebe-se que a solugao de uma equagao operacional
pode geralmente ser reduzida em simples comparagao com a tabela de integrais, fato
que Heaviside nao reconheceu'®. Muitas das solucdes que ele obteve para problemas
de linhas de transmissao eram extremamente complicadas, devido ao uso de séries de
poténcias. Relembrando seu “método experimental”, baseado em casos bem sucedidos de
resolucao, Heaviside havia chegado na seguinte regra [Petrova, 1987], apesar de nunca

té-la explicitado formalmente:

1. Expandir o ramo direito da equagao operacional em série de poténcias descendentes

de p:
. 1 a a a
h(t) = ——~ =ag+ — + = +...—;
H(p) p
2. Susbtituir os termos em I% por % A equacao é convertida por sua vez em uma

série de poténcias ascendentes de t:

My B2 G,
h(t) = ag + Jpt+ ot* 4.t
Na pratica, a expressao h(t) = ﬁ é puramente simbodlica e nao faz sentido algum.

Até entao, a ideia de “transformada” nao estava ainda consolidada, com a nocao de
dominio do tempo e da frequéncia. Por isso, era comum “misturar” na mesma equagao,
termos em funcao de “p” e “t”, que normalmente representava o tempo. Em verdade,
esta foi a primeira tentaviva de criar uma notacao que relacionasse uma funcao tem-
poral com sua transformada e vice-versa. Dessa forma, uma substituicao foi feita em
lugar do sinal de igualdade, por uma notagao mais adequada como h(t) = ﬁ. Atual-
mente, nao é novidade a notacao para a transformada de Laplace, L{f(t)} = F(s);
ou para a transformacao de Carson pL{f(t)} = pF(s) = F(p) [Carson, 1932].

6Um exemplo pratico mostrando o uso das equacdes de Duhamel, em comparacdo com o método
conhecido das “tabelas de transformadas” é apresentado no apéndice B.
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Os predecessores de Heaviside ja haviam empregado o operador f (%) em poténcias
ascendentes e descendentes para a diferenciagao, i.e., eles ja haviam se utilizado do
método desenvolvido por Heaviside para a solucao de equacoes diferenciais ordinarias.
O que o distingue, todavia, é a interpretacao das solugoes obtidas dessa forma. Ele
entendeu que o desenvolvimento em poténcias descendentes do operador p expressava
solucoes em um dominio finito do argumento, enquanto que o segundo tipo de expan-
sao descrevia a solugao assintética com o argumento tendendo ao infinito (apesar de
nunca haver utilizado o termo expansao assintética). Em outras palavras, de acordo
com a atual conjuntura do Célculo Operacional, que é baseado em transformagoes
de Laplace ou modificagoes nela, o entendimento de Heaviside com relacao as duas
expansoes corresponde ao fato de que o comportamento assintético de uma funcao
nas vizinhangas do zero determina o comportamento assintético da sua transformada
de Laplace no infinito, tratando-se, em esséncia, dos Teoremas dos Valores Inicial e
Final [Petrova, 1987]:

f(0) = lim s- F(s)

5—00

f(oo) = lim f(t) =lms - F(s). (2.44)

Para equacoes diferenciais ordinarias, este fato é, sem duvida, trivial, mas é essencial
para entendermos a esséncia das expansoes no caso de equagoes diferenciais parciais.
Porém, é necessario falar da ferramenta mais simples e poderosa para este propdsito:

o Teorema da Expansao de Heaviside.

2.6 O Teorema da Expansao

Pode-se afirmar que a maior contribuicao de Heaviside para a afirmacao do Calculo
Operacional e que hoje engloba as diversas técnicas de solugoes de problemas com a trans-
formada de Laplace, foi o famoso “Teorema da Expansao”. Ainda utilizado atualmente
para obter a transformada inversa, é a prova viva do génio de Heawviside, ja que foi por

ele estabelecido sem qualquer prova matematica.

Teorema 1 (Expansao de Heaviside). Se a equacao operacional é uma funcdo racional

da forma G(p) = %, entao a solugao explicita no tempo (transformada inversa) pode

Ser expressa Comao:

g(t) = ; dij{vl()‘z‘i I eak;k_ ! (2.45)

Em que aq, o, ..., a sdo as raizes do polinémio D(p) ou polos de G(p).

Uma demonstracao simples do Teorema da Expansao, bem diferente da que Heaviside

obteve, pode ser derivada da seguinte forma:

=
=

). Se

Demonstracao. Seja equagao operacional (Transformada) da forma G(p) = ®)

)
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Qq, 09, ..., 04 s30 as raizes do polinémio D(p) (polos de G(p)), pode-se expandir G(p)

em fragoes parciais:

N A A A
(p)_ 1 2 X 3 1
D(p) p—an p—Q2 pP—0Q3
A,
4 . (2.46)
P — Ok P — an

Se multiplicarmos ambos os membros da equagao 2.46 por p — ay, vem:

N(p)

1 n
D(p)(p o) = (p — o) p—o +p_% + Ag;
fazendo p — a4, tem-se:
. N(p)
A = lim —= (p—
F pi)I(IXlk D(p) (p ak)
. P
= lim N(p)- 1
P T
D
= N - lim ————.
() s, )
Aplicando a regra de 'Hospital na fracao ’%, vem:
A = N(ag) - 1i _
g (e - 11m .
’ * rooe L{D (o)}
Tomando o limite!”, tem-se:
N
4y = )
o {Dlar)}
Dessa forma, a igualdade 2.46 pode ser reescrita como:
N(p) _ N(a) 1 N N(az) 1
D(p) %{D(al)} p—o %{D(QQ)} P — Q2

EAD(n)} P D)} p—on

Como a Transformada inversa, 7 ! {L

p_a} = ¢ — 1 (utilizando uma notagao similar a

ITNa prética, este procedimento consiste no célculo do residuo de uma funcdo racional, que vale Aj. O
Teorema e o método dos residuos sao tratados na caixa da pagina 37.
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“L{}” para a Transformada de Laplace), tem-se:

N(p) _ N(ay) _ et — 1 . N (o) . et 1
D(p) dip{D(OQ)} p— dip{D(Oég)} D — y
Ny e -1 N e

%{D(Oék)} p—a dip{D(an)} p—

Logo, tem-se a formula da Expansao:

M} o N e (2.47)

0= 54 2 (D))

[]

Em comparacao com outros métodos existentes, o Teorema da Expansao prové uma
forma rapida e extremamente simples de calcular a transformada inversa. De fato,
o Teorema da Fxpansao de Heaviside foi a ferramenta que possibilitou a utilizagao
pratica do Calculo Operacional e da Transformada de Laplace em engenharia. Outros
métodos, apesar de eficazes, sao geralmente dispendiosos por exigirem operagoes com-
plexas, como integrais de linha em contornos fechados ou expansoes assintéticas em
séries de poténcias, geralmente distantes do dia-a-dia do engenheiro, o que os tornam

muitas vezes impraticaveis.

2.7 Solugao de uma EDP via formula de Heaviside

A transformada de Laplace tém sido amplamente utilizada na solucao de equacoes
diferenciais ordindarias, lineares e invariantes no tempo, com extensa literatura disponivel.
Contudo, tais métodos sao extremamente tteis na resolucao de equacoes diferenciais par-
ciais [Duffy, 1994]. O Célculo Operacional desenvolvido por Heaviside teve como principal
objetivo a resolucao de EDP’s, sendo uma das principais a que descreve o comportamento
das linhas de transmissao, que desafiava os cientistas e engenheiros da época. Heaviside
foi, com mérito, o primeiro a resolvé-lo [Liitzen, 1979]. Considere uma linha de compri-
mento [ aberta em uma de suas extremidades, como ilustrado pela Figura 2.7.

Na outra extremidade é aplicada uma f.e.m. v(t) = Vop(t),

que significa uma entrada de tensao arbitraria. Supondo-se - l -
que a linha seja sem perdas e que L e C' sao, respectiva-

. A~ . oA . . N U(t)
mente, a indutancia e a capacitancia por unidade de com-

primento da linha, propoe-se calcular a distribuicao de ten-

sao e corrente ao longo da linha apds a aplicacao da tensao =

v(t). Figura 2.7: Linha de trans-
missao “semi-infinita”.
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As equagoes diferenciais de distribuigao de potencial v(z,t) e corrente i(x,t) ao longo da

linha sao:
ov o1
- = - L=. 2.4
ox ot’ (2.48)
01 ov
- = —. 2.4
ox ¢ ot (2.49)

Com as condigoes iniciais e de contorno:

v(0,0) = H(t),
v(z,0) = 0,
i(z,0) = 4(l,0)=0,

deduz-se que a linha estd em repouso antes da aplicacao da f.e.m.. Utilizando o simbolo

T para a transformada de Carson-Laplace, tem-se:

T{v(z,t)} = V(z,p)=V; (2.50)
T{i(z,t)} = I(x,p)=1. (2.51)

Dessa forma, tem-se as transformadas:

ov dV
T{%} = (2.52)
01 dl
01 .
T{a} = pl —pi(z,0) = pl ; (2.54)
T{%} = pV —pvu(z,0) =pV. (2.55)

Aplicando as transformadas nas equacoes 2.48 e 2.49, vem:

av
—— = Lpl,; 2.
dz P (2.56)
dl
R . 2.
o CpV (2.57)
Ou, derivando com relacao a x, tem-se:
a*v dI
——— = Lp—; 2.58
dx? P (2.58)
d?I av
— = Cp—. (2.59)

" da? dx
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Comparando as equagoes 2.59 com 2.56 e 2.58 com 2.57, tem-se:

>V

V1o - o (2.60)
% —LCp*I = 0. (2.61)
Tomando v = \/%70, tem-se:
% — S_ZV = 0; (2.62)
% — g—z[ = 0. (2.63)

. 2 ~ . . . . .
E ainda, fazendo-se & = q?, as equagoes diferenciais parciais (EDP’s) que descrevem a

distribuicao de tensao e corrente ao longo da linha sao agora transformadas em equagoes

diferenciais ordinarias (EDO’s):

d*V 9
d*I
@—qQI = 0. (2.65)

Sempre que um matemdtico vé uma funcao proporcional a sua derivada (ou derivada se-
gunda, neste caso), a palavra exponencial desponta em sua mente. Dessa forma, tratando
g como uma constante, pode-se assumir a solucao da equagao operacional para a tensao
como'®:

V(z,q) = Ae® + Be 1" (2.66)

Derivando a equacao 2.66 com relacao a x e utilizando a equacao 2.56, vem:

d
_V = Age®™ — Bge ™ = —Lpl
dx
A%eqx — B%e*qx = —Lpl.
Isolando-se o valor de I, vem:
I(z,q) = 1 [Be™9% — Ae®”]
’ VL

5
Q

[Be_qw — Aeqﬂ

NS

[Be_q“C — Aeqﬂ )

8Imagine que a solucdo seja da forma V' = Ce®®. Substituindo na equacio 2.64, encontra-se a = £+/¢2,
e entao a solugao serd dada pela equacao 2.66.
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Fazendo Z, = \/% a impedancia caracteristica da linha, chega-se a:

1

- [Bem — Ae] (2.67)

I(z,q) =

que é a solucao operacional para a distribuicao de corrente.

Na “infancia” dos métodos operacionais, dentre eles o calculo operacional, Heavi-
side fez muito uso dos famigerados operadores impedancia na resolucao de equagoes
operacionais [Heaviside, 1892b, p.355, Heaviside, 1893c|. Hoje, na idade madura dos
métodos que englobam a transformada de Laplace, tais operadores sao conhecidos pelo
método das impedancias compleras, empregado na modelagem de sistemas lineares,
nao se restringindo apenas a sistemas elétricos, mas também mecanicos, termodinami-

cos etc.

Considerando primeiramente uma linha “semi-infinita” (i.e, x > 0), com as condigoes

iniciais e de contorno em x =0 e x = oo:

lim i(l,t) = 0;
=00
v(r,0) = 0;

v(0,8) = w(t) = Vop(t).

Além disso, tomando T {Vop(t)} = Vo®(p) e T {i(l,t) =1(l,p)}, apds aplicar-se as

condicoes de contorno, obtém-se o sistema de duas equacoes:

Vo®(p) = A+ B, (2.68)
1
lim [ = — lim [Be ¥ — Ae"] = 0. (2.69)

l—o00 ¢ =00

Ora, com | — 00, a equagao 2.69 sera satisfeita apenas quando A = 0. Consequentemente

na equacao 2.68:

B =Vp®(p).
Assim sendo, a equacao 2.66 torna-se:
V(z,p) = Voe ™ ®(p), (2.70)
em que ¢ = —£=. Calculando a transformada inversa, vem:

VLC

o(a,t) = T H{V(z,p)}
= 7! {V()q)(p)e’qx}.

Segundo a propriedade de deslocamento, T {f(t — 7)} = e P"F(p), entao:
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v(x,t) = T_l{%q)(p)e_p%}

S V0 (t . %) . (2.71)

A equacgao 2.71 representa portanto uma “onda de tensao” que se propaga com velocidade

V= \/%, em que Vop(t) é a tensao de entrada. Da mesma forma, conclui-se que:

Vo®(p)e **
Ze

Vo®(p)e P5
Z.

I(z,p) =

Entao, a solucao para a distribuicao de corrente para o cabo “semi-infinito” é dada por:
Vo T
i) = =2 <t——). 2.72
@8 =z (t-3 (272)

Como extensao do mesmo problema, considere desta vez que o cabo possui um com-
primento definido [, no qual é aplicado uma tensao do tipo degrau, v(t) = H(t). Isto

significa novas condigoes de contorno:

0(0,0) = H(t),
i(1,0) = 0.

A partir da equacao 2.66:
V(x,q) = Ae?™ 4+ Be %% ;

aplicam-se as novas condi¢oes de contorno e obtém-se, dessa forma, o sistema de duas

equacoes:

A+B = H(), (2.73)
—Ae? + Be™" = 0. (2.74)

Multiplicando-se a equacao 2.73 por e? e somando-a com a equacao 2.74, obtém-se:

B(e" +e ") = H(t)e";

edlyea

l
ora, como cosh gl = “—, tem-se:

el

B=———H().
2 cosh gl ®)
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De maneira analoga, chega-se a:

e~ 4

~ 2cosh ql

Substituindo-se os valores de A e B na equacgao 2.66, chega-se a:

ed(z=0) ed(l=2)
V(z,q) = m-H(t)—l—m-H(t)
= m CH(t) - [efI(l—x) + 6—q(l—x)]
= m - H(t) - 2coshq(l — x)
= %H(ﬂ. (2.75)
Sabendo que!® cosh j6 = cosf, fazendo a mudanca de varidvel s = jg = s? = —¢?,

chega-se a solugao operacional do problema 2.76:

cos s(l — )

V(z,s) = H(t), (2.76)

cos sl

em que:
S :jq:jg =jpVLC = s% = —p2LC.

Para encontrar a solugao temporal para a distribui¢ao de tensao ao longo do cabo, v(z,t),
faz-se necessario calcular a transformada inversa. Para este feito, a exemplo de Heaviside,

faz-se uso do “Teorema da Expansao” [equacao 2.45]:

<L {D ag)} ap

k=1 dp

em que o0s ay sao os polos de D(p). Dessa forma, da equagao operacional, reconhece-se

que:

coss(l —x) N(p)

D(p)

Como D no caso apresentado é fungao de s — i.e., D = D (s(p)) — a derivada deve ser

Viz,s) = Ht) = L H.

cos sl

calculada pela regra da cadeia:

d d d ds

=D —p—D = p— =

akdp{ (a)} Po (p) P, (s) i
p=a

Da equacao de Euler, e/ = cosf + jsinf, em que j = /—1.
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Ora, como
2
82 = —q2 = § = % )
Entao,
do_ 11 (-
dp 2\ P
192
1 1 -2
= 57 (W) ; multiplicando por —
S
_1 __p2 l-ms_—p2—82€HtO
= 72 pl a 5 a
1 1
P —_ 82 Ppe—
S p
s
.
Continuando,
d
d—D(s) = —Isinsl;
S
logo,
d s
dp D

= —slsinsl.

Dessa forma, obtém-se:

v(z,t) = — Z cos 5( (e —1)

sl sin sl
SRR %eﬁ, (2.77)
em que os valores de s sao as raizes positivas?® de
cossl =0,
exceto para s = 0. Isto significa que, exceto pela solucao trivial,

sl=(2n+ 1)%

Paran =0,1,2,.... Entao:
1m 37

=57 2T (2.78)

20 A5 raizes negativas conduzem ao mesmo resultado.
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Além disso, os valores de p = « podem ser obtidos da seguinte forma. Como:

s = Jq
_ P
= jﬁu
2 = —p’LC;
entao,
S

p=-J :
Vv LC
Assim, obtém-se, finalmente, a solucao temporal para a distribuicao de tensao ao longo

da linha de comprimento [, através da Transformada Inversa:

(@, t)=1-3 coss(l = 2) izt (2.79)

sl sin sl

Como ja foi dito, o Teorema da Expansdo foi (e ainda é!) a mais poderosa ferramenta
do célculo operacional. Apesar de sua prova existir somente para funcoes racionais,
Heaviside usou, com sucesso, o mesmo procedimento para fungoes transcendentais,
da forma mostrada no exemplo anterior. Alids, Heaviside, que era notoriamente con-
hecido pela aversao ao rigor, nao hesitou um segundo ao defrontar-se com operadores
fraciondrios (que significavam derivadas fraciondrias), como p'/2, por exemplo. Eles
ja eram conhecidos na época, porém a atitude de Heaviside gerava preconceito e difi-
cultava a aceitacao das ideias que ele promovia [Nahin, 1991].

Como nao poderia deixar de ser, algumas contribui¢oes de Heaviside foram reconheci-
das e ele acabou por tornar-se “fellow” da famosa Royal Society de Londres. Porém,
Heaviside sequer chegou a pisar naquele solo, tendo tampouco ido buscar o prémio

em dinheiro a que fazia direito.

2.8 Integral de Inversao de Bromwich

Apesar das contribuicées de Carson e outros na formalizacdo da obra de Heaviside,
Thomas John I’Anson Bromwich (1875 1 1929) foi o primeiro a explicar — e de certa
forma justificar — a abordagem de Heaviside, usando Teoria de Funcgoes de Varidveis
Complezas [Bromwich, 1916]. Ele percebeu que a solugao operacional — que nada mais é

que a transformada inversa — é dada pela integral imprépria:

h(t) = = +/Oo o (2.80)
t) = - D, .
2rj ) pH(p)

c—joo

que pode ser avaliada ao longo da linha que corta o eixo real, como ilustra a figura 2.8(a)

e com os polos do integrando situados no lado esquerdo da reta. Esta integral de linha é
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chamada de integral de inversao de Bromwich ou integral de Mellin-Fourier. Mas, como

ele conseguiu? Ele comeca com a forma complexa da integral de Fourier?':

o0

1 [e9) . '
== [ et iy, 2.81
o /e dw/f(u)e du (2.81)

Se, para melhor compreensao, for substiuido u por ¢, o que ¢ licito, vem:

] (o9 . ) .
-+ / e / F(t)e—*"dt. (2.82)
Porém, para uma f(t) causal (f(t) = 0 para t < 0):
=~ / et / F(t)e—=tdt . (2.83)
2m

0

Fazendo ®(t) = e 7' f(t), em que ¢ é uma constante positiva, pode-se rescrever a integral:

1 o0 o0
() = ¢y / ot p()e I dt (2.84)

0
00 00

1
- = / e / Ft)e—(e it gy (2.85)

0

Fazendo s = 0 4 jw = ds = jdw = dw = %. Levando em consideragao os limites de w, a

integral é rescrita com os limites da nova variavel s:

o+j00 00
1
R / e f(t)dt (2.86)
o—j00 0
o+j00 0o
_ 7 / e*'ds / e~ f(t)dt (2.87)
27 ' :
o—joo 0
E como ®(t) = e 7" f(t), tem-se:
o+joo
t - std —st 2
10 = 5 . / (o) (289)
o—joo

21Que serd obtida no capitulo 3.
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Ora, a segunda integral na equagao 2.88 nada mais é que a transformada de Laplace, F(s).

Logo:
] o+joo
f(t):% / e F(s)ds, (2.89)
g—joo

que é denominada integral de Inversao de Bromwich. Contudo, para facilitar os cédlculos,
pode-se fazer uso da teoria fungoes complexas. O caminho mostrado na figura 2.8(a) pode

ser transformado no contorno fechado da Figura 2.8(b), com g = v/ R? — a? e com o0s polos

pt . . . o s
de F(s)e™ ou pﬁl(p) em seu interior. Dessa forma, a integral de linha é transformada em

b ' A
a + joo .
r \‘7 atig
/
®
/
ol /
a o a
R A ®
. A
a—Joo a—jg
1 —_'/
(a) Caminho de integracao. (b) Caminho transformado.

Figura 2.8: Contornos de integracao da integral de inversao de Bromwich.

uma integral de contorno®?:

ht) = % ]{ pf]—pgmdp, (2.90)

ou, em termos da transformada de Laplace:
1
f(t)=LHEF(s)} = Tj{F(s)eStds. (2.91)

)
r

Utilizando a forma das equacoes 2.90 ou 2.91, pode-se facilmente avaliar a integral pelo

método dos residuos. Segundo o lemma de Jordan, fazendo-se R — oo, a integral ao longo

22Geralmente avaliada no sentido anti-horario.
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do caminho BCA tende a zero. Ou seja,

0= FO) = g [ s

em que F(s)e* possui p polos s, s1,...,5,_1 de ordem m.
0 ) s 9Op

O método dos residuos fornece um método de integracao elegante e poderoso, que

involve curvas fechadas em C; inclusive para resolver integrais reais.

Teorema 2 (Teorema do residuo de Cauchy). Se f(z) é uma fungao analitica em
um contorno fechado C' (tomado no sentido positivo - anti-horario) exceto nos pontos

21,29, ..., 2, €m que f(z) possui singularidades, entao
7{ F(2)dz = ZWjZ;ReS (e, (2.92)
C 4=

em que Res [f (z)]z:zj denota o residuo de f(z) para a singularidade z; .

A designacao “residuo” foi introduzida em 1826 por Augustin Louis Cauchy
(%1789 1 1857) para a diferenga das integrais de uma func¢ao sobre dois caminhos
diferentes, com as mesmas extremidades, delimitando uma regiao onde a unica sin-
gularidade é o polo da funcao. O nome residuo traduz literalmente a ideia de uma
componente residual que, nas condicoes indicadas, faltava a uma das integrais para

dar o valor da outra. A férmula mais comum para o calculo de residuos é:

Res (2], = oty i { S (= 20" G0 299)

(m — 1)l 2=z | dzm!
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Porém a grande utilidade das integrais de contorno esta no fato de matematicos,
como C. Jordan, terem percebido que era possivel transformar uma integral de linha
em uma integral de contorno, adicionando arcos, e por terem divisado que ao fazerem
o raio dos arcos tenderem ao infinito, as integrais sobre eles tendiam a zero, restando

apenas o caminho original. Isto pode ser observado pelo lema de Jordan:

Lema 1 (Lema de Jordan). Considere Cg um arco circular com raio R e centro na

origem. Se R — 00, f(z) — 0 uniformemente & medida que R — co. Entao,”

lim /f(z)ei“zdz =0 coma>0. (2.94)
R—o0
CRr

?A demonstracao deste importante lema pode ser encontrada em [Duffy, 1994, p. 19].

2.9 Solucao de uma EDP via Integral de Bromwich

Considere um sélido “semi-infinito” do qual o limite existente é constituido por um
plano perpendicular ao eixo Ox, na origem, tal como ilustrado pela Figura 2.9. Supoe-se
que em t < 0, sua temperatura seja zero e que, no instante inicial, uma temperatura
constante ugy é aplicada e mantida na face do sélido em x = 0.

Deseja-se calcular a temperatura de um ponto qualquer
91 da barra em funcao de sua distancia x a origem, a partir
do instante inicial, i.e., u(x,t) [Duffy, 1994, Vianna, 1971,

Carslaw e Jaeger, 1941]. A forma como o calor é difundido

pela barra é dada pela equacao do calor:

ou(z,t) /{82u (z,t)

ot or®

(2.95)
Figura 2.9: Solido condutor

de calor. , g 3 ., . 1
em que ~ ¢ a chamada difusividade®® térmica do sélido.

Seguindo o curso de desenvolvimento das técnicas operacionais, sera utilizada desta
vez a transformada Laplace. Mais especificamente, a transformada serd aplicada duas
vezes: a primeira para transformar a EDP em uma EDO e a segunda, para transformar
a EDO em uma equacao algébrica. Posteriormente, sera aplicada a transformada inversa

no intuito de encontrar a solugao temporal [serdo utilizadas as variaveis s e r para indicar

23 A difusividade é a grandeza k = %, em que K é a condutividade térmica, o é o calor especifico da

barra e p é o volume (ou massa) especifico(a) do sélido, também chamado densidade.
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as transformagoes]. As condigdes iniciais e de contorno para o problema sao:

u(z,0) = 0;
u(0,t) = wup;
u'(0,t) = A;
xlggo u(z,t) < ooVax,t [temperatura limitadal.

Aplicando a Transformada de Laplace e a condicao inicial no primeiro membro da

equacao 2.95, obtem-se:

c{a“g;’t)} — Uz, s) — u(z,0)

= sU(x,s).

Da defini¢do de transformada, £ {u(z,t)} = [;* e *'u(x, t)dt = U(z,s)—u(z,0) [que pode

ser obtida diretamente integrando por partes|, tem-se:

2 w 2 2
E{a u(€7t>} :/e—sta u<x2>t)dt: d U(l;s) .
ox ox dx
0

Retornando a equagao 2.95, tem-se a equagao operacional, uma EDO de segunda ordem:

d*U
i ZU em que:U = U(xz,s). (2.96)
Para resolver a EDO obtida na equacao 2.96, aplica-se novamente a transformada de

Laplace. Desta vez, com relacao a variavel x:

LU (z,s)} = V(rs);
it 2 —r s _d s
E{ } = rV(r,s)—rU(0,s) da:U(O’ ) .

da?
Ora, U(0,s) = L£{uo} = “2. Da mesma forma, das condi¢des de contorno, U’(0, s) = 4.
Substituindo na equacao 2.96 tem-se:
U r A 1
Virs) = ?.7&—%—’_;'82 2
A 5
= = S Vi . (2.97)
NG Ve

Como L {sinhwt} = %= e L {coshwt} = =, a transformada inversa da equacao 2.97
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Ulx,s) = 90, cosh \/Ex + - sinh \/g (2.98)
s Ko sy /2 K

Rescrevendo a equagao 2.98 na forma exponencial, tem-se:

Ulx,s) = % <e\/§x + 67\/%]6) +

sera:

(o)

25\/j

1 A 5 1 A 5
2s \/% 2s

Mas, uma condicao do problema estabelece que lim; o u(z,t) = 0. Logo, pelo teorema do

= o)

valor inicial®*, u(x,04) = lim,_,o0s - F(z,s). Entao:

0 = lims-U(x,s)

§—00

0 = sli&% <u0+ \/_> eV 4 (u \/:> Vi (2.100)

Ora, com s — o0, o segundo membro tende a zero. Isto serd verdade se:

A
\/?:0=>A:—uo s (2.101)
S K
Substituindo a equacao 2.101 na expressao 2.99, obtém-se:
U(z,s) = e Ver, (2.102)
S

que € a solucao operacional. Para encontrar a solucao temporal, a partir da equagao 2.102,
basta encontrar a transformada inversa. Uma das alternativas consiste em usar a integral

de Bromuwich:

u(z,t) = LU (2,8)} = — e*U(x, s)ds

=d
= 0 /T (2.103)
219 S
a—joo
Como mostrado na secao 2.8, o caminho de integracao pode ser modificado
[Figura 2.10(a)] para permitir o uso de uma integral de contorno e o método dos resi-
duos. No entanto, como ilustrado pela Figura 2.10(b), a fungao F(x,s) = %eSt_x\/% é

plurfvoca?®, possuindo um ponto de ramificacao em s = 0.

2 Consultar a caixa da pagina 24.
Z5Uma funcdo é dita plurivoca se, para um valor dado de uma varidvel z, existem dois ou mais valores
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A & L 3
y
r _\‘7'1]3 g
/
R
/
c /
a g -
i == AAAARAA =
A
__'/ a—jg
(a) Contorno de Bromuwich. (b) Representagao dos pontos sin-

gulares de F(x, s).

Figura 2.10: Contorno de Bromwich e pontos de ramificacao da func¢ao plurivoca F(x, s).

O nome “ramificacao” vem do inglés Branch point: na pratica, ha infinitos pontos
. = t— £
singulares — polos e zeros — na funcao F(z,s) = e’ *v/%. Isto ocorre porque a
S
funcao exibe a raiz quadrada de um nimero complexo em \/E que, na pratica, nao

(1R

tem nada de simples. Escrevendo “s” na forma polar, e.g., s = ee??, sua raiz quadrada
fica /s = Veel® = /2192 para qualquer valor de . Para um aprofundamento
maior, uma étima opgao é o classico — e excelente — livro The Fourier Integral and

its Applications, de Athanasios Papoulis, 1962 [Papoulis, 1962, p.287].

Em principio, o contorno de integracao deve circundar os polos da fungao. Entao, como
resolver o problema? Os fisicos dizem frequentemente que se uma “coisa” é indesejada,
deve-se tird-la do caminho, ou ao menos contorna-la. Felizmente, a andlise compleza
permite “torcer” a vontade os contornos de integragao; entao, basta escolher um caminho
que nao passa pelo ponto de ramificagao, como ilustra a Figura 2.11.

Posteriormente, basta “encolher” o raio menor € e

A , . . . . .
;7 y “alongar” até o infinito o raio maior R. Como a in-
a-TJ9
B . . ~ ’ ’
/ tegral em um circuito fechado que nao contém polos é
/ , - .
i nula?®, apds a deformacao da curva, o resultado serd
D . , .
“ AR R devido aos residuos dos polos da funcao F(z, s). Dessa
e il I8 A R
- forma, é possivel obter a solucao geral para a trans-
formada inversa:
A
| y—" @79

— et ””\/_ds (2.104)

. . . - 27T]
Figura 2.11: Circuito de integragao.

A integral para o contorno I' corresponde ao somatério das integrais de linha em cada

w = f(z) distintos.
26Do teorema do residuo de Cauchy.
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trecho. Escrevendo de forma resumida, suprimindo os integrandos, tem-se:
1

2mj
r

%j/‘f— +/+/+/+/=0 (2.106)

BC CD DE EF FA

_% :%j /+/+/+/+/_ (2.107)

F(z,s)ds =0 (2.105)

AB C CD DE EF FA
Assim,
1 a+jg 1
= F ds = —— ) 2.108
o] (x,s)ds o /+/+/+/+/ ( )
a—jg C CD DE EF FA

Em que F(z,s) = %em‘/*gﬁ\/g eg=VR?—a%
Desde que ‘le_x\/g <

s

%! e pelo lemma de Jordan, a medida que R — 00, as integrais

de linha ao longo de BC ¢ FA tendem a zero, logo:

1 a+joo ] a+jg
i F(x,s)ds = 2 }%gr;o / F(x,s)ds, (2.109)
a—joo e—0 ajg
] a+jg ] B
—— lim / F(z,s)ds = —— lim /+/+/ (2.110)
27‘(’] R—o 271'] R—o00
e—0 a~jg e—0 cD DE EF
1 [ € R
= —— lim /+/+/ . (2.111)
277'] R—o0
=0 |R DE -

Tomando o limite, a integral sobre DE transforma-se em um circuito fechado. Além disso,

fazendo-se em CD s = pe ™™ e em EF s = pe™™, vem:

a+joo 27

R R
1 1 , .
o7 F(z,s)ds = —>— —/F(:E,pe_”)dp + %F(x,s)ds + /F(m,peﬂ”)dp
)

a—joo € 0 €

(2.112)
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A suposicao de se escolher s = pe™™ e s = petI™ nos trechos CD e EF pode ser
justificada da seguinte forma: Como um nimero complexo pode ser visto como um
vetor girante (fasor), as integrais ao longo de CD e EF diferem apenas pelo argumento
(fase), ou seja, um estd “defasado” com relagao ao outro de um angulo de 27 radianos.
Na préatica, este artificio serve para indicar o sinal apenas, ja que, pela identidade de

Euler, sabe-se que e?™ = 1.

A integral sobre o circulo menor (€) serd dada por 27j vezes a soma dos residuos (e, como

a integral estd sendo avaliada no sentido horério, deve-se acrescentar o sinal negativo)?":

2w
=d
]{e‘%_m\/:—s = —2mj-Res[F(x,s)],_,
s
0
o estfx\/‘_%
= —27j-lim|s- —
s—0 S
= —27j. (2.113)
Retornando a equagao 2.112:
i a+joo ] 0 J [e's) d
— / F(z,8)ds = —— |— /e_pte_jm\/z—p — 27 + /e_pte“m\/z—p
2my 2] P P
a—joo 0 0
= 1 — L /e_pt <e+-7'7“ Z 6_‘73" %) @
217 p
0
1 d
-1 - /e'”t sinzy | L (2.114)
T K p
0
Fazendo a mudanga de variaveis
_ [P 2 _
u=,4/—=p=u"K=dp=2urdu,
K
e substituindo na equacao 2.114, obtém-se:
L 2 [ d
— / F(x,s)ds=1-— —/e‘“Q’“ sin uz 2 . (2.115)
21y 7r u
a—joo 0

Fazendo um ligeiro avango no tempo [assunto abordado na secao 3.6], pode-se afirmar?®

2TConsultar a caixa da pagina 37.

28Em verdade, a equacio 2.116 é a transformada de Fourier da funcio e~%"%", chamada de funcdo
Gaussiana. Como se trata de uma fungao (ou sinal) real, a transformada de Fourier é escrita de maneira
compacta, como mostrado. Este assunto é discutido com detalhes na secao 3.6.
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que:
oo

1 o2
/ e~ coswtdt = 5 %e—m . (2.116)
0

Integrando-se os dois lados da equacao 2.116 com relacao a w, de 0 a w, realizando as

mudangas de varidaveis convenientes, obtém-se:

9] x/2v Kt
2 / w2kt - du 2 / —u2
— [ e sinur— = — e “du
T u N3

0 0

— orf (2\;%) . (2.117)

é uma funcao especial chamada “func¢ao erro” e 1 — erf() = erfc() é a

Y

Em que “erf()’

chamada “func¢ao erro complementar”. Dessa forma:

a+joo x/2V kKt

1 =d 2 2
— / et/ 2 / e “du (2.118)
27 s NZS

a—joo 0

= 1-ef (2\2_75> (2.119)
= erfe <25§> . (2.120)

Substituindo o resultado da equacao 2.120 na expressao 2.103, tem-se a transformada

inversa através da integral de Bromwich, que fornece a distribuigao de temperatura na

barra condutora :

’ ) . (2.121)

2kt

Neste ponto, ja é possivel fazer uma comparacao entre a abordagens de Heaviside, com
a formula da expansao, e a integral de inversao de Bromwich. Em se tratando de funcoes
racionais, ambas constituem ferramentas simples de encontrar a transformada inversa.
Em verdade, um método “converge” para o outro, ou seja, no caso de fungoes racionais a
férmula para célculo de residuos?® tem o formato similar & formula de Heaviside, que na
pratica também fornece os residuos de uma funcao racional. Entretanto, o uso bem suce-
dido que Heaviside fez da sua féormula para fungoes nao-racionais é sua marca registrada.
Isto se deve ao fato de Heaviside té-la utilizado na resolucao de equacoes diferenciais par-

ciais, o que seria “proibibitivo™". Em contrapartida, a utilizacao da integral de Bromwich

Y Equacio 2.93.
30 Alids, para Heaviside, a resolucao de uma equacdo diferencial nao era a solucdo de um problema em
si. O que lhe interessava era compreensao do fenémeno fisico.
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na resolucao de uma EDP, apesar de ser ferramenta poderosa, tem um “custo” muito alto

por exigir integrais de contorno e conceitos avancados de andlise complexa.

Antes de sua morte tragica, o matematico Thomas Jonh I’Anson Bromwich (x1875}
1929) da universidade de Cambridge, na Inglaterra, trocou varias cartas com Heaviside
[Nahin, 1991]. Bromwich estabeleceu o rigor faltante mostrando como interpretar o
trabalho de Heaviside em termos de integrais complexas do “tipo Laplace”; Porém,
seu suicidio em 1929, antes que pudesse publicar estas novas ideias, provavelmente
contribuiu para seu relativo anonimato. Ele estendeu o trabalho de Heaviside para
além da funcao degrau e para condicoes iniciais diferentes de zero, tendo descoberto
inclusive que sua formulagao poderia ser utilizada na resolucao de EDP’s, mas nao
forneceu uma prova matemética. Porém, em um artigo em 1928 [Bromwich, 1928

apud Deakin, 1992, p. 272|, Bromwich humildemente afirmou:

“Na pratica, eu raramente encontrei exemplos nos quais a regra de Heaviside
nao pudesse ser prontamente aplicada, assim como meus préprios métodos....
Minhas experiéncias durante os catorze anos subsequentes [1914-1928], justifi-
cam a afirmacao de que o método de Heaviside nunca me deixou desviar do

caminho.”

Cronologicamente, Bromwich chegou em sua formulacao da transformacao inversa
em 1916, cerca de uma década antes que Carson pudesse formular rigorosamente
o célculo operacional de Heawviside, chegando na integral do tipo Laplace. Porém,
somente apos o trabalho de Carson, pode-se conceber a nocao de “completude” do

método operacional da transformada de Laplace.

Surge também outra questao culminante: qual a diferenca entre as transformadas de

Laplace,

C{f(t)} = F(s) = / e f(t)dt

e a de Carson,
o0

T} =G =p [ e p(e)ir?
0
A resposta é: na pratica, nenhuma, exceto pelo “p” a mais! Todas as férmulas e
teoremas da transformada de Laplace sao similares as obtidas por Carson simplesmente
por que foram obtidas da ultima (pelo menos no inicio). Alids, a dltima leva ligeira
vantagem, principalmente em equagcoes diferenciais. Por exemplo, na avaliacao de uma
condicao inicial em termos da transformada de Laplace, sempre é necessario escrever @
como condigao inicial de f(t), o que ndo é necessario no método de Carson, pois neste
caso a transformada de uma constante é a prépria constante. Contudo, pode-se transitar

livremente entre os dois métodos [consultar o exemplo do apéndice B].
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Agora, o “fim” dessa longa histéria chega com a transicao da variavel “p”, do célculo
operacional de Heaviside, para a variavel “s” — e da notacao “L” —, marcando o batismo
da transformada de Laplace. Tal mudanca deve-se ao matematico alemao e critico fer-
renho dos trabalhos de Heaviside e Carson, Gustav Doetsch, ao publicar, em 1937, o
livro “Theorie und Anwendung der Laplace- Transformation” [Doetsch, 1937 apud Deakin,
1992]. No mesmo ano, Louis A. Pipes [Pipes, 1937] publicaria um artigo com a primeira
aplicacao pratica do método em engenharia, com o titulo de “Laplacian Transform Cir-
cuit Analysis”. Nele, Pipes conservou a notacao do operador “p”, mas nao conservou a
forma da integral “multiplicada por p”. Estes tltimos trabalhos transformaram o método
operacional em tarefa rotineira para as geragoes de engenheiros do porvir, espalhando-se

rapidamente pelo mundo como teoria “consolidada”.



Capitulo 3

A teoria do calor , séries e a transformada de

Fourier

...Calor, assim como a gravidade, penetra toda a substdncia do universo, seus

ratos ocupam todas as partes do espaco.

— Jean-Baptiste Joseph Fourier, prefaciando seu livro
Théorie Analytique de la Chaleur, 1822.

3.1 Preludio

A transformada de Fourier, em conjunto a transformada de Laplace, constitui,
provavelmente, a assinatura matemdtica do engenheiro eletricista. Juntamente com as
séries de Fourier, desempenha importante papel em diversas areas, desde comunicagoes,
processamento de sinais, sistemas de controle, antenas, além de ser uma poderosa fer-
ramenta para a resolugdo de problemas de valor de contorno (EDPs), embora com um
poderio relativamente menor que a transformada de Laplace em alguns aspectos. Por
exemplo, para calcular a resposta de um circuito elétrico a um dado valor de entrada
(tens@o ou corrente), a transformada de Laplace fornece a resposta transitéria e perma-
nente. Ja a transformada de Fourier, limita-se ao regime permanente. Na préatica, um
fator de convergéncia [uma exponencial negatival adicionado a transformada de Fourier
leva diretamente a transformada de Laplace. A transformada de Fourier pode ser definida

como uma soma [integral] ponderada de exponenciais de duragao infinita:
Flw) = / F(t)eI*dt. (3.1)

A transformada inversa
o0

/ F(w)e™'dw , (3.2)

— 00

1
o

f(t)

converte a transformada de volta para f(t). Isto porém nao é novidade. O nome “trans-

formada de Fourier” refere-se ao grande fisico-matematico francés Jean-Baptiste Joseph
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Fourier (x1768 1 1830), em razao de seu grande — em todos os aspectos — e aclamado
livro Théorie Analytique de la Chaleur. No entanto, no desenvolvivemto da chamada
“andlise de Fourier” e da “teoria da transformada de Fourier”, tratadas quase sempre
como disciplinas separadas, grandes nomes desempenharam papel importante.

Apoés a criagao do Caélculo Diferencial e Integral por Newton e Leibniz, os diversos
ramos da ciéncia experimentavam uma explosao de atividade [Churchill, 1963]. A fisica-
matematica atraia a atencao de grandes cientistas, fascinados com o desafiador problema
das “cordas vibrantes”: imagine uma corda, perfeitamente elastica e com distribuicao de
massa uniforme, fixa em suas extremidades, como uma corda de um violino. Se uma forca
f(z) for aplicada de modo a “colocar em agao” a corda, como esta se comportara? Muitos
tentaram responder a esta questao, e as primeiras respostas comecaram a surgir através
do matemético inglés Brook Taylor (16851 1731), do francés Jean Le Rond D’Alembert
(%1717 1 1783) e dos matematicos Daniel Bernoulli (x1700 t 1782) e Euler, ambos suigos,
ja em meados do século XVIII. Os dois tltimos conseguiram solucionar (pelo menos em
parte) o problema, encontrando a solucao da equagao que representava o problema fisico

em questao, chamada de “wave equation” [equacao de onda]:

sujeita as condicoes de contorno:
y(0,t) = 0
y(l,t) = 0
Oy/0t|;=g = 0
y(z,0) = f(z).

A solucao encontrada por eles tinha a forma de uma série trigonométrica:

T SN CANCS) »

Porém, a ideia que escapou por um triz a Bernoulli, Euler e companhia foi a de que
ao aplicar a ultima condicao inicial, que representa o deslocamento inicial da corda,
[y(z,0) = f(x)], chegar-se-ia ao impressionante resultado, de implicagdes ainda mais im-

pressionantes:
- . [ km
f(z) = 5 by sin ) (3.5)

que mostrava — caso os coeficientes b, fossem conhecidos — ser possivel realizar uma

soma infinita de funcoes seno para obter uma funcao qualquer! E talvez, por nao acredi-
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tarem que isto fosse possivel, o desenvolvimento das séries trigonométricas parou por ai,

problema que seria desvendado por Fourier anos mais tarde.

3.2 Teoria do calor

Nao é absurdo afirmar-se que a observacao da natureza ¢ a mais fértil fonte de descober-
tas. Sao frequentes os casos de descobertas paralelas em mais de uma parte do globo,
especialmente na matematica, considerada como linguagem universal. Por este motivo
talvez, questoes referentes a “paternidade” na ciéncia geram sempre debates acalorados.

A jornada de Fourier sobre a terra comega em 1768. Aos 24 anos, Joseph Fourier ja
servia como professor na Ecole polytechnique e iniciou seus trabalhos sobre a propagacao
de calor em corpos sélidos. Para ele, o calor, assim como a gravidade, penetrava todas as
substancias do universo e permeava todos os espacos e ele se propos, assim como Newton, a

desvendar os segredos da propagacao de calor, por meio de leis que regem tais fenémenos.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (x1768 1 1830), filho de um alfaiate, educado pela
ordem de Sao Bento chegou a pensar em tomar ordens, mas, por uma ironia do
destino, decidiu tornar-se professor de matematica, apds passar pela Ecole polytech-
nique, na Franca [Boyer, 1974]. A ironia estd no fato de que a revolucao francesa
comegou antes que ele pudesse fazer os seus votos da ordem dos beneditinos. Fourier,
em meio ao mar bravio da revolugdo, quase perdeu [literalmente| a cabeca em duas
ocasioes, mesmo tendo sido inicialmente favoravel ao movimento. Outros cientistas,
como Lawvoisier, nao sobreviveram a barbarie e foram levados a guilhotina. Muitos
decidiram, pelo mesmo motivo deixar a Franca, mas Napoleao, aparentemente fez com
que a perseguicao aos intelectuais fosse interrompida: Fourier estava nesta “leva” e
foi nomeado pelo ditador, aos 26 anos de idade, responsavel pela area de matematica
da recém criada Ecole Normale. Alids, Napoledao foi um grande entusiasta da ciéncia,
tendo sido a era Napoleonica uma das mais frutiferas na histéria das ciéncias e engen-
harias. Napoleao apreciava conceder titulos pomposos de nobreza a elite intelectual
da época. Da mesma forma que concedeu a Laplace o titulo de marqués, concedeu
a Fourier o baronato, em 1809. Além do talento incontestavel para a matematica,
o Barao de Fourier também se dava muito bem como administrador: chegou a ser
prefeito de Grenoble [Lathi, 2007].

Acreditava ele [Fourier, 1878] que :

“causas primarias sao por nés desconhecidas, porém sao sujeitas a leis simples e
constantes, que devem ser descobertas por observacao, sendo objetos de estudo da

filosofia natural.”

A preocupacao de Fourier nao se baseava apenas em descobrir as “grandes verdades”,
mas sim em determinar “a temperatura dos céus” [palavras do préprio Fourier|, dos plan-

etas, dos espacos infinitos. Fourier escrevia divinamente, mas nao foi por seus talentos
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literarios que o fisico escocés William Thomson (x1804 1 1907), o célebre Lord Kelvin, certa
vez afirmou que sua obra foi um grande poema: foram suas descobertas na matematica,
que abriram campo para o que hoje é conhecida como “Anélise de Fourier”, tao extensa
quanto a propria natureza em si, que teve e ainda tem grande impacto na vida moderna.

Das trés conhecidas formas de conducao de calor: conducao, convecgao e irradiagao,
a conducao de calor é, nos sélidos, o principal veiculo de transmissao de energia térmica.
Considerando dois meios, a transmissao ocorrera caso exista um gradiente de temperatura
entre eles, i.e., uma “taxa de variacao” [espacial] da temperatura, que faz com que um fluzo
de calor se processe do meio de mais alta para o de mais baixa temperatura.

Considere duas segoes transversais de um sélido represen-

tadas por dois planos a temperaturas u e u + Au respecti- —
vamente, como ilustra a figura 3.1. Como o plano da direita -
estd a uma temperatura maior, o gradiente “aponta” no sen-
w u 4+ Au
tido do vetor unitario n, ou seja, o gradiente é um vetor que
. ~ . ~ A~ , i’
aponta na direcao do crescimento de uma funcao [g—Zn é An

também chamada derivada direcional de u na diregao de 7.
O fluro ¢ de calor, responsavel por equilibrar as tempera- Figura 3.1: Planos a tempera-
[ . . turas diferentes.

turas, serd da mesma forma proporcional ao gradiente de

temperatura, porém com sentido contrario a ele. Logo:

ou

=Ko

n, (3.6)
em que a constante de proporcionalidade K ¢é a chamada condutividade térmica do ma-
terial. Se for considerada a transferéncia de calor atraves de uma area S em um volume

V' atraves dos planos z, y e z, tem-se:

O

= —K—1;

o e

Ou ~

= —K—3

¢y ayj?

ou »

= —K—k:

¢Z azk7

e, por isso,
ou~r Ou~ Ou-
= —K{—i+—5+—k&
¢ {89{:Z+3y‘7+82 }
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O operador diferencial [vetorial] V é chamado Nabla, um nome adotado por James
Clerk Mazwell (%1831 1 1879), em homenagem a um instrumento musical do antigo
Egito — uma espécie de harpa — que possuia o formato triangular, similar ao stmbolo
adotado. Se u é uma funcao escalar de trés dimensoes, entao Vu é, em coordenadas
cartesianas, o vetor %%4—2—;‘5—%2—:1}. Ao aplicar-se novamente o operador Nabla em ﬁu,
isto é, V(Vu), o resultado serd novamente uma fungao escalar chamada Laplaciano de
u, denotado por V2u, que consiste apenas na soma algébrica das trés derivadas parciais
[de segunda ordem] da funcao w. E uma operacao que ocorre inumeras vezes tanto
na engenharia elétrica quanto na fisica, em especial no estudo do eletromagnetismo
[Nahin, 2002, p.95].

No entanto, qual a natureza desse “fluxo”? De que se trata o calor? A resposta para
esta pergunta é: nao se sabe. Fluxo neste contexto é uma transferéncia de energia, mais
especificamente energia térmica através de uma area especifica, ao longo do tempo. Isto

é, uma espécie de medida de intensidade:

enerqgia

¢ = transferéncia de energia térmica = (3.8)

drea X tempo
Mas a natureza intrinseca da energia é ainda desconhecida, apesar de muito se falar sobre
ela. A Primeira Lei da Termodinamica estabelece que a energia é uma propriedade do
universo, que ¢é constante e independente de qualquer processo. No caso da transferén-
cia de calor, isto significa dizer que a energia interna de um sistema ¢ igual ao fluxo de
calor que entra menos o que sai pela fronteira considerada deste sistema, em um instante
considerado. E como a utilizacao da palavra “calor” neste contexto fisico indica uma trans-
feréncia de energia, sentengas como “quantidade de calor”, “muito calor” ou “pouco calor”
nao fazem sentido. O aumento ou diminui¢ao da temperatura é apenas a consequéncia

desta transferéncia.

Na época de Fourier, considerava-se o calor [assim como a eletricidade] semelhante
a um fluido [liquido ou gés| que se difundia através de um corpo, de regides com alta
concentragao para regioes com baixa concentracao. Por exemplo, quando uma gota
de tinta é adicionada a um copo de dgua limpida, pode-se observar as moléculas de
tinta se difundirem. Esta analogia deu origem a teoria matematica do calor, mesma
analogia feita anos mais tarde (1855) por William Thomson, o Lord Kelvin [Apéndice
F], para explicar como a eletricidade “se espalhava” ao longo de um extenso cabo
telegrafico — andlise que, alids, precede a descoberta das equagoes fudamentais do
eletromagnetismo, as equagoes de Mazwell [Nahin, 2002, p.29-42]. Porém, a teoria
baseada nas séries e na transformada de Fourier ja nao necessita de qualquer alicerce
na fisical Alids, do ponto de vista puramente matematico, isto pouco importa: a
matemadtica [modernal concentra-se basicamente no estudo légico das relagoes entre

“certas entidades”, mas nao da natureza dessas “entidades” em si.
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Fazendo a mesma analogia de Fourier, supondo o fluxo de calor como um fluido que
se difunde em um corpo, considere o pequeno elemento de volume AV = AzxAyAz de
um sélido de volume V| condutividade térmica K, calor especifico p e massa especifica
(densidade) p, como ilustra a figura 3.2 [Spiegel, 1974]. O fluxo que entra na area EFGH

por unidade de area do elemento de volume é

ou
_Kﬁ_x 7

xT

em que u representa a temperatura. Desde que a area
da face EFGH é AyAz, o calor transferido em um

tempo At serd, dessa forma:

ou
—K—| AyAzAt. 3.9
5| A (3.9)
H — G
o Az De maneira analoga, o fluxo através da face ABCD
" ’)fy" ;BAZ serd portanto:
. ou
Figura 3.2: Fluxo de calor em um —Ka— AyAzAt. (3.10)
sélido. i P

O fluxo de calor que atravessa o volume AV na diregao = sera, por sua vez, o fluxo que

entra menos o que sai no intervalo de tempo At:

ou
¢yz - {K%

} AyAzAtL. (3.11)

r+Ax

O que ocorre de maneira similar para as diregoes y e z:

by = K% — K@ AyAzAL; (3.12)
y y
y+Ay Y
ou ou

Entao, o calor transferido através do volume AV é a soma das equacoes 3.11, 3.12 e 3.13,
que é o calor necessario para aumentar a temperatura de um volume AV de uma quan-
tidade Au. Por outro lado, sabe-se que o calor necessario para elevar de uma quantidade
Au um corpo de massa m é mpAu, em que m = pAV = pAxAyAz. Logo, a soma das

equacgoes de 3.11 a 3.13 seré:
pUATAYAzAw . (3.14)
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Igualando a equagao 3.14 com a soma das equagoes 3.11 a 3.13, dividindo os dois menbros

por AV, obtém-se:

ou _ K Ou K 9u _ K Ou
KB:): ot A K@xw oy y+Ay 3yy+
Ax Ay
K 9u — K9u
0z 0z Au
z+Az z

= pl—. 3.15

+ " PH AT (3.15)

Tomando o limite da equacao 3.15 fazendo At e AV tenderem a zero, chega-se a:

0 ou 0 ou 0 ou ou
9 (%) 4 2 (g2 L L (g2 =t 1
w(a&*w(a&*&(ag P 5t (3.16)

Como K é constante,

Pu  0*u  O*u ou
— p— 1
(wﬁﬁw+wﬂ PRoE (3:17)

que pode ser rescrito como:

ou

— =kV’u. 3.18

ot “ (3.18)
Em que u = u(x,y, z,t) é a distribuicdo de temperatura ao longo do tempo e k = % é

a chamada difusividade do material. A equacao 3.18 é denominada “Equacao do Calor”
ou “Heat Equation”. Em se tratando da difusdo de uma substancia em um meio poroso,
a fun¢do u denota concentragdo ao invés da temperatura — i.e., u(x,y, z,t) representard
a massa da substancia que se difunde por unidade de volume do sélido — e a constante k
serd chamada constante de difusao. Nestas condicoes, a equagao do calor é rebatizada e

passa a ser chamada simplesmente de equacao da difusao [Churchill, 1963, p.14].

Na deducao da equacao do calor, buscou-se utilizar apenas nocoes de cédlculo difer-
encial e integral basico. Contudo, uma demonstragao simples e elegante pode ser
encontrada em [Churchill, 1963, pp.10-14] utilizando cdlculo vetorial, fazendo uso do

belissimo “Teorema da Divergeéncia”.

3.3 O nascimento da série de Fourier

Fourier estudou exaustivamente problemas de conducao de calor, tendo considerado
sélidos de uma, duas e trés dimensoes. Em 21 de dezembro de 1807 [Lathi, 2007], ele
submeteu um impressionante artigo para a Academia de Ciéncias de Paris [Nahin, 2006]:
Nele, Fourier buscava encontrar o perfil de temperaturas permanentes em um “prisma
fino” — expressao utilizada por Fourier apenas para designar um sélido de espessura
desprezivel. Considere, por exemplo, o sélido representado pela figura 3.3. Todos os

pontos dos planos B e C' sao mantidos a uma temperatura constante [zero|.
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Para um estado permanente de conducao de Yt

calor, a temperatura u nao depende de t e,

. ou o ~
por isso ¢ = 0. Dessa forma, a equagao 3.18 L
transforma-se na equagao de Laplace: L

Viu=0. (3.19)

Figura 3.3: Sélido condutor de calor.
Desconsiderando a espessura do prisma, o termo

2 . ~
% pode ser omitido e a equacao do problema torna-se

0’u  0%*u

7t =0 (3.20)

formando o problema de valor de contorno sujeito as condicoes:

lu(z,y)] < M temperatura limitada; (3.21a)
w(0,£1) = 0; (3.21b)
u(x,:l:g) = wu(z,£l) =0; (3.21c)
u(0,y) = f(y); (3.21d)

em que [ = 7. Basicamente, Fourier assume que a funcao u(z,y) ¢ uma fungao periédica
com periodo 2] = 7.

Fourier sabia que fungoes de duas variaveis poderiam frequentemente ser reduzidas
a expressoes mais simples. Segundo [Churchill, 1963], foi Fourier quem efetivamente
ilustrou os procedimentos basicos do método de separacao de variaveis e da superposicao
de solucgoes. Assim, assumindo que a funcao u das varidveis independentes = e y seja
“separavel”; i.e., u(x,y) = X ()Y (y) e substituindo tal expressao na equagao 3.20, chega-
se a:

2 2

Desde que cada membro da equacgao 3.22 seja funcao de apenas uma variavel, os dois lados

serao iguais para todo x e y se cada um for igual a uma mesma “constante” arbitraria m.

Logo,
1 d*Y
sercim m?; (3.23)
1 d?Y

Assumindo uma solucao do tipo exponencial X = C'e™ e substituindo-a na equagao 3.23:
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a?Ce®™™ —m2Ce™ =0=a=+m.

Entao,

X(x) = Ae™ ™ + Age™” .

Procedendo-se de maneira andloga para a equacao 3.24, a = +mj, em que j =

logo:

Y(y) = Aszed™ 4 Aye ™
= Ajz|cos (my) + jsin (my)] + A4 [cos (my) — jsin (my)]
= [Ay + As]cos (my) + j [As — As]sin (my) .

Ou, incorporando as constantes,

Y (y) = Bcos(my) + jCsin(my) .

(3.25)

(3.26)
V-1,

(3.29)

Da condicao de contorno 3.21a, Fourier observa que, como a temperatura nao pode au-

mentar indefinidamente & medida que z — oo — [considerando m > 0], o termo exponen-

cial positivo pode ser desconsiderado. Entao:

X(x) = Ae™™ .

(3.30)

Ele considerou ainda que a fungao u(x,y), que representava o estado permanente das tem-

peraturas no sélido, deveria ficar “extremamente pequena” [Fourier, 1878, p.134] quando

r assumisse grandes valores. E como u(z,y) é uma “fun¢io do mundo real”, Fourier

simplifica bastante o problema, desconsiderando o termo imaginario da equacgao 3.29:

Y(y) = Bcos(my);

(3.31)

Como Fourier estava interessado em aplicacoes e métodos, questoes relacionadas a

validade das representagoes nao eram para ele um grande problema, razao [provavel]

pela qual “coloca um véu” sobre o assunto. Condigoes de validade das séries de Fourier

foram esclarecidas por P. G. Lejeune Dirichlet (x1805 1 1859), que estabeleceu firme-

mente as condigoes gerais de convergéncia das séries de Fourier para uma funcao. Isto

mostra que Fourier estava, pelo menos em parte, errado! Os critérios de Dirichlet sao

mostrados ao fim da secao.

Vale lembrar que & época de Fourier [século XIX] a teoria de funcdes de uma varidvel complexa

estava ainda “engatinhando” [Nahin, 1998].
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e, reunindo a fungao anteriormente “separada’”, segue-se que:

u(z,y) = X(@)Y(y)
= Ae "™ Bcos(my). (3.32)

De acordo com a condicao de contorno 3.21b, observa-se que:
cosml =0.

O que significa que, exceto pela solucao trivial,

nﬂz@n+Dg.

us

20"
arbitraria” m nao é tao arbitraria assim! Porém, como

Ou seja, expressao m = (2n + 1)Z, em que n é um inteiro, mostra que a “constante

l=r/2=m=02n+1),

m assume apenas valores impares. Incorporando as constantes da equacao 3.32, AB = ¢,,,

ja que a constante AB serd diferente para cada valor de m (ou de n), tem-se:
U (2, y) = cpe” " cos (my) , (3.33)

que representa uma solucao particular. A solucao geral pode entao ser encontrada pela
soma de todas as solugoes particulares, o que estabelece o principio da superposicao das

solugoes:

o0

u(z,y) = Z cme” ™" cosmy

m=2n+1
n=0

= cie " cosy + cze T cos 3y + cse T cos by + ... . (3.34)

E, por fim, aplicando a condigao inicial 3.21d, u(0,y) = f(y), Fourier obtém sua famosa

série trigonométrica, na forma de uma soma infinita de cossenos:

fly) = Z Cm COS Y
m=1
= c¢1co8y + c3cos3y + c5cosdy + ... . (3.35)

Um resultado impressionante, mostrando que era possivel (conhecendo-se os coefi-
cientes ¢,,) realizar uma soma infinita de fungoes cosseno para obter uma fungao qual-

quer! Esta afirmacao provocou furor nos meios académicos, razao pela qual o trabalho de
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Fourier nao recebeu inicialmente o devido crédito.

Tais resultados levaram o também frances e grande matematico Joseph-Louis La-
grange (%1736 1 1813) a afirmar, energicamente, que as alegagoes de Fourier eram sim-
plesmente impossiveis! A reagao deve-se provavelmente ao fato de Lagrange, mais cedo
em sua carreira, haver enfrentado Bernoulli em oposicao a sua série trigonométrica, no
problema das cordas vibrantes [Nahin, 2006]. Dentre os revisores dos primeiros trabal-
hos de Fourier estavam grandes nomes, como Adrien-Marie Legendre (x1752 1 1833),
além do proprio Lagrange e do ja célebre Marques de Laplace. Outra razao provavel
para a inicial desconfianca com relagao ao trabalhos de Fourier reside no fato de
Laplace, ha alguns anos antes, haver tratado junto de seus alunos o problema da con-
ducao de calor e, por isso, estava relutante em aceitar a superioridade do método de
Fourier. Uma de suas principais criticas foi, no entanto, a falta de generalidade e rigor
matematico [Lathi, 2007].

Era inconcebivel para os matematicos da época que uma fungao impar, por exemplo,
pudesse ser descrita por uma soma infinita de funcoes pares, ou que a soma infinita de
funcgoes diferencidveis pudesse resultar em algo diferente disto! O principal problema em
questao residia no fato de que o conceito de funcao ainda nao havia sido completamente
esclarecido, além dos parcos recursos [mateméticos| para o tratamento de séries infinitas
disponiveis até entao. Em seguida, uma grande controvérsia se instalou na questao da
representacao de funcoes por uma soma de funcoes sinusoidais®. Problema este que seria
solucionado em 1829, por Dirichlet [Lathi, 2007], quase 80 anos apds os primeiros avangos
obtidos por D’Alembert, Bernoulli e Fuler no problema das cordas vibrantes. Alids, o
que vem a ser uma fung¢ao?

D’Alembert acreditava que o conceito de fungao deveria ser condicionado aos métodos
comuns da algebra e do cdlculo. Fuler, por sua vez, tinha uma visao aparentemente mais
simples, acreditando que uma funcao poderia ser definida simplesmente se fosse possivel
tragar a curva de f(t) x ¢, da mesma forma como seria feito por uma caneta ao deslizar
sobre um pedaco de papel. Mas a visao de Fuler nao é tao simpldria como possa parecer
em um primeiro momento: desenhar uma curva sobre um pedago de papel significa que,
em razao dos proprios movimentos da caneta, a curva resultante possui uma tangente em
quase todos os pontos (e por isso, existe a derivada)3. Porém, Fuler estava ligeiramente
enganado neste ponto: em 1872, o matematico alemao Karl Weirstrass (%1815 1 1897)

apresentou uma funcao que é continua mas que nao possui derivada em ponto algum, ou

2Em verdade, a palavra “sinusoidal” é um neologismo que vém do inglés e que seria étimo para indicar
as fungoes trigonométricas seno e cosseno. Por isso, serd tomada a liberdade de utiliza-la.

3Além disso, se uma curva possui um ntimero finito de pontos onde a derivada ndo existe, ainda é
possivel tragéd-la; por exemplo, uma fungéo do tipo f(t) = |¢|.
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seja, nao é possivel traca-la a mao! A soma de Weirstrass é a expressao:
o0
E b" cos (a"mx) | (3.36)
n=1

em que 0 < b < 1 e a é um nimero fmpar, tal que ab > 1+ (3/2)7. Esta fungao é
uma série trigonométrica, mas que nao ¢ uma série de Fourier pelo simples motivo de
que desobedece aos critérios de Dirichlet. Os critérios que levam o nome do matematico
alemao estabelecem condicoes suficientes* para a convergéncia de uma série de Fourier
(e da transformada de Fourier). Se f(t) é uma funcao periddica, entao as somas parciais
de sua série de Fourier convergem para f(t) para todo t se, além de ser absolutamente

integravel:
1. f(t) tem um numero finito de descontinuidades em um periodo e
2. f(t) tem um ndimero finito de extremos (maximos ou minimos) em um periodo,

em que “absolutamente integravel” significa que a integral da funcao em um periodo é

finita®, ou seja,

/f(t)dt < 00.

Para o caso aperiédico [que frequentemente é interpretado como uma fungao com “periodo

infinito”], o conceito ainda vale [Papoulis, 1962, p.7-10]:

7f(t)dt < 00.

O que mostra que a soma de Weirstrass nao é uma série de Fourier, ja que possui um
nimero infinito de extremos (picos e vales) em um intervalo finito de z. Por indugao,
nao é dificil imaginar que quando f(¢) representa um sinal do “mundo real”; i.e., um sinal
pratico de engenharia, as condigdes serao sempre obedecidas. Um sinal de tensao v(t) do
tipo “dente de serra” é, por exemplo, um sinal que obedece aos critérios de Dirichlet, ou
seja, possui uma série de Fourier que converge para v(t).

Porém, hoje ja se sabe que a resposta para a questao “o que é uma funcao?” é bem
mais simples. Uma funcao f(t) pode ser entendida simplesmente como uma regra que
associa a cada valor de t um valor de f; ou seja, ¢ um mapeamento de t em f simbolizado
por f(t) : t — f(t). E no intimo desta questdo encontra-se a ideia [genial] que escapou

a Fuler, Bernoulli e companhia: a de que qualquer funcao pode ser representada por

4As condicoes de Dirichlet sao por vezes chamadas condicdes fortes de Dirichlet, por serem suficientes,
mas nao necessdrias para a convergéncia de uma série de Fourier.
5Considerando uma funcdo ou sinal real. Para um sinal complexo, deve-se aplicar o mdédulo, i.e.

2 1f ()] dt < oo
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uma soma infinita de componentes sinusoidais, fato percebido mais tarde pelo génio de
Fourier.

E como passo final para seu desenvolvimento majestoso, no momento de calcular os
coeficientes da série trigonométrica, Fourier se atrapalha, ao utilizar um método ex-
tremamente complicado e de certa forma “bizarro”. Por exemplo, assumindo f(y) =1 na

equagao 3.35 [Fourier, 1878, p.137], ele escreve:
1 =cicosy+c3cos3y + c5cosby + ... . (3.37)

Fourier entao diferenciava a equac¢ao 3.37 um nimero n (par) de vezes para obter a

sequéncia infinita de equagoes:

0 = cicosy+ 3%c3cos3y + 5%cscosby + ...
0 = cicosy+ 3*cgcos3y + 5lescosby + ...

0 = crcosy+3"czcos3y + 5"cscosby + ... . (3.38)

Colocando y = 0, ele obtinha um ntmero infinito de equagoes algébricas em fungao dos n
coeficientes. Para resolvé-los, ele utilizou as primeiras m (quaisquer) equagoes, assumindo
que necessitava resolver para os m coeficientes. Assim, tendo solucionado o conjunto de
equacoes para os m coeficientes, ele tomava o limite com m — oo, obtendo assim os
coeficientes.

No entanto, Fourier nao percebeu [ao tempo em que chegou em sua série
trigonométrical que o trabalho de se calcular os coeficientes era bem mais simples que

imaginava. De fato, retomando a equagao:
fly) =crcosy+ c3cos3y + cscosby + ... .

Multiplicando ambos os lados por cos(qy), em que ¢ = 1,3,5. .. e integrando ao longo do
periodo [l = 7/2], tem-se:

/2 w/2 w/2

/ cos(qy) f(y)dy = / 1 cos(qy) cos(y)dy + / c3 cos(qy) cos(3y)dy + . .. . (3.39)
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Considerando a condicao inicial f(y) =1 e considerando ¢ = 1, chega-se a:

/2 /2 /2
/ cos(y)dy = / ¢y cos?(y)dy + / c3 cos(y) cos(3y)dy + . ..
0 0 0
/2 /2
1 = ¢ / cos?(y)dy + / cs cos(y) cos(3y)dy + .. .. (3.40)
0 0

As integrais da equagao 3.40 na forma [ cos(gy) cos(my)dy tomadas ao longo do perfodo
serao sempre nulas quando ¢ # m. No caso de ¢ = m, a integral pode ser resolvida a

partir da identidade trigonométrica:
9 1
cos(my) = 3 [1+ cos(2my)] .

Para m = g = 1, pode-se rescrever a equagao 3.40:

w/2
1
1 = ¢ / 5 [1 4 cos(2y)] dy + 0

T
1 = CIZ
4
= —. 3.41
€1 - ( )

Da mesma forma, para os outros valores de m:

/2 w/2
/ cos(my)dy = / Cm cos?(my)dy
0 0
L U
m "y
A (3.42)
Cm = m—, .
T

o que fornece, enfim, a série de Fourier para a condigao inicial f(y) = 1:

oo
1 = E Cm, COS MY
m=1

4 3-4 5-4
= —cosy+ —cosdy + —coshy +.... (3.43)
T T s
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A ironia nesta histéria é que, em um artigo escrito em 1777 [quando Fourier tinha
apenas 9 anos de idade!|, Euler ja havia resolvido este problema em particular, tendo
apresentado um método extremamente simples e engenhoso para o calculo dos coefi-
cientes ¢,,, que é em esséncia o mesmo apresentado no exemplo anterior, no contexto

do problema que inspirou Fourier. O método de Fuler é apresentado em seguida.

Fazendo-se uma abstragao do problema fisico tratado por Fourier, considere, sem perda

de generalidade, uma fungao periédica f(t) expressa como uma série trigonométrica:

f(t) =ao+ Z [ay, cos(nwot) + by, sin(nwot)] . (3.44)

n=1

Com a, e b, constantes e wg = 27w /T. Rescrevendo na forma exponencial, vem:

e ejnwot 4 e—jnwot ejmuot _ e—jnwot
f) ao + ; {a 5 + 7 }
> a b , a b .
—_ -n -n Jnwot nmn_-n —jnwot ) 345
C‘“Z{{ﬁzj] +{2 2j}€ } (3:49)

Observando a equagao 3.45, pode-se incorporar os dois termos do somatério em apenas

um, alterando-se os limites. Dessa forma, f(t) pode ser rescrita como:

[e.9]

ft)y=>" ecpel™t, (3.46)

n=—oo

em que wyl = 27w. A equacgao 3.46 representa a forma exponencial da série de Fourier.
Multiplicando os dois membros da equacao 3.46 por e /™! ¢ integrando em um periodo
(de t" at’' +T), chega-se a:

/f(t)e_j”“’otdt =, T'; (3.47)
T

que expressa, enfim, o elegante método para o calculo dos coeficientes:
1 —Jjnwot
=7 f(t)e™7motdt . (3.48)
T

Ou seja, o coeficiente ¢, da série de Fourier consiste no valor médio de f(t)e™7™! ao

longo do periodo®. Ou ainda, aplicando um procedimento similar & equacio 3.44, chega-se

5Que pode ser “tomado” de qualquer forma ou da forma mais conveniente, considerando por exemplo
“T/2<t<T/20u0<t<T.
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a forma trigonométrica para os coeficientes:

G — % / F(#)dt (3.49)
- % / F(#) cos (newot) dt (3.50)
b, = %/f(t)sin(nwot)dt. (3.51)

Dessa forma, retornando ao problema de Fourier, os coeficientes da série podem ser cal-

culados.

No tempo de seus ultimos trabalhos, Fourier chegou a utilizar o método de Euler
para o calculo dos coeficientes da série trigonométrica que ganharia mais tarde o seu
nome, sem citar, contudo, o autor do método. Em 1808, Fourier escreveu uma carta
(sem destinatdrio, mas que se dirigia provavelmente a algum dos revisores de seu
trabalho), explicando o fato [Nahin, 2006]:

“Sinto por nao haver conhecido o matematico que fez uso deste método pela

primeira vez, pois eu o haveria citado.”

E, apds o artigo de 1807, embora nem todos estivessem convencidos da validade
do trabalho de Fourier, o assunto “propagacao de calor” virou tema do prémio da
Academia de Ciéencias de Paris em 1812, talvez como uma forma de incentivar Fourier
a esclarecer e expandir suas ideias. O incentivo funcionou plenamente, pois Fourier
entrou na competicado com um novo artigo e ganhou o prémio! Contudo, seus criticos
ainda nao estavam convencidos e o artigo, apesar de inovador, nao foi publicado. Ainda
mais motivado, Fourier publicou em 1822 seus trabalhos em forma de livro, o Théorie
Analytique de la Chaleur. Neste ponto nao era mais possivel negar suas conquistas.
Foi este livro, alids, que caiu nas maos do jovem William Thomson [Apéndice F]
quando este ainda era um adolescente e o inspirou, por sua vez, ao longo de sua
carreira. Mais tarde, o livro foi traduzido para o inglés, com correcoes e adicao de
comentarios de grande interesse historico, pelo matematico da Cambridge University,

Alexander Freeman [Fourier, 1878].

3.4 Conceito de funcao generalizada: O Delta de Dirac

Sabe-se hoje que qualquer sinal (ou fungao) pode ser descrito por uma série de Fourier,
desde que ele permita uma “extensao periddica”. Em outras palavras, é possivel construir
uma funcao periddica a partir de uma fungao nao-periédica, mesmo que ela possua des-
continuidades. Um exemplo importantissimo para a engenharia sao as “fungoes” ditas im-

pulsivas, como o delta de Dirac. Considere um ligeiro avanco no tempo, indo de Fourier
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(1822) até cerca de um século depois, na época de Paul Dirac (x1902 1 1984), ja no século
XX, que serd essencial na busca por uma compreensao integral do conceito de transfor-
mada. Seu nome ¢é sinonimo de uma “funcao” muito especial, chamada “funcao impulso”
ou “delta de Dirac” 6(¢).

A nocao de impulso é uma das mais importantes para o fisico ou para o engenheiro
eletricista. A ideia central de impulso consiste, fisicamente, em uma funcao concentrada
em curto intervalo de tempo, que acontece “de uma sé vez”, como a batida de um martelo
sobre uma mesa. Considere por exemplo o sinal x(t) da figura 3.4(b), um pulso retangular

de érea unitdria, formado pela soma de dois sinais do tipo degrau, da figura 3.4(a):

A z(t)
Lus b
1/ nett ) 2 z(t)
1/h
_h h t
2 3
5| % ¢
Clue_h
“i/n| pult—3)
(a) Dois sinais do tipo degrau. (b) Superposi¢ao dos sinais.

Figura 3.4: Sinal pulso retangular formado pela soma de dois sinais do tipo degrau.

Suponha em seguida que o sinal z(¢) seja multiplicado por uma fungao continua arbi-

traria continua’ 3(t) e integrado ao longo do tempo, i.e.:

oo h/2 h/2
= [awsa= [ jawar—g [ e (3:52)
—00 —h/2 —h/2

Imagine que em seguida o pulso retangular comece a “encolher”; ou seja, a duragao do pulso
comece a concentrar-se em um intervalo de tempo cada vez menor e, consequentemente
sua altura fique cada vez maior [h — 0 e 1/h — oo]. Como £(t) é uma func¢ao “do mundo
real”; isto significa que ela é pelo menos continua e, por isso, pode-se assumir que [3(t)
nao possa alterar-se muito neste curto intervalo de tempo. Desta forma, 5(t) se aproxima

de 5(0) ao longo de todo intervalo de integragao, de comprimento h. Logo,

h/2

) .1 o1

tin 1 =l 5[ 3le)de = limy 250 = B0). (3.53)
—h/2

considerando que 3(t) é “bem comportada” [diferencidvel e com lim;_, 1, 8(¢) = 0]. Entao,
o limite de z(t) & medida que h — 0 parece mostrar que o pulso terd uma altura infinita

concentrado em um intervalo de tempo de duracao zero. Em outras palavras, ele nao é

"Que é uma suposigao razoavel, se se considerar 3(t) uma funcio “do mundo real”.
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uma funcao! E desde que nao é possivel traga-la, Dirac a indicou por uma seta em t = 0,

de érea unitaria, denotada por §(t), como ilustra a figura 3.5.
16(2)
il

Figura 3.5: Fungao impulso unitario ou Delta de Dirac.

Para uma definigao formal, indica-se limy,_,ox(t) = (), que é o delta de Dirac ou
impulso unitdrio. E apesar da natural dificuldade para visualizar uma “funcao” com um
pico de altura infinita e uma base com dimensao zero, pode-se visualizar perfeitamente
como §(t) se comporta dentro de um sinal de integra¢ao. Logo, para uma fungao continua

B(t) qualquer, tem-se:

/ d(t)B(t)dt = 5(0) . (3.54)
E como nao ha “privilégio” algum com relagao ao instante inicial, pode-se locar o impulso

em qualquer instante de tempo, e.g., t = tg, escrevendo simplesmente §(t — ty). Entao,

/ 5(t — to) B()dt = B(ty). (3.55)

que ¢ uma propriedade importantissima do impulso, chamada propriedade da

8. Fisicamente, esta propriedade indica que a avaliacdo — dentro do sinal

amostragem
de integracao — de um impulso multiplicado por uma func¢ao continua é igual ao valor da
funcao naquele ponto!

Entao, ja é possivel formular a seguinte questao: é possivel descrever 6(t), que nao
é uma funcao regular, por meio de uma série de Fourier? A resposta desta charada é:
nao! Nao da forma mostrada na figura 3.5. Contudo, se for considerado um “trem de
impulsos”, isto é, uma sequéncia de fungoes impulso enfileiradas periodicamente, como

ilustra a figura 3.6, entao a resposta ¢é sim!

o
n=—0oo

O trem de impulsos é expresso por > d(t —nT'), ou por simplicidade de notagao,

8Serd visto nas seces seguintes que a transformada de Fourier de uma funcdo descontinua resulta em
um impulso, localizado na descontinuidade.
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4/ ()

Al

-2 -1 1 2 3 t

Figura 3.6: Extensdo periédica da fungdo impulso ou “trem de impulsos” de Dirac f(t) =

Z?Lo:—oo 5(t - n)

S>> 0(t —n). Assim, da formulacao das séries de Fourier, tem-se:

n=—oo

f&) = > dt—n)= Y et (3.56)

1 .
¢ = ?/f(t)ejnwotdt. (3.57)
T

Como a escolha do intervalo de integragao (perfodo) pode ser feia por conveniéncia?,

considere — para evitar maiores questionamentos'® — que dentro do intervalo de integracao
exista apenas uma funcao impulso, e.g., —T/2 < t < T'/2, com o impulso localizado em

t = 0. Assim,
T/2

1 )
=7 / S(t)e Imotqt . (3.58)
~T/2
Da propriedade da amostragem, vé-se que o valor da integral neste intervalo vale e ~/moto
em t = ty. Dessa forma, em ¢t = O:

Cn = 7,

T

0 que mostra que o espectro exponencial é real e uniforme para todas as frequéncias.

Logo,
f(t): i (5(15—%) _ i %ejnwot (3.59)
= % i [cos(nwot) + j sin(nwot)] , (3.60)

com wy = 27/T. Observando o termo imagnério da equagao 3.60, vé-se que o somatério

9E como, da definicdo das séries de Fourier, basta que a série convirja em um perfodo.
10Um deles seria o de se perguntar o que é um “meio-pulso” caso o intervalo escolhido fosse 0 < t < T.
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para todo t se anula, isto é, escrevendo termo a termo os pares n =0, +1,+2,...,

Z sin(nwot) = sin(0) + [sin(wot) + sin(—wopt)| + [sin(2wot) + sin(—2wet)] + ... =0,
ja que sin(—x) = —sin(x). Dessa forma, tem-se enfim a expressao do “trem de impulsos”

como uma série de Fourier (considerando T' = 1):

ft) = Z (t—n) = 1+ [cos(wot)+ cos(—wot)] + [cos(2wpt) + cos(—2wot)] + ...
= 1+ 2cos(wot) + 2 cos(2wpt) + 2 cos(3wopt) + . ..

= 1+2 Z cos(nwot) .

n=—oo

Tracando o grafico'’ de f(t), como ilustra a figura 3.7, pode-se observar que a série de
Fourier fica cada vez mais parecida com um trem de impulsos a medida que o nimero
de termos aumenta, o que responde a pergunta formulada no inicio da sec¢ao: é possivel

descrever §(t), que ndao é uma fungao regular, por meio de uma série de Fourier?

Série de Fourier (5 termos) para um trem de impulsos

tempn
Série de Fourier (20 termos) para um trem de impulsos

ternpo

Série de Fourier (100 termos) para um trem de impulsos
200 T : T

Figura 3.7: Convergéncia da série de Fourier para um “trem de impulsos de Dirac” f(t) =
Yol O(t—n)=1+2>2 _ cos(nwot).

n=—oo

Por fim, relembrando a definigdo da fungao degrau u(t), ilustrada pela figura 3.8,

pode-se perceber que:

5(t) = %u(t). (3.61)

10O cédigo em MATLAB, para a construcdo dos graficos, pode ser consultado no apéndice D.
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4

Figura 3.8: Relembrando a funcao degrau.

Isto é, a funcao impulso consiste na derivada da funcao degrau, o que intuitivamente faz
sentido, j& que a funcao degrau é sempre constante, exceto para t = 0, instante no qual
a hd um “salto” de 0 para 1. Ou ainda, evitando por ora [até a segdo 3.8] a questdo do
valor da fungao degrau em ¢t = 0, i.e., u(0) e apoderando-se da ideia de que a integral de

uma funcao consiste na drea abaixo da curva definida por ela, fica claro que:

u(t) = / Sl (3.62)

em que « é uma variavel auxiliar.

Em verdade, Dirac nao foi o criador do conceito de impulsos, apesar de té-los usado
magistralmente, ja que chegou a ganhar um prémio Nobel [Dirac, 1927 apud Nahin,
2006]. Ele tomou conhecimento de fungoes impulsivas ap6s a leitura dos livros de
Oliver Heaviside. No segundo volume do “FEletromagnetic Theory” [Heaviside, 1893a,
p. 289], aparece a defini¢ao de “impulso”, enquanto Heaviside tratava de um assunto

de certa forma bizzarro, o célculo de p'/?:

“p - 1 significa uma fungado de t totalmente concentrada no instante ¢ = 0,

7

com um total® de 1. E uma func¢do impulsiva, por assim dizer... .

lI>

lembrando que p representava o operador linear relativo a derivagao (p %) e que

“1” foi a notacao usada por Heaviside para a fungao degrau.

“Referindo-se a integral.

3.5 A Integral de Fourier

Com o conceito desenvolvido até o momento, ja é possivel perceber a extrema versatil-
idade das séries de Fourier para descrever uma funcao periédica qualquer, mesmo que ela
possua descontinuidades, como é o caso da “funcao” impulso. Na pratica, a Unica exigéncia
resultante da defini¢ao das séries de Fourier é que a fungao (ou sinal) seja periddica e foi
este o “truque” utilizado para descrever o trem de impulsos. Mas, e se a funcao nao for
peridédica? Por exemplo, uma funcdo f(¢), definida em —oo < t < 00, que nao se repete
de tempos em tempos é claramente nao periddica, ja que “se utiliza” de todo eixo t, que

¢ infinito. Nestas condi¢oes, nao hé uma série de Fourier para esta funcao. Pode haver
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porém, uma saida: e se a funcao for ainda considerada periddica, mas com um periodo
infinitamente longo? Isto solucionaria, pelo menos em teoria, o problema da periodici-
dade da funcao, permitindo-se argumentar que a fungao se repete sim, mas no infinito!
Como mostrar que isto é possivel? Para responder a este questionamento, considere a

formulacao exponencial da série de Fourier:

f&) = ) el (3.63)
1 —jnwot

Cp = T/f(t)e dt . (3.64)
T

Em que wy = 27/T. Suponha que deseja-se saber o que acontece com a série quando
T — oo. Note que o termo nwy no somatério da equacao 3.63 se altera em um passo wy
a medida que o indice n avanca. Denotando este passo por Aw, entao Aw = wy. Como
wo = 27 /T, ao estender o periodo ao infinito percebe-se que wy — 0, ou seja, Aw torna-se

arbitrariamente pequeno, i.e., um acrescimo diferencial (apendice A):

. : .2
lim Aw = lim wy = lim — =dw. (3.65)
T—o00 T—o00 T—oo T
Da mesma forma, com T" — oo = nwyg — ndw. E desde que dw é muito pequeno, ndw
“deverd” comportar-se como uma varidvel continua (denotada por w), ja que n varia de
—oo até 4+o00. Logo,

lim nwy = w. (3.66)

T—o0
Rescrevendo a equagao 3.64 — dos coeficientes da série de Fourier — tomando o limite a

medida que T" — oo, obtem-se:

T/2

1 .

: — i - —Jjnwot

o= - [ s 307
—-T/2
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tendo em mente ser possivel escolher os limites (periodo) da integral como se queira.

Multiplicando a equagao 3.67 por 27/27, vem:

T/2
1 27 .
: — =" —jnwot
Jen = oo [ s 3059
~T/2
T/2
27
— i - —]nwot = .
~T/2 |
T/2
27
- 7]nw0t : =
o [ [ stear) - 7 310
~T/2 ]
- / F(B)e 7t | duo (3.71)
2m ' '

Definindo a expressao entre colchetes da equacao 3.71 como “transformada de Fourier”

de f(t), atribuindo o simbolo F'(w),

em que

1
lim ¢, = —F(w)dw,
2T

T—o00

tem-se, portanto:

(3.72)

o0

= / f(t)e ¥t .

(3.73)

Substituindo o resultado da equacao 3.72 na equagao 3.63 [da série de Fourier], tem-se:

f(t)

E, utilizando a mesma analogia

infinitum, nwy — w e o sinal do

]
§ Cnejnwot

(3.74)
= 1 Jnwot
> S F(w)dw| e (3.75)
1 - Jnwot
oy F(w)e!™dw. (3.76)

feita anteriormente, deixando o periodo alongar-se ad

somatorio torna-se uma integral, ja que a soma estara

sendo realizada ao longo de todo w continuo. Dessa forma,

()

oo

/ F(w)edw;

—0o0

1

2T

(3.77)
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que é, nada mais nada mais nada menos, que a transformada inversa de Fourier, formando
o par f(t) +» F(w), que fornece f(t) a partir de F'(w), e vice-versa.

Mas a pergunta que nao quer calar é: como Fourier obteve sua equagao integral? J&
foi visto que o assunto referente a descricao de uma fungao periédica por meio de uma
série trigonométrica ja tinha sido explorado anteriormente, antes dos trabalhos de Fourier
sobre conducao de calor. Entretanto, a equacao integral que mais tarde receberia o nome
de “transformada de Fourier” é inteira e exclusiva criagao de Fourier, que as obteve a
partir de uma analogia similar a utilizada anteriormente.

Em seu problema particular sobre condugao de calor, em que a variavel indepen-
dente é espacial — x, y ou z, e nao o tempo — Fourier considera o problema de uma
linha infinita condutora de calor, que consiste em uma extensao do problema do prisma
que deu origem as séries. Naquele problema, f(y) era uma funcao periédica considerada
em um intervalo —7/2 < y < 7/2, em que y representava a espessura do sélido. Neste,
Fourier permite a espessura do solido — agora denotada pela variavel x, i.e., o periodo —
tender ao infinito. Mais a frente, ele faz o mesmo com as outras dimensoes. Eis um resumo
do procedimento bésico: considere um trecho ab de uma linha semi-infinita, condutora de

calor, como ilustra'? a figura 3.9 [Fourier, 1878, p. 333-338]. A equacdo do calor para este

T

0

Figura 3.9: Linha condutora de calor.

problema é:

=k — hv, (3.78)

em que v = v(x,t). Neste momento, tem-se clara demonstragdo do génio de Fourier.

Admitindo v = e "u, a equacio torna-se:

ou 9%u

em que v(z,0) = u(x,0) = f(x).
Como a linha é infinita, Fourier percebe de antemao que a solugao ira possuir termos

exponenciais. Assim, ele escreve a solugao na forma de sua série trigonométrica:

u = ay cos(quz)e "t 4 ay cos(gax)e " 4 ay cos(gza)e PB4+ L (3.80)

2Tlustracao utilizada por Fourier.
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A partir deste ponto, Fourier faz a mesma suposicao ja demonstrada, com uma variacao

continua da varidvel g (que seria o equivalente & variavel wy), resultando em:

o0

:/Qcos(qx)e_kQQtdq. (3.81)

0

em que @) = F(q). Fazendo t = 0, obtém-se por sua vez,

:/Qcos(qx)dq, (3.82)

que ¢é a equagao integral, na forma trigonométrica, da transformada inversa de Fourier
[alids, o nome dado por Fourier para ela foi “equagao do problema inverso”, que representa
a temperatura inicial]. Em busca de uma solu¢ao @) = F'(¢) de modo que a equagao 3.82

se verificasse, ele a expande em uma série da forma:

f(z) = Q1 cos(qrx)dq + Q2 cos(gax)dq + Q3 cos(gsz)dg + . . . . (3.83)

Em seguida, multiplica os dois lados da equagao 3.83 por cos(rz)dx e integra de z = 0 até

x = nm, fazendo n tender ao infinito (r corresponde aos elementos ¢1, gs, . . .). As integrais
nm ~

na forma fo cos(qx) cos(rz)dx serao sempre nulas, exceto quando r = ¢, que, neste caso,

terao valor %mr. Assim, chega-se a expressao:

/f(:v) cos(qr)dr = %merdq. (3.84)
0

Fourier considera ainda que o niimero n expressa quantas vezes uma unidade de com-
primento contém o elemento dq. Em outras palavras, considera que “1” periodo — que é

infinito — vale 1 = ndgq, e por isso, a equacao 3.84 transforma-se em:

Q=

=1Il\3

/f cos(qz)d (3.85)
0

No que se reconhece a forma geral, que representa a solug¢ao para o problema formulado

pela equacao 3.83. A expressao 3.85 é a famosa equacao da transformada de Fourier'3!

13Que representa a transformada de uma funcdo par. Como ela é simétrica, a equacio é multiplicada
por 2 e integrada no intervalo 0 < z < oc.
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Uma forma mais compacta que representa o teorema da integral de Fourier é obtido

substituindo-se a equacao 3.85 na equacao 3.82:

2 oo o
= —/cos dq/f cos(qx)dx (3.86)
0 0

3

Fourier chegou primeiramente na forma trigonométrica [de meio espectro, i.e., 0 < x < o0
da sua transformada. A forma exponencial das equacoes 3.73 e 3.77, mais compacta e

facilmente manipulavel algebricamente é uma consequéncia natural das ultimas.
3.6 Pulso Gaussiano e o Principio da Incerteza

Na secao 2.9, surgiu uma integral do seguinte formato:

o0

/ea)‘2 cos (BA) dX. (3.87)

0

Uma integral aparentemente intimidadora, mas que realmente nao é! Nesta secao, sera

ar?

visto que esta integral e principalmente a fungao f(\) = e=*"" (no integrando) desempen-

ham um papel importante para o entendimento do significado fisico da transformada de
Fourier e também para a busca de uma visao unificada do conceito de transformada. Na

verdade, para resolver esta integral sao necessarios alguns “truques” de calculo basico.

Demonstragao. Primeiro, comece fazendo
I=1(a,f) = / e~ cos (BA) d. (3.88)
0
Derivando a integral com relacao a 3, *tem-se:

ol

a3 e [~ Asin (BA)] dA

sin (BA) (—/\e_o‘v) d\ (e integrando por partes)

0\8 0\8

= :/\ sin (BA) :O—Qﬁ/ * cos (BA) dA
0
_ 9y
200

MDesta vez, a derivada de uma integral é apenas a integral da derivada, j4 que ela possui limites que
nao sao funcoes da varidvel de integracdo. Para mais detalhes, consultar o apéndice A.
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Ou seja, até o momento, tem-se:

101 I6;
- - 3.89
100 2a ( )
Porém, do calculo, sabe-se que % Inu(x)] = %%, entao a equacao fica:
10 d
—— =—/[nlI],
108 dp
e, por isso,
d p
— |Inl|=——.
dp [In 7] 2c
Integrando com relagao a (8, vem:
52

Inl=—-—+4+0C,.
t 4Oé+1

Como C] é uma constante de integracao qualquer, ela pode ser rescrita como C; = InC),

que continua sendo uma constante. Logo:

Inl = —g%—lnc
() e
e

em que I = I (a, 8). No entanto, da equacao 3.88, percebe-se que
C =1I(,0) :/ e N dN.
0

Logo, fazendo-se a mudanca de varidveis u? = a\?, tem-se:

C= % / e du (3.90)
0

e como fooo e du vale %\/E (consultar o apéndice C), obtém-se o valor de C:

C:](a,O):% Z,
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Dessa forma, chega-se a solucao geral da equacao 3.87:

0 2 . )
I(a.8)= [ e cos(o3) A = _\/fe—fa.
2V «
0

Ou ainda, como o integrando é uma fungao par (produto de duas fungoes pares), pode-se

estender o resultado para —oo < < oc:

e}

I(a,B) = / e cos (BX) dA = \/ge_ii. (3.91)

]

Ora, se for feita uma simples troca de variaveis f = w e A = t, a equacao 3.91 revela

um aspecto bem familiar:

[e.9]

—at? ™ —é
e cos (wt)dt = | —e 4o | (3.92)
a

—00

que nada mais é do que a transformada de Fourier da fungao f(t) = e j4 que f (1)
é uma fungao real. Utilizando-se a identidade de Fuler e 7“! = cos(wt) + jsin(wt), a

equacao 3.92 pode ser rescrita na forma padrao da transformada de Fourier:

[e.9]

. w2
/ et g=iwt gp — \/Eem : (3.93)
a

—00

ja que ffooo e~ gin (wt)dt = 0, pois o integrando é uma funcao impar. A funcao f(t) =
e~ ¢ chamada de func¢io Gaussiana ou pulso Gaussiano, em homenagem ao mateméatico
alemao Johann Carl Friedrich Gauss (x1777 1 1855), uma fungdo muito importante em
diversas areas. Tem-se portanto o par:
—at? ™ _é
e 4y —e e, (3.94)
o

Em que o simbolo <+ indica que a transformada de Fourier corresponde a uma relacao

bijetival.

50u seja, uma relacio de um-para-um. Isto significa que, tomar a transformada de Fourier de um
lado, resultard o outro lado do par.
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Se, na equacao 3.94, for colocado o = %, nota-se que:
t2 w2
€7 < V2re  z . (3.95)

Um resultado impressionante que indica que, exceto por um fator igual a /27, a
funcao Gaussiana e‘é é sua propria transformada de Fourier! Porém, a funcao
Gaussiana nao é a unica com esta caracteristica marcante: ha toda uma classe de
funcoes, chamadas de polinomios de Hermite, que possuem a mesma propriedade.
Mais detalhes podem ser encontrados em [Papoulis, 1962, p.77]. Na proxima segao,
este resultado sera utilizado para solucionar uma EDP utilizando-se a transformada

de Fourier.

Ao observar-se atentamente a equagdo 3.94 com o — 0 (a > 0), é digno de nota o
efeito de espalhamento reciproco (ou escalamento) da transformada de Fourier. Esta
propriedade indica que se um sinal sofre uma compressao no dominio do tempo, havera
um espalhamento (expansao) do espectro no dominio da frequéncia e vice-versa. A pro-
priedade do escalamento da transformada de Fourier também é frequentemente chamada
de “Principio da Incerteza” na teoria da transformada de Fourier. Considerando-se o par
g(t) <» G(w) de um sinal e sua transformada de Fourier, o principio da incerteza estabelece
que é possivel relacionar a “incerteza” da localizacao de ¢(t) no tempo com a “incerteza”’
da localizacao de G(w) na frequéncia [que é, como serd visto nesta se¢ao, uma medida de
“onde” a energia de g(t) estd localizada na frequéncia]. O termo “localizagao no tempo” de
¢g(t) indica que uma parte “significante” de g(t) ocorre geralmente ao longo de um intervalo
de tempo [mesmo que este intervalo seja infinito|; o mesmo valendo para G(w) no dominio
da frequéncia. Os dois intervalos variam de maneira inversa, i.e., um sinal que ocorre
em um curto intervalo de tempo devera ter a transformada de Fourier com significativa
presenga em um longo intervalo da frequéncia. Por exemplo, a “fungao” impulso 6(¢), que
ocupa um intervalo zero no tempo!®, possui sua transformada com amplitude uniforme
sobre todo eixo w [infinito].

Neste ponto, ja é possivel construir conceitos que darao um significado fisico para a

transformada de Fourier.

16Secao 3.4.
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Apesar de os matematicos “torcerem o nariz” para as analogias fisicas, diz-se fre-
quentemente que se imaginarmos v(t) como um feixe de luz, entao a transformada de
Fourier, como um prisma, quebra a funcao em diversos componentes de frequéncia w
que a compoe, cada uma de intensidade V(w). As vérias frequéncias seriam chamadas
cores e dessa forma, a transformada de Fourier forneceria o espectro de cores do
sinal. Fazendo o caminho contrario, a transformada inversa de Fourier combina o
espectro, ou seja, junta todas as cores, para retornar a funcao original. Opinides a
parte, acredita-se que a analogia com fenomenos fisicos é muito util para uma com-
preensao integral do conceito de transformada e das transformadas em geral, ja que

a maioria delas, senao todas, nasceram a partir de problemas do “mundo real”.

Considere o par v(t) <» V(w) para o sinal nao-periédico [e real] v(t) e sua transformada
de Fourier [Nahin, 2001]:

Viw) = / o(t)e Tt (3.96)
o(t) = % / V(w)e du (3.97)

Pode-se definir como a energia de um sinal peridédico z(t) a integral:

W / 22 (t)dt . (3.98)

periodo
Ou, para o caso nao-periddico,
U= / v?(t)dt . (3.99)
Dessa forma,
W = /v(t)v(t)dt: /v(t) Q—/V(w)ewtdw dt . (3.100)
s

Alterando-se a ordem de integracao [consultar o apéndice C], tem-se:
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A energia de um sinal, como definido pelas equacoes 3.98 e 3.99, nao corresponde
a energia real, no sentido fisico da palavra, mas em um indicativo da capacidade
de energia do sinal e, por isso, nao se deve aqui aplicar conceitos como conserva¢ao
da energia, por exemplo. No contexto da engenharia elétrica, tal energia pode ser
interpretada como a energia dissipada em uma resisténcia normalizada de 1£2 quando
uma tensao v(t) é aplicada — ou se uma corrente i(t) atravessa a resisténcia. Um
raciocinio paralelo pode ser aplicado a outras medidas, como por exemplo a “poténcia
de um sinal”. Todas elas sao uma estimativa do tamanho do sinal e possuem varias
aplicagoes. Por exemplo, se se deseja aproximar um sinal z(¢) por outro sinal y(t),
cuja diferenca entre eles, i.e, o erro de aproximagao, é €(t) = x(t) — y(t), pode-se ter
uma nogao de quao boa é esta aproximacao, calculando-se a energia (poténcia) do
sinal €(t) [Lathi, 2007].

W = / 2—V(w) / v(t)e?'dt | dw. (3.101)
m
Observa-se que a integral entre colchetes da equagao 3.101 é V*(w) [para v(t) real] e, por
isso,
1 * 1 2
W= [ —V(wV(wdv= | —|V(w)| dw. (3.102)
2m 2m

Ou seja, é possivel calcular a energia do sinal v(t) tanto no dominio do tempo quando no

da frequencia,

W= / 2 (t)dt = / % V(@) dw . (3.103)
Um resultado impressionante, chamado de Teorema da Energia de Rayleigh, em homena-
gem ao membro da “Casa dos Lords” — e professor da Cambridge University até sua saida
em 1884 — John William Strutt (18421 1819), o “Lord Rayleigh” [ganhador do prémio
Nobel de fisica em 1904 por sua participagdo na descoberta do elemento Argénio] [Nahin,
2002]. O segundo termo da equagao 3.103 é chamado de “densidade espectral de energia”
— ESD - Energy Spectrum Density — para |w| < co. Em um dado intervalo w; < w < wy

a ESD sera dada por:

w2 1
ESD:/2—|V(w)\2dw. (3.104)
m

Essa afirmagao fornece um significado fisico consistente para a transformada de Fourier,
na qual o espectro de Fourier “diz” onde a energia de um sinal temporal esta localizada

na frequencia.
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Ainda considerando o Teorema da Energia de Rayleigh, considere, para efeito de

simplificagao, que a energia do sinal v(t) é unitéria [Papoulis, 1962, p.62-64]:
/OO V2 (t)dt = /OO L vw)Pdw=1
- o 2 '

Considere ainda a definigdo da dura¢do do sinal [ou momento de segunda ordem| e

sua transformada de Fourier:

D% = / t20°(t)dt (3.105)
D2, A / W [V2(w)[* dw. (3.106)

O Principio da Incerteza da teoria da transformada de Fourier estabelece que se v(t)
se anula “no infinito” mais rapido que 1/4/%, i.e., limy_, 1o v(t)v/t = 0, entdo, para um

sinal do tipo Gaussiano,

T
que apresenta a dualidade entre as grandezas tempo e frequéncia relacionadas pela

transformada de Fourier.

3.7 Solucao de uma EDP via transformada de Fourier

Vé-se comumente a utilizacao das séries de Fourier para a solucao de problemas de
valores de contorno em equacoes diferenciais parciais. No entanto, como é natural, a
formulacao integral, i.e., a transformada de Fourier também é titil para o mesmo proposito.

Considere o seguinte problema de condugao de calor, no qual deseja-se determinar a
temperatura em uma barra “fina” de comprimento infinito, cuja superficie é submetida a
uma temperatura inicial f(x) arbitraria, representado pela equagao diferencial parcial:

ou (z,t) 0%u (z,t)

= (3.107)

sujeita as seguintes condicoes de contorno:

u(z,0) = flz);

lu(z,t)] < M; [temperatura limitadal

em que —oco < x < oo et > 0. A equacgao 3.107 é também chamada de equagao da
difusdo ou equagao do calor [heat equation] unidimensional. Unidimensional por que
uma das variaveis independentes é a distancia x, sendo a outra variavel independente o
tempo, representada por t. K = % é a difusividade térmica do material, em que K é a

condutividade térmica, o é o calor especifico e 1 é o volume [ou massa] especifico(a) da
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barra, também chamado(a) densidade.

O objetivo neste ponto consiste em fazer com que a transformada de Fourier tenha o
mesmo efeito que o consagrado método da “separacao de variaveis”, ao transformar uma
EDP em uma equacao diferencial ordinaria [EDO], de maneira similar ao que ja foi feito
utilizando a transformada de Laplace e o método de Heaviside, no capitulo 2. Aplicando
a transformada de Fourier com relacao a variavel x nos dois membros da equacao 3.107, e

utilizando por ora o simbolo F {} para a operagao “transformada de Fourier de”, tem-se:

d 2
%}" {u} = —kw*F{u} . (3.108)

Tendo como resultado uma EDO, em que a derivada é proporcional a propria funcao e

isto, como reza a cartilha, indica uma solugao exponencial! Dessa forma:

Flu} = Ae ™
Flu(z,t)} = Az)e ™. (3.109)

Para calcular o valor de A(z), faz-se t = 0 na equagao 3.109. Entao, F {u(x,0)} = A(z).
Mas como uma condi¢do inicial imposta pelo diz que u(z,0) = f(z), tem-se:

2

Fluy =F{f(z)}e ™. (3.110)

E retomando o resultado da secao anterior, lembrando-se que a transformada foi calculada

com relagao a variavel x, tem-se:

a2 T _w?
e M ] —e (3.111)
Q@
Fazendo-se a mudanga de varidveis a = ﬁ, vem:
_ 12 w2a2
e 2% &> avV22me 2. (3.112)

Multiplicando-se ambos os lados por \/4;7 e fazendo a = v/2kt, tem-se:

1 e
= e et (3.113)

Por fim, com a informacao obtida a partir da equacao 3.113, pode-se aplicar o teorema

da convolucao. Assim, retornando a equacao 3.110,

1 2 Vi 1 (z—w)?
u(x,t) = f(x)* e ant = F(w e At dw. 3.114
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(z—w)?
4kt

)

he o2
Fazendo a mudanga de variaveis z* = ou z = =

, & equacao 3.114 torna-se:

u(x,t) = % 76_Z2f (x - 22\/&) dz . (3.115)

Se, no problema de valor de contorno, apenas valores posisivos da variavel indepen-
dente x forem considerados, i.e., considerando um sélido “semi-infinito”, a equagao 3.114

pode ser rescrita como:

o0

1 (z=w)?
u(x,t) = [ F(w e At dw; 3.116
@)= [ Fo) = , (3.116)
0
e com a mesma mudanca de variaveis proposta anteriormente, z = %, a equagao

resultante terd a forma — com limites z = z/2v/kt para w = 0 e z = 0o para w = o0:

o

u(z,t) = % / e f (x - 22\/&) dz. (3.117)

z/2v/kt

Se, por fim, a temperatura inicial aplicada u (z,0) = f(z) for uma constante de valor, por

exemplo, 2ug, tem-se:
oo

2 .
u(x,t):uoﬁ / e *dz. (3.118)

x/2\/§

Mas como \/%T / COO e~ dt = erfc (¢), a distribuigao de temperatura ao longo da barra para

qualquer instante de tempo sera dada por:

w(z,t) = up - erfe (25&) . (3.119)

Resultado similar ao obtido pela integral de Bromuwich, utilizando integrais de contorno e

a transformada de Laplace, na secao 2.9.

3.8 “Conectando” as transformadas de Fourier e Laplace

No capitulo 2, quando discutida a transformada de Laplace, foi visto que Heaviside,
na tentativa de resolver iniimeros problemas, criou a fungao H(t) que, por algum tempo,
levou o seu nome e que mais tarde ficou conhecida como fungao degrau unitdrio'™ u(t).
Ela, como serd visto, é uma forma interessante para compreender-se a relacao entre as
transformadas de Fourier e de Laplace. E para isto, deve-se fazer a seguinte pergunta:
qual é o valor da func¢ao degrau unitario H(t), ou na nota¢ao moderna, u(t), no instante

t = 07 Isto é, qual o valor de u(0)? Na definigdo de Heaviside [figura 3.10], a funcao

170 MATLAB ainda “chama” a fungdo u(t) de fungao de Heaviside.
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valia zero para t < 0 e tornava-se um imediatamente apés t = 0, i.e., u(0;) = 1. Esta
questao era dispensavel naquela época ja que, como é notorio, a transformada de Laplace

considera apenas sinais causais. A funcao degrau é uma funcao nao-simétrica que possui

u(t)

4

Figura 3.10: Funcao degrau unitério.

uma descontinuidade, até o momento ignorada. Caso se queira calcular diretamente sua

transformada de Fourier, tem-se:

r | T T
Ulw) = /u(t)e”“tdt = /e]“tdt = ——e ¥ =7 (3.120)
Jw
—0o0 0 0

O que nao faz sentido pois e “! ¢ uma funcao periédica que oscilard eternamente entre
+1 [ou +j]. Logo, a expressao e 7> nao faz sentido, ji que e7“! nao se aproxima de
valor algum em particular a medida que ¢ — oo. Sera entao possivel conceber uma forma
na qual a transformada de Fourier nao seja indeterminada “no infinito”” Por que nao
buscar a transformada de Fourier de, por exemplo, e "u(t), com o > 0, ao invés de
apenas u(t)? Dessa maneira a busca inicial seria alterada, naturalmente. Mas considere
t isto sej fvel — poi t t ot d i
por um momento que isto seja possive pois com t — 0o 0 termo e esapareceria.

Calculando a transformada de Fourier para a nova fungao v(t) = e~ *u(t), tem-se:

V(w) = /v(t)e_jw'fdt = /e”tu(t)e_j“tdt
= /u(t)e_(gﬂw)tdt
= /e_(”“w)tdt

0
= — 1 6_(J+jw)t >
o+ Jw 0
1

= — . (3.121)
o+ jw
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g

O termo e~ é chamado “fator de convergéncia” e é responsavel por remover o problema

com o limite superior da transformada. Assim, até o momento tem-se o par:

1
o+ jw’

e "u(t) < (3.122)

da funcao e “"u(t) e sua transformada de Fourier. Mas a questao do valor de u(0) ainda
nao foi resolvida. O fato de u(t) ser uma fungao descontinua, significa que ela pode

assumir qualquer valor em ¢ = 07 Isto nao parece correto, pois significaria afirmar que

1 1 - 1.
+7w = ;5 © por conseguinte u(t) ¢ -5 A

propria razao parece indicar um problema, ja que a transformada de Fourier possui apenas

lim, 0 e %'u(t) = u(t) implica em lim, o

a parte imaginaria. No entanto, ao calcular a transformada de Fourier inversa no par
obtido da equagao 3.122,

S T
e "ut) = — / — eIt dw (3.123)
2 0+ jw

algo impressionante acontece: De fato, escrever e ?*u(t) é apenas uma forma de dizer que

o

a fungao e~ é zero para t < 0. Em ¢t = 0 a funcao vale u(0), que é independente de o e

exatamente o que se procura. Dessa forma, fazendo ¢ = 0 na equagao 3.123, tem-se:

171 1 [ o—juw
0) = — do=— | =% 4. 3.124
u(0) 27r/0+jww 27r/02+w2w ( )

A parte imaginaria do integrando da equagao 3.124 serd zero, porque o integrando é uma

funcao fmpar. Assim,

o0 o

1 o 1 o
_ AN LA 12
w(0) 27 / 02 + w? v 7r/<72+w2 v (3.125)

—00 0
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Fazendo-se a mudanga de varidveis © = w/o0 = w = ox — e consequentemente dw = odx

— tem-se, por fim, o valor da descontinuidade na fungao degrau unitario:

o0

u(0) = l/Lclw

m ) o2+ w?
0
o0

1 2
:_/;;L_M
7 | 02+ o02z2

0\80
—_

+ | &
Rw&

arctan(z)

NI = S = N =

Isto é, o valor u(0) ilustrado pela figura 3.11 possui um valor real, o que é natural, apesar

de ser um resultado impressionante! Em verdade, o “truque” de se adicionar um fator de

y

u(t)

1/24

—
Figura 3.11: Valor de u(0).

convergéncia e~ ?* para a transformada de Fourier,

V(w) = /e‘”tu(t)dt: /u(t)e_("”w)tdt, (3.126)
—00 0

esconde uma realidade ainda maior. Ora, se for feita a mera mudanca de varidveis o+ jw =

s, tem-se:
Viw = [ute @t = [ (e ar=U(s), (3.127)

que é, como pode-se perceber, a transformada de Laplace da funcao degrau unitario:

U(s) =

1 1
s o+ jw
Nesta altura dos acontecimentos, uma das pontes de ligacao entre as transformadas de

Fourier e Laplace é exatamente a funcao de Heaviside! Pode-se entendé-la como uma
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conexao entre as duas, na tentativa de uma visao unificada do conceito de transformada,
pois uma e outra sao, em esséncia, a mesma coisa. Ainda, a questao do valor da funcao
degrau em t = 0 engloba outra questao de extrema importancia: como a transformada de
Fourier se comporta em uma descontinuidade? Do resultado obtido para a fun¢ao degrau
pode-se conceber, por indugao, que a transformada converge em uma descontiuidade para

w. Fato que nao é tao impressionante, visto a analogia feita

seu ponto médio, i.e.
nas secoes anteriores, da transformada de Fourier como uma extensao da série homonima.
Para as séries de Fourier, o fenomeno de Gibbs estabelece exatamente o mesmo: a de que
a série de Fourier converge em uma descontinuidade para seu ponto médio.
Comparando as transformadas de Laplace e Fourier como métodos de resolucao de
equacoes diferenciais, vé-se que a transformada de Fourier pode simplificar bastante a
resolucao de um problema. Comparar, no entanto, consiste em procurar relacoes de semel-
hanca ou de disparidade. Mais rigorosamente, as transformadas de Laplace e Fourier po-
dem ser compreendidas como integrais de contorno em um plano complexo e que realizam
operacoes neste universo. Ambas nasceram como técnica de resolucao de problemas de
valor de contorno, mas tomaram uma forma abrangente e inimaginavel, principalmente
no que diz respeito a versatilidade de aplicagoes; tendo seguido a partir dai caminhos
relativamente — ou aparentemente — dispares. A transformada de Laplace, que opera
sobre todo plano complexo — como pode-se observar pela formulacao de Bromwich —
“especializou-se” principalmente em sitemas dinamicos e é muito eficiente no estudo da

estabilidade de sistemas.

A teoria da estabilidade, assim como estudado pela maioria dos fisicos e engenheiros,
leva inevitavelmente a funcoes temporais da forma e®t*)t com ¢ e w € R. Esta
forma “explode” para t — oo se ¢ > 0 e por isso ¢ < 0 é a condigao para um
comportamento estavel (entrada finita = saida finita) do sistema analisado. Agora,
acontece frequentemente que s = o + jw é uma raiz complexa de alguma equagao
f(s) = 0. Se f(s) é um polinomio, isto implica que f(s) é analitica. Geralmente, a
questao nao é sobre valores especificos de o, mas simplesmente se todos os valores de
0 sao0 menores ou iguais a zero. Esta condicao assegura a estabilidade do sistema.

O problema de determinar se todas as solugoes para f(s) = 0 tem raizes negati-
vas foi proposto por Mazwell [que ficou interessado em estabilidade quando estudava
a dinamica dos anéis de Saturno em meados de 1850] [Nahin, 1998]. Este prob-
lema foi resolvido algebricamente pelo rival de Mazwell em Cambridge, Edward John
Routh (%1831 11907). Mais tarde, em 1855, o matematico alemao Adolf Hurwitz
(x1859 1 1919) solucionou o mesmo problema utilizando a nascente teoria de fungoes
de uma varidvel complexa. Atualmente, os estudantes aprendem a técnica como a

regra de “Routh-Hurwitz” para a estabilidade.

A transformada de Fourier, por sua vez, ¢ ideal e extremamente eficiente para o estudo

de fenomenos transitérios e de resposta em frequéncia, ja que realiza operagoes sobre o
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eixo imaginario, mas permite “enxergar” aspectos que a primeira nao pode, ou que pode
de maneira mais complexa.

Historicamente, uma tem relativa ascendéncia com relagao a outra, visto que, nos
primérdios do desenvolvimento da transformada de Laplace, a formulacao de Fourier foi
frequentemente utilizada para validar os resultados obtidos com a primeira. O proprio
Heaviside apoderou-se deste artificio intiimeras vezes, utilizando inclusive exemplos de
difusdo de calor explorados por Fourier [Heaviside, 1893a, p.286-288] ou demonstrando
que o teorema da expansao levava diretamente as séries de Fourier para o caso de uma

[A99%))

entrada de tensao periddica, assumindo desde aquela época que o operador “p” era um

nimero complexo [Heaviside, 1893a, p.131-134].



Capitulo 4

Equacoes de diferencas e a transformada Z

4.1 Equacoes de diferencas

Em diversas areas, a transformada Z desempenha o mesmo — e importante — papel
que a transformada de Laplace para sistemas de tempo continuo. Do capitulo 2, sabe-se
que a transformada de Laplace tem a interessante propriedade de transformar uma equagao
diferencial ordinaria em uma equagao algébrica e a propriedade ainda mais interessante
de transformar uma equacao diferencial parcial em ordinaria. A transformada Z nao
é diferente: resguardadas as devidas proporgoes, ela tem igualmente a capacidade de
transformar uma equacao de diferencas em equacao algébrica. Mas o que é uma equacgao

de diferencas? Para responder esta pergunta, considere a seguinte equacao diferencial:
T+bt+cr=0. (4.1)

Do célculo diferencial e integral, sabe-se que a derivada de um sinal x(t) é dada por:

dv . x(t+ At) — x(t)
a AT A 42

Eliminando-se o limite, isto é, fazendo com que At nao se aproxime de zero mas sim, que

tenha um valor finito 7', que sera chamado periodo de amostragem, obtém-se:

dxwx(t—l-T)—:U(t).

P 4.3
dt T (43)
Da mesma forma, a derivada segunda podera ser representada por:
Pr 1 fa(t+2T) —a(t) x(t+T)— () (4.4)
a2 T T T T '
_ox(t+2T) = 22(t+T) + 2(t) (4.5)

T2
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Substituindo na equacao 4.1, vem:

ot +2T) =2zt +T)+2(t) xt+T)—x(t) B
T +0b T +cx(t)=0 (4.6)

ot +2T) — 20t + T) + x(t) + bT [x(t + T) — 2(t)] + cT?x(t) = 0. (4.7)

Agrupando os termos semelhantes e renomeando os coeficientes, chega-se a:

1zt +2T) +a(t+T) -2+ bT]+x(t) [1 = bT + T?] =0 (4.8)
v N—— (. ~ /
a0 al a
apx(t +27) + a1x(t + 1) + agx(t) = 0. (4.9)

Que é o mesmo que escrever!:
apx(t) + arx(t = T) + asx(t —27) =0. (4.10)

Para efeito de simplicidade, pode-se suprimir o periodo de amostragem 7. Além disso,
como o tempo agora é discreto, x(t) s existird em multiplos inteiros do periodo de
amostragem. Fazendo a substituicdo ¢ = n, pois o sinal z(¢) forma uma sequéncia de

nimeros, a equacao pode ser rescrita como:

apx[n] + arz[n — 1] + asz[n — 2] =0, (4.11)

em que os colchetes representam a notagao para o sinal discreto no tempo. A expressao
4.10 é uma equacgao de diferencas de segunda ordem. Ja é possivel perceber que uma

equagao de diferencgas nada mais é do que o equivalente discreto a uma equagao diferencial.

Em verdade, um software como o MATLAB resolve uma equagao diferencial uti-
lizando uma equacao de diferencas equivalente. Pelo formato da equagao 4.11 pode-se
perceber que uma equacao de diferencas deste tipo pode ser resolvida por operacoes
simples de adicao, subtracao e deslocamento, isto é, os valores atuais de x em um
instante n podem ser calculados conhecendo-se os valores passados. Caso a equagao

seja rescrita na forma:

o[n] = —Lafn — 1] — Lafn - 2], (4.12)
Qg ag
diz-se que a equacao esta na forma recursiva.
Embora a deducao de uma equacao de diferencas a partir de uma equacao diferen-
cial — proveniente de um modelo continuo — seja razoavel e atraente, existem casos
nos quais o modelo ja é naturalmente discreto. Por exemplo, sistemas economicos,

biologicos, em estudos de dinamica populacional, dentre outros.

z(t+T)—z(t) _ :c(t)fm(th).

1P do
PomdtN ' =
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4.2 Por que Z7?

A transformada Z é um método operacional muito 1til no tratamento de sistemas (de
tempo) discretos. Seu nome ja é em si incomum, por se tratar de uma letra do alfabeto
e nao o nome de algum cientista famoso. Sabe-se que a transformada de Laplace tem
sido usada desde longa data na solucao de equagoes diferenciais continuas e invariantes
no tempo. Entretanto, métodos para o tratamento de problemas de tempo discreto sao
relativamente recentes. De acordo com [Strum e Kirk, 1994], um método para a resolugao
de equagoes de diferencas lineares e invariantes no tempo foi apresentado por Gardner
e Barnes, aos seus alunos de engenharia no inicio da década de 1940. Eles aplicaram

2 na resolucao

tal procedimento, que era baseado principalmente em “jump functions”
de linhas de transmissao e aplicagoes envolvendo func¢oes de Bessel. Tal abordagem era
bastante complexa e, na tentativa de “dividir para simplificar”, uma transformacgao de um
sinal amostrado foi proposta em 1947 por Witold Hurewicz (¥1904 T 1956) [Kuperberg,
1996]. Tal transformagao era escrita como funcao da sequéncia amostrada f — no dominio

do tempo — ao invés do numero complexo z da notagao moderna:

TR 23 FRT)C (4.13)

k=0

Na década de 40, quando Hurewicz deu o pontapé inicial de uma teoria para sistemas
de tempo discreto, ao introduzir uma transformada para sequéncias de dados amostra-
dos, varias aplicacoes interessantes surgiram [Jury, 1981]. Apds a II Guerra Mundial,
sistemas de controle para armas de fogo foram desenvolvidos para o tratamento de
dados que estavam disponiveis na forma amostrada ou em pulsos. Por exemplo, a
rotacao de um radar pulsado de exploracao que “ilumina” o alvo de tempos em tem-
pos [Jury, 1987]. Na mesma época, o nascimento dos computadores digitais abriu um

amplo campo de aplicagoes para a teoria em franca ascensao.

Em 1952, cinco anos apds a tentativa de Hurewicz, a transformacao foi batizada de
“transformada Z” pelo “Sampled-data control group”, liderada por John Ralph Raggazini
(%1912 1 1988), com Eliahu Ibrahim Jury — que, na época, era aluno de doutorado de
Raggazini, mas que acabou sendo um dos principais desenvolvedores da teoria —, Lotfi
Zadeh — famoso pela criagao da légica Fuzzy — e colaboradores da Columbia University,
com o artigo “The Analysis of sampled-Data Systems” [Ragazzini e Zadeh, 1952], consi-
derado por muitos como o trabalho pioneiro sobre a transformada Z. A transformada Z

pode ser definida da forma seguinte [Oppenheim et al., 1997].

Definigao 1 (transformada Z). A transformada Z de um sinal x(t), ou de uma sequéncia

de valores amostrados x[nT|, com periodo de amostragem T — ou simplesmente z[n]

2funcdes usadas para representar uma sequéncia de dados amostrados.
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denotando a n-ésima amostra — é definida pela equagao:

oo

Z{zn]} £ ) aln]z " = X(2). (4.14)

n=—oo

A operacao definida pela equacao 4.14 é chamada de transformada Z bilateral, ja
que considera —oo < t < oo [a transformada Z unilateral considera 0 < t < o], e 0
simbolo “Z” é um operador linear, que indica “transformada Z de”. Além disso, vé-se
pela definicdo que se uma sequéncia é zero para n < 0, i.e., para um sinal causal, X (2)
terd apenas poténcias negativas de z. Nestes casos, representa-se frequentemente X (2)
em termos de polinomios em z~!. No entanto, Hurewicz, Ragazzini e outros nao foram os
primeiros...

A transformada Z é uma operacao que transita entre um espacgo de funcoes discretas
e um espaco de fungoes analiticas e complexas. No estudo da transformada de Laplace e
do método de Carson, descobriu-se que a transformada inversa pode ser obtida através
da integral de Bromwich, que consiste em uma integral de linha, envolvendo contornos
fechados. E para resolver uma integral de contorno, deve-se lancar mao do teorema do
residuo. Isto significa que uma integral de contorno pode ser resolvida pela mera soma de
residuos.

A questao agora volta-se a natureza do residuo e como calcula-lo. A resposta envolve a

natureza da singularidade em uma extensao da série de Taylor, chamada série de Laurent.

A partir de 1814, Cauchy passou quase 40 anos para sedimentar as bases da teoria
de variaveis complexas, exercendo grande influéncia nos trabalhos de outros pioneiros,
como Pierre Alphonse Laurent (%1813 t 1854), que viria a complementar o seu tra-
balho. Laurent, antes de iniciar seu “cargo oficial” como matematico, trabalhou como
engenheiro civil para o corpo de engenheiros do exército francés. Alids, até a con-
tribuicdo de Laurent [datada de 1843], Cauchy desconhecia o assunto da expansao em
séries de funcoes analiticas®. Tal descoberta, além dos avangos do proprio Cauchy,
representaram um grande progresso, que influenciaria sobremaneira a tecnologia do
século XX. Contudo, os trabalhos de Laurent s6 vieram a publico apés um “empurrao”
por parte de Cauchy, quando este esvreveu uma carta de recomendagao a Academia
Francesa. Curiosamente, os trabalhos foram publcados em 1863, muito apds a morte
dos dois [Nahin, 1998].

“Uma fungao complexa é dita analitica em um ponto se ela é diferencidvel neste ponto.

Teorema 3 (Série de Laurent). Se f(z) é uma funcdo analitica, com 1 < |z — zo| < 72,

entao f pode ser expandida em uma série de poténcias negativas e nao-negativas com
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centro em torno de z, :3

oo

f(z)= Z ap(z — 20)" . (4.15)

k=—o00

Ou ainda, escrevendo de maneira expandida:

f(z) :Zak(z—zo)k—l—z(z_b—kz)k. (4.16)

Figura 4.1: Anel de convergéncia da série de Laurent.

', a fungao f(z) é analitica. Contudo em pontos fora de I, ela pode ter singularidades. O
primeiro somatoério é a expressao familiar da série de Taylor; o segundo envolve poténcias
negativas em 2z — 2g, o que fornece a natureza da singularidade. O residuo é o coeficiente
by da poténcia 1/(z — zp). A expansao em série de Laurent tem dois propdésitos praticos:
(1) d4 a natureza da singularidade e (2) pode ocasionalmente ser usada para calcular o

valor verdadeiro do residuo. Quanto a natureza da singularidade, ha 3 tipos:

1. Singularidade Essencial: Considere por exemplo a fungao f(z) = cos1/z. Fazendo

a expansao para o coSseno,

1 1 1 1
cos — = 1-— 52 Tt T 6o +... (4.17)

para 0 < |z| < co. Note que essa fun¢ao nunca é truncada para poténcias negativas

de z. O valor do residuo para uma singularidade essencial em z = 0 é zero.

sin z

2. Singularidade removivel: considere a fungao f(z) = ®2%. Esta funcdo parece a
principio ter uma singularidade em z = 0. Entretanto, fazendo a expansao do seno,
sin z Z z z
=l—-—=+=—+... 4.18
z 3t 507! (4.18)

3Vale lembrar neste ponto que z é um “simples” niimero complexo, sem trocadilho.
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ve-se que, em verdade, para todo z a fungao nao possui singularidade alguma. Con-

sequentemente, o residuo € zero.

3. Polo de ordem m: Considere a fungao

1
f) = (z — 1)3 (z+1) (4.19)
1 1 1
N 2(2—1)3_4(2—1)2+8(Z—1)_m (420

para 0 < |z —1| < 2. Essa func¢do possui duas singularidades: uma em z = 1 e
outra em z = —1. Como a maoir poténcia negativa ¢ 3, z = 1 é chamado polo de
terceira ordem. A outra singularidade é chamada polo de ordem simples. O residuo

41
68.

A expansao em série de Laurent nao é, contudo, o método de escolha no célculo de
residuos — exceto no caso de uma singularidade essencial. Neste caso, a expansao é o
unico método. Felizmente, esse tipo é muito raro em aplicacoes praticas. O método mais
comum foi apresentado na se¢ao 2.9, quando foi abordado o problema da transformada
de Laplace inversa pela integral de Bromwich. A definicao formal do teorema do residuo
pode ser vista na caixa da pagina 37.

Dessa forma, a transformada Z de uma sequéncia f(n) é definida como sua expansao
em série de Laurent em torno de zg = 0! Além disso, dada a unicidade da série de Laurent,

a transformada Z implica em uma relacao bijetiva:
z[n] & X(2). (4.21)

O somatorio [defini¢ao 1] pode ndo convergir [ndo existir] para todos os valores de z. Os

valores de z para os quais a série converge, isto é, para os quais a desigualdade

Z |z[n]] |27 < o0 (4.22)

n=—oo

se verifica, formam a chamada regidgo de convergéncia — RDC — de X (z), que é a mesma
regiao de convergéncia da série de Laurent, centrada em zy = 0, como ilustra a figura 4.1.
Isto é o mesmo que dizer que uma condicao de existéncia da transforma Z é que a sequéncia
seja absolutamente somavel. Na pratica, a transformada Z s6 implicarda em uma relagao
bijetiva quando a RDC for especificada.

Na tabela 4.1 sao mostrados os pares da transformada Z para alguns sinais ele-
mentares com as respectivas regioes de convergéncia, em que u[n] representa a fungao
degrau unitario. No caso bilateral, a transformada inversa para cada X(z) serd tunica

apenas se a RDC for especificada. No caso da transformada Z unilateral, a transformada
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Tabela 4.1: Pares da transformada Z de algumas fungoes elementares.

n. z[n] X|[z] RDC

1 uln] — | |7 >1
2| —u[-n—-1] | —= | [¢] <1
3 a"u[n] —— | |z > |q]
4 | —aul-n—1] | == | 2] <|a|

inversa para cada X (z) é tnica e, dessa forma, a RDC nao necessita ser considerada. Uma

lista mais completa pode ser encontrada em [Oppenheim et al., 1997].

4.3 Correspondéncia entre os planos s e z

A transformada Z pode ser obtida diretamente a partir da transformada de Laplace.

Considere um sinal z(t) e sua transformada de Laplace:

L{x(t)} = /000 x(t) e *tdt = X (s) . (4.23)

Ao aplicar-se um conversor A/D [Jury, 1958] a esse sinal, obtém-se na saida o sinal
amostrado, =* (), que, embora expresso em tempo continuo, contém apenas as amostras
x (nT) — pois envolve um trem de pulsos, em que 7' é o periodo de amostragem. A este

sinal, corresponderd a transformada de Laplace X* (s):

L{z" ()} £ w(nT)e ™ =X (s) . (4.24)

n=0

Ts

Fazendo-se a mudanca de variavel, z = e’ ® — e suprimindo por conveniéncia o termo T

em x (nT) —, tem-se:

(X7 (9)],ere = X (2) 2> 2 (n) 27", (4.25)

n=0
o que corresponde & definigdo de transformada Z [equagao 4.14]. Sendo os planos s e
z ambos complexos, s = a + jw corresponde a um determinado ponto do plano s e, da

mesma forma, um ponto no plano z sera:

Ts _  (otwj) agieT — geiv (4.26)

=e
com T = 1. Sendo a relacao expressa na equacao 4.26 nada mais do que a definicao de z,
ela define o mapeamento entre os planos complexos s e z. Com este mapeamento, pode-se
atribuir a cada ponto do plano s, um ponto corrrespondente no plano z. Além disso, o

fato de z ser uma funcao periédica com periodo jw faz com que um numero infinito de
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pontos no plano s tenha o mesmo ponto correspondente no plano z. Com efeito, todos
os pontos cuja diferenga seja miltipla do periodo (de amostragem), vao possuir a mesma

correspondéncia no plano z:

s1 = a+ jb; (4.27a)
2

Sg = 8 j:j%/{:; (4.27Db)

2 = el =z = el (4.27¢)

Em se tratando da andlise de uma funcao complexa, deve-se ter em mente a possivel
localizacao dos polos e zeros da funcao. Na anélise de sistemas de controle, por exemplo,
um método utilizado na determinacao de possiveis polos e zeros é o “lugar geométrico
das raizes”. Este método grafico permite ter uma ideia da estabililidade do sistema, no
qual um polo localizado no semiplano direito do plano complexo s faz com que o sistema
apresente comportamento instavel — como explicado na caixa da pagina 83. Da mesma
forma, procede-se em relacao ao plano z — em sistemas de tempo-discreto —, caso exista
algum polo fora do circulo unitario. Com polos sobre o circulo unitario — ou sobre o eixo
imagindrio no plano s —, o sistema apresenta comportamento oscilatério.

Da equagao 4.27 percebe-se que qualquer ponto em s sobre o eixo imaginario tem parte
real nula, o que significa que os pontos correspondentes no plano z sao z = e/*T. Isto
equivale dizer que z é o equivalente em coordenadas polares para z = cos(wT')+ jsen(wT),
o que pode ser entendido como um vetor de médulo constante e fase w, i.e., um “fasor”, no
contexto da engenharia elétrica. Tem-se portanto que o mapeamento de todos os pontos
sobre o eixo imaginario do plano s correspondem aos pontos sobre um circulo de raio
unitario, no plano z, como ilustra a figura 4.2.

Por outro lado, se na andlise de um sistema discreto, ocorrerem singularidades [polos
ou zeros| da fungao fora do circulo unitario, isto corresponderd, no plano s, a polos no
semiplano direito. Por exemplo, caso existam infinitos polos formando uma reta que corta
o eixo real no semiplano direito de s — em um valor, diga-se, @« — o mapeamento em z
corresponderd a um circulo de raio o [equacao 4.26]. Analogamente, pode-se extender
o raciocinio para pontos situados no semiplano esquerdo do plano s: neste caso tem-se
|o| < 1, situando seus pontos correspondentes no plano z dentro do circulo unitario. Um

mapeamento completo dos planos s e z é ilustrado pela figura 4.2.

4.4 Decifrando a transformada Z

Existira algum elemento que conecte a transformada Z com outras transformadas, da
mesma forma que a funcao de Heaviside [segao 3.8 para as transformadas de Laplace e

Fourier?
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 Plano S
C\

N)

Figura 4.2: Mapeamento entre os planos s e z.

I w-(t) Suponha o circuito puramente indutivo ilustrado pela
figura 4.3. Este circuito, por mais simples que pareca,
v(t) I % contém uma das chaves que podem auxiliar na com-

preensao do conceito de transformada, além das re-

— lagoes entre a transformada Z e outras técnicas de

transformacao. Considerando L. = 1H e aplicando

Figura 4.3: Circuito puramente in- & Lei de Kirchhoff das tensoes, tem-se, escrevendo

dutivo. a equacao resultante em termos da transformada de
Laplace:
Vi(s) = sl(s),
ou ainda:
Vs
—— =35.
I(s)

Voltando ao dominio do tempo, isto é, aplicando £L7! {V (s)}, tem-se:

di

v(t) = R

Rescrevendo na forma diferencial e integrando a a EDO resultante, obtem-se:

t t

/mmh+/m.

t=T t=T

Sabe-se que uma integral pode ser interpretada como a area abaixo da curva descrita
por uma funcao. Dessa forma, caso se queira aproximar a integral, isto é, calcular o valor
aproximado da drea abaixo da curva, pode-se utilizar um trapézio de altura T" e bases v(t)

e v(t —T), como ilustra a figura 4.4. Assim, uma equagao de diferengas serd obtida:
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~

t t

Figura 4.4: Aproximacao da integral por um trapézio.

W= Dr — i) —ie - 1)
i(t) = U(t)_g(t_T)TJri(t—T).

Ora, aproximar a integral pela area de um trapézio é o mesmo que discretizar o sistema
descrito pela equagao diferencial e obter uma equagao de diferencas. Quando um sistema
continuo [que possuia transformada de Laplace] é discretizado para resolver a equagao
diferencial que o caracteriza, obtém-se uma equagao de diferencas que, por sua vez, pode
ser analisada pela transformada Z. Tem-se entao, de um lado, o sistema continuo e sua
transformada de Laplace e, de outro, o sistema discreto e sua transformada Z. Logo,

aplicando-se a transformada Z, tem-se:

I(z) = gV(Z) + gzl‘/’(z) +271(2)
I(z)[1-27"] = % [1+271V(2),
No que se obtém:
V(z) T[l1-z"
I(z) 2 {1 —i—z—l] ’ (4.28)

em que 1" é o periodo de amostragem. Mas, o que a equacao 4.28 tem de importante?
Como o sistema é puramente indutivo, sabe-se que a tensao sobre o indutor é proporcional
a derivada da corrente. Isto no dominio de Laplace corresponde a multiplicar-se I(s) pela
variavel s. Quando o sistema ¢é discretizado e nele aplicado a transformada Z, obteve-se
uma relacao que equivale a uma transformada direta s — 2! Em outras palavras, é uma

espécie de “discretizacao da transformada de Laplace”.
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T[1—21

Esta transformada é chamada transformacao bilinear ou transformacao de Tustin,
em homenagem ao engenheiro britanico Arnold Tustin (x1899 11994), um dos pioneiros
da engenharia de controle [Tonidandel, 2010]. Assim, pode-se pensar na transformagao
de Tustin como um “mecanismo” que conecta as transformadas Z e de Laplace, o que
responde a pergunta formulada no inicio da segao.

Contudo, a transformagao bilinear é um tipo de transformacao que faz parte de uma
classe ainda maior de transformadas, que mantém estreitas relagoes com a transformada
Z: a das transformagoes conformes ou mapeamentos conformes. Suponha uma transfor-
macao que leva um ponto z; do plano z ao ponto w; do plano w e as curvas igualmente
transformadas do plano z ao plano w, como ilustra o esquema da figura 4.5. Entao, se a
transformacao é tal que conserve o angulo entre as duas curvas que se interceptam, esta

transformacao é dita conforme [Papoulis, 1962, p. 285 — 286]. Dentre elas, pode-se citar:

e Transformacao afim: w = az + . Figuras sao deslocadas segundo uma fungao
linear;

az+p.

e Transformacao bilinear: w =
Yyz+4 7

e Rotacdo: w = e/’z. Figuras sdo giradas de um angulo 6;

e Dilatacao: w = az: Figuras sao dilatadas ou contraidas no plano z.

Entre os trabalhos sobre funcoes analiticas do século XIX que influenciariam a
tecnologia do século XX estao a Teoria da Estabilidade [caixa da pagina 83] e a
transformacao conforme ou mapeamento conforme. Os dois assuntos poderiam, o que
de fato ja acontece, preencher varios livros. A transformagao conforme é o método
geral de buscar uma equacao que, aplicada em uma “figura” complicada no plano
complexo, a transforma em um formato mais simples, e.g., um circulo ou um retangulo.
Mas qual sua real utilidade?

Toda solugao nao trivial da equacao de Laplace — uma equagao diferencial parcial
representada por V2u = 0 [caixa da pdgina 50] — é chamada fun¢do harmonica.
Por exemplo, o problema de Fourier que culminou em sua série trigonométrica —
assunto abordado no capitulo 3 — consistia em encontrar uma solugao para a equagao
de Laplace®. A utilidade de um mapeamento conforme estd no fato da equacao de
Laplace ser mais facilmente solucionada para formas mais simples, como circulos e
retangulos. No apéndice F, pode ser visto que a transformada de Kelvin também é

uma transformagao conforme, porém em 3 dimensoes!

%Por isso, nao é “a toa” que cada termo da série de Fourier seja chamado de harmoénico, pois é
uma soma de fun¢oes harmonicas.
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y
Plano z Plano w

Plano z Plano w

z2
z1 w3

Figura 4.5: Esquema de uma transformagao conforme.

Por exemplo, se em um sistema dinamico ¢ aplicada uma transformacao conforme, ele
conservara todas as suas caracteristicas de estabilidade. Esta peculiaridade é explicada
pelo fato de uma transformacao conforme conservar os angulos das operacoes sobre o
plano complexo. O apéndice E é mostra um exemplo em que se utiliza a transformacao de
Tustin para a discretizagao de um sistema continuo no tempo e sua comparacao com outras
transformacoes nao-conformes, que podem transformar um sistema continuo estavel em
um sistema discreto instavel. As transformacoes conformes sao muito importantes para o
entendimento do conceito de “transformada”. Muitas destas operagoes sao ensinadas como
propriedades das transformadas — Z e outras —, o que nao sao de fato. Este assunto sera

abordado na préxima secao.

4.5 Propriedades

A transformada Z possui diversas propriedades interessantes, tanto do ponto de vista
de aplicacoes quanto no aspecto matematico. Neste ultimo aspecto, foi constatado que
algumas de suas propriedades constituem-se em operagoes sobre um plano complexo.

Entre elas, estao as operacoes de rotacao, translagao no tempo, dentre outras:

Propriedade 1 (Linearidade). A transformada Z é linear. Esta é, sem divida, a pro-
priedade mais importante da transformada Z, assim como as transformadas de Fourier
e Laplace. Isto significa que, se f(n) e g(n) possuem a transformada Z e o e f s@o es-

calares, ent@o o sinal discreto z(n) formado pela combinagao linear z(n) = af(n)+ Sg(n)
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possui a transformada Z X (z) = aF(z) + fG(z). Em outras palavras, a propriedade da

linearidade estabelece que a transformada Z obedece ao principio da superposi¢ao.

Demonstracao. Note que pela defini¢ao,

Zle(n)] £ ) laf(n) + Bg(n)]""
= Zaf(n)zfn—l—Zﬁg(”)Zin

= aF(z)+ pG(2).

]

Propriedade 2 (Multiplicagdo por sequéncia exponencial a™). Se X(z) é a transformada

z de z[n], entao:

Zla"z[n]] = X(a '2) (4.30)
Demonstragdo. Zla"x[n]] = nijoa”x[n]z_" = éx(n)(a‘lz)_” = X(a'2). O

Se a" é um nuimero real positivo, a multiplicagdo pode ser interpretada como uma
“dilatagao” ou “encolhimento” do plano z ou de uma “figura” qualquer no plano z. Caso a
seja um nimero complexo com médulo unitério, diga-se, e/“?, a multiplicacao corresponde
a uma rotacao no plano z de um angulo wy, i.e., a localizagao dos polos e zeros da funcao
mudam ao longo de circulos concéntricos na origem. Frequentemente isto ¢ interpretado
como uma transla¢do complexa [de frequéncial, associada a uma modulagdo no dominio
do tempo por uma sequéncia exponencial complexa e/“°". Isto é, se a trasformada de

Fourier existe, esta propriedade tem a forma:
70 g [n] Lx [ej(“o_w)} . (4.31)
Propriedade 3 (Deslocamento temporal). Se X(z) é a transformada z de z[n|, entao:
x[n — no) & 27" X(2); (4.32)

para ng inteiro. Se ng é positivo, a sequéncia original é deslocada para a direita. Se

negativo, x[n] é deslocada para a esquerda.

Demonstragao. Se y[n] = x[n — ngl, a transformada Z correspondente é:

Y(z) = Z x[n —nglz™".

n=0
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Com a substituicao de Varidveis m = n — ng, tem-se:

Y(2) = Zx[m]z_m+no

m=0
o)

= 2" Zx[m]z’m

m=0

= z2"X(2).

]

A propriedade de deslocamento temporal é muito 1til, juntamente com outras pro-
priedades e procedimentos, na obtengao da trasformada Z inversa [Oppenheim et al.,
1997].

4.6 Métodos de Inversao

Alan V. Oppenheim, afirma em seu livro “Discrete-time Signal Processing” [Oppenheim
et al., 1997] que

“Existe um ntumero de maneiras formais e informais de encontrar a transformada Z

inversa.”

Contudo, segundo ele, os “procedimentos menos formais” sao preferiveis na pratica, como
o método da inspecao direta, que consiste apenas em referir-se aos “pares da transformada
Z”, como apresentado na tabela 4.1. Ao encontrar-se um par compativel, faz-se a relacao
Z < Z71 Outro método preferivel é o da expansdo da funcao X(z) em série de potén-
cias (em termos de z7!). Método ttil quando existe a dificuldade de se encontrar uma
forma fechada para a inversa em uma tabela de transformadas. H4 também o método da
expansao em fracoes parciais, o que leva ao método da “inspecao direta’. Alids, o método
da expansao em fragoes parciais nada mais é que o método dos residuos para uma funcao
racional. Em outras palavras é o método de Heaviside, em que pode ser utilizado seu
famoso Teorema da Expansao.

Por dltimo, o da integral de inversao, pelo qual o cédlculo da transformada inversa
reduz-se ao somatério de residuos (devido aos p polos) da funcao X (z)z"~!. Dentre os

métodos de inversao, este é o mais poderoso, apesar de aplicacao mais onerosa:

p—1
z(n)=Z'{X(2)} =) Res[X(2) A (4.33)
k=0
O que é O 1ImMeSImo que escrever:

r(n) = 2 {X (2)} = % ]4 X(2)2"dz. (4.34)
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A esta altura, ja é possivel perceber que a transformada Z é muito util quando uma
soma infinita pode ser expressa em uma forma fechada e matematicamente simples, no
estudo de sinais e sistemas discretos. Vé-se também que a transformacao possibilita a
operacao da transformada inversa por uma integral de contorno, da mesma forma como
a integral de Bromwich. Contudo, os métodos menos formais sao aconselhaveis, dada a
possibilidade da utilizacao de pacotes computacionais para a resolucao de problemas es-
pecificos. As propriedades da transformada Z podem ser encaradas como transformagoes
em si e podem por sua vez ser encaradas como ponte para uma conpreensao ainda maior
do conceito de transformada. Neste aspecto, considerando relagao entre a transformada
Z e a transformada de Laplace por intermédio de uma transformacao conforme tem-se
igualmente a possibilidade de abordar a questao da resolucao de equacoes diferenciais
parciais, como a equacao do calor de Fourier — e outros problemas potenciais, como pode

ser visto pela transformada de Kelvin, no apéndice F.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

5.1 Entre o Real e o Complexo

A matematica é talvez a tnica ciéncia que nao necessita de um orgao sensorial mas
aparenta ser, ao mesmo tempo, um “sensor”’ para 0s mecanismos universais, a0 menos

aqueles tangiveis, dos fenomenos ditos materiais. Nas palavras de Oliver Heaviside,

“a matematica deve ser encarada como uma ciéncia experimental e a ideia de
que ao nao ser que se caminhe por um caminho pré-definido néo é possivel provar-se

nada é doutrina das mais perniciosas.”

Ja ha muito, a matematica rompeu com as ideias mecanicistas de Isaac Newton, em-
bora o ser humano habite um mundo eminentemente Newtoniano. A mecanica quantica
¢ um grande exemplo dessa realidade: a maioria dos seus resultados nao fazem qualquer
sentido caso se queira interpreta-los utilizando meramente o “bom senso”. A unica coisa
que nao deixou os fisicos e engenheiros desviarem-se do caminho foi a matematica.

As transformadas, na visao de muitos, sempre tiveram um certo ar de mistério. Mas o
que sao realmente? Uma simples substituicao de variaveis e até integrais de contorno em
um plano complexo podem fazer parte deste contexto. Nesta busca de uma significacao do
conceito de transformada, muito pode ser tirado como licao: sabe-se que o nome “trans-
formada de Laplace” abarca varios outros nomes, mais ou menos notorios, e que fizeram
parte da construcao desta extraordinaria ferramenta. Oliver Heaviside — provavelmente
o principal protagonista desta historia — amado e odiado por homens de ciéncia de seu
tempo é um exemplo. Seria injustica nao considerd-lo ao menos um artifice desta obra
monumental. Joseph Fourier — pai da transformada que mais tarde levaria seu nome —
é igualmente um dos pilares do conceito de transformada. Hurewicz, Zadeh, Ragazzini
e outros também constituem elementos atuantes do palco em que a estrela principal é a
transformada Z.

Atribui-se frequentemete a famosa citacao “Deem-me uma alavanca e um ponto de
apoio e poderei mover o mundo” ao pensador grego Arquimedes de Siracusa. Talvez seja
licito considerar que o marqués de Laplace tenha mesmo descoberto “por acaso” — ja que

nao mais seguiu por este caminho — tal alavanca, ao enunciar:
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ult] = Z Yut® .
=0

O que deu o nome de func¢ao geratriz para uma sequéncia de niimeros, sem divisar naquele
momento que este nome teria um significado ainda maior. Esta transformagao aparenta
estar presente no cerne de quase todas as transformagoes estudadas ao longo do texto,
tanto para a transformada Z quanto para as transformagoes integrais, como as transfor-
madas de Laplace e Fourier — caso a transicao dos elementos no somatério seja tomada
de forma infinitesimal. Mas isto significa que o trabalho estava realizado? Absolutamente!
Para “mover o mundo”, também ¢é necessario o ponto de apoio. Mas onde estaria ele?

Cronologicamente, a transformada de Fourier tem relativa ascendéncia em relagao
as outras transformadas, seguindo o desenvolvimento das transformadas como entidades
a parte. Foi com o trabalho de Fourier que as equacoes diferenciais parciais entraram
no recinto da engenharia de maneira sorrateira, pelas janelas... antes disso, a época de
Newton, as equagoes diferenciais parciais nao se impunham e ele nao fez delas uso regular.
Nas palavras de Albert Einstein (x1879 11955) [Einstein, 1953], as equagoes diferenciais
parciais “tornam-se indispensaveis para a mecanica dos corpos modificaveis”: o problema
da conducao de calor atacado por Fourier nada mais era que um problema de valor de
contorno expresso por uma equacao parcial que, sob certos aspectos, transforma-se na
equacgao da difusao ou na equacao de Laplace — equacao que se faz também presente
na transformada obtida por Lord Kelvin. Tanto na obtencao da série trigonométrica
quanto no caso de um “soélido infinito” — abstragao admissivel para o caso de uma funcao
aperiodica —, o poder da teoria das séries e da transformada de Fourier vai além dos
limites concebiveis. E nao apenas na resolucao de uma equagao diferencial parcial: o fato
de ser possivel expressar qualquer funcao por uma série de Fourier ja é por si admirdvel!

O mesmo pode ser dito do Célculo Operacional de Heaviside. O procedimento experi-
mental de transformar uma equagao diferencial ordindria em uma equagao algébrica, com
a criacao da variavel p, foi encarado como um disparate a época, mas se transformou, apds
os trabalhos de Carson e Bromwich, em pratica rotineira para quase todo o estudante de
engenharia e ciéncias exatas. Além das aplicagoes costumeiras, o método de Heaviside e
dos métodos operacionais que abarcam atualmente a transformada de Laplace mostraram-
se muito tteis na solugao de equacgoes diferenciais parciais, ja que tém a impressionante
propriedade de transformar uma equagao parcial em ordinaria, solucionavel pelos métodos
ja consagrados. Se aplicada novamente — o que ¢é licito —, a transformada de Laplace tem
a igual capacidade de transformar a equacao diferencial ordinaria obtida em uma equacao
algébrica! Este assunto é, sem duvida, pouco explorado ao nivel de graduacao dos cursos
de engenharia.

Contudo, a ferramenta talvez mais extraordindaria da teoria da transformada de Laplace
seja o Teorema da Expansao de Heaviside, para o calculo da transformada inversa. Para

funcgoes racionais, o métodos de Heaviside e Bromwich “convergem” um para o outro, ou
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seja, a formula para calculo de residuos — necessaria para resolver a equagao de Bromwich
— tem o formato similar a formula da expansao de Heaviside, que na pratica também
fornece os residuos de uma funcao racional. Mas fungoes racionais aparecem na resolucao
de equagoes diferenciais ordinarias. Foi ao utilizar de maneira bem sucedida a férmula
da expansao na resoluciao de equacoes diferenciais parciais’ — o que implica em funcoes
nao racionais — que Heaviside deixou sua marca e enfureceu os figurdes de seu tempo.
A férmula da expansao permite calcular a transformada inversa de maneira muito mais
simples que a integral de inversao Bromwich, que exige o conhecimento de integrais de
contorno e conceitos avancados de analise complexa. De fato, foi o teorema da expan-
sao que possibilitou a utilizagao pratica da transformada de Laplace em problemas de
engenharia.

Do ponto de vista puramente matematico, as transformadas de Laplace, Fourier e Z
podem ser compreendidas como integrais de contorno [ou somatérios] em um plano com-
plexo, e que realizam operacoes neste universo. As duas primeiras nasceram como técnica
de resolugao de problemas de valor de contorno, mas tomaram uma forma abrangente e in-
imaginavel, principalmente no que diz respeito a versatilidade de aplicacoes; tendo seguido
a partir dai caminhos relativamente dispares. A transformada de Laplace, que opera so-
bre todo plano complexo — como pode ser observado pela formulagao de Bromwich —,
“especializou-se” principalmente em sitemas dinamicos e é muito eficiente no estudo da
estabilidade de sistemas — lembrando que sistemas dinamicos sao geralmente descritos
por equacoes diferenciais, sobretudo parciais. A transformada de Fourier, por sua vez, é
extremamente eficiente para o estudo de fendmenos transitorios e de resposta em frequén-
cia, ja que realiza operacoes sobre o eixo imaginario, mas permite “enxergar” aspectos
que a primeira nao pode, ou que pode de maneira mais complicada: nitidamente, uma
ferramenta para cada trabalho.... A transformada Z, em contrapartida, esta mais voltada
para sistemas discretos e para a resolucao de equacoes de diferencas, que sao o equivalente
discreto das equacoes diferenciais. Caso se queira pensar que cada vez mais ferramentas
computacionais tém sido utilizadas na resolucao de problemas praticos de engenharia, a
transformada Z toma uma importancia imensa.

Fica evidente a relagao intima entre todas as transformadas, sendo que varios elemen-
tos foram utilizados para demonstrar a “conexao” entre todas elas, como forma de unificar
o conceito. Unificar, neste contexto, nao significa criar uma transformada tnica. Ha in-
clusive trabalhos neste sentido, como por exemplo [Corinthios, 2002] e uma transformada
generalizada nao teria utilidade pratica para os objetivos propostos. Foi observado que a
funcao degrau unitario pode ser utilizada como um mote para a compreensao das relacoes
entre as transformadas de Fourier e Laplace. Matematicamente, foi visto que a trans-
formada de Laplace é de fato a transformada de Fourier multiplicada por um fator de

convergéncia. Da mesma forma, a transformacao de Tustin foi utilizada para “conectar”

!Para a qual, alids, nao existe ainda uma prova matemética.
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as transformadas de Laplace e Z, fechando assim o elo entre as trés transformadas. Con-
tudo, a transformacao de Tustin, que é uma espécie de transformacao conforme, pode da
mesma forma criar vinculagoes entre o trio e outras transformadas, como a transformada
de Kelvin que, como visto, pode ser aplicada na resolucao da equagao de Laplace, na
busca de fungoes harmonicas para solugao de problemas envolvendo potenciais.

Nao se objetivou neste trabalho esgotar o assunto de estudo das transformadas, nem
tampouco a historia de seu desenvolvimento e aplicagoes. Uma pretensiosa — e talvez
impraticavel — empreitada preencheria seguramente varios livros. Buscou-se apresentar de
maneira modesta os fundamentos de algumas técnicas de transformacao em particular e em
conjunto, juntamente com o aspecto humano e historico inerente ao seu desenvolvimento,
na tentativa de criar uma visao unificada do conceito de transformada, entendendo que as
transformadas sao, dentre incontaveis outras técnicas, pontes que facilitam a busca por

uma melhor compreensao dos fenomenos da natureza.

5.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

A proposta deste trabalho de unificar conceitos é uma tentativa de criar uma visao
global do conceito de transformada, que acredita-se ser essencial para a formacao do
engenheiro. E embora o produto final nao seja algo mensuravel, espera-se ter contribuido
neste sentido.

Pode-se observar nitidamente a influéncia do autor Paul J. Nahim e, em especial,
de sua obra “The Science of Radio”, na confeccao deste trabalho. Sua visao historica e
humanista, conjugada harmonicamente com a linguagem técnico-cientifica, torna o apren-
dizado um processo natural e divertido, embora sélido.

Propoe-se, como sugestao para futuros trabalhos, a utilizagao desta estratégia na unifi-
cacao de outros conceitos. Pode-se inclusive procurar aumentar o “leque” das transfor-
madas, situando a investigagao nas raizes e conexoes entre transformadas que nao foram
trabalhadas no texto. Porém este modelo nao é aplicavel somente no contexto da en-
genharia e ciéncias exatas: pode-se utiliza-lo em outras areas, sempre com o objetivo de
unificar conceitos, teorias, ideias. Pode-se também pesquisar outros modelos e estratégias

de unificacao, sempre com o mesmo objetivo.
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Apéndice A

A derivada de uma integral é a integral da
derivada?

Propoe-se a seguinte questao [Nahin, 2001]: A derivada de uma integral é a integral
da derivada? Isto é, se g(y) = [ f (x,y) dz, qual é a derivada de g(y)? Pode-se afirmar,
0

corretamente, que:
™

dg d | i
@_d—yo/f(a:,y)dx—/aydaz? (A.1)

0

Decerto que sim! Mas, apenas quando os limites de integracao forem constantes, como os
da equagao A.1. Neste caso, a derivada de uma integral é apenas a integral da derivada.
Mas, se um (ou dois) dos limites for fungao da varidvel y, i.e., se

u(y)
9gy) = [ flx,y)dy, (A.2)
v(y)
ainda é correto escrever w
u(y
dg of
— = —dx? A3
a0 oy ™ (A.3)
v(y)

Neste caso, nao se pode dizer o mesmo. Para saber qual a resposta correta, deve-se
introduzir alguns conceitos, como o de diferencial:

Defini¢ao 2 (Diferencial). Seja uma funcao u = f(x), como mostrado pela figura A.1.
Uma variagao na variavel independente Ax = xy — x1 corresponderd a uma variagao de
u(x):

Ar = z9— 14

Au = [(z2) = flz1)
Au = f(xg+Ax) — f(z1).

Multiplicando por % e fazendo Ax — 0, tem-se:

lim Au = lim [l + Az) — f(a)

Az .
Az—0 Az—0 Azx
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Figura A.1: Definigdo de diferencial.

[ tAz)—f(z,)

X é a propria definicao de derivada, vem:
- G

du = {dfdf)}m
du

du = Ax%. (A4)

Ora, como lima,_,q

Demonstragao. Retornando ao problema, deseja-se derivar uma integral com limites var-
iaveis, ou seja, calcular , em que g(y) é dada por A.2. Da defini¢do de derivada, tem-se:

dg .. gly+Ar)—g(y)
=A% A A9
Entao, de A.2:
u(y+Az) u(y)
gy + Azx) — g(y / fxy+Aa:da:—/fxy
v(y+Ax)

Se u(y) e v(y) sao diferencidveis, entao:

du _ . uly+Az) —u(y)

Yy Ars0 Ax ’
dv_ vyt Ar) ()
dy  Az—0 Ax
Entao, com Ax — 0:
d
u(y +Az) = Awd—z + u(y)
= du+u(y)
d
v(y+ Az) = Axd—Z + u(y)
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E entao,
u(y+Az) u—i—A:c% u+du
/ f(z,y + Ax)dx = / dx = / dx .
v(y+Az) U+A$% v+dv

Da mesma forma, para f(z,y), com Az — 0:

d
Flay+ Ao) = Ac'l 4 (o).
logo
u(y+Az) u+du 9
/ [,y + Ax)dr = / {f(x,y)+Awa—£}dx
v(y+Ax) v+dv
u+du u—l—dua
= /fderAx/—fdx.
dy
v+dv v+dv
O que leva a:
u+du u+du u
of
gly+Ar)—gly) = [ fde+Av [ Zwde— [ fdo.
v+dv v+dv J v

Usando a figura A.2 como referéncia para visualizar os limites de integracao, vé-se que
havera cancelamento de intervalos. Entao, a tltima expressao pode ser rescrita como:

| | | | | | | | | | | | |
T T T T 1 T T T T T T T T

T
Primeira Integral !

Terceira Integral

i
|
l
|
l
|
|
|
|
- - 4 = = = =
L
i
l
|
|
! |
l
|
|
|
l
l
|

i— — —;Intcrvalo Canccladoi‘i" + + + —|'_ + —I'- + :
voov+tdv u u+du

Figura A.2: Guia para visualizagdo dos limites de integragao.

u+du v+dv u+du

oy + Az) — g(y) = / f(x,y)d + / f(y)dz + Az / g—gdx.

u v v+dv
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Entao!,
u+du
du
fly)de = flu(y),y] Avg
v+dv
dv
Y
Assim,
u—l—Am%
flu(y),y] Azt — flo(y),y) Azl + Az [ Glde
dg .. gly+Az)—gly) vhATg
—Z = lim = lim
dy Az—0 Az Az—0 Ax
Dessa forma, chega-se ao resultado esperado:
i For d d
g u v
— = —d. —_— = —_—. A6
L= [ Gt S G - TG (A.6)
v(y)
O

A expressao A.6 é chamada de Regra de Leibniz para derivada de uma integral, em
homenagem ao matemaético alemao Gotfried Wilhelm Leibniz (1646 1 1716), contem-
poraneo de Isaac Newton (%1642 T 1727) e co-criador do célculo diferencial e integral.
Segundo tal regra, a derivada da integral é simplesmente a integral da derivada, se os
limites de integragao nao sao fungao da variavel independente.

Exemplo 1 (Circuito RLC). Considere o circuito RLC da figura A.3. No instante t = 0
a chave é movida para a direita e o capacitor (até o momento carregado em V;) comega a
descarregar pelo indutor. Utilizando a lei de Kirchhoff das tensoes, considerando i(t) no
sentido horario:

t

di 1 [

LE—FRZ‘FG/Z(T)dT—‘/O—O
0

Derivando com relagao a t vem:

t
e di 1| o) @t d(0)
iy L dr +iZ i) 22 4 — .
w ate or AT Hilt) g — 0= ’
0

'E como se, nesta tltima simplificacdo, considerassemos f “constante” na integral, ou seja:

u+du ut+du

/fdx:f/dx:fm:uﬂlu

:f-(u—&-du—U):f'dUZf'Ax%-

u
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C'=

/1

Figura A.3: Circuito RLC alimentado.

. ~ ~ oi(r) .
desde que i(7) nao é fungao do tempo, tem-se que =~ = 0. Desta forma:
d%i di
L—+R—+—=1=0
e TR

Esta equacao pode ser resolvida por transformada de Laplace, ou outro método qualquer,
como por exemplo, assumindo uma soluc¢ao exponencial i(t) = ke,



Apéndice B

Transformada Inversa através das integrais
de Duhamel

Segue um exemplo de aplicacao de um circuito RC. Apresenta-se o método que Carson
utilizava para calcular transformada inversa, utilizando as integrais de Duhamel. Este ex-
emplo sera resolvido duas formas. Primeiro, usando o método de Carson, com o conceito
de admitancia indicial (funcdo de transferéncia) e integrais de Duhamel, para uma con-
textualizacao das técnicas disponiveis a época. Em seguida, para efeito de comparacao, o
método padrao e amplamente conhecido, utilizando tabelas de transformadas.

Exemplo 2 (Circuito RC). Considere o circuito da figura B.1. Calcular a corrente em
resposta a uma entrada de tensao do tipo e(t) = E'senwt.

/1

Figura B.1: Circuito RC alimentado.

Solugao 1. Para encontrarmos a admitancia indicial (ou fungao de transferéncia), que
relaciona tensao de entrada e corrente de saida, aplica-se a funcao de Heaviside na entrada,
ao invés de aplicar-se diretamente a entrada e(t) = Esenwt:

Riy(t) + é /il(T)dT = H(t).

Em que:

0 se t<0
H(t)_{l se t>0

Aplicando a transformada de Carson-Laplace, tem-se:

1
I —Ii(p)=1.
RIi(p) + o 1(p)
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Se a transformada de Laplace fosse utilizada, teria-se:

1 1
RI —I(s) =—.
1(s) + Cs 1(s) S
Rearranjando os termos, vem:
p
]1(]7) = )
R(p+ 7c)
ou, como pF(p) = F(s):
1
L(s)= ——.
R(p+ 5e)

Por uma tabela de transformadas, constata-se que:

E_l 1 — e—at .
s+a ’

logo a transformada inversa fica:

1
i(t) = EEsen (wt) + Esen (wr { e~ (t— T)/RC}d 7
E E —t/RC
it) = R (wt) — = Tl /sen ) e/ RCdr

0

Resolvendo a integral por partes (basta integrar duas vezes e rearranjar os termos), tem-se
a corrente:

EwC “yro , BwCcoswt E w2C? R?senwt

)= ———F - .
) =1 2" 1+ 2C°R T R 1+ 0O R?

(B.3)

Solucao 2. A equagao diferencial que descreve o sistema é:

¢
Ri(t) + é /z(u)du = FEsenwt .

0

Tomando a transformada utilizando a equacao de Carson-Laplace, tem-se:

Fuw _
p? 4+ w?’

[RJrCip] I(p)=p
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rearranjando os termos, a corrente (em funcao de p) fica:

Ewp?

Rlp+) (@ +w?)’

I(p) =

ou, se fosse utilizada a transformada de Laplace:

1 Ew
R+—11(s)=———.
{ * Cs] (5) 52 4 w?
Rearranjando os termos, vem:

Fuws
R(S—i-%) (s2 +w?)’

I(s) =

Vé-se portanto que possuem transformadas similares, exceto pelo operador p. De fato,

pLA{f(t)} = pF(s) = F(p);

ou seja, basta dividir a transformacao de Carson por p para obter a equagao em termos
da transformada de Laplace. Como o sistema € tnico, ele terda naturalmente a mesma
transformada inversa, ou seja, a corrente no dominio do tempo. De acordo com uma
tabela de transformadas:

_ EwC 3 EwCecoswt  E w?C?R2%senwt
i(t) = ———————¢ /RO + =
1+ w2C?2R? 14+ w2C?2R?2 R 14 w2C?R2

(B.4)

Apesar de levarem a resultados idénticos, o uso da integral de Duhamel é significa-
tivamente mais laborioso, no caso em que uma solucao exata é possivel. Contudo, ao
proceder-se dessa forma ¢é possivel fazer conexodes com os fenomenos fisicos'. Também é
util quando a transformada inversa nao pode ser encontrada.

'Em sistemas dindmicos, a integral de Duhamel é uma ferramenta utilizada para calcular a resposta
de um sistema linear a um sinal de entrada arbitrario.



Apéndice C

Solucao de Laplace para a férmula de proba-

bilidades: [ e * dx
0

A férmula .

I= /e‘gCde = %\/E, (C.1)
0

¢ uma integral muito importante, tanto em engenharia elétrica, quanto nas ciéncias fisicas
e matematica. Ela foi obtida (aparentemente) pela primeira vez em 1733 por Abraham
De Moivre (x1667 1 1754). Curiosamente, esta equacao, chamada de “férmula de proba-
bilidades”, aparece com frequéncia no estudo de diversos fenomenos da natureza.

A teoria das probabilidades teve numerosos devotos durante o comego do século
XVIIIL. Dentre eles, um dos expoentes foi Abraham De Moivre(x1667 T 1754). De
Moivre, apesar da consideravel quantidade de pesquisa produzida, tornou-se professor
particular de matemaética por nao ter conseguido posto algum em uma universidade,
mesmo apos esforgos de Leibniz (seu amigo pessoal) que tentou obter um posto para
ele na Alemanha. Na sua célebre obra The Doctrine of Chances, de 1718, ele in-
vestigava taxas de mortalidade e fundamentos da teoria das anuidades, juntamente
com muitos problemas com dados e jogos. Nesta mesma obra, aparece a definicao de
“independéncia”’. Em outro volume da sua obra, o Miscellanea Analytica de 1730, em
um suplemento publicado no mesmo ano, aparece a famosa féormula da aproximagao
n! &~ v2mn(n/e)", mais conhecida como férmula de Stirling. Além disso, De Moivre
aparentemente foi o primeiro a trabalhar com a férmula de probabilidades [ fooo e dr,
resultado que apareceu de maneira discreta em um panfleto impresso por ele mesmo
em 1733, época em que a “linguagem cientifica” padrao era o Latim, com o titulo
“Approzimatio ad summan terminorum binomii (a + b)" in seriem expansi” [Boyer,
1974].

Mais curioso ainda é notar que esta integral imprépria pode ser facilmente avaliada quando
estabelecida de maneira definida, porém nao possui solu¢ao quando os limites de inte-
gracao nao sao especificados. Na literatura, existem diversas demonstracoes desta im-
pressionante equacao, sendo que a maioria delas consiste na simples e elegante técnica
de mudanca de coordenadas, transformado a integral retangular para sua forma polar,
fazendo com que possa ser avaliada facilmente. Esta demonstracao pode ser encontrada
em uma infinidade de livros de calculo avancado, fisica-matematica, processos estocasticos,
probabilidades etc.
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Porém, em 1807, enquanto realizava seus estudos sobre Teoria das Probabilidades, o
génio Francés Pierre-Simon de Laplace (x1749 1 1827), forneceu um método engenhoso de
derivar a férmula, como mostrado em seguida:

Demonstra¢ao. Comecando com a integral

I = / /6_5(1+x2)d8 dx
0 0

[e.o]

o o 1 Oo_ 2 —s(1+x2>
= / 1+x2/ (1+2%)e ds p dx
0

0
i 1 —s( 1422 -
- /{_1+x26 () }dx
0

0

T
= / dx
1+ 22
0

= arctan () ‘;o
™
= —. C.2
g (C2)
Retornando agora a integral C.2, revertendo-se a ordem de integragao, tem-se:
I = / /e_s(lﬂz)ds de = /e‘s /e‘“Qdaj ds. (C.3)
o o 0 0

A ordem de uma integral como a da equacao C.3 pode sempre ser invertida, ja que
o elemento diferencial de area dA = dx - ds = ds - dz. De fato, pode-se demonstrar
que qualquer integral bidimensional é igual a uma integral simples iterada, desde que
a regiao de integracao seja finita e f(z,y) seja uma fungdo matematicamente “bem
comportada”. A prova desta afirmagao pode ser encontrada em qualquer livro de
calculo diferencial e integral.

Fazendo a mudanca de varidveis u = /s (e, por isso, du = s'/2ds = ds = s7'/%du) na
integral que esta entre chaves da equagao C.3, vem:

o0 [e.e]

I = /e_s /e‘“QS_édu ds
0 0
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e para a integral em s, fazendo a mudanga u = /s, tem-se:

I = / —2udu/
0 0
2

o

I = 2 /e‘“gdu : (C.4)

0

E, por fim, combinando os resultados das equacoes C.4 e C.2, chega-se a:

00 2

T 2 /e‘“zdu
2

0
oo

2 1
/e‘x der = 5\/%,

0

ou ainda como o integrando é uma funcgao par,

o0

/ e dy = /7. (C.5)

]

O que nao é uma solucao tao elegante quanto a de se fazer uma mudanca para coorde-
nadas, porém é uma demonstracao bem ao gosto de Laplace, coisa que sé um génio poderia
fazer! Além disso, uma fun¢ao muito especial, a chamada func¢do gaussiana (f(x) = eaxQ),
tem uma estreita relacao com o resultado expresso pela equacao C.5. Este assunto foi
abordado no capitulo 3, secao 3.6.



Apéndice D

Cédigo em MATLAB para a série de Fourier
de um trem de impulsos

Em seguida, mostra-se o cédigo em MATLAB para gerar a série de Fourier de um
trem de impulsos de Dirac, estudado na segao 3.4 (pdgina 65):

% Serie de Fourier para um trem de impulsos de Dirac
% x_n(t) = 1 + 2*somatdrio(2*pi*n*t)
% Gera um vetor de tempo igualmente espagado, com 1000 pontos
clear all;

clc;
t = linspace(-pi/2, pi/2, 1000);
T_zero= 1; %T_zero= 2*pi;

omega_zero = 2*pi/T_zero;

somatermos = zeros(101,length(t)); % pré-alocando meméria
somatermos(1,:) = 1; % Termo DC
for n=1:100

D.n = 2;
somatermos(1+n,:) = real(D_n*cos(n*omega_zero*t));

end

% Faz a soma cumulativa

% Cada linha da matriz correspondo a uma série truncada de Fourier
% de 1 até 100 termos

x_n = cumsum(somatermos) ;

Tolh

figure(’name’, ...

[’Serie de Fourier (truncada) para um trem de impulsos,...

(’ mfilename ’.m) - Danny Tonidandel’],’number’, ’off’);
% Plota séries truncadas
subplot(311)

plot(t,x_n(5,:),’LineWidth’,1.3)

title(’Série de Fourier (5 termos) para um trem de impulsos’);
xlabel (’tempo’);

ylabel ("£(t)’)

grid;

subplot(312)

plot(t,x_n(20,:),’LineWidth’,1.3)

title(’Série de Fourier (20 termos) para um trem de impulsos’);
xlabel (’tempo’);
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ylabel ("£(t)’)

grid;

b

subplot(313)

plot(t,x_n(101,:),’LineWidth’,1.3)

title(’Série de Fourier (100 termos) para um trem de impulsos’);
xlabel (’tempo’);

ylabel (C£(t)’)

grid;



Apéndice E

Transformada Z na discretizacao de sistemas

Como mostrado no capitulo 4, uma aplicacao interessante para o estudo da trans-
formada Z e sua relagao com outras técnicas de transformacao é a discretizagao de sis-
temas [Tonidandel, 2010].

Exemplo 3 (Discretizacio de Sistemas). Considere o sistema de primeira ordem H(s) £

;g = ﬁp, ilustraddo pela figura E.1, em que H(s) ¢é a funcao de transferéncia do sistema.

X(s)] His) )

Figura E.1: Sistema do tipo “entrada/saida”.

Reescrevendo a equacao, tem-se:
kX (s) =sY(s)+ pX(s)

Voltando ao dominio do tempo (aplicando £71), vem:

ket) = 20) + pyl6) = 9+ pu(t) = k.

Rescrevendo na forma diferencial,
dy + pydt = kxdt .

Integrando-se entao ambos os membros, chega-se a:

t t t
/ dy+p/ ydt:k/ xdt .
t=T t—=T t=T

Neste ponto, fazendo-se a aproximacao “trapezoidal” (figura 4.4) para a integral, obtém-se
a equacao de diferencas:

(o)~ yte— 1) +p [T

_ [x(t) + fg(t - T)T} '
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Por fim, aplicando a transformada Z e reordenando os termos, obtém-se o sistema dis-

cretizado, na forma de um polinémio em z~':

Y(2) . kKT (1+ z_l)
X(z) 20—z V4pT(1+21)" (E.-2)

Contudo, o método de discretizagao do exemplo 3 constitui-se em tarefa dispendiosa.
Como proceder entao? Uma forma de evitar os célculos seria aplicar uma outra espécie de
transformacao que, na pratica, situa-se basicamente em dois campos: de posse do modelo
continuo do sistema, geralmente expresso em func¢ao de s (dominio de Laplace), efetua-
se a substituigdo do termo “s” (que corresponde ao termo derivativo) por um termo em
funcao de z. Estes correspondem aos métodos classicos. Na aproximacao exata, bastava
proceder como exposto na secio 4.3, fazendo-se z = e’*. Desta forma, cada sistema
iria diferenciar-se do outro pelo periodo de amostragem. Outros buscam tratar do termo
“1/s”, que correponde a integragdo no dominio do tempo, por algum termo em fungao de
z. Dentre os diversos métodos presentes na literatura, pode-se citar [Soares, 1996]:

e Transformacao de FEuler ou “forward difference”: expansao de z como uma série
truncada z = e’ ~ 1+ sT ou s = Z;l (Vé-se que esta transformagao é claramente
instavel).

e Transformacao diferencial ou “Backward difference”. em oposicao ao primeiro, busca
. ~ . | ~ if dz(t) . z(t)—z(t-T)
uma aproximagao da derivada pela equagao de diferengas == ~ = x(t) ou

__ z—1.
= § = T

e Transformacao de Tustin ou transformacao bilinear: diferentemente dos primeiros,
busca a aproximacao do termo relativo a integracao %, aproximando-se a integral
por um método de integracao qualquer, como o “trapezoidal”, “Simpson” etc.: s =

2 (172_1)

T (1+="1)"
Pode-se, dessa forma, transitar diretamente da transformada de Laplace para a trans-
formada Z, sem passar pelo dominio do tempo, interpretando a regra de integragao (do
método de discretizagdo) como uma transformacao de “s” para “z”, i.e., encarando a trans-
formacao como uma espécie de “discretizacao da transformada de Laplace”. No caso do
exemplo 3, o resultado expresso pela equacao 3 é obtido diretamente pela transformacao

de Tustin, ou seja, pela mera substituicao:

(-

2
§= ="
T (14271

Na figura E.2 mostra-se uma comparacao® entre os métodos de discretizacdao para um
sistema de benchmark proposto por [Soares, 1996]:

29405 + 86436

O == T o1y

(E-1)

Observa-se claramente que as transformacoes de Fuler e diferencial podem tornar o sis-
tema continuo estavel (pois possui polos com parte real negativa), em sistemas discretos
instaveis (polos fora do circulo unitdrio); em contrapartida, a transformacao de Tustin

LA comparacdo foi feita utilizando-se do “Lugar Geométrico das Raizes” [Ogata, 2003].
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Sistema Confinuo Melodo de Euler
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Figura E.2: Comparacao entre os métodos de discretizacao.

preserva as caracteristicas de estabilidade do sistema. Isto deve-se ao fato de a transfor-
macao bilinear ser um tipo de transformacao conforme, que, como visto no capitulo 4,
conserva o angulo nas operacoes sobre o plano complexo.



Apéndice F

A transformada de Kelvin

O insight de Fourier [Fourier, 1878, p. 336] em aplicar v(z,t) = e ™u(z,t), que
transforma a equacao

ov 0%v
o0~ Fae M
em
ou_
ot ou?’

¢é a prova viva de seu génio colossal. Talvez seja uma das razoes que tanto impressionaram
William Thomson — o “verdadeiro nome” de Lord Kelvin — quando este ainda era um
adolescente. Alias, o trabalho de Fourier o influenciou sobremaneira.

O historiador da engenharia elétrica Paul J. Nahin, na biografia de Oliver Heavi-
side [Nahin, 2002], usa a metéfora “Homem de Ferro”, para designar William Thom-
son, em alusao ao personagem homonimo das estérias em quadrinhos. Metafora bem
empregada, diga-se de passagem, pois além de brilhante cientista, Kelvin tinha um
talento excepcional para o trato social, ao contrario de Heaviside, que tinha habilidade
“zero” neste quesito.

A analogia de considerar o calor como um fluido foi utilizada por Kelvin na primeira
teoria dos cabos de telégrafos. Desta vez, Kelvin considerou que a “entidade™ a se difundir
ao longo de um cabo muito longo era a eletricidade [Thomson, 1855]. A teoria surgiu a
partir de uma série de correspondéncias trocadas entre Kelvin — que na época era apenas o
professor Thomson, da Universidade de Glasgow — e o também professor George Gabriel
Stokes (%1849 11903): um empenho que culminaria no projeto do cabo submarino de
telégrafos [~ 2000 milhas] que cortaria o oceano atlantico. Certamente uma aventura
empolgante!

Thomson resolveu —pelo menos em parte — o problema juntamente com Stokes, uti-
lizando a famosa equacao do calor de Fourier, em que o termo “—hv” representa a fuga de
tensao do cabo submarino caso ele nao estivesse perfeitamente isolado. Apds resolvida a
segunda equacdo, bastava multiplicar o resultado u por e~ para obter o valor de tensao.
A utilidade da transformacao v = e ™u aplicada na equacao diferencial parcial estd no
fato de ela ter a capacidade de transformar a equagao em outra mais simples — ainda que
parcial — e solucionavel por método ja conhecido. Ironicamente, a analise de Thomson
foi o ponto de partida para os trabalhos de Heaviside — cerca de duas décadas depois —.

Entretanto, Kelvin fez ainda mais: ja nao é novidade que ele percorreu quase todos os
ramos da ciéncias de seu tempo mas, sera que ele também contribuiu com alguma técnica
de transformagao? Ja foi visto no capitulo 3 que a distribuicao de temperaturas em regime

'Uma discussdo sobre a natureza da energia pode ser vista na secio 3.2.
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permanente no interior de um sélido condutor de calor é representado por uma func¢ao
harménica® u, representada pela série trigonométrica de Fourier. A funcdo u servia como
uma funcdao potencial para o fluxo de calor e —K Vu representava o fluxo de calor por
condugao.

Naquele problema, Fourier desconsiderou a terceira dimensao espacial e, por isso,
obteve sua famosa série. Mas em 3 dimensoes deve-se encontrar outra funcao harmonica.
Alids, a equacao de Laplace deve ser adequada a geometria do problema. Por exemplo,
se o problema em questao tem simetria esférica, a equacao VZu = 0 possui a forma:

10 ou 1 0 ou 1 0%u
2, . — Y [ 29% _—  ~ [4inp= — | — 1] =0. F.1
Viu= 55 (7“ m) t 2sn0 90 (Smgae) T 2sinZg <a¢2) 0 (1)

em que x =rsinfcosp, y =rsinfsingpe z=rcosf,comr >0,0<0<mel<¢ <27

A equacao F.1 é a equacao de Laplace em coordenadas esféricas, uma EDP que aparece
em diversos fenomenos da natureza, como hidrodinamica, transferéncia de calor e massa,
gravitacao, eletromagnetismo, entre outras. No eletromagnetismo, por exemplo, uma im-
portante funcao harmonica — e por conseguinte, solugao da equacao de Laplace — é a
funcao do potencial elétrico V' (z,y, z) em uma regiao do espaco livre de cargas elétricas.
O potencial pode ser produzido por qualquer distribuicao de cargas elétricas fora deste
espaco. O vetor —VV representa a forca exercida em uma carga de prova® “colocada” em
um ponto daquele espaco, chamada por vezes de “forga elétrica”. Em virtude disso, pro-
blemas que visam encontrar uma fungao harmonica sao por vezes chamados de “problemas
potenciais”.

Em uma carta, redigida em frances, e enviada ao amigo e matematico francées Joseph
Lioville (%1809 1 1882), Lord Kelvin deixa seu nome no “hall” das transformadas [Thom-
son, 1845]. Nesta primeira correspondéncia, enviada em 1845, Wiliam Thomson busca
solucoes para o problema da distribuicao de potencial elétrico em uma esfera carregada.
Nela, Kelvin apresenta uma equacao que transforma uma fungao harmonica em outra

funcao também harmonica:

(12

K(r)=R=—7"; (F.2)
7]
com a transformada inversa, que é a mesma equagcao:
-1 CL2 =y
K7(R)=r=—73R, (F.3)
R

com r # 0 e R # 0, baseado na propriedade r x R = a?. Este procedimento, chamando
por Thomson de “método das imagens” é, nada mais nada menos, que a transformada de
kelvin! Uma peculiaridade interessante é que, pelo formato da equacao, pode-se perceber
que oo (infinito) é a imagem de 0 (zero) e vice-versa. Dessa forma, no problema particular
de Keluvin, esferas sao igualmente transformadas em esferas, com a diferenca de que todo o
exterior a esfera é transferido para dentro e seu “contetdo” é transferido para fora! Como
a operacao conserva os angulos, a transformada de Kelvin também ¢é uma transformacao
conforme?, s6 que desta vez em 3 dimensoes!

2Funcdo harmonica é o nome dado a uma solucdo da equacdo de Laplace.
3Uma carga unitdria positiva.
4Consulte o capitulo 4, secio 4.4.



126

Talvez, uma imagem que traduza a operacao relizada pela transformada de Kelvin
seja a litografia feita pelo artista holandés Maurits C. Escher (1898 1 1972), “Mao com
esfera refletida”, como ilustra a figura F.1. A mao do artista nao apenas segura a esfera

Figura F.1: Mao com esfera refletida. Fonte: Galeria Nacional de Artes de Washington - EUA.

como também todo espaco em volta, em que a mao refletida toca a “mao real”. O centro
deste mundo é o olhar do artista. No contexto da transformada de Kelvin, o olhar do
artista seria chamado “centro de inversao”. Mas qual a real contribuicao da transformada
de Kelvin?

Transformar uma funcao harmonica em outra significa afirmar que pode-se obter ime-
diatamente a solucao da EDP de Laplace — para qualquer problema potencial —, no
dominio transformado e de geometria mais simples. Como a transformagao é nao-linear,
pode-se inclusive conceber a solugao de um problema que nao pode ser resolvido analiti-
camente no dominio original, aplicando a transformada inversa! Isto é claro, supondo que
exista uma solugao [Dassios, 2008].

A primeira das famosas cartas trocadas por entre os dois gigantes Thomson e
Lioville foi publicada no jornal fundado por Lioviile, o “Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées”, carinhosamente chamado de “Jornal de Lioville” — e posteri-
ormente publicado nos “Kelvin Papers on Electrostatics and Magnetism” [Thomson,
1845]— com o titulo “Extrait d’une lettre de M. William Thomson a M. Liouville”.
Aliés, foi Lioville quem provou, 5 anos depois, que a transformacao de Kelvin é unica,
uma vez encontrada.

Contudo, a transformada que leva o nome de Lord Kelvin ja havia sido obtida
maneira independente pelo fisico-matematico britanico George Green (x1793 1 1841)
em 1828 [Dassios, 2008]. Contudo, a genialidade de Lord Kelvin no uso dessa trans-
formada fez com que fosse possivel resolver até entao impossiveis.
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Exemplo 4 (Transformada de Kelvin em 2D). Um exemplo ttil para a visualizagao
da transformada de Kelvin pode ser feita em apenas 2 dimensoes. Considere o circulo
ilustrado pela figura F.2 [Weisstein, 2010]. Dois pontos P e P’ sdo ditos inversos um do

L

Figura F.2: Circulo de inversao da transformada de Kelvin.

outro se P’ é a projecao do ponto @ do triangulo AOQP em que OQ LQP. Da semelhanca
de triangulos tem-se a relagao:

OP a

a OF

= a>=0P x OP'.

As coordenadas (2/,y') do ponto P’ serao dadas pela transformada de Kelvin do ponto P
— de coordenadas (z, o) — e vice-versa:

a*(x —x
LU, = + (2 O) .
(r —20)" + (¥ — %0)
CLQ(Z/ - 3/0)
/
y = To+
(r — 330)2 +(y — y0)2
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