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Resumo

O propésito do presente trabalho é entender a relacao entre invariancia de rétulo, ter-
mos de superficie e invariancia de calibre usando a eletrodinamica quantica como exemplo
de trabalho. Discutimos duas abordagens. Por um lado, Mc Keon e colaboradores, dentro
de uma abordagem em 4-dimensoes, argumentam que a escolha de um rétulo particular
nos momentos internos implementa invariancia de calibre. Por outro lado, na abordagem
discutida aqui estabelecemos invariancia de rétulo como uma simetria fundamental em
diagramas de Feynman. Verificamos que a fixacao de termos de superficie que surgem
em regularizagao implicita automaticamente fornecem invariancia de rétulo e calibre em
eletrodinamica quantica nas amplitudes em um laco.

Palavras-chave: Diagramas de Feynman, Rétulos, Termos de Superficie, Anomalias, Sime-
trias.



Abstract

The purpose of the present work is to shed light on the relationship between momen-
tum routing invariance surface terms and gauge invariance using quantum electrodynamics
as a working example. We discuss two approaches. On one hand, Mc Keon and collabo-
rators, within a 4-dimensional approach, agree that choosing a particular routing in the
internal momentum implements gauge invariance. On the other hand, in the approach
we discuss here we establish momentum routing invariance as a fundamental symmetry
of a Feynman diagrams. We verify that setting surface terms which are by products of
workings in Implicit regularization automatically delivers gauge and momentum routing
invariance amplitude in quantum electrodynamics at one loop order.

Keywords: Feynman Diagrams, Labels, Surface Terms, Anomalies, Symmetries.
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1 Introducao

No principio Deus criou os céus e a terra. Estava a terra sem forma e vazia;
trevas cobriam a face do abismo, e o Espirito de Deus se movia sobre a face das dguas.

Disse Deus: “Haja luz”, e houve luz.

A fisica moderna repousa sobre dois pilares: A teoria da relatividade especial (TRE)
e a mecanica quantica (MQ). A TRE fornece a estrutura tedrica para a compreensao
de sistemas que se movem com velocidades proximas da velocidade da luz, tendo como
postulados a invariancia das leis da fisica entre referenciais inerciais (covariancia das leis
fisicas) e a independéncia do movimento uniforme da luz para qualquer observador. Do
ponto de vista matematico, existem transformagoes que relacionam eventos e os valores
de grandezas fisicas medidas por estes observadores. Elas sao conhecidas como trans-
formagoes de Lorentz [3], [5], [6] e [7]. A mecanica quantica por sua vez, fornece a
estrutura tedrica para uma compreensao do universo na escala microscopica, ou seja, na
descri¢ao de moléculas, atomos e particulas elementares [5] e [28]. A teoria quantica de
campos esta fundamentada sobre os conceitos da TRE e os da mecanica quantica, ou seja,
junta principios das duas teorias. Para ver como isso acontece, vamos seguir uma linha

de raciocinio usando o eletromagnetismos como exemplo.

O eletromagnetismo é essencialmente uma teoria relativistica, pois é consistente com
as transformacoes de Lorentz. Isso significa que as equagoes de Maxwell nao mudam sua
forma quando submetidas a essas transformacgoes. E também sabido que as interagoes
eletromagnéticas desempenham um papel importante na compreensao da estrutura da
matéria. As cargas e correntes associadas aos seus constituintes sao as fontes do campo
de radiagao eletromagnética e estes por sua vez estao acoplados a matéria. A dinamica
de uma particula de massa m e carga e num campo eletromagnético externo descrito
em termos de um potencial vetor A = A(7,t) e de um potencial escalar ® = &(7,¢)

relacinados com os campos elétrico e magnético através das relagoes,

E(7,t) = —=V®(F,t) — %%ff(f’, t) e B(7F.t) =V x A1) (1.1)
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pode ser definida através da lagrangiana:

L="22(72+

5 7 A(F t) — e® (7 t). (1.2)

Ql®

Essa é uma descricao classica do campo de radiacao e permite uma passagem do que se
denomina eletrodinamica cldssica para a eletrodinamica quantica (QED) que é o assunto
desse trabalho. Para exibir o carater dual onda-particula da luz e revelar as caracteristicas
quanticas da interacao entre radiacao e matéria, é necessario quantizar o campo de ra-
diac@o, dando assim origem a uma teoria quantica de campos (TQC). Ao escrever a energia
do campo eletromagnético em termos dos modos normais de vibracao das componentes
de Fourrier dos potenciais, nota-se que ela consiste de uma superposicao de osciladores
harmonicos, os chamados osciladores de campo. Um dos resultados desse programa é o
surgimento de fotons, os quanta do campo de radiacao. Em razao disto pode-se imaginar
que as entidades basicas da natureza sao campos. Uma TQC é uma teoria local. Isso

compatibiliza a estrutura das interagoes com a TRE [3], [5] e [28].

Existem quatro interagoes fundamentais na natureza: As interagoes forte (responsével
pela estabilidade nuclear), fraca (responsével pelo processo de decaimento radioativo (3,
por exemplo), eletromagnética e gravitacional. O éxito da eletrodinamica quantica levou
os fisicos, nas décadas de 60 e 70 a buscar caminhos analogos para alcancar o entendi-
mento das interagoes forte, fraca e gravitacional em termos de mecanica quantica. Essa
estratégia revelou-se imensamente frutifera com relagao as interacoes forte e fraca, mas
ainda sem sucesso em relacao a interagao gravitacional. Seguindo uma receita analoga
a da eletrodinamica quantica, os fisicos conseguiram construir teorias quanticas de cam-
pos para as interacoes forte e fraca, sendo a teoria para a interacao forte denominada
“Quantum Chromodynamics” (QCD) e a teoria para a interacao fraca “Quantum Flavor
Dynamics” (QFD). Uma TQC descreve as interagoes como troca de particulas. A interagao
forte ¢ mediada pelo Glion, béson vetorial nao massivo com spin 1. No caso da interagao
fraca temos os bésons W+, W~ e Z°, campos massivos com spin iguais a -1. A interacao
eletromagnética é mediada pelo féton, uma particula nao massiva de spin 1. Finalmente
temos a gravidade, cuja tentativa de quantizagao se da por meio de uma teoria conhecida
como gravitagao quantica. Uma consequéncia dessa teoria é a existéncia de uma particula
nao massiva de spin 2 que media a interacao gravitacional, o graviton. Uma questao in-
teressante a se notar é que a interagao fraca é a tinica que possui campos massivos como
mediadores da interacdo. A pergunta que se faz é; por que isso acontece? Essa diferenca
entre os campos serem massivos na interacao fraca e nao massivos nas demais provem

de uma quebra de simetria. O mecanismo que explica como é gerado massa nos bdsons



11

W+, W~ e Z° é denominado mecanismo de Higgs. Ele requer a existéncia de um campo

escalar massivo capaz de executar essa tarefa, o béson de Higgs [3] e [4].

Desde a época de Einstein, os fisicos procuram por uma teoria unificada das interecoes
fundamentais da natureza. A unificacdo da interagao eletromagnética com a teoria fraca
da origem a interagao eletrofraca. Caminhando nessa direcao temos o modelo padrao da
fisica de particulas que é a uniao dos campos eletrofracos com a interagao forte. Cada
uma das interacoes com excecao da gravitacao é descrita como uma teoria de grupos,
sendo U(1) o grupo da interacao eletromagnética, SU(2) o da interagao fraca e SU(3) da
interagao forte. SU(2) ® U(1) é o grupo dos campos eletrofracos e o modelo padrao é o
grupo SU(3)® SU(2) @ U(1). Varias previsdes do modelo padrao ja foram confirmadas e
a expectativa é grande com relagao as outras, como por exemplo a existéncia do bdson de
Higgs. O LHC (Large Hadron Collider, localizado no CERN), iré testar de forma eficiente

as previsoes do modelo padrao e o limite de sua validade [3], [4] e [9].

Nesse trabalho vamos estudar a eletrodinamica quantica. Uma TQC é descrita por
uma lagragiana que contém informagao sobre o sistema. Ea lagrangiana que nos fornece
as equacoes de movimento que determinam sua evolugao espaco-temporal. No caso da
QED essas equagoes nao sao exatamente integraveis, ou seja, para obtermos suas solugoes
precisamos de técnicas perturbativas. Feynman associou aos termos da série perturbativa
do funcional gerador das fungoes de Green, diagramas que receberam seu nome, os diagra-
mas de Feynman. No entanto os termos da série perturbativa sao expressoes matematicas
complicadas que divergem, ou seja, sao integrais cujo resultado apods suas realizagoes sao
infinitos. Esses infinitos estao relacionados com o valor esperado do produto de campos
que nao sao bem definidos no mesmo ponto [8]. Uma forma de lidar com essa dificuldade
¢é através de uma técnica denominada renormalizacao, que consiste na adi¢ao de contra-
termos na lagrangiana que cancelam esses infinitos. Entretanto, antes da renormalizacao
precisamos regularizar a teoria. Regularizagdo é um processo no qual os infinitos sao
reavaliados de forma a se saber como esses se comportam, um tipo por exemplo, é a regu-
larizacao por “cutoft”. Utilizaremos neste trabalho a regularizacao implicita, um processo
implementado no espaco dos momentos criado com o objetivo de separar as divergéncias
nos diagramas de Feynman sem a necessidade de calculd-las explicitamente. Elas sao
escritas como divergencias basicas, 0s [jog € Iguad, que sao absorvidos na renormalizacao
dos campos, massas e acoplamentos da teoria . Como exemplo de aplicagao do método
temos o cdlculo (separac@o da parte finita da infinita) do tensor de polarizagao do vécuo,
auto energia do elétron e correcao do vértice com rétulos arbitrarios. Verificaremos a

simetria de calibre através das identidades de Ward com o intuito de ver como o rétulos
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dos momentos internos estao relacionados com os termos de superficie e invariancia de

rotulo.

A dissertacao esta organizada em cinco capitulos. No capitulo 2, discutimos aspéctos
gerais da eletrodinamica quantica onde deduzimos as regras de Feynman que nos permite
montar os diagramas que vamos estudar. No capitulo 3, apresentamos a regularizacao
implicita e alguns exemplos de aplicagoes do método. Comparamos os resultados da
regularizacao implicita com os trabalhos do Mc Keon e colaboradores. No capitulo 4
abordamos e discutimos anomalias em TQC e finalmente no capitulo 5 concluimos o

trabalho.
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2 A Fletrodinamica Quantica

A teoria da eletrodinamica quantica descreve a natureza como absurda do ponto de vista
do senso comum. FE nisso estd de pleno acordo com o experimento.

Por isso, espero que possam aceitar a natureza como ela €; absurda.

Richard Feynman

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos a eletrodinamica quantica como uma teoria de calibre
e discutiremos quantizagao de campos por integrais de trajetoria, de onde obteremos o
conceito de funcional gerador e entao deduziremos as regras de Feynman para o campo de
Klein-Gordon livre, exemplificando como obter as regras para outras teorias. Terminamos

o capitulo discutindo infinitos em calculos de diagramas de Feynman.

2.2 Eletrodindmica quantica e simetria de calibre

Uma das idéias fundamentais em fisica, é a idéia de simetrias e leis de conservagao. A
conexao entre simetrias e leis de conservagao se da através do formalismo lagrangiano. No
ambito da teoria classica de campos existe um teorema denominado teorema de Noether,
que estabelece essa conexao. A cada transformacao continua que deixa a densidade de la-
grangiana inalterada, corresponde uma corrente que satisfaz uma equacao de continuidade,
ou seja, uma grandeza conservada e uma constante de movimento. Por exemplo, a lei de
conservacao da energia esta relacionada com a homogeneidade das translagoes no tempo,
a conservacao do momento linear esta ligada a homogeneidade das translagoes espaciais e

a conservacao do momento angular esta relacionada com a isotropia das rotagoes espaciais
[5].

Uma teoria quantica de campos é uma teoria de muitos corpos. Um formalismo
bastante apropriado para descrever a dinamica de um sistema fisico com um numero
grande de graus de liberdade é o método que consiste em escrever lagrangianas e pelo

principio de acao minima de Hamilton, obter as equagoes de movimento que fornecem a



14

evolugao espaco temporal do sistema que em geral sao equacoes diferenciais acopladas.
Um ingrediente bésico na construcao de lagrangianas em teoria quantica de campos, sao
as simetrias que a natureza apresenta e essas por sua vez sao ditadas pela experiéncia.
Outro ingrediente importante sao os campos. Sao as simetrias que determinam como
os campos interagem. Isso se manifesta matematicamente através da maneira pela qual
como os campos se tranformam e deixam a lagrangiana invariante. Essa invariancia esta

ligada a correntes conservadas e como ¢ sabido estas estao associadas a observaveis fisicos
[5] e [21].

Simetrias podem ser globais ou locais. As simetrias locais sao também chamadas
de simetria de calibre (Gauge). Dentro do quadro que estamos expondo, uma teoria
construida sob a orientacao dessa prescricao, se utilizando de simetrias locais é dita uma
teoria de calibre. A teoria de calibre mais simples que existe é a eletrodinamica quantica

e é dentro desse contexto uma teoria com simetria local abeliana U(1) [3].

2.2.1 A lagrangiana da eletrodinamica quantica

O objeto de preocupacao da eletrodinamica quantica é a descricao da dinamica de um
campo fermionico massivo, o elétron. Ele é uma particula de spin 1/2. A parte livre da
lagrangiana é:

Liivre = b(@)[iv" (0, — m)]tb(x), (2.1)

cuja minimizacao fornece uma equacao de movimento conhecida como equacao de Dirac.
Y(r) = ¥T(2)7° e ¥(x) sdo os espinores de Dirac, v# sdo matrizes 4 x 4 denominadas
matrizes de Dirac e m é a massa do elétron. Entende-se aqui que x é uma notacao para

o quadrivetor z# = (ct, ¥).

Sob a transformacao global U(1):

U(w) = 9 (z) = exp[iaJy (), (2.2)

onde o ¢ um parametro que nao depende das coordenadas do espago-tempo, a lagrangiana
(2.1) é invariante frente a essa transformacao. Se fizermos agora a depender das coorde-

nadas do espago-tempo ou seja, @ = a(x) temos a seguinte transformagao:

U(z) = ¥ (2) = exp {—ia(z) }(z)

U(w) = 9 (2) = exp {ia(z) }d(@). (2.3)
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O termo que possui derivada em (2.1) sofrera a seguinte transformacao:

(@)0u(x) = exp {ia(z) }i(x) O, exp {—ia(z) }i(x)]

2)[0u(exp {—ia(x)})¢(x) + exp { —ic(x) 9, ()]
)0y (exp {—ia(z)})i)(x) + ¥(x)9tb(x)

(z) + exp {ia(2) o (2)[~i exp { —ia(z) }Oua (@) (2)
(2)0)(x) — W (x)Ouler(@)] (). (2:4)

Vemos que esse termo ganha um fator —it)(z)d,[c(x)]w(z), o que nos leva obviamente
concluir que a lagrangiana nao é invariante sob a transformagao local (2.3). No entanto
queremos ter invariancia da lagrangiana sob essa transformacao. Sendo assim, vamos
adotar a postura de exigir que (2.1) seja invariante frente a transformagao local. Para que

nossa missao seja bem sucedida, temos que lancar mao do conceito de derivada covariante

D,,. Ela ¢ definida como:
D, (z) = (0, +ieA,)Y(x), (2.5)

A, (z) é um campo vetorial adicional que se transforma segundo,
/ 1
Aulx) = A, (2) + 2 0,0(), 2.6)

onde e é um parametro livre, a constante de acoplamento elétron-féton. A derivada assim

definida possui a seguinte lei de transformacao:

Dyp(x) = [Dyip()] = exp {—ia(z)}[Duip()]. (2.7)

De posse desse suplemento tedrico é imediato ver que (2.1) agora é invariante sob a

transformagao (2.3).

Vamos agora introduzir um termo na lagrangiana que corresponde a parte livre do
campo vetorial A,. O termo mais simples que podemos inserir que seja invariante de

calibre de forma a preservar o carater invariante da lagrangiana como um todo é:

1 vV
EM - Z__LF“VF“ B (28)
onde
Fu =0,A, —0,A, (2.9)

é o tensor do campo eletromagnético. A equacao (2.8) é a parte livre da lagrangiana do

campo eletromagnético. L), significa lagrangiana livre de Maxwell. Juntando todas essas



16

idéias podemos montar a lagrangiana:

L = (x)[iy"(0, + ieA(x) —m)|y(z) — EFWF’“’7 (2.10)
que pode ser reescrita como:
L =1 (@)[in"(0, + ieAu (@)1 (x) — mip(a)ih(x) — iF;wFW (2.11)

A expressao vista em (2.11) é a lagrangiana da Eletrodinamica Quantica; invariante por
transformagao de calibre, ou seja, com simetria abeliana U(1) e invariante de Lorentz [3],
[4], [5], [6], [7] e [22].

2.2.2 Diagramas de Feynman

Antes de deduzir as regras de Feynman para a teoria de Klein-Gordon, daremos um

exemplo de um processo que pode ser representado por um diagrama.

/ !

q

p

Esse diagrama mostra dois elétrons aproximando-se com momento p e q. O elétron com
momento p emite um féton no vértice da esquerda e o outro elétron com momento q
absorve-o no vértice da direita. Ambos os elétrons tem a direcao dos seus momentos
modificada para p’ e q’ respectivamente como resultado da interacao.

A fisica classica explicaria isso dizendo que os elétrons exercem uma forca repulsiva um
sobre o outro. A teoria quantica de campos por outro lado encara esse fato de maneira
diferente. O que existe na realidade é uma interacao entre as particulas mediada por um
campo, isto é, o féton. Uma caracteristica basica dessa teoria é que particulas podem ser
criadas e destruidas. No diagrama em questao, o féton é criado num vértice e destruido

no outro.

De posse da lagrangiana (2.11) podemos agora obter as equagoes de Euler-Lagrange
que neste caso sao trés equacoes de movimento cuja a solucao fornece a descricao com-
pleta da dinamica do sistema fisico em questao. Essas trés equacoes sao acopladas como
j4 mencionado e envolvem os campos ¥, ¢ e A,. Acontece que a solugao exata desse

sistema de equacoes é uma tarefa inviavel, sendo assim necessaria a adog¢ao de métodos
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perturbativos. Para isso vamos discutir a formulagao de integrais de trajetoria devida a

Richard Feynman.

2.2.3 Integrais de trajetoria

Existem algumas maneiras de quantizar campos cldssicos. Para citar dois exemplos
temos a quantizagdo canonica e a quantizagdo por integrais de trajetéria [8] e [9)].
Vamos desenvolver aqui o método de integrais de trajetoria que se revela bastante 1til no

caso de quantizacao de teorias de calibre.

Sabemos da meécanica quantica que o estado de uma particula no instante ¢ é com-

pletamente especificado pelo vetor ¥(q, t), satisfazendo a equagao diferencial:

(g, 1) = g, 100,1) (2.12)

dita equacao de Schroedinger. A solucao da equacao de Schroedinger em termos das

autofuncoes do operador H é:

0(a6) = 3 catnla) e (—3 But), (213)

onde H un(q) = Enun(q). un(q) é a base do espago vetorial gerado pela solucao da equagao
(2.12). A solucao da equagao de Schroedinger representada pela expressao dada em (2.13),

, , . . ’ -~
s0 ficara perfeitamente estabelecida se conhecermos os ¢, s. Eles sao dados por:

6 = exp (LB, / u (@) (a,8)d. (2.14)

A expressao (2.14) é obtida simplesmente multiplicando (2.13) a esquerda por u, e depois
integrando sobre todo espago. Se o sistema estiver no estado 1(qi,t;) e evoluir para

¥ (qa, ta), essa mudanga é descrita por:

(o, t2) :/KF(Q27t2§Q17t1)¢(Q1;t1>d3Qh (2.15)
onde

7 7
Kp(ga, t2; 1, t1) = Z Un(q2) exp (_ﬁEnQ)U:,(CIl) exp (ﬁEntl)‘ (2.16)

Esse resultado por sua vez ¢ obtido simplesmente substituindo (2.14) em (2.13), con-
siderando os pares (qi,t1) e (go,t2). A quantidade expressa em (2.16) é o Kernel da
equacao diferencial de Schroedinger e é denominado propagador de Feynman. Podemos

concluir imediatamente que para conhecermos a solugao da equacao de Schroedinger, é
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necessario conhecer o propagador de Feynman. O propagador ¢é interpretado entao como
uma densidade de probabilidade de transicao de um estado para outro. Seguindo a idéia
de Feynman, ao invés de ir diretamente do estado 1(qi,t;) para ¥ (g, t2), passamos por

um estado intermedidrio (g, t). Aplicando repetidamente (2.15) vamos obter:

U(gy,ty) = //KF qr tr; @ ) Kp(g, t; g, )0 (a, t) dPqidq, (2.17)

onde fizemos ¢» = ¢ e ¢ = ¢; para facilitar a notagao.
Podemos fazer n transicoes entre os estados inicial e final usando essa mesma idéia. Assim

teremos:

KF <Qf7tf qi,t z <Qf7tf|%at> / /d3Q1 -d Qn<Qf7tf|Qn7 n> <Q17t1‘%7t> 2 18

Por outro lado, a mecanica quantica nos permite escrever:

~

H
|qf,tf> = exp [zﬁt]|qi,ti>. (2.19)

Inserindo a equagao (2.19) em (2.18) e dividindo o intervalo de tempo entre os eventos

em pequenos sub intervalos de tamanho 7 = ¢;,; — ¢;, teremos n termos do tipo:

~

H
(qj+1, 1], t5) = (gj1| exp [—Zgﬂ 14;)- (2.20)

Para cada elemento de matriz de tipo (2.20) procedemos assim:

H H
(g41] exp [—1g7]|%‘> = (gjnll - 7T+ 9(7%)]as)
.T 73
= 0(qj1 — qj) — Zﬁ<Qj+l|H|Qj>7 (2.21)
onde termos de ordem maior ou igual a 2 em 7 foram descartados. Introduzindo uma

relagao de completeza [ dp;|p; >< p;| = 1 no primeiro termo da equagao acima chegamos

e1n:

H 1
<q]'+1] exp [—i ]|QJ> ok /dpj €xXp [th] (QJH q;j )
T
—273<qj+1|H|qJ'>- (222)

Para o termo que envolve o elemento de matriz <qj+1|f[ |qj>, usamos o seguinte hamilto-

niano:

H = o + V(q), (2.23)
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assim temos:
~ 1 ) = _
(gj+1lHlq;) = ﬁ/dpj exp [ﬁpj(%—&-l —q;) | H(p;j, q;), (2.24)

onde g; = %(qj + ¢;j+1). Concluimos entdo que,

1 ) =~ _
(@js1: tiilgs, t;) = 7 /dpj eXp{ﬁ[pj(qJ'-i-l —q;) — TH(p;,q;)]}- (2.25)

Assim (2.18) toma a seguinte forma depois de considerar as n contribuigoes:

/ﬁd%’ exp {% > [%(@)2 - V(q)} } (2.26)

(n+1) n
=0

. m 2

n—o0

que no limite continuo de n indo para infinito (n — o) seré:

i [ ,
(ar telaiti) =N/quXp{;L/ L(q,q)dt}- (2.27)
t;

L(q,q) é a lagrangiana classica. A funcao (2.27) é dita Funcional gerador [8].

2.2.4 O funcional gerador e teoria perturbativa

Uma teoria de campos quantizada pode ser definida a partir de funcionais geradores
das fungoes de Green. Esta linguagem usando os conceitos de integrais de trajetoria é
adequada ao estudo de teorias de calibre. Vamos considerar por uma questao de simplici-
dade uma teoria de um unico campo escalar ¢(z) onde x = (ct, ¥) e seja Z(J) o funcional

gerador das fungoes de Green, definido por:

20) =Y [ e anOlTo(@) S0} @) - Ta) (229
onde o
G (zy, - ay) = <_i)N5J(x1) — 5J(:cN)Z(J>‘J=0’ (2.29)

Vemos com isso que Z(J) determina as fun¢oes de Green G (N) que por sua vez determinam

o funcional gerador. A generalizagao para situagoes mais complexas é vélida [8] e [9].

No formalismo de integrais de trajetéria Z(J) é dado por:

2(J) =N / Doexpli / (£ + J(@)o(a) + %6¢2(x))d4x], (2.30)

onde L é a lagrangiana do modelo e N é o fator de normalizagao, escolhido de modo a
garantir Z(0) = 1.

Uma teoria que atende bem o0s nossos propdsitos neste momento é a teoria de Klein-
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Gordon livre cujo a lagrangiana é:

m2

1 " 9
Lrxa= 3 L P(x) 0 p(x) — 7(;5 (x). (2.31)

Substituindo (2.31) em (2.30) e desenvolvendo a a¢ao no argumento da exponencial através

de uma integracao por partes vamos obter:
1
Zo(J) = /Dqsexp{—z'/d‘*:c bqs(aua“ +m? —ie)p — ¢ J | }. (2.32)
Fazendo ¢ — ¢ + ¢o temos que:
4 1 " 2 :
d $[5¢(0u5 Fm? —ie)p — M BN

— /d4:(: [%(b(&u@” +m? —i€)p + $(0,0" + m* — i€)gy

+ [ (3000000 + m? ~ icjon - 07 - én]. (2.33)
Se ¢q for escolhido para satisfizer
(0,0" +m? —i€)pg = J, (2.34)
entao isso fornece
/ diz {%d)(auau +m? =€) — %%J | (2.35)

Entéio a soluio de (2.34) ¢ dada por:

o) == [ Bele = )T’y (2.36)
Ap(x —y) é o propagador de Feynman e obedece:

(0,0" + m? — i) Ap(x) = —5*(x). (2.37)
Substituindo (2.35) e (2.36) em (2.32) vern:

Z0(0) = exp{-j [ ded'yI@)bnte —9)I0)
« / Do exp { / 2 ¢(0,0" + m? — ic)p}
—Nexp{~5 [ d'ad'yI(0)Ar(e ~ 1)), (2.38)

onde

N = /Dgzﬁ exp {—%/d4x¢(3uﬁ“ +m? —ie)g}. (2.39)



O propagador Ap(z) tem uma representacao de Fourier dada por:

Ap(r) = / (d k  exp (—ikx)

2m)4 k2 —m? 4 ie

A regra de Feynman associada ao propagador da expressao (2.40) é:

i
p27m2
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(2.40)

que é a regra de Feynman para o propagador livre na teoria de Klein-Gordon [5], [8] e [9].

As regras de Feynman para QED obtidas apartir de (2.11) sao:

i(p+m)
» p2_m?2
—jeyt
—igu
2
P p

que sao respectivamente o propagador do elétron, o vértice fundamental da QED e o

propagador do féton. Podemos construir com essas tré regras a série perturbativa em

todas as ordens na constante de acoplamento, ou seja, os diagramas de Feynman a n lagos

[3] e [8]. Nessa dissertacao no entanto vamos estudar diagramas em um lago. Os graficos

necessarios serao construidos no capitulo 3.

2.2.5 Infinitos em teoria quantica de campos

As amplitudes construidas a partir das regras de Feynman apresentam problemas ja

no segundo termo da série perturbativa, ou seja, em graficos de um laco. Considere a

densidade de lagrangiana para uma teoria de campo bem simples, a teoria escalar ¢* em

quatro dimensoes,

_l 2_1 22 33

(2.41)
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Na teoria ¢* o grafico de um laco mais simples (grafico “tadpole”) apresenta o problema,

conforme se vé abaixo:

2k M:(igﬁfkﬁ

A amplitude relacionada com o grafico é uma integral que diverge. Para ver isto basta

uma simples contagem de poténcias. O processo é feito como segue:

1. Conta-se o numero de momentos no numerador.
2. Conta-se 0 numero de momentos no denominador.

3. Subtrai-se o nuimero de momentos do numerador pelo nimero de momentos do

denominador.

4. Se o resultado for maior ou igual a zero, a integral diverge no setor ultravioleta. Se

o resultado for menor que zero, a integral converge.

Com o intuito de ilustrar o problema, consideraremos a integral:

/0 $(i'_r1:1n(x—|—1)zo—>oo (2.42)

Podemos reescrever essa integral como o seguinte limite:

A

)\h_)rglo T = )\h_)rglo[ln (A+1)]. (2.43)

Essa integral seria finita caso nao tivéssemos que tomar o limite. Isso sugere que, para
as integrais de Feynman, devemos impor um “cut-off” (corte) para o momento, ou seja,
temos que ignorar a possibilidade de uma grande transferencia de momento. A inte-
gral (2.43) é logaritmicamente divergente. A auto energia do elétron e a correcao do
vértice que estudaremos no capitulo 3 apresentam o mesmo problema. O grafico tadpole
é quadraticamente divergente e acontece para valores altos de momento. As divergéncias
que surgem devido a termos grandes no limite em que (k* — o0o) sao denominadas di-
vergéncias no ultravioleta. Esse tipo parece ser intrinseco da teoria quantica de campos.
Em principio isso seria suficiente para descartar a teoria, mas com a adocao da técnica de-

nominada renormalizagao, verifica-se que esses infinitos podem ser removidos redefinindo
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os parametros da teoria, ou seja, massa e contantes de acoplamento. Outro tipo sao as
divergéncias no infravermelho, mas elas nao aparecem nos graficos desse trabalho. Esse
tipo de divergéncia surge por exemplo, no caso de teorias nao massivas no limite de baixas

energias, ou seja, em que (k% — 0) [3], [17], [19], [20], [23] e [24].
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3 Regularizacao Implicita

Quando estou trabalhando num problema, nunca penso a respeito de beleza.
Eu penso apenas em resolver o problema.

Mas quando termino, se a solu¢ao nao € bonita, eu sei que estd errada.

Buckminster Fuller

3.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos aspéctos especificos da regularizagao implicita e aplicare-
mos o método ao tensor de polarizacao do vacuo, a auto energia do elétron e a correcao
do vértice. O célculo dessas amplitudes serd feito com rotulo arbitrario afim de guardar
os termos de superficie e assim verificar as identidades de Ward de cada processo. O
objetivo é entender como esses termos de superficie afetam o conteido de simetria da

teoria e como ela estd relacionada com a arbitrariedade dos rétulos.

3.2 Sobre regularizacoes

No estudo de fisica e matematica, nos deparamos com situacoes onde é necessario
lidar com indeterminacoes. Um exemplo é o que ocorre no calculo de integrais que ao
serem realizadas dao infinito, como no caso descrito no capitulo anterior. No entanto
esses infinitos podem ser reavaliados por um processo de limite. Este artificio de analisar
uma integral desta maneira, pode nos revelar resultados bastante conclusivos e trazer um
esclarecimento melhor do problema. Como exemplo temos:

d'k 1 “dr . [Mdx
/__ %/ W gy [ (3.1)
0

Gy o @ Ty

Essa integral possui divergéncia nos dois limites de integragao, ou seja, tanto no setor

ultravioleta quanto no infravermelho.
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3.2.1 Alguns métodos

O procedimento que acabamos de descrever é uma regularizacao, um “cut-off”, que
¢ feito no limite inferior e (ou) superior da integral antes de tomarmos o limite para o
infinito. Essa regularizacao é comumente usada no estudo perturbativo de processos em
baixas energias, como o modelo de Nambu-Jona-Lasinio [24]. Como dissemos nos capitulos
anteriores, a teoria quantica de campos revelou-se bastante frutifera na descricao de pro-
cessos envolvendo espalhamentos e em calculos de observaveis fisicos. No entanto, as
amplitudes ao serem calculadas produzem infinitos e a maneira de resolver esse problema
é renormalizando a teoria. Antes de renormanlizar porém, precisamos de regularizé-la,
processo pelo qual os fisicos “dao sentido”a essas integrais divergentes. Existem varios
métodos de regularizacao como por exemplo regularizacao dimensional, regularizacao de
Pauli-Villars, regularizagao diferencial e a regularizacao implicita para citar alguns [24]
e [25]. Nao é nosso objetivo discutir amplamente cada uma delas, mas daremos algu-
mas idéias principais que as norteiam, concluindo com uma descricao mais detalhada e

sistematica da regularizacao implicita na proxima secao.

A regularizacao de Pauli-Villars consiste em multiplicar o integrando da amplitude
a ser calculada por uma distribuigao reguladora f(k* A?), sendo A um parametro com
dimensao de momento com a propriedade de que limys_,, f(k* A%) = 1. Assim ndo
alteramos a integral em questao. Sua caracteristica principal é a idéia de comutar o
limite com a integral. Esta operacao no entanto produz um resultado nao fisico [24]. A
regularizacao diferencial tem como objetivo escrever a amplitude que se quer calcular, nos
espaco das posigoes em termos de derivadas de uma fungao menos divergente que contém
uma escala de massa logaritmica e uma prescricao de integracao por partes onde um
termo de superficie é eliminado. Ela tem como caracteristica principal a nao modificagao
da dimensionalidade do espago-tempo ou a introducao de um regulador [24] e [25]. Em
regularizacao dimensional o que se faz é mudar a dimensao do espago-tempo no qual
ocorrem os calculos para d = n — € e depois tomar o limite de ¢ — 0. Para n = 4 as
corregoes em um lago sao entao escritas em termos de I'(2 — d/2) que nesse caso contribui

com infinito. No caso do tensor de polarizacao do vécuo essa divergéncia vai com 1/¢ [8].

3.3 Regularizacao implicita

A regularizacao implicita (RI), método que estamos lancando mao neste trabalho

consiste de isolar os infinitos em integrais béasicas que dependam apenas do momento
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interno no lago. Esse procedimento implica uma modificagao na integral de modo a torna-
la definida e permitir assim manipula-la. O nome RI é dado ao método porque assumimos
a presenga de uma distribuigdo regularizadora genérica de modo implicito [16]. Vamos

esquematizar esse procedimento da seguinte maneira:

A d4k’ A d4k’ . oy Aﬂ
| it = [ Gt ®lin neadl= [ 55w 62

27) A2—00 2m)

~ . / . ~ .
Na expressao acima os A;s representam o conjunto de parametros que caracterizam a

distribuigao G, (k, A?). Tal distribuigao exibe as seguintes propriedades:

1. Gy, (k,A?) é invariante de Lorentz,

2. Garante em particular que uma integral finita nao seja modificada.

A partir de agora discutiremos os passos basicos para implementacgao do procedimento

de RI a um laco.

1. Primeiramente identificamos a ordem da divergéncia da integral que se pretende

realizar. Isso é feito por uma simples contagem de poténcia.

2. Para separar a parte finita da parte divergente, usamos a seguinte expressao:

1 B i (1) (k2 +2k; - k) (=D Tk + 2k, - k)N (33)
(k+ k)2 —m2 por (k2 — m2)i+1 (k2 = m2)NH[(k + k;)2 —m?]
que tomando N = 0 reduz-se a:
1 1 k.2 + 2k; - k
— - i (3.4)

(k+k)2—m?  k2—m? (ke —m?)[(k+ k;)? —m?]

Usamos entao recursivamente a equacao (3.4) até que a divergéncia bésica seja

isolada dependendo apenas do momento interno no denominador.

3. As integrais que divergem cujo os momentos internos carregam indices de Lorentz
(k,) serdo expressas em fungao de divergencias basicas e termos de superficie. Esses
termos de superficie dependem da regularizacao e sao relacionados com invariancia
de rotulo nos diagramas de Feynman. Essa dependéncia se manifesta da seguinte
maneira: Os momentos k:;s ou uma combinacao deles aparecem multiplicando esses
termos de superficie. Sendo assim podemos ter uma quebra de simetria de calibre.
A vantagem da RI é que ela nao modifica a dimensao do espaco-tempo, e como

ja dissemos, nao exige um regulador explicito em nenhuma etapa dos cédlculos. As
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integrais basicas em primeira ordem ou seja, integrais vindas de diagramas em um

laco sao: .
d*k 1
2y
[log(m ) - / (27_[_)4 (kg _ m2)27 (35)
A 4
d*k 1
2y
Iquad(m ) - / (27_[_)4 k2 o m27 (36)

4. Um ingrediente importante deste método s@o as relagoes de consisténcia (RC) que
sao expressas como diferencas entre integrais divergentes cujo o grau de divergéncia é
o mesmo. As relagoes sao as seguintes em dimensao de espago-tempo 4-dimensional:
A n A g4
d*k w d*k k.k,
T2 = / I 9 / Wy (3.7)
(2m)* k2 — m? (2m)4 (k2 — m?)?
A 4 A g4
d*k y d*k k,k,
1o :/ /L 4/ v (3.8)
1 (2m)* (k2 — m2)? (2m)* (k* — m?)3
) Aatk 1 A dtk kb koks
T,u,l/aﬁ = J{wYap} (9O-\4 1.2 _ 2 4 (1.2 213’
(2m)* k%2 —m (2m)* (k% — m?)

A A4
d*k 1 d*k  kyk ko k
TO vivalvg
pvap = JluGos) / (27)* (k2 — m2)? 24/ (2m)4 (k:g — m2)4’ (3.10)

(3.9)

onde

g{m/gaﬂ} = (g,uugaﬁ + Gua9vp + g,uﬂgl/a)- (311)

E importante ressaltar que esse procedimento pode se utilizar de qualquer regularizacao
que seja razoavel, ji que passos intermediarios nao sao comprometidos por suposigoes
especificas. Outro ponto de relevancia comparavel reside no fato de que estamos utilizando
rétulo arbitrario e nenhum “Shift” (mudanga na varidvel de integracao) serd efetuado em
passos intermedidrios. Isso por sua vez permite que tenhamos um certo controle sobre
as possiveis ambiguidades relacionadas as arbitrariedades envolvidas nas escolhas para os

rétulos [12], [13], [14] e [16]. Passamos agora a alguns exemplos onde aplicamos o método.

3.4 Aplicacao do método

3.4.1 Tensor de polarizacao do vacuo

O tensor de polarizacao do vacuo ¢é a contribuigao pertubativa em primeira ordem de
um processo fisico denominado auto-energia do féton. Utilizando as regras de Feynman
escrevemos:
- . /A d*k (iem,) i (ien) i
? = —tr ie 1ev,) —Fr—.
" Co T —m T = m

(3.12)
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k+ k1

O

k + ko

Desenvolvendo a equagao (3.12) chegamos a:
A 4 . .
d*k 7 1
11, = —(—1 2t'r’/ y
B B S Y i B

= —(—ie)’tr /A d'k_in[(k + k1) *va + mlivy [(k + k3)"5 + m]
(2m)* (k4 k1)?2 — m?2][(k + k2)? — m?]

, (3.13)

onde usamos o fato que,

1 B 1 (
E+ki—m  (F+F)—m(

th)+m _ (F+E)+m
T +m [kt k)2 —m?] (3.14)

Na Ultima passagem em (3.14) usamos que (f + F,)? = (k + k;)2. Assim,

I, = ie*tr /A (d4k Vul(k + k1)*va + m]y (K + k2)Pvys + m] '

2m)4 [(k + k1)2 — m2][(k + k)% — m?] (3.15)

Desenvolvendo o numerador da equagao (3.15) para calcular o trago sobre as matrizes de

Dirac vamos obter:

Yul(k + k1) Yo + m]y [(k + ks)Pvp + m]
= [(k + k1) Yo + myl[(k + k2) 775 + m.)]
= (k4 k1) 70 (k + k) 775
+m(k + k1) %
+m(k + kg)ﬂ"}/“’}/y’)/ﬁ
+m* . (3.16)

Usando que t7(v,77.) = 0 vem:

tr (vl (k + k1) Yo + m]y[(k + k2)P~5 + m])
= (k+ k1)*(k + k) tr (v yav8) + mtr (V). (3.17)

Mas
tr(ﬁ)/,u’yl/) = 49/“/ € tr(’yufYafYV’Yﬁ) = 4(g,uaguﬁ — JuwYap + guﬁgau)
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tr(Vul(k + k1) e + mly[(k + k2)’v5 + m))

= 4(k + k1) (k + k) (Guadus — Guvas + Gusdow) + 4m>gp,

= 4(k + k1) u(k + ko), — 49 (k + k1)*(k + ko)o + 4(k + k1), (k + ko), + 4m°g,,

= 42k, ky, + (k1 + ko) Ky + (ky + ko) ko + (Kiukay + Kiyka,)]

—4g,(k + k1) - (k + ko) + 4m*g,,,. (3.18)

Ora,

[(k+ k) — (k—k)) = (k+k0)* + (k4 k2)? = 2(k + k1) - (k + k2),

de onde obtemos:

Assim,

logo,

in%

4(k + ky) - (k + ko) = 2(k + k1)* + 2(k + ka)® — 2(k1 — ko)?. (3.19)

tr(Yul(k + k1) e + ml [(k + k2)Pyg + m])
= 42k, k, + (k1 + ka)uky, + (k1 + ko) by + (Bipkoy + k1uka,)]
—2(k + k1)2g;w —2(k + k2)2g;w +2(ky — k2)29/w + 4m29um (3.20)

o (N Ak 2k, k,
die / Q)3 [k + k)2 — m2)[(k + ka)2 — m?

Ak k,
2m)* [(k + k1)? = m?][(k + k2)? — m?]
dk k,
2m) [(k + k1)2 — m2|[(k + k2)2 — m?]

L, Ad'k 1
B D A s T [(ry o ey [y e

L, A d*k (/{: + k1>2
20 Gy / 2m)* [(k + F1)? = m2)[(k + ks)? — m?]

—2ie? bod'k (k i k2)2
2 | @m) (O + )2 — w2k + ka)? — m?)

ettty [ A 1
1€°M" Gy (2m)4 [(k + k1)2 — m?][(k + k2)? — m?]
A
+2ie*(ky — k2>29/w/ (

A
iy + k), / :

A
+4ie® (ki + ka), / (

d*k 1
2m)4 [(k + k1)2 — m?][(k + k2)? — m?]’

(3.21)
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Subtraindo e somando (m?) ao numerado dos termos,

—2ie? g, / ) (;z;l; [CEDE _(Z;G[?;)i k2)? — m?]

—2i€” gy / ) é:; [k + )2 _(:1;?[?2)1 ka)? —m?]”
obtemos:

—2ie® g, / ' (;i:; T+ ,ifgfﬁ;iﬁ@g— m?]

i [ bty

R (L —
- I | 2m) A (h+ k)2 — m?
—2ie? / b .
I | 2m) (ke + ko)? — m?

L, A dik m?
—4ze g#u/ (2m)4 [(k + k1)2 — m2][(k + ko)? — mQ].

Assim obtemos finalmente que:

A dik ok k.,
I, = 4ie® / £
(2m)4 [(k + k1)? — m2][(k + kg)? — m?]

Ak k,

2m) 4 [(k + k1)2 — m?|[(k + k2)?2 — m?]

dk k,

2m)* [(k + k1)? — m?][(k + k2)? — m?]

Ak 1

2m)4 [(k + k1)2 — m?|[(k + ko) — m?]

—2ie? /A ak ! — 24¢e? /A dk !
I | 2m) (ke + k)2 — m?2 I | 2m)t (ke + ka)? — m?

L, ) A dtk 1
F2ie(ky = k) g / @m) 4 [k + k1)? = m2[(k + k2)? — m?]

A
+4ie*(ky + k), / (

A
+4i62(k51 —|— kg)u/ (

A
+4i62(k1uk2y + lﬁ,,k'zu) / (

(3.22)

Neste trabalho estamos preocupados em estudar invariancia de rétulo e termos de

superficie, por isso nao vamos calcular a parte finita das integrais acima; isso esta feito
. A . . . !/

em [16]. Vamos apenas separar as divergéncias e escrever as integrais em termos de I}y, s

e dos termos de superficie. Temos que nos preocupar com as seguites integrais:
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(3.23)
(3.24)
(3.25)

(3.26)

No processo de separacao da divergéncia das integrais acima utilzaremos a identidade

(3.4).

Vamos exibir o método manipulando a integral (3.23). As outras integrais serao discutidas

nos apéndices. Na presente se¢ao vamos nos restringir a usar diretamente seus resultados.

Seguindo entao a prescrigao feita ao longo dessa se¢ao, obtemos um resultado para a

presente integral. Consideramos entao (3.23) vem,

o /A d*k 1
b (2m)* (k + k;)? — m?

B /A d'v 1 /A d'k (ki + 2k - k)
) @en)tR—m? (

1

2m)* (k? = m?)[(k + ki)? — m?]
(ki® + 2k; - k)

Mdk (ki + 2k - k)
= Tam®) = [

2m)* (k2 —m?) [k:2 —m? (B2 —m?)[(k+k;)? — mQ]]

(ki + 2k; - k)2

e [ P2k k) [Nk
= Tquaa(m”) / (2m)4 (k2 — m2)2 +/ (

A g4 2 k)2
1 (k® + 2k; - k)
X [kz —m2 - (k2 _ m2)[(k + k’i)2 _ m2]]

A dk (ki 2k - k)?
2 2 2 7 (2
= lpesln) =R+ | 5 S

Bk Akk,

A
= qmd(mz) — kf[log(m2) + ki”ki”/ (
+Parte Finita.

Usando as relagoes de consisténcia temos:

27T)4 (k2 _ m2)3

/A 'k Ak.k, /A 'k g
@2m)t (k2 =m?)® ) (2m)* (k2 — m?)?

+ Parte Finita

— 0

v

2m)* (k2 — m2)2[(k + ky)? — m?]

(3.27)

(3.28)
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Substituindo (3.28) em (3.27) obtemos:

: d4k 1 2 w1 vy0
@)t (k+ k)2 —m? Lquaa(m”) = kiK"Y, (3.29)

A parte finita é zero nesse caso pois, quando a realizamos ocorre um cancelamento mutuo
[16].
Esse resultado junto com o resultado das outras integrais apds algumas manipulagoes

algébricas nos permite entao escrever:

2 1 1 a a a
M = [ +4] Y5, = SO +K)Th, + S k] + KK + KPR T
1
(ks o+ K2) (ks + ko) o — S (RTRY + K5 K50 Tos (3.30)
onde
~ 4
I, = 5(])29“” — pupl,)[log(mZ) + Parte Finita (3.31)

é a parte transversa do tensor. Verificando a identidade de Ward associada temos:

. 1 1
Pl = T A0, — L R, + SR SR KR T
1
—p" (k4 ko) (k1 + ko) Ty — 529“(/??1?15 + koK) g Y0s |- (3.32)
LT 4 w " 2
P = (0 G — ') Liog (1)
4
= 30"y = PP)igg(m*) = 0
Parametrizando os k;s como,
kl = (>\ - 1)p7
ko = Ap, (3.33)
temos,
IT = {T2 —79—2[(A—1)2+A2]T0
g - puv 2 g

(A= 1)%p*p” + Xp*p” + AA = 1)p*p’| 10,0 — (X — 1)°p*p, YD,

— 2 = D)% + A%popf g,wrgﬁ}. (3.34)
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Escrevendo,

wa = m27“gW
T?waﬁ - S(g,ul/goéﬁ + Gualvs + g,uﬁgz/a)
T,?W = tgw/a (335)

onde r,s e t sao constantes adimensionais, obtemos ap6s manipulagoes algebras:

my 2 p?
M, = 4{ <E) g — 1O = 12 + Ntg

1
+3 (A= D*+X + MA = D]s(p* g + pupv + Popa)
1
—(2A = )t = (A= 1) + Xtp*g |- (3.36)
Entao,

P = 4%, (%)27’— (A= 12+ X A= s [(A— 12+ X+ (231t} (3.37)

Para satisfazer a identidade de ward p*1I,, = 0 temos duas possibilidades:

1. Ou fazemos escolhas particulares de rétulo,

2. Ou exigimos que os termos de supérficie sejam nulos.

Se a decisao for pela escolha de rétulo, podemos encontrar a partir de (3.37) a seguinte

relacao:

(%)27“ —[A=12EA2FAA=D)]s = [(A =12+ A2 + (20 = 1)t (3.38)

A equagao (3.38) nos mostra que para um dado A, r, s e t estdo relacionados de formas
distintas. Vamos tomar por exemplo A =0, A = 1, A = 2 e A = 3 para vizualizarmos a

dependéncia dos rétulos com os termos de superficie.

A=0 — (%ﬂ — 52t (3.39)
A=1 — (%ﬂ —s—2t (3.40)
A=2 (%ﬂ = 7s — 14t (3.41)
A=3 = (%ﬂ — 195 — 38t. (3.42)
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Por exemplo no caso de A = 1 temos que,
2
<T> r=s—2t. (3.43)
p

Se fizermos r = 0 em (3.43) recuperamos o resultado encontrado em [13].

Por outro lado se fizermos r = s =t = 0 em (3.37) obtemos p"Il,, = 0 para qualquer

valor de A, ou seja, a simetria de calibre ¢ satisfeita para qualquer rétulo.

3.4.2 A auto energia do elétron

Um dos processos mais simples pertinentes a eletrodinamica quantica é dito auto-
energia do elétron. Tal processo é caracterizado por duas linhas fermionicas externas e
descreve a propagacao do elétron na presenca de uma interacao. Novamente utilizando

as regras de Feynman escrevemos:

k+ k1

N

P k+ky P

A “+m
cim = [N g iR )

x(—iew) [ - (;€+—1;€1)2 (9“" - (1-9) (& +(IZ)+N(£;; kz)yﬂ

o /A d*k s (k+k)oay*+m 7y
(2m)r7 P (k+ka)?—m? (k+ k)2

A 4 a
‘ 'k (k+ k) +m (k+k1)u(k+ k),
—ie*(1 — / y £ 3.44
e ( g) (27_‘_)47;1 (k + k2)2 —m2 B (k’ + ]{31)4 ( )
Vamos escolher o calibre de Feynman para efetuar os calculos, ou seja, £ = 1.
Ficamos com:
) -2 v, o« /A d4k koc
—iYe—1 = i€ y
ST T 0ny (h+ k)2((k + k)2 — m?]
+ie? koY Y™V, + 2]/A &' ! (3.45)
R I [ 0mya (h+ k)2[(k + ka)2 — m?] ‘

Olhando para a expressao (3.45) notamos que precisamos de estudar as integrais I3 e I,
escritas logo abaixo nas expressoes (3.46) e (3.47). Mas seus resultados sao os mesmo que

j& obtemos no célculo de I e I,. Uma olhada superficial nos leva a concluir que temos
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aqui divergencia no infravermelho, mas introduzindo a relacao de escala vemos que essa

divergéncia nao existe [12] e [16]. Sendo assim,

b d% 1 2 ..
Is = / @m) (k + k0 )2[(k + ko) —m?] I,,4(m*) + Parte Finita, (3.46)

;o /A d*k ka
o (2m)* (k 4 k1)2[(k + k2)? — m?]
1 1
= —§(k1 + k2)ajlog(m2) + 5(191 + k‘Q)ﬁng
+Parte Finita. (3.47)

Substituindo (3.46) e (3.47) em (3.45) chegamos em:

1
2521 = 262,}/01 [ — §<k1 + kg)allog(m2> +
26}y liog (M) — 4me” L1pg(m?)

+Parte Finita, (3.48)

(ky + kQ)fngﬁ

N | —

onde 72 = 4 e y¥y%y, = —27°, ver apéndice.
Logo,
Semy = —*[(p — 4m) Loy (m?) + (k1 + kg)ﬁfyo"fgﬂ] + Parte Finita. (3.49)

3.4.3 Correcao do vértice

Esse processo constituido de uma linha externa bosonica e duas fermionicas representa
a interacao bésica da eletrodinamica quantica e é por isso denominado vértice basico da
QED. Sendo assim os diagramas que correspondem a uma expansao perturbativa sao

denominados correcao do vértice. Utilizando as regras de Feynman montamos a ampitude:

p

k+ k1 k+ ko

p1 p2
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—1e

A dtk (k+k2)oy” +my, (k+Fk),” +m
/ W(_Z‘Wﬁ) [2 (k + k2)2 — m? ](_ €Vu) [Z (k + k1)2 — m? ]
: (=1)g**
(—26'704) [(k,‘ T ]{53)2:|
— _ié / " 8k + k2) oYk + k1)Py,0”
@2m)* [(k + k1)? = m?][(k + k2)? — m?][(k + k3)]
—ime? /A Lk sk + kQ)U%’Vu’YB
2m)* [(k + k1)? — m?][(k + k2)? — m?][(k + ks)?]
—ime> /A T V5 Yulk + k1)P77”
@2m)* [(k + k1)? = m?][(k + k2)? — m?][(k + k3)?]

m

im2e? / b d'k V8%
2m)* [(k + k1)? — m?][(k + ko)? — m?][(k + k3)?]”

(3.50)
assim obtemos:
d*k ko kP

A
e, = —icPys, 5/
S T ORI [ @y (ke + k)2 — m2[(k + ka)2 — m2)[(k + ks)?]
+Parte Finita. (3.51)

Usando a &lgebra de Clifford podemos mostrar que 57,77,/ k7k? = —4fk, + 2v,k>.

Obtemos entdo:

—1e = i4e® b b
b= / (2m)* [(k 4 k)2 = m?][(k + k2)? = m?][(k + k3)?]
—i2e*y /A dk K
Y@ (R A k) = m2[(R A Re)? = mPl[(k + Es)?)
+Parte Finita. (3.52)

Fazendo manipulagées no integrando de (3.52), usando (3.4) para isolar a divergéncia

bésica e utilizando as relacoes de concistécia vamos obter:
—ieA, = —ie*y' Y, — ie*y,l1oy(m?) 4 Parte Finita. (3.53)

Assim,

A, = 627”'1”2,/ + €2y, I159(m?) + Parte Finita. (3.54)

Antes de discutir a identidade de Ward envolvendo a auto energia do elétron e a
corre¢ao do vértice, vamos apresentar os resultados do McKeon [26] e entdo comparar

com o nosso resultado. Para a auto-energia do elétron ele usa o seguinte rétulo:
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Pt k+s

N

p E-k-s p

que fornece;

(3.55)

Efetuando uma mudanca de variavel, fazendo k — k+ s+ %p(l — 2x), obtém-se um termo

de superficie que depende do parametro s. Temos:

—eors(p) = 26| | = /Oldx<[ Uoajy 0wy i 04

Oy, (27)* K2+ a(l—2)p?2 [k+a(l—2)p?3/ 32720p,
(3.56)
Para a correcao do vértice temos:
P';P
que fornece;
Ak Y [—ak2y" 4 22(1 — 2)?p?y" — 4 (1 — z)pp"
An(qu)__%g/ / [—xk*y (1—2)"p™y (L —2)%pp") (3.57)
(2m)* Jo [F* + x(1 — 2)p]?

Verificando a Identdade de Ward envolvendo as expressoes (3.57) e (3.56) obtém-se:

0 dk 1 z(1 — x)?p*y" i 04
e _ AT _ 9.3 of
eaan(p) A(p, q) 2¢ (/ (2704/0 dz o= o T 5 8p>

ie3 /1 04
= — (AT 4
167r2(27 - apn) (3:58)
A identidade de Ward (3.58) ¢ satisfeita se,
1 04
T+ =0. 3.99
2" o (3.59)
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Entao temos:

2=, (3.60)

Seja s = Ap, onde A é uma constante. Assim temos,

0 1
A”yﬁﬁ = ——4"

Opy, 2
1
— AN 52 = —57”
1
- Ay = _5777, (3.61)
Logo A = —% e portanto s = —%, a simetria de calibre é obtida para esse valor de s, ou

seja, com um rétulo particular.

Vamos verificar a identidade de Ward do resultado obtido via RI. Da expressao (3.49)

obtemos que:

a _ 2 a 2 a B a0 s
8_])“25:1 = —e¢ [a_pl‘(p —4dm)I0(m*) + 8_]9“(2)\ — 1)p’y*Y 5] + Parte Finita
0 0 N
=~ P Tiog(m) + (20 = 1) 220" Yo

+Parte Finita
= _GQ[VMIlog(mQ) + (2)\ - 1)704’1*20[]
+Parte Finita, (3.62)

onde usamos a parametrizagao (3.33).

Temos que:

0

Assim:

62VUT?W + EYuliog(m?) = [ T10g(m?) + (2X — 1)70‘T2a]
+Parte Finita. (3.64)

Usando que T?w = TG € Tga = 5¢ua, Obtemos apdés uma pequena manipulagao algébrica:
r=(2\—1)s. (3.65)

A identidade de Ward (3.63) é satisfeita sob a condigao r = s = 0 para qualquer valor
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de A. Isso implica que a simetria de calibre nao depende do rétulo que escolhemos se os
termos de superficie sao nulos. A simetria de calibre é também implementada se ao invés

de fazermos r = s = 0 escolhermos A = 1 em (3.65). No trabalho do Mckeon [26], temos
s = —p/2.
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4 Anomalias

Tudo o que pode acontecer, acontece.

Murray Gell-Mann

4.1 Introducao

Neste capitulo faremos uma apresentacao histérica da importancia de anomalias em
TQC e suarelevancia para explicagao de fatos experimentais. Posteriormente discutiremos
a anomalia do triangulo AVV que estd relacionada com uma amplitude de probabilidade

que nao satisfaz simultaneamente as identidades de Ward quiral e axial.

4.2 Anomalias em teoria quantica de campos

Simetrias e suas correspondentes leis de conservagao desenpenham um papel impor-
tante em descrever as forcas fundamentais da natureza. No entanto, pode acontecer que
uma determinada lei de conservacao, valida na teoria classica, seja violada na versao quan-
tizada. Isso é denominado anomalia. Na verdade isso nao é tao surpreendente, sabemos
agora que as “ingénuas” concepcoes classicas sao demolidas pelos efeitos quanticos. Exem-
plos familiares sao as relagoes de incerteza de posi¢ao e momento da teoria de Heisemberg.
Por que entao as anomalias sao tao extraordinarias em TQC?

A base da moderna TQC, teoria de calibre (Gauge), é o principio de simetria de calibre.
Uma anomalia, a violacao de uma corrente classicamente conservada, sinaliza a quebra de
simetria de calibre e, em consequéncia, a ruina da consistencia da teoria. Evitando por
um lado (que pode ser possivel), leva a um severo vinculo no conteddo fisico da teoria;
por exemplo, a predi¢ao do quark top. Por outro lado, anomalias sao também necessarias
para descrever certos fatos experimentais. E esta dupla caracteristica que torna anomalias

tao importantes para a fisica.

As anomalias que vamos considerar neste trabalho sao as axiais ou anomalia quiral cor-
respondendo a uma corrente axial ou corrente axial fermionica. A descoberta da anomalia

axial tem uma longa histéria. Ela comega em 1949 com Jack Steinberger (1949), que cal-
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culou em seu doutorado um diagrama de Feynman pion-nucleon (7-N), na tentativa de
descrever o decaimento 7 — 7. Independentemente H.Fukuda e Y.Miyamoto (1949)
realizaram calculos semelhantes. O modelo de Steinberger’s 7-N contendo um vértice
vs estava em excelente concordancia com o experimento. Entretanto, sua comparagao
com uma amplitude 7-N contendo um vértice 7,75 (que, como nds conhecemos agora,
corresponde a identidade de ward axial), é claro, falha. Observando esse quebra-cabega,
Steinberger deixou a teoria e se tornou um prémio nobel em fisica experimental. Dois anos
depois, em 1951, Julian Schwinger apontou que a conservacao da corrente axial em QED,
uma consequéncia imediata da simetria axial, é violada quando o operador corrente é
apropriadamente regularizado. Depois de 12 anos de pausa foi Ken Johnson (1963), quem
observou que em QED bidimensional sem massa nao se pode ter ambas a conservagoes
de calibre e a conservacao da corrente axial. No entanto, pequena atencao foi dada a
importancia desse resultado nos anos subsequentes. Nos anos 60 a algebra de correntes
de Gell-Mann tornou-se bastante popular, e neste ambito, invocando PCAC (Partial con-
servation of the axial corrent), Sutherland e Veltman provaram o teorema que o pion
neutro nao pode decair em dois fétons, em contradicao com os experimentos. Impresion-
ado com a andlise de seu amigo Martinos Veltman, John S. Bell do Cern salientou que
“o assunto de algebra corrente nao deve ser concluido até que este quebra-cabecas seja
resolvido”. Em 1969 Bell e Jackiw resolveram o quebra-cabeca 7% — v+ usando o modelo
o: A anomalia, a quebra quantica da simetria axial, corrige a taxa de decaimento do
teorema de Sutherland-Veltman por uma quantidade que estda em excelente concordancia
com o experimento. Independentemente no mesmo ano, Stephan L. Adler do instituto
de estudos avancados em Princeton, chegou a conclusoes semelhantes, trabalhando em

eletrodindmica espinorial [11].

4.3 Anomalia do triangulo AVV

Embora a presenca de simetrias numa teoria fisica seja um fato fundamental e im-
portante, sua quebra é necessaria para descrever a variedade de configuragoes da mesma.
Um exemplo é o que ocorre na gravitacao newtoniana, embora o campo gravitacinal seja
esfericamente simétrico, a érbita dos planetas sao elipticas. Outro exemplo é a quebra de
simetria que ocorre na descricao das interecoes fundamentais. Os bésons intermediadores
da interagao forte (Glions), eletromagnética (fétons) e gravitacional (gravitons, caso eles
existam), sdo ndo massivos enquanto que no caso da interagao fraca (Z°, W+ e W),

sao massivos. Uma consequéncia desse fato é a suposta existencia de um campo escalar
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massivo capaz de gerar massa nos boson mediadores da interagao fraca, o boson de Higgs.

Em abordagens perturbativas, é usual tratar anomalias de modo que o préoprio método
de regularizacao escolha onde a simetria deve ser quebrada. A regularizacao dimensional
por exemplo escolhe a priori que a anomalia esteja na parte axial. Esta no entanto, nao
¢ uma linha que gostariamos de seguir, mas que a prépria fisica implicasse isso. A RI faz
a escolha a posteriori, ou seja, mantem as duas identidades de Ward arbitrarias até o fim

dos célculos. A anomalia AVV com rétulo arbitrdrio é escrita como:

p

k+ k1 k + ko

p1 p2

A
d*k 1 1 1
TAVV _ / { 5 . }
S B S ey R A B A
+Termos Cruzados, (4.1)

onde os k;;3 estao relacionados com os momentos externos p, g e p+q tal que ky—ks = p+q,

ki — ks =pe ky — k1 = q. Entao podemos parametrizar os k:;s €omo:

ki=ap+ (B —1)q,
ky = ap + Bq,
k3 = (a—1)p+ (8 —1)q, (4.2)

para qualquer a e 5. Usando o quadro da RI ela nos permite escrever:

Ty =Ty (p,q) + dici(a — B+ Dewas(p — q)°, (4.3)

TAVV

v (p, ¢) uma fungao do momento externo livre de parametros

onde temos TZV = Q19w e

arbitrarios que no limite de massa zero satisfaz:

~ 1
pHTﬁ/‘gv (pa Q) - _Reyuaﬁpuqﬂ (44)
VARAVY 1 8 v
q T,uz/a (p7 Q) = Reyuaﬁp q (45)

(p+ )T (p.q) = 0. (4.6)
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Assim as identidades de Ward levam a:

1 .
P”T,ﬁ/‘gv = [ = dioy (o — B+ 1)] GWaﬁp“qB (4.7)
qu;ﬁ/‘;V = [m + dicy (o — B+ 1)} €uvapD’q" (4.8)
(p+q)*TavY = —8iou(a — B+ Deuwasp™d”’, (4.9)

que ilustram a conexao entre termos de superficie e rétulo arbitrario. A redefinicao das

varidveis oy (o — 8+ 1) = i(1 — a)/(327%), para a arbitrério fornece:

1
puTﬁ/‘;V = _@(1 + a)e,uuapp#qp, (410)
« 1 (0%
(p+q) Tj‘VZV = m(l — @) €uapD”q", (4.11)

que evidentemente mostram que a anomalia transita entre a axial e vetorial. Ou seja,
escolhendo a = 1, (4.11) é satisfeita e (4.10) é quebrada; escolhendo a = —1, o contrario.
Vemos com isso que as duas identidades de Ward nao podem ser satisfeitas simultanea-

mente [25].

No caso do decaimento do pion neutron em dois fétons, a quebra de simetria ocorre
na parte vetorial (quebra da IWV) e é conservada na axial. J& no decaimento do préton
a IWV é preservada e a IWA é quebrada. Uma caracteristica importante da RI é que
ela trata as identidades de Ward vetorial e axial no mesmo pé de igualdade, ou seja,
apresenta a anomalia uniformemente entre elas. Outra caracteristica importante da RI é
que ela deixa clara a influéncia das ambiguidades relativas a arbitrariedade dos rétulos.
Ressaltamos sobre a origem das ambiguidades e parametros livres, bem como sobre a
importancia de apresentar a anomalia uniformemente entre as identidades de Ward, que
decorrem a partir de um grafico de Feynman salvo que a fisica diga o contrario. Em outra
palavras, a fisica deve escolher onde a simetria é preservada ou quebrada, nao o método de
regularizacao. Esta caracteristica proporciona uma espécie de teste para regularizagoes
e concluimos que a RI é um bom palco para estudar anomalias do ponto de vista de

diagramas de Feynman.
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5 Conclusao e Perspectiva

O objetivo desse trabalho era discutir a relagao dos termos de superficie com os rétulos
dos momentos internos em diagramas de Feynman a um lago, e ver como é possivel rela-
ciona-los com invariancia de calibre. Vimos que os momentos internos no lago aparecem

multiplicando os termos de superficie e assim tivemos que fazer uma escolha.

1. Ou escolhiamos um roétulo para satisfazer as identidades do Ward, ou seja, para

implementar a simetria de calibre,

2. Ou exigiamos que os termos de superficie fossem nulos para preservacao da simetria

de calibre.

Nos trabalhos do McKeon [1], [2] e [26], a simetria de calibre é preservada sob uma

escolha de rotulo. Ele propoe que as inconsisténcias em integrais de Feynman sao devidas
e o . . : -

a “shifts”nas variaveis de integracao, concluindo que os termos de superficie surgem para

alguns valores de dimensoes. Em nosso trabalho nao fizemos nenhum “shift” e ainda assim

os termos de superficie estao presentes nos resultados. Adotamos a postura de exigir que

os termos de superficie sejam nulos.

O que concluimos disto é que termos de superficie nulos implicam a simetria de calibre

e invariancia de rétulo.

No estudo do triangulo AVV entendemos que a RI é uma ferramenta poderosa pois
apresenta a anomalia uniformemente entre as identidades de Ward, ou seja, trata a IWV
e a IWA em mesmo pé de igualdade. Em outra palavras, ela garante que a fisica é
responsavel pela escolhe de onde a simetria é preservada ou quebrada. Concluimos entao
que a RI ¢ um bom método para estudar anomalias do ponto de vista de diagramas de

Feynman.

Uma perspectiva almejada é ver em teorias com menos conteudo de simetria se os

termos de superficie ndo aparecem em parametros relevantes (fisicos) da mesma (por
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exemplo na fungao beta até dois lagos) e estabelecer uma conexao precisa entre termos

de superficie e invariancia de rétulo.



APENDICE A - Matrizes de Dirac

Até onde as leis da matemdtica se referem a realidade, nao ha certeza;

e até onde hd certeza, elas nao se referem a realidade.

Albert Einstein

A.l Algebra Clifford

As matrizes de Dirac obedecem a seguinte algebra:

{’7;1; ’VV} = 29,ul/~

Com essa regra de anti-comutacao podemos mostrar os seguintes resultados:

WY =" =4,
7#’71/7“ = _2’71/-
Traco
tr(l) = 4,

tr(vumw) = 49
tr(’m%/}/a’}/g) = 4(g,ul/gozﬁ — Gualvp + guﬁgua)7
tr(75) = 07

onde V5 = Y0123
tT(’YS'VMVV) =0

tr(’V,u’YV’Va’Vﬁ) = 4i€uuaﬁ-
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(A.1)



A.1.1 Manipulagoes algébricas com matrizes de Dirac

Mostraremos (A.2), (A.3) e (A.6) como exemplo.
Comegemos por (A.2):

Y% = 3"
= gm/(zguu - 'VMVV)
= 26" g — 7" -

Por outro lado sabemos que y"7, = 7”7, = 7%
Logo:
v =20"gu —

=" = 9" g = 4.
Para mostra (A.3) vamos utilizar o resultado demonstrado acima.

Y = (20 — V)V
= 29 — YY"
=2y, — 4y,
=2

Finalmente vamos calcular o trago (A.6).

tr( v Yeys) =t (29as — Ya8)]
= 29astr (V) — tr(Vu e ¥8Ye)
= 89uwgas — tr[1u(2908 — 187) 70l
= 8Gu9ap — 8Guagvp + tr(Vu sV Vo)
= 89uwJap — 8Guadus + tr[(29us — ¥871) Vel
= 8Gwdas — 8Yuadus + 89usgva — tr(VsVu v Va)-
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

Usando apropriedade tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), temos que tr(vsV,wYa) =

tr(vu Y Yays)- Logo,

tr(VumYa¥8) = 89uw9as — 89ualvs + 89usgva — tr(VuuVas)

— 2tr (V1 Ve V8) = 89w 9as — 89uadus + 89us0va-

(A.14)



Sendo assim:
757“(%%%76) = 4(9,111/9045 — Gpafvps + guﬁgua)a

como queriamos mostrar.
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(A.15)
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APENDICE B - Cadlculo das integrais I v

IMBIQ

Na vida o que tmporta nao é o quanto vocé sabe bater,

mas o quanto vocé conseque apanhar e ainda permanecer de pé.

Rocky Balboa

B.1 Integrais

B.1.1 Integral I,

A dtk 1
b= / (2m)* [(k + k1) = m?][(k + k2)* — m?]
B /A d*k 1
)4 <k2 m2)2

d4k (k2 + 2Ky - k)
/ m?)*[(k + k1)? —m?]
A d (k2 + 2k, - k)
/ —m?)*[(k + k2)? — m?]
A d4 (k2 + 2Ky - k) (k3 4 2ky.k)
+/ (2m)* (k2 = m?)?[(k + k1)? — m?][(k + k2)? —m?]

Assim,
I, = Ilog(mQ) + Parte Finita.

(B.1)

(B.2)



50

B.1.2 Integral I,

B /A d*k k,
a (2m)* [(k + k1) = m?][(k + kz)? — m?]

B /A 'k k,
) @n)t (R - m?)

A dk (k2 + 2k, - k)k,
(2m)* (k* = m?)*[(k + k1)? — m?]

/A
/ d'k (k2 + 2ky - k)k,
/

—

(2m)* (k* = m?)*[(k + k2)? — m?]
A dk (K2 + 2ky - k) (k2 + 2kq.k)k,,
(2m)* (k2 = m?)?[(k + k1)? = m?][(k + k2)? — m?]’

(B.3)

usando novamente (3.4), considerando as integrais nulas e juntando a parte finita obtemos:

A g4 2 A g4 2
d*k (ki + 2k - k)k, d*k (k3 + 2ks - k)k .
L=/ @rf (2 —m?) -/ Gryt (i + e Fmita, (B4
mas,
A dtk (k2 42k k)k Mdk o kak
‘ B — ok K (B.5)
O I T E B L |
usando as relagoes de consisténcia vem:
A g4
d*k kok 1 9 1.0
/ (277')4 (kg _ ?;;2)3 = Zg,uajlog(m ) - ZTua (B6)
substituindo (B.6) em (B.5) obtemos:
A 2
d*k (k7 + 2k; - k)k 1 9 L om0
/ G =y rwle(m) = 3R T (B-7)

substituindo entao (B.7) em (B.4) chegamos a:
1 2 1 a~r0 1 2 1 a~n0 . e
I, = —§k1ullog(m )+ 5]{31 Yo — §k2u1log(m )+ 5[62 T, + Parte Finita, (B.8)
concluimos entao;

1 1 .
I, = _§(k;1 + k) uLiog(m?) + §(k1 + k:z)O‘T/Om + Parte Finita (B.9)



B.1.3 Integral I,

o1

Kk,

/A d*k
(2m)* [(k+k1) —m2][(k + k2)? — m?]

A dik
-| 5w

_ m2)2
/A d*k (k2 + 2k - k)k,k,
(2m)* (k2 — m?)2[(k + k1)? — m?]
/A d*k (k2 + 2ky - k) Kk,
(2m)* (k* = m?)?[(k + k2)? — m?]
A g4 2 . 2
+/ d k4 /z + 2k - k) (K3 + 2ky.k) Kk, | (B.10)
(2m)4 (k2 — m?)?[(k + k1)? — m2][(k + kq2)? — m?]
ora,
/A d*k (k2 + 2k; - k)k,k,
(2m)* (k* = m?)*[(k + k;)? — m?]
_/A d*k (k2 + 2k; - k)k, k[ 1 (k2 4 2k; - k) ]
S )o@ent R2-m2)?2 k2 —m?2 (kB2 —m?)[(k+ k)2 — m?]
B /A d'k (k] + 2k - k)kuk, /A d*k (K2 + 2k; - k)2k,k,
) emt (R - m2) (2m)* (k* = m?)*[(k + k;)? — m?]
M dk o kuk
— 1.2 puly
_h/)QMMW—Wﬂ3
- /A Ak (K2 + 2k; - k)2k,k, [ 1 (ki® + 2k; - k) ]
(2m)t (k2 —m?)3 k2 —m2 (K —m?2)[(k+ k;)? — m?]

— 2 /A d*k kuku 4o LB /A d*k kakgk#k,,
o (2m)4 (k2 — m2)3 i (2m)4 (k2 — m?2)*
+Parte Finita. (B.11)

Assim obtemos:

[

d'k (k2 + 2k; - k)k, ke,

2m)" (B — m2P[(k + k)? = 7]

g /A 'k kuk,
tJ@m)t (R —m?)?

_4kok? / ! (d4k kakskyk,

+Parte Finita.

271')4 (k2 _ m2)4
(B.12)
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Das relacao de consisténcia obtemos respectivamente:

A g4
Ak kk, 1 S
/ (27)* (k2 j m?2)3 = Zguvllog(m ) — ZLT‘“” (B.13)

= —(Guw9ap + Guadus + GusGua) liog(M?>) — 24T2m5, (B.14)

/A d'k Kk, kakg 1
(27)% (k2 —m2)* 24

usando entao (B.13) e (B.14) em (B.12) chegamos a:

/A d*k (k2 + 2k; - k)k,k,
(2m)* (k* = m?)*[(k + k;)? — m?]

1 1
= _kggyullog(m2> - gkiukiu[log(m2)
1 2~~0 1 arB
——k T, + 6k’ k; Twaﬂ
+Parte Finita (B.15)
Finalmente,
/A d*k (k2 + 2k - k) (k% + 2Ky - k) K, k,
(2m)% (k2 — m2)2[(k + k1)2 — m?][(k + k2)? — m?]

N k(K2 4 2k - k) (kS + 2Ky - K) Ky,
_/ (2ﬁ)4 (k2 _ m2)4
A de (K24 2ky - k)2 (K3 + 2k - K)kuk,
_/ @2m)t (k2 = m?)Y(k + k1)? — m?]
Adtk (kP 2k - k) (K3 + 2k - K)%kuk,
a / 2m)t (k2 — m2)4[(k + ko) — m?]

/A d*k (k2 + 2ky - k)2 (K2 + 2ky - k)%k,k,
+
(27)4 (k2 — m2)4[(k + k1) — m2][(k + k)% — m?]
M Ak kk kok
— ay.B pwhvhalvp 1
AR, / S (B.16)

que usando a relagao novamente as relagoes de consisténcia obtemos o resultado:

/A d*k (k2 + 2Ky - k) (k3 + 2Ky - k)k ko,
(2m)* (k2 = m?)*[(k + k1)? = m?|[(k + k2)? — m?]

1 1 1
_ 6(/ﬁ./<;2)gWI,(,g(m2) + gklukgl,llog(mz) + éklykgullog(m ) — 6kak6Twa5
+Parte Finita. (B.17)
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Juntando esses resultados obtemos finalmente:

1
L = _E(kl — k)2 gy Liog (m?)

1
+6(2k1,uk'lzz + klkaV + klukzu + 2k2uk2u)[log (m2)

1
+ (kL + k)T,
1

6
+Parte Finita. (B.18)

(k&KY + kSED + kS ED) YO

prap

B.2 Relacao de escala

Seja

Too) = [ i (B.19)

Diferenciando essa equacao com respeito a m? obtemos:

d A gk 1
—1 H=2 . B.2
dm?2 log(m ) / (271')4 (/{72 . mg)g ( 0)

Ora, a integral em (B.20) ¢ finita e pode ser facilmente calculada. Vamos usar o seguinte

resultado:

/A d"k 1 (1) T(a—2) 1
(

2m)" (k2 + 2k - g — m?)e = (471_)% ¢ T(a) @+ m2>a_% . (B.21)

Tomando n =4, a = 3 e ¢ = 0 temos:

Al 1 o T(1) 1
/ 'k __ ¢ i b (B.22)
(2m)* (k2 — m?2)3 (4m)2 T'(3) m? 2m?
onde b = ﬁ, ['(1)=1eI'(3) =2. Assim
d 9 b b
W.[log(m ) = _Qﬁ = _ﬁ (B23)
Integrando essa equagao diferencial obtemos:
A3 A2
/ dl1oy(m?) = —bln (m?) " (B.24)
A2 1
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O que implica

Tiog(A2) = Tog(A2) = —b[In (A2) — In (A2)] = —b1In G_%) (B.25)

Os \;s sdo arbitrarios. Entdo fazendo A2 = % e A2 = m? obtemos finalmente que:

12

Liog(11?) = Lipg(m?) — bIn (—) (B.26)

m2

A equancgao (B.26) ¢é dita relagao de escala.
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