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Resumo

Diferentemente dos métodos baseados em malhas, os métodos sem malha s3o caracterizados
pelo uso de um conjunto de nds espalhados pelo dominio do problema, ao invés de uma malha
ou grade. Neste trabalho é discutido o MLPG (Meshless Local Petrov Galerkin method)
para a resolucdo de problemas eletromagnéticos. O objetivo aqui é, além de entender o
método, buscar formas de aumentar sua eficiéncia a fim de torna-lo competitivo com métodos

tradicionais como o método de elementos finitos.

Como ndo existe uma malha para dar conectividade aos nés, um desafio para o método é
determinar com eficiéncia quais nds pertencem a vizinhanca de um determinado né. Para

resolver esse problema é usada uma 4arvore de busca denominada kd-tree.

Outra dificuldade dos métodos sem malha estd na imposicao das condicdes de contorno de
Dirichlet quando as funcGes de forma n3o apresentam a propriedade do delta de Kronecker,
0 que é o caso para funcdes de forma construidas a partir do método de minimos quadrados
méveis (MLS). O MLS é um método eficiente, bastante conhecido na literatura e um dos
mais utilizados em métodos sem malha, mas necessita de técnicas especiais para impor as
condi¢oes de contorno de Dirichlet, como o método de penalidades ou multiplicadores de
Lagrange. Além do MLS, investigamos funcdes de forma baseadas no método de interpolacdo
de pontos (PIM) utilizando fun¢des de base radial (RPIM) e associadas com termos polinomiais
(RPIMp). O RPIMp possui a propriedade do delta de Kronecker, sendo uma alternativa ao
MLS, dispensando técnicas especiais para impor as condicdes de contorno. Entretanto, o
RPIMp apresenta um custo computacional maior que o MLS quando um nimero maior de nds
é utilizado. Neste trabalho propomos um método misto que combina o RPIMp para nés da
fronteira e o MLS para o interior do dominio. Dessa forma, geramos um método que associa os

melhores atributos das duas fun¢des de forma: a imposicdo direta das condi¢cdes de contorno e

il



rapido processamento. Resultados obtidos mostram que o método misto possui boa precisao

e custo computacional intermedidrio aos das fungdes de forma utilizadas.

Para tornar o método misto ainda mais atrativo, estudamos uma fungdo de forma mais simples
para o interior do dominio. As fun¢des de Shepard (caso particular do MLS com consisténcia
(") s3o fungdes de forma extremamente simples, de facil implementag3o e custo computacional
muito baixo. Nesse caso, mesmo construindo as fun¢des de forma com poucos nds vizinhos, o
método misto sempre possui custo computacional inferior quando se compara a utilizacao de

apenas fung¢oes RPIMp.

Durante as implementacdes do MLPG percebeu-se que as contribuicdes dos nds para o sistema
matricial global s3o independentes. Cada né contribui com uma linha do sistema, nao interfe-
rindo na contribuicao dos demais nds. Aproveitando a chegada ao mercado de processadores
com multiplos nicleos e aproveitando essa caracteristica do método, é proposta uma forma de
paralelizar o processo de montagem do sistema linear que é a fase do método de maior custo
computacional. Resultados indicam um ganho de desempenho nessa parte do processamento

de até 3,78 vezes para processadores com 4 nicleos.



Abstract

Unlike mesh based methods, meshfree methods are distinguished by the use of a set of scattered
nodes over the domain instead of a mesh or grid. In this work the use of MLPG (Meshless

Local Petrov Galerkin method) to solve electromagnetic problems is discussed.

The main objective is to improve the method’s computational efficiency in order to make it

competitive with traditional methods like the finite element method.

Due to the absence of a mesh there is no connectivity among nodes and it is a challenge for
the method to determine efficiently which nodes belong to the neighborhood of a particular

node. To solve this problem a kd-tree is used.

Another issue of meshfree methods is how to impose Dirichlet boundary conditions when the
shape functions do not possess the Kronecker delta property, which is the case for shape
functions constructed from the moving least-squares method (MLS). The MLS is an efficient
method, well known in the literature and one of the most used in meshless methods but requires
special techniques to impose the Dirichlet boundary conditions, such as the method of penalties
or Lagrange multipliers. In addition to the MLS, we investigate shape functions based on the
point interpolation method (PIM) using radial basis functions (RPIM) with polynomial terms
(RPIMp). The RPIMp has the property of Kronecker delta, which makes it an alternative to
the MLS dispensing special techniques for imposing boundary conditions. However, RPIMp
presents a higher computational cost than the MLS when a large number of nodes is used.
In this paper we propose a mixed method that combines RPIMp to border nodes and the
MLS into the domain. Thus, we generate a method that combines the best attributes of two

functions: a direct imposition of boundary conditions and fast processing. Results show that

v



the mixed method has good accuracy and intermediate computational cost between the shape

functions used.

To make the mixed method even more attractive, we investigated a simpler shape function to
use inside the domain. Shepard functions (particular case of MLS with C° consistency) are
extremely simple functions, easy to implement and have low computational cost. In this case,
even constructing the shape functions with few neighboring nodes, the mixed method always

present lower computational cost when compared to using only RPIMp functions.

During MLPG implementations we realize that the nodes contributions for the global matrix
system are independent. Each node contributes with a line on the matrix system, not interfering
with the contribution of the other nodes. Taking advantage of multi-core processors, now easy
to find in the market, we propose a way to parallelize the linear system assembling process which
is the stage of the method with higher computational cost. Results indicate a performance

gain up to 3.78 times in this part of the processing for 4-cores processors.
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Capitulo 1 .

Introducao

m Engenharia, o projeto de sistemas avancados requer o uso de ferramentas compu-

tacionais (computer-aided design - CAD), nas quais técnicas de simulagdo compu-
tacional sdo freqglientemente usadas para modelar e investigar fendmenos fisicos. Em vérios
sistemas, a etapa de simulagao consiste na solucdo de equagdes diferenciais parciais que gover-
nam o fenomeno. Neste trabalho, sera investigado o fendmeno eletromagnético, regido pelas
equacoes de Maxwell. Computacionalmente, essas equacdes sio resolvidas usando-se méto-
dos numéricos, como o método de elementos finitos (FEM) (Hughes, 2000) e o método de
diferencas finitas (FDM) (Taflove, 2000). Nesses métodos, o dominio espacial é discretizado
segundo uma malha, cuja composicao consiste em um conjunto de nds conectados entre si

segundo um padrdo pré-definido.

A malha é necesséria para definir uma relacdo de dependéncia ou conectividade entre os nés,
razao pela qual ela é a base para a formulacdo dos métodos numéricos convencionais. No
FDM, usa-se uma malha estruturada, também conhecida como grade (grid), como ilustrado
na Figura 1.1a. Em uma malha estruturada é simples determinar quais sdao os nds vizinhos de
um dado né 7, ja que os nds sdo ordenados pela grade de forma sistematica. Entretanto, a grade
nao se adapta bem a problemas com geometrias curvas ou até mesmo retas e planos inclinados.
No FEM diz-se que a malha é composta de elementos e, apesar de cada elemento poder variar
assumindo formas geométricas diversas, o mais comum ¢é utilizar tridngulos para problemas

em duas dimensdes, como ilustra a Figura 1.1b, ou tetraedros para definir os elementos em



grade elementos
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(a) malha estruturada- FDM (b) malha nao estruturada- FEM
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(c) nés - Mfree

Figura 1.1: Comparacao entre discretizagdo do dominio Q2. Em (a), o dominio é discreti-
zado segundo uma grade regular. Nota-se, nesse caso, que a grade nao consegue descrever
a geometria com boa exatidao na fronteira do dominio. Para o método de elementos fini-
tos, a malha é nao estruturada, como ilustra (b). Esse tipo de malha consegue descrever
com maior precisao geometrias complexas, mas pode apresentar problemas como elemen-
tos degenerados (ver Figura 1.2). Método sem malha nao discretizam o dominio segundo
uma malha. Nés sao espalhados sobre o dominio e sua fronteira, como visto em (c).

problemas de trés dimensdes. Dessa forma, a malha do FEM é capaz de se ajustar bem a
geometrias complexas com inclinagoes e discretizar curvas em um conjunto de segmentos ou

planos.

O método de elementos finitos é robusto e tem sido extensivamente usado na solucdo de
problemas de Engenharia. Entretanto, o método possui algumas limitacdes. Uma das princi-
pais dificuldades do FEM ¢é gerar uma malha que represente bem o problema e seja de boa
qualidade do ponto de vista numérico. A qualidade da forma dos elementos afeta a precisdo
dos resultados numéricos. Uma malha com boa distribuicao de nés e elementos bem formados
contribui na geracao de sistemas bem condicionados, minimizando erros numéricos e singu-
laridades (Nunes et al., 2007). Em duas dimensdes, uma malha de boa qualidade apresenta
elementos triangulares proximos ao equilatero. Malhas que apresentam elementos distorcidos,
como os mostrados na Figura 1.2a geram sistemas lineares mal condicionados e resultados com
erro elevado. Esses elementos se caracterizam por possuir drea (ou volume em 3D) préxima

de zero. Nesse caso, o fator de qualidade dado pela razido entre base e altura tende a zero ou



Elementos

distorcidos §

) Elementos distorcidos ( ) Conformidade

Fronteira
da Geometria

(c) Fronteira entre regioes

Figura 1.2: Principais problemas para geracao de malhas para o método de elementos
finitos. (a) mostra elementos distorcidos em duas dimensoes. (b) mostra uma malha
de triangulos nao conforme, o elemento da esquerda é definido por quatro segmentos ao
invés de somente trés. (c¢) quando o problema envolve mais de uma regiao, a geometria
da interface tem que ser respeitada. Isso pode dificultar a geracao de uma malha de boa
qualidade (Shewchuk, 1997; Nunes et al., 2007).

para infinito. Elementos distorcidos n3o representam grande problema para malhas bidimensi-
onais, ja que podem ser removidos por meio de refinamento da malha. Entretanto, elementos
distorcidos em trés dimensoes ainda representam grande desafio para a geracdo automatica de
malhas com boa qualidade (Idelsohn and Ofiate, 2006; Shewchuk, 1997; Nunes et al., 2007).
Além de possuir elementos de forma adequada, a malha deve ser conforme e os contornos
devem ser respeitados (ver Figura 1.2). Gerar uma malha que satisfaca esses requisitos em 2
dimensdes ndo é um problema, mas, em 3 dimensdes os geradores de malhas existentes tipica-
mente necessitam de muito tempo de maquina e, em muitos casos, é necessario a supervisao
humana para se conseguir bons resultados (Idelsohn and Ofiate, 2006). Para problemas onde
o dominio do problema muda com o tempo, como acontece em estruturas que envolvem mo-
vimento, esse problema é agravado pois uma nova malha deve ser gerada a cada configuracao

do problema.

As dificuldades associadas ao método de elementos finitos sdo facilmente resolvidas quando
se usa um método sem malha. Nos métodos sem malha (MFree) um sistema de equagdes

algébricas é estabelecido para todo o dominio do problema sem o uso de uma malha. Métodos
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(a) variagao direcional (b) nao uniformi- (c) Fronteira da geometria
de h dade de h

Figura 1.3: Principais problemas para distribuicao de nés em métodos sem malha

MFree usam um conjunto de nds espalhados sobre o dominio do problema, bem como um
conjunto de nds espalhados sobre suas fronteiras para representar o dominio do problema e suas
fronteiras. Esses nds ndo formam uma malha, ja que nenhuma informag3ao sobre conectividade
entre eles é necessaria, pelo menos para a interpolacdo de variaveis de campo. A Figura 1.1

compara a maneira que o FEM, o FDM e métodos sem malha discretizam o dominio.

Como os métodos sem malha n3o precisam de uma conectividade direta entre os nds, o processo
de geracdo da malha é dispensado sendo uma opc¢ao bastante atrativa, especialmente para pro-
blemas com geometrias tridimensionais complexas ou que envolvem movimento ou deformagao
da geometria. Entretanto, essa auséncia de conectividade introduz algumas dificuldades aos
métodos sem malha. Para determinar a conectividade entre os nds, o que normalmente se faz
é determinar quais nds estao presentes na vizinhanga do nd, como mostra a Figura 1.3, onde
a vizinhanca é mostrada como uma regiao circular. A figura mostra também as principais
dificuldades para uma boa distribuicdo de nés em métodos sem malha (Idelsohn and Ofiate,
2006); sendo h a distancia entre os nds. Algumas vezes a variagdo de h é maior em uma di-
recdo especifica (variacdo direcional de h), como ilustrado na Figura 1.3a ou é n3o uniforme,
formando regides com muita concentracao de nds e regides com deficiéncia de nds, como
ilustrado na Figura 1.3b. No primeiro caso, uma direcdo influencia mais a aproximagdo do que
a outra. No exemplo da Figura 1.3a, somente os nds acima e abaixo tém conectividade com o
né em destaque. No segundo caso (Figura 1.3b), apenas a regido abaixo do né em destaque é
bem representada enquanto a regido acima do né conta com apenas um né. O problema das
fronteiras presentes nos métodos com malhas é comum aos métodos sem malha, como visto
na Figura 1.3c. E necessario forcar a distribuicio de pontos sobre as fronteiras. A Tabela 1.1

mostra uma comparacao entre as dificuldades entre métodos com malha e sem malha.



Tabela 1.1: Comparacao das dificuldades entre malhas e distribuigao de nés

Métodos com malha | Métodos sem malha
Conformidade dificil facil
Elementos degenerados dificil facil
Fronteiras da geometria dificil dificil
Variacao direcional de h facil dificil
Nao uniformidade de h facil dificil

Para tornar métodos sem malha uma opg¢ao frente aos métodos tradicionais, é necessario
obter implementacdes eficientes desses métodos. Entretanto, implementacdes dos métodos
sem malha ainda possuem custo computacional elevado quando comparadas aos métodos com
malha. Para prover a conectividade entre os nds precisa-se determinar quais nds pertencem a
vizinhanca de um determinado né de interesse; para construir as funcoes de forma necessarias
ao calculo de integragdes da forma fraca é necessario fazer inversdes de matrizes locais e outros
calculos matriciais. Essa dificuldades criam obstaculos em se gerar implementacoes eficientes
para métodos sem malha, tornando necessario o emprego de técnicas especiais para torna-los

mais eficientes. Esse é um dos principais pontos abordados neste trabalho.

Dentre os varios métodos sem malha é possivel destacar: Smooth Particle Hydrodyna-
mics (SPH) (Lucy, 1977; Gingold and Monaghan, 1977), Element Free Galerkin (EFG)
(Belytschko et al., 1994), Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) (Atluri and Zhu, 1998),
Point Interpolation Method (PIM) (Liu, 2002), Radial PIM (RPIM)(Liu, 2002), entre muitos

outros.

O SPH foi um dos primeiros métodos sem malhas desenvolvidos, baseando-se na formula-
¢do integral de uma fungdo. A funcdo delta de Dirac é aproximada por uma fun¢ao nicleo
(kernel function) W e a integral é calculada sobre um conjunto de particulas (Liu and Liu,
2003). Inicialmente, o SPH foi formulado para resolver problemas de astrofisica (Lucy, 1977),
mas recentemente vem sendo aplicado principalmente em problemas de dindmica de flui-
dos (Liu and Liu, 2003). O SPH foi adaptado para resolver problemas eletromagnéticos no
dominio do tempo, gerando um novo método conhecido como Smoothed Particle Electromag-
netics (SPEM) (Ala, 2006; Mendes, 2010). No SPEM, as particulas do SPH s&o divididas em
dois grupos: particulas elétricas que armazenam informacgdes sobre o campo elétrico e particu-
las magnéticas para armazenar as informagdes do campo magnético. A interpolacdo do SPH

é entdo aplicada as equagdes de Maxwell no dominio do tempo (Ala, 2006; Mendes, 2010).
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Figura 1.4: Malha de integracao para o EFG

O SPH possui algumas vantagens computacionais como simplicidade de implementacdo, além
de se adequar bem a problemas com deformacdo. Por outro lado, como o método utiliza a
funcao delta de Dirac, apresenta alguns problemas: condi¢cdes de contorno ndo sio satisfeitas
exatamente e o processo de interpolacao nao é completamente consistente ou completo. Nos
Gltimos anos, muitas técnicas tém sido desenvolvidas para melhorar sua performance e eliminar

seus problemas numéricos (Liu and Liu, 2003).

O EFG foi desenvolvido por Belytschko et al. (1994) e se baseia no método de elementos
difusos (DEM - Diffuse Elements Method), primeiro método sem malha baseado na técnica
de Galerkin. Inicialmente, ambos foram desenvolvidos para resolver problemas mecanicos
mas atualmente sdo aplicados também a problemas eletromagnéticos (Cingoski et al., 1998;
Parreira et al., 2006a,b). O EFG é considerado um método sem malha no sentido de n&o
existir uma conectividade direta entre os nds, como acontece no método de elementos finitos
através das arestas da malha. No EFG, a conectividade entre os nds é dada pela regido de
influéncia exercida por cada né. Entretanto, ha a necessidade de se criar uma malha grade para
a integra¢do da forma fraca do problema (Atluri and Shen, 2002). Essa grade (Figura 1.4)
nao depende da distribuicao dos nds sobre o dominio, podendo ser regular. Dessa forma, sua

construcao é bem mais simples que a malha do FEM.

No EFG as fun¢des de forma e de teste tém que pertencer ao mesmo espaco de fungoes
devido ao uso do método de Galerkin, sendo o método de minimos quadrados méveis (MLS)

comumente usado para gerar tais fungdes (Liu, 2002).



O MLPG foi originalmente proposto por Atluri and Zhu (1998). Neste método se usa o
conceito de forma fraca local, dispensando grades de integracdo, o que torna o método
bastante flexivel, considerado por seus autores como um método “verdadeiramente sem ma-
lha" (Atluri and Shen, 2002). Por isso, 0 MLPG é o método escolhido para ser explorado neste
trabalho.

Como sera visto no Capitulo 3, o MLPG usa uma formulagao fraca local. Nessa técnica, cada
né define seu proprio subdominio que é independente dos demais. Cada subdominio pode
ter qualquer tamanho ou forma geométrica e o conjunto de subdominios deve cobrir comple-
tamente o dominio global. Os subdominios dispensa a geracdo de uma grade de integracdo
como a utilizada no EFG, pois a integracdo é feita localmente em cada subdominio. Além
disso, o MLPG utiliza o método de Petrov-Galerkin que permite que as funcoes de teste e de

forma pertencam a espacos de fungdes diferentes.

Permutando as possiveis combinacdes entre funcbes de teste e de forma, obtém-se variacoes
do MLPG como (Atluri and Shen, 2002):

e MLPG 1: Usa-se o mesmo tipo de funcdo como funcdo de teste para os subdominios
dos nés e como funcdo de peso para a construcdo das funcdes de forma utilizadas pelo

método de minimos quadrados méveis (MLS).

e MLPG 2: A funcdo de teste é a funcao delta de Dirac o que resulta em um método de
colocacdo. Nesse caso as integrais da forma fraca local se anulam e a forma forte da

equacao diferencial parcial é discretizada.

e MLPG 3: Escolhe-se como funcdo de teste o residuo da equacdo diferencial a ser resol-

vida. Ou seja, resolve-se um problema de minimos quadrados.

e MLPG 4: A funcado de teste é a solucao fundamental modificada da equacao diferen-

cial. Essa variacdo do método é conhecida também como Local Boundary Integration
Equation (LBIE)

e MLPG 5: A funcdo de teste é a funcdo de Heaviside, que é constante e igual a um sobre

todo o subdominio, e igual a zero fora dele.

e MLPG 6: As funcdes de forma e de teste sdo idénticas o que torna esse método um

caso especial do Bubnov-Galerkin method (Fries and Matthies, 2004). Se esferas sdo
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utilizadas como subdominios, o método passa a ser conhecido também como método
das esferas finitas (De and Bathe, 2000).

Em (Atluri and Shen, 2002) é feita uma andlise comparativa do desempenho computacional
e da precisdo dessas variacdoes e o MLPG 5 é o método que consegue unir boa precisdo e o
menor custo computacional, uma vez que o uso da funcido de Heaviside como funcdo de teste
elimina a necessidade de integracao no interior dos subdominios. Por isso, essa serd a opcao

utilizada nesse trabalho e daqui para frente a sigla MLPG se refere ao MLPG 5.

1.1 Objetivos

Eficiéncia computacional e confiabilidade sdo claramente os requisitos mais importantes para
o sucesso de um método numérico, seja ele com malha ou sem malha. As ideias bdsicas
empregadas nos métodos sem malha siao simples e bem entendidas. Entretanto, desenvolver
um método sem malha eficiente é muito dificil (De and Bathe, 2001). A eficiéncia depende
da escolha apropriada do método de interpolacdo a ser utilizado para a geragao das funcoes
de forma, dos procedimentos utilizados na integracdo numérica, da determinacdo da relacao
de interdependéncia entre nds, das técnicas utilizadas para impor as condicdes de contorno,
entre outros (De and Bathe, 2001; Idelsohn and Ofiate, 2006).

Uma revisao da literatura sobre métodos sem malha revela que a tendéncia atual estd voltada
para a aplicacao dessas novas técnicas nas diversas dreas da engenharia. Mas estd claro que,
para aplicagOes gerais, nenhuma dessas técnicas é tao eficiente computacionalmente quanto os
métodos tradicionais baseados em malhas como o método de elementos finitos (De and Bathe,
2001).

Neste trabalho o problema de célculo de campo eletromagnético serd tratado por meio do
método MLPG. A principal contribuicdo do trabalho de doutorado serd a proposta de solugdes
para o problema de alto custo computacional do método em questao, visto que implementacoes
atuais de métodos sem malha sdo computacionalmente mais caras que implementacoes de

métodos com malha.
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O principal objetivo desse trabalho é identificar os principais fatores limitadores de desem-
penho do método MLPG e propor solucdes para torna-lo mais eficiente, do ponto de vista

computacional.

1.2 Metodologia

Para a implementagdo do método MLPG, utiliza-se o paradigma de programacgdo orientada a
objetos por suas facilidades em estruturar classes de forma hierdrquica, facilitando o desenvol-
vimento pela reutilizacdo de cédigo através de mecanismos como agrupamento e polimorfismo
e por mecanismos de programacado genérica através de templates e padroes de projeto como
Singleton, Factories, Observers, entre outros (Gamma et al., 1994). Entre as possiveis lingua-
gens de programacdo que suportam a orientacao a objetos, escolheu-se o C++ por questoes

de eficiéncia.

Para resolver detalhes de implementagdes, utilizaram-se conceitos de geometria computacio-
nal (de Berg et al., 2000). Como exemplo, uma das principais dificuldades dos métodos sem
malhas é determinar a relacao de interdependéncia entre nds, visto que um determinado né
precisa conhecer os nés ao seu redor (nés vizinhos), os quais exercem influéncia na integracdo
do subdominio do né em questao. Encontrar essa conectividade é um problema que nao é
tratado em sua real dimensdo em muitos artigos (ldelsohn and Ofate, 2006). Achar os vizi-
nhos de um né usando um método forca bruta é computacionalmente caro, podendo tornar a
solucdo, para problemas com muitos nés, invidvel. Para contornar esse problema, buscou-se
aplicar estruturas de dados mais eficientes, como arvores de busca, para reduzir a ordem de

complexidade do método.

Na primeira fase desse trabalho, utilizam-se apenas funcdes de forma construidas pelo mé-
todo de minimos quadrados méveis (MLS) por ser tradicionalmente utilizada em métodos sem
malha (Liu, 2002; Atluri and Shen, 2002; Parreira et al., 2006b). Entretanto, as fun¢des de
forma MLS n3o possuem a propriedade do delta de Kronecker o que torna necessario o uso de
técnicas especiais para a imposicao das condi¢des de contorno de Dirichlet. Aqui, utilizamos
o método da penalidade (Liu, 2002; Atluri and Shen, 2002) que nem sempre gera bons resul-

tados (podem ocorrer oscilagdes nas fronteiras). Como alternativa ao método da penalidade,
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passamos a testar funcOes de forma calculadas utilizando o método de interpolagao de pontos
com fun¢des RBF e polindmios (RPIMp) (Liu, 2002; Viana et al., 2004). Com esse método,
conseguimos fun¢oes de forma que possuem a propriedade do delta de Kronecker, o que torna
dispensdvel o método de penalidade para forcar as condicdes de contorno, e gerar resultados
com boa precisdao e sem oscilacdes nas bordas. A desvantagem do uso do RPIMp é sua com-
plexidade computacional elevada. Diante desse cenario, imaginamos a possibilidade de se unir
as qualidades das duas fung¢des de forma. O resultado disso é a proposta de um novo método
com formulacdo mista que utiliza as funcées de forma RPIMp sobre os nés da fronteira e MLS
sobre os nés internos ao dominio (Fonseca et al., 2008c). O método misto apresentou resulta-
dos com boa precisdo e um tempo de execucao intermedidrio quando comparado a utilizacdo

de uma dnica funcdo de forma.

O método misto apresentado em (Fonseca et al., 2008c) se mostrou capaz de mesclar duas
funcdes de forma diferentes, possibilitando o uso de uma funcdo que possui a propriedade do
delta de Kronecker sobre a fronteira de Dirichlet, ndo necessitando de métodos especiais para
impor as condi¢des de contorno. Entretanto, o método se mostrou vantajoso apenas quando o
nimero de nés vizinhos utilizados para a constru¢ao das funcdes de forma é maior que 16 mas,
na maioria dos casos, apenas 9 vizinhos geram boas solu¢des. Para tornar o método misto
atrativo, era necessdrio utilizar uma funcdo de forma para os nds internos que fosse muito
rapida de se calcular. Nesse novo contexto, experimentamos funcdes de forma extremamente

simples de serem calculadas, as funcdes de Shepard.

As fun¢des de Shepard foram propostas por Shepard em 1968 (Fries and Matthies, 2004).
Essas funcGes podem ser interpretadas como um subcaso do método de minimos quadrados
moveis com ordem zero de consisténcia, com a vantagem de possuirem baixo custo compu-
tacional e serem de facil implementacdo. Entretanto, a baixa ordem de consisténcia pode
fazer com que as funcdes de Shepard falhem ao tentar solucionar problemas mais comple-
xos (Fries and Matthies, 2004).

Utilizando apenas as funcdes de Shepard com o método de penalidades, ndo obtivemos bons
resultados. As oscilagdes no contorno apresentadas quando usamos MLS s3o intensificadas
quando passamos a usar as fun¢des de Shepard. Por isso, usadas isoladamente, as fun¢des de
Shepard n3o sdo uma boa opc¢do para o MLPG, mas quando combinadas com funcdes RPIMp
produzem bons resultados e com um custo computacional muito menor. Além do uso de

uma funcao de forma mais simples para o interior do dominio, percebemos que o RPIMp era

10
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necessario apenas para nés sobre a fronteira de Dirichlet, diminuindo um preprocessamento de

classificagdo dos nés. O resultado dessas melhorias foi publicado em (Fonseca et al., 2010).

Além das questdes apresentadas acima, apostou-se também na paralelizagcdao do método, ja que
nos ultimos anos, ocorreu a disseminacao de processadores com varios nicleos de processa-
mento. Um dos principais melhoramentos dos processadores em um futuro préximo consistird
no aumento do nimero de nicleos e na quantidade de meméria cache (Bischof et al., 2007).
Portanto, implementagdes paralelizadas terdo um papel fundamental na obtencdo de cédigos
de alto desempenho. Seguindo essa tendéncia, uma paralelizacdo do método, baseada em
uma arquitetura de mdltiplos processadores compartilhando a mesma memdria, é proposta e

implementada (Fonseca et al., 2009).

1.3 Estrutura do texto

No Capitulo 2 s3o apresentados métodos de interpolacdes que geram as fun¢des de forma
utilizadas pelo MLPG. S3o discutidos o método dos minimos quadrados méveis (MLS), as
funcdes de Shepard, o método de interpolagdo de pontos com fun¢des de base radial (RPIM)

e o RPIM associado com termos polinomiais (RPIMp).

No Capitulo 3 apresentamos o método MLPG construido a partir da forma forte para problemas

estaticos do eletromagnetismo.

O Capitulo 4 detalha as escolhas e estruturas utilizadas nas implementagdes: para o problema
de se encontrar nds vizinhos é utilizada uma arvore de busca (kd-tree); para o problema de
imposicao das condicoes de contorno é proposta uma maneira de combinar as fungoes de
forma apresentadas no Capitulo 2 associando as melhores caracteristicas de cada uma delas:
velocidade no processamento no interior do dominio e facilidade de imposicao de condi¢cGes de
contorno na fronteira; é apresentada ainda uma forma simples para a paralelizacdo do processo

de montagem do sistema linear.

Por fim, no Capitulo 5 s3o apresentadas as conclusoes e propostas para trabalhos futuros.

11



Capitulo 2 .

Funcoes de forma

este capitulo, discutem-se métodos de interpolagao dado um conjunto de pontos nos
quais o valor da funcdo é conhecido. A partir desses métodos sao construidas as

chamadas funcdes de forma que sdo utilizadas em métodos sem malha.

Dado um conjunto de pontos x;, sendo ¢ = 1, 2, ..., n, nos quais se conhece os valores da funcao
V, deseja-se encontrar uma funcdo V" que se aproxime da fung3o original. Esse problema é
ilustrado na Figura 2.1. Existem vdrias maneiras de se encontrar essa fun¢do aproximada (Liu,
2002). Nessa segdo serdo vistos os métodos dos minimos quadrados méveis (MLS) e o de
interpolagdo de pontos (point interpolation method — PIM) usando fun¢des de base radial

(RPIM) e fungdes de base radial associadas a termos polinomiais (RPIMp).

De forma geral, procura-se representar a aproximagdo da fungdo V' através de um conjunto de

funcbes de forma ¢; tais que

Vix) = Z D (X)V(x;). (2.1)

Usualmente, as funcdes de forma possuem suporte compacto, influenciando apenas uma pe-

quena por¢ao do dominio.
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Figura 2.1: Pontos conhecidos de uma funcio V e sua aproximacao V"(x). No exemplo
da figura, Vi, V5, ..., V7 sao os valores da funcao V', que se deseja aproximar, nos pontos
X1, X2, ..., X7. V"(x) é uma funcao aproximada para V construida a partir dos valores
conhecidos.

As funcdes de forma devem atender a critérios de consisténcia e reprodutibilidade. O grau de
consisténcia pode ser entendido como o polindomio de mais alta ordem que pode ser represen-
tado de forma exata. Uma equacdo diferencial na forma LV = f é dita consistente de ordem
pse ||Lu—L"V|| = O(h?), onde h é uma medida da densidade da distribuicio de nés. A con-
sisténcia é um fator importante para a convergéncia de métodos sem malha (Belytschko et al.,
1998).

Assegurar que um método sem malha com uma distribuicdo de nds ndo uniforme seja con-
sistente é relativamente dificil. O que se faz, ao invés disso, é analisar as condi¢des de
reprodutibilidade (reproducing conditions ou completeness) (Belytschko et al., 1998). Uma
aproximag3o V"(x) é completa de ordem k se qualquer polindmio de ordem menor ou igual a

k pode ser representado de maneira exata. Dessa forma, se V"*(x) é dado por

Vi(x) = Z b:(x)V;, (2.2)

onde V; sdo os valores nodais, entao se os valores de V; sao dados por um polinGmio de ordem
k, a aproximagdo V"*(x) reproduzira o polinémio de forma exata se a aproximag3o for completa
de ordem k (Belytschko et al., 1998). Em uma dimens3o, as condi¢des de reprodutibilidade

podem ser escritas como se segue: se os valores nodais sao dados por um polind6mio:

Vi = ag + ayz; + aoxi® + ..+ apzi”, (2.3)
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entao a condicdo de reprodutibilidade sera satisfeita se
Vh(ﬂf) = Z@‘(@W = ap 4+ a1x + asx® + ... + apa”. (2.4)
i=1

Como a expressao acima deve ser satisfeita para coeficientes a; arbitrarios, obtém-se as con-

dicGes abaixo:

Zﬁbz(x) =1 (2.5)

Z di(x)r; = (2.6)
Z gi(x)x;® = 2 (2.7)

Z@(Jf)l’zk =" (2.8)

Em duas dimensoes, as condicoes de reprodutibilidade linear podem ser escritas como:
D ilx) =1 (2.9)
i=1
> dix)zi =a (2.10)
i=1

> 0¥y =y (2.11)

onde x = (z,v).

As Equagdes 2.5 e 2.9 sdo conhecidas como condi¢do de particdo da unidade (PU) e as

Equagdes 2.6, 2.10 e 2.11 s3o as condi¢coes de reprodutividade linear.

Além de satisfazer a particao da unidade, é desejavel, mas n3o necessario, que as fungdes de
forma satisfacam outras condi¢cbes como possuir a propriedade da funcdo delta de Kronecker,
dada por

1 se i=j
0 se 1#£7
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2.1. Método dos minimos quadrados moveis

Como sera visto, o método dos minimos quadrados mdveis nao possui a propriedade do delta
de Kronecker, ou seja, o valor interpolado da fungdo em um ponto conhecido ndo é necessa-
riamente igual ao valor da funcdo nesse ponto. Em outras palavras, a fun¢do interpolada nao

passa pelos pontos conhecidos.

Usando o PIM construido a partir de RBF's (RPIM), as fun¢des de forma geradas possuem
a propriedade do delta de Kronecker e a funcdo interpolada passa pelos pontos conhecidos.
Apesar dessa vantagem, o RPIM n3o tém a capacidade de aproximar todos os tipos de fun¢des.
Isso se deve ao fato de que a construcdo das funcdes de forma utilizando apenas RBF's
nao fornecem uma base completa para aproximar tais funcdes. Para contornar esse tipo de
problema, além das RBF's, acrescentam-se termos polinomiais a base do PIM (RPIMp) (Liu,
2002).

2.1 Meétodo dos minimos quadrados modveis

No método dos minimos quadrados méveis (Nealen, 2004), usa-se uma aproxima¢do do tipo

Vi (x) = p'(x)a(x), (2.13)
na qual p’(x) = [p1(x) p2(x) ... pm(x)] é o vetor contendo os mondémios de uma base poli-
nomial completa e a(x) = [a1(x) az(x) ... a;,(x)]" é um vetor de coeficientes que dependem

de x, ou seja, para cada posicdo do espaco tem-se um vetor de coeficientes diferente. Se ¢ é
a ordem mdaxima dos mondmios e dim é a dimensao do problema, o niimero de termos m de
p(x) pode ser determinado pela expressdo (Liu, 2002):

(t+1)(t+2)...(t+ dim)

= 2.14
m dim) ( )

A Tabela 2.1 mostra alguns exemplos de p’(x) variando a dimens3o do problema e a ordem

maxima dos monomios.
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Tabela 2.1: Algumas bases polinomiais

t | dim|m pl(x)

1 2 3 []_ €T ZL‘Q]

1 3 |4 (1 2y @9 x3]

21 2 | 6 | [l a9 2} 2120 23]

Os coeficientes do vetor a(x) sdo determinados através da minimizagdo do funcional

n

J(@(x)) = > w(llx = xill) [V"(x) - V(x)]’

i=1

_Z (Ix = x:])) [p'(x;)a(x) — Vi]? (2.15)

onde w(||x — x;||) é uma fun¢do de peso para o né i e V; é o valor conhecido da fungdo nesse
né. Normalmente, a funcdo de peso para um ponto é uma funcdo de base radial (RBF) com
valor mdximo no né 7 e que diminui quanto maior a distancia para esse nd. Existem vdrias
possibilidades para a funcdo w. O Apéndice A mostra varias funcdes RBF testadas neste
trabalho.

Com a utilizagao da funcdo de peso, da-se uma importancia para um né em sua vizinhanga e,

para pontos distantes, esse nd exerce influéncia pequena ou nula para a aproximagao.

Para minimizar o funcional definido na Equac¢ao 2.15, faz-se %= = 0, para todo a;, gerando o

a
conjunto de equacgdes:

g—i =2 2w(lx = xill).pr(x:)[p' (x:) a(x) = Vi] = 0

g—i =2 2w(lx = xill)-pa(x:)[p' (x:) a(x) = Vi] = 0

% - ZZw(”X — xl-H).pn(xi).[pt(xi).a(x) — V;] =0 (2.16)

Rearranjando as derivadas parciais do funcional, obtém-se a equagdo matricial
Aa = BV (2.17)
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2.1. Método dos minimos quadrados moveis

na qual

Ax) = w(llx —x])p(x;)p'(x,). (2.18)

i=1

B(x) = [w(lx = xi[)p(x1), w(llx = x2[)p(x2), - .., w(llx = xn[)p(xx)] (2.19)

V=V, Vi, Vo, .. V)] (2.20)

Note-se que a matriz A tem dimensdo (m X m) enquanto a matriz B tem dimens3o (m x n).

Isolando a(x) na Equagdo 2.17 e substituindo na Equagdo 2.13, obtém-se
Vi(x) = p'(x)A"'BV = ®(x)V, (2.21)
onde o vetor de funcdes de forma é dado por
B(x) = p'(X)A'B = [61(x), 02(x), ..., du(x)] (2:22)

e ¢; é a funcdo de forma, ou funcao de base para o né i, definida por
¢i(x) =Y _pi(x) [AT'B], = p'(x)[A"'B}, (2.23)
j=1

na qual p;(x) é o j-ésimo termo da base polinominal p(x), [A_lB]jZ_ é o elemento (7,7) da
matriz A"'B e B, é a coluna i da matriz B e pode ser obtida diretamente por

B = wi(llx — x;[)p"(x;) (2.24)

Definindo a matriz P com as linhas dadas pelos vetores p avaliados em todos os pontos
conhecidos e a matriz W como uma matriz diagonal, na qual os termos da diagonal principal

sdo os valores das fungdes peso w(||x — x;[|), tem-se

P =[p(x1), p(x2), P(xs), -, P(x,)]' (2.25)
wi([|lx = x]) 0
W O wz(”X—XzH) 0 (2.26)
0 0 o wi([x = x])
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2.1. Método dos minimos quadrados moveis

Com as matrizes P e W pode-se reescrever as matrizes A e B de forma compacta:

A = P'WP = BP (2.27)
B =P'W (2.28)

Fazendo-se A = p!(x)A™!, tem-se
Ak =pL(x)A™ +p'(x)A} (2.29)

na qual Ay, p’ e A;l s3o as derivadas parciais de X, p' e A™' em relacdo a xx, que é a

k-ésima dimensao do ponto x. Ajcl, pode ser calculada por

Al =-ATAAT (2.30)
Finalmente, as derivadas parciais de ® podem ser calculadas como

D, =A;B+AB, (2.31)
onde

B = [w([lx = xil[) sp(x1), w(lx —x2[) kp(x2), -, w(llx = xu]]) xp(xx)]
=P'W, (2.32)

Note que as expressoes para o MLS, tanto para o cédlculo das funcdes de forma como de suas
derivadas, dependem do valor do ponto de avaliacdo. Dessa forma, precisamos refazer todos

os célculos a cada novo ponto que queremos avaliar.

A Figura 2.3 mostra a fun¢do de forma ¢(z,y) e suas derivadas parciais, para o caso bidi-
mensional construida a partir do método dos minimos quadrados méveis. Utilizou-se uma
distribuicdo uniforme de 5 x 5 nds. A funcdo de peso w utilizada foi a funcdo RBF Cubic

Spline definida pela Equagao A.4 com raio suporte » = 1,2, como ilustrado na Figura 2.2.

E importante ressaltar que, para o método dos minimos quadrados méveis, o que se faz é
minimizar um funcional quadratico sem forcar que a funcdo aproximada passe pelos pontos
conhecidos. Em outras palavras, o valor de V"(x;) n3o é necessariamente igual ao valor
conhecido (exato) da funcdo V no ponto x;. Ou seja, V"(x;) # V; e as funcdes de forma
geradas pelo MLS n3o possuem a propriedade do delta de Kronecker (Liu, 2002). Dessa forma,

a aproximacao para a funcdo em um né x; ndo depende apenas do valor nodal V; mas sim

18



2.1. Método dos minimos quadrados moveis

f(x)

0
-12 -08 -04 0 0.4 0.8 12
X

Figura 2.2: Funcao RBF Cubic Spline com raio suporte r = 1, 2.

de todos os valores nodais dos pontos dentro do dominio de suporte do nd 7. Isso é expresso
pelo somatdrio da Equacdo 2.2. Essa propriedade faz com que a imposicao das condi¢coes de
contorno usando o MLS n3o seja t3o simples, sendo necessario algum método especial como

o método das penalidades.

A consisténcia da aproximacdo dada pelo método MLS depende da ordem da base polinomial
p(x) utilizada. Se a base polinomial possui mondmios de ordem completa k ent3o as fun¢des de
forma geradas pelo MLS terdo consisténcia C'*. Para demostrar isso, utilizaremos o argumento
dado por Liu (2002) e Kroungauz and Belytschko (1996). Note que o funcional J definido
em 2.15 é definido positivo j& que escolhemos uma fun¢do de peso w positiva. Portanto, o

minimo para o funcional é ndo negativo. Considere uma funcao dada por
k
V(x) =Y pi(x)a;(x), k<m. (2.33)
j=1
Essa funcdo sempre poderd ser escrita na forma
V(x) = pi(x)a;(x) (2.34)
j=1

fazendo a;(x) = 0 para j > k. Entdo, se temos a;(x) = «;, J se anula e esse serd necessari-

amente o minimo para o funcional, o que nos leva a

Vi(x) = ZPJ(X)%‘(X) = V(x) (2.35)
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Método dos minimos quadrados méveis
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Figura 2.3: Funcao de forma construida utilizando o método de minimos quadrados mo-

veis.

(a) mostra a funcao de forma ¢(z,y) em duas dimensdes para o né central da

distribuic¢ao. (b) distribuigao de nés utilizados para a construgao da funcao de forma. (c)
derivada parcial em relacdo a x. (d) derivada parcial em relacao a y. Para a construgao
da funcao de forma foi considerada a base polinomial p* = [1, z, y].
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2.2. Funcoes de Shepard

Isso mostra que qualquer funcdo dada por 2.33 serd exatamente representada pela aproximacgao

do método MLS. Implica ainda que qualquer funcdo que estiver na base serd reproduzida

exatamente pelo método.

2.2 Funcoes de Shepard

As fun¢des de Shepard foram propostas por Shepard em 1968 (Fries and Matthies, 2004).

Essas fun¢des podem ser interpretadas como um subcaso do método de minimos quadrados

moveis com ordem zero de consisténcia, mas com a vantagem de possuirem baixo custo com-

putacional e serem de facil implementacdo. Entretanto, a baixa ordem de consisténcia pode

fazer com que as funcdes de Shepard falhem ao tentar solucionar problemas mais comple-

xos (Fries and Matthies, 2004).

Para definir as fun¢des de Shepard, tomamos a base polinomial como sendo p = [1]. Nesse

caso, a matriz A(x) definida em 2.18 deixa de ser uma matriz m X m e passa a ser um escalar:

n

Ax) =D w(|x—x])
i=1
= w(llx =xi[[) + w((lx = xaf[) + ... + w([jx = xu])
e a matriz B definida por 2.19 passa a ser um vetor (1 x n):

B(x) = [w(llx = xu[l), wlllx =x2[)), ..., w(llx = xu])]

Dessa forma, o vetor de funcoes de forma definido pela Equacdo 2.22 fica

O(x) =A"'B=[¢1, d2,..., Bjyoers Ol

1
= S (=) [w([lx = xu[]), w(llx =xall), -, w(lx = xn[])]

onde
w(||x — x;]|)

%) = S k- xal)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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2.2. Funcoes de Shepard

Aplicando a derivada da divisao na equagao anterior, é facil ver que as derivadas parciais ¢;

sao dadas por:

#x =x;1) [Zw [ = x]) ] w(llx =) [Zw,k(llx—xi!\)]
[Zw(llx—xi!\)]

i=1

(2.40)

Gjr(x) =

A Figura 2.4 mostra a fun¢do de forma ¢(z,y) e suas derivadas parciais, para o caso bidi-
mensional construida a partir do método dos minimos quadrados méveis. Utilizou-se uma
distribuicao uniforme de 5 x 5 nds. A funcao de peso w utilizada foi a funcao RBF Cubic

Spline definida pela Equacdo A.4 com raio suporte r = 1,2 (Figura 2.2).

Como discutido anteriormente, a ordem de consisténcia para o método MLS é dada pela ordem
da base polinomial. Como as fun¢des de Shepard sdo um subcaso do MLS com p = [1], temos

que a consisténcia das funcdes de Shepard é C°.
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2.2. Funcoes de Shepard
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Figura 2.4: Funcao de forma construida utilizando o método de Shepard. (a) mostra
a fungdo de forma ¢(x,y) em duas dimensoes para o né central da distribuigao. (b)
distribui¢ao de nés utilizados para a construcao da funcao de forma. (c) derivada parcial
em relagao a x. (d) derivada parcial em relacao a y.
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2.3. Interpolacao de pontos usando RBF's - RPIM

2.3 Meétodo de interpolacao de pontos (point
interpolation method - PIM ) usando funcoes de
base radial - RPIM

Se para cada um dos n nés x; centramos uma RBF, a fungdo V"(x) pode ser escrita como

uma soma ponderada dessas n RBF's:

V(x) = a1 Ry(X) + ayRy(X) + ... + ap Rp(X) (2.41)
ou matricialmente:
V"(x) = R'(x)a (2.42)
onde R = [R;(x), Ra(x), ..., R,(x)]" ea= a1, az, ..., a,]"

Para determinar os coeficientes a; que melhor ajustam a curva, gera-se um sistema de equagdes

lineares nas quais os valores V; conhecidos da funcao original devem ser satisfeitos:

‘/1 = alRl(X1> -+ a2R2(X1) 4+ ...+ CLan<X1)
‘/2 = a1R1 (X2) -+ a2R2(X2) + ...+ CLan<X2)

Vn = (llRl (Xn) + G,QRQ(Xn) + ...+ (Ian(Xn) (243)

sendo que V; é o valor conhecido da funcdo no ponto x;. Reescrevendo o sistema da

Equacao 2.43 na forma matricial, tem-se

Roa =V (2.44)
na qual
V=W,V ..., V] (2.45)
Ri(x1) Rao(x1) -+ Ru(x1)
T 246)
Rl(xn) RQ(xn) Rn(xn)
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2.3. Interpolacao de pontos usando RBF's - RPIM

Como as RBFs sdo definidas positivas, garante-se que a matriz Ry é ndo-singular (Liu, 2002),

e, portanto, os coeficientes a; sdo obtidos com
a=R,'V. (2.47)

Substituindo 2.47 em 2.42 obtém-se
V'(x) = R'(X)R;'V = > ¢;(x)V; (2.48)
i=1

onde o vetor com as fun¢des de forma ¢; é dado por

B(x) = R(®R;" = [61(x), 02(%), -, 6i(x), ..., 6u(x)] (2.49)

As derivadas parciais de  podem ser determinadas a partir das derivadas parciais de R como
se segue
®(x), = [R"(x)] xRy" (2.50)

onde
[R(X)] x = [R1x(X), Rop(x), ..., Rn,k(x)]t (2.51)

Como R; é ndo singular, as fungdes de forma ¢; sdo linearmente independentes. Assim,
qualquer vetor de tamanho n sera unicamente representado pela combinacdo linear das n

funcoes de forma. Tomando
V=[V,Va,...,Vi,..., Vo, ]T =[0,0,...,V;,...,0]" (2.52)
e substituindo em 2.1, tem-se para x = x;, que

V(%) =) (%) Vi = ¢i(x))Vi. (2.53)

Quando i = j, tem-se V; = ¢;(x;)V; o que implica em ¢;(x;) = 1 e ¢;(x;) = 0 para i # j.

Dessa forma, as funcdes de forma RPIM possuem a propriedade do delta de Kronecker.

Como na base do RPIM utilizamos apenas funcdes de base radial, é de se esperar que o método
n3o consiga reproduzir funcdes polinomiais. De fato, o RPIM n3o possui consisténcia. Para

verificar isso, vamos tomar o caso mais simples onde temos uma fungdo constante V(z) = ¢
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2.3. Interpolacao de pontos usando RBF's - RPIM

que desejamos aproximar e nosso conjunto de pontos se reduz a 1 com uma RBF R; centrada

em x1. De acordo com a equacao 2.41, temos:
V(2) = a1 Ri(2) (2.54)

Se o método possuisse ordem de consisténcia C° seriamos capazes de reproduzir a funcio

constante, ou seja, teriamos V" (x) = V(z) = ¢ e, consequentemente,
a1 Ri(z) = ¢ (2.55)

Isso implicaria que a fungdo de base radial R;(x) deveria ser constante R;(z) = ¢/a; o que
de fato n3o ocorre. Segundo Liu (2002), qualquer aproximac3o de fun¢des constantes usando
o RPIM converge na medida em que aumentamos o nimero de nds mas nao se consegue

reproduzir de forma exata fun¢Ges polinomiais.

A Figura 2.5 mostra a fun¢do de forma ¢(z,y) e suas derivadas parciais, para o caso bidi-
mensional construida a partir do método de interpolaciao de pontos usando RBFs. Utilizou-se
uma distribuicdo uniforme de 5 x 5 nds. A fun¢ao de peso w utilizada foi a funcao RBF Cubic
Spline definida pela Equagdo A.4 com raio suporte r = 1,2 (ver Figura 2.2). A Figura 2.6

mostra a funcdo de forma da Figura 2.5 e sua derivada parcial em relagao a  em corte.
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Figura 2.5: Fungao de forma construida utilizando o método RPIM. (a) mostra a fungao
de forma ¢(x,y) em duas dimensoes para o né central da distribuigao. (b) distribuicao de
nés utilizados para a construcao da fungao de forma. (c) derivada parcial em relacao a x.

(d) derivada parcial em relagao a y.
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Figura 2.6: Visao em corte (y = 0) da fungao de forma da Figura 2.5 construida utilizando
o método RPIM. (a) mostra a fungdo de forma ¢(z,y) para o corte. Note que a fungao
de forma construida pelo método RPIM possui a propriedade do delta de Kronecker. Os
circulos sobre o eixo x mostram as posicoes dos noés utilizados. A funcao vale 1 sobre o
no6 central e zero nos demais. (b) derivada parcial em relacao a x.
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2.4. RPIM com termos polinomiais - RPIMp

2.4 Método de interpolacao de pontos (point
interpolation method) usando fungoes de base
radial - RPIMp

O RPIM n3o forma uma base completa pois utiliza apenas fungdes de base radial para construir
as funcoes de forma. Dessa forma o método n3o é consistente, ou seja, ndo é capaz de
reconstruir exatamente componentes lineares. Para solucionar esse problema adicionam-se

termos polinomiais a base, obtendo-se o método RPIMp.

Esse tipo de aproximagdo é uma extensao do método anterior. Para o presente método,
além de se associar uma funcao RBF a cada né, adicionam-se termos polinomiais. Assim, a

Equacdo 2.42 é modificada tal que

V"(x) = R*(x)a + p'(x)b (2.56)
na qual R = [R1(x), Ra(x), ..., R,(x)]" é a matriz das funcdes RBF (R(x)) avaliadas em
todos os nés, a = [ay, as, ..., a,|" sdo os coeficientes para as funcdes RBF, p(x) é o vetor
da base polinomial definido pela Equacido 2.13 e b = [by, by, ..., b,]" sdo os coeficientes

para os termos da base polinomial.

Para determinar os coeficientes a; e b; que melhor ajustam a curva, gera-se um sistema de

equagoes lineares nas quais os valores conhecidos da funcao original devem ser satisfeitos:

n

Vi =V"(x0) = aiRi(xi) + Y bjpi(xi), k=12,....n (2.57)

i=1 j=1

ou na forma matricial:

na qual Rq é definida pela Equacdo 2.46, e P é definida pela Equacdo 2.25.

Para garantir que a solucdo seja tnica, os termos polinomiais devem satisfazer uma condicao

extra que normalmente é imposta como (Liu, 2002):

> pix)ai=0, j=12...m (2.59)
=1
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2.4. RPIM com termos polinomiais - RPIMp

ou na forma matricial:
Pla=0 (2.60)

Unindo as Expressoes 2.58 e 2.60 pode-se obter os coeficientes a e b pela solucio do sistema:
RO P a -
PP O||b]|

Uma forma mais eficiente de se calcular os coeficientes a e b é explicitar a diretamente a partir
da Equagdo 2.58:

\'

0 (2.61)

a=R;'V-R;'Pb (2.62)

Substituindo-se essa expressdo em 2.60, obtém-se

b=SV (2.63)
na qual
S, = [P'R,'P] ' P'R;" (2.64)
Substituindo-se 2.63 em 2.62, tem-se
a=S,V (2.65)
onde
S.=R;'[l —PS)) =R;' — R,'PS, (2.66)

Agora, pode-se expressar a aproxima¢ao dada pela expressao como
V" (x) = [R'(x)S. + p'(x)Ss] V = ®(x)V (2.67)
A matriz de fungdes de forma nodais ®(x) é dada por

®(x) = [Rt(x)Sa + pt(x)Sb] = [p1(x), P2(X), ..., Or(X), ..., Dn(X)] (2.68)

na qual ¢y (x) é a fun¢do de forma para o né k, dada por
ok(x) = > Ri(x) S5+ > pi(x) S}, (2.69)
i=1 j=1
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2.4. RPIM com termos polinomiais - RPIMp

onde S, é o elemento (i, k) da matriz S, e S%, é o elemento (j, k) da matriz S. As derivadas

de ¢}, sao dadas por

9k _ Wi
o +Z 255, (2.70)

Note que, tanto para o calculo das fun¢des de forma como de suas derivadas, o calculo de Ry
independe do ponto de avaliagdo. Dessa forma, precisamos calcular as matrizes S, e S, uma

Gnica vez a partir de R;!, independentemente do nimero de pontos que queremos avaliar.

Seguindo um procedimento similar ao apresentado em (Liu, 2002), é possivel mostrar que as
funcoes de forma RPIMp possuem a propriedade da funcao delta de Kronecker. No calculo das
matrizes S, (Equagdo 2.66) e S, (Equagdo 2.64) usa-se a inversa da matriz Ry (Equagdo 2.46)
que, como visto, é definida positiva e portanto inversivel. O termo PTRglP € uma matriz
simétrica e se n > m, entao a matriz terd maior chance de ter posto completo e portanto
também serd inversivel (Liu, 2002). Ent3o, as funcdes de forma ¢; sdo linearmente indepen-
dentes e qualquer vetor de tamanho n sera unicamente representado pela combinagao linear

das n funcdes de forma. Tomando
V=[V,Vo,...,Vi,..., Vo]t =10,0,...,V;,....,0]" (2.71)
e substituindo em 2.1, tem-se para x = x;, que
)= 3 0k (x,)Ve = dilx,) Vi (2.72)
k=1
Quando i = j, tem-se V; = ¢;(x;)V; o que implica em ¢;(x;) = 1 e ¢;(x;) = 0 para i # j.

Note-se que a condicdao n > m indica que deve ser utilizado um nimero minimo de nds para

que o método funcione corretamente.

Considerando uma fun¢ao dada por

ij (x)B;, k<m, (2.73)
sempre poderemos escrevé-la na forma

ZR x)a; + Zp] — R'(x)a + p'(x)3 (2.74)
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2.4. RPIM com termos polinomiais - RPIMp

onde

a'=10,0,..., 0] (2.75)
B =1[B1, Bar--vs Br, 0,..., 0] (2.76)

Se temos a; = o; e b; = 3;, entdo

J=1

Vi(x) = Z Ri(x)a; Y p;(x)B; = ij(x)ﬁj =V(x) (2.77)

Dessa forma, a consisténcia do RPIMp é garantida pela ordem do polinémio p utilizado. Se
p € uma base polinomial completa de ordem k, entdo as funcbes de forma RPIMp terdo

consisténcia C*.

A Figura 2.7 mostra a fungdo de forma ¢(z, y) e suas derivadas parciais, para o caso bidimen-
sional construida a partir do método RPIMp. Utilizou-se uma distribuicdo uniforme de 5 x 5
nds. A funcdo de peso w utilizada foi a funcdo RBF Cubic Spline definida pela Equacdo A.4
com raio suporte r = 1.2. A Figura 2.8 mostra a fun¢do de forma da Figura 2.7 e sua derivada

parcial em relagdo a x em corte.
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Figura 2.7: Funcao de forma construida utilizando o método RPIMp. (a) mostra a fungao
de forma ¢(x,y) em duas dimensoes para o né central da distribuigao. (b) distribuicao de
nés utilizados para a construcao da fungao de forma. (c) derivada parcial em relacao a x.

(d) derivada parcial em relagao a y.
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2.4. RPIM com termos polinomiais - RPIMp
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Figura 2.8: Visao em corte (y = 0) da fungao de forma da Figura 2.7 construida utilizando
o método RPIMp. (a) mostra a fungao de forma ¢(z,y) em duas dimensées para o néd
central da distribuicao. Note que a funcao de forma construida pelo método RPIM possui
a propriedade do delta de Kronecker. Os circulos sobre o eixo z mostram as posi¢oes dos
nés utilizados. A fungao vale 1 sobre o né central e zero nos demais. (c) derivada parcial
em relacao a x.
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2.5. Comparacao dos métodos de interpolacao

2.5 Comparacao dos métodos de interpolacao

A fim de testar a capacidade de aproximacao das fun¢des de base geradas pelos métodos
apresentados, segue a definicdo de alguns problemas simples de aproximacao em 2D. Nesse
momento, consideramos conhecidos os valores da funcdo a ser aproximada em todos os nds.
Estamos interessados apenas em verificar experimentalmente a capacidade de interpolacdo dos

métodos.

2.5.1 Funcao constante

A func3do constante é um problema bastante simples. O objetivo desse teste é mostrar que o
método RPIM, por n3o possuir uma base completa, ndo consegue aproximar um componente

constante em fungdes. A funcdo constante é definida por

flzy) =1 (2.78)

A Figura 2.9a mostra o resultado analitico para a fun¢iao constante. A Figura 2.9b mostra
o resultado obtido pelo método RPIM para a aproximacdo da funcio (f"). As Figuras 2.9c

e 2.9d mostram respectivamente o resultado obtido em corte (y = 0) e o erro absoluto

(abs(f"(x,0) — f(,0))).

Para quantificar erros de aproximagdo, vamos utilizar o erro quadratico médio percentual

definido por

Errog =100 x i [Vh(xi) __V(xi)r (2.79)
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Figura 2.9: Aproximacao da fungao constante usando o método RPIM. (a) Solugao ana-
litica para a funcao constante unitaria f(z,y) = 1. (b) mostra a fungao aproximada em
duas dimensoes. (c¢) mostra a fun¢ao aproximada em corte (y = 0). Os circulos mostram
os valores dos nés utilizados. (d) erro absoluto (abs(f"(z,0)— f(x,0))). Para essa aproxi-
macao foram distribuidos 7 x 7 nés. Foram distribuidos 15 x 15 pontos onde se calcularam
os valores aproximados da funcao.
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2.5. Comparacao dos métodos de interpolacao

Tabela 2.2: Erro quadratico médio percentual para a aproximacao da funcao constante.

nos 3x3 X7 29 x 29 | 119 x 119
RPIM | 1,4960% | 2,5912% | 3,0227% | 3,0512%
RPIMp | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
MLS | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
Shepard | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%

A Tabela 2.2 mostra o erro percentual obtido pelos varios métodos ao se tentar aproximar a
funcao constante. Como era de se esperar, os métodos que possuem grau de consisténcia maior
ou igual a C° (RPIMp, MLS e Shepard) conseguem aproximar a funcio constante de forma
exata sem maiores dificuldades. O RPIM por n3o ter consisténcia apresenta erro mesmo se
utilizando um nidmero elevado de nds, como ilustrado na Figura 2.9. De fato, testes numéricos

mostraram ainda que o RPIM n3o satisfaz a particdo da unidade, ou seja, > . | ¢i(x;) # 1.

2.5.2 Funcao sinc em duas dimensoes

Para testar a capacidade de interpolacao das demais funcbes de forma, usamos a funcao sinc

definida para duas dimensdes:

sen (\/372 + y2>

fz,y) = (2.80)

A Figura 2.10a mostra o grafico da expressdo analitica para a fungdo sinc em duas dimensdes.
Como ilustracdo, mostramos a solu¢do interpolada para a fungdo usando o método de Shepard
na Figura 2.10b. A Figura 2.10c mostra a solu¢do da Figura 2.10b em corte paray =0 e a

Figura 2.10d mostra o erro absoluto ponto a ponto para a aproximacao.
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Comparacao dos métodos de interpolacao

dos noés utilizados.
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Figura 2.10: Aproximacao da fungao sinc usando o método Shepard. (a) Solugao analitica
para a funcao sinc em duas dimensées. (b) mostra a fungao aproximada em duas dimen-
soes. (c¢) mostra a fungao aproximada em corte (y = 0). Os circulos mostram os valores

(d) erro absoluto (abs(f"(z,0) —

f(x,0))).

Para essa aproximacao

foram distribuidos 21 x 21 nés. Foram distribuidos 51 x 51 pontos onde se calcularam os

valores aproximados da funcao.
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Figura 2.11: Convergéncia para aproximacao da funcao sinc 2D.

A Figura 2.11 mostra a convergéncia para os métodos de interpolacdo vistos nesse capitulo

para a funcdo sinc em duas dimensdes. Para calcular o erro, utilizou-se a expressdo:
2
J [ ) = fa ]
Q

/[ e an

Como pode ser visto na figura, a taxa de convergéncia para os métodos MLS e RPIMp sdo

Erro = (2.81)

bastante proximas, sendo que o RPIMp apresenta precisao um pouco maior que o MLS. A
taxa de convergéncia para as fun¢bes de Shepard é menor do que a apresentada pelo MLS.

Isso j4 era de se esperar ja que elas possuem apenas consisténcia C?,

Neste capitulo discutimos alguns tipos de fun¢des de forma que em esséncia sao métodos de
interpolacdo. Como serd visto no Capitulo 3 utilizamos as funcdes de forma para aproximar a
solu¢do de um problema regido por equac¢des diferenciais parciais. Como vimos neste capitulo,
o método RPIM ndo possui consisténcia e por isso nao sera mencionado nos préximos capi-
tulos. Apesar das equagdes de Shepard possuirem baixa consisténcia, seu uso é interessante

para diminuir o tempo de processamento. Como sera visto no Capitulo 4 unindo as funcdes
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2.5. Comparacao dos métodos de interpolacao

de Shepard com o RPIMp é possivel formular um método com boa precisdo e baixo custo

computacional.
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Capitulo 3 .

Meshless Local Petrov-Galerkin
Method

omo discutido na Introducdo, o método MLPG (Meshless Local Petrov-Galerkin
Method) desenvolvido por Atluri and Shen (2002) foi escolhido entre diversos mé-
todos sem malha para ser estudado nessa tese por ser um método bastante flexivel e por ser

considerado um método verdadeiramente sem malha.

O MLPG difere de outros métodos sem malha baseados no método de Galerkin pois a
abordagem Petrov-Galerkin permite que as funcoes de teste e de forma sejam diferen-
tes (Atluri and Shen, 2002). Esse procedimento torna possivel a solucdo do problema global
através de integracoes de varios subdominios locais, ao invés de se resolver uma tnica inte-
gracdo sobre todo o dominio, como acontece no EFG (Element Free Galerkin) (Parreira et al.,
2006b). Cada subdominio pode ter qualquer tamanho ou forma geométrica* e o conjunto de

subdominios deve cobrir completamente o dominio global.

Nos métodos sem malha, a fungdo de aproximacdo pode ser definida usando diferentes abor-
dagens, como o método de Minimos Quadrados Méveis (MLS), Reproducing Kernel Particle

Method (RKPM), Fun¢des de Base Radial (RBF), aproximagdes polinomiais, entre outras. De

*

por simplicidade, utilizam-se formas simples como quadrados ou elipses em 2D e cubos e elipsoides em
3D. Neste trabalho utilizamos subdominios quadrados
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3.1. Modelagem de problemas eletromagnéticos

acordo com Atluri and Shen (2002), quaisquer desses métodos podem ser usados no MLPG.
Atluri sugere também algumas possiveis funcdoes que podem ser usadas para definir a fun-
cdo teste W que veremos a seguir, como a funcdo degrau de Heaviside ou a fungao MLS.
Permutando as possiveis combina¢des entre funcdes de teste e de forma, Atluri and Shen
(2002) obtém variagdes do MLPG que foram denominadas MLPG1, MLPG2, ..., MLPG6.
Nesse trabalho, assume-se que W é definida pela fun¢do de Heaviside, usada na definicao do
MLPG5.

A func3do de Heaviside, como sera visto adiante nesse capitulo, permite a simplificacdo da fun-
¢ao da forma fraca local, eliminando a necessidade de integracoes no interior dos subdominios,
o que simplifica o método e diminui o custo computacional. Apesar disso, Atluri and Shen
(2002) demonstram em seu estudo que o MLPG5 apresenta resultados com precisdo equi-
valente ou melhor as demais variacbes do método. Como o objetivo principal dessa tese é
diminuir o custo computacional de implementacdes para o método, a variacio MLPG5 ¢ a

escolha natural a ser estudada.

Nesta tese utilizamos o MLPG para resolver problemas eletromagnéticos. Em especial proble-
mas estaticos (eletrostdticos e magnetostaticos). Iniciamos o capitulo vendo rapidamente as
expressoes para a forma forte para esse problema e a seguir veremos como resolver o problema

a partir da solucdo de uma forma fraca local além de outros detalhes para o método.

3.1 Modelagem de problemas eletromagnéticos

Problemas eletromagnéticos s3o descritos matematicamente através das equacdes de Maxwell,
das relacoes constitutivas do meio e das condicOes de contorno e de interface entre diferentes
materiais (Balanis, 1989; Macedo, 1988). A partir dessas leis particularizamos o caso bidi-
mensional para problemas eletrostdticos e magnetostdticos que serdao usados para o estudo do
método MLPG.

Esse conjunto de equagdes simplificadas para os casos eletrostatico e magnetostatico combi-
nadas com as condi¢cOes de contorno sdo denominados forma forte para os problemas eletros-

tdticos e magnetostaticos.
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3.1. Modelagem de problemas eletromagnéticos

Problemas estdticos em duas dimensodes, tanto elétricos quanto magnéticos, resultam em uma
mesma equacio diferencial que pode ser generalizada como: dados k, f, g e t determinar uma

funcao escalar u : {2 — R que satisfaca

V- (kVu) = f em (3.1)
8u1 8’&2 .
k:la—n — krga—n =c em TI'is (Inter face) (3.2)
u=g em T, (Dirichlet) (3.3)
ou
—k% =1 em I (Neumann) (3.4)

onde g é a condicio de contorno de Dirichlet, ¢ é a condicido de contorno de Neumann e

k = ¢ permissividade elétrica do meio [C?/Nm?|
u ="V tensdo elétrica [V]
[ = p densidade de carga [C'/m?]

¢ = ps densidade de carga superficial entre os meios [C'/m?]

para problemas eletrostdticos e

k = 1/p inverso da permeabilidade magnética do meio [m/H]
u = A, componente na dire¢do z do potencial vetor magnético [WWb/m)]
f=0

c=10

para problemas magnetostdticos.
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3.2. Distribuicao de subdominios

3.2 Distribuicao de subdominios

Para ilustrar o conceito do MLPG, considere um dominio arbitrario {2 coberto por um conjunto
de nds dispostos em seu interior e ao longo de seu contorno I', como mostra a Figura 3.1.
O contorno I' é a unido do contorno I', — onde se impde a condicdo de contorno essencial
(Dirichlet) —, e do contorno I'; — onde se tem a condigdo de contorno natural (Neumann).
Cada né distribuido sobre o dominio €2 possui um subdominio 2,. Como exemplo, estdo
destacados trés nés i, j e k, e seus respectivos subdominios Q¢ Qg e Q’;. O contorno T',
de cada subdominio é a unido dos contornos internos ao dominio global (I';;) e da interse¢do

entre o contorno do subdominio e o contorno global (I';, U T'y).

=T.UT,

u

Figura 3.1: Representacao do dominio €2 para o MLPG. Em destaque, os subdominios
Qfl, Qg e Q’; para os nés i, j e k

Os subdominios podem ter tamanhos e formas diferentes. A (nica restricio é que todo o
dominio global seja coberto pela unido dos subdominios. Apesar de ndo haver restricao quanto
ao formato dos subdominios, é comum por simplicidade a utilizacdo de quadrados, retangulos,
circulos e elipses para o caso bi-dimensional, e de esferas, elipsdides e paralelepipedos para o

caso tridimensional.

A seguir serdao apresentados alguns conceitos importantes que serao utilizados ao longo do
texto: A distdncia média entre os nds é dada por h. O dominio de influéncia de um né é
a regido na qual esse nd exerce influéncia no calculo das fungdes de forma e na integracao
dos subdominios para os nds vizinhos. Este dominio de influéncia normalizado pela distancia
média h entre os nds é dada por ay:

raio do dominio de influéncia
h

(3.5)

g =
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3.3. Forma fraca para um subdominio

O subdominio €2, do né, também chamado de dominio de quadratura, é a regido em torno
do n6 onde queremos que a forma fraca para o problema seja satisfeita. Para isso, fazemos a
integracdo da forma fraca sobre essa regido que gera a contribuicao do né para a solucao do
problema. Veremos mais detalhes adiante. O raio do subdominio normalizado pela distancia
média entre os nés é dada por ay:

raio do subdominio
h

(3.6)

Oéq:

3.3 Forma fraca para um subdominio

Para cada subdominio, reescreve-se o problema a ser resolvido por meio do método dos residuos
ponderados. Dessa forma, utilizando a forma forte para os problemas estaticos definida na
Equagdo 3.1, para um determinado né ¢ sobre o dominio €2, obetemos a seguinte expressao:
Wi [V - (kEVu) — f]dQ =0 (3.7)
o
na qual W; é a funcdo de teste associada ao né 7. Normalmente utilizam-se fun¢des com
suporte compacto como funcbes de teste. Funcles de suporte compacto sdo diferentes de
zero em uma regido limitada, anulando-se fora dessa regido. Isso faz com que a integral seja
calculada em uma regido limitada, onde a funcao é ndo nula. Apesar de n3o ser uma exigéncia
do método, para simplificar, costuma-se fazer o suporte da fun¢do de teste coincidir com o

subdominio do né.

Separando-se os termos de 3.7, tem-se
WiV - (kVu) dQ) — W, fd€d =0 (3.8)
H @
Aplicando-se a identidade vetorial dada por
V-(gv)=Vg-v+gV-v = ¢gV.-v=V.(gv)—Vyg-v (3.9)
na primeira integral de 3.8, obtém-se

WiV - (kVu)dQ = [ V- (WikVu)dQ— [ YW kVudQ (3.10)

T @ @
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3.4. Discretizacao da solucao

Aplicando-se o teorema da divergéncia, dado por
/V-AdQ:/A-ndF, =090 (3.11)
Q r

na primeira integral do segundo membro de 3.10, tem-se

J

Substituindo-se 3.12 e 3.10 em 3.8:

V- (WikVu) dQ = / (WikVu) - ndl (3.12)

7 i
q Fq

/ (WikVu) -ndl — [ VW, - kVudQ — [ W;fdQ =0 (3.13)
r

q Qq Qq

ComoI', =T, Ul'y Ul e kVu-n= k:g—z =t em I'y; (condigdo de fronteira de Neumann),

pode-se dividir a primeira integral de 3.13:

/ (W;kVu) - ndl = / (WikVu) -ndl + [ W;tdD (3.14)
I rg, Ul T

q qu

dessa forma, a Equacdo 3.13 fica

J

Essa equagdo é chamada de forma fraca para o problema estatico/magnetostatico em duas

(WikVu) -ndl + [ Witdl — / VW, - kVudQ — [ WifdQ=0 (3.15)
re, Q

qu UFQZ q Qq

dimensdes, definida localmente para o né i.

3.4 Discretizacao da solucao

Para resolver computacionalmente o problema dado pela Equagao 3.15, aproxima-se a fung¢ao

u por u” dada por
uh = Z gbjuj (316)
j=1

na qual ¢; é uma fung¢do de aproximagao chamada fungdo de forma, w; sao os valores nodais e n

é o niimero de nés distribuidos sobre o dominio. As funcdes de forma podem ser determinadas
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3.5. Imposicao das condigoes de contorno essenciais

por varios métodos. Entre eles o MLS, fun¢des de Shepard, RPIM e RPIMp vistos em detalhe

no Capitulo 2 entre outros métodos como o método da Particdo da Unidade (Nealen, 2004).

Aplicando-se o operador gradiente em 3.16, obtém-se

Vi =V ;= Vu, (3.17)
j=1 j=1

Substituindo-se 3.16 e 3.17 em 3.15 e fazendo-se V& - n = 22, tem-se

on
Z[/ mk%dr—/ VW, - kV $;dS)
r on Q

j=1 qul g a

ou, na forma matricial,

n

j=1
na qual K é uma matriz n x n e F é um vetor n x 1. O elemento (7,j) da matriz K é
representado por K;; e a i-ésima posicdo de F é representada por F;. Observando-se as

Equagdes 3.18 e 3.19, define-se K;; e F; como

K;; = / Wik%df — / VW, - kV¢;dQ
i, uri, on Qi

F= [ Wifdy— [ Widl (3.20)

Q Lot

3.5 Imposicao das condicoes de contorno essenciais

Quando se constroem as funcbes de forma a partir de um método que possui a propriedade
do delta de Kronecker (como o RPIM ou RPIMp), a imposi¢do das condi¢des de contorno de
Dirichlet s3o impostas de forma direta. Dessa forma, os valores ja conhecidos na fronteira de

I', podem ser diretamente computados no vetor F. Assim, a ordem do sistema passa a ser
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3.5. Imposicao das condigoes de contorno essenciais

igual ao nimero de nds desconhecidos, isto é, nimero total de nés menos o nimero de nds

em I', e a Equacdo 3.20 fica:

K = / wikLiar — [ ww. kV,;d9)
rjurs, - on %
m 8¢j
Fi= | WifdQ— | Whdl = Wik—2dl — [ VW;-kV¢;dQ| g;
% Iy = oy 0 ey

(3.21)

nas quais m é o nimero de nés em I',, e g, € o valor conhecido de v no né k em I',,.

Entretanto, para funcdes de forma que n3o possuem a propriedade do delta de Kronecker
como o MLS e as fungdes de Shepard, necessita-se de algum método para forcar as condicdes
de contorno, como o método das penalidades ou multiplicadores de Lagrange (Liu, 2002;
Fries and Matthies, 2004). Nesse trabalho optamos pelo método das penalidades, pois sua
implementacao é simples e ndo sdo geradas novas incégnitas mantendo a ordem do sistema

linear.

O método das penalidades consiste em forcar o valor da solucdo na fronteira de Dirichlet
para os valores conhecidos. Ou seja u = g em I',. Para fazer isso introduz-se o termo
Ozfréu Wi(u — ¢g)dI’ a Equagdo 3.7 que fica:

Wi [V - (kVu) — f1dQ2+ « Wi(u — g)dl’ = 0. (3.22)

@ Tou
Aqui, v é uma constante (termo de penalidade) de valor elevado. Como a fungdo de teste WW;
é qualquer, a equagao acima so serd nula se cada integral for nula. Desenvolvendo as equagdes

com o novo termo, passamos a definir os termos K;; e F; como:

K = / I/Vik;%df - VW; - kV¢;dS) + o Wi¢,;dI'
I, Ure; on Qi liqu
F, = W fdS) — Wihdl' + « Wigdl’ (3.23)
% T Fiqu

Dessa forma, os nés da fronteira fazem parte do sistema matricial, elevando o custo com-
putacional de sua resolucao. Além disso, o parametro « introduz valores elevados na matriz
piorando seu condicionamento, o que piora a precisao da solucao. A escolha do parametro «

que minimiza esses efeitos nem sempre é simples.
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3.6. Escolha da funcao de teste

lkuno et al. (2007) estudaram a influéncia do pardmetro « sobre a precisdo dos resultados.
Nesse estudo conclui-se que os melhores resultados s3o encontrados quando 10* < o < 108.

Dessa forma, neste trabalho escolheu-se o = 106.

3.6 Escolha da funcao de teste

Como discutido no capitulo de introducdo, a escolha da funcdo de teste no MLPG é indepen-
dente da escolha das fun¢des de forma. Ou seja, funcdes de forma e de teste podem pertencer
a espacos de funcdes diferentes (Atluri and Shen, 2002; Liu, 2002). Essa possibilidade cria
variacdes para o MLPG as quais Atluri and Shen (2002) denominou MLPG1, MLPG2, ...,
MLPG6.

Como exemplo, no MLPG1 utiliza-se o mesmo tipo de fun¢do (MLS) tanto para a fungdo
de teste quanto para se construir as funcdes de forma. No MLPG2, A func3o de teste é a
funcdo delta de Dirac resultando em um método de colocacdo, etc. Dentre as variacoes do
método, escolhemos trabalhar com o MLPG5, pois a funcdo de teste utilizada (Heaviside)
faz com que termos de integracdo no interior do dominio se anulem tornando o método mais
eficiente. Além disso, o trabalho comparativo realizado por Atluri and Shen (2002) mostra

que o MLPG5 € a variacdo do método que alcanca os melhores resultados.

A funcdo de Heaviside é definida como sendo constante e igual a 1 dentro de seu domi-
nio suporte €1, e zero fora dele. A Figura 3.2 ilustra a funcdo de Heaviside, definida pela

Equacado 3.24, para um dominio bidimensional.

Figura 3.2: Funcao de Heaviside 2D

(3.24)
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3.6. Escolha da funcao de teste

Escolhendo-se a funcdo de teste W como sendo a funcdo de Heaviside, o termo
fm EVW;V¢;dS) de K;; se anula, ja que VIV = 0. Dessa forma, sdo necessarios apenas
q

os calculos das integrais na borda do dominio €2, (I';). Dessa forma, tem-se

0¢;
Ki-:/ k—-Ldl + « ¢;dl’
’ I, Ure, on i,

i
q qu

Fi:—/ hdF+/ fdQ+a/ gdl’ (3.25)
T4 Q Thu
quando se utiliza o método das penalidades e
K, = / k2% g
I, U, on
F; = —/ hdl' +/ fdQ) — i / k%df‘ Jk (3.26)
F(izt sz j=1 FéuUin 877’

quando a fun¢do de forma utilizada possui a propriedade do delta de Kronecker.

Neste capitulo apresentamos o método MLPG. Mostramos a ideia geral do método e como
podemos simplificd-lo usando uma variagdo do método (MLPG5) onde a fungdo de teste
utilizada é a fun¢ao degrau de Heaviside. Foi discutida também a influéncia das fun¢des de
forma. Funcbes de forma que n3o possuem a propriedade do Delta de Kronecker tornam
necessario o uso de alguma técnica especial para impor as condi¢cdes de contorno de Dirichlet.
No Capitulo 4, discutiremos como implementar de forma eficiente as ideias discutidas até
aqui. Como sera visto nesse capitulo, apesar das funcées de forma sem a propriedade do delta
de Kronecker serem mais rapidas, elas introduzem oscilagdes na fronteira de Dirichlet. Uma
formulacao mista é entdo proposta para se obter um método com boa precisdo e menor custo

computacional.
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Capitulo 4 .

Implementacoes e resultados

este capitulo, serao abordados os procedimentos utilizados na etapa de integracao
numérica que resultard na montagem do sistema linear (Equagdo 3.19), bem como
os métodos desenvolvidos para agilizar esse processo e para a solu¢cdo do sistema resultante.
Apresentaremos inicialmente uma visao geral das etapas do método e, no decorrer do capitulo,

mostramos alguns detalhes importantes de implementacao.

Alguns problemas simples s3o propostos para validar o métodos implementados. Problemas
cuja solugdo analitica é desconhecida terao uma solu¢do calculada usando o método de ele-
mentos finitos com uma malha bastante densa. Dessa forma, consideraremos essa solucao,

que chamaremos de solucao densa, como a solucdo de referéncia para o problema.

A Figura 4.1 apresenta o algoritmo implementado para o MLPG mostrando em alto nivel os
principais passos para se resolver um dado problema. Iniciamos lendo do arquivo de entrada
as informagdes sobre a geometria do problema, condicdes de contorno e os nés distribuidos
sobre o dominio (linha 1). A partir dai iniciamos a montagem do sistema matricial calculando
a contribuicdo de cada né (linhas de 2 a 7). Com o sistema linear em m3os, calculamos sua
solugdo obtendo os valores nodais (linha 8) e, com esses valores calculamos a aproximagdo da

solugdo em pontos de interesse (linhas de 9 a 12). Por fim, escrevemos a solug¢do no disco
(linha 13).
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1 Leitura do problema;

2 para cada né sobre o dominio faga

3 Calcular a geometria do subdominio e os pontos de integracao;

4 Achar os nés vizinhos que exercem influéncia nos pontos de integracao;
5

6

Com os nés vizinhos, construir as funcoes de forma;
Calcular a contribuicao do né no sistema linear pela integracao da forma fraca
no subdominio;

7 fim para cada

Resolver o sistema linear encontrando os valores nodais;

para cada ponto onde se deseja calcular a solugao faca

10 Achar os nés vizinhos que exercem influéncia sobre o ponto solucao;

11 Com os nés vizinhos, construir as funcoes de forma e estimar a solucao;

©

12 fim para cada
13 Escrever a solugao;

Figura 4.1: Visao geral do algoritmo implementado

Ao longo do capitulo discutimos as estratégias escolhidas para implementar o algoritmo da
Figura 4.1. Comecamos discutindo a distribuicao dos pontos de integracao sobre o subdo-
minio dos nds e das solugdes geométricas para representar os subdominios onde utilizamos
a biblioteca de Geometria Computacional CGAL (CGAL, 2007). Na sequencia mostramos a
estratégia utilizada para a localizagdo de nds vizinhos utilizando uma arvore de busca também
disponibilizada pela CGAL.

Em nossas primeiras implementacdes, utilizamos o MLS e o RPIMp para construir as fungdes de
forma. Com o MLS utilizamos o método de penalidades para impor as condicdes de contorno
de Dirichlet, enquanto com o RPIMp nés impomos as condicdes de contorno de maneira
direta. Na tentativa de diagnosticar os fatores que mais impactam o tempo de processamento,
mediu-se o tempo relativo para os principais passos para essas implementacdes (os passos
para encontrar a interpolacdo nos pontos de interesse e escrita da solucdo em disco foram
desconsiderados) ao se resolver um problema eletrostdtico simples.* Os resultados obtidos,
apresentados na Tabela 4.1, mostram que o processo de montagem do sistema linear é o

principal limitador do método e merece maior atencao.

Para o processo de montagem, verificou-se também que, para as duas formas de construcao das

funcoes de forma, o tempo gasto para a busca de nés vizinhos utilizando a kd-tree representa

*

Trata-se do problema da calha definido mais a frente nesse capitulo.
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4.1. Integracao dos subdominios

Tabela 4.1: Tempo relativo para os principais passos da solugao do MLPG para implemen-
tagoes sequenciais utilizando fungoes de forma obtidas por MLS e RPIMp. (as = 1,6569,
a, = 3,3137, ordem de integragao = 4)

995 n6s (I = 0.8047) | 1600 uds (b = 0,3018) | 3600 nds (h=0,2012)
MLS RPIMp MLS RPIMp MLS RPIMp
Leitura do problema 1,09% 0,26% 0,83% 0,27% 0,18% 0,09%
Montagem do sistema | 96,72% 99,46% 95,78% 98,88% 96,10% 99,26%
Solucao do sistema 2,18% 0,28% 3,37% 0,84% 3,72% 0,65%

menos de 2% do tempo gasto, sendo a constru¢do das funcdes de forma e a integracdo dos
subdominios responsdveis por mais de 98% da carga desse passo no método. Portanto, a
montagem do sistema é o passo em que mais concentramos nossos esforcos para acelerar
o método. As solucdo proposta para diminuir o tempo de processamento desse passo do

algoritmo sdo apresentadas a seguir na Secdo 4.5 e na Secdo 4.7.

Notamos também que o tempo de processamento das implementacdes com MLS, em deter-
minadas condig¢des, é menor que o tempo de processamento utilizando RPIMp. Apesar disso,
o método de penalidades provoca oscilacoes proximas ao contorno de Dirichlet, baixando a
precisdo do método quando se usa MLS. Tendo isso em vista, propomos nesse capitulo um mé-
todo misto que une as duas fun¢des de forma. Nesse método conseguimos impor as condi¢coes
de contorno de maneira direta, fugindo das oscilacdes provocadas pelo método de penalidades
e com um tempo de processamento proximo ao MLS. Para acelerar ainda mais o processo

propomos a utilizagdo das fun¢des de Shepard em substituicdo ao MLS.

4.1 Integracao dos subdominios

As equacdes desenvolvidas no Capitulo 3, em especial as Equacdes 3.25 e 3.26, indicam que,
para um dado né i, é necessario calcular a integral de linha na fronteira do seu subdominio
correspondente Qfl como mostrado na Figura 4.2. Como a func¢do de peso utilizada é a
funcao de Heaviside, a integracdo no interior do subdominio é necessaria apenas para calcular
a contribuicdo do termo fonte no vetor F' do sistema matricial global. Em cada segmento
da fronteira, a integral de linha é calculada através da quadratura de Gauss (Hughes, 2000;

Hildebrand, 1987), sendo necessario determinar a ordem de integracdo que define a quantidade
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4.1. Integracao dos subdominios

de pontos a serem utilizados. Na Figura 4.2 exemplifica-se uma quadratura de ordem 3,

definindo um total de pontos igual a 12.

@) (@] (@] @) @) o @)

O O %0 O oOo%.0 o
pontos de integragcdo

Figura 4.2: Subdominio de integracao definido pelo né . A ordem de integracao determina
o numero de pontos de integracao sobre cada lado da caixa de integracao. Para uma ordem
de integracao n sao usados 4 X n pontos de integracao.

Quanto menor a quantidade de pontos de integracdo, menor é o nimero de avaliacdes da
funcdo de forma. Para o MLS é vantajoso o menor nimero de pontos de integracao possivel,
pois é necessario calcular a fungdo de forma para cada ponto (inversdo de muitas matrizes). Ja
para o RPIMp, a inversao da matriz R, é feita uma tnica vez, independentemente do niimero
de pontos de integracao a serem avaliados, isso torna o custo computacional do RPIMp menos

sensivel ao nimero de pontos de integracdao em termos de tempo de execucao.

A Figura 4.3 mostra como o erro varia quando aumentamos o niimero de pontos de integracao.
Veja que o erro estabiliza e apresenta variagdo muito pequena a partir da ordem de integracao
4 (16 pontos de integracdo). Dessa forma, n3o se justifica utilizar uma ordem de integracdo

maior, ja que ndo hd melhora na solu¢do e o custo computacional aumenta.
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4.1. Integracao dos subdominios
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ordem de integracao

Figura 4.3: Variacao do erro devido a ordem de integracao. A Figura mostra o erro
percentual normalizado pelo maior erro em funcao da ordem de integracao. Os valores do
dominio de quadratura e do dominio de influéncia foram mantidos constantes em o, = 0,6

e ay = 1,6, respectivamente. Utilizou-se um dominio de 10m x 10m com uma distribuicao
de nés uniforme de 15 x 15 (h = 0, 667).
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4.2. Generalizando a geometria das regioes

4.2 (Generalizando a geometria das regioes

O programa implementado é capaz de trabalhar com dominios quadrados. Para generalizar a
geometria dos dominios é necessdrio realizar operagdes de intersecao entre o dominio global
e o dominio de integracao local de cada né para determinar as regides da caixa de integracao

que estao fora do dominio global e descarta-las, como ilustrado na Figura 4.4.

caixa de
integracéo
L~ final

\ caixa de

integracéo
inicial

Figura 4.4: Operacoes de intersecao para determinar caixa de integragao

Para duas dimensoes, adotou-se duas estruturas de dados geométricas denominadas Nef Poly-

gon e Polygon. Essas estruturas est3o disponiveis na biblioteca CGAL (CGAL, 2007).

Um Nef Polygon é definido como sendo qualquer conjunto que pode ser obtido a partir de
operagdes de intersecdo e de complemento sobre um conjunto finito de semi-espagos. Essa
estrutura foi a primeira tentativa para resolver o problema, pois apresenta uma extensio para

trés dimensdes (Nef Polyhedron), o que tornaria simples a extensdo do aplicativo.

Entretanto, Nef Polygon é uma estrutura de dados muito mais geral e complexa do que o
necessario para resolver o problema descrito na Figura 4.4. O manual da CGAL indica que
é necessario que o Nef Polygon seja parametrizado com tipos numéricos para representar
as coordenadas dos pontos com precisdo infinita. Testes com tipos numéricos sem precisdo

infinita foram feitos e falharam com geometrias simples.
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4.3. Localizacao de noés vizinhos

Utilizando o Polygon, uma estrutura de dados mais simples representada por uma cadeia
fechada de arestas, também disponivel na CGAL, obteve-se um processamento mais rapido,

pois essa estrutura de dados ndo necessita trabalhar com precisao infinita.

Outras solucGes sdo possiveis e deverdo ser testadas. Por exemplo, poderiamos triangular a ge-
ometria resultante quando houver intersecao e fazer a integracao numérica sobre os triangulos
obtidos.

Se a caixa de integracdo estiver inteiramente dentro do dominio €2, que é a maior parte dos
casos, o resultado da intersecdo é a propria caixa de integracao, ndo sendo necessdrio calcular
a intersecdo. Para dominios convexos, poderia-se testar inicialmente se os vértices da caixa
estao dentro do dominio, calculando as intersecbes somente se pelo menos um dos pontos da

caixa estiver fora do dominio.

4.3 Localizacao de nés vizinhos

Ao calcular a integracao para o subdominio de um né 7 € preciso determinar quais nés exercem
influéncia nesse subdominio. A Figura 4.5 mostra o né j e seu dominio de influéncia. Como o
dominio de influéncia do né j possui intersecao com o subdominio do né 7, o né j influéncia

a integracdo de €2}

Para determinar os nés que participam da integracio de um subdominio Q¢, é necessério
determinar todos os nés cujos dominios de influéncia possuem intersecdo com o subdominio
Qfl. Assume-se, a principio, que todos os nds possuem subdominios de mesmo tamanho e que
sao quadrados. Basta determinar quais os nds que estao dentro de uma caixa de pesquisa de
lado 2(R4 + R;), em que Ry € o raio dos dominios de influéncia dos nés e R; é a metade do

lado que define o subdominio 2!, como ilustrado na Figura 4.6.

Os nds k que se encontram a uma distancia superior a 1?4 da fronteira do subdominio, ou a
uma distancia R4 + I; do nd, ndo influenciam na integracgdo, pois as fungées RBF desses nés
k, que servem de suporte para as fungoes de forma, sdo nulas na regido de integracdo, bem

como suas derivadas.
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4.4. Construcao da arvore de busca

O @) @) o O @) O

(@) o o (@) @) o (@)

dominio de o o

influéncia
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Figura 4.5: N6 j influencia o subdominio do né ¢
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Figura 4.6: No6s que influenciam a integracao do subdominio

4.4 Construcao da arvore de busca

Uma forma simples de determinar os nds vizinhos a um ponto p seria varrer todos os nds
calculando a distancia de p ao né e excluindo aqueles que tenham uma distancia maior que

R, + R;. Esse algoritmo teria ordem de complexidade O(n), onde n é o nimero de nés
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4.4. Construcao da arvore de busca

distribuidos sobre o dominio. Como é necessario determinar os vizinhos para cada nd, essa

busca tem que ser realizada n vezes resultando em uma ordem de complexidade total de O(n?).

Para agilizar a busca por néds vizinhos a um determinado ponto, utiliza-se uma arvore de busca
denominada kd-tree (de Berg et al., 2000), disponivel na biblioteca CGAL (CGAL, 2007). A
construgdo da kd-tree possui ordem de complexidade de O(nlogn) e a consulta aos nds vizi-
nhos é da ordem de O(y/n+k), onde k é o nimero de vizinhos retornados. Como a constru¢do
da arvore deve ser feita uma tnica vez e as consultas por vizinhos devem ser feitas n vezes,
a complexidade final é de O(nlogn) + nO(y/n + k) que resulta em O(ny/n + nk), redu-
zindo sobremaneira o tempo de execu¢ao quando o nimero de nés aumenta muito. A escolha
pela kd-tree se deu pela experiéncia adquirida sobre essa estrutura em trabalhos anteriores.
Uma solucdo mais eficiente seria o uso de uma range-tree que possui ordem de complexi-
dade O(log®n + k) para busca. A range-tree gasta um pouco mais de meméria, O(nlogn),
enquanto a kd-tree gasta O(n) (de Berg et al., 2000). A CGAL também disponibiliza uma

implementacao da range-tree e pretende-se adota-la em versdes futuras do software.

A kd-tree pode ser construida dividindo os conjuntos de pontos. A Figura 4.7 ilustra esse
processo para duas dimensdes. Cada nodo na arvore estd definido em um plano por uma das
dimensdes das particdes do conjunto de pontos em esquerda/direita (ou acima/abaixo), cada
um com a metade dos pontos do nodo pai. Os filhos s3o divididos novamente ao meio, usando
planos com dimens3do diferente. As divisdes param apéds log(n) niveis, com cada ponto em

sua prépria folha.

B ® . s
s

[

[

ls 8

Figura 4.7: Exemplo de construcao de uma kd-tree
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4.4. Construcao da arvore de busca

Uma vez construida a arvore de busca, pode-se determinar quais os nés que estdo dentro
de uma caixa varrendo a darvore pelas linhas que a delimitam. No exemplo da Figura 4.8b
é representada uma kd-tree n3o balanceada construida a partir da distribuicdo de pontos
ilustrada na Figura 4.8a. No exemplo da Figura 4.8 pretende-se encontrar os pontos internos
a caixa pontilhada em cinza claro. A regidao destacada em cinza escuro é delimitada pelas
linhas a, b, ¢ e d em destaque. Por isso, todos os pontos que pertencem a sub-drvore a
esquerda do nodo definido pela linha d estarao dentro da caixa de busca e n3o precisam ser
testados. Além desses pontos, é necessario testar pontos que estao nas regioes cortadas pelos

limites da caixa de busca. No exemplo, os pontos 2, 5, 7, 8, 10, 17, 18, 19 e 20 precisam ser

testados.
6 9
. °
10 7¢ 87
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2
3
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(a) Distribuigao de pontos

(b) kd-tree

Figura 4.8: Busca retangular em uma kd-tree
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4.5. Imposicao das condicoes de contorno

4.5 Imposicao das condicoes de contorno

4.5.1 Implementacoes classicas

Nas implementacdes cldssicas (Atluri and Shen, 2002; Viana et al., 2004), as funcdes de
forma de todos os nés é determinada através de um Unico método. A implementacdo
de Atluri and Shen (2002) baseia-se no método dos minimos quadrados méveis (MLS), en-

quanto a implementacdo de Viana et al. (2004) utiliza o RPIMp.

As fungdes de forma obtidas via MLS n3o possuem a propriedade do delta de Kronecker. Logo,
o valor dos coeficientes que multiplicam cada fun¢do obtida pelo MLS n3o irdo necessariamente
coincidir com os valores dos nés conhecidos. Com esse tipo de funcdo de forma é necessario
utilizar algum método, como o método das penalidades, para forcar o valor dos coeficientes

nos nés localizados na fronteira com condicdo de contorno de Dirichlet.

Funcbes de forma construidas pelo RPIMp possuem a propriedade do delta de Kronecker,

dispensando o uso de técnicas elaboradas para impor as condi¢cdes de contorno de Dirichlet.

Porém, em testes preliminares, verificou-se que quando o nimero de nds que influenciam a
integracao de um subdominio cresce, a utilizacao do RPIMp torna a montagem do sistema
mais demorada se comparada com o MLS. Por isso, na proxima secdo, é proposta uma solucdo
mista, que tenta incorporar as vantagens do uso do RPIMp (maior precisdo, facilidade de
imposicdo das condi¢des de contorno de Dirichlet) com as do uso de MLS (menor tempo de

processamento).

A imposicdo das condicoes de contorno de Dirichlet é um problema em métodos sem malha
quando as funcbes de forma ndo satisfazem a propriedade do delta de Kronecker. Na dl-
tima década, alguns autores propuseram o uso de técnicas como multiplicadores de Lagrange,
método das penalidades ou a combinar o método sem malha com o método de elementos
finitos (Fernandez-Méndez and Huerta, 2004).

61



4.5. Imposicao das condicoes de contorno

Entretanto, o uso dessas técnicas implicam em problemas menores, como o crescimento no
nimero de incégnitas no sistema quando se usa multiplicadores de Lagrange e a determininagao
de um bom valor para o parametro oo quando se usa o método das penalidades que pode tornar

o sistema mal condicionado.

4.5.2 Implementacoes mistas

Neste trabalho propde-se a utilizagdo mista de funcdes de forma (Fonseca et al., 2008d,c).
A idéia principal é utilizar o RPIMp para gerar as funcbes de base para os nds préximos da
fronteira onde sdo impostas as condices de contorno de Dirichlet, eliminando a necessidade
de algum método especial como o método das penalidades, e utilizar MLS para nés distantes
da fronteira. Como resultado, desenvolveu-se um método com boa precisdo no contorno e

com tempo de processamento intermedidrio entre os dois métodos.

O primeiro passo ¢ a classificacdo dos nés quanto a sua proximidade com relag3o a fronteira que
possui condicao de contorno de Dirichlet. A Figura 4.9 mostra uma regiao onde os nds pretos
foram classificados como préximos ao contorno, enquanto os nds brancos foram classificados

como distantes do contorno.

Essa classificacdo leva em conta a caixa de procura por nés vizinhos que influenciam o célculo
da integracdo em um determinado né. Se a caixa de busca tem intersecdo com o contorno de
Dirichlet, o né é classificado como préximo. Logo, nds préximos sao aqueles que se encontram
a um distancia menor ou igual a R, do contorno de Dirichlet, tal que R, = R; + R,. O termo
caixa de busca utilizado neste trabalho é denotado por autores como Liu (2002) como dominio
de suporte. R, neste trabalho é a metdde do lado da caixa de busca que equivale ao raio do

dominio de suporte.

Nas regides internas ao dominio, onde os nds sdo classificadas como distantes, ndo ha a
preocupagdo com a imposicdo de valores de contorno. Nesse caso usa-se MLS para gerar as
funcbes de forma. Para nds préximos ao contorno usa-se RPIMp para gerar as fungdes de

forma.

62



4.5. Imposicao das condicoes de contorno
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Figura 4.9: Classificacao dos nés segundo a proximidade com a fronteira de Dirichlet. O
no i é classificado como proximo da fronteira pois sua caixa de busca faz intercessao com
a fronteira. O né j é classificado como no interno.

Contudo, atencdo deve ser dada a integracdo de nds que estdo sob a influéncia tanto de nés
internos quanto de nds proximos a borda. Duas estratégias foram aplicadas para contornar

essa questao.

A primeira implementacdo considera um tipo fixo de funcdo de forma para cada né. Nos
préximos ao contorno tém uma fun¢do de forma gerada pelo RPIMp. Os demais ficam com
funcoes de forma geradas pelo MLS. Durante a integracdao de subdominios influenciados pelos
dois tipos de néds, dois tipos de funcdes de forma serdo considerados como ilustrado nas
Figuras 4.10 e 4.11.

A Figura 4.10 representa os nés i, j e k que influenciam o subdominio do né j. O né j, que
determina o subdominio de integracao, é classificado com um né interno, assim como o né k,
mas o nd ¢ é um né préximo a fronteira e contribui com uma fungao de forma gerada pelo
RPIMp.

Outra situacdo é mostrada na Figura 4.11 onde os nés h, i e j influenciam o subdominio
determinado pelo né i. Nota-se que as fun¢bes de forma para os nds i e j ndo variam de
um caso para outro, mesmo se a integracdo é feita no subdominio do né 7 ou do né j. A

atribuicdo das funcdes de forma depende apenas da classificacdo do né.
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6—6—65— o —e———

Figura 4.10: Funcoes de forma que influenciam o né j - 1* implementagao. Noés pretos
sao nos proximos da fronteira e ndés brancos sao nds internos

e—6—6—6—0—e0———

Figura 4.11: Fungoes de forma que influenciam o né i - 1* implementagao. Nés pretos sao
noés proximos da fronteira e nés brancos sao nés internos

Na segunda implementacdo, um né ndo possui um tipo fixo de funcdo de forma associada.

Sua funcdo de forma pode variar dependendo da classificacdo do né em que o subdominio esta
sendo integrado.

G—Oo—o—e—-0—-

Figura 4.12: Funcoes de forma que influenciam o né j - 2% implementacao. Noés pretos
sao nos proximos da fronteira e ndés brancos sao nods internos
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Figura 4.13: Fungoes de forma que influenciam o né i - 2* implementagao. Nés pretos sao
nos proximos da fronteira e nés brancos sao nds internos

Na Figura 4.12 a integragao é feita no subdominio definido pelo né j. Como esse é um né
interno, todos os nds que influenciam sua integracdo possuirdao fungdes de forma utilizando
MLS. Na Figura 4.13 a integracdo é feita em um subdominio de um né préximo a fronteira,
determinando que os nds envolvidos na integracao possuirao funcao de forma utilizando RBF's
com termos polinomiais. Nesse caso, a atribuicdo das fun¢des de forma ndo depende da clas-

sificacdo do préprio né mas sim da classificagdo do né que define o subdominio de integragao.

Para testar a implementacao, utilizamos o problema da calha definido na Figura 4.14, onde é
aplicada uma tensdo V/; na tampa superior e V_ nos outros lados. Apesar do problema ser
bastante simples, os pontos nos cantos superiores apresentam descontinuidade o que representa

uma grande dificuldade para qualquer método numérico.

y
a V+
1solamento
V- V-
V_
0 b X

Figura 4.14: Problema da calha
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A solucdo analitica para o problema da calha é mostrada nas Figuras 4.15a e 4.15b. Para esse
problema é considerado um valor de 100V para a tensao da placa superior V., e 10V para V_.

A solug&o analitica pode ser calculada por (Sadiku, 2004):

nmx W (Y
AV, — V) & sen (—) sen (—)
Viey) = ——— b/ by (4.1)
n=1,3,5,... n senh (—)
b
As derivadas parciais para o problema da calha sdo dadas por
nmx nmwy
Wiy _Avi-v) & () (5F) @3)
sen nr cosh nry
oV 4V -V) & <—) <—>
Yy n=13,5, senh (T)

i

(a) Potencial (b) Equipotenciais e campo elétrico

Figura 4.15: Solugao para o problema da calha. (a) Superficie definida pelo potencial.
(b) Equipotenciais e Campo elétrico normalizado.

As Figuras 4.16 e 4.17 mostram a solu¢ao para o problema da calha usando os métodos
estudados. A Figura 4.18 mostra a superficie do erro percentual ponto a ponto para cada
método. Nessas superficies, foi desconsiderada a regido préxima aos cantos superiores, onde o
problema apresenta descontinuidade. Na Figura 4.16a fica claro que a solugdo usando apenas
funcdes geradas pelo MLS apresenta problemas no contorno e a Figura 4.18c mostra que a

primeira implementacdo para o método misto apresenta grande erro sobre todo o dominio.
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tenséo - V
tensdo - V

tensdo - V
tensdo - V

(¢) Misto 1 (d) Misto 2

Figura 4.16: Superficies de tensao geradas pelos métodos para o problema da calha.
(a) Usando apenas funcoes de forma geradas com MLS. Nesse caso a solugao apresenta
oscilagoes na borda (método da penalidade) (b) Usando apenas fungoes de forma geradas
com RPIMp. Nao apresenta oscilagdes (fungao de forma possui propriedade do delta de
Kronecker) (c¢) Usando a primeira implementacao do método misto. A drea de transi¢ao
entre as fungbes de forma apresenta um degrau. (d) Usando a segunda implementacao
do método misto. Resultado similar ao RPIMp. Parametros utilizados: h = 0,667,
a; = 0,75 e a; = 0,75, ordem de integracao = 4.
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Figura 4.17: Equipotenciais e campo elétrico para as solucoes geradas da Figura 4.16.
(a) Usando apenas funcoes de forma geradas com MLS. (b) Usando apenas fungoes de
forma geradas com RPIMp. (c) Usando a primeira implementagao do método misto. (d)
Usando a segunda implementacao do método misto. Parametros utilizados: h = 0,667,
as =0,75 e ag = 0,75, ordem de integracao = 4.
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4.5.

femuaosad oua

(b) RPIMp

o v o

femuaosad oua

(d) Misto 2

(¢) Misto 1

Figura 4.18: Superficies de erro percentual para o valor de tensao V' para as solugoes ge-

radas da Figura 4.16. (a) Usando apenas fungoes de forma geradas com MLS. (b) Usando

(c¢) Usando a primeira implementacao

(d) Usando a segunda implementagdo do método misto. Parametros

utilizados: h = 0,667, oy = 0,75, a; = 0,75 e ordem de integra

apenas funcoes de forma geradas com RPIMp.

do método misto.

=4.

Ccao

s
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4.5. Imposicao das condicoes de contorno

A Figura 4.19 mostra o problema da calha em L também utilizado para testar as implementa-

¢Oes apresentadas. Trata-se de um problema com gradiente de potencial crescente ao longo
da diagonal AB.

V+ B
A :

0 b X
Figura 4.19: Calha em L

A Figura 4.20 mostra o resultado obtido utilizando o FEM. Para o problema resolvido foi
considerado V., = 100V, V_ = 10V, a = b = 10m e em = = b e y = a considera-se a
condigdo de Neumann 9V/dn = 0. A malha utilizada foi gerada com uma distancia minima

de h = 0,5m entre os vértices.

100G¢Eaa

90

80

701

60

tens&o (V)

B T A
Lo A\ By n

50

40r

301

20

10 20 %0 20 50
(a) (b)

Figura 4.20: Resultado para a calha em L utilizando FEM. (a) Equipotenciais e campo
elétrico. (b) Tensao sobre o segmento AB definido na Figura 4.19
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A Figura 4.21 mostra o teste realizado utilizando o problema da calha em L. O mesmo pro-
blema foi resolvido com o MLPG utilizando fung¢des de forma construidas com MLS, RPIMp e
pelo método misto. Para o método misto sdo consideradas as duas implementacdes apresen-
tadas. Os nés utilizados pelo MLPG s3o os mesmos vértices da malha utilizada no método de

elementos finitos.

Para comparar os resultados dos métodos, gerou-se uma solucdo utilizando o FEM com uma
malha refinada com A = 0,05m, identificado nos grificos como FEM denso. Essa solugdo

pode ser considerada como uma boa aproximac¢ao da solu¢ao exata.

Na Figura 4.21a é mostrado o valor de tensao encontrado sobre a diagonal que une os pontos
A e B da Figura 4.19. Nota-se que todos os métodos resultaram em solugdes muito préximas
sendo necessario observar os graficos de erros dados pela Figura 4.21b para avaliar as diferencas

entre os métodos.

A Figura 4.21b mostra o erro percentual ponto a ponto para cada um dos métodos quando
comparados ao FEM com malha densa. Nota-se que o MLPG utilizando MLS apresenta uma
melhor aproximagdo no interior do dominio, sendo bem préximo ao FEM com malha menos
densa. Entretanto, tanto o FEM quanto o MLPG com MLS apresentam maior dificuldade de
aproximar a funcdo nas proximidades do ponto B devido a descontinuidade fisica que existe
neste ponto. Exatamente sobre o ponto B, o MLPG com MLS apresenta um erro significativo,
enquanto os demais métodos ndo apresentam erro ja que a condicdo de contorno é diretamente

imposta.
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(b) Erro percentual

Figura 4.21: Problema da calha em L. (a) Comparacao dos resultados obtidos pelos mé-
todos. A primeira implementacao do método misto apresenta um degrau na regiao de
transicao entre funcoes de forma. Os demais métodos acompanham a curva de tensao.
(b) Erro percentual (a primeira implementacao do método misto é desconsiderada). Pa-
rametros utilizados pelos métodos sem malha: h = 0,625, oy = 0,6, oy, = 1,5, ordem de
integragao = 4. O MLPG utilizou os vértices da malha do FEM como os nés distribidos
sobre o dominio.
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Utilizando o primeiro método misto nota-se que existe uma nitida descontinuidade na regiao
de transicao entre os ndés proximos do contorno para os nds internos ao dominio para todos os
problemas testados. Com o segundo método isso nao ocorre e a precisdo alcancada é similar

ao método utilizando apenas RPIMp.

Como discutido no Capitulo 2, fun¢des de forma devem satisfazer o critério da particdo da
unidade (Equa¢3o 2.9). Quando mesclamos fun¢des de forma distintas na integracdo de um
mesmo subdominio, como foi feito na primeira implementacao do método misto, esse critério

deixa de ser respeitado e o método n3o funciona corretamente como mostram os resultados.

Na segunda implementacdo, a particdo da unidade é respeitada, pois apenas um método de
interpolacdo é utilizado para a integracdao de um mesmo subdominio. Subdominios diferentes
podem utilizar métodos de interpolacao diferentes ja que cada subdominio é independente no
MLPG.

Para se ter uma ideia do custo computacional para problemas praticos, onde o nimero de nds
internos é muito maior que o nimero de nds na fronteira, gerou-se o problema da calha com
uma grade regular de 101 x 101 nds. A Tabela 4.2 mostra o tempo relativo para a montagem
do sistema linear. Note-se que quando o nimero de nds (n) que influenciam a integra¢do de um
subdominio cresce, o método misto torna-se mais atrativo pois possui tempo de processamento

intermedidrio aos métodos tradicionais e mantém boa precisao.

Tabela 4.2: Comparacao de tempo de processamento dos métodos. n é o niimero de nés
que influenciam a integracao de um subdominio

4 pontos de integragao 20 pontos de integracao
n | MLS | RPIMp | MLS+RPIMp 2 | MLS | RPIMp | MLS+RPIMp 2
16 | 1,13 1,00 1,10 3,05 1,48 2,86
25| 1,32 1,46 1,30 3,77 2,54 3,53
36 | 1,51 2,35 1,63 4,57 4,30 4,52
49 | 1,70 4,32 2,33 9,65 7,91 6,15
64 | 2,00 7,28 3,06 6,84 | 13,20 8,05

Os resultados indicam que a primeira implementagdo ndo funciona corretamente. A segunda
implementacao respeita o critério da particdo da unidade localmente para cada subdominio e
os resultados encontrados possuem precisao similar a quando se utiliza RPIMp porém com um

tempo de processamento menor.
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4.5.3 Aprimorando a implementacao mista

No método misto proposto (Fonseca et al., 2008d,c), utilizamos funcdes de forma baseados
no RPIMp para nds préximos a borda e MLS para nés internos ao dominio. Como as fung¢des
RPIMp possuem a propriedade do delta de Kronecker, dispensamos qualquer método especial

para forcar as condicdes de contorno de Dirichlet.

Dessa forma, obtivemos um método mais rapido comparado ao método cldssico quando usamos
apenas fun¢oes de forma RPIMp sobre o dominio inteiro e o nimero de nés vizinhos é maior
que 16. Entretanto, para a maioria dos casos, apenas nove nés vizinhos sao suficientes para
obter bons resultados. Nesse caso, a formulacdo mista serd atrativa se as funcdes de forma

internas puderem ser calculadas mais rapidamente que as funcdes de forma utilizando o MLS.

A solucdo para tornar o método misto mais atrativo é utilizar uma funcdo de forma muito
simples e rapida para os nds internos. No caso, utilizamos as funcdes de Shepard que, como
dito no Capitulo 2, sio um subcaso do MLS onde o polindmio base se reduz a p = 1. Isso faz
com que as fungdes de Shepard fiquem muito simples de implementar e com baixo custo com-
putacional, j& que n3o s3o necessdrias inversoes de matrizes. Entretanto, pagamos com uma
baixa ordem de consisténcia (ordem zero). ImplementacGes que usam apenas fun¢des de She-
pard apresentam problemas no contorno (assim como o MLS, porém com maior intensidade)
quando as condi¢coes de contorno ndo sdao bem impostas, como no caso das Figuras 4.23a e

4.23b, onde usamos o método da penalidade.

Além de usar uma funcdo de forma mais simples para o interior do dominio, percebemos que
poderiamos utilizar funcdes de forma com a propriedade do delta de Kronecker apenas para os
nds sobre o contorno de Dirichlet dispensando um esforco computacional de pré-classificacao
dos nés. Dessa forma, passamos a maximizar a regido interna, aumentando os nds com

processamento mais rapido (Figura 4.22).

A Figura 4.23 apresenta o resultado obtido para o problema da calha utilizando o método misto
melhorado. A Figura 4.23a mostra a superficie de tensdo obtida utilizado apenas funcgdes
de forma Shepard. O mesmo resultado é apresentado em curvas de nivel na Figura 4.23b.

Utilizando apenas funcdes de Shepard com o método de penalidade para forcar as condicGes
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Regido de

/ Borda
4

Figura 4.22: Maximizando regiao interna. Somente os pontos sobre a fronteira de Dirichlet
precisam de funcoes de forma com a propriedade do delta de Kronecker.

de contorno obteve-se um resultado com muita oscilacdo nas bordas. Utilizando o método

misto associando fung¢des de forma RPIMp para a fronteira de Dirichlet e funcdes de Shepard

apenas para o interior do dominio, nos fornecem uma solucdo muito melhor, sem oscilacdes

na borda e com um tempo de processamento muito menor do que comparado ao método

utilizando apenas RPIMp.

T Os resultados da Figura 4.23 sdo apresentados no artigo (Fonseca et al., 2010). Entretanto, na época
havia um erro de implementacao que fez com que as oscilagoes da borda se propagassem pelo interior
do dominio. Com a solucao do problema (que é desconhecido) as oscilagoes se limitam ao contorno do

problema.
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Figura 4.23: Resultados para o método misto melhorado. (a) e (b) Solu¢ao para o pro-
blema da calha utilizando fung¢oes de Shepard com o método da penalidade. (c) e (d)
Solugao para o problema da calha utilizando o método misto melhorado combinando fun-
¢oes RPIMp para a borda e fungoes de Shepard para o interior.
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A Tabela 4.3 compara os tempos relativos entre o método misto melhorado e usando apenas

as fung¢des de forma Shepard e RPIMp.

Tabela 4.3: Comparacao de tempo de processamento dos métodos. n é o niimero de nés
que influenciam a integracao de um subdominio

n 9 16
RPIMp 1,94 | 7,54
Shepard 1,00 | 1,21
Misto (RPIMp+Shepard) | 1,07 | 2,15

Os resultados obtidos para o método misto mostram que quando usamos apenas as funcoes de
Shepard e o método de penalidade para impor as condicdes de contorno, ocorrem oscilacdes
na borda que comprometem a qualidade da solugdo. Entretanto, ao se combinar as fungoes
de Shepard com as fungdes RPIMp, obtemos um método com precisdo aceitdvel e com um
processamento muito préximo ao de se usar apenas funcbes de Shepard, mesmo quando o

nimero de nds vizinhos utilizados na integracao dos subdominios é reduzido.

4.6 Tratando multiplos materiais

Até o momento, abordamos apenas o problema com dominios com um tnico material. Em
problemas que envolvem miltiplos materiais surge o problema de como tratar a descontinuidade

na interface entre eles. Para isso, usamos o método da visibilidade descrito em (Viana, 2006).

Uma das estratégias sugeridas por Viana (2006) (método da visibilidade) para tratar problemas
com varios materiais é considerar que os pontos distribuidos ao longo da interface sdo pontos
duplos, ou seja, existem dois pontos sobrepostos mas um em cada regido. A Figura 4.24
mostra esse tipo de situacdo. A Figura 4.24a mostra o problema original com os pontos sobre
a interface sobrepostos (a, b, ¢, d, e, f e g). Na Figura 4.24b, as mesmas regides aparecem
disjuntas e cada ponto aparece nas duas regides. Como exemplo, o ponto ¢; é o ponto ¢ na
regido {2, e co é o ponto ¢ na regido {2,. Note-se que a regido de influéncia de cada ponto

nao extrapola o seu dominio de origem.

Na verdade, os nds sobre a interface s3o tinicos, mas tém seu subdominio repartido em duas

partes como mostra a Figura 4.25. Na Figura 4.25, o nd i sobre a fronteira de interface I';
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(a)

Figura 4.24: Fronteira entre materiais para o método da visibilidade. Nos sobre a fronteira
sao considerados nés duplos.
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Figura 4.25: N6 7 sobre a interface ['; entre as regioes €2; e 2. O subdominio do n6 Qfl é
dado pela uniao entre Qfll em ) e fo em (),

1 quanto em §2,.

entre as regides )y e ()y, tem que satisfazer a forma fraca local definida por 3.15 tanto em

Assumindo que a fungdo de peso W é a funcdo de Heaviside, a forma fraca (Equagdo 3.15)
para o n6 ¢ da Figura 4.25 pode ser simplificada para
I

(W;kVu) - ndll + / W;hdl' —
buITh; T,

W, fdQ) + o Wi (u—g)dl’ =0
@ Tou

(4.4)
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Para a por¢ao do subdominio de 7 em 2;, temos:

LiLurit

il il
Fq[ th

- W;fdQ + « Wi(u—g)dl' =0 (4.5)

i1 i1
Qz F}w

e para a por¢ao do subdominio de 7 em {25, temos:

/ (Wiko V) - nodl + / (WikoVu) - nodl + [ WihdD
ruri2

i2 i2
Fql th

— Wi fdQ) + « Wi(u—g)dl' =0 (4.6)

2 2
Qq Fqu

Somando as Equacdes 4.5 e 4.6 obtemos a contribuicdo para o né i. Note que na interface
ny = —ny e portanto os termos [ (W;kVu) - ndl' e [, (W;koVu) - nodl se anulam, ja
ql ql

- : ou ou _
que pela condicdo de contorno de interface temos kla—l = k28—2. Assim, temos:
n n

TauUrg; Ture

i1 12
riuri

—/ VVZ-fdQJroz/ Wi(u—g)dl' =0 (4.7)
Qilu:2 riLuriz,

Nés em que o subdominio possui intersecdo com a interface entre dois meios, como ilustrado
na Figura 4.26 tém o seu subdominio truncado para permanecer apenas na regidao na qual o

nd esta inserido.

Pode haver casos onde o né estd sobre a fronteira de mais de duas regides, como ilustra a
Figura 4.27. Nesse caso, a contribuicdo do né continua sendo de uma unica equacdo dada

pelo somatdrio das contribuicGes em cada material. Para s materiais, temos:
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Figura 4.26: N6 ¢ préximo a interface I'; entre as regides €21 e €25. O subdominio do né
Qfl é truncado pela interface de forma a ficar totalmente contido no interior de €2;.

S

/ (Wik, V) - n.dl + [ WihdlD
FAuY

r=1 F%

- W, fdQ2 + « Wi(u—g)dl'| =0 (4.8)
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Figura 4.27: N6 i sobre a interface entre as regioes €2y, €y, Q3 e €1y.

Neste trabalho testamos apenas o método da visibilidade. Outra estratégia descrita por Viana
(2006), e também implementada em (Nicomedes et al., 2011), é o método da colocagdo.
Nesse método, ndo fazemos a integragcdo de subdominios para nds na interface entre materiais
mas forcamos que os valores nodais nas varias regides sejam iguais. No método da visibilidade,
nds na fronteira entre materiais geram apenas uma equagdo no sistema matricial global. Ja
no método de colocacdo, um né que faz divisa com vdrios materiais contribui com mais de

uma equagdo no sistema. Mais detalhes em (Viana, 2006).

Durante o processo de integracao das regioes, cada né precisa conhecer os nés vizinhos mais

préximos que influenciam o calculo das funcdes de forma nos pontos de integracao. Como
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cada né influencia apenas na sub-regido na qual estd inserido, para problemas com varias
regioes, como ilustrado na Figura 4.28, cria-se uma arvore de pesquisa independente para

cada sub-regido.

kd-tree 1

kd-tree 3

Figura 4.28: Arvores de busca para problemas com mais de uma regiao

Para se criar uma arvore de pesquisa para cada regido, é necessario se conhecer a priori a
que regiao pertence cada nd. Essa informacdo é gerada no pré-processamento durante a
distribui¢do de nds sobre o dominio. Pontos sobre a interface entre dois (ou mais) materiais
pertencem simultaneamente as duas regides. Dessa forma, esses pontos s3o inseridos nas

arvores de pesquisa das duas regioes.

Para testar a implementagdo, usamos o problema do eletroima. Esse problema é um pouco
mais complicado comparado aos resolvidos anteriormente pois apresenta trés materiais di-
ferentes (ar, ferro e cobre) e vérias interfaces entre eles. A Figura 4.29a mostra a definigdo
geométrica do problema. A Figura 4.29b mostra a solu¢do para o problema. Os varios métodos
foram testados e a Figura 4.30 mostra a convergéncia dos métodos. Considera-se como uma
aproximacao da solucao real para o problema o resultado de uma simulagao usando elementos

finitos com uma malha bastante densa.
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(a) Definigao do problema (b) Solugao para o problema do eletro-ima

Figura 4.29: Problema do eletroima. (a) Defini¢ao da geometria do problema (dimensoes
em cm). Os valores de permeabilidade magnética usados foram fia = ficobre = 1, fiferro =
1000. A densidade de corrente aplicada sobre o cobre é J, = 107'MA/m?. (b) Solugao
obtida utilizando o método misto (RPIMp+MLS) com os parametros o, = 0,5, as = 1,5
e ordem de integracao igual a 4.

Pelo grafico da Figura 4.30 notamos que a convergéncia do método misto segue a convergéncia
da fun¢do de forma interna utilizada. Usando as fungdes de Shepard, a solugdo converge mais

lentamente, mas com um custo computacional menor.
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Figura 4.30: Convergéncia para o problema do eletroima
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4.7 Paralelizacao dos métodos

Em todas as implementacoes realizadas, gera-se um sistema linear do tipo Kx = f a partir da
Equacdo 3.20. A integracdo de um subdominio definido por um né ¢ contribui apenas para a

i-ésima linha da matriz K e para a i-ésima posi¢do do vetor f (Figura 4.31).

K f

LTI T T T T
B I O

AjEEEEEEEEE

Figura 4.31: Contribuicao dos nds para a montagem do sistema

A integracdo de diferentes nds geram contribuicdes em partes diferentes da matriz e inde-
pendem umas das outras. Dessa forma, a integracao desses nds pode ser feita de forma
independente e em qualquer ordem temporal dispensando inclusive mecanismos de sincroniza-

¢do como mutexes ou semaforos.

Logo, a paralelizacao dos métodos se torna uma maneira natural de torna-los mais rapidos,
visto que mdquinas com miltiplos nicleos de processamento tém se tornado cada vez mais
acessiveis (Bischof et al., 2007; lkuno et al., 2008; Fonseca et al., 2008b,a). A Figura 4.32
mostra a estrutura do programa implementado no qual o processo de montagem do sistema

linear é dividido em n threads, ou linhas de execucao.

Entre as alternativas para a constru¢do de implementa¢des paralelas destacam-se a OpenMP
(Bischof et al., 2007), que é uma API (Application Program Interface), e a Biblioteca Boost
Thread (BOOST, 2007).
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Carrega dados de entrada
e inicializa a arvore de busca

Thread de Thread de Thread de
montagem 1 montagem 2 montagem N

Resolve o sistema linear
Escreve solugao

Figura 4.32: Montagem paralela do sistema

A OpenMP usa diretivas do pré-compilador para indicar onde o cédigo deve ser paralelizado.
Todo o gerenciamento de quais varidveis devem ser duplicadas e quais os limites de iteracoes
de cada thread é feito pela biblioteca, o que permite a paralelizacdo de rotinas quase sem
nenhuma intervencdo no cédigo. Apesar disso, nas implementacdes realizadas nesse trabalho,
optou-se pela Boost Thread. O mecanismo da Boost Thread consiste em encapsular em classes
os métodos que serao disparados em linhas de processamento. A opcao pela Boost Thread
se deu pelo fato de existir uma maior familiaridade com a biblioteca Boost que ja é utilizada
inclusive pela biblioteca CGAL. Pretende-se gerar uma versdo paralela utilizando a OpenMP

para comparar com o desempenho obtido pela Boost.

Para evitar implementacoes ineficientes, a distribuicdo de nds entre as threads deve ser feita
com cuidado. Algumas estratégias simples foram consideradas: a primeira, e mais imediata,
simplesmente divide os nés em grupos a partir de seus indexadores. Para um processador com
n nicleos e m nds, os nés indexados por 0 a m/n — 1 serdo processados pela primeira thread,
os nés de m/n am/nx2—1 serdo processados pela segunda thread e assim sucessivamente. A
Figura 4.33 exemplifica essa estratégia dividindo nds igualmente espacados e sequencialmente

indexados entre dois nicleos.

Uma primeira analise da Figura 4.33 talvez indique que essa estratégia é suficiente para se fazer
uma igual distribuicdo de carga entre as threads. Entretanto, testes preliminares mostraram
que isso ndo é verdade e a razdo para isso é Obvia: nds que estdo na fronteira possuem menos

vizinhos do que nds interiores ao dominio. Para o exemplo, se o nimero de processadores
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Figura 4.33: Distribuicao sequencial

fosse igual a quatro, as threads 1 e 2 teriam uma carga maior que as threads 0 e 3 ja que as
tltimas processariam mais nds préximos a fronteira. Ou seja, os niicleos 0 e 3 ficariam ociosos

aguardando o término das threads 1 e 2.

Uma alternativa para a distribuicdo sequencial é distribuir os nés de maneira alternada entre os
nucleos. Todos os nés cujo resto da divisdo do seu indexador pelo nimero de niicleos é zero sao
processadas pelo primeiro nicleo. Para resto um, os nds sao processados pelo segundo niicleo
e assim sucessivamente. Para um exemplo com néds igualmente espacados e sequencialmente
indexados obtém-se uma distribuicao perfeitamente alternadas dos nés entre os nticleos como

mostra a Figura 4.34. Essa é a solu¢do atualmente adotada nas implementagdes deste trabalho.

Figura 4.34: Distribuicao alternada
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Se a indexa¢do dos nds ndo for sequencial, a distribuicdo alternada pode n3o garantir uma dis-
tribuicdo de carga uniforme entre os niicleos. Uma estratégia mais geral seria uma distribuicao

aleatéria dos nds, como mostra a Figura 4.35.

o 1,2, 3|4, 5 ,6|7|8|9/|1|1]12]13 |14 15 a

15/ 5|13/ 11,0 |12 4 | 8 14,10, 9 2 6 | 1, 7/|3|b

3 | 1 1t 3,]0,0]0]0|2 2|12 |2]|1]3]3]|cC

a - indexador do né b - alocacdo aleatéria c¢ - indexador da thread
¢ = mod(b,4)

Figura 4.35: Distribuicao aleatéria

Para testar a eficiéncia das implementacdes paralelas foram usados computadores comuns
com dois e quatro nucleos de processamento. A Tabela 4.4 mostra os ganhos de desempenho
obtidos. A segunda coluna da tabela mostra o ganho de desempenho relativo apenas para mon-
tagem do sistema linear. Como as demais partes do programa ainda ndo foram paralelizadas,

o ganho total de performance é menor, como mostrado na terceira coluna da tabela.

Tabela 4.4: Desempenho das implementacgoes paralelas

Numero de Nucleos | Montagem | Total
1 1 1
2 1,96 1,65
4 3,78 2,85

Como visto na Tabela 4.4, o processo de montagem do sistema linear nas versdes paralelas
executaram até 1,96 vezes mais rapidamente em processadores com dois nicleos e até 3,78

vezes em computadores com quatro nicleos quando comparados as versdes sequenciais.

4.8 Solucao do Sistema Linear

Outra dificuldade do método é que a matriz do sistema linear gerado n3o é simétrica ou
definida positiva, o que reduz o niimero de métodos possiveis para gerar a solucdo. Além
disso, o condicionamento da matriz pode ser ruim, principalmente quando se usa o método

das penalidades, pois esse introduz elementos de valor elevado.
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Entre os métodos iterativos, tentou-se utilizar o Preconditioned BiConjugate Gradient method
(BICG) e o Generalized Minimal Residual method (GMRES) (Barrett et al., 1994), disponi-
bilizados pela ITL (/terative Template Library) (ITL, 2007). O BICG n3o convergiu para a
maioria dos problemas; o GMRES converge muito lentamente, levando até horas para resolver
um problema com um nidmero relativamente pequeno de nds A solucdo atualmente adotada é
a utiliza¢do da biblioteca UMFPACK (Davis, 2004a,b; Davis and Duff, 1999). Essa biblioteca
utiliza um método direto para a solugdo do sistema (decomposi¢do LU) pré-ordenando as co-
lunas do sistema original para minimizar o niimero de inser¢Ges de valores ndo nulos. Sistemas
que levavam horas para serem determinados usando o GMRES foram resolvidos em segundos
utilizando a UMFPACK.

Seja o sistema Ax = b, no qual A é uma matriz esparsa e nao simétrica. A UMFPACK
fatoriza a matriz PAQ ou PRAQ no produto LU, no qual L e U sao matrizes triangulares
inferior e superior, respectivamente. P e QQ sdo matrizes de permutacao e R é uma matriz
diagonal com fatores de escala para as linhas. P e Q s3o escolhidas de forma a reduzir o
ndmero de insercdes de novos elementos (ndo nulos). As permutacdes de P tem um papel
duplo: reduzir o numero de insercOes e manter a precisao numérica, utilizando pivotacao

parcial com relaxagao.

A quantidade de insercdes de elementos nao nulos em L e U que nao correspondem a elementos
na matriz original A é determinada pelas matrizes de permutacdo P e Q. Achar a melhor
permutacdo é um problema NP-completo. A biblioteca utiliza uma de trés heuristicas para
determinar essas permutagoes. A escolha da heuristica é feita apés uma analise da matriz
A (Davis, 2004a).

A biblioteca UMFPACK utiliza a biblioteca BLAS (BLAS, 2008) para implementar suas subro-
tinas. A BLAS possui uma versao paralelizada, a PBLAS que pode ser utilizada para acelerar

ainda mais a solucdo do sistema linear.
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Capitulo 5 .

Conclusoes

Métodos sem malha tém ganho espaco como alternativas para métodos tradicionais
como o método de elementos finitos e diferencas finitas. Nesse trabalho, explorou-

se o MLPG por sua flexibilidade, visto que a técnica se baseia no método de Petrov-Galerkin
que permite que funcdes de teste e de forma pertencam a espacos de funcdes diferentes. Além
disso, por usar uma formulacdo local para a forma fraca permitem uma grande independéncia
entre subdominios que podem assumir formas e tamanhos diferentes, dispensando grades

auxiliares para integracdo caracterizando-o como um método “verdadeiramente sem malha".

A principal desvantagem de métodos sem malha quando comparados a métodos tradicionais é
o elevado custo computacional. Nesse aspecto, buscamos utilizar bibliotecas eficientes como
a CGAL para célculos geométricos e busca de nés vizinhos e a UMFPACK para a resolugdo do
sistema matricial. Realizamos testes e a partir dos resultados (Tabela 4.1) verificamos que o
processo de montagem do sistema linear é a etapa que mais consome tempo computacional e

por isso dedicamos a ela maior atencao.

O custo computacional para a montagem do sistema depende diretamente do tipo de funcdo
de forma que escolhemos. O processo sera tdo mais rapido quanto mais simples for a funcio de
forma escolhida. Entre as funcdes de forma estudadas, a que apresenta melhor desempenho
sdo as funcdes de Shepard (caso mais simples do MLS com consisténcia C°). Apesar do

bom desempenho computacional, as fun¢des de Shepard, assim como o MLS, n3o possuem a
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propriedade do delta de Kronecker exigindo alguma técnica especial para impor as condigdes
de contorno de Dirichlet. Nesse trabalho utilizamos o método de penalidades e percebemos

que ao usad-lo o método perde em precisao apresentando oscilagdes proximo a fronteira.

O método misto proposto permitiu que duas funcdes de forma fossem usadas ao mesmo
tempo: uma fungdo de forma com a propriedade do delta de Kronecker (RPIMp) sobre os
nods da fronteira de Dirichlet e outra com baixo custo computacional para os nds internos ao
dominio. Dessa forma, o método misto impde de maneira direta as condicdes de contorno
evitando perda de precisdo e ganha em eficiéncia pois utiliza uma funcao de forma simples
de ser calculada na maior parte dos nds que sao os nds internos. Trabalhamos inicialmente
com o MLS para os nés internos e obtivemos os resultados mostrados na Tabela 4.2 que
nos mostra que o método misto é interessante quando construimos as funcdes de forma a
partir de 16 nds vizinhos e utilizamos muitos pontos de integracdo. Para melhorar o método,
substituimos o MLS pelas fun¢des de Shepard que possuem custo computacional bem menor,
pois evita cdlculos matriciais complexos. Os resultados obtidos (Tabela 4.3) mostraram que
mesmo com um ndmero pequeno de vizinhos (9), os resultados apresentam boa precisdo e
custo computacional préximo ao das funcdes de Shepard. No caso, o método misto foi 48%
mais eficiente do que quando usamos apenas o RPIMp e apenas 7% a mais quando utilizamos

apenas as funcdes de Shepard.

Com o avanco da tecnologia dos processadores, hoje encontramos no mercado processadores
com multiplos nicleos a precos acessiveis. Como o limite fisico para o processamento dos pro-
cessadores esta proximo de ser alcancado pela industria, existe uma tendéncia que a evolucdo
dos processadores se dé pelo aumento cada vez maior dos nicleos de processamento. Para se
tirar proveito desses processadores, é necessdrio que as aplicagdes se tornem paralelas para que
o esforco computacional possa ser dividido entre os nicleos disponiveis. Nem sempre é simples
a paralelizacdo de métodos numéricos, como no caso do FEM, mas percebemos que o MLPG
€ um candidato natural para a paralelizagdo no seu processo de montagem do sistema linear,
etapa de maior custo computacional. A paralelizacao do método se da de forma natural pois
cada né sobre o dominio gera uma equac¢ao do sistema matricial, ou seja, a influéncia de cada
no altera uma tnica linha do sistema e ndo interfere nas linhas dos demais, dispensando dessa
forma técnicas de sincronizacao e exclusdao mutua. Dessa forma, propomos nesse trabalho
uma forma simples para a paralelizacdo do método. Os resultados apresentados na Tabela 4.4

mostram que o processo de montagem do sistema linear nas versdes paralelas executaram
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até 1,96 vezes mais rapidamente em processadores com dois nticleos e até 3,78 vezes em

computadores com quatro niicleos quando comparados as versoes sequenciais.

5.1 Trabalhos futuros

Um longo caminho na pesquisa de métodos sem malha ainda deverd ser percorrido para que

esses métodos saiam do mundo académico e se tornem um padrao industrial.

Para diminuir o custo computacional do método, apresentamos uma forma de se paralelizar
o processo de montagem do sistema linear que é a etapa do método que demanda maior
esforco computacional. Resultados mostraram como o método pode tirar proveito de proces-
sadores com multiplos nicleos sem maiores adaptacoes do cédigo sequencial, indicando que a
paralelizacdo do método é um caminho importante a ser explorado. Indo nessa direcao, uma
possibilidade interessante é a utilizacdo da placa de video (GPU). As GPUs sdo processadores
massivamente paralelos usados inicialmente para processamento grafico e jogos mas estao se
tornando cada vez mais presentes no cendrio da computacao de alto desempenho. Além da
paralelizacdo em uma mesma maquina pode-se pensar em distribuir o processamento em uma
rede ou cluster. Com o aumento de niimero de nicleos em processadores comuns, espera-se
que o MLPG e outros métodos sem malha de facil paralelizacdo se tornem cada vez mais

atrativos.

Melhorar o desempenho no célculo das funcdes de forma e suas derivadas também é um
problema a ser mais explorado. Esse, de fato, é o principal fator limitador de desempenho
identificado para uma implementacao eficiente do MLPG, pois a constru¢ao das funcoes de
forma envolvem muitos calculos matriciais como multiplicacdo e inversao de matrizes que
atualmente s3o implementados de forma direta. Uma forma de otimizar esses célculos é resolver
a inversao de matrizes por meio de solucao de sistemas lineares, evitando a multiplicacao direta
onde for possivel. Em (Breitkopf et al., 2000) é proposto um método iterativo para o célculo
das funcdes de forma e suas derivadas baseadas no MLS, que utiliza apenas produtos de
escalares e vetores por vetores e multiplicacoes de matrizes por vetores. Esse método pode
ser implementado para otimizar o método MLS e algo semelhante pode ser proposto para o
RPIMp.
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Além do custo computacional elevado, existem muitos parametros como ¢, o, que, se nao
estiverem bem ajustados, fazem com que os métodos n3o gerem boas solugcdes. Automatizar

a escolha desses parametros é um passo importante para tornar o método mais robusto.

Neste trabalho, utilizaram-se distribuicdes de nds uniformes para discretizar os dominios. O
programa aceita distribuicdes ndo uniformes de nds, mas o problema é a geracao automdtica
desses nds. Para tornar o software mais geral deve-se investigar e implementar solucdes mais

flexiveis como a abordagem probabilistica adotada em (Du et al., 2002).

5.2 Publicacoes

As publicagoes abaixo foram geradas durante o periodo do doutorado, e estdo diretamente

associadas ao trabalho de tese:

Artigos em periodicos

e Fonseca, Alexandre R.; Correa, Bruno C.; Silva, Elson J.; Mesquita, Renato C. . Improving the Mixed
Formulation for Meshless Local Petrov Galerkin Method. IEEE Transactions on Magnetics, v. 46, p.
2907-2910, 2010.

e Fonseca, A. R.; MENDES, Miguel Lima; Mesquita, R. C.; SILVA, Elson José da . Mesh Free Parallel
Programming for Electromagnetic Problems. Journal of Microwaves and Optoelectronics, v. 8, p.
101S-113S, 2009.

e Fonseca, A.R.; Viana, S.A;; Silva, E.J.; Mesquita, R.C.. Imposing boundary conditions in the meshless
local Petrov Galerkin method. IET Science Measurement & Technology, v. 2, p. 387, 2008.

Anais de eventos

e Fonseca, A. R.,, CORREA, B. C., Mesquita, R.C., Silva, E.J. Improving the Mixed Formulation for
Meshless Local Petrov Galerkin Method In: The 17th Conference on the Computation of Electromag-
netic Fields - COMPUMAG 2009, 2009, Florianépolis. Proceedings of the 17th Conference on the
Computation of Electromagnetic Fields - COMPUMAG 2009. , 2009. p.380 - 381
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o FONSECA, Alexandre Ramos; Viana, S. A.; SILVA, Elson José da; MESQUITA, Renato Cardoso.
Imposing Boundary Conditions int the Meshless Local Petrov Galerkin Method. In: The IET 7th
International Conference on Computation in Electromagnetics - CEM2008, 2008, Brighton. Proceedings
of The IET 7th International Conference on Computation in Electromagnetics - CEM2008, 2008. p.
162-163.

e FONSECA, Alexandre Ramos; MENDES, Miguel Lima; MESQUITA, Renato Cardoso; SILVA, Elson
José da. Programacdo Paralela em Métodos sem Malha Aplicados a Problemas Eletromagnéticos. In:
MOMAG 2008 - 13 Simpésio Brasileiro de Microondas e Optoeletronica - 8 Congresso Brasileiro de
Eletromagnetismo, 2008, Florianépolis. Anais do MOMAG 2008 - 13 Simpésio Brasileiro de Microondas
e Optoeletrdnica - 8 Congresso Brasileiro de Eletromagnetismo., 2008. p. 632-635.

e Fonseca, A. R., Mendes, M. L., Mesquita, R. C., e Silva, E. J. Parallel programming for mesh free
methods. In The 13th International IGTE Symposium on Numerical Field Calculation in Electrical
Engineering - Abstracts, 2008, p 61-61.

Além delas, foram geradas outras publicacdes, resultado da colaboracdo com outros alunos
do GOPAC (Grupo de Otimizagdo e Projeto Assistido por Computador), mas que n3o estdo

diretamente associadas ao trabalho de tese:

Artigos em periodicos

e CORREA, B. C.; Silva, E.J.; Fonseca, A.R.; OLIVEIRA, D. B.: MESQUITA, Renato Cardoso. Mesh-
less Local Petrov-Galerkin Approach in Solving Microwave Guide Problems. IEEE Transactions on

Magnetics, 2011. (aceito para publicagdo)

e Pereira, G. A. S.; Pimenta, L. C. A,; Fonseca, A. R.; Correa, L. d. Q.; Mesquita, R. C.; Chaimowicz, L.;
de Almeida, D. S. C.; Campos, M. F. M. . Robot Navigation in Multi-terrain Outdoor Environments.
The International Journal of Robotics Research, v. 28, p. 685-700, 2009.

Anais de eventos

e CORREA, B. C. ; SILVA, Elson José da ; Fonseca, A. R. ; OLIVEIRA, D. B. ; MESQUITA, Renato
Cardoso. Meshless Local Petrov-Galerkin in solving microwave guide problems. In: Electromagnetic
Field Computation (CEFC), 2010 14th Biennial IEEE Conference on, 2010, Chicago. Electromagnetic
Field Computation (CEFC), 2010 14th Biennial IEEE Conference on, 2010.
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° BELEM, F. L. ; Pimenta, L.C.A. ; Fonseca, A. R. ; SALDANHA, Rodney Rezende ; BOSQUE, M.
M. ; Mesquita, R. C. ; TAVARES, T. H. B. C . Ferramenta para selecdo de corredor de linha aérea
de transmiss3do utilizando geoprocessamento. In: XIV SBSR - Simpdsio Brasileiro de Sensoriamento
Remoto, 2009, S3o José dos Campos. Anais do XIV SBSR - Simpdsio Brasileiro de Sensoriamento
Remoto, 2009. p. 3559-3566.

PEREIRA, G. A. S., PIMENTA, L. C. A., CHAIMOWICZ, L., FONSECA, A. R., ALMEIDA, D. S. C.,
CORREA, L. Q.,, MESQUITA, R. C., CAMPOS, M. F. M. Robot navigation in multi-terrain outdoor
environments. In: 10th International Symposium on Experimental Robotics, 2006, Rio de Janeiro.

Proceedings of the 10th International Symposium on Experimental Robotics. p. 1-10.

CHAVES, R. D., SILVA, R. P, Nunes, C. R. S., FONSECA, A. R., MESQUITA, R. C. Aplicacdo de
Pardmetros de Qualidade a Visualizacdo de Malhas Volumétricas. In: MOMAG 2006 - 12° SBMO -
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Apendice A I

Funcoes RBF

Funcdes de base radial (RBFs) sdo aquelas que apresentam simetria radial, ou seja, dependem
apenas (além de alguns pardmetros conhecidos) da distancia entre o centro da fungdo (x.) e

o um ponto genérico (x;).

Estas fungdes podem ser classificadas como globais (diz-se que tém suporte global) ou locais
(suporte compacto ou local) quando estdo definidas em todo o dominio ou em apenas parte
dele. Para facilitar a implementacdo das fungdes, definimos  como sendo o raio do suporte
(regido onde a fungdo é n3o nula) e normalizamos a distancia d entre o centro da fungdo x.

e o ponto x; em funcdo de r. Dessa forma, temos:

[xe = il

d:’

r
1 c i)2 c i\2 c i\2 c i\2
=V @i—a) +(as —a) + o (e —ag) (2 ) (A1)

e as RBFs com suporte compacto s3o definidas para 0 < d < 1. Na equagdo, z§ e x} sdo os

k-ésimos componentes dos pontos Xx. e Xx;, respectivamente.
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Entre os tipos de fun¢des de suporte global encontram-se (Wu, 1995; Wendland, 1995;
Buhmann, 2003; Wendland, 2004):

Multiquddricas R(d) =\/d* + 2, ¢ >0
Multiquadricas reciprocas R(d) = [d* + ¢]] 3 , ¢ >0
Gaussianas R(d) = e=%, ¢ >0

Splines de placas finas R(d) = d** In(d), peN

onde ¢ e (3 s3o parametros constantes.

RBFs de suporte compacto sdo, por exemplo, as de:
Wu e Wendland R(d) = (1 —d)%p(d)

onde p(d) é um polindmio e (1 — d)" é zero para d maior que o raio suporte;

1 4
Buhmann R(d) = 3t d* + §d3 + 2d* In(d)

além de fungdes polinomiais definidas por partes.

Para se determinar a derivada parcial de R(d) em relagdo ao k-ésimo componente de x, xy,

usa-se a regra da cadeia:
OR P OR 0d

= = —— A2
Oz, " 0d dxy (A2)
onde aa—mi ¢ dado por

od 1 (zf — x§)

Oxe 1 ||xe — x|

(A.3)

A seguir, sdo listadas as RBFs utilizadas nesse trabalho e no final deste apéndice é apresentada

uma tabela que compara o tempo de avaliacdo para as implementacoes.
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A.1. RBF_CubicSpline

A.1 RBF_CubicSpline

(/1 , &
Hg-dtd _3) —4 +8d — 4d? 0,5 < d < 1
1 IR(d)
R(d) = {4 __d2+d3) ey T | 8d 128 .0 < d <05
6 0 d > 1
0
(A.4)

(@ (b)

0.6

-

0.5
0.5

0.4

f(x)
df(x)/dx
o

0.3

0.2 1 -05

0.1

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1

Figura A.1: RBF_CubicSpline

A.2 RBF_Multiquadric

B > ORWd)  d
R(d) = V1+d?, R S

A.3 RBF_InverseMultiquadric

1 OR(d) 2d

Rd) =17 od ~  (1+d)?
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A.4. RBF_Quadratic

A4

A.5

@ (b)

1.45 0.6
1.4
0.4
1.35
13 02
3
g 125 3 o
S
1.2
-0.2
1.15
11 -0.4
1.05 -0.6
) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
Figura A.2: RBF_Multiquadric
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1
X X

Figura A.3: RBF_InverseMultiquadric

RBF_Quadratic

2(1 —ad)? A(d - 1) 0,5 < d
1 — 242 ORd) _ Ad 0 < d
- " od - ’

0 0 d

RBF_ThinPlateSpline

OR(d)

R(d) = @log (ld)), T2 — 41 2dlog(|d|)

od

AR VARRVAN

0,5
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A.6. RBF_Wendlandb

@ (b)
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Figura A.4: RBF_Quadratic
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Figura A.5: RBF_ThinPlateSpline

A.6 RBF_Wendland5

R(d) = (1 —d)*(8 + 40d + 48d* + 25d° + 5d*), ~ 0<d<1
OR(d)

0 —45d® + 189d°® — 315d* + 315d% — 144d, 0<d<1
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AT

RBF_Wendland6

A.7 RBF_Wendland6

R(d) = (1 — d)°(6 + 36d + 82d> + 72d* + 30d" + 5d°),

OR(d)

(@)

-0.5

0
X

0.5

1

df(x)/dx

15
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-15

-0.5 0 0.5

Figura A.6: RBF_Wendland5

———2 = 55d*° — 297d® + 693d° — 1155d* + 792d® — 88d,

od

o

f(x)
w

-

A.8 RBF_Quartic

(@)

1 — 6d? + 8d* — 3d*

R(d) =
0

05

1

OR(d)

df(x)/dx

10

o

-10

0<d<1

0<d<1

-05 0 0.5

Figura A.7: RBF_Wendland6

—12d + 24d? — 12d*
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A.8. RBF_Quartic

@
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df(x)/dx
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Figura A.8: RBF_Quartic

A tabela abaixo compara os tempos de avaliacdo das funcdes e suas derivadas para as varias

RBFs implementadas. O tempo médio foi obtido avaliando a fung¢do milhares de vezes com

d variando aleatoriamente entre 0 e 1 e dividindo a soma desses tempos pelo nimero de

avaliagdes. Além disso, os tempos sdao normalizados pela menor média, no caso, o tempo de

avaliacdo da RBF_InverseMultiquadric.

Tabela A.1: Comparacao entre os tempos relativos para avaliacao das RBF's

avaliacao | derivada

RBF_CubicSpline 1.75142 1.7675
RBF_Multiquadric 2.34356 | 1.78457
RBF_InverseMultiquadric 1 1.49394
RBF_Quadratic 1.3814 1.65991
RBF_ThinPlateSpline 3.30522 | 3.95672
RBF_Wendland5 1.71754 | 2.86569
RBF_Wendland6 1.7957 3.04724
RBF_Quartic 1.25204 | 2.36359
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