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Epigrafe

“O cientista nao estuda a natureza por sua
utilidade prdtica; ele a estuda por prazer, que
advém do fato de ela ser bela. Se a natureza
nao fosse bela, nao valeria a pena conhecé-la, e
se nao valesse a pena conhecé-la, nao valeria a

pena viver.”

Henry Poincaré
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Resumo

Nesse trabalho estudamos o modelo de Ising antiferromagnético na presenca de um
campo externo na rede quadrada através de um novo método de amostragem, chamado
tomographic entropic sampling (amostragem entropica tomogréfica). Esse novo algoritmo
de amostragem entropica se propoe a realizar um passeio completo por todo espago con-
figuracional, sem a necessidade de utilizagao de “janelas”, a fim de obter boas estimativas
do namero de configuracoes, €2, dos estados do sistema em estudo. Tendo em vista esse
proposito do algoritmo de amostragem entrépica tomografica, definimos algumas classes
de configuracoes fundamentais da rede quadrada no espaco energia—magnetizacao. Tais
classes de configuragoes formam um conjunto bésico e fundamental, das quais todas as
possiveis configuragoes do sistema fazem parte — com isso podemos ter certeza de que
todo espaco configuracional é visitado durante a amostragem. Realizamos estimativas
de Q(L) para L = 10 a 30, com AL = 2. Assim, calculamos as médias microcandnicas
e canodnicas das quantidades termodinamicas de interesse. Langamos mao da analise de
escala de tamanho finito para estimar alguns pontos ao longo da linha critica no plano
h—T e comparamos esses resultados com uma aproximacao teérica, deduzida por Miiller-
Hartmann e Zittartz, que fornece uma expressao analitica para a linha critica do modelo
de Ising antiferromagnético em um campo externo. Também estudamos os cruzamentos
dos cumulantes de Binder do parametro de ordem em um ponto critico. Além disso,
em trés pontos distintos ao longo da linha critica, estudamos as propriedades criticas
do sistema e estimamos os expoentes criticos associados ao parametro de ordem, ¢, e a

susceptibilidade alternada (associada ao parametro de ordem), x.
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Abstract

In this work we study the Ising antiferromagnetic model in an external magnetic field
on the square lattice using a new sampling method, called tomographic entropic sampling.
The purpose of this new entropic sampling algorithm is to visit the whole configurational
space to yield good estimates of the number of system configurations, €2. To do so, we
define fundamental classes of configurations on the square lattice. These classes partition
the set of accesible configurations. In this way we can be sure that all possible classes are
visited during the sampling. We estimate Q(L) from L = 10 to 30, using AL = 2. Then
we calculate the microcanonical and canonical averages of the thermodynamic quantities
of interest. We use finite size scaling analysis to determine the critical line in the h—
T plane, and compare these results with an approximate theoretical expression derived
by Miiller-Hartmann and Zittartz. We also analyse the crossing Binder’s cumulant of
the order parameter in a critical point. In addition, at three points along the critical
line, we study the critical properties of the system and estimate the critical exponents
related to the order parameter, ¢, and to the staggered susceptibility (related to the order

parameter), x.
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Capitulo 1

Introducao

Frequentemente é desejavel estudar e descrever o comportamento de sistemas ou feno-
menos por meio de modelos mateméticos, que sdo (tentativas de) representacao de feno-
menos reais. A eficacia de um modelo pode ser avaliada de acordo com a comparacao
dos resultados fornecidos pelo mesmo e o fendémeno real em analise. Um bom modelo
pode possibilitar anélises qualitativas, quantitativas e/ou numéricas de um determinado
fenomeno, assim, fornecendo informagoes pertinentes & dinamica do sistema em estudo.

Como sao os poucos os modelos que apresentam solugoes analiticas e também devido
ao advento e evolucao de poderosas ferramentas computacionais ao longo dos tltimos
anos, os métodos computacionais vém recebendo cada vez mais importancia nas ciéncias.

A fisica da matéria condensada é uma area de pesquisa em que as simula¢oes com-
putacionais desempenham um papel importante, uma vez que essa lida com sistemas
compostos por muitas particulas que interagem entre si. As dinadmicas desses sistemas
sao regidas por determinadas fung¢oes hamiltonianas que, em geral, nao possuem solu-
¢oes analiticas das respectivas equagoes de movimento. Entretanto, lancando-se mao de
ferramentas fornecidas pela mecanica estatistica, esses problemas podem ser contorna-
dos, tratando-os justamente através de um ponto de vista probabilistico: conhecendo-se
a fungao particao de um sistema, praticamente todas as quantidades termodinamicas de
interesse podem ser obtidas.

Essencialmente os tnicos métodos simulacionais conhecidos para calcular a funcao
particao de quaisquer sistemas com propriedades estocasticas sao os de Monte Carlo
[2, 3]. Esses métodos tém se mostrado bastante tteis na analise e estudo de propriedades

termodinamicas de equilibrio de determinados sistemas fisicos, os quais vao desde cadeias



de polimeros até sistemas magnéticos. Exemplos de modelos utilizados para simular
sistemas magnéticos, além do modelo de Ising que provavelmente é o mais conhecido, sao
o de Potts [4, 5|, clock model [6], Heisenberg [7] e ice models [2|. Varios algoritmos de
Monte Carlo vém sendo desenvolvidos com o intuito de otimizar as simulacoes em si e,
consequentemente, os resultados obtidos. Dentre eles podemos citar como exemplos o de
Metropolis [8], Wolff [9], Swendsen-Wang [10] e de Wang-Landau [11, 12].

Os estudos de transicoes de fase e fendmenos criticos de sistemas magnéticos iniciaram
entre o final do século XIX e o inicio do século XX, periodo em que Whilhem Lenz propos,
ao seu entao aluno Ernst Ising, um modelo de interacao dos momentos magnéticos. Tal
modelo é conhecido como “modelo de Ising” ou “modelo de Lenz-Ising” e provavelmente é
um dos mais conhecidos e explorados desde que Lars Onsager [13| encontrou sua solugao
analitica na rede quadrada em 1944.

Uma vez que determinadas quantidades termodinamicas de sistemas que sofrem transi-
¢oes de fase continua ou descontinua divergem no ponto critico, os métodos aproximativos
analiticos e numéricos apresentam grande importancia ao entendimento das propriedades
desses sistemas na regiao critica. Dessa forma, a simulagao de Monte Carlo do modelo de
Ising é de fundamental importancia a esses estudos, por exemplo, através da analise de

escala de tamanho finito [2].

1.1  Justificativa

Como mencionado anteriormente, alguns fenomenos e propriedades relacionadas a sis-
temas magnéticos vém sendo estudados h& décadas. Entretanto, a grande maioria dos
trabalhos analiticos e tedricos do modelo de Ising, em particular, esta relacionada especi-
almente a sistemas ferromagnéticos. Consequentemente, o modelo de Ising ferromagnético
possui resultados bem estabelecidos, enquanto o modelo de Ising antiferromagnético (AF)
com campo magnético externo foi pouco estudado e explorado. Ou seja, o modelo de Ising
AF com campo externo, o qual estudamos, possui poucas propriedades e resultados co-
nhecidos na literatura.

O modelo de Ising AF com campo magnético externo é, em geral, mais complexo que
o ferromagnético — esse, por sua vez, ¢ conhecido como um modelo “bem comportado”, de

modo que muitas vezes é utilizado como referéncia de teste de qualidade e eficiéncia para



novos algoritmos e métodos simulacionais. Os sistemas AF podem apresentar um feno-
meno chamado “frustracao geométrica”, cujo aspecto fundamental é a impossibilidade de
satisfazer todas as interagoes simultaneamente. Isso leva & alta degenerescéncia do estado
fundamental [14]| e faz com que tais sistemas possuam propriedades e comportamento
que dependem da estrutura de rede. O modelo de Ising AF, por exemplo, nao apresenta
frustracao na rede quadrada enquanto na rede triangular esse fen6meno ocorre.

Alguns trabalhos mostram que os resultados do modelo de Ising AF dependem forte-
mente do método aproximativo tedrico utilizado [15], ou seja, existem resultados discor-
dantes obtidos pelos diferentes métodos tedricos, além de discrepancias entre os métodos
simulacionais e os numéricos no que diz respeito a analise de escala de tamanho finito

[16].

1.2 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 apresentamos uma sintese de algumas propriedades de sistemas magnéti-
cos, onde destacamos os sistemas paramagnéticos, ferromagnéticos e antiferromagnéticos.
Também discutimos sobre o modelo de Ising, bem como o algoritmo de Metropolis e de
Wang-Landau, o qual é amplamente utilizado em simulagoes de Monte Carlo.

Ja no Capitulo 3 apresentamos um novo algoritmo de amostragem entropica, chamado
de amostragem entropica tomografica (tomographic entropic sampling) [17]. Também
discutimos detalhadamente a metodologia utilizada na implementacao desse algoritmo
para a simulacao do modelo de Ising AF com campo externo na rede quadrada.

Destacamos que os bons resultados obtidos nessa implementacao se devem ao fato de
conhecermos previamente todas configuragoes possiveis do sistema para um determinado
tamanho, L, da rede quadrada. O método utilizado para conhecermos essas configura-
¢oes acessiveis é discutido no Capitulo 4, onde definimos algumas classes de configuracoes
fundamentais na rede. Essas classes de configuracoes formam um conjunto basico e fun-
damental, das quais todas configuracoes acessiveis fazem parte.

Apresentamos no Capitulo 5 os resultados obtidos através da amostragem entropica
tomografica do modelo de Ising AF com campo externo na rede quadrada. Mostramos o
comportamento do calor especifico, ¢, do parametro de ordem, ¢, e da susceptibilidade

alternada (associada ao parametro de ordem), y,4, para alguns valores de temperatura,



T, em fungao do campo externo, h. Também apresentamos o diagrama de fase desse
modelo estudado, que é uma curva no plano h — 7T, e comparamos esses resultados com
aproximagoes teoricas. Além disso estudamos algumas propriedades criticas desse sistema,
em trés regioes distintas dessa linha critica. Finalmente expomos nossas conclusoes e

consideragoes finais no Capitulo 6.



Capitulo 2

Revisao da Literatura

2.1 Sistemas Magnéticos

Os materiais magnéticos sao classificados de acordo com o estado fisico em que se
apresentam, dentre os quais os mais comuns sao os estados ferromagnético (FM), anti-
ferromagnético (AF), ferrimagnético, paramagnético e diamagnético. As fases ou estados
magnéticos dependem, dentre outras variaveis, da temperatura e do campo magnético
aplicado. O ordenamento magnético dos materiais tem origem quéantica e se deve prin-
cipalmente a interacao de troca entre os momentos magnéticos de spin dos elétrons do
sistema [6]. Vejamos a seguir as principais caracteristicas de alguns desses estados mag-

néticos.

2.1.1 Paramagnetismo

Os materiais paramagnéticos se caracterizam pelo fato de suas magnetizacoes, M,
apresentarem resposta linear a um campo magnético, h, de baixa intensidade aplicado,
ou seja,

M = xh, (2.1)

onde x (x > 0) é a susceptibilidade magnética do material e h é o campo magnético apli-
cado. Os sistemas paramagnéticos mantém uma magnetiza¢ao nao nula somente enquanto
houver um campo externo aplicado, o que faz com que parte dos momentos magnéticos
dos spins do sistema se alinhem paralelamente ao campo. Quando um sistema paramag-

nético nao esta sob influéncia de um campo externo, seus spins se orientam em direcoes



aleatorias, fazendo com que o sistema possua magnetizacao total nula.

A temperatura favorece a orientacao aleatoria dos spins enquanto o campo magné-
tico aplicado tende a orienté-los em sua direcao, entao a susceptibilidade magnética é
fungao da temperatura, y = x(7'). Experimentalmente observa-se que para materiais

paramagnéticos ideais

onde C é a constante de Curie, especifica para cada material; a equagao (2.2) é conhecida
como lei de Curie.

Os sistemas paramagnéticos ideais sao definidos como aqueles constituidos por mo-
mentos magnéticos sem interagao entre si. Ja materiais magnéticos que simplesmente
podem sofrer uma transigao para a fase paramagnética a lei de Curie, para temperaturas

suficientemente altas, toma a forma:

N (2.3)

onde A é uma constante tal que A > 0 para sistemas que sofrem transicao do estado
paramagnético para o ferromagnético (Secao 2.1.2), e A < 0 para sistemas que sofrem

transigao do estado paramagnético para o antiferromagnético (Se¢ao 2.1.3).

2.1.2 Ferromagnetismo

Os atomos constituintes dos materiais ferromagnéticos (FM) possuem momento de
dipolo permanente mesmo na auséncia de um campo magnético externo, h = 0, a baixas
temperaturas. Ou seja, para h = 0, os materiais FM apresentam magnetizacao espon-
tanea, M # 0, a baixas temperaturas. Mas a uma determinada temperatura critica ou
temperatura de Curie, T, sofrem uma transi¢cao para a fase paramagnética e passam a

ter magnetizacao nula, ou seja,

M(T >T.,h=0)=0

M(T < T,,h = 0) #0.

Em geral, a temperatura constante, 7" > T., e campo magnético externo de baixa

intensidade, pode-se observar que M = yh, o que realmente caracteriza que o sistema



estd no estado paramagnético, como vimos na Se¢ao 2.1.1. Ja no caso em que T' < T, a

magnetizagao, M, é nao nula mesmo para campo externo nulo; e para h < 1

M(T, h) = M.(T) + x(T)h, (2.4)

onde M,(T) é a magnetizacao esponténea do sistema, que é funcao da somente da tem-
peratura. Pela equagdo (2.4) e pelas propriedades dos sistemas FM discutidas acima,

podemos perceber que
f(T) seT <T,

0 se T'> T,

M, =

onde f(7') é uma funcdo crescente de § = 1/(kgT) tal que f(T = T.) = 0. Uma vez
que a magnetizacao do sistema tem um valor finito no estado ferromagnético e é nula no
paramagnético, ela ¢ comumente chamada de parametro de ordem do sistema.

Na presenca de um campo magnético, os materiais FM apresentam uma magnetizacao
induzida que aumenta de intensidade de acordo com a intensidade do campo aplicado.
Porém, esses materiais tém uma propriedade intrinseca chamada magnetizacao de satu-
racao. A magnetizacao de saturacao é o valor maximo da magnetizacao que pode ser
induzida no sistema; ela independe do tamanho do mesmo, ocorrendo a partir de um
valor especifico da intensidade do campo magnético externo, hg,;, chamado de campo de

saturacao, o qual independe da temperatura.

2.1.3 Antiferromagnetismo

O estado antiferromagnético (AF) tem magnetizagdo nula na auséncia de campo mag-
nético externo, h = 0. Mas diferentemente do estado paramagnético, os momentos magné-
ticos dos materiais AF nao se orientam em dire¢oes aleatorias no estado fundamental. Os
materiais AF possuem redes cristalinas bem ordenadas, que podem ser divididas em duas
ou mais subredes interpenetrantes. Na Figura 2.1 mostramos um diagrama das subredes
interpenetrantes de uma rede quadrada. Os momentos magnéticos dos atomos em cada
uma dessas subredes apontam em direcoes opostas; por exemplo, se a rede cristalina de
um material é dividida em duas subredes A e B, entao, no estado fundamental, todos os
momentos magnéticos dos atomos da subrede A apontam em uma determinada direcao

que é oposta aos da subrede B — o que proporciona uma magnetizacao total nula.
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Figura 2.1: Subredes interpenetrantes da rede quadrada. Os elementos “x” e “®” perten-
cem a diferentes subredes.

Os sistemas AF perdem esse ordenamento a partir de uma determinada temperatura,
denominada temperatura de Néel, Ty. Para T" > Ty e h = 0 os momentos magnéticos
dos dtomos da rede cristalina do material apontam em diregoes aleatérias, caracterizando
uma transicdo de fase para o estado paramagnético (M = 0). A campo externo nulo
M = 0 tanto na fase AF quanto paramagnética, entao M nao é um parametro de ordem
para esses sistemas. A seguir vamos definir uma quantidade, associada a magnetizacao
das subredes do sistema, que serd o parametro de ordem dos sistemas AFs.

Seja um material AF com uma rede cristalina que se divide em duas subredes equiva-
lentes e interpenetrantes, denotadas por A e B, com magnetizacoes por sitio my e mp,

respectivamente. Definimos a magnetizacao total por sitio do sistema como
1
m= §(mA+mB), (2.5)

onde m; € [-1,1] e j = A, B. De acordo com o que foi discutido acima, se h = 0 e
T < Ty, entao myq = —mp e consequentemente m = 0. Mas se T" > Ty, entao my = mp

independentemente se o campo externo é nulo ou nao; se h # 0 entdo my = mp # 0 e



se h =0 entao my = mp = 0. Portanto, é conveniente definirmos o parametro de ordem
por sitio (também conhecido por staggered magnetization ou magnetizacao alternada), ¢,

de um sistema AF como

¢ = %(mA —mp). (2.6)

Dai podemos ver que ¢ = 0 na fase paramagnética (desordenada) e ¢ # 0 na fase AF
(ordenada), a qual se define justamente pelo fato de as magnetizagoes de todas subredes
do material possuirem valores distintos.

A rede cristalina de um determinado material AF tem importancia fundamental nas
caracteristicas e propriedades do sistema. Um fenémeno peculiar a algumas estruturas
cristalinas é a frustracao geométrica, que consiste em uma alta degenerescéncia do estado
fundamental do sistema. Vejamos a seguir um exemplo de rede na qual ocorre esse
fenémeno.

Seja uma rede triangular com interagao de primeiros vizinhos entre os spins em cada

vértice [14], tal que a energia de interagao, Ej,;, seja dada por

By =—J Z 0 03, (2-7)
<iyj>
onde J < 0 é uma constante associada & interacao de troca entre os spins do sistema AF;
0; = £1 e 0; = &1 sao os momentos magnéticos dos spins nos sitios i e j, respectivamente;
ey i j> representa a soma sobre os pares de primeiros vizinhos da rede.

Analisando somente um tridngulo dessa rede, podemos perceber que existem 2% = 8
estados possiveis. Dois desses estados tém todos spins paralelos (111 ou JJJ); ja os outros
seis estados tém um arranjo do tipo 1] 1 (os trés spins sao primeiros vizinhos), que sao
justamente as configuragoes com energia minima. Sendo dois spins antiparalelos (1] ou
11), o sistema estara no estado fundamental independentemente da orientagao 1 ou | do
outro spin. Ou seja, o estado fundamental é degenerado pois o terceiro spin tem uma
configuracao “frustrada”, que ndo altera o valor da energia. E justamente esse tipo de

fendbmeno que caracteriza a frustracao geométrica.



2.2 Modelo de Ising e Método de Monte Carlo

2.2.1 Modelo de Ising

Um dos modelos mais conhecidos e explorados na fisica estatistica ¢ o modelo de Ising.
Esse modelo foi na realidade proposto por Wilhelm Lenz (por isso também é conhecido
como modelo de Lenz-Ising) ao seu entao aluno de doutorado Ernst Ising para que ele
estudasse transicoes de fase em sistemas magnéticos. O modelo de Ising foi resolvido
analiticamente em uma dimensao pelo proprio Ising em 1925. Em 1944 o fisico Lars
Onsager encontrou sua solucao analitica na rede quadrada com interacao de primeiros
vizinhos e na auséncia de campo externo [13]. Porém sua solugao analitica ainda nao foi
encontrada para dimensao d = 3.

Para a analise de um sistema magnético, o modelo de Ising assume que o sistema seja
formado por uma rede (quadrada, triangular, hexagonal, ctibica simples ou cibica de face
centrada, por exemplo). Cada um dos N sitios (vértices) da rede possui um momento

magnético ou spin, u;, ao longo do eixo z dado por

i =77 T, (2.8)
onde o indice ¢ representa um sitio da rede, v é uma constante e

o, ==+l (2.9)

é uma variavel associada a orientagao 1 ou | do spin na dire¢ao z (passaremos a nos referir
a 0; como momento magnético). Esse modelo assume que a interagao entre os spins se da
através da interacao de troca, de origem quantica [6].

Um dos casos mais simples do modelo de Ising consiste em assumir que a interagao
entre os spins seja apenas entre primeiros vizinhos e com um campo magnético externo,

H, ao longo da direcao z, de modo que o hamiltoniano do sistema seja

N
H =—J Z 0,05 — hZO'i, (210)
i=1

<1,5>

onde J é uma constante associada & interacao de troca entre os spins (J > 0 para sistemas

ferromagnéticos e J < 0 para antiferromagnéticos); < i, j > representa a soma sobre todos
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os pares de primeiros vizinhos e h é uma constante proporcional ao campo externo H (de

agora em diante iremos nos referir a A simplesmente como campo magnético externo).

Modelo de Ising AF com campo externo na rede quadrada

Uma caracteristica peculiar do modelo de Ising AF com campo externo na rede qua-
drada é a existéncia de uma linha critica em seu diagrama de fase no plano h—T. Embora
nao haja solucao exata para esse modelo, varios métodos aproximativos foram desenvol-
vidos com o intuito de descrever essa linha critica |1, 18, 19].

Através de um método aproximativo de calculo de propriedades de interface, Miiller-

Hartmann e Zittartz [1] deduziram a seguinte expressao analitica para essa linha critica:

cosh(%) = senh? (%), (2.11)

onde J é a constante de intera¢do de primeiros vizinhos (usamos unidades tais que J =
—1). Na Figura 2.2 mostramos essa linha critica para h > 0, uma vez que essa curva
é simétrica em torno do eixo 7. Abaixo dessa linha o sistema se encontra no estado

antiferromagnético enquanto acima se encontra no paramagnético.

4 ' " cosh(h/Ty) = sinh®2J/T,) —— |

25 r 1

0.5 4

0 0.25 05 0.75 1 125 15 1.75 2 2.25
T

Figura 2.2: Linha critica do modelo de Ising AF na rede quadrada com campo externo

obtida por Miiller-Hartmann e Zittartz [1]. Abaixo da curva o estado ¢ AF e acima ¢
paramagnético.

A partir dessa equacdo da linha critica obtiveram uma aproximagao para T.(h) com
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h — 0:

B\ 2

ﬂﬂﬂz]ﬁb—a(j)], h — 0, (2.12)
onde T° = T.(h = 0) = 2/In(1 + \/5), que é justamente o ponto critico do modelo de
Ising ferromagnético e o = In(14+/2)/(161/2); e também a aproximacao para h.(T,) com
T. — 0:

he(T,) =~ hY —T.In(2), T,— 0, (2.13)

onde h(c) = ho(T. = 0) = 4; esse valor de h. a temperatura nula tem uma explicagdo
baseada no estado fundamental do sistema, o que apresentamos a seguir.

Seja uma configuracao C, do sistema com energia total £, dada por
E,=F—hM, (2.14)

onde usamos unidades tais que J = —1 na equagao 2.10, definimos a energia de interacao

entre os spins, F/, por

E = ZO}'O’j

<i,7>

e a magnetizacao total, M, por

A temperatura nula o sistema se encontra no estado fundamental. Nesse estado, para
pequenos valores de h, definimos uma configuragao C; em que todos os spins da subrede
A, por exemplo, estdao paralelos ao campo h (0! = +1) enquanto os da subrede B estdo
no sentido oposto (67 = —1). A magnetizacio total dessa configuragio ¢ nula e entao
a energia total ¢ F, = —2L?, enquanto o parametro de ordem nesse estado, dado pela
equagao (2.6), é ¢ = 1. Consideremos outra configuragdo C; em que todos os spins
estao paralelos ao campo magnético, cuja energia total é E; = 2L? — hlL? e ¢ = 0.
Podemos ver pela Figura 2.3 que as energias dessas duas configuragoes sao iguais para

h(T = 0) = h? = 4. Ou seja, nesse ponto de transigao de primeira ordem (7, = 0, h, = 4)

ha uma descontinuidade na primeira derivada da energia do estado fundamental.
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E /L2
AR

Figura 2.3: Energias das diferentes configuracoes C; e Cy em fungao de h para 17" = 0.

2.2.2 Médias Termodinamicas

Langando-se mao da mecénica estatistica de equilibrio [7], & temperatura T', a fungao

particao canonica desse sistema é

Z =Y e PHlioh, (2.15)
{o}

onde {o} representa a soma sobre todos os estados possiveis do sistema, e usamos a
defini¢ao
1

= (2.16)

onde kp é a constante de Boltzmann. A probabilidade, P.(c), de o sistema se encontrar

no estado o é

1
P.(o) = EQ—BH(G). (2.17)

Dai, a média canonica de um observavel A é dada por

(A) — % S A({o}) P, (2.18)
{o}
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Uma vez que a conexao entre o ensemble candnico e a termodinamica se d& por

F(T) = —kpTn(2), (2.19)

onde F' é a energia livre de Helmholtz, é possivel mostrar que o calor especifico por spin a
magnetizagao constante, ¢, estd associado a flutuacao térmica da energia, F, da seguinte

forma:

=5 (57) = wam(E - @) (2.20)

Analogamente, a susceptibilidade magnética a temperatura constante, y, estd associada

a flutuagao na magnetizagao por

= (51 ). = s - o), (221)

2.2.3 Transicoes de Fase e Criticalidade

Desde o final do século XIX as transi¢oes de fase e fendmenos criticos vém sendo objetos
de estudos de uma grande variedade de sistemas, os quais vao desde simples fluidos,
passando por sistemas magnéticos, até superfluidos. Varias grandezas termodindmicas
apresentam singularidades, tendo um comportamento peculiar nas proximidades do ponto
critico. Porém, foi somente a partir de aproximadamente da segunda metade do século XX
que foram desenvolvidos modelos e teorias que possibilitaram um melhor entendimento do
comportamento de sistemas durante as transi¢goes de fase, como teoria de escala e grupo

de renormalizacao [7].

Expoentes criticos

Nas proximidades do ponto critico varias quantidades termodinamicas obedecem leis
de poténcia, cujos expoentes (criticos) dependem de poucos fatores associados ao sistema.
Tais fatores sao a dimensionalidade do sistema, o alcance das interagoes microscopicas
(curto ou longo alcance) e da dimensionalidade do parametro de ordem (escalar ou um

vetor tridimensional, por exemplo). Em sistemas magnéticos observa-se que nas proximi-
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dades da regiao critica

cey(T,0) ~ |T—T,|°¢ (2.22)
X(T,0) ~ |T—T,|" (2.23)
m(T,0)| ~ (T.—T) (2.24)
im(T, H)| ~ [H['’, (2.25)
onde «, v, 5 e 0 s@o os expoentes criticos.
Suponhamos que a energia livre de Gibbs molar de um sistema magnético seja
9=y9(T, H),
tal que
dg = —sdl'—mdH, (2.26)
onde s e m sao a entropia e magnetizagao por spin, respectivamente. Dai temos
dg
T H)=—|—-—= .
s = (3) (2.27)
dg
T H=—|=—=] . 2.28
meroan =~ (38 (229
Como
CH(T, H) ( 0s >
— = = (2.29)
T orT ) 4
om
T H)=|— 2.30
wrin = (5i) - (2.30)
entao

CH(;J _ (%)H (2.31)

X(T, H) = — (5;92>T. (2.32)

Tendo em vista a teoria de escala de Widom ou hipotese de escala estética [20, 21] é
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conveniente reescalar as variaveis T e H em rela¢ao ao ponto critico (7.,H.), definindo

(2.33)

>
Il
=
|
=

(2.34)

onde t é a temperatura reduzida e h o campo magnético relativo a H.. Dessa maneira as

equagoes (2.28), (2.31) e (2.32) podem ser reescritas com as substituicoes ' — t ¢ H — h:

mito) = - (252 (239

cu(t h) = —t (%)h (2.36)

D0?qg(t, h)
t,h)=——"2—-+21|. 2.37

X( Y ) ( ahQ >t ( )
A teoria de escala de Widom assume que a parte singular de g(t, h), gs(t, h), proxima do

ponto critico é uma fungao homogénea generalizada, ou seja,
gs(t, ) = A""gs(Mt, A°R), (2.38)

onde A (A > 0), a e b s@o constantes.
Substituindo a equagao (2.38) nas (2.35), (2.36) e (2.37) e¢ em seguida avaliando para
(h =0, A = [t|™") e também para (t = 0, A = |h|~!/?), obtemos as seguintes relacdes entre

os expoentes «, 3, v, 0, a e b:

a = —a+2 (2.39)
v = —a+2b (2.40)
B = a—>b (2.41)
b

0 = . 2.42

p— (2.42)

Dai obtemos a relagao de Rushbrooke

a+28+v=2, (2.43)
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a relagao de Griffiths
a+p(6+1)=2 (2.44)

e também a relacao de Widom

v =B(5 - 1). (2.45)

2.2.4 Método de Monte Carlo

Ao longo dos ultimos anos vérios artigos e livros envolvendo o método de Monte Carlo
vém sendo publicados em diversas areas do conhecimento. Especialmente na area da
fisica existem varias aplicagoes que vao desde cadeias de polimeros a sistemas magnéticos
[2, 3, 22, 23, 24]|. Do ponto de vista da fisica estatistica de equilibrio, o método de Monte
Carlo consiste em uma classe de algoritmos que geram, através de sorteios, uma grande
colecao de microestados, que irao representar o sistema como um todo.

Tendo em vista um sistema termodinamico, por exemplo, o método de Monte Carlo
consiste em gerar um grande namero, n, de microestados {¢ = oy,...0,} para entao

calcular a média candnica do observavel A (equagao (2.18))

R
(A) = Z Z AePHUD), (2.46)

o=01
onde a soma se estende somente sobre os n microestados gerados. Entretanto, vé-se que
¢ necessario um bom método para gerar tal conjunto de n microestados, uma vez que
para alguns estados o fator exponencial pode fornecer uma contribui¢cao sem importancia

significativa ao somatorio no calculo da média.

Algoritmo de Metropolis

Um dos algoritmos mais conhecidos e antigos, capaz de gerar estados que contribuam
de maneira significativa ao calculo da média, é o algoritmo de Metropolis [8]. Ele consiste
na realizacao de um processo estocastico no espaco de configuracoes, partindo de uma
configuracao inicial aleatoria, usando uma probabilidade de transi¢ao de um estado para
outro que depende da diferenca de energia entre tais estados. Esse algoritmo pode ser

sumarizado como se segue:

1. A uma determinada temperatura fixa, T, escolha aleatoriamente um estado inicial
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o', com energia ' = F(d');

2. Sorteie um estado ¢”, com energia E” = E(0”) |[de maneira apropriada ao modelo
em questao (para o modelo de Ising, por exemplo, podemos sortear um sitio da rede

e inverter o spin)];
3. Calcule 0F = E" — E';
4. Se 6E < 0, o novo estado ¢ aceito (o — ¢”): v& para o passo (6);

5. Se 0F > 0, sorteie um nimero aleatério r com distribui¢ao uniforme no intervalo

0,1] e verifique

- se r < w = e PF aceita-se a transicao (o’ — ¢”): va para o passo (6);

- se r > w rejeita-se a transigdo: va para o passo (2);
6. Repita os passos (2) a (5);

7. A cada N iteraces do passo (2), independentemente do niimero de novas configura-

¢oes aceitas ou nao, calcule as médias termodinamicas das quantidades de interesse.

Podemos ver que o algoritmo de Metropolis se baseia no fato de que a probabilidade

de transicao do estado ¢’ para o ¢” é proporcional a
w(o’ — ") =T(0",0') = min(1, e 7F). (2.47)

Esse processo estocéstico realizado no espaco de configuragoes possui a seguinte distribui-

¢ao estacionéria de probabilidades dos estados:

P(o) = —e PE@), (2.48)

T(o",0"\P(c") =T (o', 0")P(c"), (2.49)

garante que a distribuigdo de probabilidades dada pela equagdo (2.48) corresponde a

distribuicao estacionéria. Para verificarmos que a probabilidade de transi¢cao, dada pela
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equagao (2.47), satisfaz o principio do BD consideremos os estados o’ e ¢ tais que E(o”) >

E(0"). Assim, pelas equagdes (2.47) e (2.48), temos que

T(o",0") = NG‘B[E("")‘E(”'”,
P(0") = e PE)
Z )
1
T(s 5" = —
(U , O ) N’

onde N é o nimero de sitios do sistema. Levando as duas primeiras equacoes no lado
esquerdo da equagao (2.49) e tendo em vista as duas ultimas, vemos que o principio do

BD é satisfeito.

Algoritmo de Wang-Landau

Claramente uma grande desvantagem na aplicacao do algoritmo de Metropolis na ana-
lise de transicoes de fase, por exemplo, é o fato de ser necessario realizar uma simulacao
para cada valor de temperatura. Assim, teriam que ser realizadas varias simulagoes com
pequenos incrementos em 7T’ para analisar o comportamento de algumas variaveis ter-
modinamicas de interesse nas proximidades de 7., o que consumiria um grande tempo
computacional.

Seria, entao, conveniente a utilizagao de um algoritmo que determinasse o nimero de

estados com energia E, Q)(F), uma vez que

Z=> QE) " (2.50)

(A) = 2 S (A AB) P, (251)

onde (A)p ¢ a média microcandnica de A para cada valor de E e as somas s@o realizadas
sobre todos os valores possiveis da energia.
Dentre os algoritmos que fazem o calculo de Q(E), o de Wang-Landau [11, 12] ¢ um

dos mais explorados nos tultimos anos. O algoritmo de Wang-Landau consiste num passeio
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aleatorio no espago de energia do sistema, o que proporciona o célculo de Q(F). Os valores
de Q(F) sao desconhecidos inicialmente, de modo que define-se 2(E£) = 1V E no inicio
da simulacgao.

A probabilidade de transicao de um estado inicial o', com energia E’ e Q(E’), para

um o, escolhido aleatoriamente, com energia E” e Q(E") é

/
w(e" — ¢") = min (1, 522((57”))) : (2.52)
Cada vez que um estado ¢é visitado o valor de Q(FE) é atualizado através de um fator
modificador f > 1, de modo que Q(E) — Q(FE) f; o valor inicial usual ¢ fy = e'. Esse
passeio aleatorio é feito até que o histograma H (F) esteja “plano” (na préatica ¢ impossivel
que o histograma seja exatamente plano, entao, usualmente, o histograma ¢é dito plano
quando H(E)/(H(E)) > 80% ¥V FE). Assim que isso ocorre, o fator modificador, f, é
reescalado de modo que na i-ésima iteracao f = f;41 = +/f; e o histograma ¢ novamente
inicializado, H(E) = 0. A simulac@o s6 é encerrada quando f < ffina (por exemplo,

ffinal =1+ 1078>‘
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Capitulo 3

Metodologia

Na Subsecao 2.2.4 apresentamos os algoritmos de Metropolis e de Wang-Landau como
exemplos, dentre varios outros existentes, do método de Monte Carlo. Tendo em vista o
calculo de propriedades termodinamicas como fungoes continuas da temperatura e estudos
de transigoes de fase, por exemplo, os algoritmos de amostragem entropica (classe em que
se enquadra o algoritmo de Wang-Landau) sdo em geral mais apropriados que os demais.
Os algoritmos de amostragem entropica possibilitam a obtengao de uma estimativa do
ntmero de configuragoes, €2, de um determinado estado do sistema em estudo.

Embora o método de Wang-Landau seja provavelmente o método de amostragem en-
tropica mais usado e explorado, para sistemas grandes se faz necessério dividir o espago
de configuragdes em pequenos intervalos (“janelas”), os quais devem ser simulados separa-
damente. Esse procedimento gera algumas distor¢oes em 2 justamente nas bordas dessas
janelas [26, 27, 17]. Além disso, o algoritmo de Wang-Landau tem se mostrado nao ser
muito eficiente na obtencao de boas estimativas de expoentes criticos.

Nesse capitulo apresentamos um algoritmo de amostragem entréopica de alta preci-
sao denominado tomographic entropic sampling (amostragem entrépica tomografica) [17].
Esse método simulacional de amostragem entropica se propoe a realizar um passeio com-
pleto em todo espaco de configuracoes, sem a necessidade da utilizagao de janelas, a fim

de gerar uma boa estimativa de €.
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3.1 Amostragem Entropica Tomografica

Seja um sistema de tamanho L representado por um modelo estatistico com espaco
de configuragoes discreto. Denotemos por I' o conjunto de variaveis que caracterizam
cada classe de configuracoes do sistema e por (NZ(F) o numero exato de configuracoes
pertencentes a classe de configuracao I'. A distribuicao de probabilidades utilizada para

gerar as configuragoes é dada por

1

onde I'(C) é uma classe de configuragao (CC) que contém a configuragao C. Dessa forma,

a probabilidade de aceite de uma nova configuragao, C’, é

(B
p(C—C") = (ﬁ[F(C’)]’ 1) : (3.2)

Seja H(I') o histograma contendo o nimero de vezes em que a CC I' foi visitada
durante a amostragem. Em uma simulacao que segue a distribuicao de probabilidades
dada pela equagao (3.1) obtem-se (H (I')) = const.VI'. Quanto melhor for uma estimativa
Q(T") utilizada na simulagao para gerar a distribuigdo de probabilidades, em vez do valor
exato (desconhecido) Q(I'), mais uniforme serd o histograma H(I'), ou seja,

Q(r)

(H(T)) o o) (3.3)

Podemos entao utilizar uma estimativa inicial, o(I"), para a distribui¢ao de probabi-
lidades e simular por um tempo suficientemente longo, de modo que H(I") ~ (H(I")) para
todas CCs. Com isso podemos atualizar nossa estimativa inicial usando a equagao (3.3),

tal que
Hy(T)

HO =T

onde €2 (I') ¢ a nova estimativa obtida ao final dessa primeira simulagao; H;(I") é o nimero
de vezes em que I foi gerada durante a simulacdo e H,(I') é a média de H,(I") sobre todos
as CCs acessiveis ao sistema.

A idéia desse método de amostragem é justamente iterar N vezes o procedimento

descrito pela equagao (3.4), de modo que, partindo de uma estimativa inicial 2y, possamos
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obter na ultima iteracao uma aproximacao {2y que seja proxima do real Q. Na tltima
iteragao também sao calculadas as médias microcanonicas das quantidades de interesse,
as quais serao posteriormente utilizadas para o calculo das médias canonicas.

Para que a estimativa {2y seja proxima o suficiente de Q se faz necessaria uma boa e
completa amostragem, em cada uma das N iteracoes, por todo espaco de configuragoes do
sistema. Cada uma dessas iteragoes possuem Ng;,, simulages (partindo de configuragoes
iniciais diferentes) que duram Ny atualizagbes de rede ou passos de Monte Carlo. Esse
conjunto de configuracoes iniciais é determinado de acordo com o modelo em estudo e é
construido com o intuito de possibilitar que todas as CCs possiveis do sistema ocorram
durante a simulacao. O nome “amostragem tomogréfica” se refere justamente ao fato de
os estudos iniciarem em diferentes regioes do espaco configuracional do sistema, cujos

resultados sao reunidos para fornecer a estimativa de 2.

3.1.1 Implementacao

O sistema estudado nesse trabalho é o modelo de Ising antiferromagnético, com inte-
ragao de primeiros vizinhos, em uma rede quadrada na presenca de um campo magnético
externo. Definimos uma rede de dimensoes L x L com condigoes perioddicas de fronteira.
As CCs desse sistema sao definidas no espago bidimensional (n,m), onde n é o namero

de pares de primeiros vizinhos com spins tendo a mesma orientagao [n esté relacionado a

energia de interagao entre os spins por £ = —2(L? —n)| e m ¢ a magnetizagio do sistema.
Na rede quadrada os valores permitidos de n sao n = 0,4,6, ..., %naz — 4, Nnae, onde
Nimaz = 2L%; € 0s valores permitidos de m sao m = —L? —L?* +2,...,L? — 2, L2

2

O método de amostragem tomografica descrito acima é aplicado de modo a gerar
todas as CCs do espago (n,m). Devido aos altissimos valores que Q(n,m) assume eles
sao representados convenientemente através de seu logaritmo natural durante as simula-
¢oes. O primeiro sistema simulado, de menor tamanho, é iniciado com uma estimativa
de Qo(n, m) obtida através de aproximagao de campo médio. Para a maioria dos estudos
feitos realizamos N = 5 iteragoes, cada uma com Ng;,, = 10 configuracoes iniciais, as
quais sao simuladas durante Ny = 107 atualizacoes de redes.

A seguir descrevemos as dez configuragoes iniciais que utilizamos em cada iteracao:

1. orientacdo aleatéria de todos spins: n ~ L? e m = 0;
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2. todos spins T: n = 2L% e m = L?;

3. todos spins em uma subrede 1 e os outros |: n =0e m = 0;

4. orientacao aleatoria de todos spins: n~ L? e m =~ 0;

5. todos spins 1, exceto dois primeiros vizinhos: n = 2L? — 6 e m = L? — 4;

6. todos spins em uma subrede 1T e os outros |, mas com dois primeiros vizinhos

invertidos: n =6 e m = 0;
7. todos spins |: n =2L% e m = —L?;
8. todos spins |, exceto dois primeiros vizinhos: n = 2L? —6 e m = —L? + 4;
9. todos spins em uma subrede 1 e os outros |: n =0e m = 0;

10. todos spins em uma subrede 1 e os outros |, mas com dois primeiros vizinhos

invertidos: n =6 e m = 0.

A dinamica da simulacao é de simples inversao de spin. As probabilidades de aceite de
transi¢do de uma configuracdo I' = (n,m) para outra I' = (n’ = n + An,m' = m + Am)

na N-ésima iteracao, dada por

n_ [y
pn(I' = IT') = min {m, 1] , (3.5)
é armazenada em uma tabela; as possiveis variacoes de n sao An = 0,42, 4+4 e de m
sao Am = +£2. Para cada configuracao gerada, seja uma nova ou a mesma (caso a
nova seja rejeitada), atualizamos a soma das quantidades de interesse que serao utilizadas
posteriormente para os caculos das médias candnicas. Para esse sistema as quantidades
de interesse estdo associadas ao parametro de ordem, ¢, (|¢|, ¢? e ¢*) o qual é definido
por

¢EmA—mB, (36)

onde m4 e mp s@o as magnetizagoes das subredes A e B, respectivamente (em alguns
textos o parametro de ordem, ¢, é chamado de staggered magnetization ou magnetizacao
alternada). Ao término de cada iteracao j a estimativa de €2;(n, m) é atualizada |de acordo
com a equagao (3.4)], o histograma H,;(n,m) é zerado e a tabela das probabilidades de

aceite de transicdo também ¢é atualizada utilizando essa nova estimativa de §2;(n,m).
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Determinacao de Qy(n, m, L)

Como foi mencionado anteriormente, esse método necessita de valores iniciais para
Q(n,m, L). Para o menor tamanho de rede simulado neste trabalho utilizamos os valores
de Qo(n,m, L) estimado através de aproximagao de campo médio (descrita na proxima
subsegao). Mas, quanto mais proximo {2y for do valor exato, mais rapido o sistema ira
convergir para tal valor e, consequentemente, fornecer melhores resultados. Tendo isso
em vista, passamos a utilizar o valor final (da N-ésima iteragao) de Qy(n,m, L1), de um
determinado sistema de tamanho L; x L, para estimar o valor inicial de Qqy(n, m, Ly) de
um sistema de tamanho Ly X Ly (Ls > L;). Com isso, para os sistemas maiores, obtivemos
os valores de Qg(n, m) mais proximos do resultado final apos as N iteragoes.

Para exemplificar o que acabamos de mencionar, mostramos na Figura 3.1 a estima-
tiva de In )y para L = 18 via aproximagao de campo médio. Na Figura 3.2 mostramos
o grafico de InQy(n, m, L = 18) estimado através de uma interpola¢ao do valor final de
Qn(n,m,L = 16). A estimativa de In Qy(n,m, L = 18) ao final da N-ésima iteracao da
simulagao esta representada na Figura 3.3. Nas figuras 3.4 e 3.5 plotamos as diferencas des-
sas duas estimativas de In Qqy(n, m, L = 18) em relacdo aos valores de In Qy(n, m, L = 18).
Podemos observar que a estimativa de Q" obtida através da interpolagao do resultado
final de um sistema de tamanho menor, é de fato mais proxima (em relagao a aproximagao

sim

de campo médio, Q&™) do valor final da simulagao Q3™ ou seja, Q' ~ Q™.

324 648

Figura 3.1: Estimativa de In Qy(n, m, L = 18) via aproximagao de campo médio.
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Figura 3.3: Média de In Qy(n, m, L = 18) da N- ésima iteragao da simulagao.

Aproximagao de campo médio

Seja um sistema de spins-1/2 em uma rede quadrada L x L com condigoes periodicas

de fronteira. O ntimero de configuragoes com N, spins-up é dado por

(L)
(VUL = N

Q(N,) =
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tn[Q(int)] inl Q(sim)]

Figura 3.4: Diferenga entre In(£27""), interpolado através da rede menor, e In(Q5™) obtido
ao final da N-ésima iteracao para L = 18; N = L2. Pode-se notar que a maior diferenca
ocorre nas bordas do diagrama no espago (n,m).

Como a magnetizacao do sistema ¢ m = 2N, — L?, entao, pela equagao (3.7), o niimero

de configuracoes com magnetizacao m é

(L?)!
) = (o (38)
Definindo
1
s(m) = ﬁln Q(m) (3.9)

e considerando L? >> 1, podemos utilizar a aproximacao de Stirling
In(z!) = zln(x) —x, x> 1, (3.10)
de modo que a levando a equagao (3.8) na (3.9) obtemos

s(m) =2 — %[(1 + (L + ) + (1 — @) In(1 — )], (3.11)

onde p = m/ L%

Seja vy = N,/L* e v = N_/L* as fracoes de spins 1 e |, respectivamente. A
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Figura 3.5: Diferenca entre In(25™), estimado por aproximacdo de campo médio, e
In Q3™ obtido ao final da N-ésima iteracao para L = 18; N = L.

aproximagao utilizada para estimarmos Qg(n,m) ¢ considerarmos os 2L? elos (pares de
sitios) como independentes. Assim, a probabilidade de um elo ter ambos spins na mesma

orientacao é

p(m) =12 + 12 = %(H,ﬁ). (3.12)

Dessa forma, o nimero de elos, n, com spins iguais ¢ uma variavel binomial com

parametros 2L2 e p. Logo, a probabilidade de haver n = k pares de spins iguais em uma

configuragao com magnetizacao m é

P(n = kjm) = %pku gk, (3.13)

onde ¢ = 0,1,2,...,2L2 Dai, (n) = 2L?p e var(n) = 2L*p(1 — p). No limite gaussiano,
essa distribuicao binomial pode ser reescrita como

P(n =klm) =

(3.14)
onde o(m) = y/var(n).

Sendo

Q(n,m) = Q(m)P(n|m) (3.15)
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s(n,m) = — InQ(n,m) = s(n,m) + % In[P(n|m)], (3.16)

onde usamos a equacao (3.9), entao, pela equagao (3.14) obtemos a aproximagao de campo
médio para a estimativa de Qg(n, m):

(n—(n)?* Ino

InQ(n,m) = s(n,m) = s(m) — 21252 L2

+ const., (3.17)

onde s(m) ¢ dado pela equagao (3.11).

Interpolacao e extrapolacao

Como veremos a seguir, provavelmente o principal fator que nos permitiu fazer essas
boas estimativas de Qg(n,m), através de uma interpolacao a partir do resultado final
simulacional de um tamanho menor, foi o fato de conhecermos previamente todas as
configuracgoes possiveis para todos os tamanhos, L, dos sistemas. A determinacao prévia
dessas configuragoes possiveis de sistemas de spin-1/2 numa rede quadrada no espago
(n,m) é discutida no Capitulo 4. A Figura 3.6 mostra o espago configuracional de um

sistema de N = L? spins.

2 L u
1 3l
15 i i y
I
N HH HH
T 1 ‘ I 1
Hi Hi
0.5 f i g 1
il
i
O i 1 1 -:‘ 1 1 ]
-1 -0.5 0 0.5 1
m/L>

Figura 3.6: Classes de configuracoes acessiveis a um sistema de tamanho L = 10.
Seja uma rede de tamanho L; x L; a partir da qual pretendemos interpolar Qy (L)
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(valor de © ao final da N-ésima iteragdo da simula¢ao) para obter uma estimativa de
Qo(Ls), para uma rede Ly X Ly (Ly > L;). Como as CCs dos sistemas sao definidas
no plano (n,m), precisamos fazer uma interpolagdo bidimensional. Para esse tipo de
interpolagao ¢ necesséario que cada ponto de Ly esteja envolto por quatro pontos de Ly
(caso contrario, precisariamos fazer uma extrapolagao) nesse espago (n,m).

Entretanto, nem todos os pontos de Ly possuem quatro pontos de L; préximos, como
podemos ver na Figura 3.7. Observando essa figura, podemos notar que nenhuma das
CCs de Ly que estao nas fronteiras do diagrama possuem quatro correspondentes de L,
proximas — principalmente as que estao proximas de m = 1 e aquelas na parte superior do
diagrama. Dessa maneira, como primeira tentativa de estimar (o(Ls), interpolamos todos
os pontos de Ly que possuem quatro pontos de L; proximos e extrapolamos os pontos de
Ly que estao nas fronteiras do diagrama. Porém, os valores de Qy(Ls) nas fronteiras do
diagrama ficaram totalmente distorcidos e inconsistentes com a forma suave de In {2 que

podemos ver na Figura 3.3, por exemplo.
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m/N
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>0 xOx

Figura 3.7: Regiao do diagrama (n,m) com todas as configuragoes possiveis para dois
sistemas de tamanhos L; = 26 ¢ Ly = 28; N = L2
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Extrapolacao da rede menor

Para contornar esses problemas, ocorridos ao extrapolar os dados das fronteiras de
Qn(Ly) para Qy(Lsy), utilizamos uma alternativa simples: extrapolamos todos os pontos
das fronteiras de L; de modo a obtermos pontos extras (configuragdes “ficticias”) para o
proprio sistema de tamanho L;. Esses “pontos extras” sao extrapolados até que todos
os pontos de Ly estejam envoltos por quatro de L; proximos. Isso esté representado na
Figura 3.8, que sao as configuragoes possiveis dos mesmos sistemas da Figura 3.7, porém,
com a rede de L; estendida além das fronteiras. Com isso, o Qx(L;) original (para todas
configuragoes possiveis), representado na Figura 3.9, passara a ter alguns pontos extras,

gerando um novo Qy(L$**) em uma rede estendida, mostrado na Figura 3.10.
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Figura 3.8: Regido do diagrama (n,m) com rede de tamanho menor (L; = 26) estendida,
a qual envolve todos os pontos da rede maior, Ly = 28; N = L2

Com o intuito de criar essa rede estendida de L; e devido a complexidade da distribui-
gao das configuragoes desse sistema nas extremidades do diagrama (n,m), como pode ser
visto na Figura 3.6, lancamos mao de uma extrapolagao linear unidimensional ao longo
de diferentes regioes das fronteiras desse diagrama. Na Figura 3.11 mostramos o novo
diagrama estendido, no espago (n,m), com pontos extrapolados (marcados com “x” pre-
tos) ao longo de todas as bordas do diagrama com as CCs acessiveis (marcadas com “o”

vermelhos).
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Figura 3.9: In[Q(L;)] com todas classes de configuragoes possiveis; N = L?, para L; = 26.

As diferentes regidoes mencionadas acima, nas quais realizamos as extrapolacoes line-

ares unidimensionais no espago (n,m), sao

1. a parte inferior do diagrama, para n < 0.25, onde realizamos extrapolagoes na

direcao n;

2. as fronteiras laterais, para 0.25 < n < 1.75, onde foram realizadas extrapolagoes na

direcao m;

3. a fronteira superior, para [m| < 0.85 e 1.75 < n < 2, onde extrapolamos na diregao

n;

4. as duas extremidades proximas de n = 2 e |m| = 1, nas quais foram realizadas

extrapolacoes ao longo de m.

Salientamos ainda que para obtermos as redes estendidas, como a mostrada na Fi-
gura 3.11, as diferentes regides do diagrama (n,m) foram extrapoladas exatamente na
ordem em que as descrevemos acima. Isso se deve ao fato de que em algumas regioes,
nas quais as densidades de CCs possiveis é pequena, alguns pontos sao extrapolados utili-

zando justamente outros que ja foram extrapolados a partir de outras regioes com maior
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Figura 3.10: In[Q(L$*")], com pontos extrapolados; N = L?, para L; = 26.

densidade de CCs possiveis. Ressaltamos também que os parametros mencionados acima,
que delimitam as diferentes regioes, sao especificos para cada tamanho, Lq, da rede em
analise.

Podemos observar, pela Figura 3.10, que Qx(L$*") da rede estendida nao apresenta
distorgoes em rela¢ao ao Qx(L;) mostrado na Figura 3.9. Dessa forma, uma vez que
todos os pontos de Loy estao envolvidos por quatro da rede L; estendida, interpolamos os

pontos de Qq(Ls) a partir de Qn (L"), como veremos a seguir.

Interpolacao bidimensional de primeira ordem

A fim de obter Q(Lz) a partir de Qy (L"), como mencionado acima, realizamos uma
interpolagao bidimensional de primeira ordem através do vizinho mais proximo no espago

(n,m). Sejam os sistemas de tamanho L; e Ly, com Ly > Ly, tais que

ln Qj(nj, mj, L])
L ’

(3.18)

wj(n;-,m;,Lj) =

onde j = 1,2; n} = nj/LJz e m; = mj/L?. Utilizando a rede L; estendida, todos os
pontos, (n,,mh), da rede Ly estardo envolvidos por quatro pontos proximos, (n},m}),

pertencentes a rede L§*, como esté representado na Figura 3.8.
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Figura 3.11: Classes de configuracoes possiveis e extrapoladas de um sistema de tamanho
L =10.

Em seguida identificamos, dentre os quatro pontos de L$*, qual ponto esta mais pro-
ximo de (nh, mj). Esse ponto mais proximo seréd utilizado como um ponto de referéncia,

em torno do qual iremos expandir wy(nj, mb, Lo) até a primeira ordem em n e m:

+
ref

Ow
wa(nly,my, La) & wi(nf,mf, L)+ (mh —n7) (25
ony

ey (9
o =) 5

/
om

(3.19)

ref

2

onde “|,.f” indica que avaliamos w; e suas respectivas derivadas no ponto de referéncia.
E importante frisar que os pontos interpolados (ny, msy) envolvem somente CCs possiveis
do sistema de tamanho Ly, enquanto os pontos utilizados para fazer tais interpolagoes,
(ny,myq), envolvem também as “ficticias” criadas para estender a rede L;. Portanto, os

valores de Qy(Ls) para o conjunto de configuragoes possiveis, {(ns, mso)}, interpoladas a

partir de Qy(Lq), é dado por

In Q()(Tlg, ma, Lg) = Lg (,(.)2(71/2, m'z, Lg) (320)
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Capitulo 4

Classes de Configuracoes

Em uma rede quadrada L x L com N = L? spins identificamos varias classes de
configuragoes, das quais todas as outras fazem parte. Devido a simetria do sistema (em
relagdo ao ntmero de spins-up, Ny, e spins-down, N_), determinamos os possiveis valores
do ntimero de pares de spins diferentes (pares de spins com sentidos opostos), u, para
cada valor de N, € [0, £].

Isso é feito pois um dos principais problemas na anéalise desse sistema é a determinagao
prévia de Ui, € Umae € também a verificagao se as classes de configuragoes proximas as
extremas, (Ny, Umin) € (Ni, Upnaz), S80 acessiveis. Como o nimero de pares de primeiros
vizinhos iguais, n, e a magnetizacao, m, estao relacionados & v e N, respectivamente,
por

n=2L%—u

m = 2N, — L?

entao, conhecendo os valores possiveis de (N, u), ficam determinados os possiveis valores

de (n,m).

4.1 Determinacao de u,,;, e Estados Proximos

4.1.1 Configuracoes Compactas

Chamamos de configuragoes compactas aquelas que, basicamente, apresentam um aglo-

merado retangular ou quadrado de tamanho [ x [ (2 <[ < L) com N, = [* spins—up e
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N_ = L? — N, spins-down. Essa configuraciao estd ilustrada na Figura 4.1, onde os
spins—up e spins—down estao representados por “x” e “®” respectivamente; as linhas cur-

vas representam os pares de spins diferentes.

. . ° ° ° . ° ° . °
. . ° . ° . ° ° . °
. ' ouwi >§< >§< >§<~wv. . '
. . o X P4 X X o @ . °
. . ® X X X X o . °
. ° e X P4 X X e @ ° .
S
. ° . ° . . . ° ° .
. . ° . ° . ° ° . °
. . ' . ' . ' ° . '

Figura 4.1: Configuracao compacta basica

Nessa classe de configuragoes compactas existem basicamente quatro casos especiais,

os quais analisamos a seguir:

i) N, =1%:
Podemos ver pela Figura 4.1 que os pares de primeiros vizinhos diferentes estao nas
bordas do aglomerado, nas quais cada spin—up tem um primeiro vizinho diferente
(exceto os quatro que estao no vértice), ou seja, u = u®) = 4. Vamos agora verificar
qual o valor de u para outra configuracao com N, = [?. Primeiramente vamos inver-
ter qualquer um dos spins—up de algum dos vértices do aglomerado; isso nao altera
o valor de u (continua sendo igual a u® = 41), pois tais spins tém dois primeiros
vizinhos iguais e dois diferentes! Em seguida, para manter N, = [?, invertemos um
dos spins-down que seja primeiro vizinho de algum dos spins—up das bordas do aglo-

merado; isso faz com que surjam mais dois pares de primeiros vizinhos diferentes, ou
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seja, nessa nova configuracio u(!) = u® + 2. Essa modificagdo estd representada na
Figura 4.2, onde destacamos os spins—up e down que acabaram de ser invertidos por
“®” (era “e"inicialmente) e “©®” (era “x” inicialmente), respectivamente; as linhas
duplas retas representam novos pares de vizinhos iguais enquanto as linhas duplas

curvas representam novos pares de vizinhos diferentes devidas as inversoes dos spins.

™ ™ ® X % ™
. e ® - X x e
. ™ ® - X % ™
™ ™ ® -~ X % ™
14
¢
( ] L ] L ] [ ] L ] L ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] o [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 4.2: Modificagao na configuragao compacta basica

Qualquer outra modificacao, analoga & mencionada acima, na configuragao inicial
do sistema, faz com que u aumente em dois ou quatro. Assim, vemos que é possivel

ocorrer a transicao !

(N+>Umin) — (N+7umin + 2)

(como podera ser visto a seguir, para todas configuragées compactas essa transi¢cao
serd possivel!). Portanto, a configuracao inicial (quadrada) possui o menor valor de

u, OU Seja, nesse caso

Upin = 41 (4.1)

1O termo “transicdo” usado neste capitulo se refere a uma transformacdo de uma configuracio para
gerar outra.
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e 08 menores valores possiveis de u sao:
4
Umin = 4]

i) Ny =1(1+1):
Essas sao as configuracoes retangulares mais “compactas” possiveis, no sentido de
nao terem a forma de uma “fita” estendida. Como os lados desse retangulo sao [ e

(I £1), entao wy,;, é tal que

Upin = 20+ 2(1 £ 1) = 41 + 2. (4.3)

Analogamente & anélise do caso anterior, de um aglomerado quadrado de dimensoes

[ x [, os menores valores possiveis de u sao:

(

Uppyin = 4l £ 2
Upmin + 4

i) I(1—1) < N, <[*:
Essa configuragdo pode ser construida pela inversao de ¢ € [1,1) spins—down que
sejam primeiros vizinhos dos spins—up das bordas do aglomerado retangular “inicial”
[ x (I — 1), para a qual, pela equacdo (4.3), temos que uggzn =4l — 2.
Podemos notar que para ¢ = 1, invertemos um spin-down préximo a borda do

aglomerado como estd mostrado na Figura 4.3. Com isso, o valor de u,,;, aumenta
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em dois, ou seja, essa nova configuracao possui

TS RS, ST

min min

pares de vizinhos diferentes.

° ™ ° ™ ° ™ ™ ™ ™
® ® [ ] ® ® ® ® ® ®
¢ !
¢ E !
® ® ® - X > W o @ ® ®
° ° ® . ¥ % W o— ® e @ Y
® ® ® ——r X x p T . ® ®
® ] ® -~ X X X e @ ® L ]
J ; I
? b b
® ® [ ] ® [ ] L ] ® ® [ ]
® ® ® [ ] [ ] ® ® ® ®

Figura 4.3: Configuracao bésica da 3* classe compacta

Para ¢ = 2 podemos inverter um dos spins—down que esteja préoximo da borda do

aglomerado e que seja primeiro vizinho do spin—up que esta destacado por ® na
@ _ O

Figura 4.3. Isso nao altera o valor de u,,, e entao u,,, = u,.;,.- Em geral, para
qualquer valor de ¢ € [1,1), temos
Assim, os menores valores possiveis de u sao:
4
Umin, + 2
u= (4.6)
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i) P< Ny <lI(l+1):
Essa configuragao pode ser construida de maneira analoga & mencionada na discus-
sao do caso anterior. Nesse caso, o aglomerado retangular “inicial” é o quadrado

(0)

[ x 1, para o qual u, . = 4l, e invertemos ¢ € [1,1) spins-down que sejam primeiros

vizinhos dos spins-up das bordas do aglomerado, o que faz com que

Upin = AL + 2. (4.7)

Entao, os menores valores possiveis de u sao:

(

4.1.2 Configuracoes ‘“‘compactas—estendidas”

Destacamos ainda que as configuragoes retangulares [ x (I — q), paral >3 el < g <
Gmaz = | — 2 (que sao “estendidas”, andlogas & uma pequena “fita”) nao foram classificadas

como fundamentais! O valor ¢,,,. =1 — 2 se deve ao fato de que para

g=1l-1 = I[—-q=1

terfamos uma “fita” de espessura unitaria, ou seja, seria uma cadeia reta de spins—up.
Devido a esses possiveis valores de ¢ é notavel que os lados [y e ls dessas configuracoes

retangulares obedecem a desigualdade:

h=1>l=(-q (4.9)
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Vejamos, para tais configuragoes estendidas

est
up =20+2(l—q) =4 —2q
Mas é sempre possivel reorganizar essas configuracoes retangulares de modo a termos
configuragoes que se enquadrem em alguma das quatro classes “compactas” mencionadas
acima.

Para verificar isso vamos modificar uma configuracao retangular inicial de lados l; = [

e ly = | — q. Para essa configuracao inicial

N = (1 —q) (4.10)
WO =yt = 41— 2 (4.11)

min

Agora vamos modificar esse retangulo, reduzindo um lado e aumentando o outro, para

que tenhamos o maior quadrado de lados " com

(l—q) <l <l
tal que
NY =2 < NO (4.12)
(§]
ull) —ar, (4.13)

Entao os k£ = NJ(FO) — NJ(FD spins que “sobraram” (estao fora desse quadrado de lados !)
dessa modificagdo podem ser recolocados proximos as bordas do quadrado I’ x I’. Assim,

a configuracao final, modificada, tera

N? = N9 (4.14)

2 ) . . . . .
Os valores de u'?) | assim como a identificacao da classe da nova configuracao em funcao

man?

de k, estao representados na Tabela 4.1.

E importante observar ainda que as configuracoes retangulares (I 4 ¢) x [ tém:
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Tabela 4.1: Valores de u,(fu)n

k ‘ ugzn ‘ Valores de Nf) ‘ Classe compacta ‘
1<k<l | 4'+2 12 < NP <Vl +1) (iv)
k=1 4l 42 NP =1l +1) (i)
V<k<2U |40 +1) | '+ < NP < (I' +1)2 (iid)
k=20 |4 +1) NP = (I +1)?2 (i)

- 0 mesmo resultado que a anterior, feita para [ x (I — ¢). Para ver isto, basta notar
a correspondéncia entre os dois casos: o primeiro tem [; = [ como o maior lado do

retangulo, enquanto o segundo tem l; = (I + q).

- correspondéncia com as “configuragoes estendidas” (tipo “fitas”), que serao discutidas
na Subsegao (4.1.3). Isso ocorre pois ¢ pode estar em uma faixa de valores para os
quais

e consequentemente [y = [+ q = L.

4.1.3 Configuragoes Estendidas

As configuragoes chamadas estendidas sao aquelas em que N, > kL, onde k > 1. Essa
estruturas se assemelham a uma fita que cruza toda a extensao da rede, como pode ser
visto na na Figura 4.4. Essas configuragoes estendidas podem ser divididas em somente

duas classes béasicas:

i) Ny =kL:

Esse caso estéa representado na Figura 4.4, pela qual podemos observar que

Unin = 2L, (4.15)

pois todos os spins—up do aglomerado possuem somente um primeiro vizinho dife-

rente.

Pela Figura 4.5 podemos ver que qualquer inversao de dois spins diferentes, que nao

sejam primeiros vizinhos e estejam em uma das bordas da “fita”, leva u a aumentar
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Figura 4.4: Configuracao estendida simples

no minimo em quatro; se eles fossem primeiros vizinhos teriamos Au = 6. Assim,

como nao existe a transicao

(N-H umzn) — (N+, Umin + 2)7

e consequentemente os menores valores possiveis de u sao:

;

u = (4.16)

ii) No>L e N, #kL:

Essa configuragao pode ser construida invertendo qualquer quantidade k # L de
spins—down, e que sejam primeiros vizinhos dos spins—up das bordas da “fita”. Seja

uma configuracdo inicial com k = 1, entdo, pela Figura 4.6 podemos ver que u(?

2L + 2. Para qualquer outro valor de k > 1 e k # L spins—up, adicionados lado a

lado em uma das bordas, nao haveré alteracao em w. Portanto

Upin = 2L + 2. (4.17)

Pela Figura 4.7 é notavel que pode-se conseguir um aumento minimo de u, em dois,
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Figura 4.5: Configuracao estendida com inversao de dois spins

[ ] L] [ ] [ ] L] [ ] L] L] [ ] L]
[ ] L] [ ] [ ] L] [ ] L] L] [ ] L]
s
«
L] ® e () A @ L] ® L] L] ® L]
4 4 g 4 g
f A S A A
X X x X X x X X x X
X X X X X X X X X X
> X X > X X > X X >
{ ! { ! { ! {
T S T S S S S S
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 4.6: Configuracao estendida modificada

invertendo-se um spin—up (tornou-se o spin-down ® na figura) da borda do aglo-
merado e em seguida invertendo um spin—down (tornou-se o spin—up ® na figura)

que tenha dois vizinhos no aglomerado. Como existe a transicao

(N-Humin) — (N+7umin + 2)
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entao os menores valores possiveis de u sao:

(

u = (4.18)
umzn+4
. . . . . I ' . I .
. . . . . I . . I .
f
ommx®§.ae”\o . 'Y . . '
X X X X mam () = X X X X X
5
X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X
A T A
. . . . . . ' . . .
. . . . . . . . . .

Figura 4.7: Configuracao estendida com aumento minimo na energia u

Através das anélises feitas acima, podemos observar que u,,;, ¢ independentemente

da espessura da fita.

4.2 Determinacao de u,,,, e Estados Préoximos

O maior valor possivel de U, = f(Ny), dentre todos os valores possiveis de N, €
[0, %2], ocorre para N = %2: quando o sistema se encontra numa configuragao analoga
a um “tabuleiro de xadrez”. Essa configuracao esté representada na Figura 4.8 (as linhas
curvas representam os pares de primeiros vizinhos diferentes), através da qual podemos
verificar que Upqey = 2L2.

A forma funcional de u,,,, em relacdo a N, pode ser obtida analisando algumas

configuragoes de redes L x L com:

- N, = 1: Evidentemente temos que © = Up,q, = 4.
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Figura 4.8: Configuragao Tabuleiro de Xadrez

- N, =2: Se os dois spins—up forem primeiros primeiros vizinhos u") = 6; se os dois

spins—up ndo forem primeiros vizinhos ©® = e, = 8.

- Ny > 3: Aumentando o valor de N, e fazendo anélises analogas as realizadas acima,
é facil notar que para um determinado valor de N, , o valor maximo de u, U4z,

ocorre quando todos os N spins—up nao sao primeiros vizinhos. Portanto, para

L2
0< N, < —
= + = 2
temos
Umaz = 4N 1 (4.19)

A seguir vamos determinar 1,,,, e os valores proximos para cada configuracao, a partir

da “tabuleiro de xadrez”, para todos os valores de N, € [0, %2]

2

oN_,_:%

. . ., . ~ 2
Como discutido no inicio da secao, para N, = %, temos que Upmer = 2L para a

configuragao “tabuleiro de xadrez” mostrada na Figura 4.8. Esse resultado concorda
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com a equagao (4.19).

Vejamos agora quais sao as configuragoes com valores mais proximos de (N, Upaz):
E facil notar pela Figura 4.8 que a menor variagao de t,,,, ocorre quando dois spins

que sejam primeiros vizinhos sao invertidos. Essa modificacao faz com que

U = Umaz ? u:umax_G

ou seja, a transicao mais proxima é

(N+, umaz) — (N+, Umazr — 6) (420)

Portanto as configuragoes (N, Umar —2) € (N, Upmae — 4) nao sao acessiveis! Entao

os matores valores possiveis de u sao:

Umaz = 2L*
Upmazr — 0

U= Upay — 8 (4.21)
Umaz — 10

Essa configuracao pode ser construido invertendo um spin—up da configuracao "ta-

buleiro de xadrez”. Nesse caso temos que

Upmae = 4N, = 2L% — 4.

Verifiquemos quais sdo as configuragoes com valores de (N, ,u) mais proximos de
(N4, Upmag): de modo similar & andlise acima, é possivel verificar que a menor va-
riacao de u ocorre, por exemplo, quando invertemos um dos segundos vizinhos do
spin—down que foi invertido (da configuragao “tabuleiro de xadrez”) para construir

essa configuracao inicial. Isso faz com que
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2
N+ — N+—1:——2

U —>  Umar — 4.

Em seguida invertemos um spin—down que seja primeiro vizinho desses, o que faz

com que N, volte a ser Ny = %2 — 1 e nao altera o valor de u (que havia sido

reduzido em quatro no primeiro passo). Houve, entao, a transi¢ao

(Nystmas)  — (N e — 4). (4.22)

Desse modo, vemos que a configuragdo (N, Ume: — 2) nao é acessivel e entao os

maztores valores possiveis de u sao:

Umae = 2L% — 4
Umaz — 4

u= (4.23)
Umaz — 6

1<N, <& -1

Todas as configuragoes com N, nesse intervalo apresentam o mesmo espectro de u.
Para verificar isso e também encontrar todos os valores possiveis das configuragoes

(N4, Umaz), vamos analisar uma rede L x L na configuragao inicial (N, tyq,) com

Ny == —k, (4.24)

onde k£ é o nimero de spins—up invertidos a partir da configuracao “tabuleiro de

xadrez” tal que

2

L
1<k<7—1. (4.25)

Como podemos perceber, o principal problema dessa secao a ser resolvido é inferir,
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para cada configuragao, se as transi¢oes

(N+7umam> — <N+7umax - 2)

(N+aumax> — <N+7umaac - 4)

sao ou nao possiveis, ja que existem algumas “lacunas” proximo as fronteiras de

(N4, Umaz) € (Ni, Upin) — como foi visto na também Segao 4.1.

Vejamos, pelas analises feitas anteriormente, foi possivel perceber que a configuracao
(N4, Umaz—2) nunca é acessivel a partir de configuragoes em que os k spins nao sejam
primeiros e/ou segundos vizinhos entre si. Essa configuracao “limiar espalhada” esta

representada na Figura 4.9.

R R
=®=><m:w~><=®=><mom><m
| ¢ ¢ & 1
mrn K man @ X e @ nn X nnn @ v X nes @ e

I
TR T I TR T R N
@ X == ==X ~~ @ X =— R = X ~~

4

SN A A
e X e @ e X e @ nms X i~ @~ X s @
R
::xm:mx:@J:xm-mxm
IR T I T
mxmomxmomxmomxm:m
TN T L S R A
«Momx:@:xmmtmmx:@:xm
S A
e K e @ e X e @ e X e @ e X o @ e
SR T A A

Figura 4.9: configuragao “limiar espalhada”

Podemos ver que essa configuraciao foi construida invertendo a metade (1Z) dos

22

ins— L filei lhid 1 d j i i
spins—up em 3 lileiras, escolhidas alternadamente (justamente para que tais spins
invertidos nao sejam primeiros ou segundos vizinhos entre si). Portanto, foram

invertidos
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e OREE

spins—up da configuragao “tabuleiro de xadrez”.

Embora a configuracao (Ny, Ume: — 2) ndo seja acessivel pela configuragao “limiar
espalhada”, podemos modifica-la (ver exemplo na Figura 4.10) de modo a termos
ao menos dois dos Kjmiar Spins—up como segundos vizinhos entre si (representados
por “®” que estao proximos de “X” nessa figura). Invertendo um dos spins—up
representados por “X” nao alteramos o valor de u, e em seguida invertendo seu
primeiro vizinho “e” (spin-down) aumentamos o nimero de elos iguais em dois, e
consequentemente reduzimos u na mesma propor¢ao. Ou seja, essa modificagao na

rede “limiar espalhada” claramente permite a transicao
(N—i-uumam) — (N+7umaa: - 2)

Mas, se o spin—down “e” citado acima nao fosse primeiro vizinho do “K” invertido,

entao haveria um aumento em quatro do niimero de elos iguais, ou seja, haveria a

transicao
(N—i-; umam) — (N+, Umax 4)
R R T R S S
:®:Em:mx:®:xmomxm
[ I A T I R T
e =R X o @ s X @ s X @
S N T T R T
e @ e K e @ X e @ e X —=— () —— X
R R A
mre X e @ e X i @ e X e @ e X e @
[ R T T T
:®:><~m:~m><=®:><~m0w~><m
[N T A S [ S N
rre K @ s K e @ s K s @ s X e @ e
? ¢ §
S
e @ X === X ~~ @ X ==K = X
R A
mr X e @ e X e @ s X e @ s X e @ e
S A

Figura 4.10: configuragao “limiar espalhada” modificada
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O nome “limiar espalhada” dado a configuracao da Figura 4.10 e & kjjpq, Se justifica

pelo fato de que, para qualquer
L
k> klimiar = ? (427)

sempre havera pelo menos dois dos k spins invertidos da configuragao “tabuleiro de

xadrez” sendo primeiro ou segundo vizinhos entre si. Portanto, para

onde
2

l<k<—-1
2 b

os matores valores possiveis de u sao:

Upmae = 217 — 4k

Umaz — 2
U= Uy — 4 (4.28)
Umax — 6

N+:1:

Esse ¢ um caso muito simples, no qual existe somente um spin—up. Evidentemente
esse spin terd quatro primeiros vizinhos diferentes e, consequentemente, qualquer
modificagao feita nesse sistema nao altera a classe de configuragdo do mesmo! Assim,

o unico valor possivel de u é

U = Upae = 4. (4.29)

N+:O:

Essa é a configuracao mais trivial, onde u = ,,,, = 0 é o tnico valor possivel de wu.
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Capitulo 5

Analise dos Resultados

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos em nossos estudos simulacionais
do modelo de Ising antiferromagnético (AF) com campo externo numa rede quadrada.
Utilizamos o método de amostragem entrépica tomografica, descrito na Secao 3.1, para
simular os sistemas cujos tamanhos de rede vao de L = 10 a 30, com AL = 2.

Em todos estudos utilizamos N,;,, = 10 configuracoes iniciais, as quais foram simuladas
durante Ny = 107 atualizagoes de rede (ou passos de Monte Carlo). Cada um desses
estudos foram iterados N = 5 vezes, porém, para realizar os calculos de expoentes criticos,
iterarmos dez vezes os sistemas de tamanhos L = 22 a 28 e quinze vezes os de L = 28 e 30.

Para o célculo das incertezas realizamos cinco estudos independentes para cada sistema.

5.1 Meédias Termodinamicas

Na Secao 2.2.2 vimos que o calor especifico e a susceptibilidade magnética por sitio

estao relacionados as flutuagoes térmicas da energia e magnetizacao, respectivamente, por

1

c= W(<E2> —(E)?) (5.1)
= g (0) = (1), 5:2)

onde d é a dimensao da rede do sistema e kg é a constante de Boltzmann (de agora em
diante usaremos unidades tais que kg = 1). Porém sabemos que a magnetiza¢ao nao é o

parametro de ordem do modelo de Ising AF. Como discutimos na Segao 2.1.3, definimos

52



o parametro de ordem desse sistema como
(b = ma — mBJ

onde m 4 e mp sao as magnetizagoes das subredes A e B, respectivamente. Assim, analoga-
mente a susceptibilidade magnética, definimos uma quantidade chamada susceptibilidade
alternada (também chamada staggered susceptibility) por sitio, x4, a qual esta associada

a flutuacao térmica do parametro de ordem por

X = 7(16%) — (9)?) (53

Como veremos nas Secoes 5.2 e 5.3, as principais quantidades termodinamicas que
utilizamos para realizar analises de escala de tamanho finito [28|, o que nos possibilitou a
obtencao do diagrama de fase e estimativas de alguns expoentes criticos, foram justamente
¢, ¢ e Xy. Na Figura 5.1 mostramos o comportamento de x4 em fungao de h para 7' = 0.02.
Podemos notar que quanto maior a rede mais acentuado ¢ o pico de x4, que é um efeito
intrinseco de sistemas de tamanho finito. Mas para um sistema de tamanho infinito esse
méximo ocorre exatamente em um determinado ponto critico (T, h.). No grafico menor
da Figura 5.1 podemos ver que as incertezas associadas & x4 sao maiores nas proximidades

do ponto critico.

35 T T T

30

25

incerteza

20

15

10

Figura 5.1: Susceptibilidade alternada por sitio em funcao de h para T = 0.02, para redes
de tamanhos L = 10 a 30. A curva com menor pico é a de L = 10 enquanto a de maior é
a de L = 30. No grafico menor estao as incertezas associadas a x, em funcao de h.
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Plotamos ¢ versus h, também a temperatura 7' = 0.02, na Figura 5.2. Podemos
perceber que ¢ vai praticamente a zero a partir de um determinado valor de h que esta
na mesma regiao dos picos de y,, mostrados na Figura 5.1. As incertezas de ¢ também

sao mais acentuadas nessa mesma regiao critica.
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Figura 5.2: Parametro de ordem por sitio em funcao de h para 1" = 0.02, para L = 10 a
30. A curva de menor inclinagao é a de L = 10 e a de maior é a de L = 30. No gréafico
menor estao as incertezas associadas a ¢ em fungao de h.

Na Figura 5.3 mostramos o grafico do calor especifico por sitio, ¢, em fun¢ao do campo
externo, h, a temperatura 7" = 2. Podemos observar um comportamento anélogo ao de
X¢, mostrado na Figura 5.1. Nas proximidades do ponto critico os picos de ¢ sao mais

acentuados para as redes maiores, assim como as respectivas incertezas.

5.2 Diagrama de Fase

Para estimarmos as temperaturas criticas para determinados valores de h, T.(h), lan-

camos mao das relagoes de analise de escala de tamanho finito [28]

ay az

Tc(cmara h, L) = Tc(cmamy h) + f + ﬁ (54>
€
max max bl b?
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Figura 5.3: Calor especifico por sitio em fungao de h para T = 0.2, para L = 10 a 30. No
grafico menor estao as incertezas associadas a ¢ em funcao de h.

onde T.(Cmaz, b, L) e Te(x3*", b, L) sdo os valores da temperatura onde ocorrem os méxi-
mos (picos) de ¢ e x4, respectivamente, a um determinado valor de h. para cada tamanho
L dos sistemas simulados, ao passo que T.(Cpaz, h) € TC(X(Z““, h) sao as estimativas das
temperaturas criticas obtidas através dos maximos de ¢ e ), respectivamente, para um
valor de h. Na Figura 5.4 mostramos um grafico com a estimativa de TC(X;”‘”, h =0.2)
obtida através da equagao (5.5). As estimativas dos pontos criticos T,.(h) foram obtidas
através dos respectivos célculos das médias de T.(¢paq, h) € Tc(xgww, ).

Tendo em vista a aproximacao de T,(h) para pequenos valores de h, obtida por Miiller-

Hartmann e Zittartz 1], fornecida pela equagao (2.12):

T.(h) ~T° l1 — a<%)2] , h—0, (5.6)

[onde J = —1, T = T.(h = 0) = 2/In(1 + v/2) e @ = In(1 + v/2)/(16+/2)], mostramos na
Tabela 5.1 as comparagoes entre as estimativas simulacionais de 7,(h) com os respectivos
valores tedricos fornecidos pela equagido (5.6). Pode-se notar uma boa concordancia entre

nossos dados e essa aproximacao teorica, com erros relativos menores que 0.09%.

De maneira analoga & comparacao entre as estimativas tedricas e simulacionais para

T.(h), utilizamos as estimativas teoricas de h.(T") fornecidas pela equagao 2.11:
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Figura 5.4: Estimativa de T.(xj*", h = 0.2).

Tabela 5.1: Comparagao entre 7T, simulado e teérico [1] para h pequeno.
he | T. (simulagao) | T, (tedrico) | erro relativo (%)

0.02| 2.2704(9) 2.2601 0.06
0.1 | 2.2694(9) 2.2683 0.05
0.2 | 2.2666(9) 2.2656 0.04
0.3 | 2.2621(9) 2.2612 0.04
04 | 2.2565(9) 2.2550 0.07
0.5 | 2.2483(9) 2.2471 0.05
0.6 | 2.239(1) 2.237 0.09
0.7 2.227(1) 2.226 0.04
0.8 | 2214(1) 2.213 0.04
0.9 | 2.199(1) 2.198 0.04
he ey,
cosh(i> = senh <?C) (5.7)

para compararmos com as nossas estimativas simulacionais, as quais foram obtidas utili-

zando as relagoes de andlise de escala de tamanho finito [28]:

aq as
hc(cma:c> Ta L) = hc(cmaxa T) + f + ﬁ (58)
(§]
max max bl b2
he(X3*, T, L) = he(x3*,T) + 7t 7 (5.9)
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onde he(¢pmaz, T, L) € he(x3*, T, L) sao os valores de h. em que ocorrem os méaximos de ¢
e X4, respectivamente, a uma determinada temperatura para cada tamanho L, enquanto
he(Cmaz, T) € hc(Xg““”,T) sao as estimativas de h. para cada valor de T obtidas pelos
maximos de ¢ e x4, respectivamente. As estimativas dos pontos criticos h.(7") foram
calculadas através das médias de he(cpmaz, T) € he(x3**,T). Esses resultados sao mostra-
dos na Tabela 5.2, de onde podemos ver que as diferencas relativas entre os resultados

simulacionais e teéricos sao, em geral, menores que 0.6%.

Tabela 5.2: Comparagao entre h, simulado e teérico [1].

T, | he (simulagdo) | h. (tedrico) | erro relativo (%)

0.02 | 3.98661(3) 3.98614 0.01
0.1 | 3.9331(2) 3.9307 0.06
02 | 3.8661(3) 3.8614 0.1
0.3 | 3.7993(5) 3.7920 0.2
04 | 3.7321(7) 3.7227 0.3
05 |  3.6649(9) 3.6531 0.3
0.6 | 3.5971(9) 3.5826 0.4
0.7 3.525(2) 3.510 0.4
0.8 | 3.4525(9) 3.4345 0.5
0.9 3.374(1) 3.354 0.6

Na Figura 5.5 esta representado o diagrama de fase do modelo de Ising AF no plano
h=T para h > 0. Abaixo da curva o sistema se encontra no estado antiferromagnético, ao
passo que acima o estado é paramagnético. Os pontos marcados com “x” foram obtidos
utilizando as estimativas de T.(Cmaz, h) € T(x3", h), das quais calculamos T.(h); en-
quanto para obtermos aqueles marcados com “o” utilizamos as estimativas de h.(¢paz, T)
e he(x3*,T), das quais obtivemos h.(T') . A curva pontilhada foi obtida utilizando-se
a expressao analitica da linha critica [equagao (5.7)| deduzida por Miiller-Hartmann e
Zittartz |1]. Podemos notar nessa figura que existem dois pontos “x” e “0” sobrepostos
nas proximidades de h = 1 e T' = 2.2; com isso podemos ver que as estimativas T.(h) e
he(T') sdo equivalentes para obtengao dos pontos criticos ao longo da linha critica.

Outra quantidade importante na determinacao de um ponto critico é o chamado cu-

mulante de quarta ordem ou cumulante de Binder [29] do parametro de ordem, ¢:

Qr=1- 00 (5.10)
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Figura 5.5: Diagrama de fase do modelo de Ising AF na rede quadrada. Comparacao

Ly [3NR]

entre os dados simulacionais (pontos “x” e “0”) e a expressao teorica da linha critica
(curva pontilhada) obtida por Hartmann e Zittartz [1].

Uma analise do cruzamento do cumulante de Binder para sucessivos pares de tamanho de
sistemas fornece uma estimativa do ponto critico, uma vez que os cruzamentos tendem a
ocorrer & um determinado valor de fo. Apresentamos na Tabela 5.3 os valores calculados
dos cruzamentos do cumulante de Binder, (), do parametro de ordem & temperatura
T = 0.2 e os respectivos valores estimamos do campo, h. = hy, em que os cumulantes
se cruzam. Podemos perceber que as incertezas sao maiores para os cruzamentos dos
sistemas de tamanhos L = 22 & 30, embora os valores de hy tenham, em geral, uma
diferenca menor que 0.06% do valor estimado através dos méaximos de ¢ e x4 mostrado
na Tabela 5.2. O valor exato do cruzamento dos cumulantes de Binder para a classe de
Ising bidimensional ¢ Q%" = 0.61069 [30]; podemos perceber que, exceto para as quatro
ultimas estimativas apresentadas nessa tabela, os valores obtidos diferem no maximo em

0.9% desse valor exato.
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Tabela 5.3: Cruzamento do cumulante de Binder do parametro de ordem para
sucessivos pares de tamanhos de sistemas & temperatura 7" = 0.2.

LL' | he | Qx«

10, 12 | 3.8661(3) | 0.6139(8)
12, 14 | 3.8661(8) | 0.614(2)
14, 16 | 3.8666(5) | 0.612(1)
16, 18 | 3.8653(1) | 0.616(3)
18, 20 | 3.8661(6) | 0.613(2)
20, 22 | 3.8657(7) | 0.615(3)
22,24 | 3.868(1) | 0.604(8)
24,26 | 3.867(2) | 0.61(1)
26, 28 | 3.864(2) | 0.62(1)
28,30 | 3.866(2) | 0.61(1)

5.3 Propriedades Criticas

Ao longo da linha critica do diagrama de fase do modelo de Ising AF no plano h
— T o sistema sofre uma transi¢ao de fase continua, exceto no ponto (7, = 0,h, = 4),
onde a transicao é descontinua. Como vimos na Secao 5.1, o calor especifico por sitio,
¢, e a susceptibilidade alternada por sitio, x4, possuem picos cujos posi¢ao e amplitude
dependem do tamanho, L, da rede. Tendo isso em vista realizamos uma analise de escala
de tamanho finito em trés regides distintas da linha critica, as quais estao em destaque
na Figura 5.6, e estimamos os expoentes criticos.

Pela anélise de escala de tamanho finito [28] o calor especifico por sitio, ¢, o parametro
de ordem por sitio, ¢, e a susceptibilidade alternada por sitio, x4, obedecem as seguintes

relacoes de escala na regiao critica:

co(T,h) ~ coln(L) (5.11)
In[p(T, h)] ~ gln(L) (5.12)
In[ys(T, h)] ~ ’;Vln(L). (5.13)

Com isso, calculamos os valores médios de ¢, ¢ e x4 nos pontos criticos (7. = 0.02, h, =
3.98665), (T. = 0.2,h, = 3.8664) e (T. = 2,h. = 1.713) e entdo realizamos um ajuste
linear de ¢ versus In(L), In(¢) versus In(L) e In(x,s) versus In(L). Assim, obtivemos
estimativas de ¢g, 8/v e /v nesses trés pontos da linha critica. Esses resultados estao

mostrados na Tabela 5.4. Os grandes valores de ¢y & baixas temperaturas se devem ao
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Figura 5.6: Pontos ao longo da linha critica nos quais sao calculados os expoentes criticos.

fato de o calor especifico ser da forma ¢ ~ T2.

Tabela 5.4: Propriedades criticas
T. [ he | o [ Blv T /v
0.002 | 3.98665(1) | 6661(75) | 0.1260(4) | 1.787(4)

0.02 | 3.8664(2) | 63.4(9) | 0.1260(5) | 1.785(5)
2.0 | 1.713(3) | 0.641(2) | 0.1204(2) | 1.753(2)

E importante frisarmos que essas estimativas dos expoentes criticos foram obtidas
utilizando cinco iteragoes para simular os sistemas de tamanhos L = 10 a 20, dez iteracoes
para os tamanhos de L = 22 & 26, enquanto utilizamos quinze iteragoes para simular os
sistemas de tamanhos L = 28 e 30. Com isso conseguimos obter melhores estimativas das
médias de ¢, ¢ e x4 para os sistemas maiores, de modo que o ajuste linear fosse o melhor
possivel. Na Figura 5.7 plotamos In(x,) versus In(L) em (7" = 2.0,h = 1.713); a linha

tracejada é o ajuste linear, através do qual obtivemos v/v = 1.753(2).
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Figura 5.7: Grafico log-log do valor maximo de x4 para cada tamanho L. A inclinacao
da reta feita por ajuste linear fornece a estimativa de v/v.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesse trabalho utilizamos um novo método de amostragem entrépica, tomographic
entropic sampling (amostragem entropica tomografica) [17], para realizar a simulagao
computacional do modelo de Ising antiferromagnético na presenca de um campo externo
na rede quadrada. Como vimos, o algoritmo de amostragem entrépica tomogréfica se
propoe a realizar um passeio completo por todo espago de configuragoes, sem a utilizacao
de janelas, a fim de obter boas estimativas do nimero de configuragdes, Q(n,m), das
classes de configuragoes do sistema em estudo.

Devido ao fato de utilizarmos um novo algoritmo de amostragem, precisavamos ter
total certeza de que todo espago configuracional fosse visitado durante a amostragem —
o0 que ¢ exatamente ao que o algoritmo se propoe. Tendo isso em vista, estudamos e
definimos algumas classes de configuracoes fundamentais da rede quadrada. Tais classes
de configuragoes formam um conjunto basico e fundamental de configuracoes, das quais
todas classes de configuragoes possiveis fazem parte.

Em nossas simulagoes utilizamos a estimativa final da simula¢ao de Qy(n,m, L) (ao
final da N—ésima iteragdo) para interpolarmos o valor inicial de Qy(n,m, L") (L' > L)
do novo sistema a ser simulado. Isso foi feito primeiramente extrapolando Qy(n,m, L)
da rede menor para que todos os pontos (classes de configuragdes), no espaco (n,m),
da rede maior fossem envoltos por quatro pontos proximos dessa rede menor; com isso
obtivemos a estimativa inicial Qy(n, m,L’) da rede maior através de uma interpolagao
linear bidimensional de Qy(n,m, L*"), da rede menor estendida. Essa metodologia nos
possibilitou obter boas estimativas de (n, m, L’). Como foi discutido, isso s6 foi possivel

pois conheciamos quais eram todas as classes de configuracoes acessiveis aos sistemas, o
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que foi obtido através da analise das classes de configuracoes.

Com as estimativas de Q(n, m, L) e das médias microcanonicas de ¢ e de seus segundos
e quarto momentos em maos, calculamos as médias canonicas das quantidades termodi-
namicas de interesse. Lancamos mao da analise de escala de tamanho finito para estimar
alguns pontos ao longo da linha critica no plano h—T". Comparamos esses resultados obti-
dos com uma aproximagao tedrica que fornece uma expressao analitica para a linha critica
do modelo de Ising AF em um campo externo. Pudemos observar que nossos resultados
simulacionais concordam com a estimativa tedrica em questao.

Além disso, em trés pontos distintos ao longo da linha critica, estimamos os expoentes
criticos associados ao calor especifico, ¢, ao parametro de ordem, ¢, e & susceptibilidade
alternada (associada ao parametro de ordem), x,. Até onde sabemos, ndo encontramos
na literatura algum trabalho, anterior a esse, que tenha estimado tais expoentes ao longo
da linha critica.

Uma das principais dificuldades encontradas pelo método utilizado foi a ineficacia
da amostragem quando estimamos y(n, m, L') por interpolagao de Qx(n,m, L) quando
L' — L > 2. Nesses casos, os espacos de configuragdes dos sistemas maiores nao foram
completamente amostrados. Esse fato nos impossibilitou de prosseguirmos com estudos
em redes maiores que L = 30 e AL > 2. Contudo, essa falta de amostragem s6 foi
identificada devido ao fato de conhecermos previamente todo o espago (n,m) para cada
tamanho de rede.

Embora tenhamos simulado sistemas de tamanhos relativamente pequenos, nossos
resultados mostraram que o algoritmo de amostragem entropica tomogréfica foi bastante
eficiente. Isso se deve também ao método de interpolacao para estimar q(n,m, L), que
utilizamos para realizar as estimativas de Q(n,m, L). As simulagoes para sistemas de
tamanhos maiores ja estao em andamento, uma vez que precisamos verificar quais fatores
associados ao algoritmo de amostragem em si podem ser modificados de modo a obtermos
melhores resultados para tais sistemas.

Consideramos que, de um modo geral, através dos estudos realizados até o momento,
o método de amostragem entropica tomografica tem se mostrado bastante ttil e eficiente
no estudo simulacional de sistemas em rede. Em trabalhos futuros poderemos estudar e
explorar novos modelos através do método de amostragem entrépica e, consequentemente,

obtermos melhor conhecimento das propriedades intrinsicas desse novo método.
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