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Resumo

O termo diversidade esta relacionado a variedade de caracteristicas, idéias ou el-
ementos diferentes entre si dentro de um determinado contexto, sendo importante
para o pluralismo, heterogeneidade, tolerancia muitua e sobrevivéncia de idéias. Ex-
istem diversos tipos de diversidade em diferentes dreas do conhecimento humano.
Entre eles, podemos citar a diversidade religiosa, social, linguistica, sexual, cultural
e bioldgica. Na area de otimizagdo combinatéria, o Problema da Diversidade Max-
ima (PDM) consiste em selecionar um subconjunto de m elementos de um conjunto
de n elementos, de tal forma que a diversidade entre os seus elementos selecionados
seja maxima.

Neste trabalho é apresentado uma nova formulagado para este problema baseado
na Técnica de Reformulacdo de Linearizacdo. Devido as caracteristicas da formu-
lagdo proposta e da dificuldade de resolucdo, o método de Decomposigdo de Ben-
ders Revisado é aplicado ao problema, assim como uma técnica de pré-processamento
de modo a acelerar a sua convergéncia.

Testes sdo realizados para avaliar o desempenho do método aplicado ao prob-
lema e em seguida, uma andlise é feita comparando-o com outro algoritmo de-
scrito na literatura. Os resultados computacionais mostram que o método proposto

demonstra ser competitivo frente aos métodos exatos descritos na literatura.

Palavras-chaves: Problema da Diversidade Méxima; Método de Decomposic¢do de
Benders; Técnica de Reformulagdo de Linearizacéo.



Abstract

The term diversity is related to the variety of features, ideas or differents elements
among them within a given context, being important for the pluralism, heterogene-
ity, mutual tolerance and survival of ideas. There are several types o fdiversity in
different areas of human knowledge. Among them, we can mentios religious, social,
linguistic, sexual, cultural and biological diversity.

In the context of combinatorial optimization, the Maximum Diversity Problem
(MDP) consists of selecting a subset of m elements from a set of n elements in such
a way that the diversity among the selected elements is maximized.

A new model for this problem is presented in this work based on the Reformulation-
Linearization-Technique. Due to the characteristics of the proposed formulation and
the difficulty of this resolution, the Revised Benders Decomposition Method is ap-
plied to the problem and a pre-processing technique is used in order to accelerate
its convergence.

Tests are performed to evaluate the performance of the method applied to the
problem and then an analysis is done comparing it with another algorithm de-
scribed in the literature. The computational results show that the presented method

shows to be competitive with the exact methods described in the literature.

Keywords: Maximum Diversity Problem; Benders Decomposition; Reformulation-

Linearization-Technique;
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Capitulo 1

Introducao

Diversidade esté relacionada a variedade de caracteristicas (idade, sexo e religido),
idéias (pontos de vista, angulos de abordagem) ou elementos (grupo de estudantes
de uma universidade) diferentes entre si dentro de um determinado contexto.

Dependendo do contexto, ela é importante para o pluralismo, heterogeneidade,
tolerancia mutua e sobrevivéncia de idéias. Sua caréncia pode ocasionar diminui¢ao
de bens intangiveis, prejuizo financeiro ou até extingdo. Por exemplo, na engenharia
genética, ela é indispensédvel para a sobrevivéncia ou extingdo de uma espécie. Pois
quando a variacdo genética dentro da populacdo é pequena, alguma alteracdo em
seu ambiente (como o ataque de uma praga) pode leva-los a extingdo por serem to-
dos igualmente suscetiveis a tal mudanca. Isso ja foi verificado na Bahia, no inicio
dos anos 90, onde uma praga, chamada vassoura-de-bruxa, destruiu plantagdes in-
teiras de cacau, provocando uma redugdo da producdo anual de 320,5 mil toneladas
para 191,1 mil toneladas, fazendo com que a participacdo do Brasil no mercado in-
ternacional de 14,8% para 4%. Por outro lado, se os individuos possuirem genes
diferentes, alguns deles provavelmente serdo capazes de suportar a mudanca e as-
sim a populagdo nao se extinguira. J4 no contexto cultural, a diversidade permite o
enriquecimento cultural, a troca de idéias, o respeito pela diferenca e convivio em
um mundo pluralista.

Existem, ainda, outros tipos de diversidade em diferentes dreas do conhecimento
humano. Entre eles, podemos citar a diversidade religiosa, social, linguistica, sexual
e biolégica.

Na area de otimizagdo combinatéria, o Problema da Diversidade Maxima (PDM)
consiste em selecionar um subconjunto de m elementos de um conjunto de n elemen-
tos, de tal forma que a diversidade entre os seus elementos selecionados seja méax-
ima. Neste problema, o termo diversidade é usualmente substituido por distancia

entre elementos, em que esta distancia é adequada para cada aplicagdo especifica.
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O potencial de aplica¢des deste problema é enorme. Na imigracdo, poderia-se
selecionar imigrantes para se ter uma maior diversidade étnica. Na biologia, a di-
versidade biolégica é fundamental para cruzamentos seletivos com o objetivo de
selecionar caracteristicas desejaveis em animais, plantas e outros seres vivos. Um
outro exemplo, seria a aplicagdo no tratamento médico e combate a doengas, de
forma a combater o maior espectro de potenciais agentes causadores de doengas.
Pode-se aplica-lo para a selecdo de um grupo de estudantes a representarem o Brasil
em um evento cultural no exterior. E comum desejar-se que o grupo tenha as mais
diversas caracteristicas possiveis, como idade, sexo, cultura e regido. Pois, desta
forma, estarfamos disseminando uma maior variedade cultural presente no Brasil e
portanto, teriamos uma melhor representatividade do nosso pais.

Em funcdo do potencial de aplicacdes do PDM e do seu potencial de beneficios
econdmicos, seria interessante ter-se a melhor selecdo (solugdo 6tima) de elementos
para que possa justificar o investimento realizado.

Desse modo, o principal objetivo deste trabalho é apresentar uma formulagao ad-
equada e um método exato eficiente com geragdo de planos de cortes para a solugdo
do PDM. De modo a comprovar a eficiéncia do algoritmo, testes serdo realizados a
partir de instancias conhecidas na literatura.

No Capitulo 1 é apresentado uma introdugao do trabalho, mostrando o conceito
de diversidade, os seus tipos, descricdo do PDM, suas aplica¢des e os objetivos do
trabalho.

No Capitulo 2, uma revisdo bibliogréfica é feita, apresentando formalmente o
PDM, abordando suas formulacoes matematicas, os trabalhos relacionados e outros
nomes dados ao problema na literatura. Além disso, é feita uma introdugédo sobre os
métodos utilizados no trabalho: a Técnica de Reformulacao de Linearizacédo (TRL) e
o método de Decomposi¢do de Benders Revisado.

No Capitulo 3, é proposto uma nova formulagdo para solu¢do do PDM, mostra-
se como aplicar o método de Decomposicdo de Benders Revisado ao problema, as-
sim como alternativas com o objetivo de acelerar o método ao prober boas solugdes
iniciais e reducdo da formulagdo e ao final é mostrado o algoritmo proposto.

No Capitulo 4, o algoritmo proposto é testado e avaliado. Apresentam-se os
resultados e discutem-se os mesmos, mostrando a eficiéncia do algoritmo proposto
no Capitulo 3.

O Capatulo 5 conclui o trabalho e apresenta algumas sugestdes para trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Revisao da literatura

Neste Capitulo, uma revisdo bibliografica é feita, apresentando formalmente o PDM,
abordando suas formula¢des matemadticas e outros problemas relacionados na liter-
atura. Além disso, é feita uma introdugao sobre os métodos utilizados no trabalho:
a Decomposigdo de Benders, a TRL e uma forma se selecionar os cortes de Benders

gerados.

2.1 Defini¢ao do Problema da Diversidade Méaxima

Conforme discutido no Capitulo 1, o PDM consiste em selecionar um subconjunto
M com m elementos de um conjunto N, onde N = {1,...,n}, de tal forma que a
diversidade entre os seus elementos selecionados seja maxima. Para que o PDM
tenha significado, deve-se assumir que 2 < m < n.

No PDM, é comum representar a diversidade como uma distancia dl-]- entre dois
elementos i,j € N. Esta distancia é calculada como uma métrica normalizada entre
os atributos dos elementos de N. Entdo, sejam R o conjunto de atributos, onde
R = {1,...,r} e aj o estado ou valor do atributo k € R para o elemento i € N,
sendo que a;; pode real ou inteiro. Uma distdncia muito usada (Ghosh (1996)) é

dado pela norma-p:

dij = o/ Y (laix — ajl)? (2.1)
keRrR

Em que a quantidade d;; representa a distancia, ou dessemelhanca, entre os ele-
mentos i, j € N usando uma determinada métrica, onde d;j > O parai # jed;; =0,
caso contrario. Deste modo, o valor da diversidade total {(M) para um dado sub-

conjunto M, pode ser medido como a soma das distancias entre cada par distinto de
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elementos e é dado por:

n—1 n n—=1 n
M)y =Y Y dij=)Y Y. Y (ag — agl)? 2.2)

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 kER
Como discutido em Kuo et al. (1993), uma métrica pode ser mais adequada que

a outra, dependendo da aplicacdo. Se por exemplo, for considerada a distancia eu-

clidiana para o célculo da diversidade d;; dada pela equagdo 2.1, temos, entdo:

dij = Y (ai — aj)? (2.3)
keR

E se for considerada distdncia euclidiana para o célculo da diversidade total

¢(M) dada pela equagdo 2.2 para um dado conjunto M, temos:

n—1 n n—1 n
cM)y=Y Y dj=) ) Y (a — ap)? (2.4)

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 |\ keR

2.2 Exemplo

Para uma melhor compreensdo de como aplicar o problema, um exemplo de apli-
cagdo é mostrado nesta secao.

Suponha que uma instituigdo governamental ficticia esteja selecionando trés alunos
de graduagdo para representarem o Brasil em um evento cultural no exterior. E que
ap0s uma pré-selecdo, seguindo determinados critérios, tenha restado dez alunos
candidatos a viagem. Foi decidido que as trés pessoas escolhidas entre as dez
restantes deveriam ter os mais diversos atributos possiveis, pois, assim, disseminaria-
se uma maior variedade cultural presente no Brasil e portanto, teriamos uma melhor
representatividade do nosso pafs.

Entre os dados contidos no cadastro de cada candidato, foram consideradas rel-
evantes os seguintes atributos para avaliar a diversidade: sexo, idade, regido, re-
muneracdo familiar e dreas de conhecimento. De forma a resolver este problema
através do modelo de diversidade maxima, precisa-se calcular a matriz de distan-
cias d;;. Para isso, € feito um mapeamento dos atributos para valores numéricos,
conforme mostra a tabela 2.1.

De acordo com o mapeamento da tabela 2.1, o atributo sexo pode assumir dois
estados: masculino e feminino, que por sua vez, ao serem mapeados, assumem 0s
valores inteiros 1 e 2, respectivamente. O atributo idade, por sua vez, é dividido
em 5 faixas etdrias, assumindo valores de 1 a 5 ao serem mapeadas. As regides

também assumem valores de 1 a 5 ap6és o mapeamento, assim como as dreas de
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Tabela 2.1: Mapeamento de atributos pessoais para valores numéricos

Atributos e Estados

Classificag¢do Sexo Idade Regido Areas de Remuneracao Familiar
Conhecimento (saldrios minimos)
1 Masculino 17-18 Sudeste Ciéncias Exatas Até 2
2 Feminino 19-20 Sul Ciéncias Humanas Entre3e5
3 21-22 Nordeste Ciéncias Sociais Aplicadas Entre 5e 10
4 23-24 Norte Ciéncias da Saude Acima de 10
5 25-26 Centro-Oeste Ciéncias Agrarias

conhecimento. E por final, o atributo remuneracgao familiar foi dividido em 4 faixas,
que ao serem mapeadas assumem valores de 1 até 4.

O mapeamento dos atributos dos candidatos finais a representacdo do Brasil no
evento cultural é mostrado na tabela 2.2, em que cada linha representa cada indivi-

duo com seus respectivos atributos.

Tabela 2.2: Tabela de atributos mapeados dos candidatos a representagdo do Brasil
no evento cultural

Individuo Nome Sexo Idade Regido Areas de Remuneracao Familiar)
Conhecimento (saldrios minimos)
1 Felipe 1 3 1 4 3
2 Amanda 2 2 3 5 2
3 Sabrina 2 1 2 1 4
4 Armando 1 5 3 3 2
5 Mariana 2 3 5 3 3
6 Leticia 2 4 4 1 2
7 Fernando 1 5 2 4 2
8 Victor 1 1 1 2 1
9 Afonso 1 2 4 5 1
10 Patricia 2 4 1 2 3

Para resolvermos o problema da instituicdo governamental através do PDM,
define-se que N seja o conjunto de candidatos a representa¢do do Brasil no evento
cultural, ou seja [N| = n = 10. Como deseja-se escolher 3 candidatos do con-
junto total N, entdo, m = 3. A matriz de distancias dij, neste caso, ¢ calculada
utilizando a distancia euclidiana e a partir da equacdo 2.3 e dos dados da tabela 2.2.
Por exemplo, a distancia euclidiana entre os individuos Armando e Leticia é dyg =
VI =224+ (5-4)2+(3-4)2+(3—-1)2+(2—2)2 = /7 ~ 2.6458. Seguindo o
mesmo raciocinio, a matriz de distancia entre cada par de individuo é mostrado na
tabela 2.3.

Desse modo, para a solu¢do do PDM, deve-se escolher um subconjunto de trés

elementos cuja soma de suas distancias fosse maximizada. Para este exemplo, o
subconjunto 6timo S é composto pelos individuos 3, 7 e 9 com a diversidade {(S)
dada pela equacdo 2.4 igual a 14.9180. Portanto, os alunos com os atributos mais
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Tabela 2.3: Matriz de distancias entre cada par de individuos

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 2.8284 4.0000 3.1623 4.2426 4.5826 2.4495 3.4641 3.8730 2.4495
2 28284 0 4.6904 3.7417 3.1623 4.5826 3.4641 4.0000 1.7321 4.2426
3 4.0000 4.6904 0 5.0990 4.2426 4.1231 54772 3.4641 55678 3.4641
4 31623 3.7417 5.0990 0 3.1623 2.6458 1.4142 4.6904 3.8730 2.8284
5 42426 3.1623 4.2426 3.1623 0 2.6458 4.0000 5.0990 3.3166 4.2426
6 45826 4.5826 4.1231 2.6458 2.6458 0 3.8730 4.5826 4.6904 3.3166
7 24495 3.4641 54772 14142 4.0000 3.8730 0 4.6904 3.8730 2.8284
8 34641 4.0000 3.4641 4.6904 5.0990 4.5826 4.6904 0 4.3589 3.7417
9 38730 1.7321 55678 3.8730 3.3166 4.6904 3.8730 4.3589 0 5.1962
10 2.4495 4.2426 3.4641 2.8284 4.2426 3.3166 2.8284 3.7417 5.1962 0

diversos possiveis, entre os 10 inicialmente selecionados, seriam os alunos Sabrina,

Fernando e Afonso.

2.3 Trabalhos relacionados

Glover et al. (1977) sdo os primeiros a caracterizar o PDM como um problema de
otimizagdo em um contexto de recursos genéticos.

Kuo et al. (1993) discutem varios contextos em que o problema pode ser levan-
tado, como planejamento de mercado, selecdo de portifélio e formagdo de comité.
Eles mostraram que o problema é NP-dificil e apresentaram duas defini¢des difer-
entes para o problema utilizando formula¢des de programagéo linear inteira mista,
os modelos max-sum e max-min. A primeira tem como objetivo maximizar a soma
das diversidades de um subconjunto de elementos selecionados a partir de um con-
junto maior. Enquanto que a dltima procura selecionar um subconjunto de elemen-
tos de um conjunto maior, de modo que a distancia minima entre os elementos sele-
cionados seja maximizada. Nesta dissertagdo serd abordada a defini¢do de max-sum
e por isso, sera feita uma revisdo de literatura seguindo apenas essa definicéo.

Aringhieri et al. (2008) citam, ainda, a aplicagdo durante a formacdo de equipes
de trabalho, juris e grupos de estudantes para trabalho em projetos, pois é comum
desejar um numero fixo de individuos cujas caracteristicas sdo tanto diversificadas
quanto possivel: equipes de trabalho devem incluir a maior abrangéncia de habili-
dades, juris devem representar a maior variedade de pontos de vista existentes em
uma comunidade, grupos de trabalho devem permitir compartilhar e trocar difer-
entes formagdes. Além disso, a diversidade de forga de trabalho nas organizagdes

pode aumentar a sua eficiéncia, através de melhoras em tomada de deciséo, solugdes
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de problemas, maior criatividade e melhor qualidade de gerenciamento (Fernandez
(1991),Cox (1993)).

Entre outras aplicagdes, incluem-se, ainda: em genética animal e vegetal para
obter novas variedades por reproducdo controlada e com qualidades desejdveis
(Porter et al., 1975); estimulo de diversidade étnica entre imigrantes (McConnell,
1988); preservagao de diversidade bioldgica (Glover et al., 1995); equilibrio ambien-
tal, desenho de produto, gerenciamento de forca de trabalho e engenharia genética
(Glover et al., 1998);

2.3.1 Heuristicas e Metaheuristicas

Desde Kuo et al. (1993), diferentes métodos heuristicos e exatos tém sido propostos
para solucdo do PDM. Glover et al. (1998) propdem duas heuristicas construtivas
e outras duas destrutivas para o PDM. Eles fazem uma comparacado entre os resul-
tados aproximados de suas heuristicas com as solugdes 6timas do problema para
instancias de até n = 30 e mostram que os seus resultados distanciam de até 2% do
otimo.

Estudos recentes mostram que as metaheuristicas tém sido aplicados com sucesso
para o PDM. Ghosh (1996) é o primeiro a propor um procedimento GRASP para o
PDM. As solugdes encontradas desse procedimento sdo comparadas com as solugdes
6timas e ele mostra que consegue obter solu¢des 6timas para instancias de tamanho
n=30em =6eden =25em = 5em uma maquina SPARCstation 2 e sistema
operacional SunOS 4.1.1, com uma média de 413,85 e 32,17 segundos, respectiva-
mente.

Um outro GRASP foi desenvolvido por Andrade et al. (2003), conseguindo obter
solucdes melhores que Ghosh (1996) para instancias de tamanho de até n = 250 e
m = 100 em um tempo de até 3500 segundos.

Silva et al. (2004) desenvolvem trés heuristicas construtivas e um algoritmo de
Busca de Vizinhanga Varidvel. O algoritmo GRASP proposto por eles combina uma
entre as trés heuristicas construtivas e o algoritmo de busca local proposto por
Ghosh (1996) ou o algortimo de Busca de Vizinhanga Varidvel proposto. Eles fizeram
uma comparacgdo do algoritmo GRASP proposto com os apresentados por Ghosh
(1996) e Andrade et al. (2003). Os resultados mostram que o algoritmo que com-
bina uma heuristica construtiva proposta e o algoritmo de busca local proposto por
Ghosh (1996) demonstrou ser o mais eficiente entre as heuristicas propostas, con-
seguindo resolver instdncias de tamanho de n = 500 e m = 200 com uma média
de aproximadamente 11 horas de tempo computacional em uma maquina PC AMD
Athlon 1.4 GHz com 256 Mb de meméria RAM. Enquanto que o algoritmo que com-
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bina uma heuristica construtiva e o algoritmo de busca local proposto por Ghosh
(1996) foi o que achou melhores solugdes para um maior ntimero de instancias, de-
morando mais de 23 horas para a instancia de tamanho n = 500 e m = 200.

Um algoritmo de Busca de Vizinhanga Variavel é proposto por Silva et al. (2004),
conseguindo resolver instancias de até 500 elementos e m = 200 em um tempo
aproximado de 27 horas.

Duarte e Marti (2007) propdem dois novos métodos construtivos para o PDM
e dois procedimentos GRASP. Uma comparacdo com os métodos propostos por
Glover et al. (1998) e Silva et al. (2004) é feita, considerando que os experimentos
de todos os métodos sdo rodados em 10 segundos. Os seus resultados mostram
que o algoritmo proposto consegue obter resultados melhores e um melhor desvio
médio percentual da melhor solugdo encontrada durante cada experimento para in-
stancias de tamanho de até n = 500 e m = 50 em uma maquina Pentium IV 3 GHz
com 1 GB de memoria RAM.

Outros dois métodos GRASP sdo propostos por Silva et al. (2007) utilizando
diferentes métodos construtivos e incluindo a técnica de path-relinking. Em um total
de 80 testes de instancias propostas por Silva et al. (2004), o segundo método pro-
posto obtém 31 melhores resultados médios, enquanto que o método KLD obtém
25 e o algoritmo proposto por Ghosh (1996) obtém somente 7. O primeiro método
executou mais rapidamente em 71 dos 80 testes, enquanto que o segundo método
alcangou solugdes de melhor qualidade, mas em compensacdo exigiu maior tempo
computacional que os outros dois métodos Como o primeiro método apresenta
maior probabilidade de achar boas solugdes para um pequeno intervalo de tempo
em relacdo ao segundo método, é introduzido a técnica de path-relinking para o
primeiro método de forma a melhorar o trade-off entre qualidade da solucdo e tempo
computacional. Este método com a técnica de path-relinking mostrou obter melhores
solugdes do que o primeiro método proposto e os métodos GRASP apresentador por
Silva et al. (2004), mas também demandaram maior tempo computacional. Estes
métodos sdo testados para instancias de tamanho de até n = 500 e m = 200 com
média de 11 horas de tempo computacional para o tamanho maximo testado em
uma maquina PC AMD Athlon 1.4 GHz com 256 Mb de memoria RAM.

Kochenberger e Glover (2006) propdem um algoritmo de Busca Tabu para solugdo
do PDM. Testes computacionais sdo realizados para instancias de tamanho de até
n = 1000 e m = 300, mas ndo sdo comparados com qualquer outro método da
literatura.

Duarte e Marti (2007) propdem dois métodos de Busca Taubu e dois métodos
GRASP com memoéria de curto-prazo combinado com um método construtivo pro-

posto por eles mesmos. Considerando que os experimentos de todos os métodos
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sdo rodados em 10 segundos, os testes computacionais mostram que os algoritmos
TabuC2 e TubuD?2 encontram solugdes melhores que os os métodos propostos por
Glover et al. (1998) e Silva et al. (2004) para instancias de tamanho n = 500 e m = 200
en = 2000 e m = 200. Além disso, o método TubuD2 teve melhor desvio médio per-
centual da melhor solucido encontrada em relacdo aos outros métodos. Os testes sdo
realizados em uma méquina Pentium IV 3 GHz com 1 GB de memoéria RAM.

Uma outra heuristica construtiva é proposta por Palubeckis (2007). Eles aproveitam
a solugdo retornada por esta heuristica em um algoritmo de Busca Tabu iterativo pro-
posto por eles que alterna entre Busca Tabu e procedimentos de perturbacdo. O al-
goritmo proposto consegue encontrar solu¢des melhores que os métodos propostos
por Duarte e Marti (2007) e Silva et al. (2007) para instancias de tamanho de até 2000
e m = 200 para um intervalo de 20 segundos, utilizando um notebook Pentium M
1733 MHz.

Aringhieri et al. (2008) propéem um algoritmo de Busca Tabu com fungdes de
memoria de curto e longo prazo. Eles fizeram uma comparagdo entre o algoritmos
proposto e o algoritmo e instancias propostos por Silva et al. (2004). Testes computa-
cionais mostraram melhores solug¢des para instancias de tamanho de até n = 500 e
m = 200 em até aproximadamente 10 minutos, utilizando um Pentium IV Mobile 2.8
Ghz com 512 MB de memoria RAM.

Aringhieri e Cordone (2006) propdem um outro algoritmo de Busca Tabu, um
algoritmo de Busca de Vizinhanca Varidvel e um algoritmo Scatter Search. Eles fiz-
eram uma comparacao entre os procedimentos GRASP propostos por Andrade et al.
(2003), Andrade et al. (2005), Santos et al. (2005) e Silva et al. (2004) para as instan-
cias propostas por esta tltima. Entre esses algoritmos, todos os melhores resultados
foram obtidos pelo algoritmo GRASP proposto por Santos et al. (2005), exceto para
uma instancia. Para 17 instancias em um total de 20, o algoritmo de Busca Tabu pro-
posto é igual aos melhores resultados reportados na literatura e é melhor para outras
duas instancias. Este algoritmo demonstra ter o melhor compromisso entre quali-
dade de solucdo e tempo computacional entre os algoritmos propostos. Ele resolve
instancias de tamanho de até n = 500 e m = 200 com até 627 segundos, enquanto
que o algoritmo GRASP proposto por Santos et al. (2005) gasta entre 308 e 557432
segundos. O algoritmo Scatter Search proposto alcanca os mesmos resultados que o
algoritmo de Busca Tabu proposto, mas demanda maior esfor¢o computacional, ga-
stando entre 3 e 26000 segundos. Ja o algoritmo de Busca de Vizinhanga Variavel
proposto consegue melhores resultados da literatura para 9 instancias. Os testes
foram executados em um Pentium IV Mobile 2.8 Ghz com 512 MB de memoria RAM.

Gallego et al. (2006) propdem uma variante do algoritmo Scatter Search. Eles

conseguem obter solugdes melhores e com menor desvio médio percentual da mel-
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hor solugdo encontrada em relagdo aos algoritmos propostos por Silva et al. (2004)
e Duarte e Marti (2007). Os testes sdo realizados para as instancias propostas por
Glover et al. (1998), Silva et al. (2004) e outras instancias criadas pelos autores de
tamanho até n = 2000 e m = 200, considerando 30 segundos de execugdo de cada
algoritmo e depois de 3 minutos de busca local, usando um Pentium IV 3 GHz com
3 GB de memoria RAM.

Em comparagdo com os algoritmos aproximados, poucos métodos exatos foram
propostos para o PDM. Erkut e Neuman (1991) propdem um algoritmo branch and
bound capaz de resolver instancias de até n = 50 e m = 10 com uma média de 5095
segundos em um computador AT 10 MHz.

Cutler e Klastorin (1997) apresentam duas heuristicas e um algoritmo branch and
bound que sdo testados para instancias de até n = 40.

De forma a tratar o problema de diversidade de grupos de trabalho, Bhadury
et al. (2000) apresentam um modelo capaz de reduzir o problema a um de fluxo em
redes e resolveu-o através de um algoritmo exato para uma base de dados real em
um custo de pés-graduacao.

Pisinger (2006) propde limites superiores para o PDM (chamado de Problema de
Dispersdo Soma-p em Pisinger (2006)) baseados em relaxa¢do Lagrangeana, progra-
macdo semi-definida e técnicas de reformulacdo. Além disso, ele propde um algo-
ritmo branch and bound capaz de resolver instancias de tamanho n = 90 e m aleatério
no intervalo [2,...,n — 2] em 3957 segundos em média. Os resultados sdo valores
médios de 10 instancias e sdo rodados em uma maquina AMD 64-bit 2.4 GHz. Ele
também propde um algoritmo de redugdo da instancia, através de fixacdo de var-
idveis. Caso a variavel x;, i € N for fixada em 0, a linha 7 e coluna i correspondente
sdo retiradas da matriz de distancia e 7 é, entdo, reduzido. E importante observar
que ele considera d;; # 0,i € N.

O trabalho mais recente de Marti et al. (2010) propde um algoritmo branch and
bound. Considerando um limite de execugdo do algoritmo de 1 hora e instancias
de Glover et al. (1998), eles conseguem obter solu¢des 6timas para instancias de
tamanho n = 100 e m = 10 em 4,4 segundos, um GAP de otimalidade de 5.4%
para instancias de tamanho n = 150 e m = 15 em 1834,4 segundos e um GAP
de otimalidade de 10.9% para instancias de tamanho n = 150 e m = 45 em 3600
segundos. Ja para as instdncias desenvolvidas por Silva et al. (2004), eles também
conseguem obter solugdes 6timas para instancias de tamanho n = 100 e m = 10
em 38,3 segundos, um GAP de otimalidade de 26,7% para instancias de tamanho
n = 150 e m = 15 e um GAP de otimalidade de 35, 6% para instancias de tamanho
n = 150 e m = 45, ambas em 3600 segundos. Os testes sdo realizados em um Pentium
IV 3 GHz com 3 GB de memoria RAM.
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2.4 Formulacao Matematica

Kuo et al. (1993) apresentam trés formulagdes inteiras para PDM, considerando a
defini¢do max-sum, citada na segdo 2.3, que tem como objetivo maximizar a soma
das diversidades de um subconjunto de elementos selecionados a partir de um con-
junto maior. A primeira formula¢do F1 modela o PDM como um programa inteiro
quadrético 0-1. Uma vez que F1 é ndo-linear, a segunda formula¢do F2 o converte
em um programa linear inteiro-misto. Para a terceira formulacdo F3, é feita uma
transformacdo de varidveis em F1 para transformd-lo em um problema com menos
varidveis e menos restrigcoes.

Considerando a definicdo do PDM discutida na se¢do 2.1 e seja x;, i € N, uma
varidvel que toma o valor 1 se o elemento i é selecionado e 0 caso contrdrio. O
problema de diversidade maxima pode ser modelado como um programa inteiro

quadratico 0-1:

Formulacao F1

n—-1 n
max 2 Z dijxix; (2.5)
i=1 j=i+1
s.a: Z X;j=m (2.6)
ieN
x; € {0,1}, Vie N (2.7)

No modelo, a fungdo objetivo (2.5) maximiza a soma das diversidades entre os
m elementos a serem selecionados do conjunto N. A restricdo (2.6) garante que
exatamente m elementos sejam selecionados do conjunto N. E as restri¢des (2.7) sdo
de integralidade para as varidveis x;,i € N.

Uma vez que a ndo-linearidade de F1 possa ser inconveniente, Kuo et al. (1993)
utiliza uma abordagem mostrada em Glover e Wolsey (1974) para transformé-lo
em um modelo linear 0 — 1, através da substitui¢do do produto x;x; em uma nova

variavel y;;, propondo a formulagao F2.
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Formulagao F2

n—=1 n
i=1 j=it1

s.a: 2 X;=m 2.9)
iEN
xi—i—xj—yi]-gl, Vi,jEN:i<j (2.10)
—x+Yyi; <0, Vi,jje N:i<j (2.11)
—xj+Yyi; <0, Vije N:i<j (2.12)
y,']' >0, Vi,jE N2i<j (2.13)
x; € {0,1}, Vie N (2.14)

Neste modelo, a fun¢do objetivo (2.8) maximiza a soma das diversidades entre
os m elementos a serem selecionados do conjunto N. A restricdo (2.9) garante que
exatamente m elementos sejam selecionados do conjunto N. As restrigdes (2.10)
fazem com que as variaveis y;; sejam igual a 1, sempre que x; e x; forem iguais a 1.
As restri¢oes (2.11) exigem que quando x; pertencer a solugao, entdo existird algum
j, tal que yij = 1,i,j € N. Do mesmo modo, As restri¢des (2.12) exigem que quando
x; pertencer a solugdo, entdo existird algum i, tal que y;; = 1,i,j € N. As restrigdes
(2.13) restringem o dominio das variaveis y;; a valores ndo-nulos e as restri¢des (2.14)
sdo de integralidade para as varidveis x;,7 € N.

Segundo Gallego et al. (2006), F2 produz uma relaxagdo linear fraca. Quando os

m

valores d;; sdo uniformemente distribuidos, a relaxagdo linear resulta em x; = 7,

para todo i.

Para o PDM, Kuo et al. (1993) utilizam as desigualdades propostas por Glover
(1975) para manipular programas inteiros quadraticos com varidveis reais e binarias.
Para o PDM, sejam U; = Z;Z:iﬂ max(0,d;;) e L; = ?:H
uma varidvel tal que w; = Z}“:i 11 dijxj,se x; = lew; <0,sex; =0, aformulagdo F1
pode ser reescrita da seguinte forma:

1 min(0, di]-) esejaw; i €N,
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Formulacio F3

n—1
max Z w; (2.15)
i=1
s.a: Z Xj=m (2.16)
ieN
—Uix; +w; <0, Vi=1,...,n—1 (2.17)
n
— ) dixj+Lix (1 —x;) +w; <0, Vi=1,...,n—1 (2.18)
j=i+1
w; € N, VieN (2.19)
x; € {0,1}, Vie N (2.20)

A restricdo 2.15 garante que a fungdo objetivo tenha o mesmo valor que a re-
stricdo 2.5. As restri¢des 2.17 asseguram que w; < 0, quando x; = 0. Enquanto que
as restrigdes 2.18 garantem que w; = Z;Z:i 1
definem o dominio da varidvel w;,i € N. E as restri¢des (2.14) sdo de integralidade

dijxj, quando x; = 1. As restrigoes 2.19

para as variaveis x;,i € N.

Ao fazer uma comparagdo com F1, a formulagdo F2 tem n(n — 1)/2 novas var-
idveis e 3n(n — 1) /2 novas desigualdades. Enquanto que a formulagdo F3 possui
apenas 1 — 1 varidveis novas e 2(n — 1) novas desigualdades.

Utilizando o CPLEX 8.0 com o limite maximo de tempo igual a uma hora, Marti
et al. (2010) fazem uma comparagdo entre as trés formulagdes, F1, F2 e F3 para
um conjunto de 75 instancias propostas por Glover et al. (1998) de tamanho de até
n = 30em = 24. A tabela 2.4 mostra o GAP médio de otimalidade, tempo médio
em segundos e o namero de solugdes 6timas alcancadas por cada formulagado. Eles
mostram que a formulagdo F3 tem melhores resultados em comparagdo com F1 e
F2 e em um menor intervalo de tempo. Em que o GAP de otimalidade médio é cal-
culado como o limite superior menos a melhor solugdo achada, ambos retornados
pelo CPLEX, dividido pelo limite inferior e multiplicado por 100. O GAP de otimal-
idade médio, entdo, é calcualdo somando o GAP de otimalidade das 5 instancias

diferentes de cada tamanho e dividindo-se por 5.

2.4.1 Outros problemas relacionados ao PDM na literatura

O PDM pode ser encontrado com outros nomes na literatura, considerando a defini¢do
de max-sum para o PDM. No trabalho de Kuby (1987), o PDM é chamado de Prob-

lema de Dispersdao Maxisum que tem como objetivo maximizar a distancia de sepa-
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Tabela 2.4: Resultados computacionais de Marti et al. (2010)

Formulagao F1 F2 F3
GAP médio (%) 0.7 08 00
Tempo médio (s) 592.6 711.7 96.9
Solugdes 6timas 65 66 75

ragdo média entre as facilidades j4 abertas. Ele propde uma formulagdo inteira 0 — 1
capaz de resolver instancias de tamanho n = 25 e m = 9 minutos e de tamanho
n = 25em = 10 em 15 minutos, usando um computador Boston University IBM
3090.

Nos trabalhos de Kincaid e Yellin (1993) e Pisinger (2006), o PDM é tratado como
Problema de Dispersdo Soma-p que é um problema de localizagdo de p facilidades
dado n locais pré-definidos, onde p < n, tal que a soma de distancias entre as p
facilidades seja maximizada.

Para alguns casos, trata-se de uma particularidade do problema proposto. Por
exemplo, para o Problema p-Maxiano (Erkut (1990)), tem-se uma configura¢do com m
facilidades ja instaladas e o seu objetivo é maximizar a soma de distancias entre os
pares ja existentes e as p novas facilidades mais a soma de distancias entre os pares
das p novas facilidades. Para o caso em que m é igual a zero, o problema se reduz ao
PDM. Para este problema, considerando que nenhuma facilidade ja estava instaalda,
Erkut (1990) foi capaz de resolver instancias de tamanho n = 25 e m = 10 em menos
de 45 segundos através de um algoritmo branch-and-bound em um computador AT
10 MHz.

O PDM pode ser tratato também como Problema de Soma-p-Defesa (Kincaid
(1992) e Cappanera (1999)), em que o objetivo é maximizar a soma de todas as dis-
tancias entre todos os pares de facilidades a serem instaladas. Kincaid (1992) desen-
volve um método de Simulated Annealing capaz de resolver instancias de tamanho
n = 33 e m = 15, propostos por Karg e Thompson (1964), com média de 438 segun-
dos e um algoritmo de Busca Tabu que resolve instancias de mesmo tamanho com
média de 80 segundos.

Outros nomes dados ao PDM sao:

e Problema de Dispersdao Max-AVG (Ravi et al. (1994)): consiste em selecionar
facilidades, tal que se maximize a distancia média entre as facilidades sele-
cionadas. Eles propdem um algoritmo de aproximagdo para o problema, mas

nenhum teste é realizado;

e Problema de Méaxima Dispersado (Hassin et al. (1997) e Fekete e Meijer (2004)):prob-
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lema de achar k vértices em um grafo completo com pesos ndo-negativos nos
arcos. Seu objetivo é selecionar um dado nimero de locais de um conjunto dis-
creto de candidatos, tal que a distancia média entre os locais selecionados seja
maximizada. Hassin et al. (1997) e Fekete e Meijer (2004)) propdem algoritmos

de aproximagdo para o problema com garantia de performance limitada.;

e Problema de k-subgrafo denso (Feige et al. (2001)): problema de maximizacao,
em que deseja-se achar um subgrafo denso com k vértices, dado um grafo.
Tem como entrada um grafo G e um parametro k, em que deseja-se achar um
conjunto de k vértices com grau méximo médio no subgrafo induzido por este
conjunto. Feige et al. (2001) propdem um algoritmo de aproximacao para este
problema;

e Problema de Clique-Remoto (Chandra e Halldorsson (2001) e Birnbaum e Gold-
man (2009)): consiste em achar um subconjunto de k vértices, formando um
subgrafo induzido de peso maximo,dado um ntimero inteiro positivo k e um
grafo completo com pesos ndo-negativos nos arcos satisfazendo a desigual-
dade triangular. Chandra e Halldorsson (2001) introduzem diversos tipos de
problemas, inclusive o Problema de Clique-Remoto, mas ndo chegam a ap-
resentar um algoritmo para resolvé-lo. Enquanto que Birnbaum e Goldman

(2009) propdem um algoritmo guloso simples para sua solugao.;

e Problema do Subgrafo com méaximo arco-ponderado (Macambira (2002)): tem
como objetivo achar um subgrafo tal que a soma dos pesos associados aos ar-
cos do subgrafo seja maximizada, sujeito a uma restricdo de cardinalidade.
Eles propdem um algoritmo de Busca Tabu capaz de resolver instancias de
tamanho n = 100 elementos e m = 50 com um tempo médio de aproximada-
mente 12 minutos, em um Pentium III 600 MHz com 256 Mbytes de memoria
RAM.

De modo a apresentar uma nova formula¢do e um método exato eficiente com
geracdo de planos de cortes ao longo dos nés da drvores Branch-and-Bound para a
solucdo do PDM, a Técnica de Reformulacdo de Linearizacdo e o método de De-

composicdo de Benders Revisado serdo descritos nas se¢des seguintes.
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2.5 Técnica de Reformulacao de Lineariza¢ao (TRL)

A TRL gera relaxac¢des de programacdo linear justas e desigualdades vélidas fortes
para uma larga classe de problemas de programacdo discreta combinatéria e con-
tinua ndo-convexa. Ela é capaz de gerar varios niveis hierdrquicos de representagdes
do problema original, aonde cada nivel aumenta o niimero de variaveis e restri¢des,
mas fortalece a relaxagdo de programacdo linear. O seu desenvolvimento originou
em Adams e Sherali (1986), Adams e Sherali (1990) e Adams e Sherali (1993), fo-
cando inicialmente em problemas 0-1 e lineares mistos 0-1.

Dada uma regido vidvel X de um problema linear inteiro misto 0-1 ou inteiro
quadratico 0-1 descrito por desigualdades e igualdades usando varidveis binarias
x = [x1,...,Xs] e continuas limitadas y = [y1,..., Y], @ TRL permite gerar uma
regido viavel X; de nivel hierdrquico d € {0,1,...,s}, tal que a relaxagdo linear
P(X,) é maior ou igual a do nivel anterior ou (X;) > P(X;_1) e Xo = X.

Para se gerar a regido vidvel X; do nivel d, usa-se a regido vidvel X; — 1 onde
cada igualdade é multiplicada pelas varidveis bindrias X, Vie(1,...,s), ecada de-
sigualdade, incluindo as restri¢des de dominio de varidveis sdo multiplicadas tanto
pelas variaveis bindrias x; quanto por seus complementos (1 — x;), Vj € (1,...,s).
Ap0s usar a relagdo sz = xj e xj(1 — x;) = 0 para cada varidvel binaria x;, Vj €
(1,...,s), e substituindo cada termo nao-linear y; [Tjc(1,. s xj, Vi € (1,...,w) por
uma varidvel auxiliar v;;, obtém-se entdo um conjunto poliedral de dimenséo su-
perior definido em termos das varidveis originais (x,y) e das novas varidveis v;;.
Dessa forma, denotando-se a projecdo X; no espago de varidveis originais como
Xp,, Adams e Sherali (1986) demonstram que a medida que se aumenta d, tém-se

que:

)(p0 D) }(p1 D) sz 2...20 Xpn = COYZU(X) (221)

onde conv(X) representa a envoltéria convexa do espago de solugdes vidveis X.

2.5.1 Exemplo de aplicacao da TRL

Para uma melhor compreensdo de como aplicar o TRL, um exemplo é mostrado
nesta secao.
Considere um formulagao inteira-mista 0-1 com a seguinte regido viavel X, ilustrada

na figura 2.1.

X={(x,y):3x+2y<6,—-x+y< g,x—ys Lxe{0,1},y>0} (222
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—x+y <3 —x+y <3
3 kL x—y <1
(0,2.5) x—y<1 (025)
(0 1) (0 1)
\Y, 1) \Y, 1)
(0,00 A1,0) * 0,00 A1,0) *
3x +2y < 3x+H2y <6

Figura 2.1: Regido vidvel de X

Figura 2.2: Envoltdria convexa de X

Para este caso, tém-se que s = 1 e, portanto, a relaxagdo X; no nivel d = 1 gera

a representacdo da envoltéria convexa de X. Para construir X;, multiplica-se as
1

restricdes de X por x e (1 — x) e usa-se a relagdo x> = x, além de fazer a substituicio

v = xy. Desta forma, encontra-se as seguintes restri¢des que representam o conjunto

X12
kX
3x+2y < 6=
*(1—x)
kX
—x+y§§=
2 #(1—x)
kX
x—y<1l=
= #(1— 1)

=0 <
=0 >

:>v§%x
=0v>3x+y—3

NIUT NIN

=

+

<
|

=0v>0
0v<—-x+y+1

=0>0
=0v<y

=

N1

(2.23)
(2.24)

(2.25)
(2.26)

(2.27)
(2.28)

(2.29)
(2.30)
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Para verificar a proje¢do Xp; de X; no espago de variaveis (x, y), reescreve-se X;
como:

5 5
X1 ={(x,y,0v): v 23x+y—3,02§x+y—§,020,
7
v ggx,vgix,vg—x—l—y—l—l,vgy} (2.31)

Ao usar a eliminagdo de Fourier-Motzkin, a equagdo 2.31 implica na projecdo:

X; ={(x,y) : max {3x+y—3,gx+y— g,O} <

3
min {EX, Ex, —X+y+1,y} (232)
Ao reescrever as desigualdades equivalentes de 2.32 e retirando-se as restri¢des
redundantes, obtem-se o conjunto 2.33 que descreve conv(X), conforme mostra a

tigura 2.2, lembrando que a varidvel x é bindria e a varidvel y é linear.

Xp1 =Xps ={(x,y): 2x+2y <5, x—y<1,0<x <1,y >0} (2.33)

2.6 Decomposicao de Benders Revisado

Nesta se¢do é descrito o método de Decomposi¢do de Benders Revisado proposto
em Martin (1999) que difere em relagdo ao método original ao gerar cortes ao longo
da arvore Branch-and-Bound.Ele é especializado para uma classe de problemas lin-
eares que possuem uma formulacdo com uma relaxagdo linear (RL) fraca e uma
formulagdo extendida com uma RL mais forte. O problema linear genérico sob con-
sideracdo é dado por:

min ¢’ x (2.34)
sa:Ax > b (2.35)
x €{0,1} (2.36)

Considerando que a formulagdo 2.34 — 2.36 é uma formula¢do com um pequeno
numero de varidveis e com uma RL fraca, é possivel obter uma formula¢do com uma

RL melhor, mas com mais variaveis e restricdes usando a técnica TRL, descrita na
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segdo 2.5, obtendo-se entdo uma nova familia de desigualdades Dx + Ey > f:

min ¢ x (2.37)
s.a: restri¢des 2.35 — 2.36 e:
Dx + Ey > £ (2.38)
y>0 (2.39)

Para qualquer x € X, onde X = {x : Ax > b,x € 0,1}, uma das duas afirma-
¢Oes seguintes é verdadeira:

1. Dx+Ey > f

2. Dx+Ey < f

Para o caso 1 implica que existe umy € Y, onde Y = {y : Ey > f —Dx} é a
regido de viabilidade de y. J& o caso 2 implica que ndo existe y € Y e pelo Lema de
Farkas, pode-se achar um hiperplano que separa o ponto X da regido Y. Uma forma
de acha-lo é através da introducdo de varidveis e que viabilizariam o subsistema

Ey < f — Dx (varidveis de erro). Obtendo assim um subsistema definido por:

min e (2.40)
s.a: Ey +e =f— Dx (2.41)
e>0 (2.42)

Associando varidveis duais u as restri¢des 2.41, pode-se encontrar o hiperplano

através do subproblema dual escrito como:

max (f — Dx)Tu (2.43)
sa:ETu<0 (2.44)
1Tu<1 (2.45)
uceR (2.46)

Para todo x € X, tal que ndo existe y € Y, pode-se achar um raio extremo, tal que
(f — Dx)T@ > 0. Este raio extremo prové um novo corte @’ Dx > @’ f, resultando no
seguinte problema mestre PM:
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PM
min ¢’ x (2.47)
sa: Ax>b (2.48)
a'Dx > a'f, VieU (2.49)
x € {0,1} (2.50)

onde U = {u : max(f — Dx)Tu,s.a: ET <0, é ilimitado}.

O ntimero de desigualdades 2.49 pode ser muito elevado, entretanto, apenas al-
gumas delas estardo ativas na solugdo 6tima, sugerindo, entdo, uma estratégia de
relaxacdo, ou seja, adicionar as desigualdades sob demanda. Temos entdo o Prob-
lema Mestre Relaxado (PMR):

PMR
min ¢’ x (2.51)
sa:Ax>b (2.52)
(@) Tox > (@) T, VacUh=1,...,H (2.53)
x € {0,1} (2.54)

onde H é o nimero méximo de desigualdades necessdrias para se obter a solugdo
6tima, podendo ser geradas ao longo da rvore de Branch-and-Bound. Um algoritmo
para o método de Decomposicdo de Benders Revisado aplicado ao PDM ¢é descrito a
seguir, onde @ (u) é o valor da fung¢do objetivo 2.43, () é um conjunto de nds viadveis
da arvore de Branch-and-Bound e 6 é um n6 da arvore com as restri¢des de branching
e as desigualdades 2.49:

Algoritmo 1: Método de Decomposicdo de Benders Revisado

Faga Q) = {4}, onde J é 0 no raiz do sistema (2.47) - (2.50).
Enquanto () # @ faca
Selecione 6* € ()
QO+ O\{6*}
Faca
Resolva ¢* obtendo x e @ (X)
Resolva (2.43) - (2.46), obtendo @ (u).
Se @(u) > 0, entdo adicione o corte 2.49 a PMR.
enquanto ¢ (i > 0)
Faga a ramificacdo resultando nos nés ¢’ e 6" e Q) <— QU{¥’, 8" }.
fim enquanto




Capitulo 3

Algoritmo proposto

Neste Capitulo, uma nova formulagdo baseada na TRL (2.5) e um algoritmo baseado
no método de Decomposigdo de Benders Revisado (2.6) sdo propostos para solucao
do PDM.

3.1 Aplicacao da técnica TRL

Para apresentar uma nova formulagdo para o PDM, considera-se a formulagdo orig-
inal F1 do PDM proposta por Kuo et al. (1993) com regido viavel X = {x;,i € N :
Yienxi=m,x; € {0,1},Vi € N}:

Formulagao F1

n-1 n
max Z Z dijx;X; (3.1)
i=1 j=i+1
s.a: Z X;j=m (3.2)
ieN
x; € {0,1}, VieN (3.3)

A formulagéo (3.1) — (3.3) é ndo-linear e sua linearizagdo F2, equacdes (2.8) - 2.14),
tem um pequeno ntimero de variaveis e uma RL fraca. E possivel obter uma formu-
lacdo com uma RL melhor, mas com mais varidveis e restricdes, usando a técnica
TRL, descrita na se¢do 2.5. Para isso, aplica-se 0 método TRL - nivel d = 1 so-
bre a regido vidvel Xy = X, onde cada igualdade é multiplicada pelas varidveis
binérias Xj, Vj € N, e cada desigualdade, incluindo as restri¢cdes de dominio das
varidveis, sdo multiplicadas tanto pelas variaveis bindrias x; quanto por seus com-

lementos (1 — x;),Vj € N. Dessa forma, varidveis auxiliares lineares v;; sdo cri-
P i) V] Yij

22
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adas ao substitui-las por cada termo nao-linear XiXj, Vi,j € N. Assim, encontra-se as

seguintes restri¢oes:

B2) xxj= Y i+ Y, yi= (m—1)x (34)

Jii<j jii>j
XX; = Yij 2 0 (3.5)

>0
= X (1 — x]) = Yij < Xx; (3.6)
X Xj = Yij < Xj (3.7)
X <1

x(1— x]) = Yij > X+ Xj— 1 (3.8)

Ap6s a aplicagdo da TRL sobre a formulagdo F1 equagdes (3.1) — (3.3), obtem-se a
formulacdo FB1 com o mesmo nimero de varidveis bindrias que F1, mas com uma

quantidade maior de variaveis lineares.

Formulagao FB1
n—=1 n
i=1 j=i+1

s.a: restrigdes (3.2) — (3.3)

Y yi+ Y i = (m—1)x VieN (3.10)
ji<j Jii>j
yij > xi+x—1 VijeN:i<j (3.11)
Vij < X; Vi,jeN:i<j (3.12)
Vij < Xj Vi,jeN:i<j (3.13)
yij =2 0, Vi,jeN:i<j (3.14)

A formulagdo acima é claramente um problema linear inteiro misto. Ela tem uma
RL melhor que F1 e F2, mas também uma quantidade maior de restri¢des e varidveis
lineares. Ela pode ser fortalecida ainda mais através da aplicagdo do método TRL
- nivel d = 2 sobre a regido viavel X1 = {x;,y;;,i,j € N,i < j : restri¢des(3.2) —
(3.2),(3.10) — (3.14) }, onde cada igualdade é multiplicada pelas varidveis bindrias
x, Vk € N, e cada desigualdade, incluindo as restrigdes de dominio das variaveis,
sdo multiplicadas tanto pelas varidveis bindrias x; quanto por seus complemen-
tos (1 — x¢),Vk € N. Dessa forma, varidveis auxiliares lineares zjjx sdo criadas ao
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substitui-las por cada termo ndo-linear y;;xy, Vi, j,k € N. Assim, nove familias de
desigualdades validas sdo adicionadas a formulac¢do FB1:

(3.10) X x) = Z Zijk + Z Zjik + Z Ziki = (m— z)yjk (3.15)

ii<j<k ifj<i<k ij<k<i
X X = zjjx > 0 (3.16)
(3.14)
X(1=xk) = zik < Yij (3.17)
X X = Zi < ;i (3.18)
(3.12) i =i
X(T—x) = —zjptya+y;—x <0 (3.19)
X Xk = Ziik < Yik (3.20)
(3.13) e
X (1 — xk) = _Zijk + y]k + ]/l] — x]' <0 (321)
(311) X Xg = —Zjjk + Yik +Yjx — 2 < 0 (3.22)
' X(1—xx)  =xi+x+%—Yi—Vik—VYut+zie <1 (323

Ap6s a aplicagdo da TRL nivel d = 2 sobre a regido viavel X1 = {x;,y;;,i,j €
N,i < j : restri¢des(3.2) — (3.3),(3.10) — (3.14) }, obtém-se a formulac¢do FB2:
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Formulag¢ao FB2
n—=1 n
max Z Z dijyij (3.24)
i=1 j=i+1
s.a: restrigdes (3.2) — (3.3),(3.10) — (3.14)
Yo ozig+ Y. zig+ Y, zj = (m—2)yj VjkeN:j<k (325)
ii<j<k ij<i<k ij<k<i
Zijk < Yij VijkeN:i<j j<k (3.26)
Zijk < Yik VijkeN:i<j j<k (327)
Zig < Yk Vijke N:i<j j<k (3.28)
— Zije + Vi + Yik — % < 0 Vijjke N:i<j j<k (329
— Zig + Y T Yij — % < 0 VijkeN:i<j j<k (3.30)
— Zijk + Yk + vij — % <0 Vijke N:i<j j<k (3.31)
Xi+ Xj+ Xk — Yij — Yk — Yik + zijk <1 Vijke N:i<j j<k (332
zjj > 0 VijkeN:i<j j<k (3.33)

Pode-se observar que FB2 tem o mesmo niimero de varidveis bindrias que F1
e F2 e uma quantidade maior ainda de variaveis lineares que a formulagao FB1,
ou seja, uma quantidade muito maior de varidveis lineares que bindrias, o que torna
interessante usar o método de Decomposicdo de Benders Revisado descrita na se¢ao
2.6.

3.2 Aplicacdao do método de Decomposicao de Benders

Revisado

Para a aplicacdo do método de Decomposigao de Benders Revisado ao PDM, observa-
se que todas as familias de desigualdades geradas, com excecdo de (3.25), tém uma
estrutura especial, ou seja, estdo escritas na forma Vi, j,k € N,i < j,j < k. Ape-
sar da restri¢do (3.25) contribuir muito para a formulacdo, ela a torna mais dificil
de resolver e portanto ndo vamos consideré-la para solugdo do problema da regido
de viabilidade Z = {zj, Vi, j,k € N,i < j,j <k :s.a(3.26) - (3.32)}, optando-se
por usar uma representacgdo parcial do modelo gerado através do TRL - nivel d = 2,
conforme ja sugerido por Adams e Sherali (1986).
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Para qualquer ¥;,7;; € X1,Vi,j € N,i < j, onde X; = {xi,yij,Vi,j eN,i<j:
s.a: (3.2) — (3.3),(3.10) — (3.14) }, uma das duas afirmacdes seguintes é verdadeira:

1. Jz; € Z,Vi,j,k € N,i < j < k,ondeZ = {(3.26) — (3.33)} ou

2. /Hzijk € Z,Vi,j,k € N,i< ] < k.

Para o caso 1 implica que existe um Zjjk € Z, Vi,j,k € N,i <j,j <k ondeZéa
regido de viabilidade de z;j. Jd o caso 2 implica que ndo existe um z;jx € Z,Vi, j, k €
N,i < j,j < k e pelo Lema de Farkas pode-se achar um hiperplano que separa o

ponto ¥;,7;; € X1,Vi,j € N,i < ] da regido Z. Uma forma de aché-lo ¢ através da

introducdo de varidveis de erro e que viabilizariam o subsistema:

mine; + ey +e3+eg+e5+eg+ ey (3.34)
s.a: — zZjjk +e1 > —j Vi jke N:i<j j<k (3.35)
— Zjk + €2 > —Vik Vi jke N:i<j, j<k (3.36)
— Zjk + €3 > —Vjk Vi jke N:i<j j<k (3.37)
Zijk +e4 2 Yik + Yjk — Xk Vi jke N:i<j, j<k (3.38)
zijk +e5 2 Yjk + Jij — Xj Vijke N:i<j, j<k (3.39)
Zijk +e6 2 Yik + Vij — Xi Vi jke N:i<j, j<k (3.40)
—Zjjk+e6 > X+ X+ —Gij—Fx—Jwx—1 Vij,keN:i<jj<k (341)
e1,62,6e3,64,6€5,66,67 > 0 (3.42)
zjjk > 0 Vi jke N:i<j, j<k (3.43)

Associando varidveis duais 1 - uy as restri¢des (3.35) - (3.41), pode-se encontrar
o hiperplano através do subproblema dual escrito como:

max — Vi1 — Yik2 — YjkU3

+ (Fik + Jjx — Tx)ua + (Fjx + Jij — Xj)us + (i + Jij — %i)ue

+ (% + X+ X — Fij — Jjx — Jir)uz (3.44)
s.a: — Uy —uUp —uz+ug+us+ug—uy <0 (3.45)
U+ up+us+ug+us+ug+uy <1 (3.46)

Uy, Uz, Uz, Uy, Us, g, Uy > 0 (3.47)
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Para qualquer X, Jij € X1,Vi,j € N,i < j, tal que ndo existe zZjjk € Z, Vi, j k €
N,i < j,j < k, pode-se achar um raio extremo que prové um novo corte para o
problema mestre PM, tal que (3.44) > 0.

Desse modo, fixada uma solugdo (x,y) = (X,¥), bastaria resolver o dual em
u1 — uy para obter um corte violado. No entanto, observando a estrutura das re-
strigdes (3.26) — (3.32), pode-se notar que a varidvel z;; esta canalizada, ou seja,
pode-se reescrever os pares de desigualdades (3.26) e (3.29), (3.27) e (3.30), (3.28)
e (3.31) e (3.32) e (3.33), na forma das desigualdades (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51),

respectivamente:

Uik + Tk — Xk < zijk < Jij (3.48)
Uik +¥ij — X < zijp < Jik (3.49)
Yik + Vij — Xi < Zijie < Yjk (3.50)

0 <z <¥ij+Px+Fux—%— % — % +1 (3.51)

Algoritmo 2: Calculo do valor de cada varidvel dual
Vi,jjke N:i<jj<k
Se (Fik + ¥jx — Xk > ¥ij), entdo uy = uy = 1/7. Sendo uy = uy = 0.
Se (Fjk + ¥ij — Xj > i), entdo upy = us = 1/7. Sendo uy = us = 0.
Se (gik +Vij— X > ]7]'](), entdo uz = ug = 1/7. Sendo uz = ug = 0.
Se (¥ +Uk+ Pk — X —%—%+1< 0), entdo uy = 1/7. Senéo uy = 0.

Ou seja, se por exemplo, (7ix + ¥jx — Xk > ¥ij), entdo o par de desigualdades
(3.26) e (3.29) seriam desrespeitados, o que implicaria em penalidade nas varidveis
u1 e uy no subproblema dual (3.44) - (3.47). Se caso todas os pares de desigualdades
(3.26) e (3.29), (3.27) e (3.30), (3.28) e (3.31) e (3.32) e (3.33) fossem desrespeitados,
entdo, conforme a restricao (3.46), a soma das variaveis duais deve ser menor ou
igual a 1 e, portanto, o valor maximo de cada varidvel dual u; — uy seria igual a
1/7, pois desta forma o subsistema (3.45) - (3.47) continuaria sendo vidvel e um
novo corte —ily;jxYij — HaijkYik — W3ijkYjk + Haijk (Vik + Yjk — Xx) + dsije(Yje + yij — xj) +
Aeijk (Yik + Yij — Xi) + 7 (Xi + X + X — yij — Yjx — yix) < 0 poderia ser adicionado
ao Problema Mestre Relaxado (PMR), onde as desigualdades sdo adicionadas sob

demanda:



3. ALGORITMO PROPOSTO 28

Formulagio PMR

n=1 n
i=1 j=it1

s.a: Z Xj=m (3.53)
ieEN
Ji<j jii>j
yi]-in—i—x]'—l VZ,]ENZ<] (3.55)
Yij < x; Vi,jE N:i<j (3.56)
Yij gx] Vi,jE N:i<j (3.57)
g >0 VieN (359)
0<% <1 VieN (3.59)

— UyijkYij — UoijkYik — U3ijkYjk

+ i (Yik + Yk — Xx) + Bsie (Y + Yij — X))

+a6ijk(yik+yij —xi) VijkeN:i<j j<k h=1,...,H
+ 7k (xi + X + Xk — Yij — Yjk — Yik) <0 (3.60)

onde H é o nimero maximo de desigualdades necessdrias para se obter a solugao

6tima, podendo ser geradas ao longo da arvore de Branch-and-Bound.

3.3 Proposicao de uma solucao viavel para o modelo

Uma vez que gasta-se um grande quantidade de tempo para que o CPLEX consiga
achar uma solugdo vidvel, foi usada uma heuristica GRASP proposta por Silva et al.
(2004) de modo a obter uma uma boa solucdo viavel inicial.

Ela consiste em construir uma solugéo inicial selecionando-se um elemento aleato-
riamente da lista restrita de candidatos LRC de tamanho k a cada iteracdo de con-
strugdo, onde k varia ao longo do conjunto de itera¢des, até que m elementos sejam
selecionados.

Para o primeiro elemento da solugdo construida, a LRC é criada calculando a
contribui¢do de cada elemento na solucdo através da soma das k maiores distancias
entre cada elemento. Os m — 1 elementos restantes sao selecionados da LRC que é

reconstruida para cada iteragdo, usando um procedimento adaptativo.
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Como as solugdes geradas pela fase de constru¢do podem nao ser localmente
6timos, entdo a fase de busca local tem como objetivo tentar melhorar cada solugao
construida ao substituir sucessivamente a solugao atual por uma melhor de sua viz-
inhanca, até que nenhuma solugdo melhor seja encontrada. Para esta fase de busca

local, foi usado o algoritmo proposto por Ghosh (1996).

3.4 Pré-processamento do método de Decomposicao

de Benders Revisado

De modo a acelerar a convergéncia do método proposto, é utilizado uma técnica
de pré-processamento no método de Decomposi¢do de Benders Revisado McDaniel
e Devine (1977). Ela consiste em gerar cortes a partir de solugdes fraciondrias, ao
desconsiderar as restricdes de integralidade e resolvendo o Problema Mestre du-
rante algumas iteragdes. A idéia geral é de gerar cortes a partir de um programa de
programagao linear ao invés de programas inteiros.

Existem algumas regras para determinar o nimero de vezes que o problema
mestre deve ser resolvido com as restri¢cdes de integralidade relaxadas. Algumas

possibilidades séo:

e Até que ndo se consiga mais realizar itera¢des, ou seja, até quando ndo se
perceba que o limite inferior possa ser melhorado;

e resolver o problema relaxado para as primeiras k iteragdes, k inteiro positivo,

e entdo resolver o problema inteiro;

e ou entdo até que seja atingido um critério de convergéncia delta. Por exemplo
um GAP de otimalidade < delta.

3.5 Fixacao de varidveis

De forma a reduzir o tamanho da formulacdo, um algoritmo de fixacdo de var-
idveis proposto por Mitchell (1997) é aplicado imediatamente apds o algoritmo de
pré-processamento (segdo 3.4). Seja uma solucdo primal vidvel atual (X, §) com
valor 7, os custos reduzidos r; da variavel x; , Vi € N, e um limite inferior 7;p
para o problema de programacgéo inteira. Mitchell (1997) mostra que se X= 0 e
(r; > (0 —91p)),Vi € N, entdo x; pode ser fixado em zero em qualquer solucao

6tima do problema e isso implica que y;; também pode ser fixado em zero, uma vez
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que y;j = x;xj, Vi, j € N. Ao fixar a varidvel x; para 0, a linha i e coluna j correspon-
dentes sao removidas da matriz de distancias d;; e o conjunto |N| = n é decrescido.
E importante observar que o custo reduzido da varidvel x;,Vi € N, é dado por
ri = Yji<jWij + Ljisj wji, onde wjj, Vi, j € N, € o custo reduzido da variavel y;j.

3.6 Meétodo exato para solu¢ao do PDM

Nesta secdo é descrito o método de Decomposicdo de Benders aplicado ao PDM
com geracdo de planos de cortes ao longo dos nés da arvore Branch-and-Bound. Ele

é descrito a seguir, onde:

e NHS: é o nimero de iteragdes de pré-processamento em que o problema mestre

relaxado é resolvido de forma a gerar cortes através do subproblema;
e cHS: é o contador do ntimero de iteragdes de pré-processamento executados;
e NBB: é o nimero planos de cortes gerados nos nds da arvore Branch-and-Bound,;

e cBB: é o numero de itera¢des de planos de cortes gerados nos nés da arvore

Branch-and-Bound,;
e ((x,y): é o valor da fungdo objetivo (3.52) para uma solugédo (x, y);
e 7;: sdo os custos reduzidos das variaveis x;, Vi € N;
e ¢(u): é o valor da fungdo objetivo (3.44);
e (2: é um conjunto de nos vidveis da arvore de Branch-and-Bound e

e J: é um no da arvore com as restri¢des de branching e as desigualdades (3.60):

E importante observar que o Passo 6 trata-se do algoritmo 1 com um novo critério
de parada NBB responsével por limitar o ntimero de cortes adicionados ao longo da
arvore Branch-and-Bound sob demanda.
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Algoritmo 3: Método de Decomposigdo de Benders Revisado aplicado ao PDM

Inicializa¢dao: Faga cHS <— 0 e cBB + 0.
Passo 1 (Pré-processamento):
Enquanto cHS < NHS faca
Resolva o PMR (3.52) — (3.58), obtendo ¥, ijs Vi, j,i <]
Resolva o subproblema (3.44) — (3.47), através do algoritmo 2, obtendo
u;, 1 <i < 7.Se existe uma varidvel dual ndo-nula e se o seu coeficiente
correspondente na fungdo objetivo (3.44) for também nado-nulo,
Vi, j,k € N,i < j <k, entdo adicione o corte correspondente (3.60) no PM.
Incremente cHS.
fim enquanto
Passo 2: Obtenha 915 <~ GRASP(secéo 3.3).
Passo 3(Fixac¢ao de varidveis: Resolva PMR (3.52) — (3.58), obtendo ;, Vi € N e
faga 0 + &(x,y).
Se (r; > (0 —0rp)), Vi € N, entdo x; «- 0 e y;; + 0, remova da matriz de
distancias d;; a linha i e coluna i correspondentes e decremente o conjunto
IN| = n.
Reescreva o PMR (3.52) — (3.58) sem as linhas e colunas removidas. Reinsira os
cortes gerados no Passo 1 adaptados para o modelo reduzido.
Passo 4: Caso alguma variavel da solucdo gerada no Passo 3 tenha valor igual a
1 e ela tenha sido fixada em 0, entdo gere uma nova solucao através da heuristica
para o modelo reduzido.
Passo 5: Adicione as restri¢des de integralidade (3.3) no modelo reduzido, insira
a solucdo no CPLEX e entre no Branch-and-Bound.
Passo 6: Faca 2 = {6}, onde J é 0 no raiz do sistema (3.52) — (3.60).
Enquanto cHS < NHS faca
Selecione 6* € (2
Q +— O\{6*}
Faca
Resolva ¢* obtendo ¥ e ¢(X).
Resolva o algoritmo 2, obtendo ¢(u).
Se existe uma varidvel dual ndo-nula e o seu coeficiente correspondente na
fungdo objetivo (3.44) for também ndo-nulo, Vi, j,k € N,i < j < k, entdo
adicione o corte correspondente (3.60) no PM. Incremente cBB.
enquanto (¢(u) > 0 ou cBB < NBB)
Faca a ramifica¢do resultando nos nés ¢’ e 6" e Q + QJ{d’,¢"}.
fim enquanto




Capitulo 4

Resultados computacionais

Neste capitulo sdo apresentados os resultados computacionais alcangados de forma
a avaliar o desempenho do método de Decomposicdo de Benders Revisado (DBR)
para solugdo do PDM proposto na secdo 3.6. Ele foi implementado em linguagem
C/C++ através usando o ILOG CPLEX 12.1 Concert Technology.

Todos os testes foram feitos usando um computador Intel(R) Core(TM) 2 Quad
CPU Q8400 2.66Ghz com 4GB de memoria RAM e sistema operacional Linux. Foram

utilizados dois conjuntos de instancias para os testes:

e GKD: propostos por Marti et al. (2010), consistem em 50 matrizes cujos valores
sdo distancias euclidianas entre cada par de pontos com coordenadas geradas
aleatoriamente no intervalo [0,10], onde cada ponto tem r coordenadas var-
iando entre 2 e 21. Os tamanhos das matrizes sdo tais que n = 25 para m = 2
em=7n=>5param =5em =15n =100 param = 10em = 30,n = 125
param =12em =37 en = 150 param = 15 e m = 45.

e SOM: propostos por Silva et al. (2004), consistem em 50 matrizes cujos valores
inteiros sdo gerados seguindo uma distribui¢do uniforme no intervalo [0,9].

Os tamanhos das matrizes sdo os mesmos para o conjunto de instdncias GKD.

Para todos os testes realizados, o ntiimero de iteracdes de pré-processamento
NHS (secdo 3.4) e o critério de parada NBB do Passo 6 do algoritmo 3 (secdo 3.6)
foram escolhidos empiricamente para cada instancia. O GAP de otimalidade é cal-
culado como o limite superior (retornada pelo CPLEX) menos o limite inferior, di-
vidido pelo limite superior e multiplicado por 100, ambos retornados pelo CPLEX).
Para o conjunto GKD néo foi estabelecido um tempo limite como critério de parada
para o algoritmo, enquanto que para o conjunto SOM estabeleceu-se um limite de

execugdo igual a uma hora (3600s), devido as suas instancias serem caracterizadas

32
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por uma baixa variabilidade e portanto com um grande ntiimero de solugdes de-
generadas, o que desfavorece a utilizacdo de um método exato para a sua solugao,
enquanto beneficia heuristicas a encontrarem bons limites superiores.

As tabelas 4.1 e 4.2 mostram o nimero de iteragdes de pré-processamento NHS
(secdo 3.4), aplicados a cada instancia, o tempo de execucdo em segundos T(s) e o
GAP de otimalidade, durante a fase de pré-processamento. As instancias que ndo
tiveram iteracdo de pré-processamento estdo marcadas com o simbolo “-”.

Para o conjunto GKD, os resultados mostram que as 25 instancias que tiveram
itera¢des de pré-processamento, em um total de 50, obtiveram GAP de otimalidade
inferior a 2% com excecédo da instancia 17, sendo que 14(28%) instancias atingiram a
otimalidade apenas nesta fase de pré-processamento. Apenas 5 instancias gastaram

mais uma hora de tempo computacional nesta fase.

Tabela 4.1: Resultados de pré-processamento para as instancias GKD propostas por
Marti et al. (2010) sem tempo limite como critério de parada

Instancia n m NHS T(s) GAP(%) Instancia n m NHS T(s) GAP(%)
1 25 2 0 - - 26 100 30 3 285,13 0,25
2 25 2 0 - - 27 100 30 3 820,76 0,02
3 25 2 0 - - 28 100 30 2 54,59 0,00
4 25 2 0 - - 29 100 30 3 147,31 0,00
5 25 2 0 - - 30 100 30 3 390,49 0,00

Média - - Média 339,66 0,05
6 25 7 2 0,05 0,00 31 125 12 0 - -
7 25 7 2 0,03 0,00 32 125 12 0 - -
8 25 7 2 0,07 0,00 33 125 12 0 - -
9 25 7 2 0,03 0,00 34 125 12 0 - -
10 25 7 2 0,04 0,00 35 125 12 0 - -
Média 0,044 0,00 Meédia - -
11 50 5 0 - - 36 125 37 3 3003,99 0,78
12 50 5 0 - - 37 125 37 3 1419,36 0,00
13 50 5 0 - - 38 125 37 3 3219,65 0,17
14 50 5 0 - - 39 125 37 4 15562,09 0,07
15 50 5 0 - - 40 125 37 4 1837,3 0,27
Média - - Média  5008,48 0,26
16 50 15 3 4,13 0,78 41 150 15 0 - -
17 50 15 2 1,32 10,23 42 150 15 0 - -
18 50 15 3 3,05 0,00 43 150 15 0 - -
19 50 15 3 3,52 0,00 44 150 15 0 - -
20 50 15 5 6,45 0,93 45 150 15 0 - -
Média 3,69 2,39 Meédia - -
21 100 10 0 - - 46 150 45 4 35514,69 0,00
22 100 10 0 - - 47 150 45 3 15066,3 0,00
23 100 10 0 - - 48 150 45 2 8259,55 1,37
24 100 10 0 - - 49 150 45 3 11024,29 0,00
25 100 10 0 - - 50 150 45 2 3811,85 1,48

Média - - Média 14735,34 0,57
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Enquando que para o conjunto SOM, entre as 30 instancias que tiveram iteragdes
de pré-processamento, em um total de 50, apenas 4 atingiram a otimalidade nesta
fase de pré-processamento. Para as instancias restantes, obteve-se GAP de otimal-
idade variando entre 4,57% e 13,64% para tamanhos entre n = 25 param = 7 e
n = 50 para m = 15, enquanto que para os de tamanho entre n = 100 para m = 30
en = 150 para m = 45, o GAP de otimalidade variou entre 13,43% e 24,43%.
Observa-se para este conjunto que 11 instancias gastaram uma hora de tempo com-

pucional nesta fase.

Tabela 4.2: Resultados de pré-processamento para as instdncias SOM propostas por
Silva et al. (2004), considerando um tempo limite de execugdo igual a uma hora
(3600s) como critério de parada

Instancia n m NHS T(s) GAP(%) Instancia n m NHS T(s) GAP(%)
1 25 2 0 - - 26 100 30 4,00 1235,63 14,84
2 25 2 0 - - 27 100 30 4,00 1338,66 15,16
3 25 2 0 - - 28 100 30 4,00 1841,97 13,43
4 25 2 0 - - 29 100 30 4,00 1392,33 14,87
5 25 2 0 - - 30 100 30 4,00 3600,00 15,81

Meédia - - Média 14,82
6 25 7 2 0,09 0,00 31 125 12 0,00 - -
7 25 7 3 0,15 0,00 32 125 12 0,00 - -
8 25 7 3 0,12 0,00 33 125 12 0,00 - -
9 25 7 2 0,09 4,57 34 125 12 0,00 - -
10 25 7 3 0,11 0,00 35 125 12 0,00 - -
Média 0,11 0,91 Média - -
11 50 5 0 - - 36 125 37 3,00 3600,00 17,96
12 50 5 0 - - 37 125 37 3,00 3600,00 19,04
13 50 5 0 - - 38 125 37 3,00 3600,00 18,14
14 50 5 0 - - 39 125 37 3,00 3600,00 18,92
15 50 5 0 - - 40 125 37 3,00 3600,00 17,98
Meédia - - Meédia 18,41
16 50 15 2 2,04 13,47 41 150 15 4,00 468,90 24,43
17 50 15 2 2,88 9,27 42 150 15 4,00 601,30 23,35
18 50 15 3 10,94 8,25 43 150 15 4,00 460,76 22,25
19 50 15 2 2,49 13,64 44 150 15 4,00 512,51 21,75
20 50 15 2 3,19 9,31 45 150 15 4,00 721,00 23,35
Média 4,31 10,79 Meédia 23,03
21 100 10 0 - - 46 150 45 2,00 3600,00 26,30
22 100 10 0 - - 47 150 45 2,00 3600,00 25,78
23 100 10 0 - - 48 150 45 2,00 3600,00 26,84
24 100 10 0 - - 49 150 45 2,00 3600,00 27,60
25 100 10 0 - - 50 150 45 2,00 3600,00 26,18

Meédia - - Meédia 26,54
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As tabelas 4.3 e 4.4 fazem comparacdo entre o algoritmo Branch-and-Bound (BB)
proposto por Marti et al. (2010) e DBR com um limite de execugdo igual a uma hora,
uma vez que eles reportam os seus resultados considerando esse limite. Além disso,
eles mostram apenas a média do tempo computacional em segundos e do GAP de
otimalidade para cada combinagdo de valores de 1 e m.

Para GKD, observa-se que o algoritmo DBR atinge a otimalidade em 38 in-
stancias em um total de 50 com apenas uma hora de tempo computacional. Além
disso, DBR obtém um GAP médio consideravelmente menor que BB para todos os
tamanhos, sendo que o maior GAP médio de DBR é de 1, 02% para as instancias de
tamanho n = 150 e m = 45, contra 13,70% para as instancias de tamanho n = 125
e m = 37 de BB. O algoritmo DBR perde apenas em tempo computacional para
pequenas instancias variandoden =25em = 2an = 100 e m = 10, mas atingindo
o mesmo GAP de otimalidade médio em relacdo a BB para esses tamanhos.

Os resultados mostram que para o conjunto SOM, DBR gasta mais tempo na
média que BB para atingir a otimalidade para pequenas instancias de tamanho var-
iando entre n = 25 param = 7 e n = 100 para m = 10. Mas para instancias maiores,
DBR consegue atingir um GAP médio relativamente menor que BB para um in-
tervalo de 3600 segundos, com exce¢do das instancias de tamanho n = 125 para
m = 12, uma vez que BB consegue atingir a otimalidade com 2678,9 segundos.



Tabela 4.3: Comparativo entre o algoritmo Branch-and-Bound BB(Marti et al. (2010)) e o algoritmo DBR proposto para as instancias
GKD por Marti et al. (2010), considerando um tempo limite de execugdo igual a uma hora (3600s) como critério de parada

BB DBR BB DBR
Instancia n m T(s) GAP(%) T(s) GAP(%) Instancia n m T(s) GAP(%) T(s) GAP(%)

1 25 2 0,16 0,00 26 100 30 582,42 0,00
2 25 2 0,12 0,00 27 100 30 3600 0,80
3 25 2 0,11 0,00 28 100 30 89,4 0,00
4 25 2 0,12 0,00 29 100 30 182,48 0,00
5 25 2 0,11 0,00 30 100 30 425,43 0,00
Meédia 0 0,00 0,12 0,00 Média 3576,2 86 97595 0,16

6 25 7 0,41 0,00 31 125 12 485,38 0,00
7 25 7 0,38 0,00 32 125 12 669,41 0,00
8 25 7 0,41 0,00 33 125 12 69,27 0,00
9 25 7 0,39 0,00 34 125 12 28,11 0,00
10 25 7 0,41 0,00 35 125 12 178,92 0,00
Média 0 0,00 0,40 0,00 Média 2979 0 286,22 0,00

11 50 5 1,30 0,00 36 125 37 3600 0,78
12 50 5 1,35 0,00 37 125 37 1518,5 0,00
13 50 5 1,34 0,00 38 125 37 3600 0,17
14 50 5 1,36 0,00 39 125 37 3600 0,23
15 50 5 2,43 0,00 40 125 37 3600 0,00
Média 0 0,00 1,56 0,00 Média 3600 13,70  3183,70 0,24

16 50 15 28,01 0,00 41 150 15 381,07 0,00
17 50 15 403,55 0,00 42 150 15 1383,99 0,00
18 50 15 6,55 0,00 43 150 15 3600 1,33
19 50 15 7,21 0,00 44 150 15 461,54 0,00
20 50 15 29,12 0,00 45 150 15 1115,76 0,00
Média 04 0,00 94,89 0,00 Média 1834,4 540 138847 0,27

21 100 10 17,51 0,00 46 150 45 3600 1,23
22 100 10 14,66 0,00 47 150 45 3600 047
23 100 10 57,01 0,00 48 150 45 3600 1,49
24 100 10 23,55 0,00 49 150 45 3600 043
25 100 10 14,90 0,00 50 150 45 3600 1,48
Média 44 0,00 2553 0,00 Média 3600 10,90 3600 1,02
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Tabela 4.4: Comparativo entre o algoritmo Branch-and-Bound BB(Marti et al. (2010)) e o algoritmo DBR proposto para as instancias
SOM por Silva et al. (2004),considerando um tempo limite de execugdo igual a uma hora (3600s) como critério de parada

BB DBR BB DBR
Instincia n m T(s) GAP(%) T(s) GAP(%) Instancia n m T(s) GAP(%) T() GAP(%)

1 25 2 0,11 0,00 26 100 30 3600 14,84
2 25 2 0,11 0,00 27 100 30 3600 15,16
3 25 2 0,11 0,00 28 100 30 3600 13,43
4 25 2 0,10 0,00 29 100 30 3600 14,87
5 25 2 0,12 0,00 30 100 30 3600 15,81
Média 0,00 0,00 0,11 0,00 Meédia 3600 31,70 3600 14,82

6 25 7 0,43 0,00 31 125 12 3600 15,61
7 25 7 0,50 0,00 32 125 12 3600 14,29
8 25 7 0,46 0,00 33 125 12 3600 18,51
9 25 7 1,39 0,00 34 125 12 3600 15,80
10 25 7 0,45 0,00 35 125 12 3600 15,99
Média 0,00 0,00 0,65 0,00 Média  2678,90 0,00 3600 16,04

11 50 5 1,94 0,00 36 125 37 3600 17,96
12 50 5 1,61 0,00 37 125 37 3600 19,04
13 50 5 1,78 0,00 38 125 37 3600 18,14
14 50 5 1,75 0,00 39 125 37 3600 18,92
15 50 5 1,79 0,00 40 125 37 3600 17,98
Média 0,00 0,00 1,77 0,00 Meédia 3600 34,60 3600 18,41

16 50 15 481,58 0,00 41 150 15 3600 24,43
17 50 15 151,38 0,00 42 150 15 3600 23,35
18 50 15 838,01 0,00 43 150 15 3600 22,25
19 50 15 741,52 0,00 44 150 15 3600 21,75
20 50 15 194,46 0,00 45 150 15 3600 23,35
Média 22,80 0,00 481,39 0,00 Meédia 3600 26,70 3600 23,03

21 100 10 2449,63 0,00 46 150 45 3600 26,30
22 100 10 2202,45 0,00 47 150 45 3600 25,78
23 100 10 1022,73 0,00 48 150 45 3600 26,84
24 100 10 1227,96 0,00 49 150 45 3600 27,60
25 100 10 1514,70 0,00 50 150 45 3600 26,18
Média 38,30 0,00 168349 0,00 Meédia 3600 35,60 3600 26,54
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A tabela 4.5 mostra o tempo computacional gasto em segundos para DBR atingir

a otimalidade para as instancias que ndo conseguiram atingir o 6timo para um limite

maximo de uma hora. Observa-se que DBR consegue atingir a otimalidade com

menos de 86400 segundos (24 horas de mdquina), com excecdo da instancia 36 que

gasta quase 86000 segundos para fechar um GAP de 0,78% e da instancia 48 que

gasta aproximadamente 91000 segundos para fechar um GAP de 1,49%.

Tabela 4.5: Tempo computacional gasto para o algoritmo DBR proposto atingir a
otimalidade das instancias GKD propostas por Marti et al. (2010), sem tempo limite

como critério de parada

Instdincia n m T(s)
27 100 30 6607,31
36 125 37 89395.48
38 125 37 9360.50
39 125 37 17157.96
40 125 37 5325.80
43 150 15 4618.82
46 150 45 35652.98
47 150 45 15123.47
48 150 45 94727.12
49 150 45 11164.32
50 150 45 69379.51
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As tabelas 4.6 e 4.7 mostram o tempo gasto em segundos para a heuristica GRASP
(segdo 3.3) calcular solugdes vidveis para o PDM, assim como o GAP de otimalidade
calculado como o 6timo menos a solugdo vidvel obtida, dividido pelo 6timo e multi-
plicado por 100. Os resultados mostram que a heuristica usada é capaz de encontrar
solugdes iniciais muito boas para o BDR em até 140 segundos, acelerando o método
ainda mais. Os simbolos “-"da tabela 4.7 significam que o GAP de otimalidade ndo
pode ser calculado, uma vez que o 6timo nado havia sido encontrado.

Tabela 4.6: Tempo computacional gasto para a Heuristica GRASP proposta por Silva
et al. (2004) calcular uma solugdo vidvel, assim como o GAP de otimalidade atingido
por este para as instancias de GKD propostas por Marti et al. (2010)

Instincia n m T(s) GAP(%) Instincia n m T(s) GAP(%)
1 25 2 011 0.00 26 100 30 34.76 0.00
2 25 2 0.10 0.00 27 100 30 34.65 0.00
3 25 2 011 0.00 28 100 30 34.91 0.00
4 25 2 011 0.00 29 100 30 35.16 0.00
5 25 2 010 0.00 30 100 30 34.93 0.00
6 25 7 0.36 0.00 31 125 12 21.75 0.00
7 25 7 035 0.00 32 125 12 21.85 0.00
8 25 7 034 0.00 33 125 12 21.84 0.00
9 25 7 0.36 0.00 34 125 12 21.60 0.00

10 25 7 037 0.00 35 125 12 21.70 0.00
11 50 5 1.17 0.00 36 125 37 7240 0.00
12 50 5 1.15 0.00 37 125 37 76.81 0.00
13 50 5 1.18 0.00 38 125 37 7258 0.00
14 50 5 1.17 0.00 39 125 37 73.16 0.00
15 50 5 1.18 0.00 40 125 37 72.70 0.00
16 50 15 3.54 0.00 41 150 15 41.35 0.00
17 50 15 3.66 0,13 42 150 15 41.38 0.00
18 50 15 3.50 0.00 43 150 15 4145 0.00
19 50 15 3.69 0.00 44 150 15 41.42 0.00
20 50 15 3.53 0.00 45 150 15 41.63 0.00
21 100 10 10.97 0.00 46 150 45 138.29 0.00
22 100 10 11.04 0,01 47 150 45 138.94 0.00
23 100 10 11.49 0.00 48 150 45 136.70 0.00
24 100 10 11.28 0.00 49 150 45 140.03 0.00

25 100 10 10.87 0.00 50 150 45 138.22 0.00
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Tabela 4.7: Tempo computacional gasto para a Heuristica GRASP proposta por Silva
et al. (2004) calcular uma solugdo viavel, assim como o GAP de otimalidade atingido
por este para as instancias de SOM propostas por Silva et al. (2004)

Instincia n m T(s) GAP(%) Instincia n m T(s) GAP(%)
1 25 2 010 0.00 26 100 30 33.50 -
2 25 2  0.09 0.00 27 100 30 33.86 -
3 25 2 0.09 0.00 28 100 30 33.61 -
4 25 2 0.10 0.00 29 100 30 34.01 -
5 25 2 0.10 0.00 30 100 30 33.54 -
6 25 7 034 0.00 31 125 12 20.65 -
7 25 7 035 0.00 32 125 12 20.90 -
8 25 7 034 0.00 33 125 12 20.50 -
9 25 7 034 0.00 34 125 12 20.44 -

10 25 7 034 0.00 35 125 12 20.69 -
11 50 5 1.11 0.00 36 125 37 68.99 -
12 50 5 1.15 0.00 37 125 37 70.45 -
13 50 5 1.14 0.00 38 125 37 69.34 -
14 50 5 1.13 0.00 39 125 37 70.78 -
15 50 5 1.14 0.00 40 125 37 69.97 -
16 50 15 344 0.00 41 150 15 38.39 -
17 50 15 2.88 0.00 42 150 15 38.42 -
18 50 15 3.37 0.00 43 150 15 38.77 -
19 50 15 249 0.00 44 150 15 38.95 -
20 50 15 342 0.00 45 150 15 38.46 -
21 100 10 10.36 0.00 46 150 45 132.29 -
22 100 10 10.39 0.00 47 150 45 132.71 -
23 100 10 10.50 0.00 48 150 45 131.31 -
24 100 10 10.41 0.00 49 150 45 128.32 -
25 100 10 10.34 0.00 50 150 45 129.11 -

As tabelas 4.8 e 4.9 mostram a média do percentual de varidveis x e y fixadas
através do algoritmo de fixagdo proposto na segdo (se¢do 3.5) para os valores 6ti-
mos atingidos pelo algoritmo DBR. O simbolo “-"significa que nenhuma variavel
foi fixada.

Pode-se observar que um grande percentual de varidveis foram fixadas para o
conjunto GKD, contribuindo para a redugdo da formulagdo. Isso se deve a quali-
dade dos limites superior e inferior retornados pelo pré-processamento e pela heuris-
tica GRASP, respectivamente. Enquanto que para o conjunto SOM, apenas um per-
centual das varidveis bindrias x puderam ser fixadas (até 33,40%) para instancias
com tamanho com n > 50, dificultando a sua solucao.

E importante observar que mesmo reduzindo consideralvemente o tamanho da
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formulacgdo, isso ndo implica em reduzir a complexidade na mesma propor¢ao, uma
vez que m permanece constante e por isso, torna-se mais dificil de se selecionar
elementos.

Tabela 4.8: Média do percentual de varidveis x e y fixadas através do algoritmo de
fixagdo proposto na secdo (segdo 3.5) para as instancias GKD propostas por Marti
et al. (2010)

n m X Y
25 2 92.00 99,67
25 7 - -

50 5 66.00 87,02
50 15 20.00 35,75
100 10 64,40 87,17
100 30 36.00 58,78
125 12 67,52 89,49
125 37 28,60 47,99
150 15 62,53 86,05

150 45 12.00 22,62

Tabela 4.9: Média do percentual de varidveis x e y fixadas através do algoritmo de

tixagdo proposto na sec¢do (se¢do 3.5) para as instdncias SOM propostas por Silva
et al. (2004)

n m X Y
25 2 92.00 99,67
25 7 - -

50 5 33,40 54,05
50 15 040 0,80
100 10 9,20 17,50
100 30 0,00 0,00
125 12 5,78 11,19
125 37 0,00 0,00
150 15 2,00 3,96
150 45 0,00 0,00




Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, foi proposta uma nova formulagdo para o Problema de Diversidade
Maéxima baseada na Técnica de Linearizagdo de Reformulacdo. Para resolugéo deste
problema foi apresentado um método de Decomposi¢do de Benders Revisado com
geragdo de cortes ao longo da arvore Branch-and-Bound.

Este método contou com um pré-processamento do método que foi capaz de
acelerar a sua convergéncia, chegando a resolver instancia de tamanho n = 125 e
m = 37 com menos de uma hora de processamento, além de obter um GAP de oti-
malidade inferior a 2% em 48% das instancias de um conjunto, desde que o nimero
méaximo de itera¢cdes nesta estapa fosse calibrado. Além disso, contou com uma
heuristica capaz de prover bons limites inferiores para o método proposto em até
140 segundo, acelerando-o ainda mais. Utilizou-se também uma técnica de fixacdo
de varidveis que foi capaz de reduzir o tamanho da formulacdo em até 92% das
variaveis inteiras.

Os resultados apresentados mostram que esse algoritmo é capaz de resolver
problemas de até 150% com 15 selecionados com menos de 1 hora de processa-
mento, demonstrando ser competitivo frente aos métodos propostos na literatura
para solucdo do problema.

Como possiveis trabalhos futuros, poderia-se testar a fixagdo das varidveis para
valores igual a um. Além disso, poderia-se testar a inclusdo da restricdo que foi

retirada e resolvé-la através do método de geragdo de colunas.
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