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Resumo

Uma das estranhas consequéncias da estrutura matemética da teoria
quantica é a existéncia de correlacbes que nao podem ser explicadas por
teorias realistas locais. Nesta dissertagao vamos nos dedicar ao estudo da
nao-localidade quantica. Estudaremos a estrutura matematica dos conjun-
tos formados pela estatistica de resultados de um experimento de correlagao.
Veremos como as hipdteses classicas de realismo local impdem restrigoes a
esses conjuntos, e que as correlagoes geradas pela mecanica quantica sao ca-
pazes de violar tais restricoes. Investigando o carater nao-local dos estados
quanticos, veremos que emaranhamento é uma condicao necessaria para a
existéncia de correlagoes nao-locais, mas que nao é suficiente. Abordaremos
novos cenarios, recentemente propostos para o estudo de nao-localidade, que
vém estreitando ainda mais a relagao entre emaranhamento e nao-localidade.



Abstract

One of the strange consequences of the mathematical structure of quan-
tum theory is the existence of correlations that can not be explained by
local realistic theories. This dissertation is devoted to the study of quan-
tum nonlocality. We study the mathematical structure of the sets formed by
the statistical results of correlation experiments. We show how the classical
hypotheses of local realism impose restrictions on these sets, and that the
correlations generated by quantum mechanics are able to violate such res-
trictions. Investigating the nonlocal character of quantum states, we see that
entanglement is a necessary condition for the existence of nonlocal correlati-
ons, but it is not sufficient. We also discuss new scenarios recently proposed
for the study of nonlocality, which are further strengthening the relationship
between entanglement and nonlocality.

vi



Prdlogo

Em uma palestra apresentada na prestigiosa ‘Messenger Lecture’ da Uni-
versidade de Cornell', Richard Feynman fez a seguinte afirmacao:

“There was a time when the newspaper said that only twelve men
understood the theory of relativity. I do not believe there ever
was such a time. There might have been a time when only one
man did, because he was the only guy who caught on, before he
wrote his paper. But after people read the paper a lot of people
understood the theory of relativity in some way or other, certainly
more than twelve. On the other hand, I think I can safely say that
nobody understands quantum mechanics.”

Um tanto perigosa e desanimadora, tal afirmacao deve ser tomada com
muito cuidado. Mais profunda do que parece, ela se refere a esséncia, ou
talvez falta de esséncia, da teoria quéantica. Diferente de toda a nossa base
de pensamento classico a mecanica quantica causa enormes angustias se ten-
tamos entrar no campo de perguntar “como isso pode ser como é7”

Em seu livro [2], Itamar Pitowsky discute o que faz da relatividade uma
teoria imediatamente compreendida e da mecanica quantica uma teoria que
“ninguém entende”®. O ponto é que por mais estranha ou complicada que
seja a teoria da relatividade, ela tem um principio fisico como axioma do qual
toda a teoria segue. Ja para mecéanica quantica, embora matematicamente
bem estabelecida, nao conhecemos o principio fisico que faz com que ela seja
como ela é.

Em geral, uma mudanca revolucionaria na fisica tedrica ocorre quando
um velho principio é abandonado e substituido por outro. No caso da relati-
vidade especial, é possivel apontar o principio fisico que “carrega o fardo da
revolugao”: a constancia da velocidade da luz em qualquer referencial iner-
cial. Uma vez aceito esse principio, o que nao é um pequeno passo, toda a

! As sete aulas apresentadas por Feynman foram transcritas para o livro The Character
of Physical Law [1]. O video das aulas pode ser encontrado no youtube.
2Bastante recomendada a leitura da Introducdo do livro do Pitowsky.
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teoria segue. J4 para a teoria quantica, qual principio fisico podemos apontar
como o gerador revolugao?

Pitowsky discute alguns candidatos. O principio da incerteza (enunci-
ado da forma: “Existem grandezas fisicas complementares, como posicao e
momento, e nao é possivel descrever um sistema fisico simultaneamente em
termos de grandezas complementares.”) nao é propriamente uma lei da fisica,
ele é muito mais uma lei meta-fisica, i.e. ele fala sobre como devem ser as
teorias fisicas e nao sobre uma teoria em particular.

Um segundo candidato seria o principio da superposicao. Entretanto este
fala sobre vetores de estado quantico que, na interpretacdo mais comum da
mecanica quantica, nao tém realidade fisica. O que tem significado fisico sao
as probabilidades que podem ser calculadas a partir deles e nao os vetores
em si. Portanto como dizer que este é um principio fisico?

E assim por diante, a revolugao tedrica gerada pela mecanica quantica
parece resistir a uma descricao do tipo: “A lei fisica A foi abandonada e
substituida pela lei fisica B”. Pitowsky atribui essa dificuldade em definir
um principio fisico para a mecanica quantica a principal razao de porque
“ninguém entende mecanica quantica”.

Na falta de um principio que nos guie no entendimento da teoria s6 nos
resta explorar toda a sua estrutura matematica e ver suas consequéncias,
para que possamos investigar melhor os aspectos em que essa teoria difere
da fisica classica.

Uma das estranhas consequéncias dessa estrutura matematica sera o foco
de estudo desta dissertacao: a nao-localidade quantica, que revela que a
mecanica quantica nao pode ser explicada com a visao classica que temos do
mundo.

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) [3], explorando um dos mais
intrigantes aspectos de sistemas quanticos compostos: o emaranhamento,
apontaram as estranhas consequéncias dessa propriedade. Na época EPR
atribuiram essa estranheza a uma possivel incompletude da teoria quantica.
Anos depois John Bell formalizou os argumentos de EPR em uma condigao
matemaética que deveria ser obedecida por qualquer teoria realista local (a
esséncia da fisica cldssica). Bell mostrou também que a mecénica quantica
pode violar essas condic¢oes.

Nesta dissertacao vamos nos dedicar ao estudo da nao-localidade quan-
tica. Com o advento da teoria da informacdo quantica a nao-localidade
ganhou espaco pois foi identificada como um recurso para a realizacao de
tarefas, como por exemplo a distribuicao quantica de chaves criptograficas
[4], redugao da complexidade de comunicacgao, entre outras. Desde entdo
“é dificil encontrar uma edigdo da Physical Review que ndo menciona desi-
gqualdades de Bell, nao-localidade ou, no topo da lista, ‘a potencial relevancia
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desse trabalho para o processamento de informagao quantica’ ”[5]. Nao vamos
focar em sua utilidade como recurso, uma introducao pode ser encontrada
em [6], vamos nos concentrar na investigacdo do carater nao-local dos es-
tados quanticos. Veremos que emaranhamento é necessario para que um
estado quantico seja nao-local, mas que nao é suficiente. Abordaremos novos
cenarios, recentemente propostos para o estudo de nao-localidade, que vém
estreitando ainda mais a relagdo entre emaranhamento e nao-localidade.

O capitulo 1 se dedica a uma rapida revisao de mecanica quantica, expli-
citando alguns conceitos que serao tteis ao longo do texto. Sao apresentados
os postulados da teoria, explicando melhor alguns pontos que nao sao comu-
mente abordados nos livros introdutoérios de mecanica quantica. Em seguida
partimos para a definicdo de emaranhamento e algumas de suas proprieda-
des. O leitor habituado ao formalismo da teoria quantica pode apenas dar
uma rapida olhada nos tépicos abordados e partir para o capitulo 2.

O capitulo 2 se dedica a formulacdo matematica de nao-localidade. Sao
definidos os experimentos de correlacao e partimos, entdao, para o estudo do
conjunto formado pela estatistica de resultados desses experimentos. Anali-
samos as restrigoes que as hipoteses da fisica classica impoem a esse conjunto
e apresentamos alguns resultados sobre o conjunto das correlagoes geradas
pela mecanica quantica. Veremos que a mecanica quantica viola as restri¢oes
impostas pelo realismo local classico.

No capitulo 3 nos perguntamos quais estados quanticos podem apresentar
esse comportamento nao-classico. Veremos que, para estados puros, emara-
nhamento é uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de corre-
lacoes nao-locais, mas existem estados mistos emaranhados capazes de gerar
apenas correlagoes classicas.

No capitulo 4 sao explorados os cendrios mais gerais que foram propos-
tos para o estudo de nao-localidade. Veremos como esses novos cenarios
estreitam ainda mais a relagao entre emaranhamento e nao-localidade.

“So do not take the lecture too seriously, feeling that you really
have to understand in terms of some model what I am going to
describe, but just relax and enjoy it.” (Feynman [1])



Capitulo 1

Mecanica Quantica

Como discutido no Proélogo, a mecanica quantica carece de um princi-
pio fisico que justifique seu comportamento, portanto vamos traté-la apenas
como um conjunto de regras e ver as consequéncias que podem ser deduzidas
a partir dessas regras. Este capitulo ndo tem a pretensao de ser um texto
didatico para o aprendizado de mecanica quantica, por isso espera-se que o
leitor ja tenha sido introduzido no assunto. O objetivo é fazer uma rapida
revisao dos postulados da teoria, e de conceitos e resultados que serao tteis
ao longo do texto, explorando melhor os tépicos que nao sdo comumente
abordados nos textos introdutoérios. Para uma introdugao aos conceitos e
formalismos basicos da teoria quantica, [7] e [8] sdo boas referéncias. Para
uma introdu¢do a um formalismo mais avancado, que também sera utilizado
neste texto, ver [9](capitulo 2), [10] e [11].

1.1 Pré-requisitos

O pré-requisito para o estudo de Mecanica Quéantica é um bom conheci-
mento de algebra linear, e andlise funcional no caso de sistemas de dimensao
infinita. Nesta dissertagao so trabalharemos com sistemas de dimensao finita,
portanto um bom conhecimento de algebra linear é suficiente para acompa-
nhar o texto.

Uma notagao mnemonica, que auxilia bastante o trato da mecanica quan-
tica, foi introduzida por Paul Dirac, chamada Notacdo de Dirac.

Na notacao de Dirac os elementos de um espaco vetorial V' sao denotados
|v), e os elementos do espago dual V* sdo denotados (v|. Dessa forma o
produto interno de dois vetores u e v é simplesmente escrito como (ulv). A
utilidade dessa notacao deve ficar mais clara ao longo do texto.
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1.2 Postulados da Teoria Quantica

A Mecéanica Quantica é uma teoria intrinsecamente probabilistica. Ela
fala sobre testes e sobre as probabilidades de cada um dos possiveis resulta-
dos serem obtidos. Portanto suas previsoes s6 podem ser testadas quando
preparamos igualmente um grande nimero de cépias do sistema e agimos
igualmente sobre todas elas. Assim, um sistema quantico é uma idealizacao
matematica de um ensemble de sistemas preparados da mesma forma.

Postulado 1 (Estado quintico). A todo sistema quantico isolado existe um
espago de Hilbert associado (um espago vetorial completo com produto in-
terno) denominado espago de estados. O sistema é completamente descrito
por um vetor unitario no espaco de estados.

Postulado 2 (Evolucao temporal). A evolugio temporal do estado de um
sistema quantico fechado € descrita pela equacao de Schrodinger:

L d[Y)
ZFLW

onde H é um operador hermitiano denominado Hamiltoniano do sistema.
Assim, o estado do sistema em um certo instante de tempo se relaciona
com o estado num instante posterior através de um operador unitdrio':

(1)) = U(t, to)[¢(to)) -

Postulado 3 (Medigoes). Cada medigio quantica é descrita por um con-
junto de operadores {M,,} que atuam no espago de estados, denominados
operadores de medida . O indice m indica o0s possiveis resultados obtidos na
medicao, i.e., alternativas classicas distintas.

O processo de medicao é descrito da sequinte forma: se o estado do sis-
tema antes da medicao é |1), entao a probabilidade de se obter o resultado
m € dada por:

= Hly),

e uma vez obtido o resultado m, o sistema, logo apds a medicdo, passa a ser
descrito pelo estado

My |9)

VWIMEM,|0)

No caso de o Hamiltoniano do sistema ser independente do tempo, o operador de
1H
evolugio temporal é da forma U(t,tp) = e~ & (t~t0),

’wm> =
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Os operadores de medida devem obedecer a relagao de completeza
S MM, =1,

expressando o fato de que a soma das probabilidades sobre todos os resultados
¢ igual a 1.

Postulado 4 (Sistemas Compostos). O espago de estados de um sistema
quantico composto € o produto tensorial dos espacos de estados dos sistemas
fisicos individuais, Hy. ., = H1 @ Ho @ ... ® H,,.

Nos postulados, sistema quantico fechado se refere a um sistema que nao
interage com nenhum outro sistema quéntico. As intera¢oes com sistemas
classicos (i.e., sistemas que podem ser bem descritos classicamente) sao in-
corporadas no Hamiltoniano, e o sistema é considerado fechado ainda que
esse Hamiltoniano dependa do tempo.

Vamos agora ao estudo de alguns tépicos com o objetivo de clarear o
entendimento dos postulados apresentados.

1.2.1 Qubits

O sistema quantico mais simples nao trivial é aquele que possui apenas
dois niveis, cujo espago de estados ¢ H = C? (por exemplo o spin de um
elétron que possui duas alternativas classicamente distintas: “spin pra cima”
e “spin pra baixo”). Tal sistema é também chamado de qubit em analogia a
um bit classico.

Um bit classico é uma variavel aleatéria que pode assumir dois valores,
por exemplo 0 ou 1. Um qubit é um sistema quantico em que essas duas
alternativas sdo atribuidas a estados ortogonais, |0) e |1), que formam uma
base para o espago de estados. Uma vez que superposicoes lineares de es-
tados quanticos sao também estados quanticos, os qubits também podem se
encontrar em uma combinag¢ao dessas duas alternativas.

O estado geral de um qubit pode ser escrito na forma:

W) =al0)+8]1) ; a,6eC e o>+ |8P=1.

Uma importante ferramenta no estudo de qubits sao as matrizes de Pauli:

(01 (0 —i (10
2=\ 10) " %= i o %27 o -1 )
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Todos os operadores hermitianos que levam de C? em C? podem ser repre-
sentados na forma? al +b- &, onde a € R, b € R3, e b- & representa o
operador

0 1 0 —i 1 0
bxaerbyaqubzaz—bx(l 0>+by<2. 0 )erz(O _1>.

A base candnica {|0), |1)}, em geral, é tomada como sendo formada pelos
auto-estados do operador o, com autovalores +1 e —1 respectivamente.

Medir o observavel o, é como realizar uma medi¢ao com os operadores
de medida {My = |0)(0|, M; = |1)(1]}, onde obter a resposta correspondente
My corresponde a obter o autovalor +1 e M; corresponde a obter o autovalor
—1 de 0,. As probabilidades de cada resultado no estado geral |¢)) sdo:

pi1 = (G M{Mo|w) = (|0)(0]y) = |of? ,
p-1 = (G M{M[w) = (1) (1]y) = |8]* .

1.2.2 Sobre a estrutura de produto tensorial

Vamos detalhar um pouco mais essa operacao sobre o espago de estados
de sistemas compostos, como feito em [11].

Sejam V e W espacgos vetoriais complexos. O produto tensorial desses
espagos, denotado V ® W, é o espacgo vetorial gerado pelos vetores da forma
|v) ® |w), onde |v) € V e |w) € W, que obedecem as relagoes:

- (A0) @ [w) = o) @ Aw)) = Aljv) @ [w)) ;

() + o) @ Jw) = |u) @ [w) + |v) @ w) ;

w N

[0) @ (lw) +[2)) = [v) @ [w) + |v) @ |2) ;

W

. Se V e W possuem produto escalar, entdao define-se o produto escalar
em V & W por

((ul © (2])(v) © [w)) = (ulv){z|w) ;
para |u), |v) € V, |w),|z) € We e C.

Como V @ W é gerado por vetores da forma |v) ® |w), combinagoes li-
neares desses elemento também sao vetores de V ® W, e portanto também

2As matrizes de Pauli junto com a identidade formam uma base para o espaco das
matrizes 2 X 2, portanto toda matriz pode ser escrita como combinacao linear destas. Em
particular, as matrizes hermitianas podem ser escritas com coeficientes reais.
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sao estados quanticos admissiveis. Veremos mais adiante que essa, aparen-
temente ingénua, caracteristica da Mecanica Quantica é a fonte do que sera
discutido nesta dissertagao: estados emaranhados e correlagdes nao-locais.

Notagao: muitas vezes, para nao sobrecarregar demais a escrita, o pro-
duto tensorial de vetores também sera denotado por:

[v) @ |w) = |v)|w) = fow) .

1.2.3 Operador densidade

Até aqui assumimos conhecimento completo acerca do estado do sistema.
Entretanto, muitas vezes nao temos acesso a esse conhecimento, entao preci-
samos colocar a estatistica classica no tratamento de nosso sistema.

Por exemplo, podemos ter uma fonte que prepara um dos estados [i1),
|12), ..., |¥n), com probabilidades pi, pa, ..., pn, respectivamente. Como
nao sabemos qual estado foi preparado, podemos descrever o sistema por
um ensemble {(p;, |1;))}, que quer dizer que o sistema estd no estado [i;)
com probabilidade p;. Com essas considera¢oes, somadas aos postulados
aplicados a cada um dos estados |1);), descrevemos tudo que é possivel sobre
nosso sistema.

Entretanto, existe uma ferramenta muito mais pratica para tratar estados
dessa forma: os operadores densidade®. Com esse formalismo, nosso sistema
¢ descrito por um operador que atua no espago de estados:

p= Zpi|¢i><¢i| -

Teorema 1.1 (Caracterizacao dos operadores densidade). Um operador p so-
bre o espago de estados H € o operador densidade de um ensemble {(p;, |1:))},
[1;) € H se e somente se satisfizer as sequintes condigoes:

1. (Normalizagdo) trp = 1.
2. (Positividade) p > 0 i.e., (¢|p|o) >0V |p) € H.

3Essa ndo é a maneira mais geral de introduzir os operadores densidade. Aqui esta-
mos dando aos vetores de estado um status mais fundamental. Ao invés disso podemos
simplesmente tomar os estados quanticos como sendo operadores positivos de traco 1 que
atuam no espaco de Hilbert associado ao sistema, sem nos preocuparmos em passar pela
descricao de vetores de estado.
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Demonstracao.

(=) Seja p = >, pi|ts) (il
Entao,

trp_zpztr |wz 1/}2 sz_l

Agora tome um vetor arbitrrio |¢) € H:
(9lplo) = sz Plbi) (il @)
= Zpi (o)
> 02.

(<) Seja p um operador positivo de trago 1.
Como p é positivo, possui uma decomposicao espectral com autovalores
positivos:

p=2_ NNl s A =0,
J

em que os vetores |j) sdo ortogonais. A condigdo sobre o trago implica que
>_; A; = 1. Portanto o operado p representa o ensemble {();, |5))}.
O

Vamos denotar por D(H) o conjunto dos operadores positivos e de trago
1 que atuam em H.

Um ponto importante que deve ser ressaltado é que embora todo ope-
rador densidade possa ser escrito em termos do ensemble associado a sua
decomposicao espectral, como enunciado no Teorema 1.1, diferentes ensem-
bles podem dar origem a um mesmo operador densidade, i.e. um operador
densidade nao é unicamente definido como combinacao convexa de estados
puros. Por exemplo, o estado

1 3
p = 1000l + 1)1}

também pode ser escrito como a combinagao convexa

p= 110001 + Jledel + 311,

onde |¢) = 75(|0) + 1)) e [¢) = J5(10) — [1)).
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No caso em que sabemos que o sistema se encontra num estado especifico
1), o seu operador densidade é

p =)W .

Note que este operador possui um tnico autovalor ndo nulo (igual a 1), e
nao pode ser escrito como combinagao convexa de outros estados. Os esta-
dos dessa forma sao ditos estados puros, caso contrario temos um estado
misto.

Podemos agora reescrever os postulados da teoria quantica usando o for-
malismo de operadores densidade:

Postulado 1 (Estados quénticos). A todo sistema quantico isolado eziste
um espago de Hilbert associado (um espago vetorial completo com produto
interno) denominado espago de estados. O sistema é completamente descrito
pelo seu operador densidade, que € um operador positivo de traco 1 que atua
no espago de estados.

Postulado 2 (Evolugdo temporal). A evolugio temporal do operador densi-
dade de um sistema qudntico fechado é descrita pela equacdo de Heisenberg® :

dp
th— = [H, p]|,
o = 7l
onde H € um operador hermitiano denominado Hamiltoniano do sistema.

Assim, o estado do sistema em um certo instante de tempo se relaciona
com o estado num instante posterior através de uma transformacdao unitdria®

p(t) = Ult, to)p(to)U' (¢, o) -

Postulado 3 (Medigoes). As medigoes quanticas sao descritas por operadores
de medida {M,,} que atuam no espago de estados.

Se o estado do sistema antes da medicao for p, entao a probabilidade de
se obter o resultado m € dada por:

DPm = tr (M:anp) )

e uma vez obtido o resultado m, o sistema, logo apds a medicdo, passa a ser
descrito pelo estado

My p M,

pm = tr (M%Mmp) .

40 andlogo da equacio de Schrédinger para o operador densidade.
SEm geral, a evolucdo do estado de um sistema quéntico é descrita por mapas comple-
tamente positivos que preservam o traco (mapas CPTP).
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Postulado 4 (Sistemas Compostos). O espago de estados de um sistema
quantico composto € o produto tensorial dos espacos de estados dos sistemas
fisicos individuais, Hi. ., = H1 @ Ha @ ... @ H,.

Existe ainda outra situagao em que, mesmo come¢ando com estados pu-
ros, somos levados a considerar estados mistos: quando queremos olhar ape-
nas para uma parte de um sistema composto.

Se tivermos conhecimento completo de um sistema composto por duas
partes, A e B, com espacos de Hilbert H e Hp respectivamente, mas o
vetor de estado desse sistema nao for da forma de um produto de estados,
[14) ® |tp), ndo é possivel definirmos um vetor de estado que descreva o
sistema A. Por exemplo, se o estado do sistema composto AB é o vetor

1
V2

qual é o estado do sistema A? Nao hd como atribuir um vetor de estado a
esse sistema. J& no formalismo de operador densidade é possivel definir um
operador densidade que caracteriza o sistema A:

[¥) (10 @) -1)®|0) € C*®C*,

Defini¢ao 1.1 (Operador densidade reduzido). Se p € o operador densidade
que descreve o sistema composto AB, entdo € possivel atribuir um operador
densidade que descreve o estado do sistema A, chamado operador densidade
reduzido:

pa=trpp. (1.1)

Analogamente pode-se definir pg, o operador densidade reduzido do sistema
B.

A operagao trg é o trago parcial sobre o sistema B, e é definida da seguinte
forma:

Considerando um sistema bipartido, sejam {|i4)} e {|js)} bases ortonor-
mais para H4 e Hp, entdo um operador densidade pode ser escrito nessa
base como

p=_ pijailia)(iy| ®|is)(Jsl

R
I’J’Z ’J
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e assim

trgp = (Iglplls)
;

= XZ:UBV( Y piarglia) (i @ |J'B><.7'2;!) i5)

Ly
BVILRY)

=3 painlia)(ial -
il 1

Nao é obvio que o operador densidade reduzido p,4 seja de fato uma des-
cricao para o estado do sistema A. A razao para tal escolha é que o traco
parcial é uma operacao que da origem a descri¢cao correta de medigoes reali-
zadas nos subsistemas de um sistema composto. Por exemplo, se queremos
fazer uma medicao local em A (i.e. uma medigdo que envolve apenas o sis-
tema A), {M,,4 ® Ig}, temos que a probabilidade de obter o resultado m é
dada por

= 12 (M1 Ma @ I

~tr [ > pigair (MhaMuali) (i) @ <JB|j><j’|>]

L
17]’Z ’]

> pigiy (M aMuali) (i) ® (Ts15) (7))

L
27]71 7]

- %:(M ® (I k) @ [1)

= Z<k|MLAMmA (Z >, Pz‘l,i’l|i><i/|) k)
k i,
= tr (MLAMmAIOA) .

E importante notar que, para estados mistos, o conhecimento dos estados
parciais ndao determina o estado global. Em geral pap # pa ® pp.

1.2.4 O formalismo das medi¢oes quanticas

Em muitos textos de Mecanica Quantica o conceito de medida apresen-
tado ¢ apenas um caso particular do postulado 3: as medicoes projetivas.
Por essa razao vamos olhar com mais cuidado para essa questao.
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Medicoes projetivas

Medicao projetiva é um caso particular do postulado 3 em que os opera-
dores de medida, M,,, satisfazem:

M My = My Moy = Sy My,

Para medigoes projetivas, o niimero maximo de resultados distintos que se
pode obter em uma medicao ¢ igual a dimensao do sistema.

Vamos denotar por P,, os operadores de medida no caso de medigoes
projetivas. Reescrevendo as condicoes satisfeitas por eles

P,=P, b=P],
vemos que sao projetores.

As medigoes projetivas podem ser associadas a medig¢oes de observaveis
(que geralmente sao apresentadas nos livros introdutérios de Mecanica Quan-
tica). Um observavel O é um operador hermitiano que atua no espago de
estados. Uma vez que todo operador auto-adjunto ¢ diagonalizavel, o obser-
vavel tem uma decomposicao espectral:

O:Zum; meR,

onde P,, é o projetor no subespaco correspondente ao autovalor m de O.
Os autovalores de O sao associados aos possiveis resultados da medi¢ao. A
probabilidade de obter o autovalor m é dada por

Pm = tr(Ppnp) ,

e, obtido o resultado m, o estado do sistema ¢ projetado no subesbaco cor-
respondente a esse autovalor

PLpP,,

fm = tr (Pnp)

POVMs

Em algumas aplica¢ées nao estamos preocupados com o estado do sistema
apos a medigdao, mas apenas com as probabilidades dos diferentes resultados.
O formalismo de POVM permite determinar essas probabilidades sem o co-
nhecimento exato dos operadores de medida.
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Como vimos no Postulado 3, a probabilidade de obter o resultado m dado
que foi feita a medigdo correspondente ao conjunto de operadores {M,,} é
dada por

Pm = tr (MLMmp) .
Vamos definir entao:
I,, = M} M,, .
O conjunto de operadores {II,,} obedece as seguintes condigoes:

e I, >0;

o > I, =1.

Com essas especificagoes o conjunto {I1,,,} é denominado um POVM (do
inglés Positive Operator-Valued Measure), e seus elementos I1,, sdo denomi-
nados elementos de POV M.

O conhecimento dos elementos de POVM ¢ suficiente para determinar as
probabilidades de um experimento: p,, = tr (IL,,p). Entretanto, conhecendo
apenas os operadores I1,,, nao é possivel determinar os operadores de medida
M,,, pois existe uma familia de operadores distintos tal que M M,, = II,,.

Para medic¢oes generalizadas, o nimero de resultados em um experimento
nao ¢ limitado pela dimensao do sistema, mas sim pela particao feita do ope-
rador identidade, que esta sujeita apenas as condicoes que os elementos de
POVM devem obedecer.

Vimos, portanto, que a medicao de observaveis pode ser vista como um
caso particular de uma definicdo mais geral. Entretanto, esse formalismo mais
geral (que por vezes nao é citado nos livros de Mecénica Quantica) pode ser
reduzido ao formalismo anterior se aumentarmos o sistema considerado.

Teorema 1.2 (Teorema de Naimark). Dado um POVM {I1,,} que atua em
H, é possivel encontrar um sistema auxiliar, com espaco de estados H', tal

que existem transformagdo unitdria U e medigao projetiva {P,} que atuam
em HRH', e

(I p) = tr| Pl (p @ [0)(0)UT]
onde |0)(0| é um estado de referéncia no sistema auxiliar.

O Teorema de Naimark mostra que todo POVM pode ser visto como uma
medicao projetiva em um sistema maior (um sistema composto pelo sistema
estudado e um sistema auxiliar). A demonstracao desse teorema pode ser
encontrada nas notas de aula do John Watrous [12](aula 5).



CAPITULO 1. MECANICA QUANTICA 15

1.3 Emaranhamento

Uma curta e boa introducao a teoria do emaranhamento pode ser encon-
trada na referéncia [13]. Para um estudo mais aprofundado ver [14]. Nesta
secao vamos nos concentrar em sistemas compostos de duas partes, sistemas
bipartidos. E ao final vamos apenas discutir alguns pontos referente a siste-
mas multipartites.

Considere um sistema composto cujo espaco de Hilbert associado é ‘H =

HisQ Hp.

Definigao 1.2. Um estado pap € D(H) ¢é dito separdvel se
p=2_pipa®pp ; P20, > pi=1. (1.2)

Caso contrdrio o estado do sistema € dito emaranhado.

Estados separaveis podem ser preparados utilizando apenas operacgoes
locais (em cada parte separadamente) e comunicagao cléssica, classe de ope-
ragoes tao comum que recebeu a sigla LOCC (do inglés Local Operations and
Classical Communication). Por exemplo, Alice pode ter uma ferramenta clas-
sica que sorteia um ntimero ¢ = 1, ..., n com probabilidade p;. Assim, Alice faz
o sorteio e comunica o resultado para Bob. Se foi obtido o resultado ¢, Alice
prepara localmente o estado pY e Bob prepara p%. Alice repete o procedi-
mento intmeras vezes, de forma que eles obtenham um ensemble descrito por
{(ps, p'4 @ pl3)} que estd associado ao operador densidade p = 3, pipYy ® plg.

1.3.1 Emaranhamento de estados puros

Para estados puros a definicao 1.2 se reduz a:

Definigao 1.3. Um estado |¢) .5 € H = Ha ® Hp € dito fatordvel se

V) ap =100 a®l0)p 5 [0)4 € Ha, l9)p € Hp . (1.3)

Caso contrdrio o estado do sistema é dito emaranhado.

Uma ferramenta muito importante no estudo do emaranhamento de es-
tados puros é a Decomposicao de Schmidt.
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Teorema 1.3 (Decomposicao de Schmidt). Dado um estado puro |i) do
sistema composto AB, existem conjuntos de estados ortonormais, {’pf“>} e

{‘,uB>}, em Ha e Hp respectivamente, tais que

d
|¢>=Z\/>\7\/~LA>\/~LB> P =1, 0,20,
pn=1 M

onde d = min{dim H 4, dim Hp}.

A demonstragdo que apresentaremos segue a referéncia [13]. Uma de-
monstragao mais direta, que utiliza a decomposicao em valores singulares,
pode ser encontrada em [9]. Vamos a algumas observagoes antes da demons-
tracao:

Considerando a validade da decomposi¢ao de Schmidt temos que os ope-
radores densidade reduzidos dos subsistemas serao

PA:%:)‘N’uA><MA‘ : PBZ;W”BWB”

onde cada ‘MA> ¢ autovetor de py com autovalor A,, e ’uB> é autovetor
de pp com autovalor A\,. Assim temos que ps e pp possuem o0s mesmos
autovalores nao-nulos, com autovetores correspondentes aos vetores usados
na decomposicao de Schmidt.

Demonstracio. Sem perda de generalidade, seja d = dimH4 e D = dimHp
com d < D. Vamos considerar o operador densidade reduzido do sistema A
escrito na sua decomposicao espectral:

d
pa= 2 Nl )(ut| 5 (!
pn=1

:uA>:5,u,u/ € Z)\Nzl
m

Como nossa notagao ja indica, essa sera a base de Schmidt do sistema A.
Agora considere o mapa

S¢:HA—>'HB

definido nos vetores da base de H4 como

o)) = ") 7w = 67) € o,

onde {’ JP >} ¢ uma base ortonormal arbitraria para Hpg, e Sy é estendido

por linearidade a todo vetor de H 4.
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Os d vetores ‘,&B> definidos dessa forma sdo ortogonais:

) (;@ | W,AJB>)(W B (72 w>)
:%XMAJB v)(v
H)

(i

M/AJB>

= <,UA‘/0A
= Oyt

T >} podemos definir o conjunto de vetores ortonormais

entao, a partir de {

"))

)= o)

B >} sao autovetores de pp com autovalores A,.

Vamos verificar que {’ 1
Escrito na base {‘uAjB>}:

pp = tral) (]
a5 [0 e e o
=SS () )

J3it W

o) = | S|
’)

1 )7l

- S ol

Jgl oW

//B>< A 1B

w>]

=@;hwwm@ww

1 S0 YA M

).

e WB>)]
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Portanto cada ‘,uB > ¢ autovetor de pp com respectivo autovalor A,. Como

d
pBZOatrszl € ZA;L:]-a
pn=1
todos os autovalores restantes de pp devem ser nulos.
Com essas definigoes:

9 = 3 S5

p=1j=1
=2 |u) @ a”)
[
-3 Rl e o).
[
O
Os conjuntos de vetores {‘MA>} e {‘ uB >} sao chamados bases de Sch-

midt para o estado [¢), e \/E sio os coeficientes de Schmidt. E im-
portante notar que a decomposi¢ao de Schmidt comega pelo vetor ) e as
bases sao escolhidas a partir dele. Vetores distintos exibirao bases de Sch-
midt distintas. Os coeficientes de Schmidt sempre podem ser escolhidos reais
e positivos, basta acrescentar uma fase aos vetores da base de Schmidt se ne-
cessario.

O ntmero de coeficientes A, nao-nulos ¢ chamado nimero de Schmidt
para o estado |v).

Emaranhamento nao é criado nem destruido por operagoes unitarias lo-
cais. E o niimero de Schmidt é preservado por essas transformacoes. De fato,

se Y, \/E ’ uA> ® ‘ ub > ¢ a decomposigao de Schmidt para |¢) entao:
Ut 9 U0) = 3 (U7 )) @ (UF)))
n

Assim, as propriedades de emaranhamento de um estado puro de um sistema
bipartido estao inteiramente contidas nos seus coeficientes de Schmidt.

E direto ver que o estado |¢) é fatordvel se e somente se 0 seu niimero
de Schmidt é 1. E o maior nimero de Schmidt possivel para o estado |¢) é
d. Para todos os quantificadores de emaranhamento o estado maximamente
emaranhado de H, que denotaremos |®,4), é aquele com o maior nimero de
termos possivel e todos com coeficientes iguais

2 = 7 ) @)
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Vale aqui uma analogia com probabilidades: para um nimero finito de even-
tos, a distribuicao de probabilidades que contém menos informacao é aquela
que dé probabilidades iguais a todos os possiveis eventos. Uma vez que ema-
ranhamento esta relacionado ao fato de ndo podermos determinar ao certo o
estado de cada parte, é razoavel que o estado com maximo emaranhamento
tenha o maior niimero de Schmidt possivel com todos os coeficientes iguais®.

A unidade fundamental de emaranhamento é o e-bit, tomado como o

emaranhamento do estado:
_ 1
v7) = 500 — 10))

também chamado de singleto ou estado de EPR (por razoes que veremos
mais adiante). Note que esse é um estado maximamente emaranhado para
d =2, com as bases de Schmidt {|0), —[1)}, e {|1),]0)} 5.

Um bom quantificador de emaranhamento para estados puros bipartidos
¢ a entropia de von Neumann do estado reduzido [9]. A entropia de von
Neumann de um estado quantico é dada por

S(p) = —tr(plogp) ,

onde o logaritmo ¢ calculado na base 2.
Assim podemos caracterizar o emaranhamento de um estado puro por’:

E(|¢) ap) = S(pa) = S(pp) = = 3 Aulog Ay,
m
onde A, sao os quadrados dos coeficientes de Schmidt do estado [¢) , 5.

1.3.2 Critérios de separabilidade

A definicao 1.2 dada para estados separaveis, embora precisa nao é uma
definicao operacional. Muitas vezes nao conseguimos afirmar se um estado
pode ou nao ser escrito na forma (1.2).

Precisamos portanto de critérios computacionalmente operacionais, i.e.,
procedimentos tais que dado um estado p, a aplicacao de uma dada operacao

6Para sistemas de dimensdo infinita, a maioria dos estados tem um ntimero infinito
de A\,’s. Como a soma desses coeficientes ¢ finita, apenas um ntmero limitado deles
contribui significativamente para a decomposicao do estado. Esse ntimero efetivo de termos
é medido pelo niimero de Schmidt, definido para sistemas de dimensdo infinita como
K=1/3, A2 =1/tr(p%) = 1/tr(p}) (para mais detalhes ver [15]).

"Essa expressio corresponde & entropia classica de Shannon do vetor de probabilidades
composto pelo quadrado dos coeficientes de Schmidt (ver [9]).
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permite dizer se um estado é separavel ou emaranhado. Nesta secao veremos
um desses critérios, e o que ocorre é que a resposta nao é dicotomica, e temos
um terceiro caso em que o procedimento nao é conclusivo.

Critério de Peres-Horodecki

Seja O o conjunto dos operadores que atuam em H = H,®H p. Considere
a operacgao transposicao parcial definida da seguinte forma:

Th:OH) — O(H)
Ta(Xap) = X4t
Xap = Y Ciruli) (3] @ [R)(I| — XA% = 3 cinjuld) (il @ k)] .

i7j7k7l i’j’k7l

Note que T4 é uma operacao que preserva o trago.

O critério de Peres [16] parte da observacao que se p é um operador
densidade, a sua transposta, p! = p*, também é um operador densidade pois
é positiva e de traco 1.

Agora considere pyp € D(H) um estado separavel

pap =y PP @ Pl -
k
Como a transposi¢do é uma operacao linear, sua transposta parcial é dada
por

o =Y m(ph) © .
k

T
Como p* sdo operadores densidade, (p’j‘) também sao, e assim temos que

pik € D(H).

Critério de Peres (Positividade da transposicio parcial). Se p’is # 0 entdo
paB € emaranhado.

O critério de Peres é uma condicao suficiente para que um estado seja
emaranhado. Peres chegou a cogitar que tal condigao seria também necessa-
ria, mas M., P. e R. Horodecki [17] mostraram que o critério é necessario e
suficiente apenas para sistemas compostos com dimensoes 2 X 2 e 2 X 3, mas
para dimensoes maiores tal condi¢ao nao é necessaria.

Na referéncia [17] os autores mostram que a propriedade essencial de
que Peres se utilizou é que a transposicdo é um mapa positivo que ndao é
completamente positivo.
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Definigao 1.4. Seja L(O(H1),O(Hz)) o conjunto dos mapas lineares que
levam operadores de O(H1) em O(Hs). Um mapa A € L(O(H1), O(Hs)) €
dito um mapa positivo se

Ao)>0 YoeOHy) ;0>0.

Um mapa A € LIO(Ha,), O(Ha,)) € dito um mapa completamente po-
sitivo quando € positivo e suas extensoes triviais sdo também positivas

A®I(UA13)ZO VO‘AlB € O(?‘[A1®HB) ;04,8 >0, VHp.

O mesmo argumento que mostra que a transposi¢ao parcial de um estado
separavel é um operador positivo, também mostra que todo mapa positivo,
quando aplicado a estados separaveis, resulta em operadores positivos. Se-
guindo nesse raciocinio os Horodeccy® mostraram o seguinte resultado:

s

Critério Horodecki (Mapas positivos). Um estado pap € D(Ha ® Hp) €
separdvel se, e somente se, para todo mapa positivo A : O(H,) — O(Hp),

A®I(pap) > 0.

Um resultado devido a S. L. Woronowicz [18] diz que: todo mapa positivo
A:O(Ha) — O(Hp), para Ha = Hp = C?, ou Hy = C3 e Hp = C? (e
equivalentemente H, = C? e Hp = C?), pode ser escrito na forma

A=ASP 4+ ASPoT |

onde AZCP sdo mapas completamente positivos e T' é a transposicao ?. Assim,
segue como corolario do critério Horodecki que o critério de Peres é necessario
e suficiente para sistemas compostos com dimensoes 2 X 2 e 2 X 3.

Em [20], P. Horodecki exibiu exemplos de estados emaranhados com
transposta parcial positiva. Estados com transposta parcial positiva sao cha-
mados estados PPT (do inglés positive partial transpose).

1.3.3 Extensoes simétricas de estados quanticos

Definicao 1.5. Um estado quantico bipartite pap é dito k-extensivel em B
se existe um estado de k + 1 partes, pap,..s,, tal que

paB; =0\, pap,. B, =pap Vj € {1,....k}.

8Horodeccy é o plural de Horodecki.
9A demonstracio do teorema de Woronowicz em uma linguagem mais moderna e vol-
tada para a teoria de informagdo quantica pode ser encontrada em [19].
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tr\ B, denota tomar o trago sobre todos os sistemas B; exceto para i = j.
Nesse caso dizemos que pap possui uma k-extensdo simétrica em B. Ana-
logamente o estado pode ter uma extensdo simétrica em A.

Se um estado quantico é separavel, pap = pa ® pp, ele possui k-extensao
simétrica para todo k& € N, tanto na parte A quanto na parte B. Basta
tomar:

pAB1BQ...Bk = pPA &® pBl X p32 R... & ka

onde pp, = pp para todo ¢, e de maneira andloga definimos uma extensao
simétrica na parte A.
Um resultado interessante é que o converso também é verdade:

Teorema 1.4. Um estado bipartite pap € separdvel se e somente se pag €
k-extensivel V k € N.

Esse resultado foi demonstrado na referéncia [21].

Um exemplo de estados que possuem extensao simétrica mas que nao sao
separdveis é a familia de estados com espaco de Hilbert C? @ C3:

1 1N\ 14
pho = 2100+ (1= 1) 2 @ 1225,

onde |®) = (|00) + |11))/v/2 é o estado maximamente emaranhado em di-
mensao 2.

Para todo k finito existe um estado nessa familia que possui k exten-
sdo simétrica. Fixado um k, o estado pf é k-extensivel, sua k-extensdo é
facilmente construida

PABy By..B), = ;<|®><®|A31 ® |2)(2]p, ® ... ® |2><2|Bk)
+2(10)(0]15, ® )25, © . B 12)(215,)
bt (1] 4, © 122, . @ 2002, ).

Entretanto este estado nao pode ter extensao simétrica para todo nimero
natural, pois usando o critério de Peres podemos verificar que para k finito
o estado p¥ é emaranhado.
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1.3.4 Quantificadores de emaranhamento

Com o desenvolvimento da teoria quantica da informacao, o emaranha-
mento foi identificado como um recurso para realizagao de tarefas como te-
leportagao de estados quénticos [22], distribui¢ao quantica de chaves cripto-
graficas [4], entre outras. Assim torna-se necessario quantifica-lo para saber
quanto recurso possui um estado quantico.

Existem diferentes quantificadores de emaranhamento, nesta se¢ao vamos
apresentar alguns exemplos.

Emaranhamento destilavel

Uma vez que o estado maximamente emaranhado de dois qubits (o estado
de EPR por exemplo) é uma unidade de emaranhamento para ser usado como
recurso, podemos estar interessados em saber quantos pares desses estados
podemos extrair de um estado quantico utilizando apenas LOCC.

Um procedimento que converte um certo nimero n de cépias de um es-
tado pap em m copias do estado maximamente emaranhado de 2-qubits,
| Do) (Py] = Py, é dito um protocolo de destilagao de emaranhamento

i e e
Um quantificador de emaranhamento, o emaranhamento destilavel, pode
ser tomado como a taxa Otima sobre todos os possiveis protocolos de desti-
lacdo. Sua defini¢ao precisa é

m
1) = lim sup — . 1.4
D(PAB) L LOCpC n ( )

Custo de emaranhamento

Uma outra questao de interesse é saber quanto recurso é necessario para
criar um estado quantico psp. Assim podemos considerar protocolos que
convertem n copias de $5 em m copias de pap utilizando apenas operagoes
locais e comunicagao classica

on LOCC  om
" = Pap -
A taxa 6tima sobre todos os possiveis protocolos nos da um segundo quanti-
ficador de emaranhamento, o custo de emaranhamento

..
Ec(pap) = lim Bl (1.5)
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Em geral Ep(pap) < Ec(pap), assim, se usamos uma certa quantidade de
recurso (estados maximamente emaranhados) para formar um estado quéan-
tico, esse recurso pode nao ser mais totalmente recuperado. Um resultado
interessante é que para estados puros vale a igualdade [23], mostrando que
nesse caso a utilizacao de recursos é reversivel.

Teorema 1.5. Para todo estado puro | ap)

Ec([9)(@]) = Ep([$) () = S(pa) -

A demonstracao desse resultado envolve muitos conceitos de teoria da
informacao quantica e foge do escopo deste texto. Uma demonstragao pode
ser encontrada nas notas de aula do John Watrous (aula 17) [12].

Emaranhamento preso

Em [24] M., P. e R. Horodecki mostraram que uma condi¢io necesséria
para que um estado seja destilavel é que ele viole o critério de Peres, i.e. que
piy 2 0.

Entretanto vimos na secao 1.3.2 que, para sistemas de dimensoes maiores
que 2 X 2 e 2 x 3, o critério de Peres nao é suficiente para que um estado seja
separavel, e que existem estados emaranhados tais que p%_; > 0, os estados
PPT emaranhados. Isso mostra o seguinte resultado:

Proposi¢cdo 1.1 (Emaranhamento preso). Erxistem estados emaranhados
tais que Ep(pap) = 0. Tais estados sao ditos ter emaranhamento preso.

1.3.5 Sistemas multipartites

Para sistemas multipartites, embora a definicdo de estados separaveis se
estenda naturalmente, passamos a ter diferentes tipos de emaranhamento.
Podemos ter emaranhamento apenas entre algumas partes do sistema, por
exemplo, no estado

1
¥) = ﬁ(|O>A|1>B =1 4l0)5) @ [0)¢

o terceiro sistema esta totalmente descorrelacionado dos dois primeiros. Ou
ainda todas as partes podem estar quanticamente correlacionadas, caso em
que temos o chamado emaranhamento genuino.

E mesmo o emaranhamento genuino pode se mostrar de diferenter tipos.
Em [25] os autores mostraram que para trés qubits existem dois tipos de
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emaranhamento genuino tripartite. Exemplos sao os estados

GHZ) = ;§(|ooo> +111)
W) = ——(J001) + [010) + [100)) .

S

3

Ambos s@ao maximamente emaranhados, com emaranhamento genuino, mas
to talmente distintos no sentido de que um nao pode ser levado no outro por
LOCC (ainda que probabilisticamente).

Mais discussoes sobre emaranhamento de sistemas multipartites podem
ser encontrados em [14].

1.4 O Paradoxo de EPR

Em 1935 Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) [3] publicaram o artigo in-
titulado ‘Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Con-
sidered Complete?’, onde utilizavam as consequéncias de uma das principais
caracteristicas de sistemas quanticos compostos: o emaranhamento, e ques-
tionavam se a mecéanica quantica seria uma teoria completa.

Vamos reproduzir o argumento de EPR numa formulagao posterior feita
por David Bohm [26], que é matematicamente muito mais simples, pois ao
contrario de EPR trabalha com um sistema de dimensao finita, mas contém
toda a esséncia da discussao de EPR.

EPR comecam argumentando que qualquer que seja o significado atri-
buido ao termo “completa”, o seguinte requerimento para uma teoria com-
pleta parece necessario:

e Todo elemento de realidade deve ter um elemento correspondente na
teoria.

Definicao 1.6 (Elemento de Realidade). Se, sem perturbar de qualquer
forma o sistema, o valor de uma quatidade fisica puder ser determinado com
certeza (i.e. com probabilidade 1), entdo existe um elemento de realidade
correspondente a essa quantidade fisica.

Outra hipétese crucial utilizada pelos autores é que

e Nao hé acao a distancia, operagoes realizadas em uma parte do sistema
nao podem perturbar instantaneamente outra parte afastada desta.
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Os critérios utilizados pelos autores para caracterizar uma teoria com-
pleta refletem uma corrente filoséfica de como ver a natureza, o realismo
local. Realismo ¢é atribuir existéncia intrinseca, independente de observacao,
as propriedades fisicas de um sistema. Assim medigdes apenas revelam os
valores pré-existentes das propriedades observadas. Realismo local é a pre-
missa de que essas propriedades sao localmente atribuidas aos sistemas, e a
unica forma de modifica-las é intervindo diretamente no sistema.

Seguindo nesse raciocinio, EPR consideram um estado emaranhado en-
tre dois sistemas que se encontram afastados. Na reformulacao de Bohm o
sistema considerado sdo duas particulas de spin 1/2 no estado singleto

) = 5(0415) = [L40))
onde {|0),]1)} s@o os auto-estados do spin na direcao 2 (S, =
autovalores +7/2 e —h/2 respectivamente.

O singleto tem spin total nulo, portanto é invariante quando as mesmas
rotacoes sao aplicadas nos dois sistemas, i.e., se quisermos escrevé-lo em
termos dos auto-estados de spin numa direcao arbitraria v’ ele apresenta as
mesmas correlagoes:

NS

0,), com

97) = Z5(+a=s) = |=ats))

onde {|+),|—)} sdo os auto-estados do spin na dire¢do ¥, com autovalores
+h/2 e —h/2. Nesse estado, se realizarmos a medi¢do do mesmo observa-
vel nas duas partes, os resultados obtidos sempre serao anti-correlacionados
(obtido +h/2 na parte A, o resultado da parte B é —h/2 e vice-versa).

Agora considere que S, é medido na particula A e é obtido o resultado
+h/2, dai concluimos que se S, for medido na parte B o resultado serd
—h/2. Uma vez que as duas partes estao afastadas a medicao realizada em
A nao pode perturbar o sistema B. Portanto mesmo sem realizar a medi¢ao
podemos determinar o valor de S, em B com probabilidade 1. Assim, segundo
o critério de EPR, S, é um elemento de realidade do sistema B.

Fazendo o mesmo raciocinio para S,, também poderiamos concluir que
S, € um elemento de realidade em B.

Uma vez que a medi¢do ou nao de uma componente de spin no sistema A
nao pode perturbar o sistema B, e que A pode escolher qualquer direcao para
medir que o resultado do sistema B estara determinado com probabilidade
1, temos uma maneira de determinar o spin da particula B nas dire¢oes x ou
z sem perturba-la. Portanto, segundo o critério de EPR, deve haver, simul-
taneamente, elementos de realidade correspondentes ao spin da particula B
nas diregoes x e z.
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Entretanto, na mecanica quantica, se duas grandezas sao descritas por
observaveis X e Y que ndao comutam, [X,Y] # 0, como é o caso de S,
e S,, nao é possivel definir um estado quantico em que os resultados das
medig¢oes de ambos os observaveis podem ser determinados simultaneamente
(ndo existem auto-estados comuns de X e Y). Segundo as defini¢oes de
EPR, segue dessa impossibilidade que a mecanica quantica seria uma teoria
incompleta. E, portanto, deveria haver uma teoria mais completa, compativel
com a mecanica quantica, que desse conta desses elementos de realidade.

Em 1964, John Bell [27] sistematizou os argumentos de EPR apresen-
tando as condigoes matematicas que uma teoria realista local completa de-
veria obedecer. Condig¢oes que desde entao foram amplamente estudadas e
generalizadas para varios sistemas de varias dimensoes e hoje sao chamadas
desigualdades de Bell.

Bell mostrou que a mecanica quantica viola tais condigoes, e portanto o
argumento de EPR de que ela seria incompleta nao ¢ mais valido, pois suas
hipdéteses nao sao satisfeitas pela mecanica quantica: a mecanica qudintica
nao € uma teoria realista local (muitas vezes diremos apenas que a mecanica
quantica é uma teoria ndo-local).

Resta saber se a natureza nao é realista local. Desde os anos 70 varios ex-
perimentos foram realizados, cujos resultados mostraram concordancia com
as previsoes da mecanica quantica. Entretanto, devido a existéncia de pos-
siveis “furos” nas configuracoes experimentais, denominados loopholes, nao
se pode afirmar definitivamente que as correlagoes observadas sao de fato
nao-locais, pois esses furos abrem espago para que essas correlagdes aparen-
temente nao-locais sejam modeladas dentro das hipoteses de realismo local.
Mais detalhes sobre os loopholes e referéncias sobre os experimentos realiza-
dos podem ser encontrados em [28] (segao 4.7).

Nesta dissertacao vamos nos dedicar ao estudo da nao-localidade quan-
tica, investigando nos préximos capitulos o carater nao local de alguns estados
quanticos.



Capitulo 2

Conjunto das Correlacoes

Experimentos de correlagao sao caracterizados pela comparacao de resul-
tados obtidos em diferentes eventos. Apds varias realizagoes do experimento,
as correlagoes sao as distribuigoes de probabilidades conjuntas dos resultados
obtidos!.

Neste capitulo vamos discutir as propriedades e restrigoes dos conjuntos
formados pelas distribuicoes de probabilidade obtidas num experimento de
correlagao. Veremos que as restrigoes impostas pelo realismo local classico
sao violadas pela mecanica quantica. Experimentos de correlacdo sao uma
boa maneira de invalidar a fisica classica, pois nao dependem de nenhum
modelo particular, apenas da estatistica dos resultados obtidos no experi-
mento. Na secao 2.1 vamos nos restringir ao cenéario nao trivial mais simples,
para clareza e melhor entendimento dos principais conceitos. Na segao 2.2
discutiremos alguns resultados para os cenarios mais gerais.

2.1 Conjunto das Correlacoes I:
O Cenario (2,2,2)

2.1.1 O Cenério (2,2,2)

O cenério nao trivial mais simples para um experimento de correlacao
consiste de duas partes A e B (Alice e Bob), onde cada parte pode escolher
uma entre duas possiveis medigoes para realizar, cada uma com dois possiveis
resultados (como esquematizado na figura 2.1). Tal cendrio serd denotado

L Aqui estamos adotando uma visdo frequencista da teoria de probabilidades. H4 tam-
bém a visdo axiomatica, formalizada pelos axiomas de Komolgorov, que da a teoria de
probabilidades um carater mais matematico. As duas visoes se relacionam através da Lei
dos Grandes Numeros. Para uma introdugéo & teoria de probabilidades ver [29].

28
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(2,2,2), onde a notacao indica o nimero de partes, o nimero de medigoes
por parte e o nimero de resultados por medicao, respectivamente.

0
BO—V

< <,
A - <0 Bi—» <(1)

Figura 2.1: Alice pode escolher realizar a medigao Ag ou A1, cada uma com os dois
possiveis resultados 0 ou 1. Analogamente Bob pode escolher entre as medicoes
dicotomicas By ou Bj.

2.1.2 O Conjunto das Correlacoes

No cendrio (2,2,2) as correlagoes existentes entre os possiveis eventos po-
dem ser descritas por um vetor de 16 componentes, cujas componentes sao
dadas pelas probabilidades

Pab|Az,By >

onde pgpja, B, Tepresenta a probabilidade? de Alice medir A, e obter o re-
sultado a e Bob medir B, e obter o resultado 0. Portanto o conjunto das
probabilidades vive num espaco de dimensao < 16.

Por comodidade podemos representar esse vetor por uma matriz 4 x 4:

Po,0j0,0 Po,1j0,0 Po,0/0,1 Po,10,1
_ | P1,0j0,0 P1,1j0,0 P100o,1 P1,1j0,1

Dapla,B = )
Po,oj1,0 Po,a1,0 Pool1,1 Po|i,1

1,001,0 P11p1,0 Pio1,1 P11

onde as condigoes para que esse objeto represente probabilidades sao:

Positividade: pgpja,.8, >0 V a,b, Ay, By ; (2.1)

2Quando for claro o contexto usaremos também a notacdo Dablz,y-
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Normalizacao: > papja,p, =1 V Ag, By . (2.2)
a,b

Com as quatro restri¢coes de normalizacao temos apenas 12 parametros livres
para descrever nosso vetor de probabilidades, e, portanto, podemos dizer que
o conjunto das correlagdes do cendrio (2,2,2) vive em R'. Vamos denotar
esse conjunto por P.

O conjunto das correlagées é um conjunto convexo, pois a soma convexa
de vetores de probabilidade,

DaplA,B = chpzz,bM,B 3 pfz,b|A,B €cPVy, ch =1,
J J

¢ também um vetor de probabilidade, pois obedece a condicao (2.2):

pra,b\szBy =22 ij‘i,mAm,By
a,

ab j

- Z Cj Zpi,bMI,By
J a,b

= ZC]' =1.
J

Os pontos extremais de um conjunto convexo (ou pontos puros, ou vér-
tices) sdo aqueles que ndo podem ser escritos como combinagao convexa de
outros. Eles sao os pontos deterministicos no caso do conjunto das correlagoes
P, i.e., cujas probabilidades valem 0 ou 1. Dada a condi¢ao de normalizagao,
para cada A, e B, fixados temos 4 possibilidades distintas, portanto ao todo
sdo 4* = 256 pontos extremais.

Um conjunto convexo com um nimero finito de pontos extremais é cha-
mado politopo convexo, portanto podemos dizer que o conjunto P é um
politopo convexo de dimensao 12 com 2% vértices.

2.1.3 O Conjunto das Correlagoes Nao-Sinalizadoras

Suponha que Alice e Bob tenham acesso apenas aos resultados de seus
respectivos experimentos, assim a descricao individual de cada parte é dada
pelas probabilidades marginais:

Pa|A,,By = Zpa,b|A1,By € PblA.,By = Zpa,b|Az,By .
b a

Note que nessa expressao, ainda que as probabilidades dos resultados obti-
dos por Alice ndao dependam do resultado de Bob, elas podem depender da
configuracao geral do experimento, i.e. da medi¢cdo que Bob escolhe fazer.
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Considere agora que a escolha das medigoes a serem realizadas ¢é feita sem
que Alice e Bob se comuniquem. Se as probabilidades obtidas por Alice, na
medicao de Ay por exemplo, dependessem da medicao feita por Bob, entao
Alice, ao realizar o experimento, poderia ter informacao sobre qual medicao
Bob escolheu fazer, se By ou By. Dessa forma Bob poderia enviar uma men-
sagem para Alice através da escolha de sua medicao.

Definigao 2.1 (Nao-sinalizagdo). Uma distribuicio de probabilidades con-
juntas é nao-sinalizadora se:

> PapiaBe = D Paplaes VA, (2.3a)
b b

> DaplaoB, = > Paplars, ¥V b By. (2.3b)

A condicao de nao-sinalizacao garante que as duas partes do sistema nao
trocam informacgao entre si. Com ela as probabilidades marginais de cada
parte ficam bem definidas pgja, := paja,,B,, ¥ By € pyB, = Pbja.,B,, V As-

As condigbes (2.3) restringem o espago das possiveis correlagoes, mas note
que nem todas as oito restricoes acima sao independentes. Pela condicao de
normalizagao (2.2):

> Popjane =1 =D Pipjas, ¥V As,
b b
portanto

Zpo,mAw,BO = Zpo,sz,Bl = Zpl,b\Aw,Bo = 2101,b|,4w,31 .
b b b b

e analogamente para (2.3b). Assim, temos no maximo quatro novas res-
tricdes. E possivel mostrar que essas quatro restricdes sio independentes,
portanto o nimero de parametros livres para descrever o conjunto das cor-
relacoes nao-sinalizadoras se reduz a 8. Vamos denotar N'S o conjunto das
correlagoes que obedecem a condi¢ao de nao-sinalizagao.

O conjunto das correlagoes nao-sinalizadoras é também um conjunto con-
vexo pois, se p?, blA,B obedece a condi¢ao de nao-sinalizagao, entao
9 b

_ o . o
Papia,B = Zcﬂpa,b|A,B ’ ZCJ =1,
J J
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também obedece:

Zpaab‘AauBO - Zpa,b|Ax,B1 = Z Z iji,bmz,Bo - Z Z iji,b\Az,Bl
b b b b
= Z q(Z pi,b|Am,Bo - Zpi,bmz,Bl)
j b b
=0.

Para definir o conjunto N'S, partimos de um politopo de dimensio 12 e
fizemos apenas restrigoes lineares, (2.3a) e (2.3b), aos seus elementos. Restri-
¢oes lineares definem hiperplanos no conjunto das correlagoes, e um subcon-
junto de um politopo limitado por hiperplanos forma também um politopo.
Ao todo N'S possui 24 pontos extremais (os 16 pontos locais que veremos na
préxima secao e as 8 caixas PR que veremos na se¢ao 2.1.6). Assim o con-
junto das correlacdes nao-sinalizadoras® é um politopo convexo de dimensao

8, e NS CP.

2.1.4 O Conjunto das Correlagoes Locais

A condicao de nao-sinalizagao nao impede que os resultados de Alice e
Bob estejam correlacionados, em geral temos

Pab|A.,B,y o+ Pa|A, Db By - (2.4)

Entretanto, quando o experimento em questao trata de dois eventos espa-
cialmente separados (por exemplo, Alice e Bob realizam seus experimentos
em laboratdrios distintos), algumas restrigoes devem ser feitas as possiveis
correlagdes entre seus resultados.

Segundo a teoria da relatividade, duas regides do espago-tempo My e
Mp tém separacao tipo-espaco se M 4 nao intercepta o cone de luz de M,
e nem Mp intercepta o cone de luz de M 4. Nesse caso nenhum sinal pode
ser transmitido entre eles com uma velocidade que nao seja superior a da
luz. Portanto nao pode haver nenhuma correlagao entre seus resultados (no
sentido da eq. (2.4)), a menos que tal correlagao tenha sido criada no passado
comum, P, dos dois eventos (ver figura 2.2).

Seja M4 a regiao do espago-tempo associada ao evento probabilistico:
Alice faz a medicao A, e obtém o resultado a, e analogamente Mg é asso-
ciado ao evento: Bob realiza o experimento B, e obtém o resultado b. Se
quisermos que os eventos M 4 e Mp tenham algum tipo de correlacao apenas

3Um estudo do politopo ndo-sinalizador no cendrio (2,2,2) e em cendrios mais gerais
pode ser encontrado em [30].
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Tempo
A

Eépago

Figura 2.2: Eventos com separagao tipo-espaco.

quando informagao puder ser transmitida entre eles com velocidade igual ou
inferior a da luz, devemos assumir que todas as correlacoes existentes entre
My e Mp tiveram origem no passado comum dos dois eventos. Essa é a
chamada hipétese de causalidade local*, ou, simplesmente, hipétese de
localidade.

Definigao 2.2 (Localidade). Seja A uma colegio de varidveis que descreve
todas as possiveis causas locais de dois eventos M e Mp espacialmente
separados. A condicio de localidade diz que, uma vez conhecido \, nenhum
outro fator é capaz de correlacionar os eventos My e Mp, i.e.:

Pab|Az, By, = PalA; APb|By,\ -

Na falta do conhecimento da varidvel \, o experimento pode ser descrito
tomando a média sobre todos os seus possiveis valores:

Pab|As,B, = /Aquamx,Apb\By,Ad)\, (2.5)

onde q € a distribuicao de probabilidades da varidvel oculta ).

Assim, segundo a hipdtese de localidade, qualquer correlagao observada
entre M, e Mp é fruto da ignorancia a respeito de algum conjunto de

4Note que implicitamente também assumimos realismo, pois de certa forma estamos
supondo que as probabilidades associadas ao experimento ja existiam, independente de as
medigoes serem realizadas ou nao.
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variaveis A. As varidveis A podem representar, por exemplo, estratégias pre-
viamente combinadas por Alice e Bob para realizacao do experimento.

Se as probabilidades pq, 4,5, de um dado experimento puderem ser escri-
tas na forma (2.5) para algum conjunto de varidveis A e distribuicao gy, elas
serao ditas correlagoes locais. Caso contrario, i.e., se nao existir nenhum
conjunto de variaveis A tal que as correlacoes entre M4 e Mp possam ser
escritas na forma (2.5), dizemos que as correlagoes sao nao-locais.

Seja L o conjunto das correlacoes que obedecem a condicao de localidade.
Proposicao 2.1. £L C NS.

Demonstracao. De fato toda correlagdo local obedece a condicao de nao-
sinalizacao:

Da|Ays,B, = Z/Aqwamx,prwy,xd)\
b

:/AQ)\pa|Az,)\ (Zpb|By7)\>d/\
b

= / qAPa| Az AAA
A

= PalA; >

Db|A,,B, = Z/AQ)\pa\Am,ApHBy,)\d)\

= /A qr (Z paAw,A>pb|By,>\d)\

= Do|By -

O

Podemos representar as probabilidades marginais de cada parte, pqa, e
Py|B,, POr um vetor de 4 componentes:

PojAg Po|By
| P14, _ | PyBo

A — ) b|B —
Pal PojA; Po Po|B,

1|A1 1|Bl
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Os pontos deterministicos do conjunto das correlagoes locais sao aqueles
em que as probabilidades marginais sao também deterministicas, i.e.:

0 0 1 1

] (1] fo] (o
Daja = ol 11| ol 1|

1 0 1 0

0 0 1 1

1 1 0 0

pb|B = ol° 1| ol 1

1 0 1 0

Assim o conjunto das correlagoes locais possui 16 pontos deterministicos.

Proposigao 2.2. Todo vetor papa,B € L pode ser escrito como soma con-
vexa dos 16 pontos deterministicos de L.

Demonstracao. Considere um vetor de probabilidades em L:

PablAs,By, = /A(D\pamz,)\pb\By,)\d)\-

Todas as probabilidades marginais podem ser escritas como

4 4
Palder = D CailMDya, 3 D Cai(N) =1,
=1 =1

4 4
Poigya = D j(MNpy, 3 Do (M) =1,
j=1 Jj=1

onde pzl A, € p{,| B, sao as probabilidades marginais deterministicas. Entao

4
Pab|As,By, = /AQ)\ > Cai(N)en i (Nphya, 05 s, AN

ij=1

4
_ 7 ]
= 3 ([ casens ()0 )iy,
ij=1 WA Y
4
_ ~ J
= Ci,jPa|A, Py B,
ij=1
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e os coeficientes ¢; ; satisfazem as condig¢oes necessarias:

4
Cij = /I\Q)\Ca7i(/\)cb7j()\)d>\ >0 e Z Giyj=1.

,j=1
[l

Vemos portanto que os pontos deterministicos s@o os pontos extremais
desse conjunto, uma vez que nao podem ser escritos como combinagao con-
vexa de outros, e qualquer vetor de £ pode ser escrito como soma convexa
desses 16 pontos.

Vamos agora analisar a dimensao do conjunto das correlagoes locais. A
hipétese de localidade, embora restrinja ainda mais as possiveis correlacoes,
nao diminui o nimero de parametros livres necessarios para descrevé-las.
Note que ao escrever uma probabilidade qualquer como soma convexa de
pontos puros temos 16 parametros, os ¢; j, e apenas as oito condicoes ante-
riores para impor a eles (normalizagdo e nao-sinalizagdo). Assim, £ é um
politopo convexo de dimensdo 8, com 2* pontos extremais, contido no poli-
topo nao-sinalizador.

2.1.5 As correlagoes quanticas

Até aqui vimos como as condi¢oes de nao-sinalizagao e de localidade limi-
tam o conjunto das possiveis correlacoes. Vamos agora analisar as correlagoes
que podem ser obtidas em um experimento com sistemas quanticos.

O conjunto das correlagoes quanticas Q, no cenario (2,2,2), é formado
pelos vetores de probabilidade que podem ser escritos na forma:

PaplAs,B, = tT [P (Hilz ® H?By) }

onde p € D(Ha ® Hp) é um estado quantico, {II4,} e {IIp,} sdio POVMs
em H, e ‘Hp respectivamente, i.e.

ZHaAm:]A5 3 >0 Va e any:]B; H%yzo Vb,
a b

e H4 € o espago de Hilbert do sistema de Alice e Hp o espago de Hilbert do
sistema de Bob.

Proposicao 2.3. Q € um conjunto convexo.
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Demonstrag¢io. Tome dois vetores de probabilidade pertencentes a Q:
! a(l b(1
i, = s (1) 0185
2 a(2 b(2
s, = e [0 0115

onde p; € D(Ha, @ Hp,), € {ng}, {ng} sao POVMs em Hy, e Hp,

respectivamente. Analogamente py € D(Ha, ® Hp,), € {Hfi}, {ng } sdo
POVMs em Ha, € Hp,. '

Queremos analisar a combinacao convexa de p,(;; AB © pfj& A,B € Ver se
o resultado é um vetor de Q, i.e., se existem espacos de Hilbert H, e Hp,
p € D(Ha @ Hp) e POVMs nesses espagos tais que:

1 2 a
a0 P4 5, =t (05, @113 ))] . (2.6)

Vamos assumir dimH 4, = dimH 4, e dimHp, = dimHp,, para o caso
geral ver Apéndice A. Considere o estado

P =cp @1]00){00] + (1 —c)pe @ [11)(11| € D(Ha @ Hp/) ,
onde
Ha =Ha, ®CY
Hp =Hp, ® (CQB ,

e A e B sao sistemas auxiliares de dois niveis que se encontram, respectiva-
mente, com Alice e Bob. Defina

s = 14" @ [0)(0] + 4P @ [1)(1]
b b(2
I =T @ [0)(0] + 137 @ [1)(1] ,

POVMs em Ha e Hp.
Com essas defini¢oes verifica-se que

trap [p/ (I, @ )] =trap [ (T4 @ TIRY) @ [00)(00)
+ (1= )p(1Y @ T @ [11)(11]]

a b(1
=ctra, B, [pl( A(l) ® HB(y))}

T

+ (1= ) tra,s, [p(T42 @ )]

(1) (2)
= CPupA,.B, T (1-2¢) DPapla,.B, -
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Logo

1 2
Cpfz,13|A,B +(1—c¢) p¢(1,13|A,B € Q.

Proposicao 2.4. Q C N'S.

Demonstracao. O conjunto das correlacdes quanticas também obedece a con-
di¢ao de nao-sinalizagao:

Y Dapja,B, = D tr {p(niw ® H%y)]
5 b

elfe(gm)
~ (o)

= Pa|A; »

onde a probabilidade marginal ¢ definida como:

PajA, = tr (PAHZE) : (2.7)

em que p4 € o operador densidade reduzido do sistema de Alice, como definido
m (1.1). Analogamente obtemos pyp, . O

Veremos na proxima se¢ao que a mecanica quantica pode gerar correla-
¢oes que nao satisfazem a condi¢ao de localidade. Portanto o conjunto das
correlagbes quanticas se encontra entre o politopo local e o politopo nao-
sinalizador.

O conjunto @ nao é um politopo. Na referéncia [31] Lluis Masanes ana-
lisa um conjunto um pouco diferente do que estamos analisando aqui, cujos
elementos sao vetores da forma

Pa=b|0,0 — Pa#b|0,0
Pa=b0,1 — Pa#bl0,1
Pa=b]1,0 = Pa#b/1,0

a=b|1,1 — Pa#b|1,1

X =

Ele apresenta um conjunto de desigualdades nao-lineares que é condigao ne-
cessaria e suficiente para que um vetor X possa ser obtido com mecanica
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quantica. Note que diferentes pontos do nosso conjunto de correlagdes sao
associados a um mesmo vetor x, assim obedecer as desigualdades apresenta-
das por Masanes nao ¢ suficiente para garantir que um vetor de correlacao
pertence a Q. Entretanto, o conjunto de vetores pg 4,8 ¢ mapeado no con-
junto de vetores x por uma transformacao linear. Portanto, se Q foi levado,
por uma transformacao linear, num conjunto limitado por desigualdades nao-
lineares, isso nos permite concluir que @ nao é um politopo.

2.1.6 Desigualdades CHSH

Todo politopo tem duas representagoes equivalentes:

e Caracterizacao por pontos extremais: o politopo é formado pelo
fecho convexo do conjunto de pontos extremais, i.e. por todas as com-
binagoes convexas dos pontos extremais.

e Caracterizacao por facetas: as facetas sdo hiperplanos que limitam
o politopo e podem ser descritas por desigualdades lineares (como as
condigoes de positividade (2.1), por exemplo). Assim, um vetor de
correlagao pertence a um dado politopo se e somente se satisfaz todas
as desigualdades lineares que definem suas facetas.

Até aqui caracterizamos os conjuntos de correlacao através de seus pon-
tos extremais (e das facetas triviais que sdo as condicoes de positividade®),
agora vamos olhar para a caracterizacao em termos de facetas. Por razoes
histéricas, discutidas na secao 1.4, as facetas nao-triviais do politopo local
sao chamadas desigualdades de Bell.

No cendrio (2,2,2), além das facetas de positividade, temos facetas des-
critas pelas desigualdades CHSH.

As desigualdades CHSH foram propostas em 1969 por J. Clauser, M.
Horne, A. Shimony e R. Holt [32]. Elas sdo as tnicas desigualdades de Bell
no cenario (2,2,2), como veremos na se¢ao 2.1.7, e sdo famosas por serem as
primeiras desigualdades de Bell passiveis de verificagao experimental.

Considere a expressao:

BeHSH = Da=b|Ao,By — Patb|Ao,Bo T Pa=b|Ao,B1 — Pab|Ao,B: (2.8)
+ Da=b|A1,Bo — Pa#b|A1,By — Pa=b|A1,B; + Pas#b|A1,B; »

5As condicoes de normalizacdo e ndo-sinalizacdo sdo responsaveis por reduzir a dimen-
sdo do conjunto em questao, e portanto nao definem facetas.
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onde

Da=b|A,,B, = P0,0|As,B, T P1,1|A,,B, >

Da#b|Ar,By, = P1,0|Ar,B, T P0,1|A,,B, -

Podemos também definir o correlator E(A,, By) = Pa=b|a,, B, — Pab|Ay,By>
e escrever:

Beusu = E(Ao, Bo) + E(Ag, B1) + E(A1, By) — E(Ay, By) . (2.9)

Outras trés relacoes sao obtidas permutando o sinal de menos entre os cor-
relatores.

Apenas com as condigdes (2.1) e (2.2), temos que

—4 < Bensa < 4. (2.10)

CHSH em teorias realistas locais:

Assumindo realismo local, existem A e ¢, tais que
Pa=b|A,,B, = /AQA (p()lAz,)\p0|By,)\ +p1|AI,)\p1|By,)\> X,
Pastb|Ag,By, = /AQ)\ (pO|Az,)\pl|By,)\ +p1|Az,)\p0|By,)\) A .

Usando a condigao de normalizagao (2.2), podemos escrever

Beusa = 2/AQ>\ [(2]70140,)\ - 1) (pO\BO,A + PojB ) — 1)

+ (2pO\A1,>\ - 1) (pO\BO,/\ — prl,A)]dA .

Para os pontos extremais de £ o termo entre colchetes vale £1, dai segue
que

—2 < Bensy < 2. (2.11)

Considerando as outras trés relagoes obtidas permutando o sinal dos cor-
relatores na expressao de Bopsy , temos ao todo 8 desigualdades de Bell
limitando o politopo local juntamente com as facetas triviais de positividade.
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CHSH na Mecanica Quantica:

Sejam Ay e A; duas medigoes distintas que Alice pode escolher realizar
e, analogamente, sejam By e B; medi¢oes de Bob.

Vamos considerar que os possiveis resultados das medigoes sao —1 ou +1
ao invés de 0 ou 1, mas note que o valor de Scgsy nao depende dos valores
que a e b podem assumir (inclusive nem precisam ser nimeros, basta que
tenhamos duas opgoes: sim-nao, horizontal-vertical).

Calculando o valor esperado do evento: Alice mede A, e Bob B, temos:

(A:By) = > Y abpayia, s,
a==1b=%41
= P1,1|A2,By — P1,-1|A.,B, — P—1,1|A.,B, T P—1,-1|A.,B,

= Pa=b|A,;,By — Pa#b|Ay,By -
Isso nos motiva a definir os operadores

A, =15 -1 ,
_ 170 1
By _— HBy - HBy .
em que {H%x, H}%} sdo os elementos de POVM da medicao A, e {H%y, H}gy}
os elementos de POVM de B,. Seja ||-|| a norma definida como o maior valor
singular de um operador®. Uma vez que os elementos de POVM satisfazem

Y119 =1 elly >0 temos que ||A,| < 1, e analogamente ||B,|| < 1.
Podemos entao associar um observavel” a desigualdade CHSH:

Beasa =Ao®@Bo+ Ay @B + A1 @B — A1 ® By,
Assim temos que

(Bensu) = Bensi -

Com o operador Boygy em maos, podemos calcular seu valor esperado
para um estado quantico qualquer e verificar se as correlagdes geradas pela
mecanica quantica sdo locais, i.e. se respeitam |Bopsu| < 2.

Essa definigio ¢ equivalente a || X || = supyj,—; | Xv||, onde v sdo os elementos do espago
vetorial sobre o qual o operador X atua. Para operadores hermitianos, isso equivale ao
moédulo do maior autovalor, em moédulo, do operador.

"Note que os operadores A, e B, sdo observéveis no sentido de serem operadores auto-
adjuntos. Entretanto aqui, os possiveis resultados das medig¢oes nao estdao associados aos
seus autovalores e auto-espacos (a nio ser para o caso de medic¢oes projetivas), ainda sim
o valor esperado desses operadores equivale ao valor esperado das medicoes A, e B,,.
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Um simples exemplo mostra que a mecanica quantica viola as restrigoes
impostas pela condicao de localidade. Considere que Alice e Bob comparti-
lham o singleto

97 = 5 (101) = 110).

e podem realizar as medigoes dos observaveis
A() =0, , A1 =0y .

BO Bl

1 1 1 1
= —F—=0,+ —F—=0,; , =—F—=0,— —=0g .
V2T 2 V22
Calculando o valor esperado do operador Boysy para esse estado temos que
a desigualdade CHSH ¢é violada:

<\D“BCHSH’\II‘> — <\1/-]A0 @By + Ay OB+ A, By — A, ® Bl\\p->
= —2V2.

Um resultado devido a Boris Tsirelson mostra que essa é a maxima violagao
que se pode obter com mecanica quantica:

Teorema 2.1. ||Bepsul|| < 2v/2.
Demonstracao. Vamos calcular
(BCHSH)2 =(A)®@By+Ai®B1 +A 9By — A ® Bl)2
<41 - [Ap, A1) ® By, By]

onde [X,Y] = XY — Y X representa o comutador dos operadores X e Y.
Essa desigualdade de operadores® foi derivada em [33].
Dado um operador V', vale que:

IV, Wl = IVW =WV < 2[[V{[[W],
Ve Wl =[VIIw],
v =i
Portanto:
1Bersull* < 4+ 4] Aoll[| A ||| Boll1 B
<3
4
|Bemsul| <2v2.
0

8Dois operadores X e Y obedecem a relacio X <Y se Y — X é um operador positivo.
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Corolério 2.1 (Cota de Tsirelson). Assumindo os postulados da mecinica
qudntica o valor de Bowsy € limitado por |Bense| < 2v/2.

Caixas de Popescu-Rohrlich

Vimos que a mecanica quantica pode gerar correla¢oes que violam alguma
das desigualdades que delimitam o politopo das correlagoes locais. Mas vimos
também, que essa violacao é limitada pela cota de Tsirelson, que é inferior
ao maximo permitido para correlagoes em geral.

Ao invés de questionar porque a mecéanica quantica viola a desigualdade
CHSH, Sandu Popescu e Daniel Rohrlich [34] se perguntaram porque ela nao
viola mais? De onde vem essa cota? Uma possivel resposta é que essa cota
deriva da estrutura de espaco de Hilbert da mecanica quantica, mas o que isso
significa? Qual seria o principio fisico limitador do conjunto das correlagoes
que se pode obter com mecéanica quantica?

Em busca desse principio Popescu e Rohrlich assumem dois axiomas:

e Nao-localidade: seria responsavel pelas correlagoes quanticas violarem
CHSH algumas vezes,

e Nao-sinalizacao: seria responsavel por limitar essa violacao,

e se perguntam: quais teorias dao origem a correlagoes nao-locais mas ainda
preservam nao-sinalizagao?

Eles exibem entao o seguinte exemplo de correlagao, as chamadas caixas
de Popescu-Rorhlich (caixas PR):

P11]A0,Bo = P—1,~1]40,Bo = 1/2,

P1,1149,B1 = P—-1,-1|A49,B1 — 1/2 )

P1,1)A1,Bo = P-1,-1|A1,Bp = 1/2 ) (2-12)
P1,-1]41,B1 = P—1,1]41,B, = 1/2,

€ zero nos outros casos .

Essa distribuicao é nao-sinalizante pois:

PalAy,Bo = PalA,,B, = 1/2 ¥V a, Ay,
DblAo,B, = PbjA,B, = 1/2 ¥V b, B, .

Entretanto

Bersa =4,
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e portanto tais correlacdes ndo podem ser obtidas com mecanica quantica®.

Trocando os papéis das probabilidades nulas e das que valem 1/2 obtemos
outra distribui¢ao nao-sinalizadora com Scysy = —4. E alternando os papéis
de Ay e Ay, e By e By obtemos caixas que violam maximamente as outras
desigualdades CHSH. Portanto, ao todo temos 8 caixas PR, que fazem parte
do conjunto de pontos extremais do politopo N'S.

Assim Popescu e Rohrlich mostraram que nao-sinalizacao nao é suficiente
para delimitar o conjunto das correlagoes quanticas. Qual seria entao o
principio limitador do conjunto Q7 As buscas por esse principio ainda seguem
em aberto. Um candidato é o principio de causalidade da informagao [35],
que em esséncia estabelece que a comunicacao de m bits classicos pode gerar
um ganho de informacao de no méximo m bits. Para m = 0, o principio de
causalidade da informacao se reduz a condi¢do de nao-sinalizagdo. Em [36]
é mostrado que parte da fronteira do conjunto quantico pode ser recuperada
por esse principio, mas se ele é suficiente ainda nao se sabe.

Resumindo os resultados obtidos até aqui temos

LSCQCNSCP.

A figura 2.3 esquematiza a relacao entre esses conjuntos.

L L

Figura 2.3: P é representado pelo poligono maior. L sdo os pontos extremais do
politopo local e PR as caixas de Popescu-Rohrlich. As linhas tracejadas em verde
sdo desigualdades de Bell, e a parte da fronteira do conjunto Q@ que nao é linear é
representada pela curva vermelha. E importante ressaltar que a figura nao ilustra
o fato de que P vive num espaco de dimensao maior que os demais conjuntos.

9Dai o nome “caixas”, ndo existe um sistema fisico ou estratégias capazes de simular
tais correlagdes, por isso pensamos apenas em caixas-pretas que, dadas as medigoes de
entrada, retornam os resultados de saida.
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2.1.7 Resultados sobre a existéncia de modelos locais

Nesta secao vamos discutir um conjunto de resultados, apresentados por
Arthur Fine [37] em 1982, que sdo bastante interessantes e esclarecedores.

Eles caracterizam completamente o politopo cldssico no cendrio (2,2,2) e

criam intuicoes sobre os cendrios mais gerais'®.

Teorema 2.2 (Fine). Considere um experimento de correlagio no cendrio
(2,2,2). As sequintes proposigoes sio equivalentes:

(1) Existe um modelo de varidveis ocultas local para Dab|As,B, -

(2) FEziste um modelo de varidveis ocultas local deterministico para Dab|As,By >
i.e., conhecido \ as probabilidades valem 0 ou 1.

(3) Emiste uma distribuicio de probabilidades conjunta consistente'* para
todas as medigoes, P(a,a’ bp/|Ag,Ar,Bo,Br)-

(4) Ewistem distribuicoes triplas consistentes, p(ap.p/|A,Bo,B1) € P(a’ bb/|A1,Bo,B1)>
que geram uma distribuicio bem definida pyy|B,,B, -

(5) As desigualdades CHSH sao satisfeitas.

Demonstracao.
(1)=(2)

(<) Um modelo de varidveis ocultas deterministico é um caso particular
de um modelo de varaveis ocultas geral.

(=) Suponha que exista A e g, tais que as probabilidades do experimento
podem ser descritas por

Dap|An,B, = /AQAPa|Ax,>\pb\By,)\d)\-
Defina uma nova variavel oculta:

)\, - )\/<)\7 M1, :uQ) )

ONote que faremos uma demonstracio bastante redundante para o Teorema 2.2 (menos
passos sdo suficientes para provar o teorema). Isso porque a estrutura das demonstragoes
é quase tao interessante quanto o teorema em si e também nos ajuda a criar intuigoes para
0s cenarios mais gerais.

" Consistente no sentido de que as marginais concordam com os resultados do experi-
mento.
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e as probabilidades

p/ _ 17 se 0 S H1 S p0|Az
Oz 0, caso contrario

. )1, sepoa, < <1
14z 0, caso contrario

", _ L, se0 < s < poip,
0By 0, caso contrario

v _J1, sepop, Sp2 <1
LBy 0, caso contrario

Seja ¢ a distribuigao uniforme no intervalo [0, 1] , entao

PablAs,By, = /AQ>\pa|Az,)\pb\By,)\d/\

N /AQ/\ (/01 qulpfl'Ax’AvﬂldMl) (/01 quzp,bBy,,\,mdM)d)\
= /A/Ol /01 quulq’”p;\ArcuA,ulp;)\By,)\,MdM2d,u1d/\
= /A A Paa, Db, AN

onde ¢y = ¢y Gus ©

1 1
’,dX:/// i G dusdpgdh = 1.
/A/ (%5 AJo Jo G Qus Glb2A

Dessa forma o experimento também pode ser descrito por um modelo de
variaveis ocultas deterministico.

(2)=(3)

(=) Suponha que exista um modelo de varidveis ocultas deterministico
que reproduz os resultados do experimento de correlagao, i.e., existem varia-
veis ocultas A tais que

Dap|An,B, = /A(D\pamx,)\pb\By,)\d)\a
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onde paja,.x € pyB,,» valem 0 ou 1.
Defina

Da,a’ bb| Ao, A1,Bo,B1 = /AQ)\pa|A0,>\pa’\Al,Apb|Bo,)\pb’|Bl,)\d)\-

Segue que as probabilidades marginais dessa distribuicdo correspondem as
descritas pelo modelo deterministico local. Por exemplo:

Pap|Ag,By = Zpa,a’,b,b’\Ao,AhBo,B1

a’ b
= /A grPa)Ao,\ <Z pa’Al,/\>pb|Bo,)\ (Z pb’|Bl,)\> d\
a v

= /Aq/\pa|A0,)\pb\Bo,>\d)\-

(<) Suponha que exista uma distribuigao de probabilidade conjunta para
Ao, A1, By e By, Pa,a bv|A0,Ar,BoBr)s tal que suas probabilidades marginais re-
produzem os resultados do experimento de correlacao. Podemos construir
um modelo deterministico local da seguinte forma:

Seja \; um conjunto de quatro varidveis, \; = (a;, a;, b;, bl), cujas compo-
nentes assumem os valores 0 ou 1. Defina

DPa|Ag N, = 511,0,1- y Pa’|A1 N — 6a/,a,’i 5

PoBox = Obby 5 Py|Byn = 5b',b; ;

4x; = D(as,a!,bs,bi|Ao,A1,BoBy) -

Assim as correlagoes do experimento podem ser descritas por um modelo
deterministico em que os \;’s sao varidveis ocultas e ¢, é a distribuicao de
probabilidade da variavel discreta A; :

16

Pap|Ay,By = Z Ax;Pa| Ay \iPb|By i -

i=1

De fato:
Pab|Ag,By = Z Gx;PalAg,\;Pb| By,

)

= Z P(ai,a},bi b, Ao, A1,BoB1) 50,% 5b,bi

)

= Z P(a;,al,b; | Ao, A1,Bo By)

'L':ai:a,bi:b

= Zp(ava’,b,b’\AmAl,BoBﬂ )

a’ b
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que, por hipoétese, reproduz os resultados do experimento.

(3)=(4)

(:>) A existéncia de p(mb’quO,BO,Bl), p(a’,b,b’\Al,Bo,Bl) (§] pb,quO’Bl bem defi-
nidos segue diretamente da distribuicao conjunta pq,a’p.v|40,4:,B0,81)-

(<=) Suponha que existam p(app/|49,80,81)s P(a b4/ Ar1,Bo,B1) € Do/ Bo,By - De-
fina

P(abb'|Ag,Bo,B1)P(a’ b/ |A1,Bo,B1)

9

p(aﬁal?bvbl‘A(LAl?BOyBl)
Do |By,B)

P(a,a’ bb'|Ag,A1,Bo.B1) = 0 se Pov|Bo,B1 = 0.

E direto verificar que suas marginais produzem as probabilidades requeridas.

(4)=(5)

(=) Suponha que existam as distribuicoes p(ap.p/|Ao,B0,B1)s P(a’ b,b/|Ar,Bo,B1)
€ Pb,'|Bo, B, » € considere também a distribuigao conjunta obtida a partir destas.
Podemos entao derivar as seguintes relagoes:

D0,0,0|40,Bo,B1 = P0,0,0,0|A0,A1,Bo,B1 + P0,1,0,0|A9,A1,Bo,B1

< Do,0jA1,B1 t P1,0/4,,Bo (2.13)

= P0,0|]A1,B; T Po|By — P0,0|A1,Bo

P1,0,0|40,B0,B1 = P1,0,0,0/40,A1,B0,B1 T P1,1,0,0/A9,A1,B0,B1
< P0,0j41,Bo + P10/41,B, (2.14)

= P0,0|]A1,Bo T Po|B; — P0,0|A1,B,

e também

0 < Po,1,1140,B0,B1 = PojAg — P0,0,1|A0,Bo,B1
— P0,1,0|40,B0,B1 — P0,0,0|A0,B0,B1 (2.15)

= PojAo — P0,0]A0,Bo — P0,0|Ag,B1 T P0,0,0|A¢,Bo,B1

0 < P1,1,1140,B0,B1 = P10 — P1,0]40,Bo — P1,0]40,B:1 T P1,0,0]A0,B0,B:
=1 — poja, — Po|By + P0,0j40,B0 — Po|B; (2.16)

=+ D0,0|40,B1 T P1,0,0]A0,Bo,B:
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Substituindo (2.13) em (2.15) e (2.14) em (2.16) chegamos a relagao:

—1 < Po,ojag,By + P0,0j40,B1 + P0,0j41,Bo — P0,0|A1,B; — Dol — Poj, < 0 (2.17)

Essa relagao é conhecida como desigualdade CH e foi proposta em 1974 por
Clauser e Horne [38]. Para ver que ela é equivalente a desigualdade CHSH
apresentada anteriormente basta notar que:

1+ E(A,)
Poja, = f
1+ E(A,, By) + E(A,) + E(By)
Po,0\A,,By, = 1

onde F(A;) = poja, — P1)a,, € substituindo em (2.17) chegamos a
—2 < E(Ao, Bo) + E(Ao, B1) + E(A1, Bo) — E(A1, By) <2

As outras trés desigualdades sao obtidas fazendo o mesmo raciocinio ora
trocando Ay por Ay, ora By por By, e ora trocando ambos.

(<) Essa demonstracao é um tanto extensa e as técnicas utilizadas nao
serao de utilidade para o restante do texto. O leitor curioso pode encontra-la
em [37].

O

A equivaléncia de (1) e (2) mostra que se nos restringimos a modelos
de variaveis ocultas deterministicos nao diminuimos o conjunto das possi-
veis correlagoes. Toda a aleatoriedade do sistema pode ser transportada
para a distribuicao da variavel oculta A\. Na visao dos conjuntos de vetores
de correlagao, apresentados nas segoes anteriores, esse resultado segue como
consequéncia de todos os pontos extremais do politopo local serem determi-
nisticos.

A equivaléncia de (1) e (5) mostra que o politopo local no cenério (2,2, 2)
¢ completamente caracterizado pela desigualdade CHSH, como ja haviamos
comentado.

Das proposigoes (3) e (4) vemos que a existéncia de um modelo de varid-
veis ocultas local estd intimamente ligado a existéncia de uma distribuicao
conjunta consistente para todos os eventos envolvidos no experimento. Se
pensarmos nos sistemas quanticos, tal consisténcia é muitas vezes proibida
pela existéncia de experimentos incompativeis.
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As proposigoes (1), (2) e (3) sdo diretamente estendidas para os cendrios
mais gerais e suas equivaléncias também seguem da estrutura das demons-
tragoes aqui apresentadas.

A proposicao (4) ndo tem uma extensao trivial para cendrios mais gerais,
talvez apenas para alguns cendrios particulares (veremos um deles na segao
2.2.3).

As desigualdades CHSH certamente nao sao suficientes para a existéncia
de um modelo de variaveis ocultas local nos casos gerais, e sdo necessarias
outras desigualdades para caracterizar o politopo local. Se estendermos a
proposigao (5) para todas as desigualdades de Bell de um dado cenério, entao
teremos sua equivaléncia com a existéncia de um modelo de variaveis ocultas
local.

2.2 Conjunto das Correlacoes II:
Cenarios mais gerais

2.2.1 Cenarios mais gerais

Em geral, um experimento de correlacao é caracterizado por:
e nimero de partes;

e nimero de possiveis medi¢oes em cada parte;

e numero de possiveis resultados de cada medicao.

Podemos caracterizar esse cenario pela notacao:

(7‘11; vy T1mysT21--45 T2mg s T'nl, ~~-77‘nmn) )

onde r;; ¢ o nimero de possiveis resultados da medi¢ao j da parte i. Por
exemplo (3,3;2,2,4) denota um cendario de duas partes em que a primeira
pode escolher entre duas medigoes com trés possiveis resultados cada, e a
segunda pode escolher entre trés medigoes, duas com dois possiveis resultados
e uma com quatro possiveis resultados.

Para um cenario de n partes, onde cada parte pode realizar o mesmo nu-
mero de medi¢oes m, cada uma com o mesmo nimero de possiveis resultados
r, usamos a notacao simplificada

(n,m,r) .
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2.2.2 Facetas do politopo classico

Para os cendarios mais gerais a desigualdade CHSH ¢é uma condigao neces-
saria mas nao é mais suficiente para delimitar o politopo local.

A complexidade do problema cresce bastante se saimos do cenario mais
simples (2,2,2). No cendrios (n,m,r) o vetor de correlagoes é um vetor de
(mr)™ componentes. Assim, a tarefa de encontrar o menor conjunto de desi-
gualdades, que é completo no sentido que as desigualdades sao satisfeitas se
e somente se as correlagoes sao locais, ¢ um problema bastante complicado,
cuja complexidade computacional cresce exponencialmente com os parame-
tros n, m e r [2]. Portanto, solu¢oes completas s6 sdo conhecidas para casos
em que simetrias podem ser exploradas, por exemplo o caso (n,2,2) [39], ou
para valores pequenos de (n,m,r) onde a computacao atual permite uma
abordagem por for¢a bruta. Em [40] sdo estudados o caso (2,3,2), e o caso
em que um observador pode escolher entre 2 medicoes dicotomicas e o outro
pode escolher entre k£ medigoes, e ainda, é apresentada a lista completa das
desigualdades (a menos de simetrias) para o caso (3,2,2). Alguns outros
casos resolvidos sdo listados em [28].

Mais detalhes e referéncias sobre a complexidade de encontrar as desigual-
dades no caso geral e os casos resolvidos podem ser encontrados nos artigos
de revisao [41], [42].

2.2.3 Mais resultados sobre a existéncia de modelos
locais

Um resultado interessante para um experimento de correlacao entre n
partes espacialmente separadas é'2:

Proposicao 2.5. Considere um experimento com medicoes locais em n par-
tes. Se a estatistica de resultados das medicoes nas n partes admite um
modelo de varidveis ocultas local, entao a estatistica de resultados de medi-
coes em k partes, condicionadas a um resultado particular das medicoes nas
outras (n — k) partes, também admite um modelo de varidveis ocultas local.

Demonstraciao. Vamos fazer a demonstracao para n = 3. Mas esta pode ser
facilmente estendida para um maior nimero de partes.

Considere um experimento de correlacao entre 3 partes, em que cada
parte pode escolher uma entre um conjunto de possiveis medigoes, cada uma
com um certo nimero de resultados. Dizer que esse experimento admite um

12A demonstragio apresentada aqui segue a mesma linha de raciocinio da referéncia [43]
para a demonstragao da Proposicao 4.1.
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modelo de variaveis ocultas local ¢ dizer que as distribuicoes de probabilidade
conjuntas dos possiveis resultados podem ser escritas na forma:

Pab,c|Au,By,Co = /AQ)\pa|Az,)\pb\By,/\pdCz,/\d/\ (2.18)

para algum conjunto de varidaveis A e distribuicao q,.
Agora considere a distribuicao de probabilidades conjunta nas partes A e
B condicionada a obten¢ao de um resultado particular na parte C"

pavbvc‘A17By’CZ

Papl|c,Ay,By,C. = .
>a,b Pab,c| Az, By,Cx

Usando o modelo local para a distribuigdo conjunta das 3 partes, (2.18),
temos:

Ja Pa| Az ) Pb|By,X Pe|Ca A X

2ab JA D Pajag ) Dbl By Pelc ) AA
_ JA 97 PajAL A PBBy A PelC A AN

Pablc,Ar,By,C. =

pc|C'z
/
= /ch,cz,)\pa\Az,)\pb\By,)\ A,
em que pejc, = [y Pejc.a dA e
/ o q/\pc\Cz,)\
qc,C’z,)\ -
DelC,

é uma distribuicao de probabilidades independente das medigoes feitas nas
partes A e B. Portanto a estatistica dos resultados obtidos por A e B,
condicionado ao resultado ¢ na parte C', admite um modelo de variaveis

ocultas local.
O

A contrapositiva da Proposicao 2.5 garante que, se restrito a um resultado
particular de (n — k) partes, k partes exibem correlagoes nao-locais, entéao as
n partes formam um sistema nao-local.

Outro resultado interessante, para o caso de estados quanticos, segue
das construgoes feitas por Fine para demonstragao do Teorema 2.2. Esse
resultado foi demonstrado primeiramente na referéncia [44].

Considere pap um estado k-extensivel em B. Lembrando a defini¢ao 1.5,
existe PAB;Bs...By, tal que

tr\p, paB,..B, = pap V Bj.
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Proposigcao 2.6. Se Alice e Bob compartilham o estado k-extensivel pap
entao existe um modelo de varidveis ocultas local para um experimento de
correlagio em que Bob pode escolher entre k possiveis medicoes e Alice pode
escolher entre n medicoes, ¥V n € N, todas com qualquer nimero de possiveis
resultados.

Demonstragio. Considere um experimento de correlacao em que Alice e Bob
compartilham o estado k-extensivel psp, Bob pode escolher uma entre k
possiveis medic¢oes e Alice pode escolher uma entre n medicoes. Defina

Dai b reosbi | As, Br e, Br) = tr{(niﬂ I3 ®...® H%,JPABL..B;C] VAL (2.19)

Note que dai segue uma distribuicao conjunta para as medigoes B;:

D(by,... b | B, Br) = tr[(ﬂlﬁl ®...Q ngk)pBl...Bk} ;

onde pp,..B, = trapap,.. B, Pelas propriedades dos estados k-extensiveis as
distribuigoes (2.19) sdo bem definidas e apresentam as marginais requeridas,
por exemplo

Pay b1|A1,B1 = Z P(ay,b1,....,bx|A1,B1,..., By,)
ba,...,bk

= tr ( G IlE ® (Z HIEQ) e ® (Z H%k))PABle...Bk]
I b b

= tr[( Lo H%ll ®Ip,...® [Bk)pABlBg...Bk}
= tri( ?411 ® HbBll)pABl]
= tr (Hfgll ®Hl§1)pAB] .

Seguindo a demonstragao da equivaléncia (3) < (4) do Teorema 2.2 va-
mos definir uma distribuicao de probabilidades conjunta para todas as me-
digoes do experimento:

_ Playb,. by |AL,By e, By) - *Plan by yeosbi | An, Bis-o., B)
P(ai,....an.b1,.. .0k A1,y An,B1 ey By) = .

[p(bl,...,bk\Bl,...,Bk)] "

As marginais corretas seguem das propriedades dos estados k-extensiveis.
A partir da distribuicdo conjunta para todos os observaveis é possivel
construir um modelo de variaveis ocultas local como feito no Teorema 2.2.

[]



Capitulo 3

Emaranhamento <
Nao-localidade?

De agora em diante vamos nos concentrar nas correlacoes geradas pela
mecanica quantica.

Neste capitulo vamos analisar quais estados quanticos sao capazes de
exibir correlacoes nao-locais. Veremos que emaranhamento é uma condigao
necessaria para nao-localidade, mas nao ¢ suficiente. Existem exemplos de es-
tados emaranhados cujas correlagoes admitem uma descrigao por um modelo
de variaveis ocultas local.

3.1 Estados separaveis

Considere um estado separavel qualquer, de um sistema composto por n
subsistemas:

P=2Difi®p®...®p 5 piz20, > pi=1

Para todas as medicoes locais, {Il4, ® I, ® ... ® Il4, }, realizadas
nesse sistema, as correlagoes obtidas sao da forma

p(al,...,an\Azl,...,Azn) =1tr [P(H(Xxl ® Hiim ®...Q Hi{;n)]
= trKZpi,oﬁ ®R...) p@) (Hfﬁﬁ” ®R...Q Hfﬁ{;nﬂ
= Zpl- tr (p’inﬁle) tr (péﬂjffw) oot (pilﬂiﬁn)

= PiPlay 4y, PaslAny - - Dol s,
7

o4
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que ¢ uma distribuicao de probabilidades classicamente correlacionada, e
portanto pode ser simulada por um modelo de varidveis ocultas local. Assim
vemos que todo estado separavel sé pode dar origem a correlagoes locais.

Vamos agora partir para a analise de estados emaranhados.

3.2 Estados Puros

Em [45, 46] foi mostrado que todo estado puro bipartite emaranhado
viola alguma desigualdade de Bell. Em seguida, Popescu e Rohrlich [47] ge-
neralizaram esse resultado para todo estado puro emaranhado, com qualquer
numero de partes. Em seus enunciados Popescu e Rohrlich consideraram
apenas estados genuinamente emaranhados de n parte, mas com pequenas
modificagoes, sua demonstracao pode ser estendida para todo tipo de ema-
ranhamento como veremos nesta secao.

3.2.1 Dois qubits

Teorema 3.1 (2 qubits). Todo estado puro de 2 qubits emaranhado viola a
desigualdade CHSH para alguma escolha de observdveis Ay, Ay, Bg e By.

Demonstracao. Um estado puro de 2 qubits pode ser escrito usando a de-
composi¢cao de Schmidt na forma:

) = Ai]0)]0) + Ao 1)[1)

onde \;, Ay 520 nlimeros reais positivos e A3 +\3 = 1. {|0),]1)} sdo bases para
Ha e Hp e podem representar diferentes dire¢oes de spin em cada sistema.
Vimos que um estado é emaranhado se e somente se ele possui pelo menos
dois coeficientes de Schmidt nao-nulos. Portanto, para que um estado de 2
qubits seja emaranhado, devemos ter A\; # 0 # \s.
Uma vez que se tratam de sistemas de 2 niveis podemos escolher os ob-
servaveis da forma:

Ay=ay-0, Ay=a1-d, Bo=by-0d, Bi=0-0,

onde os eixos sao escolhidos de forma que |0),|1) sejam autovetores de o,
tanto na parte A quanto na parte B, e ag, aj, bB, by sdo vetores unitarios em
R3. A demonstracao do teorema consiste em escolher esse conjunto de vetores
unitarios de forma que alguma das desigualdades CHSH seja violada.
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Vamos considerar o operador
Bersn = Ao ®Bo—Ag@B1 + A ®@Bo+ A @By .

Para nossa escolha de observaveis temos que:

(Bonsu) = (i -G @by - &) — (do- G @by - &

26

+ (@i G @by 5)+ (a1 @b 7).

Calculando o valor esperado de cada termo no estado [¢)) obtemos:
(@-G@b- 5>¢ = a.b, + 2\ Ao (agby — ayb,) .

Agora considere

Dessa forma temos que

(BCHSH)w =cos 8 —cos B’ + 2\ Aa(sin 8 + sin 7).

Escolhendo
1
cos 3= —cosf3 = ,
14 4(M )
2
sin 3 = sin 3’ = Mz

JI+40)?

obtemos finalmente que, para essas medicoes

<BCHSH>¢ =241+ 4()\1)\2)2

>2 se Ny #0# Ng.

]

Portanto, para algum conjunto de medigoes, todo estado puro emara-
nhado de 2 qubits exibe correlagoes que nao podem ser simuladas por teorias

realistas locais.

E importante notar que as medicdes escolhidas para que haja violacdo
dependem explicitamente do estado |¢) através de suas bases e seus coefici-
entes de Schmidt. Diferentes estados vao requerer que diferentes observaveis

sejam medidos para que correlagoes nao-locais sejam observadas.
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3.2.2 Sistemas bipartites

Teorema 3.2 (Sistemas bipartites). Todo estado puro bipartite emaranhado
exibe correlacoes nao-locais para algum conjunto de medicoes.

Demonstracao. Usando a decomposicao de Schmidt, um estado puro de um
sistema bipartite H4 ® Hp pode ser escrito na forma

[¥) = Al0)[0) + Ao D[1) + ..+ Aald = 1)|d = 1),

onde d = min{dim H 4, dim Hp}.

Redefinindo os indices se necessario, temos que [i) é emaranhado se e
somente se \; # 0 # Ao, mas agora A3 + \3 < 1.

Por conveniéncia, podemos escrever |i) ressaltando a sua componente no

subespago {|0), [1)}4 @ {]0), [1)} p:

_ e e [ AM1010) + A [1)[1)
) - (M )

As[2)|2) .+ Agld — 1)|d — 1)
+/1= A=\
1 ( V=X -3
=\/A% 423 [vor) + /1 — A2 — A3 |ugh)

onde [1)p1) é um vetor normalizado no subespaco {|0), 1)}, ® {|0),|1)}5, €

’woil> ¢ um vetor normalizado no seu complemento ortogonal.
Defina os observaveis:

—

ag - 0, a1 - 0, bB - 7, by - & respectivamente, nos subespacos
Ao,Al,B(],BIZ {’O>7|1>} de HAQHB;
I mnos subespagos {[2),...,|d—1)} de Ha e Hp ;

com os vetores unitarios ag, aj, b?J e b, definidos em funcao dos coeficientes
do estado [1p;) como na demonstracao do Teorema 3.1.

Como esses operadores nao conectam o subespaco {|0), [1)} , ®{[0), |1)} 5
e seu complemento ortogonal temos que:

(W|Bensulv) = (A + A3) (or Bensnlvo) + (1= A} = A3) (w5 |Bowsn |v5)

O valor esperado de (o1 |Bomsu|tor) ja foi computado na demonstragao
do Teorema 3.1 e é estritamente maior que 2. Para <woL1’BCHSH‘w0L1> temos

<7/}(J)_1‘BCHSH’77DS_1> = <¢0L1‘2 [‘woﬁ> =92
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Portanto (¢|Becpsu|t) é a combinagdo convexa de um nimero maior que 2
com um numero igual a 2 o que implica (Y|Beygsu|t) > 2 . Explicitamente:

At 7 +2(1= A7 = A3)

(VBensult) = 2(X + AN ey

> 2 se )\17£07é)\2

3.2.3 Sistemas multipartites

Teorema 3.3 (Sistemas n-partites). Todo estado puro emaranhado de n
partes exibe correlacoes nao-locais para algum conjunto de medicoes locais
em cada parte.

Antes de partir para a demonstracao do teorema vamos a alguns resulta-
dos preliminares que serao importantes para sua demonstragao.

Considere o conjunto N = {1,2,...,n} e seja {C, D} uma parti¢ao de
N,ie. CND=0eCUD = N. Da mesma forma seja {E, F'} uma outra
parti¢ao de N diferente de {C, D}.

Proposicao 3.1. Seja |¢)) um estado puro de um sistema de n partes. Se

V) = o) @ |[¥p) e |¢) = [YE) ® [YF), entdo
V) = [Yene) @ |Yenr) @ [Ypne) @ [Wpar)

onde |x) representa um estado puro entre as partes que compoem o conjunto
X.

Demonstragio. Seja |1) um estado puro tal que:

V) = |ve) @ [¥p) (3.1a)
¥) = [ve) @ [¢r) . (3.1b)

Vamos olhar para o estado reduzido das partes que compdem o conjunto C'.
Por (3.1a) temos que

pc = trp(|Ye) (Yol @ [¥p)(¥pl)
= o) (el

é um estado puro. Agora, por (3.1b) temos
pc = trp(|VE)(VE| @ [Yr)(Yr|)
= trpne(|Ye) (Ve]) ® tronr(|[Vr) (Vr|)

= pcnE @ poenr -
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Uma vez que pong ® penr = [Yo) (e, afirmamos que pcne e ponr
sao estados puros. De fato, escrevendo pcnp € ponr em sua decomposicao
espectral temos

PCNE = Z/\z|>\z><)\z| )

ponr = D 1l15) (1l
J
e portanto
pene ® ponr = D Niftil ik ) (Ni; |
2%

¢ um estado puro se e somente se A\; # 0 para um tunico valor de i e p; # 0
para um unico valor de j, o que implica que pong € ponr sao estados puros.
Portanto temos que

W’C) = |¢CmE> ® |¢COF> .

Da mesma forma obtemos

YD) = |YprE) @ |YDAF)

E assim

V) = |YenEe) @ |[Yenr) @ [Ypne) @ [Ypar) -
]

A proposigao mostra que se exitem duas partigoes distintas em que |¢)) é
escrito como um produto de estados puros, entao |¢)) também é um produto
de estados puros se tomamos o menor refinamento comum dessas particoes.

Vamos agora enunciar um resultado que é a chave para a demonstragao
do Teorema 3.3.

Lema 3.1. Para todo estado emaranhado de n partes |1), existe uma pro-
jecao em um estado produto de (n — 2) partes do sistema, que deiza as duas
partes restantes em um estado emaranhado.

Demonstracao. Vamos fazer a demonstracao por contradicao.

Suponha falsa a conclusdo do lema, i.e., para quaisquer (n—2) partes, toda
projecao em um produto de estados desses sistemas deixa os dois sistemas
restantes em um estado produto.
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Seja {|ei> j} uma base no espago do j-ésimo sistema. Considere entao a

projecao:
(e[, (e, (6] 1) = 16l -

Por hipotese o estado dos sistemas 1-2 é um estado produto para toda escolha
de 13,14, ...,1,, que, em geral, depende da projecao escolhida:

|0)1 = |P(i3, 14, ... 1 0n))y
’@)2 - ‘@(Z?n i47 s >in)>2 .

Agora suponha que escolhemos um vetor diferente para a projecao no
. ;! ~ .
sistema 3, ez3>3. Entéo |¢), ou |¢), devem permanecer inalterados a menos

de uma fase global, pois, se ambos mudassem com i3, projetando o sistema
3 em uma combinacao linear de |ei3>3 e ‘ei§>3, produziriamos um estado
emaranhado para os sistemas 1-2.

Repetindo o mesmo argumento para as projecoes nas outras partes, con-
cluimos que cada indice s6 pode aparecer em um dos estados, |¢), ou |¢),,
mas nao em ambos.

Portanto, renumerando os subespagos, podemos dizer que:

|¢>1 = |¢(Z3a i47 cee 7ik)>1 5

|S0>2 = [@(tkt1, Thtas - - - 7in)>2 .

Dadas essas consideragdes podemos escrever o estado |¢) da formal
) :(Z e3>3... e”>n<e3 3...<e”n)|w>
03,eenyin

= Z |O(13, 04, - 0k)) 1 | P(Tkt1Th42 - - Tn))s

13yee0yin
ez3>
3

:(Z \d(is, 4y - - 5 08))4 ), eik>k>

ei3>
3

e
n

ik+1>
k+1

e concluimos que existe uma bipartigao do sistema em que |¢)) é um produto
de estados puros, onde o sistema 1 se encontra em uma das partes e o sistema
2 na outra.

(PR 28

'Note que apenas estamos multiplicando |) pelo operador identidade nos subespagos
3,...,n.
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Fixando o sistema 1 e repetindo todo o argumento variando o segundo
sistema, obteremos diferentes bipartigdes em que |¢) é escrito como um pro-
duto de estados puros. E, para todo j € {2,3,...,n}, existe pelo menos uma
biparticao em que o sistema 1 e o sistema j se encontram em partes distintas.
Pela Proposicao 3.1 existe uma partigao refinada em que [¢) é um produto
de estados puros e o sistema 1 se encontra num estado puro fatorado dos
demais.

Fixando os outros sistemas no lugar do sistema 1 concluiremos que, para
cada sistema j, existe uma parti¢do em que [1)) é um produto de estados puros
e o sistema j se encontra num estado puro fatorado dos demais. Novamente
usando a Proposigao 3.1 temos que [¢) pode ser escrito na forma

V) = [11) @ 1) ® ... @ |Yn) ,

e portanto é um estado separavel.

Assim, se [1)) é um estado emaranhado, deve haver pelo menos uma pro-
jecdo num estado produto de (n — 2) partes tal que as duas partes restantes
sao deixados em um estado emaranhado. O]

Agora estamos prontos para provar o Teorema 3.3.

Demonstra¢io do Teorema 3.3. Seja [1)) um estado emaranhado de n partes.
Pelo Lema 3.1, existe uma projecdo em um produto de estados de (n — 2)
partes tal que as duas partes restantes se encontram num estado emaranhado.

Considere as distribuigbes de probabilidades conjuntas de medigGes nessas
duas partes, dado que as (n — 2) partes foram projetadas no produto de
estados adequado. Pelo Teorema 3.2 é possivel encontrar um conjunto de
medigoes tal que suas estatisticas violam a desigualdade CHSH.

Pela Proposicao 2.5, se a estatistica de resultados de medi¢oes em 2 partes,
condicionada a um resultado particular de medigoes nas outras (n—2) partes,
exibe correlagoes nao-locais, entao a estatistica de resultados de medi¢oes nas
n partes é nao-local.

[]

Portanto vimos que, para estados puros, emaranhamento é condi¢ao ne-
cessaria e suficiente para existéncia de correlagoes nao-locais em sistemas
quanticos. Poderiamos ingenuamente pensar que este resultado vale também
para estados mistos, uma vez que estes sao apenas combinag¢des convexas de
estados puros, entretanto veremos que esse nao é o caso.
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3.3 Estados de Werner

Em 1989 [48] Reinhard F. Werner mostrou que existem estados emara-
nhados que nao apresentam nao-localidade em qualquer cenario, se apenas
medicoes projetivas locais sao realizadas no sistema. A demonstracao se
da através da construgao explicita de um modelo de variaveis ocultas local
para uma classe de estados emaranhados. E nesse mesmo artigo que surge a
definicao precisa de estados separaveis e emaranhados.

Para que o problema fosse tratavel, Werner considerou apenas estados
altamente simétricos de sistemas bipartites, com Ha = Hp = C?. Os esta-
dos considerados, hoje conhecidos como estados de Werner, sao aqueles que
permanecem invariantes quando a mesma transformagao unitaria é aplicada
localmente a ambos os sistemas:

W=UeU)WU'®U" V U unitiria em C?.

Pode-se mostrar? que todo operador que comuta com todas as unitarias
da forma (U®U) é combinagao linear dos operadores identidade I e operador
de troca V' definido por:

V(o)a@10)p) = 914 ®9)5

portanto W é da forma I + 6V

Para matrizes densidade temos ainda a restricao tr W = 1, assim o con-
junto de estados (U®U )-invariantes é caracterizado por um tnico parametro.
Podemos escolhé-lo como:

w=tr(VIW).

Como V2 =171 e VI =V, temos que o parametro w, que representa o valor
esperado desse operador no estado W, pode varia de —1 < w < 1.
Os estados de Werner sao, portanto, da forma

1
B —d

W(w) (d—w)+ (dw—-1)V] ; -1<w<1. (3.2)

Proposicao 3.2. Um estado de Werner € separdvel < w = tr(VW) > 0.

Usando o critério de Peres é facil ver que W74 possui autovalor nega-
tivo para w < 0, e portanto W é emaranhado para esses valores de w. A
demonstracao de que, para todo w > 0, W é um estado separavel pode ser

2Uma demonstracdo é encontrada no préprio artigo do Werner.
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encontrada no artigo do Werner [48].

Werner construiu um modelo de variaveis ocultas local para quaisquer
medigbes projetivas no estado (3.2) com pardmetro

Note que wy < 0 para d > 2, portanto W (wy ) é um estado emaranhado.

Pela convexidade do conjunto das correlacoes locais, combinagoes conve-
xas de correlacoes locais ¢ local, portanto o modelo de Werner segue para
todo w > wy. Em [49], o modelo local de Werner para d = 2 foi estendido
para o parametro w ~ —0, 49.

Em 2002, Jonathan Barrett [50] estendeu as ideias de Werner construindo
um modelo local para uma classe de estados emaranhados, incluindo quais-
quer medi¢oes POVM. O modelo construido por Barrett foi para as correla-
¢oes geradas pelo estado de Werner com parametro

1 (d—1)¢t

que ¢é negativo para d > 2.

A tabela a seguir mostra a comparacao entre os parametros de Werner e
de Barrett em funcao da dimensao. Vemos que a medida em que a dimen-
sao dos sistemas aumenta, o parametro wy, do modelo local de Werner vai
se aproximando de —1, e portanto vai cobrindo praticamente todos os esta-
dos emaranhados da classe de estados considerada, os (U ® U)-invariantes.
J& o pardmetro de Barrett vai ficando cada vez mais préoximo dos estados
separaveis com o aumento da dimensao.

ww wpB
d=2|-0,250 | -0,125
d=3 | -0,556 | -0,062
d=4 | -0,688 | -0,040
d=5 | -0,760 | -0,029
d=6 | -0,806 | -0,023
d=71-0,837 | -0,019

Barrett mostrou ainda, que a existéncia de um modelo de variaveis ocul-
tas local para um estado quantico p implica a existéncia de um modelo de
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variaveis ocultas local para todo estado p obtido a partir de p por operagoes
locais, i.e. para todo estado p tal que

p=3 M;®N;pM} & N},

7:7‘7‘

onde Y, M{M; =T e >; NIN; = I.
De fato, dada a existéncia de um modelo de variaveis ocultas local para
as probabilidades conjuntas geradas por experimentos com o estado p, um

modelo para p pode ser construido da seguinte forma:
Defina

Da|Ag A = PajAL A
onde a medicao A/, é definida pelos elementos de POVM

s, = > MY M; .

Note que >, H/j{; = I. Da mesma forma

DBy A = Do|B)

onde a medigao B, ¢ definida pelos elementos de POVM
My, = > N/} M; .
J

Assim

/AQAﬁa\Az,AﬁmBy,Ad)\ =tr {p (H:Z/z ® H'bé)}
=Y tr [p(MiTHjIMZ- ® NI, Mj)}
4,J

= > tr[(M; © Ny)p(M] @ N]) (T4, @ T0}, )|

2]
-~ fp(ms, o).

Dessa forma Barrett estendeu ainda mais a classe de estados que admite
um modelo de varidveis ocultas local. Todos os estados que podem ser ob-
tidos por operacoes locais a partir de um estado local é também local para
quaisquer medigoes que sejam realizadas.
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Uma outra parametrizacao dos estados de Werner

Uma outra maneira, comumente utilizada, de parametrizar os estados de
Werner é:

2c I
_ Y A (1)
W=ga—pAT0-9%

onde A é o projetor no subespaco anti-simétrico. As duas parametrizagoes
se relacionam por
1 —dw
o= :
d+1

Os subespagos simétrico S e anti-simétrico A sdo auto-espacos do operador
de troca V', com autovalores +1 e —1 respectivamente, e sao gerados por

vetores tais que [¢) 45 = [1)) g4 PaTa S, € [¢) ;5 = —|¢) 54 para A.
O projetor no subespaco anti-simétrico para dimensao d x d pode ser

escrito na forma

d—1

A= Y 1S5Syl

i<ji,j=0
onde

15,) = j§<|z'>A|j>B 1) alidg)

E interessante notar que para d = 2 o subespaco anti-simétrico é gerado por
um unico estado: o singleto, e nesse caso o estado de Werner é da forma

Wa = a|® ) (U |+ (1 - a)i .



Capitulo 4

Cenarios mais gerais

Até aqui nao-localidade quantica foi estudada no seguinte cenario: Alice
e Bob (ou mais partes) compartilham uma cépia de um estado quantico p
e cada um pode escolher uma entre um certo conjunto de medi¢des a serem
realizadas, cada medi¢do com um conjunto de possiveis resultados (figura

4.1).
O ®

{Ao, A1, ..., A} {Bo,Bi1,..., By}
3 o 3
[ °

{
{0,1,...,7a,} {0,1,...,r5,}

Figura 4.1: Cenério padrao no estudo de ndo-localidade quantica.

Neste capitulos veremos os cenarios mais gerais que foram propostos para
o estudo de nao-localidade. Muitos resultados sao bastante recentes e deixam
varias perspectivas de continuidade.

4.1 Nao-localidade escondida

4.1.1 Medicoes consecutivas

Em 1995 Sandu Popescu [51] prop6s um novo cendrio para o estudo de
nao-localidade. Ele considerou experimentos de correlagao envolvendo a re-
alizacao de medicoes consecutivas em cada parte.

66
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Popescu considerou um sistema composto por duas particulas espacial-
mente separadas (uma com Alice e outra com Bob) no estado:

1 d 1
W= (2. > 1SSl + d[) e D(C'®CY), (4.1)
1<J1,7=1

Note que (4.1) é o estado de Werner com o pardmetro o = ‘%1, que corres-
ponde ao parametro para o qual Werner criou um modelo local para medig¢oes
projetivas.

O procedimento consiste na realizacao de duas medic¢oes projetivas con-
secutivas em cada uma das particulas:

e 12 medicao:
Alice aplica a medicdo correspondente ao projetor!

P =11){1,+12)2]4,
e Bob aplica

Q=11+ 122l

Ap06s realizar a medicao e anotar os resultados Alice e Bob escolhem entre
medir os observaveis Ay ou A; e By ou By, que serao usados para testar a

validade da desigualdade CHSH.

e 22 medicao: Os observaveis que Alice e Bob podem escolher medir sao
da forma

x Possuem 3 autovalores distintos: —1, 0 e 1;
x 1 e —1 sdo autovalores nao-degenerados com autovetores
pertencentes ao subespaco gerado por {|1) 4,]2) ,} para A,

e {|1)p.|2)p} para By;

Ay, Ay, By, Bi{ * 0 corresponde ao restante do espago, {|3) 4, ..., |d) 4} e
{135 1d) g }5

* A parte nao degenerada é escolhida de forma a gerar
méaxima violacao da desigualdade CHSH para o singleto
(S12|Ag @By + Ay ®@B; + A; @ By — A} ® By|S12) =22 .

L Aplicar a medicdo correspondente ao projetor P é fazer uma medicdo com duas pos-
siveis respostas, cujos operados de medida sdo {P, I — P}.
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Vamos agora analisar o que ocorre se comegamos com um ensemble de
sistemas no estado W e o submetemos as duas medigoes descritas. De acordo
com os resultados obtidos na primeira medicao o ensemble original se divide
em 4 subensembles:

{P=0,Q=0} {P=0,Q=1}; {P=1,Q =0} {P=1,0Q=1}.

O ponto chave no argumento de Popescu é que se o ensemble original é
classicamente correlacionado entao cada um desses subensembles também
deve apresentar apenas correlagoes locais.

Vamos entéo considerar o subensemble {P = 1,Q = 1}. Este subensem-
ble é descrito pelo estado

, 1
W=SFPeQWPrPe)

2d 1
= 2d—|—4<2d[(2X2) + |512><512’) ;

onde N ¢ uma constante de normalizagao e I(2x2) atua como identidade no
subespago {|1) 4,|2) 4} ® {|1) 5, |2) 5} e como o operador nulo no restante do
espago. Para este estado temos que

(Bepsu) =tr [W'(Ag @By + A @B+ A; @ Bp — A; @ By)]
2
d 22

T 2d+4
> 2 para d > 5.

Portanto, embora exista um modelo de variaveis ocultas local que simula
todas as correlagoes que surgem quando apenas uma medicao projetiva é re-
alizada em cada parte, tal modelo nao é capaz de descrever as correlagoes
que surgem quando duas medi¢oes projetivas consecutivas sao realizadas.

Para melhor entender esse resultado vamos comparar o caso em que Ag
ou A; e By ou By sao medidos diretamente no estado original W, com o caso
em que P e () sao medidos primeiro.

De acordo com a mecanica quantica, as correlagoes entre os resultados
das medigoes Ay, A1, By, B; s@o as mesmas em ambos os casos, pois esses
operadores comutam com P e (). Entretanto, um modelo de variaveis ocultas
local pode simular essas correlagoes no primeiro caso mas nao no segundo.
Isso porque para um modelo de variaveis ocultas as duas situagoes sao dras-
ticamente diferentes.

Suponha que Ay ou A; é medido na particula de Alice diretamente no
estado original. A mecanica quantica impoe que uma medida de Ay dé 0 com
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a mesma probabilidade que uma medida de A; (uma vez que os subespagos
correspondentes a esse autovalor sdo idénticos). Num modelo de varidveis
ocultas isso quer dizer que

/QApO|A0,>\d)\:/QAPO\Al,Ad/\7
A A

mas
/AQAPO\AO,ACD\:/AQ)\polAl,Ad)‘ # DolAo )\ = POJA1 -

O mesmo vale para a soma das probabilidades de obter 1 e —1:

/AQA {p1|A0,)\ + p—1|A0,A}d>\ = /AQ)\ [p1|A1,>\ +p_1\A1,A} dA
¥

D1)Ag,x T P—1]A0.x = P1jA1 A T P—1]As )\ -

O significado dessas relagoes é que a particula de Alice, em alguns pares
do ensemble original, pode ter uma varidvel oculta de acordo com a qual,
se ela ¢ sujeita a uma medicao de Ay dard como resultado +1 ou —1, mas
se ela é sujeita a medicao de A; dard 0. Um comportamento similar pode
caracterizar a particula de Bob em alguns pares. A liberdade para escolher
entre +1, —1 e 0, dependendo da medicao a qual a particula é sujeita, é vital
para o sucesso do modelo de variaveis ocultas de Werner. Por outro lado, se
a particula é submetida primeiro a uma medida de P, ela se “compromete” a
fornecer, numa medida subsequente tanto de Ay quanto de A;, ou £1 ou 0,
dependendo do valor obtido para P, antes mesmo de saber qual das medigoes
serd realizada. Nesse ponto nenhum modelo de variaveis ocultas local é capaz
de simular o comportamento da mecanica quantica.

Zukowski e os Horodeccy [43] formalizaram o resultado apresentado por
Popescu e analisaram a estrutura genérica de modelos locais de variaveis
ocultas para experimentos envolvendo sequéncias de medigoes:

Um modelo de variaveis ocultas local para as probabilidades conjuntas de
uma experimento deve ter a forma:

PaplA,B = /Aq/\pa\A,)\pMB,/\d)\a (4-2)

onde A é uma variavel oculta, e g, é a distribuicdo de probabilidades dessa
variavel que é independente das medicoes A e B.

Usualmente, para analisar as estatisticas produzidas pela mecénica quan-
tica A e B sao tratados como medi¢oes tnicas. Entretanto, a mecanica



CAPITULO 4. CENARIOS MAIS GERAIS 70

quantica nos permite prever a estatistica de resultados de experimentos mais
complicados. Vamos considerar A e B como uma sequéncia de medicoes:

A= (Al,...,Ak) e B= (Bl,...,B’“) :
entao (4.2) pode ser escrita como

Pay,..apbr .. bilAL,..., AR BL,. . B¥)
/A q/\p(al,..-,ak|A1,...,Ak,A)p(bl,...,bk\Bl,...,Bk,,\)d>‘ - (4.3)

Agora podemos nos perguntar se a estatisticas dos resultados prevista pela
mecanica quantica para experimentos consecutivos pode ser descrita por um
modelo local.

Proposicao 4.1. Em um experimento com medicoes consecutivas, em que
as medicoes sao escolhidas independentemente dos resultados anteriores, se
um subensemble apresenta correlacoes nao locais entao o ensemble total nao
admite um modelo de varidveis ocultas local da forma (4.3).

Demonstragao. Por simplicidade vamos nos restringir a um experimento com-
posto de 2 medigoes consecutivas em cada parte. O caso geral segue direta-
mente.

Considerando duas medigoes consecutivas, suponha que exista um modelo
de variaveis ocultas local que descreve os resultados do experimento:

D(ar,a2,b1,b2| A1, A2, B1 B2) = /Aqu(al,a2|A1,A2,A)p(b1,b2|Bl,B2,A)d>\- (4.4)
A probabilidade de obter a; e by na medicao de A% e B? dado que a

medicao de A' e B! produziu os resultados a; e b; é

D(ay,az,b1,b2]A1, A2 B! B2) (4 5)

P(az,bzlay,b1,A1,A2,B!,B2) =

Das,bs Plar,as.br ba A1, A2, BL B2)

Substituindo (4.4) em (4.5) temos

P(ay,a2|At, A2 \)P(b1,b2| B, B2,))
D(az,balar b1, A1, A2, B!, B2) = / @ dA
A P(a1,b1|At, A2, B!, B2)

/p(az\al,Al,AQ,)\)p(al|A1,A2,)\)p(b2\b1,Bl,BQ,)\)p(bl|Bl,BQ,/\) ird)
= A
A P(a1,b1|AL,A2,B1 B?)

onde

DP(ay,b1|AY,A2,B1,B2) = Z P(a1,a2,b1,b2|A1,A2,B1,B2)
az,b2
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e similarmente para p(q,1a1,42,3) € Pb;|B,B2,)\)-

Vamos agora impor a condicao que a escolha do observavel A% é feita
somente apés a medicdo de A! ser completada e seu resultado determinado,
e analogamente para B! e B2 A hipétese de causalidade local implica que
as probabilidades p(q,|a1,42,), P(b1|B1,B2,3) € P(ar,b1|A1,42,B81,52) Nao podem de-
pender de A? e B2

Dada uma escolha de medicoes A e B!, e certas respostas a; e by, va-
mos denotar esse conjunto de condicoes por X = Al B! a;,b;. Entdo a
distribuicao de probabilidades condicional pode ser escrita como:

D(az,bs|A2,B2,X) = /AQX,Ap(a2|A2,X,)\)p(b2|BQ,X,>\)d)\7 (4.6)

onde

P(a1|AY, )P (b1 | BN AN

aqx .\ =
P(ay,b1|AL,BY)

Note que gx ¢ uma distribuicio de probabilidades independente de A% e
B?%, e portanto a expressao para as probabilidades condicionais adquire a
forma padrao de modelos de varidveis ocultas locais, (4.2). Isso implica que
as probabilidades condicionais também devem satisfazer as desigualdades de
Bell.

Portanto se apds o processo de poés-selecao um dado subensemble viola
uma desigualdade de Bell, temos que o ensemble total nao pode ser descrito
por um modelo de variaveis ocultas local para medig¢oes consecutivas.

]

As correlagoes nao-locais exibidas nesse cenéario sao chamadas nao-loca-
lidade escondida por ser necessario um processo de pos-selecao dos resul-
tados para que as correlacoes nao-locais sejam reveladas.

4.1.2 Testes coletivos

O procedimento de Popescu nao leva a violacdo de CHSH do estado de
Werner se dimensoes menores que 5 X 5 sao consideradas. Entretanto, Asher
Peres [52] mostrou que para dimensoes menores os estados de Werner também
podem apresentar nao-localidade, basta que sejam tomadas varias cépias do
estado e realizadas operacoes conjuntas sobre elas.

Considere o estado de Werner:

Wg—a‘¢_><¢_’+(l—a)i e D(CeC?).
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Suponha que Alice e Bob compartilham n pares do estado Wj, i.e., eles
compartilham o estado

Wi =Wo@Wo®...0 Wy .

Tendo em maos esse sistema Alice e Bob podem testar suas particulas cole-
tivamente.

Peres mostrou que mesmo quando a matriz densidade p obedece a desi-
gualdade CHSH (ainda que considerando a possibilidade de mediges conse-
cutivas) é possivel que pRp®. ..®p viole essa desigualdade?. O procedimento
consiste de Alice e Bob realizarem operacoes conjuntas nas particulas que se
encontram com cada parte de modo a obter estados maximamente emara-

nhados (figura 4.2).

DI

0

Figura 4.2: Cenério de testes coletivos. Alice e Bob podem realizar operagoes
conjuntas em suas particulas.

O protocolo de Peres consiste nas seguintes etapas:

1°) Alice e Bob sujeitam suas n particulas a transformacoes unitérias locais
adequadamente escolhidas, U para Alice e V' para Bob.

2°) Em seguida, cada parte aplica o teste {]|0)(0],|1)(1|} nas particulas
2,3,...,n.

2Um resultado muito interessante nessa linha, devido a Lluis Masanes e colaboradores
[63], mostra que, para todo estado emaranhado bipartido o, existe um estado emaranhado
p que nao viola CHSH (considerando a possibilidade de medigdes consecutivas e muitas
copias), tal que p®o viola CHSH. Infelizmente, o correr do tempo nos impediu de explorar
esse trabalho nesta dissertacao.
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3°) Apoés completar as medigoes nas particulas 2,3, ..., n, Alice e Bob par-
tem para testar as particulas 1, escolhendo uma entre duas possiveis
medic¢oes a serem realizadas, Ag ou A, e By ou Bj.

O problema entao se resume a encontrar as transformacgoes U e V' 6timas
tais que, para um resultado particular das medicoes nas particulas 2,3,...,n
(por exemplo, se em todas as medigoes for obtida a resposta 0), os resultados
nas particulas 1 desse subensemble violem a desigualdade CHSH para alguma
escolha de medigoes Ag, A1, By e By.

Note que esse é um procedimento que envolve pés-selecao de resultados,
portanto, assim como no resultado de Popescu, se trata de nao-localidade
escondida.

Peres resolveu o problema numericamente, considerando algumas simpli-
ficacOes nas transformacoes U e V', para n até 4. O resultado obtido foi que
com o aumento de n a desigualdade CHSH era violada para valores de o cada
vez menores.

Para n = 5 a solugao 6tima nao foi possivel de encontrar devido a com-
plexidade computacional requerida. Peres considerou entao transformagoes
particulares, U e V, e para a = 1/2 (pardmetro para o qual Werner criou o
modelo local), Peres obteve Sogsy = 2,0087.

Portanto, mesmo se um modelo de variaveis ocultas local prevé correta-
mente as estatisticas de pares de particulas quando estas sao testadas separa-
damente por dois observadores distantes, um comportamento nao-local pode
surgir quando varios pares sao testados conjuntamente.

4.1.3 Conjectura de Peres

Os protocolos para exibicao de nao-localidade escondida apresentados
acima estao intimamente ligados a destilagao de emaranhamento. O primeiro
no caso em que emaranhamento pode ser destilado de um estado, com certa
probabilidade, utilizando uma tnica copia, e o segundo para o caso em que
sao necessarias varias copias para destilagdo. Dai segue que qualquer estado
destilavel pode violar uma desigualdade de Bell, ainda que seja necessario
considerar varias copias e pos-selecao.

Essas dentre outras questoes levaram Peres a conjecturar [54] que os esta-
dos com emaranhamento preso (os estados emaranhados PPT, por exemplo)
nao violariam nenhuma desigualdade de Bell, mesmo se considerados esses
cenarios mais gerais.

A conjectura de Peres foi inicialmente formulada no caso bipartite, em-
bora Peres tenha mencionado uma extensao multipartite. Em seguida, duas
diferentes extensoes da conjectura de Peres para o caso multipartite vém
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sendo consideradas, que sao baseadas em diferentes defini¢oes de destilagao
de emaranhamento multipartite (mais detalhes e referéncias ver [55]).

A primeira extensao usa uma defini¢ao mais forte de destilabilidade mul-
tipartite, na qual as partes nao podem se agrupar afim de fazer medicoes
conjuntas dentro do grupo para destilar emaranhamento. Essa versao da
conjectura de Peres ja havia sido refutada por W. Diir [56].

A segunda extensao usa uma definicao mais fraca de destilabilidade mul-
tipartite, na qual as partes podem se agrupar para realizar medi¢oes no
protocolo de destilacao. Nesse caso a classe de estados com emaranhamento
preso é muito mais restrita. Ainda assim, recentemente, Vértesi e Brunner
[55] exibiram uma familia de estados emaranhados de 3 qubits que é sepa-
ravel (e portanto PPT) em qualquer bipartigdo, mas que para um estado
especifico dessa familia (encontrado computacionalmente) uma desigualdade
de Bell tripartite é violada.

Assim a conjectura de Peres se mostrou falsa para estados multiparti-
tes. Entretanto para o caso bipartite ela ainda continua em aberto e merece
ser investigada. A veracidade da conjectura de Peres para o caso bipartite
relacionaria nao-localidade a existéncia de emaranhamento disponivel para
uso.

4.2 Ativacao de nao-localidade

4.2.1 Muitas copias

Em vista dos resultados apresentados na se¢ao anterior podemos nos per-
guntar se nao seria possivel obter nao-localidade a partir de uma medicao
direta em varias cépias de um estado quantico, sem recorrer a nenhum tipo
de poés-selecao.

Em [57], Miguel Navascués e Tamés Vértesi se concentram nesses cena-
rios e na violagdo da desigualdade CHSH em particular. Eles mostram a
existéncia de estados p; e ps tais que pP e p§Y nao violam a desigualdade
CHSH para qualquer N, mas com p; ® py é possivel obter violagdao. E usando
esses resultados eles constroem um estado p que nao viola CHSH, mas to-
mando apenas 2 copias, p®?, é possivel obter violacdo. A técnica utilizada
pelos autores ¢é bastante geral e fornece uma maneira sisteméatica de construir
exemplos de ativagao de nao-localidade.

Vamos denotar por S% o conjunto dos estados quanticos que sao 2-
extensiveis em B, e analogamente S% o conjunto dos estados 2-extensiveis
em A (ver definicao 1.5). Se um estado bipartido p; € S% entao p¢" também
¢é 2-extensivel em B. E como vimos na Proposicao 2.6, estados 2-extensiveis
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admitem um modelo de variaveis ocultas local se Bob pode escolher entre 2
medicoes e Alice entre qualquer nimero de medicoes. Assim temos que pP™
nao viola a desigualdade CHSH para qualquer N. Da mesma forma temos
que, se py € S% entdo p¥Y também nao viola CHSH para qualquer N.

A ideia é que, mesmo que p; € S% e py € S%, p1 ® pa NA0 necessariamente
admite uma 2-extensao e portanto pode violar CHSH.

Eles definem o operador CHSH que atua em p; ® ps:

BCHSH = MgA/ ®NgB’ +M2A/ ®NEB/ +M}4A’ ®Ng3/ — MAA/ ®NEB’ 5

e buscam computacionalmente o conjunto de estados e medi¢oes que maxi-
miza (Bopsg). No caso de obter violagao da desigualdade CHSH diremos
que os estados apresentam ativagao de nao-localidade CHSH.

Os autores realizaram o processo de otimizacao para estados de dimensao
2x2,3x3,4x4eb x5, obtendo maxima violagao de 2,040167 para dois
pares de qutrits®. Os estados e as medigoes podem ser encontrados em [59].

Utilizando essa construgao os autores mostram que dados dois estados,
p1, P2 € D((Cd@)(cd), que apresentam ativacdo de nao-localidade CHSH,
com p; ® po violando CHSH de 2 + A, é possivel construir um estado p €
D(C4d ® (C4d) tal que p nao viola CHSH, mas p®? apresenta uma violagao
de 2+ A/4.

Usando a mesma técnica, eles exibem também um estado que apresenta
ativagao da desigualdade CGLMP para 3 respostas (uma desigualdade de
Bell para o cenérios (2,2,3)), e deixam em perspectiva possiveis adaptagoes
de suas técnicas para ativacao de outras desigualdades de Bell.

4.2.2 Redes quanticas

Outro esquema para investigar ativagao de nao-localidade foi proposto
recentemente por Daniel Cavalcanti e colaboradores [60, 61]. Eles considera-
ram um cenario ainda mais geral para o estudo de nao-localidade: as redes
quanticas. Nesse cenario L cépias de um estado quéntico n-partite p sao
distribuidas entre N partes, espacialmente separadas, de acordo com uma
certa configuracao, como ilustrado na figura 4.3. Se correlagdes nao-locais
sao observadas nessa rede dizemos que p é um recurso nao-local.

A grande vantagem do cenario de redes quanticas é que ele abre a possi-
bilidade de considerar protocolos no qual um subconjunto das partes projeta
as partes restantes num estado quantico nao-local. E, pela Proposicao 2.5, se
existem medigoes em (N — k) partes tais que, para um resultado particular,

3Com esse resultado os autores resolveram o problema n° 21 da Lista de Problemas em
aberto na Informagido Quantica, [58].
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Q
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P
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Figura 4.3: Cenario de redes quanticas. L copias de um estado quantico n-partite
p sao distribuidas entre N partes.

as k partes restantes sao deixadas em um estado nao-local, entdao o estado
inicial é necessariamente nao-local.

Utilizando esse cenario, os autores exibiram varios exemplos de ativagao
de nao-localidade, i.e., estados quanticos que sao locais se consideramos uma
Unica copia e um certo conjunto de medigoes, mas que se tornam nao locais
se distribuidos numa rede, considerando o mesmo conjunto de medicoes.

Vamos discutir alguns dos resultados obtidos nesses trabalhos.

Considere o estado isotrépico em um sistema composto com espaco de
Hilbert C? @ C?

I
pr = pl®a) (@] + (1 - p)

i.e., uma mistura do estado maximamente emaranhado e do estado maxima-
mente misto, pesada pelo parametro p.
Pelo resultado de Barrett [50] para extensao de modelos locais, este estado

possui modelo local para os mesmos valores de p que o estado de Werner W,
pois é obtido deste por uma transformacao local:

pr=1® ay(p‘\lf_><\lf_‘ +(1 —p)i)l@ gy .

Assim, de acordo com alguns resultados vistos anteriormente e outros resul-
tados encontrados da literatura, p; tem as seguintes propriedades locais:

e ¢ separavel para p < % 48];
e possui modelo local para medic¢oes projetivas para p < 0,66 [49];

e possui modelo local para qualquer tipo de medigao para p < 0,42 [50];
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e viola uma desigualdade de Bell para p > 0,706 [62].

Agora considere p; compartilhado por N + 1 partes em uma rede com
configuracao estrela, como ilustrado na figura 4.4.

@,

e "aie
Q @,

Figura 4.4: Alice compartilha N copias no estado quantico p; com diferentes
observadores.

Um resultado obtido por Sen De e colaboradores [63] mostra que, se Alice
projeta todos os seus qubits no estado |GHZ) = (|0...0) +[1...1))/v/2, o
estado restante das /N partes viola uma desigualdade de Bell para

2
p>py = 2N,
T

Portanto, se considerarmos que Alice faz a medigao
Ao ={11%, = |GHZ)(GHZ| ,, 1y, = (I - |GHZ)(GHZ| )} ,

obtido o resultado 0, as partes restantes sao deixadas em um estado nao-
local para todo p > py . De acordo com a Proposicao 2.5, o estado da rede
é nao-local, e portanto p;y é um recurso nao-local para esses valores de p.

Para N = 7 o parametro p ja ultrapassa o valor conhecido para o qual
ha violagdo com 1 cépia, p;r < 0,706. Para N = 21 temos po; < 0,66, que
adentra a regiao para a qual existe um modelo de varidveis ocultas local
para medigoes projetivas. No limite de muitas partes p,, — 0,64. Essas
propriedades sao resumidas na figura 4.5.

Portanto temos uma ativagao da nao-localidade de p;: um estado local,
se considerada uma copia e medi¢oes projetivas, se torna nao local em uma
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Figura 4.5: Propriedades nao-locais do estado isotrépico em func¢édo do pardmetro
P.

rede de configuracao estrela com medigoes projetivas. E ja com N = 7, a
regiao de nao-localidade conhecida para uma copia é ultrapassada. Portanto,
se pensarmos em nao-localidade como um recurso para realizacao de tarefas,
um uso muito melhor da nao-localidade de um estado quantico é adquirido
simplesmente distribuindo varias cépias desse estado numa rede.

Outro exemplo de ativagdo [61] é obtido com um estado k-extensivel para
um sistema com espaco de Hilbert C? @ C3:

1 1\ 14
s = 210N @l + (1= 1) F 0 12)(25

onde |®) = (|00) + |11))/v/2 é o estado maximamente emaranhado em di-
mensao 2.

Como vimos anteriormente, na Proposicao 2.6, esse estado possui modelo
local se Bob pode escolher uma entre k medigoes para realizar, com qualquer
numero de respostas, e Alice pode escolher entre um ntmero arbitrario de
medicoes.

Vamos entao considerar duas copias desse estado compartilhadas numa
rede de 3 partes. Bob compartilha uma cépia do estado p¥ com Alice e outra,
com Charlie (figura 4.6), ficando com a parte de qutrits de ambos os estados.
Assim o estado da rede é

Pap ® P -

Bob pode entao aplicar a medicao

By = {11}, = 9)(@ 5, 1T}, = Loy — [2)(®] 5}
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e uma vez obtido o resultado 0, Alice e Charlie ficam no estado maximamente
emaranhado, |®) ,, que viola uma desigualdade de Bell se cada parte pode
escolher entre 2 possiveis medigoes. Pela Proposicao 2.5, o estado da rede é
nao-local e p* é um recurso nio local.

Gy p O g
)O\. s 4‘ PEp ‘% _»Q§ | ®)ac ?

Cc

Figura 4.6: Bob compartilha duas cépias do estado k-extensivel p¥, uma com
Alice e outra com Charlie.

Note que esse resultado vale para qualquer k. Isso significa que existem
estados que s6 geram correlagoes locais em cenarios que envolvem um nu-
mero arbitrario (finito) de medigdes em uma parte e um nimero qualquer de
medicoes na outra parte, mas duas cépias de tal estado numa rede é capaz de
produzir correlagoes nao-locais com apenas duas medig¢oes a serem escolhidas
nas partes A e C' e uma unica medi¢ao na parte B.

Nesta se¢do vimos diferentes exemplos onde a nao-localidade de esta-
dos quanticos é ativada em cenarios particulares. Ainda nao foi encontrado
nenhum estado local para qualquer cenario que apresente ativacao de nao-
localidade. A busca desse exemplo é de grande importancia para a melhor
compreensao da relacdo entre emaranhamento e nao-localidade, e para de-
terminar se nao-localidade ¢é realmente um recurso nao-aditivo. De qualquer
forma, esses novos cenarios mostram que a nao-localidade de estados quan-
ticos pode ser revelada muito mais facilmente se saimos da restricao de uma
Unica copia.



Consideracoes finais

Estudamos a estrutura matematica dos conjuntos formados pela estatis-
tica de resultados de um experimento de correlacdo. Vimos como as hipoteses
classicas de realismo local impoem restri¢oes a esses conjuntos, e que as cor-
relacoes geradas pela mecanica quantica sao capazes de violar tais restri¢oes.

Partimos entao para o estudo da nao-localidade quéantica. Para estados
puros, vimos que emaranhamento é condi¢ao necessaria e suficiente para a
existéncias de correlagoes nao-locais. Ja para estados mistos, existem estados
emaranhados que s6 exibem correlagoes locais no cenario padrao de nao-
localidade.

Apresentamos 0s cenarios mais gerais, recentemente propostos, para o
estudo de nao-localidade. Vimos que tais cenéarios vém estreitando ainda mais
a relacao entre emaranhamento e nao-localidade. Explorando protocolos de
destilacao de emaranhamento é possivel exibir nao-localidade em todo estado
destilavel. E considerando medi¢oes conjuntas em varias cépias, ou ainda,
varias copias distribuidas em uma rede quantica, é possivel obter ativacao de
nao-localidade para um dado cenario.

Esses novos cenarios criam varias perspectivas de estudo, ha ainda va-
rias possibilidades a serem consideradas: diferentes configuracoes de redes e
protocolos de operacoes locais podem ser explorados. Uma investigacao de
quais os tipos de estados emaranhados podem apresentar nao-localidade nes-
ses novos cenarios, pode levar a um melhor entendimento da nao-localidade
quantica. Fica entdo a expectativa de poder dar contribuig¢oes nessa busca.
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Apéndice A
Apéndice

Na demonstracao da Proposi¢ao 2.3, assumimos dimH 4, = dimHy, e
dimHp, = dimHp,. Para o caso geral precisamos estender os operadores
densidade e os elementos de POVM para os espagos de dimensdes maiores.
Neste apéndice vamos formalizar essa extensao.

Considere p; € D(Ha, @ Hp,), € {HEL)}, {ng} POVMs em H,, e Hp,
respectivamente. E, po € D(Ha, @ Hp,), € {Hfi}, {ng} POVMs em H,, e
Hp,.

Seja

dim H 4 = max{dim H,,dim Ha,} ,
dimHp = max{dim Hp,,dim Hp,} .

A extensao trivial de p; para H4 ® Hp, pi, € definida por

0w priji se |if), |kl) € Ha, @ Hp,
(ijlpilkl) = { ’ .
0 caso contrario .

Da mesma forma a extensao de p; a Hq Q@ Hp é:

el
<z’j|p§!kl>={p2 s J8 D € T © T

0 caso contrario .

Os POVMs {H(Alj}, {ng}, {Hfj}, {ng} sao estendidos para Ha e Hp

da seguinte forma:

1
a(l)* a(l

1
b(1)* b(1
HB(_U) = IIB(y) D 5 Bi s

81



APENDICE A. APENDICE

onde [ AL é o operador identidade no subespago de H 4 ortogonal a Hy,, e

analogamente para [p. .
Da mesma forma os POVMs de Hy, e Hp, sao estendidos para

1
a(2)x* a(2
HA(Q:) = HA(m) b olats
1
b(2)* b(2
IIB(y) = IIB(y) ® 518y -
Note que com essas defini¢oes

o ()" @ 115,) ] = o (113 0 105.))]

e analogamente para o sistema 2.

Agora, a demonstracao da Proposicao 2.3 para o caso geral segue, defi-

nindo:

p = cpl @100)(00] + (1 —¢)ps @ |11)(11] € D(H4 @ Hp) ; 0<c<1

onde

HA’:HA®C1247
HB/:HB®CQB.

s, = T4 @ 10)(0] + 152" @ [1)(1]
Iy = T80" @ [0)(0] + 2" @ [1)(1] .
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