
Não-localidade
em sistemas quânticos

Dissertação de Mestrado

Gláucia Murta Guimarães

Orientador: Marcelo de Oliveira Terra Cunha
Co-orientador: Daniel Cavalcanti

Dissertação apresentada ao Pro-
grama de Pós-Graduação em Fí-
sica da Universidade Federal de
Minas Gerais, como requisito par-
cial para a obtenção do título de
Mestre em Física.

Fevereiro de 2012



Agradecimentos

Um mestrado não se resume apenas ao trabalho aqui apresentado, por
isso gostaria de agradecer a todos aqueles que de alguma forma fizeram parte
desse processo de formação.

Agradeço ao Marcelo por ser um grande orientador desde o início (que já
foi no meio). Por todos os ensinamentos e conselhos. Por tanto me motivar
e me inspirar. E por sempre dosar tão bem a liberdade e a cobrança.

Ao Daniel agradeço a total disponibilidade desde a primeira conversa, e a
paciência e disposição em me guiar pelo estudo que resultou nessa dissertação.

Aos meus pais, agradeço o amor que sempre dedicaram a mim e os valores
que me formaram, e principalmente por me permitirem estar aqui hoje. À
Bizy, minha irmã preferida, agradeço por ser uma ótima amiga e por ter me
ajudando tanto nesse período conturbado.

Ao Érico agradeço por ter sido um grande companheiro e pelos vários
conselhos (e peço desculpas por muitas vezes ainda não estar preparada para
ouvi-los).

Ao Professor Emmanuel, agradeço o apoio num dos momentos mais difí-
ceis. Foi muito importante para que eu pudesse ter tranquilidade para tomar
grandes decisões.

Agradeço à Bárbara, que mesmo tendo horários tão apertados me dedicou
bastante atenção e deu grandes ajudas para esse trabalho final. Ao Mateus
e ao Marco Túlio, agradeço os vários toques na dissertação e a imensa ajuda
com o latex. Agradeço também pelas ótimas discussões de física, matemática
entre outros assuntos. Vocês são grandes amigos.

Ao grupo de TQC, Helvécio, Adriano, Jean, Júnior e Gustavo agradeço
pelos nossos estudos em grupo, e ao Professor Marcos Sampaio pela orienta-
ção inicial. Ao pessoal do EnLight agradeço a receptividade.

Aos professores que tanto contribuíram para minha formação agradeço
por todas as lições, em especial ao Mário, à Carolina, ao Plascak, ao Emma-
nuel, ao Marcos Pimenta, e ao Fernando, que me apresentou à Informação
Quântica. Agradeço também à Shirley e à Clarice pela total disposição em
ajudar e por tornarem a biblioteca um ponto de apoio para nossos trabalhos.

i



ii

Agradeço a todos os amigos da física, que tornam os cafés tão agradáveis
e o ambiente tão aconchegante. Em especial à Amanda e ao Campolina por
serem grandes amigos e continuarem presentes desde o começo.



Conteúdo

Prólogo 1

1 Mecânica Quântica 4
1.1 Pré-requisitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Postulados da Teoria Quântica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 Qubits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.2 Sobre a estrutura de produto tensorial . . . . . . . . . 7
1.2.3 Operador densidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.4 O formalismo das medições quânticas . . . . . . . . . . 12

1.3 Emaranhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.1 Emaranhamento de estados puros . . . . . . . . . . . . 15
1.3.2 Critérios de separabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.3.3 Extensões simétricas de estados quânticos . . . . . . . 21
1.3.4 Quantificadores de emaranhamento . . . . . . . . . . . 23
1.3.5 Sistemas multipartites . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.4 O Paradoxo de EPR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Conjunto das Correlações 28
2.1 Conjunto das Correlações I:

O Cenário (2, 2, 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.1 O Cenário (2, 2, 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.2 O Conjunto das Correlações . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.1.3 O Conjunto das Correlações Não-Sinalizadoras . . . . . 30
2.1.4 O Conjunto das Correlações Locais . . . . . . . . . . . 32
2.1.5 As correlações quânticas . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.1.6 Desigualdades CHSH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1.7 Resultados sobre a existência de modelos locais . . . . 45

2.2 Conjunto das Correlações II:
Cenários mais gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.2.1 Cenários mais gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.2.2 Facetas do politopo clássico . . . . . . . . . . . . . . . 51

iii



CONTEÚDO iv

2.2.3 Mais resultados sobre a existência de modelos locais . . 51

3 Emaranhamento ⇔ Não-localidade? 54
3.1 Estados separáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2 Estados Puros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2.1 Dois qubits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2.2 Sistemas bipartites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2.3 Sistemas multipartites . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Estados de Werner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4 Cenários mais gerais 66
4.1 Não-localidade escondida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.1.1 Medições consecutivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.1.2 Testes coletivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.1.3 Conjectura de Peres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2 Ativação de não-localidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.2.1 Muitas cópias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.2.2 Redes quânticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Considerações finais 80

A Apêndice 81



Resumo

Uma das estranhas consequências da estrutura matemática da teoria
quântica é a existência de correlações que não podem ser explicadas por
teorias realistas locais. Nesta dissertação vamos nos dedicar ao estudo da
não-localidade quântica. Estudaremos a estrutura matemática dos conjun-
tos formados pela estatística de resultados de um experimento de correlação.
Veremos como as hipóteses clássicas de realismo local impõem restrições a
esses conjuntos, e que as correlações geradas pela mecânica quântica são ca-
pazes de violar tais restrições. Investigando o caráter não-local dos estados
quânticos, veremos que emaranhamento é uma condição necessária para a
existência de correlações não-locais, mas que não é suficiente. Abordaremos
novos cenários, recentemente propostos para o estudo de não-localidade, que
vêm estreitando ainda mais a relação entre emaranhamento e não-localidade.
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Abstract

One of the strange consequences of the mathematical structure of quan-
tum theory is the existence of correlations that can not be explained by
local realistic theories. This dissertation is devoted to the study of quan-
tum nonlocality. We study the mathematical structure of the sets formed by
the statistical results of correlation experiments. We show how the classical
hypotheses of local realism impose restrictions on these sets, and that the
correlations generated by quantum mechanics are able to violate such res-
trictions. Investigating the nonlocal character of quantum states, we see that
entanglement is a necessary condition for the existence of nonlocal correlati-
ons, but it is not sufficient. We also discuss new scenarios recently proposed
for the study of nonlocality, which are further strengthening the relationship
between entanglement and nonlocality.
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Prólogo

Em uma palestra apresentada na prestigiosa ‘Messenger Lecture’ da Uni-
versidade de Cornell1, Richard Feynman fez a seguinte afirmação:

“There was a time when the newspaper said that only twelve men
understood the theory of relativity. I do not believe there ever
was such a time. There might have been a time when only one
man did, because he was the only guy who caught on, before he
wrote his paper. But after people read the paper a lot of people
understood the theory of relativity in some way or other, certainly
more than twelve. On the other hand, I think I can safely say that
nobody understands quantum mechanics.”

Um tanto perigosa e desanimadora, tal afirmação deve ser tomada com
muito cuidado. Mais profunda do que parece, ela se refere a essência, ou
talvez falta de essência, da teoria quântica. Diferente de toda a nossa base
de pensamento clássico a mecânica quântica causa enormes angústias se ten-
tamos entrar no campo de perguntar “como isso pode ser como é?”

Em seu livro [2], Itamar Pitowsky discute o que faz da relatividade uma
teoria imediatamente compreendida e da mecânica quântica uma teoria que
“ninguém entende”2. O ponto é que por mais estranha ou complicada que
seja a teoria da relatividade, ela tem um princípio físico como axioma do qual
toda a teoria segue. Já para mecânica quântica, embora matematicamente
bem estabelecida, não conhecemos o princípio físico que faz com que ela seja
como ela é.

Em geral, uma mudança revolucionária na física teórica ocorre quando
um velho princípio é abandonado e substituído por outro. No caso da relati-
vidade especial, é possível apontar o princípio físico que “carrega o fardo da
revolução”: a constância da velocidade da luz em qualquer referencial iner-
cial. Uma vez aceito esse princípio, o que não é um pequeno passo, toda a

1As sete aulas apresentadas por Feynman foram transcritas para o livro The Character
of Physical Law [1]. O vídeo das aulas pode ser encontrado no youtube.

2Bastante recomendada a leitura da Introdução do livro do Pitowsky.
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CONTEÚDO 2

teoria segue. Já para a teoria quântica, qual princípio físico podemos apontar
como o gerador revolução?

Pitowsky discute alguns candidatos. O princípio da incerteza (enunci-
ado da forma: “Existem grandezas físicas complementares, como posição e
momento, e não é possível descrever um sistema físico simultaneamente em
termos de grandezas complementares.”) não é propriamente uma lei da física,
ele é muito mais uma lei meta-física, i.e. ele fala sobre como devem ser as
teorias físicas e não sobre uma teoria em particular.

Um segundo candidato seria o princípio da superposição. Entretanto este
fala sobre vetores de estado quântico que, na interpretação mais comum da
mecânica quântica, não têm realidade física. O que tem significado físico são
as probabilidades que podem ser calculadas a partir deles e não os vetores
em si. Portanto como dizer que este é um princípio físico?

E assim por diante, a revolução teórica gerada pela mecânica quântica
parece resistir a uma descrição do tipo: “A lei física A foi abandonada e
substituída pela lei física B”. Pitowsky atribui essa dificuldade em definir
um princípio físico para a mecânica quântica à principal razão de porque
“ninguém entende mecânica quântica”.

Na falta de um princípio que nos guie no entendimento da teoria só nos
resta explorar toda a sua estrutura matemática e ver suas consequências,
para que possamos investigar melhor os aspectos em que essa teoria difere
da física clássica.

Uma das estranhas consequências dessa estrutura matemática será o foco
de estudo desta dissertação: a não-localidade quântica, que revela que a
mecânica quântica não pode ser explicada com a visão clássica que temos do
mundo.

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) [3], explorando um dos mais
intrigantes aspectos de sistemas quânticos compostos: o emaranhamento,
apontaram as estranhas consequências dessa propriedade. Na época EPR
atribuíram essa estranheza a uma possível incompletude da teoria quântica.
Anos depois John Bell formalizou os argumentos de EPR em uma condição
matemática que deveria ser obedecida por qualquer teoria realista local (a
essência da física clássica). Bell mostrou também que a mecânica quântica
pode violar essas condições.

Nesta dissertação vamos nos dedicar ao estudo da não-localidade quân-
tica. Com o advento da teoria da informação quântica a não-localidade
ganhou espaço pois foi identificada como um recurso para a realização de
tarefas, como por exemplo a distribuição quântica de chaves criptográficas
[4], redução da complexidade de comunicação, entre outras. Desde então
“é difícil encontrar uma edição da Physical Review que não menciona desi-
gualdades de Bell, não-localidade ou, no topo da lista, ‘a potencial relevância
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desse trabalho para o processamento de informação quântica’ ” [5]. Não vamos
focar em sua utilidade como recurso, uma introdução pode ser encontrada
em [6], vamos nos concentrar na investigação do caráter não-local dos es-
tados quânticos. Veremos que emaranhamento é necessário para que um
estado quântico seja não-local, mas que não é suficiente. Abordaremos novos
cenários, recentemente propostos para o estudo de não-localidade, que vêm
estreitando ainda mais a relação entre emaranhamento e não-localidade.

O capítulo 1 se dedica a uma rápida revisão de mecânica quântica, expli-
citando alguns conceitos que serão úteis ao longo do texto. São apresentados
os postulados da teoria, explicando melhor alguns pontos que não são comu-
mente abordados nos livros introdutórios de mecânica quântica. Em seguida
partimos para a definição de emaranhamento e algumas de suas proprieda-
des. O leitor habituado ao formalismo da teoria quântica pode apenas dar
uma rápida olhada nos tópicos abordados e partir para o capítulo 2.

O capítulo 2 se dedica à formulação matemática de não-localidade. São
definidos os experimentos de correlação e partimos, então, para o estudo do
conjunto formado pela estatística de resultados desses experimentos. Anali-
samos as restrições que as hipóteses da física clássica impõem a esse conjunto
e apresentamos alguns resultados sobre o conjunto das correlações geradas
pela mecânica quântica. Veremos que a mecânica quântica viola as restrições
impostas pelo realismo local clássico.

No capítulo 3 nos perguntamos quais estados quânticos podem apresentar
esse comportamento não-clássico. Veremos que, para estados puros, emara-
nhamento é uma condição necessária e suficiente para a existência de corre-
lações não-locais, mas existem estados mistos emaranhados capazes de gerar
apenas correlações clássicas.

No capítulo 4 são explorados os cenários mais gerais que foram propos-
tos para o estudo de não-localidade. Veremos como esses novos cenários
estreitam ainda mais a relação entre emaranhamento e não-localidade.

“So do not take the lecture too seriously, feeling that you really
have to understand in terms of some model what I am going to
describe, but just relax and enjoy it.” (Feynman [1])



Capítulo 1

Mecânica Quântica

Como discutido no Prólogo, a mecânica quântica carece de um princí-
pio físico que justifique seu comportamento, portanto vamos tratá-la apenas
como um conjunto de regras e ver as consequências que podem ser deduzidas
a partir dessas regras. Este capítulo não tem a pretensão de ser um texto
didático para o aprendizado de mecânica quântica, por isso espera-se que o
leitor já tenha sido introduzido no assunto. O objetivo é fazer uma rápida
revisão dos postulados da teoria, e de conceitos e resultados que serão úteis
ao longo do texto, explorando melhor os tópicos que não são comumente
abordados nos textos introdutórios. Para uma introdução aos conceitos e
formalismos básicos da teoria quântica, [7] e [8] são boas referências. Para
uma introdução a um formalismo mais avançado, que também será utilizado
neste texto, ver [9](capítulo 2), [10] e [11].

1.1 Pré-requisitos
O pré-requisito para o estudo de Mecânica Quântica é um bom conheci-

mento de álgebra linear, e análise funcional no caso de sistemas de dimensão
infinita. Nesta dissertação só trabalharemos com sistemas de dimensão finita,
portanto um bom conhecimento de álgebra linear é suficiente para acompa-
nhar o texto.

Uma notação mnemônica, que auxilia bastante o trato da mecânica quân-
tica, foi introduzida por Paul Dirac, chamada Notação de Dirac.

Na notação de Dirac os elementos de um espaço vetorial V são denotados
|v〉, e os elementos do espaço dual V ∗ são denotados 〈v|. Dessa forma o
produto interno de dois vetores u e v é simplesmente escrito como 〈u|v〉. A
utilidade dessa notação deve ficar mais clara ao longo do texto.

4



CAPÍTULO 1. MECÂNICA QUÂNTICA 5

1.2 Postulados da Teoria Quântica
A Mecânica Quântica é uma teoria intrinsecamente probabilística. Ela

fala sobre testes e sobre as probabilidades de cada um dos possíveis resulta-
dos serem obtidos. Portanto suas previsões só podem ser testadas quando
preparamos igualmente um grande número de cópias do sistema e agimos
igualmente sobre todas elas. Assim, um sistema quântico é uma idealização
matemática de um ensemble de sistemas preparados da mesma forma.

Postulado 1 (Estado quântico). A todo sistema quântico isolado existe um
espaço de Hilbert associado (um espaço vetorial completo com produto in-
terno) denominado espaço de estados. O sistema é completamente descrito
por um vetor unitário no espaço de estados.

Postulado 2 (Evolução temporal). A evolução temporal do estado de um
sistema quântico fechado é descrita pela equação de Schrödinger:

i~
d|ψ〉
dt

= H|ψ〉 ,

onde H é um operador hermitiano denominado Hamiltoniano do sistema.
Assim, o estado do sistema em um certo instante de tempo se relaciona

com o estado num instante posterior através de um operador unitário1:

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉 .

Postulado 3 (Medições). Cada medição quântica é descrita por um con-
junto de operadores {Mm} que atuam no espaço de estados, denominados
operadores de medida . O índice m indica os possíveis resultados obtidos na
medição, i.e., alternativas clássicas distintas.

O processo de medição é descrito da seguinte forma: se o estado do sis-
tema antes da medição é |ψ〉, então a probabilidade de se obter o resultado
m é dada por:

pm = 〈ψ|M †
mMm|ψ〉 ,

e uma vez obtido o resultado m, o sistema, logo após a medição, passa a ser
descrito pelo estado

|ψm〉 = Mm|ψ〉√
〈ψ|M †

mMm|ψ〉
.

1No caso de o Hamiltoniano do sistema ser independente do tempo, o operador de
evolução temporal é da forma U(t, t0) = e−

iH
~ (t−t0).
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Os operadores de medida devem obedecer à relação de completeza∑
m

M †
mMm = I ,

expressando o fato de que a soma das probabilidades sobre todos os resultados
é igual a 1.

Postulado 4 (Sistemas Compostos). O espaço de estados de um sistema
quântico composto é o produto tensorial dos espaços de estados dos sistemas
físicos individuais, H1...n = H1 ⊗H2 ⊗ ...⊗Hn.

Nos postulados, sistema quântico fechado se refere a um sistema que não
interage com nenhum outro sistema quântico. As interações com sistemas
clássicos (i.e., sistemas que podem ser bem descritos classicamente) são in-
corporadas no Hamiltoniano, e o sistema é considerado fechado ainda que
esse Hamiltoniano dependa do tempo.

Vamos agora ao estudo de alguns tópicos com o objetivo de clarear o
entendimento dos postulados apresentados.

1.2.1 Qubits
O sistema quântico mais simples não trivial é aquele que possui apenas

dois níveis, cujo espaço de estados é H ∼= C2 (por exemplo o spin de um
elétron que possui duas alternativas classicamente distintas: “spin pra cima”
e “spin pra baixo”). Tal sistema é também chamado de qubit em analogia a
um bit clássico.

Um bit clássico é uma variável aleatória que pode assumir dois valores,
por exemplo 0 ou 1. Um qubit é um sistema quântico em que essas duas
alternativas são atribuídas a estados ortogonais, |0〉 e |1〉, que formam uma
base para o espaço de estados. Uma vez que superposições lineares de es-
tados quânticos são também estados quânticos, os qubits também podem se
encontrar em uma combinação dessas duas alternativas.

O estado geral de um qubit pode ser escrito na forma:

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 ; α, β ∈ C e |α|2 + |β|2 = 1 .

Uma importante ferramenta no estudo de qubits são as matrizes de Pauli:

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.
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Todos os operadores hermitianos que levam de C2 em C2 podem ser repre-
sentados na forma2 aI + ~b · ~σ, onde a ∈ R, ~b ∈ R3, e ~b · ~σ representa o
operador

bxσx + byσy + bzσz = bx

(
0 1
1 0

)
+ by

(
0 −i
i 0

)
+ bz

(
1 0
0 −1

)
.

A base canônica {|0〉, |1〉}, em geral, é tomada como sendo formada pelos
auto-estados do operador σz, com autovalores +1 e −1 respectivamente.

Medir o observável σz é como realizar uma medição com os operadores
de medida {M0 = |0〉〈0|,M1 = |1〉〈1|}, onde obter a resposta correspondente
M0 corresponde a obter o autovalor +1 eM1 corresponde a obter o autovalor
−1 de σz. As probabilidades de cada resultado no estado geral |ψ〉 são:

p+1 = 〈ψ|M †
0M0|ψ〉 = 〈ψ|0〉〈0|ψ〉 = |α|2 ,

p−1 = 〈ψ|M †
1M1|ψ〉 = 〈ψ|1〉〈1|ψ〉 = |β|2 .

1.2.2 Sobre a estrutura de produto tensorial
Vamos detalhar um pouco mais essa operação sobre o espaço de estados

de sistemas compostos, como feito em [11].
Sejam V e W espaços vetoriais complexos. O produto tensorial desses

espaços, denotado V ⊗W , é o espaço vetorial gerado pelos vetores da forma
|v〉 ⊗ |w〉, onde |v〉 ∈ V e |w〉 ∈ W , que obedecem às relações:

1. (λ|v〉)⊗ |w〉 = |v〉 ⊗ (λ|w〉) = λ(|v〉 ⊗ |w〉) ;

2. (|u〉+ |v〉)⊗ |w〉 = |u〉 ⊗ |w〉+ |v〉 ⊗ |w〉 ;

3. |v〉 ⊗ (|w〉+ |z〉) = |v〉 ⊗ |w〉+ |v〉 ⊗ |z〉 ;

4. Se V e W possuem produto escalar, então define-se o produto escalar
em V ⊗W por

(〈u| ⊗ 〈z|)(|v〉 ⊗ |w〉) = 〈u|v〉〈z|w〉 ;

para |u〉, |v〉 ∈ V , |w〉, |z〉 ∈ W e λ ∈ C.

Como V ⊗W é gerado por vetores da forma |v〉 ⊗ |w〉, combinações li-
neares desses elemento também são vetores de V ⊗W , e portanto também

2As matrizes de Pauli junto com a identidade formam uma base para o espaço das
matrizes 2× 2, portanto toda matriz pode ser escrita como combinação linear destas. Em
particular, as matrizes hermitianas podem ser escritas com coeficientes reais.
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são estados quânticos admissíveis. Veremos mais adiante que essa, aparen-
temente ingênua, característica da Mecânica Quântica é a fonte do que será
discutido nesta dissertação: estados emaranhados e correlações não-locais.

Notação: muitas vezes, para não sobrecarregar demais a escrita, o pro-
duto tensorial de vetores também será denotado por:

|v〉 ⊗ |w〉 ≡ |v〉|w〉 ≡ |vw〉 .

1.2.3 Operador densidade
Até aqui assumimos conhecimento completo acerca do estado do sistema.

Entretanto, muitas vezes não temos acesso a esse conhecimento, então preci-
samos colocar a estatística clássica no tratamento de nosso sistema.

Por exemplo, podemos ter uma fonte que prepara um dos estados |ψ1〉,
|ψ2〉, . . . , |ψn〉, com probabilidades p1, p2, . . . , pn, respectivamente. Como
não sabemos qual estado foi preparado, podemos descrever o sistema por
um ensemble {(pi, |ψi〉)}, que quer dizer que o sistema está no estado |ψi〉
com probabilidade pi. Com essas considerações, somadas aos postulados
aplicados a cada um dos estados |ψi〉, descrevemos tudo que é possível sobre
nosso sistema.

Entretanto, existe uma ferramenta muito mais prática para tratar estados
dessa forma: os operadores densidade3. Com esse formalismo, nosso sistema
é descrito por um operador que atua no espaço de estados:

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi| .

Teorema 1.1 (Caracterização dos operadores densidade). Um operador ρ so-
bre o espaço de estados H é o operador densidade de um ensemble {(pi, |ψi〉)},
|ψi〉 ∈ H se e somente se satisfizer as seguintes condições:

1. (Normalização) tr ρ = 1.

2. (Positividade) ρ ≥ 0 i.e., 〈φ|ρ|φ〉 ≥ 0 ∀ |φ〉 ∈ H.

3Essa não é a maneira mais geral de introduzir os operadores densidade. Aqui esta-
mos dando aos vetores de estado um status mais fundamental. Ao invés disso podemos
simplesmente tomar os estados quânticos como sendo operadores positivos de traço 1 que
atuam no espaço de Hilbert associado ao sistema, sem nos preocuparmos em passar pela
descrição de vetores de estado.
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Demonstração.

(⇒) Seja ρ = ∑
i pi|ψi〉〈ψi|.

Então,

tr ρ =
∑
i

pi tr (|ψi〉〈ψi|) =
∑
i

pi = 1.

Agora tome um vetor arbitrário |φ〉 ∈ H:

〈φ|ρ|φ〉 =
∑
i

pi〈φ|ψi〉〈ψi|φ〉

=
∑
i

pi|〈φ|ψi〉|2

≥ 0 .

(⇐) Seja ρ um operador positivo de traço 1.
Como ρ é positivo, possui uma decomposição espectral com autovalores

positivos:

ρ =
∑
j

λj|j〉〈j| ; λj ≥ 0 ,

em que os vetores |j〉 são ortogonais. A condição sobre o traço implica que∑
j λj = 1. Portanto o operado ρ representa o ensemble {(λj, |j〉)}.

Vamos denotar por D(H) o conjunto dos operadores positivos e de traço
1 que atuam em H.

Um ponto importante que deve ser ressaltado é que embora todo ope-
rador densidade possa ser escrito em termos do ensemble associado a sua
decomposição espectral, como enunciado no Teorema 1.1, diferentes ensem-
bles podem dar origem a um mesmo operador densidade, i.e. um operador
densidade não é unicamente definido como combinação convexa de estados
puros. Por exemplo, o estado

ρ = 1
4 |0〉〈0|+

3
4 |1〉〈1|

também pode ser escrito como a combinação convexa

ρ = 1
4 |φ〉〈φ|+

1
4 |ϕ〉〈ϕ|+

1
2 |1〉〈1| ,

onde |φ〉 = 1√
2(|0〉+ |1〉) e |ϕ〉 = 1√

2(|0〉 − |1〉).
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No caso em que sabemos que o sistema se encontra num estado específico
|ψ〉, o seu operador densidade é

ρ = |ψ〉〈ψ| .

Note que este operador possui um único autovalor não nulo (igual a 1), e
não pode ser escrito como combinação convexa de outros estados. Os esta-
dos dessa forma são ditos estados puros, caso contrário temos um estado
misto.

Podemos agora reescrever os postulados da teoria quântica usando o for-
malismo de operadores densidade:

Postulado 1 (Estados quânticos). A todo sistema quântico isolado existe
um espaço de Hilbert associado (um espaço vetorial completo com produto
interno) denominado espaço de estados. O sistema é completamente descrito
pelo seu operador densidade, que é um operador positivo de traço 1 que atua
no espaço de estados.

Postulado 2 (Evolução temporal). A evolução temporal do operador densi-
dade de um sistema quântico fechado é descrita pela equação de Heisenberg4:

i~
dρ

dt
= [H, ρ] ,

onde H é um operador hermitiano denominado Hamiltoniano do sistema.
Assim, o estado do sistema em um certo instante de tempo se relaciona

com o estado num instante posterior através de uma transformação unitária5

ρ(t) = U(t, t0)ρ(t0)U †(t, t0) .

Postulado 3 (Medições). As medições quânticas são descritas por operadores
de medida {Mm} que atuam no espaço de estados.

Se o estado do sistema antes da medição for ρ, então a probabilidade de
se obter o resultado m é dada por:

pm = tr
(
M †

mMmρ
)
,

e uma vez obtido o resultado m, o sistema, logo após a medição, passa a ser
descrito pelo estado

ρm = MmρM
†
m

tr
(
M †

mMmρ
) .

4O análogo da equação de Schrödinger para o operador densidade.
5Em geral, a evolução do estado de um sistema quântico é descrita por mapas comple-

tamente positivos que preservam o traço (mapas CPTP).



CAPÍTULO 1. MECÂNICA QUÂNTICA 11

Postulado 4 (Sistemas Compostos). O espaço de estados de um sistema
quântico composto é o produto tensorial dos espaços de estados dos sistemas
físicos individuais, H1...n = H1 ⊗H2 ⊗ ...⊗Hn.

Existe ainda outra situação em que, mesmo começando com estados pu-
ros, somos levados a considerar estados mistos: quando queremos olhar ape-
nas para uma parte de um sistema composto.

Se tivermos conhecimento completo de um sistema composto por duas
partes, A e B, com espaços de Hilbert HA e HB respectivamente, mas o
vetor de estado desse sistema não for da forma de um produto de estados,
|ψA〉 ⊗ |ψB〉, não é possível definirmos um vetor de estado que descreva o
sistema A. Por exemplo, se o estado do sistema composto AB é o vetor

|ψ〉 = 1√
2

(|0〉 ⊗ |1〉 − |1〉 ⊗ |0〉) ∈ C2 ⊗ C2 ,

qual é o estado do sistema A? Não há como atribuir um vetor de estado a
esse sistema. Já no formalismo de operador densidade é possível definir um
operador densidade que caracteriza o sistema A:

Definição 1.1 (Operador densidade reduzido). Se ρ é o operador densidade
que descreve o sistema composto AB, então é possível atribuir um operador
densidade que descreve o estado do sistema A, chamado operador densidade
reduzido:

ρA = trB ρ . (1.1)

Analogamente pode-se definir ρB, o operador densidade reduzido do sistema
B.

A operação trB é o traço parcial sobre o sistema B, e é definida da seguinte
forma:

Considerando um sistema bipartido, sejam {|iA〉} e {|jB〉} bases ortonor-
mais para HA e HB, então um operador densidade pode ser escrito nessa
base como

ρ =
∑

i,j,i′,j′
ρij,i′j′ |iA〉〈i′A| ⊗ |jB〉〈j′B| ,
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e assim

trB ρ ≡
∑
l

〈lB|ρ|lB〉

=
∑
l

〈lB|

 ∑
i,j,i′,j′

ρij,i′j′|iA〉〈i′A| ⊗ |jB〉〈j′B|

|lB〉
=
∑
i,i′

∑
l

ρil,i′l|iA〉〈i′A| .

Não é obvio que o operador densidade reduzido ρA seja de fato uma des-
crição para o estado do sistema A. A razão para tal escolha é que o traço
parcial é uma operação que dá origem à descrição correta de medições reali-
zadas nos subsistemas de um sistema composto. Por exemplo, se queremos
fazer uma medição local em A (i.e. uma medição que envolve apenas o sis-
tema A), {MmA ⊗ IB}, temos que a probabilidade de obter o resultado m é
dada por

pm = tr
[(
M †

mAMmA ⊗ IB
)
ρ
]

= tr
 ∑
i,j,i′,j′

ρij,i′j′
(
M †

mAMmA|i〉〈i′|
)
⊗ (IB|j〉〈j′|)


=
∑
k,l

〈k| ⊗ 〈l|

 ∑
i,j,i′,j′

ρij,i′j′
(
M †

mAMmA|i〉〈i′|
)
⊗ (IB|j〉〈j′|)

|k〉 ⊗ |l〉
=
∑
k

〈k|M †
mAMmA

∑
i,i′

∑
l

ρil,i′l|i〉〈i′|

|k〉
= tr

(
M †

mAMmAρA
)
.

É importante notar que, para estados mistos, o conhecimento dos estados
parciais não determina o estado global. Em geral ρAB 6= ρA ⊗ ρB.

1.2.4 O formalismo das medições quânticas
Em muitos textos de Mecânica Quântica o conceito de medida apresen-

tado é apenas um caso particular do postulado 3: as medições projetivas.
Por essa razão vamos olhar com mais cuidado para essa questão.
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Medições projetivas

Medição projetiva é um caso particular do postulado 3 em que os opera-
dores de medida, Mm, satisfazem:

M †
mMm′ = MmMm′ = δm,m′Mm .

Para medições projetivas, o número máximo de resultados distintos que se
pode obter em uma medição é igual a dimensão do sistema.

Vamos denotar por Pm os operadores de medida no caso de medições
projetivas. Reescrevendo as condições satisfeitas por eles

Pi = P †i , Pi = P 2
i ,

vemos que são projetores.

As medições projetivas podem ser associadas a medições de observáveis
(que geralmente são apresentadas nos livros introdutórios de Mecânica Quân-
tica). Um observável O é um operador hermitiano que atua no espaço de
estados. Uma vez que todo operador auto-adjunto é diagonalizável, o obser-
vável tem uma decomposição espectral:

O =
∑
m

mPm ; m ∈ R ,

onde Pm é o projetor no subespaço correspondente ao autovalor m de O.
Os autovalores de O são associados aos possíveis resultados da medição. A
probabilidade de obter o autovalor m é dada por

pm = tr(Pmρ) ,

e, obtido o resultado m, o estado do sistema é projetado no subesbaço cor-
respondente a esse autovalor

ρm = PmρPm
tr (Pmρ) .

POVMs

Em algumas aplicações não estamos preocupados com o estado do sistema
após a medição, mas apenas com as probabilidades dos diferentes resultados.
O formalismo de POVM permite determinar essas probabilidades sem o co-
nhecimento exato dos operadores de medida.
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Como vimos no Postulado 3, a probabilidade de obter o resultado m dado
que foi feita a medição correspondente ao conjunto de operadores {Mm} é
dada por

pm = tr
(
M †

mMmρ
)
.

Vamos definir então:

Πm ≡M †
mMm .

O conjunto de operadores {Πm} obedece às seguintes condições:

• Πm ≥ 0 ;

• ∑m Πm = I .

Com essas especificações o conjunto {Πm} é denominado um POVM (do
inglês Positive Operator-Valued Measure), e seus elementos Πm são denomi-
nados elementos de POVM.

O conhecimento dos elementos de POVM é suficiente para determinar as
probabilidades de um experimento: pm = tr (Πmρ). Entretanto, conhecendo
apenas os operadores Πm, não é possível determinar os operadores de medida
Mm, pois existe uma família de operadores distintos tal que M †

mMm = Πm.
Para medições generalizadas, o número de resultados em um experimento

não é limitado pela dimensão do sistema, mas sim pela partição feita do ope-
rador identidade, que está sujeita apenas às condições que os elementos de
POVM devem obedecer.

Vimos, portanto, que a medição de observáveis pode ser vista como um
caso particular de uma definição mais geral. Entretanto, esse formalismo mais
geral (que por vezes não é citado nos livros de Mecânica Quântica) pode ser
reduzido ao formalismo anterior se aumentarmos o sistema considerado.

Teorema 1.2 (Teorema de Naimark). Dado um POVM {Πm} que atua em
H, é possível encontrar um sistema auxiliar, com espaço de estados H′, tal
que existem transformação unitária U e medição projetiva {Pm} que atuam
em H⊗H′, e

tr(Πmρ) = tr
[
PmU(ρ⊗ |0〉〈0|)U †

]
,

onde |0〉〈0| é um estado de referência no sistema auxiliar.

O Teorema de Naimark mostra que todo POVM pode ser visto como uma
medição projetiva em um sistema maior (um sistema composto pelo sistema
estudado e um sistema auxiliar). A demonstração desse teorema pode ser
encontrada nas notas de aula do John Watrous [12](aula 5).
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1.3 Emaranhamento
Uma curta e boa introdução a teoria do emaranhamento pode ser encon-

trada na referência [13]. Para um estudo mais aprofundado ver [14]. Nesta
seção vamos nos concentrar em sistemas compostos de duas partes, sistemas
bipartidos. E ao final vamos apenas discutir alguns pontos referente a siste-
mas multipartites.

Considere um sistema composto cujo espaço de Hilbert associado é H =
HA ⊗HB.

Definição 1.2. Um estado ρAB ∈ D(H) é dito separável se

ρ =
∑
i

piρ
i
A ⊗ ρiB ; pi ≥ 0 ,

∑
i

pi = 1 . (1.2)

Caso contrário o estado do sistema é dito emaranhado.

Estados separáveis podem ser preparados utilizando apenas operações
locais (em cada parte separadamente) e comunicação clássica, classe de ope-
rações tão comum que recebeu a sigla LOCC (do inglês Local Operations and
Classical Communication). Por exemplo, Alice pode ter uma ferramenta clás-
sica que sorteia um número i = 1, ..., n com probabilidade pi. Assim, Alice faz
o sorteio e comunica o resultado para Bob. Se foi obtido o resultado i, Alice
prepara localmente o estado ρiA e Bob prepara ρiB. Alice repete o procedi-
mento inúmeras vezes, de forma que eles obtenham um ensemble descrito por
{(pi, ρiA ⊗ ρiB)} que está associado ao operador densidade ρ = ∑

i piρ
i
A ⊗ ρiB.

1.3.1 Emaranhamento de estados puros
Para estados puros a definição 1.2 se reduz a:

Definição 1.3. Um estado |ψ〉AB ∈ H = HA ⊗HB é dito fatorável se

|ψ〉AB = |φ〉A ⊗ |ϕ〉B ; |φ〉A ∈ HA, |ϕ〉B ∈ HB . (1.3)

Caso contrário o estado do sistema é dito emaranhado.

Uma ferramenta muito importante no estudo do emaranhamento de es-
tados puros é a Decomposição de Schmidt.
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Teorema 1.3 (Decomposição de Schmidt). Dado um estado puro |ψ〉 do
sistema composto AB, existem conjuntos de estados ortonormais,

{∣∣∣µA〉} e{∣∣∣µB〉}, em HA e HB respectivamente, tais que

|ψ〉 =
d∑

µ=1

√
λµ
∣∣∣µA〉∣∣∣µB〉 ;

∑
µ

λµ = 1 , λµ ≥ 0 ,

onde d = min{dimHA, dimHB}.

A demonstração que apresentaremos segue a referência [13]. Uma de-
monstração mais direta, que utiliza a decomposição em valores singulares,
pode ser encontrada em [9]. Vamos a algumas observações antes da demons-
tração:

Considerando a validade da decomposição de Schmidt temos que os ope-
radores densidade reduzidos dos subsistemas serão

ρA =
∑
µ

λµ
∣∣∣µA〉〈µA∣∣∣ , ρB =

∑
µ

λµ
∣∣∣µB〉〈µB∣∣∣ ,

onde cada
∣∣∣µA〉 é autovetor de ρA com autovalor λµ, e

∣∣∣µB〉 é autovetor
de ρB com autovalor λµ. Assim temos que ρA e ρB possuem os mesmos
autovalores não-nulos, com autovetores correspondentes aos vetores usados
na decomposição de Schmidt.

Demonstração. Sem perda de generalidade, seja d = dimHA e D = dimHB

com d ≤ D. Vamos considerar o operador densidade reduzido do sistema A
escrito na sua decomposição espectral:

ρA =
d∑

µ=1
λµ
∣∣∣µA〉〈µA∣∣∣ ;

〈
µ′A

∣∣∣µA〉 = δµµ′ e
∑
µ

λµ = 1 .

Como nossa notação já indica, essa será a base de Schmidt do sistema A.
Agora considere o mapa

Sψ : HA −→ HB

definido nos vetores da base de HA como

Sψ
(∣∣∣µA〉) =

D∑
j=1

∣∣∣jB〉〈µAjB∣∣∣ψ〉 ≡ ∣∣∣µ̃B〉 ∈ HB ,

onde
{∣∣∣jB〉} é uma base ortonormal arbitrária para HB, e Sψ é estendido

por linearidade a todo vetor de HA.
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Os d vetores
∣∣∣µ̃B〉 definidos dessa forma são ortogonais:

〈
µ̃′
B
∣∣∣µ̃B〉 =

∑
j

〈
jB
∣∣∣〈ψ∣∣∣µ′AjB〉

∑
j′

∣∣∣j′B〉〈µAj′B∣∣∣ψ〉


=
∑
j

〈
µAjB

∣∣∣ψ〉〈ψ∣∣∣µ′AjB〉
=
〈
µA
∣∣∣ρA∣∣∣µ′A〉

= λµδµµ′ ,

então, a partir de
{∣∣∣µ̃B〉} podemos definir o conjunto de vetores ortonormais{∣∣∣µB〉}:

∣∣∣µB〉 ≡ 1√
λµ

∣∣∣µ̃B〉 .
Vamos verificar que

{∣∣∣µB〉} são autovetores de ρB com autovalores λµ.
Escrito na base

{∣∣∣µAjB〉}:
ρB = trA|ψ〉〈ψ|

= trA

 ∑
µ,j,µ′,j′

[〈
µAjB

∣∣∣ψ〉〈ψ∣∣∣µ′Aj′B〉]∣∣∣µAjB〉〈µ′Aj′B∣∣∣


=
∑
j,j′

∑
µ′

(〈
µ′AjB

∣∣∣ψ〉〈ψ∣∣∣µ′Aj′B〉)∣∣∣jB〉〈j′B∣∣∣ ,
e então

ρB
∣∣∣µB〉 =

∑
j,j′

∑
µ′

(〈
µ′AjB

∣∣∣ψ〉〈ψ∣∣∣µ′Aj′B〉)∣∣∣jB〉〈j′B∣∣∣
 1√

λµ

∑
j′′

∣∣∣j′′B〉〈µAj′′B∣∣∣ψ〉


= 1√
λµ

∑
j,j′

∑
µ′

(〈
µ′AjB

∣∣∣ψ〉〈ψ∣∣∣µ′Aj′B〉)〈µAj′B∣∣∣ψ〉∣∣∣jB〉

= 1√
λµ

∑
µ′,j

∣∣∣jB〉〈µ′AjB∣∣∣ψ〉
∑

j′

〈
µAj′B

∣∣∣ψ〉〈ψ∣∣∣µ′Aj′B〉


= 1√
λµ

∑
µ′,j

∣∣∣jB〉〈µ′AjB∣∣∣ψ〉λµδµµ′
= λµ

∣∣∣µB〉 .
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Portanto cada
∣∣∣µB〉 é autovetor de ρB com respectivo autovalor λµ. Como

ρB ≥ 0 , tr ρB = 1 e
d∑

µ=1
λµ = 1 ,

todos os autovalores restantes de ρB devem ser nulos.
Com essas definições:

|ψ〉 =
d∑

µ=1

D∑
j=1

∣∣∣µAjB〉〈µAjB∣∣∣ψ〉
=
∑
µ

∣∣∣µA〉⊗ ∣∣∣µ̃B〉
=
∑
µ

√
λµ
∣∣∣µA〉⊗ ∣∣∣µB〉 .

Os conjuntos de vetores
{∣∣∣µA〉} e

{∣∣∣µB〉} são chamados bases de Sch-
midt para o estado |ψ〉, e

√
λµ são os coeficientes de Schmidt. É im-

portante notar que a decomposição de Schmidt começa pelo vetor |ψ〉 e as
bases são escolhidas a partir dele. Vetores distintos exibirão bases de Sch-
midt distintas. Os coeficientes de Schmidt sempre podem ser escolhidos reais
e positivos, basta acrescentar uma fase aos vetores da base de Schmidt se ne-
cessário.

O número de coeficientes λµ não-nulos é chamado número de Schmidt
para o estado |ψ〉.

Emaranhamento não é criado nem destruído por operações unitárias lo-
cais. E o número de Schmidt é preservado por essas transformações. De fato,
se ∑µ

√
λµ
∣∣∣µA〉⊗ ∣∣∣µB〉 é a decomposição de Schmidt para |ψ〉 então:

UA ⊗ UB|ψ〉 =
∑
µ

√
λµ
(
UA

∣∣∣µA〉)⊗ (UB
∣∣∣µB〉) .

Assim, as propriedades de emaranhamento de um estado puro de um sistema
bipartido estão inteiramente contidas nos seus coeficientes de Schmidt.

É direto ver que o estado |ψ〉 é fatorável se e somente se o seu número
de Schmidt é 1. E o maior número de Schmidt possível para o estado |ψ〉 é
d. Para todos os quantificadores de emaranhamento o estado maximamente
emaranhado de H, que denotaremos |Φd〉, é aquele com o maior número de
termos possível e todos com coeficientes iguais

|Φd〉 = 1√
d

d∑
µ=1

∣∣∣µA〉⊗ ∣∣∣µB〉 .
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Vale aqui uma analogia com probabilidades: para um número finito de even-
tos, a distribuição de probabilidades que contém menos informação é aquela
que dá probabilidades iguais a todos os possíveis eventos. Uma vez que ema-
ranhamento está relacionado ao fato de não podermos determinar ao certo o
estado de cada parte, é razoável que o estado com máximo emaranhamento
tenha o maior número de Schmidt possível com todos os coeficientes iguais6.

A unidade fundamental de emaranhamento é o e-bit, tomado como o
emaranhamento do estado:∣∣∣Ψ−〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉)

também chamado de singleto ou estado de EPR (por razões que veremos
mais adiante). Note que esse é um estado maximamente emaranhado para
d = 2, com as bases de Schmidt {|0〉,−|1〉}A e {|1〉, |0〉}B.

Um bom quantificador de emaranhamento para estados puros bipartidos
é a entropia de von Neumann do estado reduzido [9]. A entropia de von
Neumann de um estado quântico é dada por

S(ρ) = − tr(ρ log ρ) ,

onde o logaritmo é calculado na base 2.
Assim podemos caracterizar o emaranhamento de um estado puro por7:

E(|ψ〉AB) = S(ρA) = S(ρB) = −
∑
µ

λµ log λµ ,

onde λµ são os quadrados dos coeficientes de Schmidt do estado |ψ〉AB.

1.3.2 Critérios de separabilidade
A definição 1.2 dada para estados separáveis, embora precisa não é uma

definição operacional. Muitas vezes não conseguimos afirmar se um estado
pode ou não ser escrito na forma (1.2).

Precisamos portanto de critérios computacionalmente operacionais, i.e.,
procedimentos tais que dado um estado ρ, a aplicação de uma dada operação

6Para sistemas de dimensão infinita, a maioria dos estados tem um número infinito
de λµ’s. Como a soma desses coeficientes é finita, apenas um número limitado deles
contribui significativamente para a decomposição do estado. Esse número efetivo de termos
é medido pelo número de Schmidt, definido para sistemas de dimensão infinita como
K = 1/

∑
µ λ

2
µ = 1/ tr

(
ρ2
A

)
= 1/ tr

(
ρ2
B

)
(para mais detalhes ver [15]).

7Essa expressão corresponde à entropia clássica de Shannon do vetor de probabilidades
composto pelo quadrado dos coeficientes de Schmidt (ver [9]).
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permite dizer se um estado é separável ou emaranhado. Nesta seção veremos
um desses critérios, e o que ocorre é que a resposta não é dicotômica, e temos
um terceiro caso em que o procedimento não é conclusivo.

Critério de Peres-Horodecki

SejaO o conjunto dos operadores que atuam emH = HA⊗HB. Considere
a operação transposição parcial definida da seguinte forma:

TA : O(H) −→ O(H)
TA(XAB) = XTA

AB

XAB =
∑
i,j,k,l

ci,k,j,l|i〉〈j| ⊗ |k〉〈l| 7−→ XTA
AB =

∑
i,j,k,l

ci,k,j,l|j〉〈i| ⊗ |k〉〈l| .

Note que TA é uma operação que preserva o traço.
O critério de Peres [16] parte da observação que se ρ é um operador

densidade, a sua transposta, ρT = ρ∗, também é um operador densidade pois
é positiva e de traço 1.

Agora considere ρAB ∈ D(H) um estado separável

ρAB =
∑
k

pkρ
k
A ⊗ ρkB .

Como a transposição é uma operação linear, sua transposta parcial é dada
por

ρTA
AB =

∑
k

pk
(
ρkA
)T
⊗ ρkB .

Como ρkA são operadores densidade,
(
ρkA
)T

também são, e assim temos que
ρTA
AB ∈ D(H).

Critério de Peres (Positividade da transposição parcial). Se ρTA
AB � 0 então

ρAB é emaranhado.

O critério de Peres é uma condição suficiente para que um estado seja
emaranhado. Peres chegou a cogitar que tal condição seria também necessá-
ria, mas M., P. e R. Horodecki [17] mostraram que o critério é necessário e
suficiente apenas para sistemas compostos com dimensões 2× 2 e 2× 3, mas
para dimensões maiores tal condição não é necessária.

Na referência [17] os autores mostram que a propriedade essencial de
que Peres se utilizou é que a transposição é um mapa positivo que não é
completamente positivo.
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Definição 1.4. Seja L(O(H1),O(H2)) o conjunto dos mapas lineares que
levam operadores de O(H1) em O(H2). Um mapa Λ ∈ L(O(H1),O(H2)) é
dito um mapa positivo se

Λ(σ) ≥ 0 ∀ σ ∈ O(H1) ; σ ≥ 0 .

Um mapa Λ ∈ L(O(HA1),O(HA2)) é dito um mapa completamente po-
sitivo quando é positivo e suas extensões triviais são também positivas

Λ⊗ I(σA1B) ≥ 0 ∀ σA1B ∈ O(HA1 ⊗HB) ;σA1B ≥ 0 , ∀ HB .

O mesmo argumento que mostra que a transposição parcial de um estado
separável é um operador positivo, também mostra que todo mapa positivo,
quando aplicado a estados separáveis, resulta em operadores positivos. Se-
guindo nesse raciocínio os Horodeccy8 mostraram o seguinte resultado:

Critério Horodecki (Mapas positivos). Um estado ρAB ∈ D(HA ⊗HB) é
separável se, e somente se, para todo mapa positivo Λ : O(HA) −→ O(HB),

Λ⊗ I(ρAB) ≥ 0 .

Um resultado devido a S. L. Woronowicz [18] diz que: todo mapa positivo
Λ : O(HA) −→ O(HB), para HA = HB = C2, ou HA = C3 e HB = C2 (e
equivalentemente HA = C2 e HB = C3), pode ser escrito na forma

Λ = ΛCP
1 + ΛCP

2 ◦ T ,

onde ΛCP
i são mapas completamente positivos e T é a transposição 9. Assim,

segue como corolário do critério Horodecki que o critério de Peres é necessário
e suficiente para sistemas compostos com dimensões 2× 2 e 2× 3.

Em [20], P. Horodecki exibiu exemplos de estados emaranhados com
transposta parcial positiva. Estados com transposta parcial positiva são cha-
mados estados PPT (do inglês positive partial transpose).

1.3.3 Extensões simétricas de estados quânticos
Definição 1.5. Um estado quântico bipartite ρAB é dito k-extensível em B
se existe um estado de k + 1 partes, ρAB1...Bk

, tal que

ρABj
≡ tr\Bj

ρAB1...Bk
= ρAB ∀ j ∈ {1, . . . , k} .

8Horodeccy é o plural de Horodecki.
9A demonstração do teorema de Woronowicz em uma linguagem mais moderna e vol-

tada para a teoria de informação quântica pode ser encontrada em [19].
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tr\Bj
denota tomar o traço sobre todos os sistemas Bi exceto para i = j.

Nesse caso dizemos que ρAB possui uma k-extensão simétrica em B. Ana-
logamente o estado pode ter uma extensão simétrica em A.

Se um estado quântico é separável, ρAB = ρA⊗ ρB, ele possui k-extensão
simétrica para todo k ∈ N, tanto na parte A quanto na parte B. Basta
tomar:

ρAB1B2...Bk
= ρA ⊗ ρB1 ⊗ ρB2 ⊗ . . .⊗ ρBk

onde ρBi
= ρB para todo i, e de maneira análoga definimos uma extensão

simétrica na parte A.
Um resultado interessante é que o converso também é verdade:

Teorema 1.4. Um estado bipartite ρAB é separável se e somente se ρAB é
k-extensível ∀ k ∈ N.

Esse resultado foi demonstrado na referência [21].

Um exemplo de estados que possuem extensão simétrica mas que não são
separáveis é a família de estados com espaço de Hilbert C2 ⊗ C3:

ρkAB = 1
k
|Φ〉〈Φ|AB +

(
1− 1

k

)
IA
2 ⊗ |2〉〈2|B ,

onde |Φ〉 = (|00〉 + |11〉)/
√

2 é o estado maximamente emaranhado em di-
mensão 2.

Para todo k finito existe um estado nessa família que possui k exten-
são simétrica. Fixado um k, o estado ρkAB é k-extensível, sua k-extensão é
facilmente construída

ρAB1B2...Bk
= 1
k

(
|Φ〉〈Φ|AB1

⊗ |2〉〈2|B2
⊗ . . .⊗ |2〉〈2|Bk

)
+ 1
k

(
|Φ〉〈Φ|AB2

⊗ |2〉〈2|B1
⊗ . . .⊗ |2〉〈2|Bk

)
+ . . .+ 1

k

(
|Φ〉〈Φ|ABk

⊗ |2〉〈2|B1
⊗ . . .⊗ |2〉〈2|Bk−1

)
.

Entretanto este estado não pode ter extensão simétrica para todo número
natural, pois usando o critério de Peres podemos verificar que para k finito
o estado ρkAB é emaranhado.



CAPÍTULO 1. MECÂNICA QUÂNTICA 23

1.3.4 Quantificadores de emaranhamento
Com o desenvolvimento da teoria quântica da informação, o emaranha-

mento foi identificado como um recurso para realização de tarefas como te-
leportação de estados quânticos [22], distribuição quântica de chaves cripto-
gráficas [4], entre outras. Assim torna-se necessário quantificá-lo para saber
quanto recurso possui um estado quântico.

Existem diferentes quantificadores de emaranhamento, nesta seção vamos
apresentar alguns exemplos.

Emaranhamento destilável

Uma vez que o estado maximamente emaranhado de dois qubits (o estado
de EPR por exemplo) é uma unidade de emaranhamento para ser usado como
recurso, podemos estar interessados em saber quantos pares desses estados
podemos extrair de um estado quântico utilizando apenas LOCC.

Um procedimento que converte um certo número n de cópias de um es-
tado ρAB em m cópias do estado maximamente emaranhado de 2-qubits,
|Φ2〉〈Φ2| ≡ Φ2, é dito um protocolo de destilação de emaranhamento

ρ⊗nAB
LOCC−→ Φ⊗m2 .

Um quantificador de emaranhamento, o emaranhamento destilável, pode
ser tomado como a taxa ótima sobre todos os possíveis protocolos de desti-
lação. Sua definição precisa é

ED(ρAB) := lim
n−→∞

sup
LOCC

m

n
. (1.4)

Custo de emaranhamento

Uma outra questão de interesse é saber quanto recurso é necessário para
criar um estado quântico ρAB. Assim podemos considerar protocolos que
convertem n cópias de Φ2 em m cópias de ρAB utilizando apenas operações
locais e comunicação clássica

Φ⊗n2
LOCC−→ ρ⊗mAB .

A taxa ótima sobre todos os possíveis protocolos nos dá um segundo quanti-
ficador de emaranhamento, o custo de emaranhamento

EC(ρAB) := lim
n−→∞

inf
LOCC

n

m
. (1.5)
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Em geral ED(ρAB) ≤ EC(ρAB), assim, se usamos uma certa quantidade de
recurso (estados maximamente emaranhados) para formar um estado quân-
tico, esse recurso pode não ser mais totalmente recuperado. Um resultado
interessante é que para estados puros vale a igualdade [23], mostrando que
nesse caso a utilização de recursos é reversível.

Teorema 1.5. Para todo estado puro |ψAB〉

EC(|ψ〉〈ψ|) = ED(|ψ〉〈ψ|) = S(ρA) .

A demonstração desse resultado envolve muitos conceitos de teoria da
informação quântica e foge do escopo deste texto. Uma demonstração pode
ser encontrada nas notas de aula do John Watrous (aula 17) [12].

Emaranhamento preso

Em [24] M., P. e R. Horodecki mostraram que uma condição necessária
para que um estado seja destilável é que ele viole o critério de Peres, i.e. que
ρTA
AB � 0.
Entretanto vimos na seção 1.3.2 que, para sistemas de dimensões maiores

que 2× 2 e 2× 3, o critério de Peres não é suficiente para que um estado seja
separável, e que existem estados emaranhados tais que ρTA

AB ≥ 0, os estados
PPT emaranhados. Isso mostra o seguinte resultado:

Proposição 1.1 (Emaranhamento preso). Existem estados emaranhados
tais que ED(ρAB) = 0. Tais estados são ditos ter emaranhamento preso.

1.3.5 Sistemas multipartites
Para sistemas multipartites, embora a definição de estados separáveis se

estenda naturalmente, passamos a ter diferentes tipos de emaranhamento.
Podemos ter emaranhamento apenas entre algumas partes do sistema, por
exemplo, no estado

|ψ〉 = 1√
2

(|0〉A|1〉B − |1〉A|0〉B)⊗ |0〉C ,

o terceiro sistema está totalmente descorrelacionado dos dois primeiros. Ou
ainda todas as partes podem estar quânticamente correlacionadas, caso em
que temos o chamado emaranhamento genuíno.

E mesmo o emaranhamento genuíno pode se mostrar de diferenter tipos.
Em [25] os autores mostraram que para três qubits existem dois tipos de
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emaranhamento genuíno tripartite. Exemplos são os estados

|GHZ〉 = 1√
2

(|000〉+ |111〉) ,

|W 〉 = 1√
3

(|001〉+ |010〉+ |100〉) .

Ambos são maximamente emaranhados, com emaranhamento genuíno, mas
to talmente distintos no sentido de que um não pode ser levado no outro por
LOCC (ainda que probabilisticamente).

Mais discussões sobre emaranhamento de sistemas multipartites podem
ser encontrados em [14].

1.4 O Paradoxo de EPR
Em 1935 Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) [3] publicaram o artigo in-

titulado ‘Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Con-
sidered Complete?’, onde utilizavam as consequências de uma das principais
características de sistemas quânticos compostos: o emaranhamento, e ques-
tionavam se a mecânica quântica seria uma teoria completa.

Vamos reproduzir o argumento de EPR numa formulação posterior feita
por David Bohm [26], que é matematicamente muito mais simples, pois ao
contrário de EPR trabalha com um sistema de dimensão finita, mas contém
toda a essência da discussão de EPR.

EPR começam argumentando que qualquer que seja o significado atri-
buído ao termo “completa”, o seguinte requerimento para uma teoria com-
pleta parece necessário:

• Todo elemento de realidade deve ter um elemento correspondente na
teoria.

Definição 1.6 (Elemento de Realidade). Se, sem perturbar de qualquer
forma o sistema, o valor de uma quatidade física puder ser determinado com
certeza (i.e. com probabilidade 1), então existe um elemento de realidade
correspondente a essa quantidade física.

Outra hipótese crucial utilizada pelos autores é que

• Não há ação a distância, operações realizadas em uma parte do sistema
não podem perturbar instantaneamente outra parte afastada desta.
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Os critérios utilizados pelos autores para caracterizar uma teoria com-
pleta refletem uma corrente filosófica de como ver a natureza, o realismo
local. Realismo é atribuir existência intrínseca, independente de observação,
às propriedades físicas de um sistema. Assim medições apenas revelam os
valores pré-existentes das propriedades observadas. Realismo local é a pre-
missa de que essas propriedades são localmente atribuídas aos sistemas, e a
única forma de modificá-las é intervindo diretamente no sistema.

Seguindo nesse raciocínio, EPR consideram um estado emaranhado en-
tre dois sistemas que se encontram afastados. Na reformulação de Bohm o
sistema considerado são duas partículas de spin 1/2 no estado singleto∣∣∣Ψ−〉 = 1√

2
(|0A1B〉 − |1A0B〉) ,

onde {|0〉, |1〉} são os auto-estados do spin na direção ẑ (Sz = ~
2σz), com

autovalores +~/2 e −~/2 respectivamente.
O singleto tem spin total nulo, portanto é invariante quando as mesmas

rotações são aplicadas nos dois sistemas, i.e., se quisermos escrevê-lo em
termos dos auto-estados de spin numa direção arbitrária ~v ele apresenta as
mesmas correlações: ∣∣∣Ψ−〉 = 1√

2
(|+A−B〉 − |−A+B〉) ,

onde {|+〉, |−〉} são os auto-estados do spin na direção ~v, com autovalores
+~/2 e −~/2. Nesse estado, se realizarmos a medição do mesmo observá-
vel nas duas partes, os resultados obtidos sempre serão anti-correlacionados
(obtido +~/2 na parte A, o resultado da parte B é −~/2 e vice-versa).

Agora considere que Sz é medido na partícula A e é obtido o resultado
+~/2, daí concluímos que se Sz for medido na parte B o resultado será
−~/2. Uma vez que as duas partes estão afastadas a medição realizada em
A não pode perturbar o sistema B. Portanto mesmo sem realizar a medição
podemos determinar o valor de Sz emB com probabilidade 1. Assim, segundo
o critério de EPR, Sz é um elemento de realidade do sistema B.

Fazendo o mesmo raciocínio para Sx, também poderíamos concluir que
Sx é um elemento de realidade em B.

Uma vez que a medição ou não de uma componente de spin no sistema A
não pode perturbar o sistema B, e que A pode escolher qualquer direção para
medir que o resultado do sistema B estará determinado com probabilidade
1, temos uma maneira de determinar o spin da partícula B nas direções x ou
z sem perturbá-la. Portanto, segundo o critério de EPR, deve haver, simul-
taneamente, elementos de realidade correspondentes ao spin da partícula B
nas direções x e z.
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Entretanto, na mecânica quântica, se duas grandezas são descritas por
observáveis X e Y que não comutam, [X, Y ] 6= 0, como é o caso de Sx
e Sz, não é possível definir um estado quântico em que os resultados das
medições de ambos os observáveis podem ser determinados simultaneamente
(não existem auto-estados comuns de X e Y ). Segundo as definições de
EPR, segue dessa impossibilidade que a mecânica quântica seria uma teoria
incompleta. E, portanto, deveria haver uma teoria mais completa, compatível
com a mecânica quântica, que desse conta desses elementos de realidade.

Em 1964, John Bell [27] sistematizou os argumentos de EPR apresen-
tando as condições matemáticas que uma teoria realista local completa de-
veria obedecer. Condições que desde então foram amplamente estudadas e
generalizadas para vários sistemas de várias dimensões e hoje são chamadas
desigualdades de Bell.

Bell mostrou que a mecânica quântica viola tais condições, e portanto o
argumento de EPR de que ela seria incompleta não é mais válido, pois suas
hipóteses não são satisfeitas pela mecânica quântica: a mecânica quântica
não é uma teoria realista local (muitas vezes diremos apenas que a mecânica
quântica é uma teoria não-local).

Resta saber se a natureza não é realista local. Desde os anos 70 vários ex-
perimentos foram realizados, cujos resultados mostraram concordância com
as previsões da mecânica quântica. Entretanto, devido a existência de pos-
síveis “furos” nas configurações experimentais, denominados loopholes, não
se pode afirmar definitivamente que as correlações observadas são de fato
não-locais, pois esses furos abrem espaço para que essas correlações aparen-
temente não-locais sejam modeladas dentro das hipóteses de realismo local.
Mais detalhes sobre os loopholes e referências sobre os experimentos realiza-
dos podem ser encontrados em [28] (seção 4.7).

Nesta dissertação vamos nos dedicar ao estudo da não-localidade quân-
tica, investigando nos próximos capítulos o caráter não local de alguns estados
quânticos.



Capítulo 2

Conjunto das Correlações

Experimentos de correlação são caracterizados pela comparação de resul-
tados obtidos em diferentes eventos. Após várias realizações do experimento,
as correlações são as distribuições de probabilidades conjuntas dos resultados
obtidos1.

Neste capítulo vamos discutir as propriedades e restrições dos conjuntos
formados pelas distribuições de probabilidade obtidas num experimento de
correlação. Veremos que as restrições impostas pelo realismo local clássico
são violadas pela mecânica quântica. Experimentos de correlação são uma
boa maneira de invalidar a física clássica, pois não dependem de nenhum
modelo particular, apenas da estatística dos resultados obtidos no experi-
mento. Na seção 2.1 vamos nos restringir ao cenário não trivial mais simples,
para clareza e melhor entendimento dos principais conceitos. Na seção 2.2
discutiremos alguns resultados para os cenários mais gerais.

2.1 Conjunto das Correlações I:
O Cenário (2, 2, 2)

2.1.1 O Cenário (2, 2, 2)
O cenário não trivial mais simples para um experimento de correlação

consiste de duas partes A e B (Alice e Bob), onde cada parte pode escolher
uma entre duas possíveis medições para realizar, cada uma com dois possíveis
resultados (como esquematizado na figura 2.1). Tal cenário será denotado

1Aqui estamos adotando uma visão frequencista da teoria de probabilidades. Há tam-
bém a visão axiomática, formalizada pelos axiomas de Komolgorov, que dá à teoria de
probabilidades um caráter mais matemático. As duas visões se relacionam através da Lei
dos Grandes Números. Para uma introdução à teoria de probabilidades ver [29].

28
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(2, 2, 2), onde a notação indica o número de partes, o número de medições
por parte e o número de resultados por medição, respectivamente.

Figura 2.1: Alice pode escolher realizar a medição A0 ou A1, cada uma com os dois
possíveis resultados 0 ou 1. Analogamente Bob pode escolher entre as medições
dicotômicas B0 ou B1.

2.1.2 O Conjunto das Correlações
No cenário (2,2,2) as correlações existentes entre os possíveis eventos po-

dem ser descritas por um vetor de 16 componentes, cujas componentes são
dadas pelas probabilidades

pa,b|Ax,By ,

onde pa,b|Ax,By representa a probabilidade2 de Alice medir Ax e obter o re-
sultado a e Bob medir By e obter o resultado b. Portanto o conjunto das
probabilidades vive num espaço de dimensão ≤ 16.

Por comodidade podemos representar esse vetor por uma matriz 4× 4:

pa,b|A,B =


p0,0|0,0 p0,1|0,0 p0,0|0,1 p0,1|0,1
p1,0|0,0 p1,1|0,0 p1,0|0,1 p1,1|0,1
p0,0|1,0 p0,1|1,0 p0,0|1,1 p0,1|1,1
p1,0|1,0 p1,1|1,0 p1,0|1,1 p1,1|1,1

 ,

onde as condições para que esse objeto represente probabilidades são:

Positividade: pa,b|Ax,By ≥ 0 ∀ a, b, Ax, By ; (2.1)
2Quando for claro o contexto usaremos também a notação pa,b|x,y.
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Normalização:
∑
a,b

pa,b|Ax,By = 1 ∀ Ax, By . (2.2)

Com as quatro restrições de normalização temos apenas 12 parâmetros livres
para descrever nosso vetor de probabilidades, e, portanto, podemos dizer que
o conjunto das correlações do cenário (2,2,2) vive em R12. Vamos denotar
esse conjunto por P .

O conjunto das correlações é um conjunto convexo, pois a soma convexa
de vetores de probabilidade,

pa,b|A,B =
∑
j

cjp
j
a,b|A,B ; pj

a,b|A,B ∈ P ∀ j ,
∑
j

cj = 1 ,

é também um vetor de probabilidade, pois obedece à condição (2.2):∑
a,b

pa,b|Ax,By =
∑
a,b

∑
j

cjp
j
a,b|Ax,By

=
∑
j

cj
∑
a,b

pja,b|Ax,By

=
∑
j

cj = 1 .

Os pontos extremais de um conjunto convexo (ou pontos puros, ou vér-
tices) são aqueles que não podem ser escritos como combinação convexa de
outros. Eles são os pontos determinísticos no caso do conjunto das correlações
P , i.e., cujas probabilidades valem 0 ou 1. Dada a condição de normalização,
para cada Ax e By fixados temos 4 possibilidades distintas, portanto ao todo
são 44 = 256 pontos extremais.

Um conjunto convexo com um número finito de pontos extremais é cha-
mado politopo convexo, portanto podemos dizer que o conjunto P é um
politopo convexo de dimensão 12 com 28 vértices.

2.1.3 O Conjunto das Correlações Não-Sinalizadoras
Suponha que Alice e Bob tenham acesso apenas aos resultados de seus

respectivos experimentos, assim a descrição individual de cada parte é dada
pelas probabilidades marginais:

pa|Ax,By =
∑
b

pa,b|Ax,By e pb|Ax,By =
∑
a

pa,b|Ax,By .

Note que nessa expressão, ainda que as probabilidades dos resultados obti-
dos por Alice não dependam do resultado de Bob, elas podem depender da
configuração geral do experimento, i.e. da medição que Bob escolhe fazer.
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Considere agora que a escolha das medições a serem realizadas é feita sem
que Alice e Bob se comuniquem. Se as probabilidades obtidas por Alice, na
medição de A0 por exemplo, dependessem da medição feita por Bob, então
Alice, ao realizar o experimento, poderia ter informação sobre qual medição
Bob escolheu fazer, se B0 ou B1. Dessa forma Bob poderia enviar uma men-
sagem para Alice através da escolha de sua medição.

Definição 2.1 (Não-sinalização). Uma distribuição de probabilidades con-
juntas é não-sinalizadora se:∑

b

pa,b|Ax,B0 =
∑
b

pa,b|Ax,B1 ∀ a,Ax , (2.3a)∑
a

pa,b|A0,By =
∑
a

pa,b|A1,By ∀ b, By . (2.3b)

A condição de não-sinalização garante que as duas partes do sistema não
trocam informação entre si. Com ela as probabilidades marginais de cada
parte ficam bem definidas pa|Ax

:= pa|Ax,By , ∀ By e pb|By
:= pb|Ax,By , ∀ Ax.

As condições (2.3) restringem o espaço das possíveis correlações, mas note
que nem todas as oito restrições acima são independentes. Pela condição de
normalização (2.2):∑

b

p0,b|Ax,B0 = 1−
∑
b

p1,b|Ax,B0 ∀ Ax ,

portanto∑
b

p0,b|Ax,B0 =
∑
b

p0,b|Ax,B1 ⇒
∑
b

p1,b|Ax,B0 =
∑
b

p1,b|Ax,B1 .

e analogamente para (2.3b). Assim, temos no máximo quatro novas res-
trições. É possível mostrar que essas quatro restrições são independentes,
portanto o número de parâmetros livres para descrever o conjunto das cor-
relações não-sinalizadoras se reduz a 8. Vamos denotar NS o conjunto das
correlações que obedecem à condição de não-sinalização.

O conjunto das correlações não-sinalizadoras é também um conjunto con-
vexo pois, se pj

a,b|A,B obedece à condição de não-sinalização, então

pa,b|A,B =
∑
j

cjp
j
a,b|A,B ;

∑
j

cj = 1 ,
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também obedece:∑
b

pa,b|Ax,B0 −
∑
b

pa,b|Ax,B1 =
∑
b

∑
j

cjp
j
a,b|Ax,B0

−
∑
b

∑
j

cjp
j
a,b|Ax,B1

=
∑
j

cj(
∑
b

pja,b|Ax,B0
−
∑
b

pja,b|Ax,B1
)

= 0 .

Para definir o conjunto NS, partimos de um politopo de dimensão 12 e
fizemos apenas restrições lineares, (2.3a) e (2.3b), aos seus elementos. Restri-
ções lineares definem hiperplanos no conjunto das correlações, e um subcon-
junto de um politopo limitado por hiperplanos forma também um politopo.
Ao todo NS possui 24 pontos extremais (os 16 pontos locais que veremos na
próxima seção e as 8 caixas PR que veremos na seção 2.1.6). Assim o con-
junto das correlações não-sinalizadoras3 é um politopo convexo de dimensão
8, e NS ⊂ P .

2.1.4 O Conjunto das Correlações Locais
A condição de não-sinalização não impede que os resultados de Alice e

Bob estejam correlacionados, em geral temos

pa,b|Ax,By 6= pa|Axpb|By . (2.4)

Entretanto, quando o experimento em questão trata de dois eventos espa-
cialmente separados (por exemplo, Alice e Bob realizam seus experimentos
em laboratórios distintos), algumas restrições devem ser feitas às possíveis
correlações entre seus resultados.

Segundo a teoria da relatividade, duas regiões do espaço-tempo MA e
MB têm separação tipo-espaço seMA não intercepta o cone de luz deMB,
e nemMB intercepta o cone de luz deMA. Nesse caso nenhum sinal pode
ser transmitido entre eles com uma velocidade que não seja superior à da
luz. Portanto não pode haver nenhuma correlação entre seus resultados (no
sentido da eq. (2.4)), a menos que tal correlação tenha sido criada no passado
comum, P , dos dois eventos (ver figura 2.2).

Seja MA a região do espaço-tempo associada ao evento probabilístico:
Alice faz a medição Ax e obtém o resultado a, e analogamente MB é asso-
ciado ao evento: Bob realiza o experimento By e obtém o resultado b. Se
quisermos que os eventosMA eMB tenham algum tipo de correlação apenas

3Um estudo do politopo não-sinalizador no cenário (2, 2, 2) e em cenários mais gerais
pode ser encontrado em [30].
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Figura 2.2: Eventos com separação tipo-espaço.

quando informação puder ser transmitida entre eles com velocidade igual ou
inferior à da luz, devemos assumir que todas as correlações existentes entre
MA e MB tiveram origem no passado comum dos dois eventos. Essa é a
chamada hipótese de causalidade local4, ou, simplesmente, hipótese de
localidade.

Definição 2.2 (Localidade). Seja λ uma coleção de variáveis que descreve
todas as possíveis causas locais de dois eventos MA e MB espacialmente
separados. A condição de localidade diz que, uma vez conhecido λ, nenhum
outro fator é capaz de correlacionar os eventosMA eMB, i.e.:

pa,b|Ax,By ,λ = pa|Ax,λpb|By ,λ .

Na falta do conhecimento da variável λ, o experimento pode ser descrito
tomando a média sobre todos os seus possíveis valores:

pa,b|Ax,By =
∫

Λ
qλpa|Ax,λpb|By ,λdλ , (2.5)

onde qλ é a distribuição de probabilidades da variável oculta λ.

Assim, segundo a hipótese de localidade, qualquer correlação observada
entre MA e MB é fruto da ignorância a respeito de algum conjunto de

4Note que implicitamente também assumimos realismo, pois de certa forma estamos
supondo que as probabilidades associadas ao experimento já existiam, independente de as
medições serem realizadas ou não.
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variáveis λ. As variáveis λ podem representar, por exemplo, estratégias pre-
viamente combinadas por Alice e Bob para realização do experimento.

Se as probabilidades pa,b|Ax,By de um dado experimento puderem ser escri-
tas na forma (2.5) para algum conjunto de variáveis λ e distribuição qλ, elas
serão ditas correlações locais. Caso contrário, i.e., se não existir nenhum
conjunto de variáveis λ tal que as correlações entre MA e MB possam ser
escritas na forma (2.5), dizemos que as correlações são não-locais.

Seja L o conjunto das correlações que obedecem à condição de localidade.

Proposição 2.1. L ⊂ NS.

Demonstração. De fato toda correlação local obedece à condição de não-
sinalização:

pa|Ax,By =
∑
b

∫
Λ
qλpa|Ax,λpb|By ,λdλ

=
∫

Λ
qλpa|Ax,λ

(∑
b

pb|By ,λ

)
dλ

=
∫

Λ
qλpa|Ax,λdλ

= pa|Ax ,

e

pb|Ax,By =
∑
a

∫
Λ
qλpa|Ax,λpb|By ,λdλ

=
∫

Λ
qλ

(∑
a

pa|Ax,λ

)
pb|By ,λdλ

= pb|By .

Podemos representar as probabilidades marginais de cada parte, pa|Ax e
pb|By , por um vetor de 4 componentes:

pa|A =


p0|A0

p1|A0

p0|A1

p1|A1

 , pb|B =


p0|B0

p1|B0

p0|B1

p1|B1

 .
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Os pontos determinísticos do conjunto das correlações locais são aqueles
em que as probabilidades marginais são também determinísticas, i.e.:

pa|A =


0
1
0
1

 ,


0
1
1
0

 ,


1
0
0
1

 ,


1
0
1
0

 ;

pb|B =


0
1
0
1

 ,


0
1
1
0

 ,


1
0
0
1

 ,


1
0
1
0

 .

Assim o conjunto das correlações locais possui 16 pontos determinísticos.

Proposição 2.2. Todo vetor pa,b|A,B ∈ L pode ser escrito como soma con-
vexa dos 16 pontos determinísticos de L.

Demonstração. Considere um vetor de probabilidades em L:

pa,b|Ax,By =
∫

Λ
qλpa|Ax,λpb|By ,λdλ .

Todas as probabilidades marginais podem ser escritas como

pa|Ax,λ =
4∑
i=1

ca,i(λ)pia|Ax
;

4∑
i=1

ca,i(λ) = 1 ,

e

pb|By ,λ =
4∑
j=1

cb,j(λ)pjb|By
;

4∑
j=1

cb,j(λ) = 1 ,

onde pia|Ax
e pjb|By

são as probabilidades marginais determinísticas. Então

pa,b|Ax,By =
∫

Λ
qλ

4∑
i,j=1

ca,i(λ)cb,j(λ)pia|Ax
pjb|By

dλ

=
4∑

i,j=1

(∫
Λ
qλca,i(λ)cb,j(λ)dλ

)
pia|Ax

pjb|By

=
4∑

i,j=1
c̃i,jp

i
a|Ax

pjb|By
,
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e os coeficientes c̃i,j satisfazem as condições necessárias:

c̃i,j =
∫

Λ
qλca,i(λ)cb,j(λ)dλ ≥ 0 e

4∑
i,j=1

c̃i,j = 1 .

Vemos portanto que os pontos determinísticos são os pontos extremais
desse conjunto, uma vez que não podem ser escritos como combinação con-
vexa de outros, e qualquer vetor de L pode ser escrito como soma convexa
desses 16 pontos.

Vamos agora analisar a dimensão do conjunto das correlações locais. A
hipótese de localidade, embora restrinja ainda mais as possíveis correlações,
não diminui o número de parâmetros livres necessários para descrevê-las.
Note que ao escrever uma probabilidade qualquer como soma convexa de
pontos puros temos 16 parâmetros, os c̃i,j, e apenas as oito condições ante-
riores para impor a eles (normalização e não-sinalização). Assim, L é um
politopo convexo de dimensão 8, com 24 pontos extremais, contido no poli-
topo não-sinalizador.

2.1.5 As correlações quânticas
Até aqui vimos como as condições de não-sinalização e de localidade limi-

tam o conjunto das possíveis correlações. Vamos agora analisar as correlações
que podem ser obtidas em um experimento com sistemas quânticos.

O conjunto das correlações quânticas Q, no cenário (2, 2, 2), é formado
pelos vetores de probabilidade que podem ser escritos na forma:

pa,b|Ax,By = tr
[
ρ
(
Πa
Ax
⊗ Πb

By

)]
onde ρ ∈ D(HA ⊗ HB) é um estado quântico, {ΠAx} e {ΠBy} são POVMs
em HA e HB respectivamente, i.e.∑

a

Πa
Ax

= IA ; Πa
Ax
≥ 0 ∀ a e

∑
b

Πb
By

= IB ; Πb
By
≥ 0 ∀ b ,

e HA é o espaço de Hilbert do sistema de Alice e HB o espaço de Hilbert do
sistema de Bob.

Proposição 2.3. Q é um conjunto convexo.
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Demonstração. Tome dois vetores de probabilidade pertencentes a Q:

p
(1)
a,b|Ax,By

= tr
[
ρ1
(
Πa(1)
Ax
⊗ Πb(1)

By

)]
,

p
(2)
a,b|Ax,By

= tr
[
ρ2
(
Πa(2)
Ax
⊗ Πb(2)

By

)]
,

onde ρ1 ∈ D(HA1 ⊗ HB1), e {Π(1)
Ax
}, {Π(1)

By
} são POVMs em HA1 e HB1

respectivamente. Analogamente ρ2 ∈ D(HA2 ⊗ HB2), e {Π(2)
Ax
}, {Π(2)

By
} são

POVMs em HA2 e HB2 .
Queremos analisar a combinação convexa de p

(1)
a,b|A,B e p

(2)
a,b|A,B e ver se

o resultado é um vetor de Q, i.e., se existem espaços de Hilbert HA′ e HB′ ,
ρ′ ∈ D(HA′ ⊗HB′) e POVMs nesses espaços tais que:

c p
(1)
a,b|Ax,By

+ (1− c) p(2)
a,b|Ax,By

= tr
[
ρ′
(
Π′aAx
⊗ Π′bBy

)]
. (2.6)

Vamos assumir dimHA1 = dimHA2 e dimHB1 = dimHB2 , para o caso
geral ver Apêndice A. Considere o estado

ρ′ = c ρ1 ⊗ |00〉〈00|+ (1− c)ρ2 ⊗ |11〉〈11| ∈ D(HA′ ⊗HB′) ,

onde

HA′ = HA1 ⊗ C2
Â
,

HB′ = HB1 ⊗ C2
B̂
,

e Â e B̂ são sistemas auxiliares de dois níveis que se encontram, respectiva-
mente, com Alice e Bob. Defina

Π′aAx
= Πa(1)

Ax
⊗ |0〉〈0|+ Πa(2)

Ax
⊗ |1〉〈1| ,

Π′bBy
= Πb(1)

By
⊗ |0〉〈0|+ Πb(2)

By
⊗ |1〉〈1| ,

POVMs em HA′ e HB′ .
Com essas definições verifica-se que

trA′B′
[
ρ′(Π′aAx

⊗ Π′bBy
)
]

= trA′B′
[
cρ1(Πa(1)

Ax
⊗ Πb(1)

By
)⊗ |00〉〈00|

+ (1− c)ρ2(Πa(2)
Ax
⊗ Πb(2)

By
)⊗ |11〉〈11|

]
= c trA1B1

[
ρ1(Πa(1)

Ax
⊗ Πb(1)

By
)
]

+ (1− c) trA2B2

[
ρ2(Πa(2)

Ax
⊗ Πb(2)

By
)
]

= c p
(1)
a,b|Ax,By

+ (1− c) p(2)
a,b|Ax,By

.
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Logo

cp
(1)
a,b|A,B + (1− c) p

(2)
a,b|A,B ∈ Q .

Proposição 2.4. Q ⊂ NS.

Demonstração. O conjunto das correlações quânticas também obedece à con-
dição de não-sinalização:∑

b

pa,b|Ax,By =
∑
b

tr
[
ρ
(
Πa
Ax
⊗ Πb

By

)]

= tr
[
ρ

(
Πa
Ax
⊗
(∑

b

Πb
By

))]

= tr
(
ρAΠa

Ax

)
= pa|Ax ,

onde a probabilidade marginal é definida como:

pa|Ax ≡ tr
(
ρAΠa

Ax

)
, (2.7)

em que ρA é o operador densidade reduzido do sistema de Alice, como definido
em (1.1). Analogamente obtemos pb|By .

Veremos na próxima seção que a mecânica quântica pode gerar correla-
ções que não satisfazem a condição de localidade. Portanto o conjunto das
correlações quânticas se encontra entre o politopo local e o politopo não-
sinalizador.

O conjunto Q não é um politopo. Na referência [31] Lluis Masanes ana-
lisa um conjunto um pouco diferente do que estamos analisando aqui, cujos
elementos são vetores da forma

x =


pa=b|0,0 − pa6=b|0,0
pa=b|0,1 − pa6=b|0,1
pa=b|1,0 − pa6=b|1,0
pa=b|1,1 − pa6=b|1,1

 .

Ele apresenta um conjunto de desigualdades não-lineares que é condição ne-
cessária e suficiente para que um vetor x possa ser obtido com mecânica
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quântica. Note que diferentes pontos do nosso conjunto de correlações são
associados a um mesmo vetor x, assim obedecer as desigualdades apresenta-
das por Masanes não é suficiente para garantir que um vetor de correlação
pertence a Q. Entretanto, o conjunto de vetores pa,b|A,B é mapeado no con-
junto de vetores x por uma transformação linear. Portanto, se Q foi levado,
por uma transformação linear, num conjunto limitado por desigualdades não-
lineares, isso nos permite concluir que Q não é um politopo.

2.1.6 Desigualdades CHSH
Todo politopo tem duas representações equivalentes:

• Caracterização por pontos extremais: o politopo é formado pelo
fecho convexo do conjunto de pontos extremais, i.e. por todas as com-
binações convexas dos pontos extremais.

• Caracterização por facetas: as facetas são hiperplanos que limitam
o politopo e podem ser descritas por desigualdades lineares (como as
condições de positividade (2.1), por exemplo). Assim, um vetor de
correlação pertence a um dado politopo se e somente se satisfaz todas
as desigualdades lineares que definem suas facetas.

Até aqui caracterizamos os conjuntos de correlação através de seus pon-
tos extremais (e das facetas triviais que são as condições de positividade5),
agora vamos olhar para a caracterização em termos de facetas. Por razões
históricas, discutidas na seção 1.4, as facetas não-triviais do politopo local
são chamadas desigualdades de Bell.

No cenário (2,2,2), além das facetas de positividade, temos facetas des-
critas pelas desigualdades CHSH.

As desigualdades CHSH foram propostas em 1969 por J. Clauser, M.
Horne, A. Shimony e R. Holt [32]. Elas são as únicas desigualdades de Bell
no cenário (2, 2, 2), como veremos na seção 2.1.7, e são famosas por serem as
primeiras desigualdades de Bell passíveis de verificação experimental.

Considere a expressão:

βCHSH ≡ pa=b|A0,B0 − pa6=b|A0,B0 + pa=b|A0,B1 − pa6=b|A0,B1 (2.8)
+ pa=b|A1,B0 − pa6=b|A1,B0 − pa=b|A1,B1 + pa6=b|A1,B1 ,

5As condições de normalização e não-sinalização são responsáveis por reduzir a dimen-
são do conjunto em questão, e portanto não definem facetas.
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onde

pa=b|Ax,By = p0,0|Ax,By + p1,1|Ax,By ,

pa6=b|Ax,By = p1,0|Ax,By + p0,1|Ax,By .

Podemos também definir o correlator E(Ax, By) ≡ pa=b|Ax,By −pa6=b|Ax,By ,
e escrever:

βCHSH = E(A0, B0) + E(A0, B1) + E(A1, B0)− E(A1, B1) . (2.9)

Outras três relações são obtidas permutando o sinal de menos entre os cor-
relatores.

Apenas com as condições (2.1) e (2.2), temos que

−4 ≤ βCHSH ≤ 4 . (2.10)

CHSH em teorias realistas locais:

Assumindo realismo local, existem λ e qλ tais que

pa=b|Ax,By =
∫

Λ
qλ
(
p0|Ax,λp0|By ,λ + p1|Ax,λp1|By ,λ

)
dλ ,

pa6=b|Ax,By =
∫

Λ
qλ
(
p0|Ax,λp1|By ,λ + p1|Ax,λp0|By ,λ

)
dλ .

Usando a condição de normalização (2.2), podemos escrever

βCHSH = 2
∫

Λ
qλ

[(
2p0|A0,λ − 1

)(
p0|B0,λ + p0|B1,λ − 1

)
+
(
2p0|A1,λ − 1

)(
p0|B0,λ − p0|B1,λ

)]
dλ .

Para os pontos extremais de L o termo entre colchetes vale ±1, daí segue
que

−2 ≤ βCHSH ≤ 2 . (2.11)

Considerando as outras três relações obtidas permutando o sinal dos cor-
relatores na expressão de βCHSH , temos ao todo 8 desigualdades de Bell
limitando o politopo local juntamente com as facetas triviais de positividade.
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CHSH na Mecânica Quântica:

Sejam A0 e A1 duas medições distintas que Alice pode escolher realizar
e, analogamente, sejam B0 e B1 medições de Bob.

Vamos considerar que os possíveis resultados das medições são −1 ou +1
ao invés de 0 ou 1, mas note que o valor de βCHSH não depende dos valores
que a e b podem assumir (inclusive nem precisam ser números, basta que
tenhamos duas opções: sim-não, horizontal-vertical).

Calculando o valor esperado do evento: Alice mede Ax e Bob By temos:

〈AxBy〉 =
∑
a=±1

∑
b=±1

ab pa,b|Ax,By

= p1,1|Ax,By − p1,−1|Ax,By − p−1,1|Ax,By + p−1,−1|Ax,By

= pa=b|Ax,By − pa6=b|Ax,By .

Isso nos motiva a definir os operadores

Ax = Π0
Ax
− Π1

Ax
,

By = Π0
By
− Π1

By
.

em que
{

Π0
Ax
,Π1

Ax

}
são os elementos de POVM da medição Ax e

{
Π0
By
,Π1

By

}
os elementos de POVM de By. Seja ‖·‖ a norma definida como o maior valor
singular de um operador6. Uma vez que os elementos de POVM satisfazem∑
a Πa

Ax
= I e Πa

Ax
≥ 0 temos que ‖Ax‖ ≤ 1, e analogamente ‖By‖ ≤ 1.

Podemos então associar um observável7 à desigualdade CHSH:

BCHSH ≡ A0 ⊗B0 + A0 ⊗B1 + A1 ⊗B0 −A1 ⊗B1 ,

Assim temos que

〈BCHSH〉 = βCHSH .

Com o operador BCHSH em mãos, podemos calcular seu valor esperado
para um estado quântico qualquer e verificar se as correlações geradas pela
mecânica quântica são locais, i.e. se respeitam |βCHSH | ≤ 2.

6Essa definição é equivalente a ‖X‖ = sup‖v‖=1‖Xv‖, onde v são os elementos do espaço
vetorial sobre o qual o operador X atua. Para operadores hermitianos, isso equivale ao
módulo do maior autovalor, em módulo, do operador.

7Note que os operadores Ax e By são observáveis no sentido de serem operadores auto-
adjuntos. Entretanto aqui, os possíveis resultados das medições não estão associados aos
seus autovalores e auto-espaços (a não ser para o caso de medições projetivas), ainda sim
o valor esperado desses operadores equivale ao valor esperado das medições Ax e By.
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Um simples exemplo mostra que a mecânica quântica viola as restrições
impostas pela condição de localidade. Considere que Alice e Bob comparti-
lham o singleto ∣∣∣Ψ−〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉) ,

e podem realizar as medições dos observáveis

A0 = σz , A1 = σx .

B0 = 1√
2
σz + 1√

2
σx , B1 = 1√

2
σz −

1√
2
σx .

Calculando o valor esperado do operador BCHSH para esse estado temos que
a desigualdade CHSH é violada:〈

Ψ−
∣∣∣BCHSH ∣∣∣Ψ−〉 =

〈
Ψ−

∣∣∣A0 ⊗B0 + A0 ⊗B1 + A1 ⊗B0 −A1 ⊗B1

∣∣∣Ψ−〉
= −2

√
2 .

Um resultado devido a Boris Tsirelson mostra que essa é a máxima violação
que se pode obter com mecânica quântica:
Teorema 2.1. ‖BCHSH‖ ≤ 2

√
2.

Demonstração. Vamos calcular

(BCHSH)2 = (A0 ⊗B0 + A0 ⊗B1 + A1 ⊗B0 −A1 ⊗B1)2

≤ 4I − [A0,A1]⊗ [B0,B1] ,

onde [X, Y ] ≡ XY − Y X representa o comutador dos operadores X e Y .
Essa desigualdade de operadores8 foi derivada em [33].

Dado um operador V , vale que:

‖[V,W ]‖ = ‖VW −WV ‖ ≤ 2‖V ‖‖W‖ ,
‖V ⊗W‖ = ‖V ‖‖W‖ ,∥∥∥V 2

∥∥∥ = ‖V ‖2 .

Portanto:

‖BCHSH‖2 ≤ 4 + 4‖A0‖‖A1‖‖B0‖‖B1‖
≤ 8
⇓

‖BCHSH‖ ≤ 2
√

2 .

8Dois operadores X e Y obedecem à relação X ≤ Y se Y −X é um operador positivo.
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Corolário 2.1 (Cota de Tsirelson). Assumindo os postulados da mecânica
quântica o valor de βCHSH é limitado por |βCHSH | ≤ 2

√
2.

Caixas de Popescu-Rohrlich

Vimos que a mecânica quântica pode gerar correlações que violam alguma
das desigualdades que delimitam o politopo das correlações locais. Mas vimos
também, que essa violação é limitada pela cota de Tsirelson, que é inferior
ao máximo permitido para correlações em geral.

Ao invés de questionar porque a mecânica quântica viola a desigualdade
CHSH, Sandu Popescu e Daniel Rohrlich [34] se perguntaram porque ela não
viola mais? De onde vem essa cota? Uma possível resposta é que essa cota
deriva da estrutura de espaço de Hilbert da mecânica quântica, mas o que isso
significa? Qual seria o princípio físico limitador do conjunto das correlações
que se pode obter com mecânica quântica?

Em busca desse princípio Popescu e Rohrlich assumem dois axiomas:

• Não-localidade: seria responsável pelas correlações quânticas violarem
CHSH algumas vezes,

• Não-sinalização: seria responsável por limitar essa violação,

e se perguntam: quais teorias dão origem a correlações não-locais mas ainda
preservam não-sinalização?

Eles exibem então o seguinte exemplo de correlação, as chamadas caixas
de Popescu-Rorhlich (caixas PR):

p1,1|A0,B0 = p−1,−1|A0,B0 = 1/2 ,
p1,1|A0,B1 = p−1,−1|A0,B1 = 1/2 ,
p1,1|A1,B0 = p−1,−1|A1,B0 = 1/2 , (2.12)
p1,−1|A1,B1 = p−1,1|A1,B1 = 1/2 ,
e zero nos outros casos .

Essa distribuição é não-sinalizante pois:

pa|Ax,B0 = pa|Ax,B1 = 1/2 ∀ a,Ax ,

pb|A0,By = pb|A1,By = 1/2 ∀ b, By .

Entretanto

βCHSH = 4 ,



CAPÍTULO 2. CONJUNTO DAS CORRELAÇÕES 44

e portanto tais correlações não podem ser obtidas com mecânica quântica9.
Trocando os papéis das probabilidades nulas e das que valem 1/2 obtemos

outra distribuição não-sinalizadora com βCHSH = −4. E alternando os papéis
de A0 e A1, e B0 e B1 obtemos caixas que violam maximamente as outras
desigualdades CHSH. Portanto, ao todo temos 8 caixas PR, que fazem parte
do conjunto de pontos extremais do politopo NS.

Assim Popescu e Rohrlich mostraram que não-sinalização não é suficiente
para delimitar o conjunto das correlações quânticas. Qual seria então o
princípio limitador do conjuntoQ? As buscas por esse princípio ainda seguem
em aberto. Um candidato é o princípio de causalidade da informação [35],
que em essência estabelece que a comunicação de m bits clássicos pode gerar
um ganho de informação de no máximo m bits. Para m = 0, o princípio de
causalidade da informação se reduz à condição de não-sinalização. Em [36]
é mostrado que parte da fronteira do conjunto quântico pode ser recuperada
por esse princípio, mas se ele é suficiente ainda não se sabe.

Resumindo os resultados obtidos até aqui temos

L ( Q ( NS ( P .

A figura 2.3 esquematiza a relação entre esses conjuntos.

Figura 2.3: P é representado pelo polígono maior. L são os pontos extremais do
politopo local e PR as caixas de Popescu-Rohrlich. As linhas tracejadas em verde
são desigualdades de Bell, e a parte da fronteira do conjunto Q que não é linear é
representada pela curva vermelha. É importante ressaltar que a figura não ilustra
o fato de que P vive num espaço de dimensão maior que os demais conjuntos.

9Daí o nome “caixas”, não existe um sistema físico ou estratégias capazes de simular
tais correlações, por isso pensamos apenas em caixas-pretas que, dadas as medições de
entrada, retornam os resultados de saída.
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2.1.7 Resultados sobre a existência de modelos locais
Nesta seção vamos discutir um conjunto de resultados, apresentados por

Arthur Fine [37] em 1982, que são bastante interessantes e esclarecedores.
Eles caracterizam completamente o politopo clássico no cenário (2, 2, 2) e
criam intuições sobre os cenários mais gerais10.

Teorema 2.2 (Fine). Considere um experimento de correlação no cenário
(2, 2, 2). As seguintes proposições são equivalentes:

(1) Existe um modelo de variáveis ocultas local para pa,b|Ax,By .

(2) Existe um modelo de variáveis ocultas local determinístico para pa,b|Ax,By ,
i.e., conhecido λ as probabilidades valem 0 ou 1.

(3) Existe uma distribuição de probabilidades conjunta consistente11 para
todas as medições, p(a,a′,b,b′|A0,A1,B0,B1).

(4) Existem distribuições triplas consistentes, p(a,b,b′|A0,B0,B1) e p(a′,b,b′|A1,B0,B1),
que geram uma distribuição bem definida pb,b′|B0,B1.

(5) As desigualdades CHSH são satisfeitas.

Demonstração.

(1)⇔(2)

(⇐) Um modelo de variáveis ocultas determinístico é um caso particular
de um modelo de varáveis ocultas geral.

(⇒) Suponha que exista λ e qλ tais que as probabilidades do experimento
podem ser descritas por

pa,b|Ax,By =
∫

Λ
qλpa|Ax,λpb|By ,λdλ .

Defina uma nova variável oculta:

λ′ = λ′(λ, µ1, µ2) ,
10Note que faremos uma demonstração bastante redundante para o Teorema 2.2 (menos

passos são suficientes para provar o teorema). Isso porque a estrutura das demonstrações
é quase tão interessante quanto o teorema em si e também nos ajuda a criar intuições para
os cenários mais gerais.

11Consistente no sentido de que as marginais concordam com os resultados do experi-
mento.
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e as probabilidades

p′0|Ax,λ′ =

1, se 0 ≤ µ1 ≤ p0|Ax

0, caso contrário
,

p′1|Ax,λ′ =

1, se p0|Ax ≤ µ1 ≤ 1
0, caso contrário

,

p′0|By ,λ′ =

1, se 0 ≤ µ2 ≤ p0|By

0, caso contrário
,

p′1|By ,λ′ =

1, se p0|By ≤ µ2 ≤ 1
0, caso contrário

,

Seja q̃ a distribuição uniforme no intervalo [0, 1] , então

pa,b|Ax,By =
∫

Λ
qλpa|Ax,λpb|By ,λdλ

=
∫

Λ
qλ

(∫ 1

0
q̃µ1p

′
a|Ax,λ,µ1dµ1

)(∫ 1

0
q̃µ2p

′
b|By ,λ,µ2dµ2

)
dλ

=
∫

Λ

∫ 1

0

∫ 1

0
qλq̃µ1 q̃µ2p

′
a|Ax,λ,µ1p

′
b|By ,λ,µ2dµ2dµ1dλ

=
∫

Λ′
q′λ′p

′
a|Ax,λ′p

′
b|By ,λ′dλ

′ ,

onde q′λ′ = qλq̃µ1 q̃µ2 e∫
Λ′
q′λ′dλ

′ =
∫

Λ

∫ 1

0

∫ 1

0
qλq̃µ1 q̃µ2dµ2dµ1dλ = 1 .

Dessa forma o experimento também pode ser descrito por um modelo de
variáveis ocultas determinístico.

(2)⇔(3)

(⇒) Suponha que exista um modelo de variáveis ocultas determinístico
que reproduz os resultados do experimento de correlação, i.e., existem variá-
veis ocultas λ tais que

pa,b|Ax,By =
∫

Λ
qλpa|Ax,λpb|By ,λdλ ,
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onde pa|Ax,λ e pb|By ,λ valem 0 ou 1.
Defina

pa,a′,b,b′|A0,A1,B0,B1 ≡
∫

Λ
qλpa|A0,λpa′|A1,λpb|B0,λpb′|B1,λdλ .

Segue que as probabilidades marginais dessa distribuição correspondem às
descritas pelo modelo determinístico local. Por exemplo:

pa,b|A0,B0 =
∑
a′,b′

pa,a′,b,b′|A0,A1,B0,B1

=
∫

Λ
qλpa|A0,λ

(∑
a′
pa′|A1,λ

)
pb|B0,λ

(∑
b′
pb′|B1,λ

)
dλ

=
∫

Λ
qλpa|A0,λpb|B0,λdλ .

(⇐) Suponha que exista uma distribuição de probabilidade conjunta para
A0,A1,B0 e B1, p(a,a′,b,b′|A0,A1,B0B1), tal que suas probabilidades marginais re-
produzem os resultados do experimento de correlação. Podemos construir
um modelo determinístico local da seguinte forma:

Seja λi um conjunto de quatro variáveis, λi = (ai, a′i, bi, b′i), cujas compo-
nentes assumem os valores 0 ou 1. Defina

pa|A0,λi
= δa,ai

, pa′|A1,λi
= δa′,a′i ,

pb|B0,λi
= δb,bi

, pb′|B1,λi
= δb′,b′i ,

e
qλi

= p(ai,a′i,bi,b′i|A0,A1,B0B1) .

Assim as correlações do experimento podem ser descritas por um modelo
determinístico em que os λi’s são variáveis ocultas e qλi

é a distribuição de
probabilidade da variável discreta λi :

pa,b|Ax,By =
16∑
i=1

qλi
pa|Ax,λi

pb|By ,λi
.

De fato:
pa,b|A0,B0 =

∑
i

qλi
pa|A0,λi

pb|B0,λi

=
∑
i

p(ai,a′i,bi,b′i|A0,A1,B0B1)δa,ai
δb,bi

=
∑

i:ai=a,bi=b
p(ai,a′i,bi,b′i|A0,A1,B0B1)

=
∑
a′,b′

p(a,a′,b,b′|A0,A1,B0B1) ,
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que, por hipótese, reproduz os resultados do experimento.

(3)⇔(4)

(⇒) A existência de p(a,b,b′|A0,B0,B1), p(a′,b,b′|A1,B0,B1) e pb,b′|B0,B1 bem defi-
nidos segue diretamente da distribuição conjunta p(a,a′,b,b′|A0,A1,B0,B1).

(⇐) Suponha que existam p(a,b,b′|A0,B0,B1), p(a′,b,b′|A1,B0,B1) e pb,b′|B0,B1 . De-
fina

p(a,a′,b,b′|A0,A1,B0,B1) ≡
p(a,b,b′|A0,B0,B1)p(a′,b,b′|A1,B0,B1)

pb,b′|B0,B1

,

p(a,a′,b,b′|A0,A1,B0,B1) ≡ 0 se pb,b′|B0,B1 = 0 .

É direto verificar que suas marginais produzem as probabilidades requeridas.

(4)⇔(5)

(⇒) Suponha que existam as distribuições p(a,b,b′|A0,B0,B1), p(a′,b,b′|A1,B0,B1)
e pb,b′|B0,B1 , e considere também a distribuição conjunta obtida a partir destas.
Podemos então derivar as seguintes relações:

p0,0,0|A0,B0,B1 = p0,0,0,0|A0,A1,B0,B1 + p0,1,0,0|A0,A1,B0,B1

≤ p0,0|A1,B1 + p1,0|A1,B0 (2.13)
= p0,0|A1,B1 + p0|B0 − p0,0|A1,B0

p1,0,0|A0,B0,B1 = p1,0,0,0|A0,A1,B0,B1 + p1,1,0,0|A0,A1,B0,B1

≤ p0,0|A1,B0 + p1,0|A1,B1 (2.14)
= p0,0|A1,B0 + p0|B1 − p0,0|A1,B1

e também

0 ≤ p0,1,1|A0,B0,B1 = p0|A0 − p0,0,1|A0,B0,B1

− p0,1,0|A0,B0,B1 − p0,0,0|A0,B0,B1 (2.15)
= p0|A0 − p0,0|A0,B0 − p0,0|A0,B1 + p0,0,0|A0,B0,B1

0 ≤ p1,1,1|A0,B0,B1 = p1|A0 − p1,0|A0,B0 − p1,0|A0,B1 + p1,0,0|A0,B0,B1

= 1− p0|A0 − p0|B0 + p0,0|A0,B0 − p0|B1 (2.16)
+ p0,0|A0,B1 + p1,0,0|A0,B0,B1
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Substituindo (2.13) em (2.15) e (2.14) em (2.16) chegamos à relação:

−1 ≤ p0,0|A0,B0 + p0,0|A0,B1 + p0,0|A1,B0 − p0,0|A1,B1 − p0|A0 − p0|B0 ≤ 0 (2.17)

Essa relação é conhecida como desigualdade CH e foi proposta em 1974 por
Clauser e Horne [38]. Para ver que ela é equivalente a desigualdade CHSH
apresentada anteriormente basta notar que:

p0|Ax = 1 + E(Ax)
2

p0,0|Ax,By = 1 + E(Ax, By) + E(Ax) + E(By)
4

onde E(Ax) ≡ p0|Ax − p1|Ax , e substituindo em (2.17) chegamos a

−2 ≤ E(A0, B0) + E(A0, B1) + E(A1, B0)− E(A1, B1) ≤ 2 .

As outras três desigualdades são obtidas fazendo o mesmo raciocínio ora
trocando A0 por A1, ora B0 por B1, e ora trocando ambos.

(⇐) Essa demonstração é um tanto extensa e as técnicas utilizadas não
serão de utilidade para o restante do texto. O leitor curioso pode encontrá-la
em [37].

A equivalência de (1) e (2) mostra que se nos restringimos a modelos
de variáveis ocultas determinísticos não diminuímos o conjunto das possí-
veis correlações. Toda a aleatoriedade do sistema pode ser transportada
para a distribuição da variável oculta λ. Na visão dos conjuntos de vetores
de correlação, apresentados nas seções anteriores, esse resultado segue como
consequência de todos os pontos extremais do politopo local serem determi-
nísticos.

A equivalência de (1) e (5) mostra que o politopo local no cenário (2, 2, 2)
é completamente caracterizado pela desigualdade CHSH, como já havíamos
comentado.

Das proposições (3) e (4) vemos que a existência de um modelo de variá-
veis ocultas local está intimamente ligado a existência de uma distribuição
conjunta consistente para todos os eventos envolvidos no experimento. Se
pensarmos nos sistemas quânticos, tal consistência é muitas vezes proibida
pela existência de experimentos incompatíveis.
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As proposições (1), (2) e (3) são diretamente estendidas para os cenários
mais gerais e suas equivalências também seguem da estrutura das demons-
trações aqui apresentadas.

A proposição (4) não tem uma extensão trivial para cenários mais gerais,
talvez apenas para alguns cenários particulares (veremos um deles na seção
2.2.3).

As desigualdades CHSH certamente não são suficientes para a existência
de um modelo de variáveis ocultas local nos casos gerais, e são necessárias
outras desigualdades para caracterizar o politopo local. Se estendermos a
proposição (5) para todas as desigualdades de Bell de um dado cenário, então
teremos sua equivalência com a existência de um modelo de variáveis ocultas
local.

2.2 Conjunto das Correlações II:
Cenários mais gerais

2.2.1 Cenários mais gerais
Em geral, um experimento de correlação é caracterizado por:

• número de partes;

• número de possíveis medições em cada parte;

• número de possíveis resultados de cada medição.

Podemos caracterizar esse cenário pela notação:

(r11, ..., r1m1 ; r21..., r2m2 ; rn1, ..., rnmn) ,

onde rij é o número de possíveis resultados da medição j da parte i. Por
exemplo (3, 3; 2, 2, 4) denota um cenário de duas partes em que a primeira
pode escolher entre duas medições com três possíveis resultados cada, e a
segunda pode escolher entre três medições, duas com dois possíveis resultados
e uma com quatro possíveis resultados.

Para um cenário de n partes, onde cada parte pode realizar o mesmo nú-
mero de medições m, cada uma com o mesmo número de possíveis resultados
r, usamos a notação simplificada

(n,m, r) .
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2.2.2 Facetas do politopo clássico
Para os cenários mais gerais a desigualdade CHSH é uma condição neces-

sária mas não é mais suficiente para delimitar o politopo local.
A complexidade do problema cresce bastante se saímos do cenário mais

simples (2, 2, 2). No cenários (n,m, r) o vetor de correlações é um vetor de
(mr)n componentes. Assim, a tarefa de encontrar o menor conjunto de desi-
gualdades, que é completo no sentido que as desigualdades são satisfeitas se
e somente se as correlações são locais, é um problema bastante complicado,
cuja complexidade computacional cresce exponencialmente com os parâme-
tros n, m e r [2]. Portanto, soluções completas só são conhecidas para casos
em que simetrias podem ser exploradas, por exemplo o caso (n, 2, 2) [39], ou
para valores pequenos de (n,m, r) onde a computação atual permite uma
abordagem por força bruta. Em [40] são estudados o caso (2, 3, 2), e o caso
em que um observador pode escolher entre 2 medições dicotômicas e o outro
pode escolher entre k medições, e ainda, é apresentada a lista completa das
desigualdades (a menos de simetrias) para o caso (3, 2, 2). Alguns outros
casos resolvidos são listados em [28].

Mais detalhes e referências sobre a complexidade de encontrar as desigual-
dades no caso geral e os casos resolvidos podem ser encontrados nos artigos
de revisão [41], [42].

2.2.3 Mais resultados sobre a existência de modelos
locais

Um resultado interessante para um experimento de correlação entre n
partes espacialmente separadas é12:

Proposição 2.5. Considere um experimento com medições locais em n par-
tes. Se a estatística de resultados das medições nas n partes admite um
modelo de variáveis ocultas local, então a estatística de resultados de medi-
ções em k partes, condicionadas a um resultado particular das medições nas
outras (n− k) partes, também admite um modelo de variáveis ocultas local.

Demonstração. Vamos fazer a demonstração para n = 3. Mas esta pode ser
facilmente estendida para um maior número de partes.

Considere um experimento de correlação entre 3 partes, em que cada
parte pode escolher uma entre um conjunto de possíveis medições, cada uma
com um certo número de resultados. Dizer que esse experimento admite um

12A demonstração apresentada aqui segue a mesma linha de raciocínio da referência [43]
para a demonstração da Proposição 4.1.
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modelo de variáveis ocultas local é dizer que as distribuições de probabilidade
conjuntas dos possíveis resultados podem ser escritas na forma:

pa,b,c|Ax,By ,Cz =
∫

Λ
qλpa|Ax,λpb|By ,λpc|Cz ,λdλ (2.18)

para algum conjunto de variáveis λ e distribuição qλ.
Agora considere a distribuição de probabilidades conjunta nas partes A e

B condicionada a obtenção de um resultado particular na parte C:

pa,b|c,Ax,By ,Cz =
pa,b,c|Ax,By ,Cz∑
a,b pa,b,c|Ax,By ,Cz

.

Usando o modelo local para a distribuição conjunta das 3 partes, (2.18),
temos:

pa,b|c,Ax,By ,Cz =
∫

Λ qλ pa|Ax,λ pb|By ,λ pc|Cz ,λ dλ∑
a,b

∫
Λ qλ pa|Ax,λ pb|By ,λ pc|Cz ,λ dλ

=
∫

Λ qλ pa|Ax,λ pb|By ,λ pc|Cz ,λ dλ

pc|Cz

=
∫

Λ
q′c,Cz ,λ pa|Ax,λ pb|By ,λ dλ ,

em que pc|Cz =
∫

Λ pc|Cz ,λ dλ , e

q′c,Cz ,λ = qλ pc|Cz ,λ

pc|Cz

é uma distribuição de probabilidades independente das medições feitas nas
partes A e B. Portanto a estatística dos resultados obtidos por A e B,
condicionado ao resultado c na parte C, admite um modelo de variáveis
ocultas local.

A contrapositiva da Proposição 2.5 garante que, se restrito a um resultado
particular de (n−k) partes, k partes exibem correlações não-locais, então as
n partes formam um sistema não-local.

Outro resultado interessante, para o caso de estados quânticos, segue
das construções feitas por Fine para demonstração do Teorema 2.2. Esse
resultado foi demonstrado primeiramente na referência [44].

Considere ρAB um estado k-extensível em B. Lembrando a definição 1.5,
existe ρAB1B2...Bk

tal que

tr\Bj
ρAB1...Bk

= ρAB ∀ Bj .



CAPÍTULO 2. CONJUNTO DAS CORRELAÇÕES 53

Proposição 2.6. Se Alice e Bob compartilham o estado k-extensível ρAB
então existe um modelo de variáveis ocultas local para um experimento de
correlação em que Bob pode escolher entre k possíveis medições e Alice pode
escolher entre n medições, ∀ n ∈ N, todas com qualquer número de possíveis
resultados.

Demonstração. Considere um experimento de correlação em que Alice e Bob
compartilham o estado k-extensível ρAB, Bob pode escolher uma entre k
possíveis medições e Alice pode escolher uma entre n medições. Defina

p(ai,b1,...,bk|Ai,B1,...,Bk) ≡ tr
[(

Πai
Ai
⊗ Πb1

B1 ⊗ . . .⊗ Πbk
Bk

)
ρAB1...Bk

]
∀ Ai . (2.19)

Note que daí segue uma distribuição conjunta para as medições Bj:

p(b1,...,bk|B1,...,Bk) = tr
[(

Πb1
B1 ⊗ . . .⊗ Πbk

Bk

)
ρB1...Bk

]
,

onde ρB1...Bk
= trA ρAB1...Bk

. Pelas propriedades dos estados k-extensíveis as
distribuições (2.19) são bem definidas e apresentam as marginais requeridas,
por exemplo

pa1,b1|A1,B1 =
∑

b2,...,bk

p(a1,b1,...,bk|A1,B1,...,Bk)

= tr
Πa1

A1 ⊗ Πb1
B1 ⊗

∑
b2

Πb2
B2

 . . .⊗
∑

bk

Πbk
Bk

ρAB1B2...Bk


= tr

[(
Πa1
A1 ⊗ Πb1

B1 ⊗ IB2 . . .⊗ IBk

)
ρAB1B2...Bk

]
= tr

[(
Πa1
A1 ⊗ Πb1

B1

)
ρAB1

]
= tr

[(
Πa1
A1 ⊗ Πb1

B1

)
ρAB

]
.

Seguindo a demonstração da equivalência (3) ⇔ (4) do Teorema 2.2 va-
mos definir uma distribuição de probabilidades conjunta para todas as me-
dições do experimento:

p(a1,...,an,b1,...,bk|A1,...,An,B1,...,Bk) ≡
p(a1,b1,...,bk|A1,B1,...,Bk)...p(an,b1,...,bk|An,B1,...,Bk)[

p(b1,...,bk|B1,...,Bk)
]n−1 .

As marginais corretas seguem das propriedades dos estados k-extensíveis.
A partir da distribuição conjunta para todos os observáveis é possível

construir um modelo de variáveis ocultas local como feito no Teorema 2.2.



Capítulo 3

Emaranhamento ⇔
Não-localidade?

De agora em diante vamos nos concentrar nas correlações geradas pela
mecânica quântica.

Neste capítulo vamos analisar quais estados quânticos são capazes de
exibir correlações não-locais. Veremos que emaranhamento é uma condição
necessária para não-localidade, mas não é suficiente. Existem exemplos de es-
tados emaranhados cujas correlações admitem uma descrição por um modelo
de variáveis ocultas local.

3.1 Estados separáveis
Considere um estado separável qualquer, de um sistema composto por n

subsistemas:

ρ =
∑
i

pi ρ
i
1 ⊗ ρi2 ⊗ . . .⊗ ρin ; pi ≥ 0 ,

∑
i

pi = 1 .

Para todas as medições locais, {ΠAx1
⊗ ΠAx2

⊗ . . . ⊗ ΠAxn
}, realizadas

nesse sistema, as correlações obtidas são da forma

p(a1,...,an|Ax1 ,...,Axn ) = tr
[
ρ
(
Πa1
Ax1
⊗ Πa2

Ax2
⊗ . . .⊗ Πan

Axn

)]
= tr

[(∑
i

piρ
i
1 ⊗ . . .⊗ ρin

)(
Πa1
Ax1
⊗ . . .⊗ Πan

Axn

)]
=
∑
i

pi tr
(
ρi1Πa1

Ax1

)
tr
(
ρi2Πa2

Ax2

)
. . . tr

(
ρinΠan

Axn

)
=
∑
i

pip
i
a1|Ax1

pia2|Ax2
. . . pian|Axn

,

54
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que é uma distribuição de probabilidades classicamente correlacionada, e
portanto pode ser simulada por um modelo de variáveis ocultas local. Assim
vemos que todo estado separável só pode dar origem a correlações locais.

Vamos agora partir para a análise de estados emaranhados.

3.2 Estados Puros
Em [45, 46] foi mostrado que todo estado puro bipartite emaranhado

viola alguma desigualdade de Bell. Em seguida, Popescu e Rohrlich [47] ge-
neralizaram esse resultado para todo estado puro emaranhado, com qualquer
número de partes. Em seus enunciados Popescu e Rohrlich consideraram
apenas estados genuinamente emaranhados de n parte, mas com pequenas
modificações, sua demonstração pode ser estendida para todo tipo de ema-
ranhamento como veremos nesta seção.

3.2.1 Dois qubits
Teorema 3.1 (2 qubits). Todo estado puro de 2 qubits emaranhado viola a
desigualdade CHSH para alguma escolha de observáveis A0, A1, B0 e B1.

Demonstração. Um estado puro de 2 qubits pode ser escrito usando a de-
composição de Schmidt na forma:

|ψ〉 = λ1|0〉|0〉+ λ2|1〉|1〉 ,

onde λ1, λ2 são números reais positivos e λ2
1+λ2

2 = 1. {|0〉, |1〉} são bases para
HA e HB e podem representar diferentes direções de spin em cada sistema.

Vimos que um estado é emaranhado se e somente se ele possui pelo menos
dois coeficientes de Schmidt não-nulos. Portanto, para que um estado de 2
qubits seja emaranhado, devemos ter λ1 6= 0 6= λ2.

Uma vez que se tratam de sistemas de 2 níveis podemos escolher os ob-
serváveis da forma:

A0 = ~a0 · ~σ , A1 = ~a1 · ~σ , B0 = ~b0 · ~σ , B1 = ~b1 · ~σ ,

onde os eixos são escolhidos de forma que |0〉, |1〉 sejam autovetores de σz
tanto na parte A quanto na parte B, e ~a0, ~a1, ~b0, ~b1 são vetores unitários em
R3. A demonstração do teorema consiste em escolher esse conjunto de vetores
unitários de forma que alguma das desigualdades CHSH seja violada.
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Vamos considerar o operador

BCHSH = A0 ⊗B0 −A0 ⊗B1 + A1 ⊗B0 + A1 ⊗B1 .

Para nossa escolha de observáveis temos que:

〈BCHSH〉 =
〈
~a0 · ~σ ⊗ ~b0 · ~σ

〉
−
〈
~a0 · ~σ ⊗ ~b1 · ~σ

〉
+
〈
~a1 · ~σ ⊗ ~b0 · ~σ

〉
+
〈
~a1 · ~σ ⊗ ~b1 · ~σ

〉
.

Calculando o valor esperado de cada termo no estado |ψ〉 obtemos:〈
~a · ~σ ⊗~b · ~σ

〉
ψ

= azbz + 2λ1λ2(axbx − ayby) .

Agora considere

~a0 = (0, 0, 1) ,
~a1 = (1, 0, 0) ,
~b0 = (sin β, 0, cos β) ,
~b1 = (sin β′, 0, cos β′) .

Dessa forma temos que

〈BCHSH〉ψ = cos β − cos β′ + 2λ1λ2(sin β + sin β′) .

Escolhendo

cos β = − cos β′ = 1√
1 + 4(λ1λ2)2

,

sin β = sin β′ = 2λ1λ2√
1 + 4(λ1λ2)2

,

obtemos finalmente que, para essas medições

〈BCHSH〉ψ = 2
√

1 + 4(λ1λ2)2

> 2 se λ1 6= 0 6= λ2 .

Portanto, para algum conjunto de medições, todo estado puro emara-
nhado de 2 qubits exibe correlações que não podem ser simuladas por teorias
realistas locais.

É importante notar que as medições escolhidas para que haja violação
dependem explicitamente do estado |ψ〉 através de suas bases e seus coefici-
entes de Schmidt. Diferentes estados vão requerer que diferentes observáveis
sejam medidos para que correlações não-locais sejam observadas.
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3.2.2 Sistemas bipartites
Teorema 3.2 (Sistemas bipartites). Todo estado puro bipartite emaranhado
exibe correlações não-locais para algum conjunto de medições.

Demonstração. Usando a decomposição de Schmidt, um estado puro de um
sistema bipartite HA ⊗HB pode ser escrito na forma

|ψ〉 = λ1|0〉|0〉+ λ2|1〉|1〉+ . . .+ λd|d− 1〉|d− 1〉 ,

onde d = min{dimHA, dimHB}.
Redefinindo os índices se necessário, temos que |ψ〉 é emaranhado se e

somente se λ1 6= 0 6= λ2, mas agora λ2
1 + λ2

2 ≤ 1.
Por conveniência, podemos escrever |ψ〉 ressaltando a sua componente no

subespaço {|0〉, |1〉}A ⊗ {|0〉, |1〉}B:

|ψ〉 =
√
λ2

1 + λ2
2

λ1|0〉|0〉+ λ2|1〉|1〉√
λ2

1 + λ2
2


+
√

1− λ2
1 − λ2

2

λ3|2〉|2〉+ . . .+ λd|d− 1〉|d− 1〉√
1− λ2

1 − λ2
2


=
√
λ2

1 + λ2
2 |ψ01〉+

√
1− λ2

1 − λ2
2

∣∣∣ψ⊥01

〉
onde |ψ01〉 é um vetor normalizado no subespaço {|0〉, |1〉}A ⊗ {|0〉, |1〉}B, e∣∣∣ψ⊥01

〉
é um vetor normalizado no seu complemento ortogonal.

Defina os observáveis:

A0, A1, B0, B1 =


~a0 · ~σ, ~a1 · ~σ, ~b0 · ~σ, ~b1 · ~σ respectivamente, nos subespaços
{|0〉, |1〉} de HA e HB ;
I nos subespaços {|2〉, . . . , |d− 1〉} de HA e HB ;

com os vetores unitários ~a0, ~a1, ~b0 e ~b1 definidos em função dos coeficientes
do estado |ψ01〉 como na demonstração do Teorema 3.1.

Como esses operadores não conectam o subespaço {|0〉, |1〉}A⊗{|0〉, |1〉}B
e seu complemento ortogonal temos que:

〈ψ|BCHSH |ψ〉 =
(
λ2

1 + λ2
2

)
〈ψ01|BCHSH |ψ01〉+

(
1− λ2

1 − λ2
2

)〈
ψ⊥01

∣∣∣BCHSH ∣∣∣ψ⊥01

〉
O valor esperado de 〈ψ01|BCHSH |ψ01〉 já foi computado na demonstração

do Teorema 3.1 e é estritamente maior que 2. Para
〈
ψ⊥01

∣∣∣BCHSH ∣∣∣ψ⊥01

〉
temos〈

ψ⊥01

∣∣∣BCHSH ∣∣∣ψ⊥01

〉
=
〈
ψ⊥01

∣∣∣2 I∣∣∣ψ⊥01

〉
= 2 .
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Portanto 〈ψ|BCHSH |ψ〉 é a combinação convexa de um número maior que 2
com um número igual a 2 o que implica 〈ψ|BCHSH |ψ〉 > 2 . Explicitamente:

〈ψ|BCHSH |ψ〉 = 2
(
λ2

1 + λ2
2

)√√√√1 + 4 λ2
1λ

2
2

(λ2
1 + λ2

2)2 + 2
(
1− λ2

1 − λ2
2

)
> 2 se λ1 6= 0 6= λ2 .

3.2.3 Sistemas multipartites
Teorema 3.3 (Sistemas n-partites). Todo estado puro emaranhado de n
partes exibe correlações não-locais para algum conjunto de medições locais
em cada parte.

Antes de partir para a demonstração do teorema vamos a alguns resulta-
dos preliminares que serão importantes para sua demonstração.

Considere o conjunto N = {1, 2, . . . , n} e seja {C,D} uma partição de
N , i.e. C ∩D = ∅ e C ∪D = N . Da mesma forma seja {E,F} uma outra
partição de N diferente de {C,D}.
Proposição 3.1. Seja |ψ〉 um estado puro de um sistema de n partes. Se
|ψ〉 = |ψC〉 ⊗ |ψD〉 e |ψ〉 = |ψE〉 ⊗ |ψF 〉, então

|ψ〉 = |ψC∩E〉 ⊗ |ψC∩F 〉 ⊗ |ψD∩E〉 ⊗ |ψD∩F 〉 ,

onde |ψX〉 representa um estado puro entre as partes que compõem o conjunto
X.

Demonstração. Seja |ψ〉 um estado puro tal que:

|ψ〉 = |ψC〉 ⊗ |ψD〉 , (3.1a)
|ψ〉 = |ψE〉 ⊗ |ψF 〉 . (3.1b)

Vamos olhar para o estado reduzido das partes que compõem o conjunto C.
Por (3.1a) temos que

ρC = trD(|ψC〉〈ψC | ⊗ |ψD〉〈ψD|)
= |ψC〉〈ψC |

é um estado puro. Agora, por (3.1b) temos

ρC = trD(|ψE〉〈ψE| ⊗ |ψF 〉〈ψF |)
= trD∩E(|ψE〉〈ψE|)⊗ trD∩F (|ψF 〉〈ψF |)
= ρC∩E ⊗ ρC∩F .
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Uma vez que ρC∩E ⊗ ρC∩F = |ψC〉〈ψC |, afirmamos que ρC∩E e ρC∩F
são estados puros. De fato, escrevendo ρC∩E e ρC∩F em sua decomposição
espectral temos

ρC∩E =
∑
i

λi|λi〉〈λi| ,

ρC∩F =
∑
j

µj|µj〉〈µj| ,

e portanto

ρC∩E ⊗ ρC∩F =
∑
i,j

λiµj|λiµj〉〈λiµj|

é um estado puro se e somente se λi 6= 0 para um único valor de i e µj 6= 0
para um único valor de j, o que implica que ρC∩E e ρC∩F são estados puros.
Portanto temos que

|ψC〉 = |ψC∩E〉 ⊗ |ψC∩F 〉 .

Da mesma forma obtemos

|ψD〉 = |ψD∩E〉 ⊗ |ψD∩F 〉 .

E assim

|ψ〉 = |ψC∩E〉 ⊗ |ψC∩F 〉 ⊗ |ψD∩E〉 ⊗ |ψD∩F 〉 .

A proposição mostra que se exitem duas partições distintas em que |ψ〉 é
escrito como um produto de estados puros, então |ψ〉 também é um produto
de estados puros se tomamos o menor refinamento comum dessas partições.

Vamos agora enunciar um resultado que é a chave para a demonstração
do Teorema 3.3.

Lema 3.1. Para todo estado emaranhado de n partes |ψ〉, existe uma pro-
jeção em um estado produto de (n− 2) partes do sistema, que deixa as duas
partes restantes em um estado emaranhado.

Demonstração. Vamos fazer a demonstração por contradição.
Suponha falsa a conclusão do lema, i.e., para quaisquer (n−2) partes, toda

projeção em um produto de estados desses sistemas deixa os dois sistemas
restantes em um estado produto.
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Seja
{
|ei〉j

}
uma base no espaço do j-ésimo sistema. Considere então a

projeção: (〈
ei3
∣∣∣
3

〈
ei4
∣∣∣
4
. . .
〈
ein
∣∣∣
n

)
|ψ〉 = |φ〉1|ϕ〉2 .

Por hipótese o estado dos sistemas 1-2 é um estado produto para toda escolha
de i3, i4, . . . , in, que, em geral, depende da projeção escolhida:

|φ〉1 = |φ(i3, i4, . . . , in)〉1 ,
|ϕ〉2 = |ϕ(i3, i4, . . . , in)〉2 .

Agora suponha que escolhemos um vetor diferente para a projeção no
sistema 3,

∣∣∣ei′3〉
3
. Então |φ〉1 ou |ϕ〉2 devem permanecer inalterados a menos

de uma fase global, pois, se ambos mudassem com i3, projetando o sistema
3 em uma combinação linear de |ei3〉3 e

∣∣∣ei′3〉
3
, produziríamos um estado

emaranhado para os sistemas 1-2.
Repetindo o mesmo argumento para as projeções nas outras partes, con-

cluímos que cada índice só pode aparecer em um dos estados, |φ〉1 ou |ϕ〉2,
mas não em ambos.

Portanto, renumerando os subespaços, podemos dizer que:

|φ〉1 = |φ(i3, i4, . . . , ik)〉1 ,
|ϕ〉2 = |ϕ(ik+1, ik+2, . . . , in)〉2 .

Dadas essas considerações podemos escrever o estado |ψ〉 da forma1

|ψ〉 =
 ∑
i3,...,in

∣∣∣ei3〉
3
. . .
∣∣∣ein〉

n

〈
ei3
∣∣∣
3
. . .
〈
ein
∣∣∣
n

|ψ〉
=

∑
i3,...,in

|φ(i3, i4, . . . , ik)〉1|ϕ(ik+1ik+2 . . . in)〉2
∣∣∣ei3〉

3
. . .
∣∣∣ein〉

n

=
 ∑
i3,...,ik

|φ(i3, i4, . . . , ik)〉1
∣∣∣ei3〉

3
. . .
∣∣∣eik〉

k


⊗

 ∑
ik+1,...,in

|ϕ(ik+1ik+2 . . . in)〉2
∣∣∣eik+1

〉
k+1

. . .
∣∣∣ein〉

n

 ,

e concluímos que existe uma bipartição do sistema em que |ψ〉 é um produto
de estados puros, onde o sistema 1 se encontra em uma das partes e o sistema
2 na outra.

1Note que apenas estamos multiplicando |ψ〉 pelo operador identidade nos subespaços
3, . . . , n.
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Fixando o sistema 1 e repetindo todo o argumento variando o segundo
sistema, obteremos diferentes bipartições em que |ψ〉 é escrito como um pro-
duto de estados puros. E, para todo j ∈ {2, 3, . . . , n}, existe pelo menos uma
bipartição em que o sistema 1 e o sistema j se encontram em partes distintas.
Pela Proposição 3.1 existe uma partição refinada em que |ψ〉 é um produto
de estados puros e o sistema 1 se encontra num estado puro fatorado dos
demais.

Fixando os outros sistemas no lugar do sistema 1 concluiremos que, para
cada sistema j, existe uma partição em que |ψ〉 é um produto de estados puros
e o sistema j se encontra num estado puro fatorado dos demais. Novamente
usando a Proposição 3.1 temos que |ψ〉 pode ser escrito na forma

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ . . .⊗ |ψn〉 ,

e portanto é um estado separável.
Assim, se |ψ〉 é um estado emaranhado, deve haver pelo menos uma pro-

jeção num estado produto de (n− 2) partes tal que as duas partes restantes
são deixados em um estado emaranhado.

Agora estamos prontos para provar o Teorema 3.3.

Demonstração do Teorema 3.3. Seja |ψ〉 um estado emaranhado de n partes.
Pelo Lema 3.1, existe uma projeção em um produto de estados de (n − 2)
partes tal que as duas partes restantes se encontram num estado emaranhado.

Considere as distribuições de probabilidades conjuntas de medições nessas
duas partes, dado que as (n − 2) partes foram projetadas no produto de
estados adequado. Pelo Teorema 3.2 é possível encontrar um conjunto de
medições tal que suas estatísticas violam a desigualdade CHSH.

Pela Proposição 2.5, se a estatística de resultados de medições em 2 partes,
condicionada a um resultado particular de medições nas outras (n−2) partes,
exibe correlações não-locais, então a estatística de resultados de medições nas
n partes é não-local.

Portanto vimos que, para estados puros, emaranhamento é condição ne-
cessária e suficiente para existência de correlações não-locais em sistemas
quânticos. Poderíamos ingenuamente pensar que este resultado vale também
para estados mistos, uma vez que estes são apenas combinações convexas de
estados puros, entretanto veremos que esse não é o caso.
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3.3 Estados de Werner
Em 1989 [48] Reinhard F. Werner mostrou que existem estados emara-

nhados que não apresentam não-localidade em qualquer cenário, se apenas
medições projetivas locais são realizadas no sistema. A demonstração se
dá através da construção explícita de um modelo de variáveis ocultas local
para uma classe de estados emaranhados. É nesse mesmo artigo que surge a
definição precisa de estados separáveis e emaranhados.

Para que o problema fosse tratável, Werner considerou apenas estados
altamente simétricos de sistemas bipartites, com HA

∼= HB
∼= Cd. Os esta-

dos considerados, hoje conhecidos como estados de Werner, são aqueles que
permanecem invariantes quando a mesma transformação unitária é aplicada
localmente a ambos os sistemas:

W = (U ⊗ U)W (U † ⊗ U †) ∀ U unitária em Cd .

Pode-se mostrar2 que todo operador que comuta com todas as unitárias
da forma (U⊗U) é combinação linear dos operadores identidade I e operador
de troca V definido por:

V (|φ〉A ⊗ |ϕ〉B) = |ϕ〉A ⊗ |φ〉B ,

portanto W é da forma γI + δV .
Para matrizes densidade temos ainda a restrição trW = 1, assim o con-

junto de estados (U⊗U)-invariantes é caracterizado por um único parâmetro.
Podemos escolhê-lo como:

ω ≡ tr(VW ) .

Como V 2 = I e V † = V , temos que o parâmetro ω, que representa o valor
esperado desse operador no estado W , pode varia de −1 ≤ ω ≤ 1.

Os estados de Werner são, portanto, da forma

W (ω) = 1
d3 − d

[(d− ω)I + (dω − 1)V ] ; −1 ≤ ω ≤ 1 . (3.2)

Proposição 3.2. Um estado de Werner é separável ⇔ ω = tr(VW ) ≥ 0.

Usando o critério de Peres é fácil ver que W TA possui autovalor nega-
tivo para ω < 0, e portanto W é emaranhado para esses valores de ω. A
demonstração de que, para todo ω ≥ 0, W é um estado separável pode ser

2Uma demonstração é encontrada no próprio artigo do Werner.
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encontrada no artigo do Werner [48].

Werner construiu um modelo de variáveis ocultas local para quaisquer
medições projetivas no estado (3.2) com parâmetro

ωW = −1 + d+ 1
d2 .

Note que ωW < 0 para d ≥ 2, portanto W (ωW ) é um estado emaranhado.
Pela convexidade do conjunto das correlações locais, combinações conve-

xas de correlações locais é local, portanto o modelo de Werner segue para
todo ω ≥ ωW . Em [49], o modelo local de Werner para d = 2 foi estendido
para o parâmetro ω ≈ −0, 49.

Em 2002, Jonathan Barrett [50] estendeu as ideias de Werner construindo
um modelo local para uma classe de estados emaranhados, incluindo quais-
quer medições POVM. O modelo construído por Barrett foi para as correla-
ções geradas pelo estado de Werner com parâmetro

ωB = 1
d
− (d− 1)d−1

dd+1 (3d− 1) ,

que é negativo para d ≥ 2.

A tabela a seguir mostra a comparação entre os parâmetros de Werner e
de Barrett em função da dimensão. Vemos que a medida em que a dimen-
são dos sistemas aumenta, o parâmetro ωW do modelo local de Werner vai
se aproximando de −1, e portanto vai cobrindo praticamente todos os esta-
dos emaranhados da classe de estados considerada, os (U ⊗ U)-invariantes.
Já o parâmetro de Barrett vai ficando cada vez mais próximo dos estados
separáveis com o aumento da dimensão.

ωW ωB
d=2 -0,250 -0,125
d=3 -0,556 -0,062
d=4 -0,688 -0,040
d=5 -0,760 -0,029
d=6 -0,806 -0,023
d=7 -0,837 -0,019

Barrett mostrou ainda, que a existência de um modelo de variáveis ocul-
tas local para um estado quântico ρ implica a existência de um modelo de
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variáveis ocultas local para todo estado ρ̃ obtido a partir de ρ por operações
locais, i.e. para todo estado ρ̃ tal que

ρ̃ =
∑
i,j

Mi ⊗NjρM
†
i ⊗N

†
j ,

onde ∑iM
†
iMi = I e ∑j N

†
jNj = I.

De fato, dada a existência de um modelo de variáveis ocultas local para
as probabilidades conjuntas geradas por experimentos com o estado ρ, um
modelo para ρ̃ pode ser construído da seguinte forma:

Defina

p̃a|Ax,λ ≡ pa|A′x,λ ,

onde a medição A′x é definida pelos elementos de POVM

Π′aA′x =
∑
i

M †
i Πa

Ax
Mi .

Note que ∑a Π′aA′x = I. Da mesma forma

p̃b|By ,λ ≡ pb|B′y ,λ ,

onde a medição B′y é definida pelos elementos de POVM

Π′bB′y =
∑
j

N †jΠb
By
Mj .

Assim∫
Λ
qλp̃a|Ax,λp̃b|By ,λdλ = tr

[
ρ
(
Π′aA′x ⊗ Π′bB′y

)]
=
∑
i,j

tr
[
ρ
(
M †

i Πa
Ax
Mi ⊗N †jΠb

By
Mj

)]
=
∑
i,j

tr
[
(Mi ⊗Nj)ρ

(
M †

i ⊗N
†
j

)(
Πa
Ax
⊗ Πb

By

)]
= tr

[
ρ̃
(
Πa
Ax
⊗ Πb

By

)]
.

Dessa forma Barrett estendeu ainda mais a classe de estados que admite
um modelo de variáveis ocultas local. Todos os estados que podem ser ob-
tidos por operações locais a partir de um estado local é também local para
quaisquer medições que sejam realizadas.
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Uma outra parametrização dos estados de Werner

Uma outra maneira, comumente utilizada, de parametrizar os estados de
Werner é:

W = 2α
d(d− 1)A + (1− α) I

d2 ,

onde A é o projetor no subespaço anti-simétrico. As duas parametrizações
se relacionam por

α = 1− dω
d+ 1 .

Os subespaços simétrico S e anti-simétrico A são auto-espaços do operador
de troca V , com autovalores +1 e −1 respectivamente, e são gerados por
vetores tais que |ψ〉AB = |ψ〉BA para S, e |ψ〉AB = −|ψ〉BA para A.

O projetor no subespaço anti-simétrico para dimensão d × d pode ser
escrito na forma

A =
d−1∑

i<j;i,j=0
|Sij〉〈Sij| ,

onde

|Sij〉 = 1√
2

(|i〉A|j〉B − |j〉A|i〉B) .

É interessante notar que para d = 2 o subespaço anti-simétrico é gerado por
um único estado: o singleto, e nesse caso o estado de Werner é da forma

W2 = α
∣∣∣Ψ−〉〈Ψ−

∣∣∣+ (1− α)I4 .



Capítulo 4

Cenários mais gerais

Até aqui não-localidade quântica foi estudada no seguinte cenário: Alice
e Bob (ou mais partes) compartilham uma cópia de um estado quântico ρ
e cada um pode escolher uma entre um certo conjunto de medições a serem
realizadas, cada medição com um conjunto de possíveis resultados (figura
4.1).

Figura 4.1: Cenário padrão no estudo de não-localidade quântica.

Neste capítulos veremos os cenários mais gerais que foram propostos para
o estudo de não-localidade. Muitos resultados são bastante recentes e deixam
várias perspectivas de continuidade.

4.1 Não-localidade escondida

4.1.1 Medições consecutivas
Em 1995 Sandu Popescu [51] propôs um novo cenário para o estudo de

não-localidade. Ele considerou experimentos de correlação envolvendo a re-
alização de medições consecutivas em cada parte.

66
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Popescu considerou um sistema composto por duas partículas espacial-
mente separadas (uma com Alice e outra com Bob) no estado:

W = 1
d2

2
d∑

i<j;i,j=1
|Sij〉〈Sij|+

1
d
I

 ∈ D
(
Cd ⊗ Cd

)
, (4.1)

Note que (4.1) é o estado de Werner com o parâmetro α = d−1
d
, que corres-

ponde ao parâmetro para o qual Werner criou um modelo local para medições
projetivas.

O procedimento consiste na realização de duas medições projetivas con-
secutivas em cada uma das partículas:

• 1a medição:
Alice aplica a medição correspondente ao projetor1

P = |1〉〈1|A + |2〉〈2|A ,

e Bob aplica

Q = |1〉〈1|B + |2〉〈2|B .

Após realizar a medição e anotar os resultados Alice e Bob escolhem entre
medir os observáveis A0 ou A1 e B0 ou B1, que serão usados para testar a
validade da desigualdade CHSH.

• 2a medição: Os observáveis que Alice e Bob podem escolher medir são
da forma

A0,A1,B0,B1



∗ Possuem 3 autovalores distintos: −1, 0 e 1;
∗ 1 e −1 são autovalores não-degenerados com autovetores
pertencentes ao subespaço gerado por {|1〉A, |2〉A} para Ax

e {|1〉B, |2〉B} para By;
∗ 0 corresponde ao restante do espaço, {|3〉A, ..., |d〉A} e
{|3〉B, ..., |d〉B};
∗ A parte não degenerada é escolhida de forma a gerar
máxima violação da desigualdade CHSH para o singleto
〈S12|A0 ⊗B0 + A0 ⊗B1 + A1 ⊗B0 −A1 ⊗B1|S12〉 = 2

√
2 .

1Aplicar a medição correspondente ao projetor P é fazer uma medição com duas pos-
síveis respostas, cujos operados de medida são {P, I − P}.
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Vamos agora analisar o que ocorre se começamos com um ensemble de
sistemas no estadoW e o submetemos às duas medições descritas. De acordo
com os resultados obtidos na primeira medição o ensemble original se divide
em 4 subensembles:

{P = 0, Q = 0}; {P = 0, Q = 1}; {P = 1, Q = 0}; {P = 1, Q = 1} .

O ponto chave no argumento de Popescu é que se o ensemble original é
classicamente correlacionado então cada um desses subensembles também
deve apresentar apenas correlações locais.

Vamos então considerar o subensemble {P = 1, Q = 1}. Este subensem-
ble é descrito pelo estado

W ′ = 1
N

(P ⊗Q)W (P ⊗Q)

= 2d
2d+ 4

( 1
2dI(2×2) + |S12〉〈S12|

)
,

onde N é uma constante de normalização e I(2×2) atua como identidade no
subespaço {|1〉A, |2〉A} ⊗ {|1〉B, |2〉B} e como o operador nulo no restante do
espaço. Para este estado temos que

〈BCHSH〉 = tr [W ′(A0 ⊗B0 + A0 ⊗B1 + A1 ⊗B0 −A1 ⊗B1)]

= 2d
2d+ 42

√
2

> 2 para d ≥ 5 .

Portanto, embora exista um modelo de variáveis ocultas local que simula
todas as correlações que surgem quando apenas uma medição projetiva é re-
alizada em cada parte, tal modelo não é capaz de descrever as correlações
que surgem quando duas medições projetivas consecutivas são realizadas.

Para melhor entender esse resultado vamos comparar o caso em que A0
ou A1 e B0 ou B1 são medidos diretamente no estado originalW , com o caso
em que P e Q são medidos primeiro.

De acordo com a mecânica quântica, as correlações entre os resultados
das medições A0,A1,B0,B1 são as mesmas em ambos os casos, pois esses
operadores comutam com P e Q. Entretanto, um modelo de variáveis ocultas
local pode simular essas correlações no primeiro caso mas não no segundo.
Isso porque para um modelo de variáveis ocultas as duas situações são dras-
ticamente diferentes.

Suponha que A0 ou A1 é medido na partícula de Alice diretamente no
estado original. A mecânica quântica impõe que uma medida de A0 dê 0 com
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a mesma probabilidade que uma medida de A1 (uma vez que os subespaços
correspondentes a esse autovalor são idênticos). Num modelo de variáveis
ocultas isso quer dizer que∫

Λ
qλp0|A0,λdλ =

∫
Λ
qλp0|A1,λdλ ,

mas ∫
Λ
qλp0|A0,λdλ =

∫
Λ
qλp0|A1,λdλ 6⇒ p0|A0,λ = p0|A1,λ .

O mesmo vale para a soma das probabilidades de obter 1 e −1:∫
Λ
qλ
[
p1|A0,λ + p−1|A0,λ

]
dλ =

∫
Λ
qλ
[
p1|A1,λ + p−1|A1,λ

]
dλ

6⇓
p1|A0,λ + p−1|A0,λ = p1|A1,λ + p−1|A1,λ .

O significado dessas relações é que a partícula de Alice, em alguns pares
do ensemble original, pode ter uma variável oculta de acordo com a qual,
se ela é sujeita a uma medição de A0 dará como resultado +1 ou −1, mas
se ela é sujeita à medição de A1 dará 0. Um comportamento similar pode
caracterizar a partícula de Bob em alguns pares. A liberdade para escolher
entre +1, −1 e 0, dependendo da medição à qual a partícula é sujeita, é vital
para o sucesso do modelo de variáveis ocultas de Werner. Por outro lado, se
a partícula é submetida primeiro a uma medida de P , ela se “compromete” a
fornecer, numa medida subsequente tanto de A0 quanto de A1, ou ±1 ou 0,
dependendo do valor obtido para P , antes mesmo de saber qual das medições
será realizada. Nesse ponto nenhum modelo de variáveis ocultas local é capaz
de simular o comportamento da mecânica quântica.

Żukowski e os Horodeccy [43] formalizaram o resultado apresentado por
Popescu e analisaram a estrutura genérica de modelos locais de variáveis
ocultas para experimentos envolvendo sequências de medições:

Um modelo de variáveis ocultas local para as probabilidades conjuntas de
uma experimento deve ter a forma:

pa,b|A,B =
∫

Λ
qλpa|A,λpb|B,λdλ , (4.2)

onde λ é uma variável oculta, e qλ é a distribuição de probabilidades dessa
variável que é independente das medições A e B.

Usualmente, para analisar as estatísticas produzidas pela mecânica quân-
tica A e B são tratados como medições únicas. Entretanto, a mecânica
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quântica nos permite prever a estatística de resultados de experimentos mais
complicados. Vamos considerar A e B como uma sequência de medições:

A =
(
A1, . . . , Ak

)
e B =

(
B1, . . . , Bk

)
,

então (4.2) pode ser escrita como

p(a1,...,ak,b1,...,bk|A1,...,Ak,B1,...,Bk) =∫
Λ
qλp(a1,...,ak|A1,...,Ak,λ)p(b1,...,bk|B1,...,Bk,λ)dλ . (4.3)

Agora podemos nos perguntar se a estatísticas dos resultados prevista pela
mecânica quântica para experimentos consecutivos pode ser descrita por um
modelo local.

Proposição 4.1. Em um experimento com medições consecutivas, em que
as medições são escolhidas independentemente dos resultados anteriores, se
um subensemble apresenta correlações não locais então o ensemble total não
admite um modelo de variáveis ocultas local da forma (4.3).

Demonstração. Por simplicidade vamos nos restringir a um experimento com-
posto de 2 medições consecutivas em cada parte. O caso geral segue direta-
mente.

Considerando duas medições consecutivas, suponha que exista um modelo
de variáveis ocultas local que descreve os resultados do experimento:

p(a1,a2,b1,b2|A1,A2,B1,B2) =
∫

Λ
qλp(a1,a2|A1,A2,λ)p(b1,b2|B1,B2,λ)dλ . (4.4)

A probabilidade de obter a2 e b2 na medição de A2 e B2 dado que a
medição de A1 e B1 produziu os resultados a1 e b1 é

p(a2,b2|a1,b1,A1,A2,B1,B2) =
p(a1,a2,b1,b2|A1,A2,B1,B2)∑
a2,b2 p(a1,a2,b1,b2|A1,A2,B1,B2)

. (4.5)

Substituindo (4.4) em (4.5) temos

p(a2,b2|a1,b1,A1,A2,B1,B2) =
∫

Λ

p(a1,a2|A1,A2,λ)p(b1,b2|B1,B2,λ)

p(a1,b1|A1,A2,B1,B2)
qλdλ

=
∫

Λ

p(a2|a1,A1,A2,λ)p(a1|A1,A2,λ)p(b2|b1,B1,B2,λ)p(b1|B1,B2,λ)

p(a1,b1|A1,A2,B1,B2)
qλdλ

onde

p(a1,b1|A1,A2,B1,B2) =
∑
a2,b2

p(a1,a2,b1,b2|A1,A2,B1,B2)
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e similarmente para p(a1|A1,A2,λ) e p(b1|B1,B2,λ).
Vamos agora impor a condição que a escolha do observável A2 é feita

somente após a medição de A1 ser completada e seu resultado determinado,
e analogamente para B1 e B2. A hipótese de causalidade local implica que
as probabilidades p(a1|A1,A2,λ), p(b1|B1,B2,λ) e p(a1,b1|A1,A2,B1,B2) não podem de-
pender de A2 e B2.

Dada uma escolha de medições A1 e B1, e certas respostas a1 e b1, va-
mos denotar esse conjunto de condições por X ≡ A1, B1, a1, b1. Então a
distribuição de probabilidades condicional pode ser escrita como:

p(a2,b2|A2,B2,X) =
∫

Λ
qX,λp(a2|A2,X,λ)p(b2|B2,X,λ)dλ , (4.6)

onde

qX,λ =
p(a1|A1,λ)p(b1|B1,λ)qλ

p(a1,b1|A1,B1)
.

Note que qX,λ é uma distribuição de probabilidades independente de A2 e
B2, e portanto a expressão para as probabilidades condicionais adquire a
forma padrão de modelos de variáveis ocultas locais, (4.2). Isso implica que
as probabilidades condicionais também devem satisfazer as desigualdades de
Bell.

Portanto se após o processo de pós-seleção um dado subensemble viola
uma desigualdade de Bell, temos que o ensemble total não pode ser descrito
por um modelo de variáveis ocultas local para medições consecutivas.

As correlações não-locais exibidas nesse cenário são chamadas não-loca-
lidade escondida por ser necessário um processo de pós-seleção dos resul-
tados para que as correlações não-locais sejam reveladas.

4.1.2 Testes coletivos
O procedimento de Popescu não leva a violação de CHSH do estado de

Werner se dimensões menores que 5× 5 são consideradas. Entretanto, Asher
Peres [52] mostrou que para dimensões menores os estados de Werner também
podem apresentar não-localidade, basta que sejam tomadas várias cópias do
estado e realizadas operações conjuntas sobre elas.

Considere o estado de Werner:

W2 = α
∣∣∣ψ−〉〈ψ−∣∣∣+ (1− α)I4 ∈ D

(
C2 ⊗ C2

)
.
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Suponha que Alice e Bob compartilham n pares do estado W2, i.e., eles
compartilham o estado

W⊗n
2 = W2 ⊗W2 ⊗ . . .⊗W2 .

Tendo em mãos esse sistema Alice e Bob podem testar suas partículas cole-
tivamente.

Peres mostrou que mesmo quando a matriz densidade ρ obedece a desi-
gualdade CHSH (ainda que considerando a possibilidade de medições conse-
cutivas) é possível que ρ⊗ρ⊗. . .⊗ρ viole essa desigualdade2. O procedimento
consiste de Alice e Bob realizarem operações conjuntas nas partículas que se
encontram com cada parte de modo a obter estados maximamente emara-
nhados (figura 4.2).

Figura 4.2: Cenário de testes coletivos. Alice e Bob podem realizar operações
conjuntas em suas partículas.

O protocolo de Peres consiste nas seguintes etapas:

1o) Alice e Bob sujeitam suas n partículas a transformações unitárias locais
adequadamente escolhidas, U para Alice e V para Bob.

2o) Em seguida, cada parte aplica o teste {|0〉〈0|, |1〉〈1|} nas partículas
2, 3, . . . , n.

2Um resultado muito interessante nessa linha, devido a Lluis Masanes e colaboradores
[53], mostra que, para todo estado emaranhado bipartido σ, existe um estado emaranhado
ρ que não viola CHSH (considerando a possibilidade de medições consecutivas e muitas
cópias), tal que ρ⊗σ viola CHSH. Infelizmente, o correr do tempo nos impediu de explorar
esse trabalho nesta dissertação.
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3o) Após completar as medições nas partículas 2, 3, . . . , n, Alice e Bob par-
tem para testar as partículas 1, escolhendo uma entre duas possíveis
medições a serem realizadas, A0 ou A1 e B0 ou B1.

O problema então se resume a encontrar as transformações U e V ótimas
tais que, para um resultado particular das medições nas partículas 2, 3, . . . , n
(por exemplo, se em todas as medições for obtida a resposta 0), os resultados
nas partículas 1 desse subensemble violem a desigualdade CHSH para alguma
escolha de medições A0, A1, B0 e B1.

Note que esse é um procedimento que envolve pós-seleção de resultados,
portanto, assim como no resultado de Popescu, se trata de não-localidade
escondida.

Peres resolveu o problema numericamente, considerando algumas simpli-
ficações nas transformações U e V , para n até 4. O resultado obtido foi que
com o aumento de n a desigualdade CHSH era violada para valores de α cada
vez menores.

Para n = 5 a solução ótima não foi possível de encontrar devido à com-
plexidade computacional requerida. Peres considerou então transformações
particulares, U e V , e para α = 1/2 (parâmetro para o qual Werner criou o
modelo local), Peres obteve βCHSH = 2, 0087.

Portanto, mesmo se um modelo de variáveis ocultas local prevê correta-
mente as estatísticas de pares de partículas quando estas são testadas separa-
damente por dois observadores distantes, um comportamento não-local pode
surgir quando vários pares são testados conjuntamente.

4.1.3 Conjectura de Peres
Os protocolos para exibição de não-localidade escondida apresentados

acima estão intimamente ligados à destilação de emaranhamento. O primeiro
no caso em que emaranhamento pode ser destilado de um estado, com certa
probabilidade, utilizando uma única cópia, e o segundo para o caso em que
são necessárias várias cópias para destilação. Daí segue que qualquer estado
destilável pode violar uma desigualdade de Bell, ainda que seja necessário
considerar várias cópias e pós-seleção.

Essas dentre outras questões levaram Peres a conjecturar [54] que os esta-
dos com emaranhamento preso (os estados emaranhados PPT, por exemplo)
não violariam nenhuma desigualdade de Bell, mesmo se considerados esses
cenários mais gerais.

A conjectura de Peres foi inicialmente formulada no caso bipartite, em-
bora Peres tenha mencionado uma extensão multipartite. Em seguida, duas
diferentes extensões da conjectura de Peres para o caso multipartite vêm
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sendo consideradas, que são baseadas em diferentes definições de destilação
de emaranhamento multipartite (mais detalhes e referências ver [55]).

A primeira extensão usa uma definição mais forte de destilabilidade mul-
tipartite, na qual as partes não podem se agrupar afim de fazer medições
conjuntas dentro do grupo para destilar emaranhamento. Essa versão da
conjectura de Peres já havia sido refutada por W. Dür [56].

A segunda extensão usa uma definição mais fraca de destilabilidade mul-
tipartite, na qual as partes podem se agrupar para realizar medições no
protocolo de destilação. Nesse caso a classe de estados com emaranhamento
preso é muito mais restrita. Ainda assim, recentemente, Vértesi e Brunner
[55] exibiram uma família de estados emaranhados de 3 qubits que é sepa-
rável (e portanto PPT) em qualquer bipartição, mas que para um estado
específico dessa família (encontrado computacionalmente) uma desigualdade
de Bell tripartite é violada.

Assim a conjectura de Peres se mostrou falsa para estados multiparti-
tes. Entretanto para o caso bipartite ela ainda continua em aberto e merece
ser investigada. A veracidade da conjectura de Peres para o caso bipartite
relacionaria não-localidade à existência de emaranhamento disponível para
uso.

4.2 Ativação de não-localidade

4.2.1 Muitas cópias
Em vista dos resultados apresentados na seção anterior podemos nos per-

guntar se não seria possível obter não-localidade a partir de uma medição
direta em várias cópias de um estado quântico, sem recorrer a nenhum tipo
de pós-seleção.

Em [57], Miguel Navascués e Tamás Vértesi se concentram nesses cená-
rios e na violação da desigualdade CHSH em particular. Eles mostram a
existência de estados ρ1 e ρ2 tais que ρ⊗N1 e ρ⊗N2 não violam a desigualdade
CHSH para qualquer N , mas com ρ1⊗ρ2 é possível obter violação. E usando
esses resultados eles constroem um estado ρ̃ que não viola CHSH, mas to-
mando apenas 2 cópias, ρ̃⊗2, é possível obter violação. A técnica utilizada
pelos autores é bastante geral e fornece uma maneira sistemática de construir
exemplos de ativação de não-localidade.

Vamos denotar por S2
B o conjunto dos estados quânticos que são 2-

extensíveis em B, e analogamente S2
A o conjunto dos estados 2-extensíveis

em A (ver definição 1.5). Se um estado bipartido ρ1 ∈ S2
B então ρ⊗N1 também

é 2-extensível em B. E como vimos na Proposição 2.6, estados 2-extensíveis
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admitem um modelo de variáveis ocultas local se Bob pode escolher entre 2
medições e Alice entre qualquer número de medições. Assim temos que ρ⊗N1
não viola a desigualdade CHSH para qualquer N . Da mesma forma temos
que, se ρ2 ∈ S2

A então ρ⊗N2 também não viola CHSH para qualquer N .
A ideia é que, mesmo que ρ1 ∈ S2

B e ρ2 ∈ S2
A, ρ1⊗ρ2 não necessariamente

admite uma 2-extensão e portanto pode violar CHSH.
Eles definem o operador CHSH que atua em ρ1 ⊗ ρ2:

BCHSH = M0
AA′ ⊗N0

BB′ +M0
AA′ ⊗N1

BB′ +M1
AA′ ⊗N0

BB′ −M1
AA′ ⊗N1

BB′ ,

e buscam computacionalmente o conjunto de estados e medições que maxi-
miza 〈BCHSH〉. No caso de obter violação da desigualdade CHSH diremos
que os estados apresentam ativação de não-localidade CHSH.

Os autores realizaram o processo de otimização para estados de dimensão
2× 2, 3× 3, 4× 4 e 5× 5, obtendo máxima violação de 2, 040167 para dois
pares de qutrits3. Os estados e as medições podem ser encontrados em [59].

Utilizando essa construção os autores mostram que dados dois estados,
ρ1, ρ2 ∈ D

(
Cd ⊗ Cd

)
, que apresentam ativação de não-localidade CHSH,

com ρ1 ⊗ ρ2 violando CHSH de 2 + ∆, é possível construir um estado ρ̃ ∈
D
(
C4d ⊗ C4d

)
tal que ρ̃ não viola CHSH, mas ρ̃⊗2 apresenta uma violação

de 2 + ∆/4.
Usando a mesma técnica, eles exibem também um estado que apresenta

ativação da desigualdade CGLMP para 3 respostas (uma desigualdade de
Bell para o cenários (2,2,3)), e deixam em perspectiva possíveis adaptações
de suas técnicas para ativação de outras desigualdades de Bell.

4.2.2 Redes quânticas
Outro esquema para investigar ativação de não-localidade foi proposto

recentemente por Daniel Cavalcanti e colaboradores [60, 61]. Eles considera-
ram um cenário ainda mais geral para o estudo de não-localidade: as redes
quânticas. Nesse cenário L cópias de um estado quântico n-partite ρ são
distribuídas entre N partes, espacialmente separadas, de acordo com uma
certa configuração, como ilustrado na figura 4.3. Se correlações não-locais
são observadas nessa rede dizemos que ρ é um recurso não-local.

A grande vantagem do cenário de redes quânticas é que ele abre a possi-
bilidade de considerar protocolos no qual um subconjunto das partes projeta
as partes restantes num estado quântico não-local. E, pela Proposição 2.5, se
existem medições em (N − k) partes tais que, para um resultado particular,

3Com esse resultado os autores resolveram o problema no 21 da Lista de Problemas em
aberto na Informação Quântica, [58].
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Figura 4.3: Cenário de redes quânticas. L cópias de um estado quântico n-partite
ρ são distribuídas entre N partes.

as k partes restantes são deixadas em um estado não-local, então o estado
inicial é necessariamente não-local.

Utilizando esse cenário, os autores exibiram vários exemplos de ativação
de não-localidade, i.e., estados quânticos que são locais se consideramos uma
única cópia e um certo conjunto de medições, mas que se tornam não locais
se distribuídos numa rede, considerando o mesmo conjunto de medições.

Vamos discutir alguns dos resultados obtidos nesses trabalhos.

Considere o estado isotrópico em um sistema composto com espaço de
Hilbert C2 ⊗ C2

ρI = p|Φ2〉〈Φ2|+ (1− p)I4 ,

i.e., uma mistura do estado maximamente emaranhado e do estado maxima-
mente misto, pesada pelo parâmetro p.

Pelo resultado de Barrett [50] para extensão de modelos locais, este estado
possui modelo local para os mesmos valores de p que o estado de Werner W2,
pois é obtido deste por uma transformação local:

ρI = I ⊗ σy
(
p
∣∣∣Ψ−〉〈Ψ−

∣∣∣+ (1− p)I4

)
I ⊗ σy .

Assim, de acordo com alguns resultados vistos anteriormente e outros resul-
tados encontrados da literatura, ρI tem as seguintes propriedades locais:

• é separável para p < 1
3 [48];

• possui modelo local para medições projetivas para p < 0, 66 [49];

• possui modelo local para qualquer tipo de medição para p < 0, 42 [50];
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• viola uma desigualdade de Bell para p > 0, 706 [62].

Agora considere ρI compartilhado por N + 1 partes em uma rede com
configuração estrela, como ilustrado na figura 4.4.

Figura 4.4: Alice compartilha N cópias no estado quântico ρI com diferentes
observadores.

Um resultado obtido por Sen De e colaboradores [63] mostra que, se Alice
projeta todos os seus qubits no estado |GHZ〉 = (|0 . . . 0〉 + |1 . . . 1〉)/

√
2, o

estado restante das N partes viola uma desigualdade de Bell para

p > pN = 2
π

21/N .

Portanto, se considerarmos que Alice faz a medição

A0 =
{

Π0
A0 = |GHZ〉〈GHZ|A,Π

1
A0 = (I − |GHZ〉〈GHZ|A)

}
,

obtido o resultado 0, as partes restantes são deixadas em um estado não-
local para todo p > pN . De acordo com a Proposição 2.5, o estado da rede
é não-local, e portanto ρI é um recurso não-local para esses valores de p.

Para N = 7 o parâmetro p já ultrapassa o valor conhecido para o qual
há violação com 1 cópia, p7 < 0, 706. Para N = 21 temos p21 < 0, 66, que
adentra a região para a qual existe um modelo de variáveis ocultas local
para medições projetivas. No limite de muitas partes p∞ −→ 0, 64. Essas
propriedades são resumidas na figura 4.5.

Portanto temos uma ativação da não-localidade de ρI : um estado local,
se considerada uma cópia e medições projetivas, se torna não local em uma



CAPÍTULO 4. CENÁRIOS MAIS GERAIS 78

Figura 4.5: Propriedades não-locais do estado isotrópico em função do parâmetro
p.

rede de configuração estrela com medições projetivas. E já com N = 7, a
região de não-localidade conhecida para uma cópia é ultrapassada. Portanto,
se pensarmos em não-localidade como um recurso para realização de tarefas,
um uso muito melhor da não-localidade de um estado quântico é adquirido
simplesmente distribuindo várias cópias desse estado numa rede.

Outro exemplo de ativação [61] é obtido com um estado k-extensível para
um sistema com espaço de Hilbert C2 ⊗ C3:

ρkAB = 1
k
|Φ〉〈Φ|AB +

(
1− 1

k

)
IA
2 ⊗ |2〉〈2|B ,

onde |Φ〉 = (|00〉 + |11〉)/
√

2 é o estado maximamente emaranhado em di-
mensão 2.

Como vimos anteriormente, na Proposição 2.6, esse estado possui modelo
local se Bob pode escolher uma entre k medições para realizar, com qualquer
número de respostas, e Alice pode escolher entre um número arbitrário de
medições.

Vamos então considerar duas cópias desse estado compartilhadas numa
rede de 3 partes. Bob compartilha uma cópia do estado ρk com Alice e outra
com Charlie (figura 4.6), ficando com a parte de qutrits de ambos os estados.
Assim o estado da rede é

ρkAB ⊗ ρkCB′ .

Bob pode então aplicar a medição

B0 =
{

Π0
B0 = |Φ〉〈Φ|BB′ ,Π

1
B0 = IBB′ − |Φ〉〈Φ|BB′

}
,
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e uma vez obtido o resultado 0, Alice e Charlie ficam no estado maximamente
emaranhado, |Φ〉AC , que viola uma desigualdade de Bell se cada parte pode
escolher entre 2 possíveis medições. Pela Proposição 2.5, o estado da rede é
não-local e ρk é um recurso não local.

Figura 4.6: Bob compartilha duas cópias do estado k-extensível ρk, uma com
Alice e outra com Charlie.

Note que esse resultado vale para qualquer k. Isso significa que existem
estados que só geram correlações locais em cenários que envolvem um nú-
mero arbitrário (finito) de medições em uma parte e um número qualquer de
medições na outra parte, mas duas cópias de tal estado numa rede é capaz de
produzir correlações não-locais com apenas duas medições a serem escolhidas
nas partes A e C e uma única medição na parte B.

Nesta seção vimos diferentes exemplos onde a não-localidade de esta-
dos quânticos é ativada em cenários particulares. Ainda não foi encontrado
nenhum estado local para qualquer cenário que apresente ativação de não-
localidade. A busca desse exemplo é de grande importância para a melhor
compreensão da relação entre emaranhamento e não-localidade, e para de-
terminar se não-localidade é realmente um recurso não-aditivo. De qualquer
forma, esses novos cenários mostram que a não-localidade de estados quân-
ticos pode ser revelada muito mais facilmente se saímos da restrição de uma
única cópia.



Considerações finais

Estudamos a estrutura matemática dos conjuntos formados pela estatís-
tica de resultados de um experimento de correlação. Vimos como as hipóteses
clássicas de realismo local impõem restrições a esses conjuntos, e que as cor-
relações geradas pela mecânica quântica são capazes de violar tais restrições.

Partimos então para o estudo da não-localidade quântica. Para estados
puros, vimos que emaranhamento é condição necessária e suficiente para a
existências de correlações não-locais. Já para estados mistos, existem estados
emaranhados que só exibem correlações locais no cenário padrão de não-
localidade.

Apresentamos os cenários mais gerais, recentemente propostos, para o
estudo de não-localidade. Vimos que tais cenários vêm estreitando ainda mais
a relação entre emaranhamento e não-localidade. Explorando protocolos de
destilação de emaranhamento é possível exibir não-localidade em todo estado
destilável. E considerando medições conjuntas em várias cópias, ou ainda,
várias cópias distribuídas em uma rede quântica, é possível obter ativação de
não-localidade para um dado cenário.

Esses novos cenários criam várias perspectivas de estudo, há ainda vá-
rias possibilidades a serem consideradas: diferentes configurações de redes e
protocolos de operações locais podem ser explorados. Uma investigação de
quais os tipos de estados emaranhados podem apresentar não-localidade nes-
ses novos cenários, pode levar a um melhor entendimento da não-localidade
quântica. Fica então a expectativa de poder dar contribuições nessa busca.
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Apêndice A

Apêndice

Na demonstração da Proposição 2.3, assumimos dimHA1 = dimHA2 e
dimHB1 = dimHB2 . Para o caso geral precisamos estender os operadores
densidade e os elementos de POVM para os espaços de dimensões maiores.
Neste apêndice vamos formalizar essa extensão.

Considere ρ1 ∈ D(HA1 ⊗ HB1), e {Π(1)
Ax
}, {Π(1)

By
} POVMs em HA1 e HB1

respectivamente. E, ρ2 ∈ D(HA2 ⊗HB2), e {Π(2)
Ax
}, {Π(2)

By
} POVMs em HA2 e

HB2 .
Seja

dimHA = max{dimHA1 , dimHA2} ,
dimHB = max{dimHB1 , dimHB2} .

A extensão trivial de ρ1 para HA ⊗HB, ρ∗1, é definida por

〈ij|ρ∗1|kl〉 =

ρ1 ijkl se |ij〉, |kl〉 ∈ HA1 ⊗HB1

0 caso contrário .

Da mesma forma a extensão de ρ2 a HA ⊗HB é:

〈ij|ρ∗2|kl〉 =

ρ2 ijkl se |ij〉, |kl〉 ∈ HA2 ⊗HB2

0 caso contrário .

Os POVMs {Π(1)
Ax
}, {Π(1)

By
}, {Π(2)

Ax
}, {Π(2)

By
} são estendidos para HA e HB

da seguinte forma:

Πa(1)∗
Ax

= Πa(1)
Ax
⊕ 1

2IA⊥1 ,

Πb(1)∗
By

= Πb(1)
By
⊕ 1

2IB⊥1 ,
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onde IA⊥1 é o operador identidade no subespaço de HA ortogonal a HA1 , e
analogamente para IB⊥1 .

Da mesma forma os POVMs de HA2 e HB2 são estendidos para

Πa(2)∗
Ax

= Πa(2)
Ax
⊕ 1

2IA⊥2 ,

Πb(2)∗
By

= Πb(2)
By
⊕ 1

2IB⊥2 .

Note que com essas definições

tr
[
ρ∗1
(
Πa(1)∗
Ax
⊗ Πb(1)∗

By

)]
= tr

[
ρ1
(
Πa(1)
Ax
⊗ Πb(1)

By

)]
,

e analogamente para o sistema 2.
Agora, a demonstração da Proposição 2.3 para o caso geral segue, defi-

nindo:

ρ′ = cρ∗1 ⊗ |00〉〈00|+ (1− c)ρ∗2 ⊗ |11〉〈11| ∈ D(HA′ ⊗HB′) ; 0 ≤ c ≤ 1

onde

HA′ = HA ⊗ C2
Â
,

HB′ = HB ⊗ C2
B̂
.

E

Π′aAx
= Πa(1)∗

Ax
⊗ |0〉〈0|+ Πa(2)∗

Ax
⊗ |1〉〈1| ,

Π′bBy
= Πb(1)∗

By
⊗ |0〉〈0|+ Πb(2)∗

By
⊗ |1〉〈1| .
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