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Resumo

Um problema comum na obtencao da solucao numérica de sistemas conservativos
é a perda de simetria e perda de energia. Existem métodos de integracao numérica
que conseguem contornar tais problemas. Porém, pouca atencao ¢ dada a métodos de
discretizacao, que, além de conseguir fornecer uma solugao valida, podem gerar também
modelos que podem ser usados para analise, modelagem e controle.

Este trabalho tem o objetivo principal de encontrar e analisar modelos discretizados
validos, obtidos por meio de métodos de discretizacao, para sistemas conservativos que
fornecam o mesmo comportamento das equacoes diferenciais do sistema continuo e man-
tenham a simetria e a energia do sistema original a medida que o passo da discretizagao
aumenta.

Dois métodos de discretizacao sao investigados e usados para gerar modelos discreti-
zados de sistemas conservativos. Analisa-se cada modelo discretizado levando em consi-
deracao a conservacao da energia e simetria, contrapondo com o incremento do passo da
discretizacao. Alguns invariantes dinamicos, como o espectro de Lyapunov, também sao
mostrados. Resultados mostram que é possivel manter a estabilidade e a simetria, tipica
de sistema conservativos continuos, mesmo para valores elevados do passo da discretizacao.



Abstract

When dealing with the solution of conservative nonlinear differential equations, several
problems such as energy loss and symmetry break can occur. In order to avoid such
problems as much as possible, several numerical integration methods can be found in
the literature. Although the primary objective of these methods is the solution itself,
a possible and interesting by-product is a difference equation (a discretized model) that
hopefully reproduces the same behavior as the one generated by the original differential
equations. Discretization methods, not only provide discretized models which may result
in valid solutions, but also give the possibility to use models for analysis, modelling and
control.

The purpose of this work is to find and analyse valid discretized models using several
discretization schemes for conservative systems. These discretized models must exhibit
the same behavior as the original counterpart and therefore conserve the energy and
symmetry of the solution even for large discretization steps.

In order to obtain dynamically valid models, two discretization methods are investi-
gated and used to generate conservative discretized models. For each model, energy and
symmetry are analysed simultaneously to the increase of the discretization step. Dyna-
mical invariants, such as the Lyapunov exponents, are also shown. Results show that is
possible to maintain the stability and the simmetry, characteristic of conservative conti-
nuous systems, even for higher discretization steps.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

Equacgoes diferenciais, lineares ou nao-lineares, sao objeto de estudo de grande inte-
resse em diversas areas uma vez que sao largamente utilizadas para representar, por meio
de modelos, sistemas dinamicos reais (AGUIRRE, 2004). Muitas vezes, nao existem so-
lugoes analiticas para o conjunto de equacoes diferenciais e, portanto, deve-se recorrer a

um método numérico.

Neste contexto, os sistemas dinamicos (e consequentemente suas representagoes) po-
dem ser classificados como conservativos, dissipativos ou expansivos. Os conservativos
conseguem manter o nivel de energia inicial durante toda a solucao. Os dissipativos e os
expansivos diminuem e aumentam, respectivamente, o nivel da energia inicialmente esti-
pulado. Uma outra caracteristica de um sistema conservativo é a sua simetria espacial.
Existem diversos problemas nas solugoes numéricas de sistemas conservativos ligados a
nao conservacao da simetria, bem como a nao conservacao da energia. Tais problemas sao
conhecidos e podem ser contornados com a utilizagao de métodos de integracao simpléti-

cos!, cuja solucdo consegue conservar o volume (e consequentemente conservar a energia)

para sistemas conservativos, como os descritos em (CHANNEL; SCOVEL, 1990; MAR-
KIEWICZ, 1999; HAIRER; LUBICH; WANNER, 2006).

O objetivo principal de grande parte dos trabalhos disponiveis na literatura - como,
por exemplo, as citagoes em (HAIRER; LUBICH; WANNER, 2006) - é a utilizagao de
métodos numéricos para obter uma solugao para a integracao numérica de sistemas con-
servativos. Normalmente, métodos de integracao numérica geram equacoes de diferenca
intermediarias, que sao usadas para a obtencao da solugao numérica. Poucos trabalhos

consideram estas equacoes de diferencas como um modelo discretizado que pode ser ana-

IMétodos de integracao simpléticos utilizam transformacoes simpléticas para encontrar a solucao de
equagoes diferenciais. Estas transformagoes fazem um mapeamento do fluxo e conseguem preservar a
area ao longo da solucao.
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lisado e utilizado em diversas outras aplicacoes.

Um método de discretizacao converte um modelo continuo, descrito por um conjunto
de equagoes diferenciais, em um modelo discretizado, descrito por um conjunto de equagoes
de diferencas. Existem diversos métodos de discretizagao, como o proposto por Mickens
e o proposto por Monaco e Normand-Cyrot, ambos explorados neste trabalho. Mickens
descreve alguns passos para transformar um conjunto de equagoes diferenciais em um
conjunto de equacoes de diferencas. Monaco e Norman-Cyrot propoe a obtencao das
equacoes de diferencas por meio da aproximacao do fluxo gerado pela solucao das equagoes

diferenciais usando a derivada de Lie.

Trabalhos publicados mostram que, para sistemas dissipativos, é possivel obter equa-
¢oes de diferencas que conseguem descrever o mesmo comportamento do sistema continuo
original (LETELLIER; MENDES, 2004, 2005). Porém, estes métodos de discretizagao
ainda podem falhar em simulagoes de sistemas conservativos. A medida que o passo de
discretizacao é aumentado, instabilidades numéricas comecam a ocorrer, perdendo-se a
energia e a simetria, caracteristica de sistemas conservativos, como constatado em (LE-

TELLIER; MENDES; MICKENS, 2007).

Neste trabalho, procura-se utilizar métodos de discretizagao nao como apenas um mé-
todo numérico para obtencao de uma solucao para um conjunto de equagoes diferenciais,
mas como uma ferramenta capaz de fornecer modelos discretizados vélidos que consi-
gam reproduzir o mesmo comportamento do sistema conservativo original. A obtencao e

analise do modelo é tao importante quanto a propria solugao.

A analise do modelo discretizado requer a utilizacao de indicadores que permitam
inferir sobre a qualidade do modelo, comparar modelos, e informar se caracteristicas do
sistema continuo original permanecem com o incremento do passo de discretizacao. No

caso de sistemas conservativos, os indicadores sao voltados para a conservacao da energia.

O primeiro indicador da conservagao da energia é, naturalmente, a propria energia.
Existe um tipo de sistema conservativo, sistema hamiltoniano, que é descrito por uma
funcao, chamada fungdo hamiltoniana, que corresponde a energia do sistema e da qual
sao derivadas as equacoes diferenciais. Como existe uma fungao explicita da energia, esta
pode ser usada como um indicador para avaliar a conservagao da energia para cada modelo

discretizado.

No caso de nao haver uma funcao explicita para a energia, existem ainda outros

indicadores possiveis, como, por exemplo, o somatorio dos expoentes de Lyapunov, que
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indica que a energia é conservada se o seu somatorio é igual a zero. Portanto, modelos
que conseguem ter um comportamento mais proximo do sistema continuo devem ter este
indicador mais préximo de zero. A distancia do zero pode dar indicios sobre a qualidade
do modelo. Expoentes de Lyapunov também sao muito estudados na area de sistemas

conservativos hamiltonianos, pois eles exibem algumas propriedades interessantes, como a

simetria (RAMASWAMY, 2002; VALLEJO; AGUIRRE; SANJUAN, 2003; BESSA, 2005).

A semelhanca do modelo discreto com o sistema continuo original requer que aquele
apresente tanto o mesmo comportamento dinamico do sistema original, quanto as mesmas
caracteristicas, como a manutencao da energia e da simetria espacial e a localizacao dos
pontos-fixos. Diversas dificuldades praticas surgem ao se tentar encontrar modelos dis-
cretos utilizando técnicas de identificagao de sistemas que consigam atender tais critérios
com passos de discretizagao elevados. Por exemplo, ao impor restricoes no calculo dos
parametros do modelo discreto, de forma que o mesmo mantenha a energia para passos
elevados, o modelo pode se tornar instavel, e, ao relaxar as restrigoes e buscar os para-
metros livremente, pode nao ser possivel obter um modelo valido com a manutencao da
energia e com a mesma localizagdo dos pontos-fixos do sistema original (MENDES, 2011).
Surge assim a necessidade de se encontrar modelos discretos validos que mantenham as
mesmas caracteristicas do sistema continuo original para passos elevados, os quais podem
ser usados em diversas aplicacoes, tais como a modelagem a partir de dados reais que
foram amostrados com um periodo de amostragem elevado, sistemas de tempo real que

necessitem fazer previsoes longas.

Uma vez que se tenha modelos véalidos que consigam reproduzir o mesmo comporta-
mento dos sistemas continuos originais, mesmo que estes estejam em regime cadtico e que
estejam amostrados com um periodo elevado, pode-se pensar em sua aplicacao em outras
areas de conhecimento, como, por exemplo, no controle de sistemas dinamicos, predicao

e simulacao.

1.2 Objetivos

e Objetivo (principal): encontrar e analisar modelos discretizados, descritos por um
conjunto de equagoes de diferencas, obtidos por meio de métodos de discretizagao,
para sistemas conservativos com as suas devidas particularidades, que tenham o
mesmo comportamento das equacoes diferenciais do sistema continuo e evitem os
problemas de perda de simetria e perda de energia a medida que o passo da discre-

tizacao aumenta.
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e Objetivos especificos:

— estudar a conservacao de energia em sistemas conservativos;
— estudar indicadores de conservacao de energia;

— estudar ferramentas e implementacoes que podem ser usados no contexto deste

trabalho;
— estudar métodos de discretizacao;

— simular modelos discretizados obtidos por meio de métodos de discretizagao

sobre sistemas conservativos;

— analisar e comparar modelos discretizados.

1.3 Descricao dos capitulos

O referencial tedrico encontra-se no capitulo 2, o qual trata brevemente sobre o que
sao sistemas conservativos, formas de caracteriza-los e alguns exemplos utilizados na lite-
ratura, além de apresentar também ferramentas e implementagoes usadas neste trabalho

e alguns métodos de discretizacao.

O capitulo 3 contém a metodologia utilizada para a obtencao dos resultados, expli-
cando os passos que serao seguidos para a obtencao dos resultados e, inclusive, definindo

alguns critérios para fins de comparacao e analise.

Uma vez tendo dado ao leitor um embasamento tedrico minimo sobre os temas prin-
cipais abordados nesta dissertagao (capitulo 2 - Referencial Tedrico), e definido os passos
que serao executados para se atingir aos objetivos do trabalho (capitulo 3 - Metodologia),
apresenta-se os resultados no capitulo 4. O capitulo 4 (Resultados) apresenta os diversos
modelos discretizados obtidos a partir da aplicacao dos métodos de discretizagao, e os

analisa sob o prisma das ferramentas e indicadores definidos no capitulo 3 (Metodologia).

E, finalmente, conclusoes e propostas de trabalhos futuros sao resumidos no capi-

tulo 5.
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2 Referencial Tedrico

2.1 Sistemas conservativos

Sistemas conservativos fazem parte do objeto deste trabalho. Portanto, é essencial
definir algumas caracteristicas gerais que os diferenciam de outros sistemas, conforme

exposto na secao 2.1.1.

Existe ainda uma classe especial de sistemas conservativos, chamados de sistemas
Hamiltonianos, que serao usados nos exemplos e, portanto, necessitam também de breves

explanagoes (se¢ao 2.1.2).

E imprescindivel também definir formas se de mensurar se um sistema dinamico é
conservativo ou nao. Neste trabalho, isto é conseguido por meio de indicadores. A secao
2.1.3 apresenta indicadores para sistemas continuos e discretos. Estes indicadores serao
usados tanto para a formulagao de novos indicadores (capitulo 3 - Metodologia), quanto

para as andlises dos resultados (capitulo 4 - Resultados).

2.1.1 Caracteristicas gerais

Considere o sistema dinamico:

k= [ (x) (2.1)

onde X,x1 = (x1,...,%,)7 € R" sdo as varidveis de estado, f(-) é o campo vetorial de

dimensao apropriada. A derivada de x com relagao ao tempo é dada por X.

Sistemas que possuem uma funcdo constante H(x) ao longo das trajetdrias sao cha-

mados de sistemas conservativos (STROGATZ, 2000; ROBINSON, 2004). Ou seja, para

qualquer solugdo x() com condicdo inicial x(0) = x°, existe uma funcio que satisfaz
H(x(t)) = H(x") para todo ¢ em que a solucio esteja definida (HALE; KOCAK, 1991).

Desta forma, para se ter esta quantia conservada (ou uma primeira integral), deve-se ter
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(HALE; KOCAK, 1991, p. 195):

H(x) = VH(x)-f(x) = g—Z(X)fl (x)+-+ gi

(%) fu(x) =0 (2.2)

Sistemas conservativos nao possuem pontos-fixos atrativos (STROGATZ, 2000, p. 160).

2.1.2 Sistemas Hamiltonianos

Um sistema é chamado de Hamiltoniano com d graus de liberdade se

p _onT

X = < ) —W'VH(x) = qu , (2.3)
. H
q +op

040 1y

onde pgxi = (P1,-2a) s Qaxt = (q1,qa)", Waaxaa = ( >, H ¢é uma fun-

=1y 044
cdo H : R?*?— R? e n=2d (HALE; KOCAK, 1991; PERKO, 1996; HAIRER; LUBICH;

WANNER, 2006).

Sistemas Hamiltonianos sao conservativos (HALE; KOCAK, 1991, p. 198), (PERKO,
1996, p. 170) e, portanto, H (p(t),q(t)) = H (p°,q°). Pode-se chegar a tal conclusdo por

simples inferéncia a partir das equagoes (2.2) e (2.3):

: oH ([ O0H\'T O0H [ oH\'
i09=55 (~55) +5a (+3) ~° 20

2.1.3 Indicadores de energia em sistemas conservativos

“O que se faz é o que se pode medir” (CHIAVENATO, 2003, p. 457). Uma medicao
é um processo feito com critérios objetivos que permite quantificar uma grandeza. Um
indicador é um valor, obtido por meio de uma medi¢ao, com um objetivo especifico, ou

seja, com o qual se espera um resultado que pode ser analisado.

Existem alguns indicadores que permitem detectar a conservacao da energia em um
sistema. Inicialmente, serao apresentados os mais comuns para sistemas continuos. Em

seguida, serao descritos os andlogos para sistemas discretos.

Sistemas continuos

Alguns indicadores de conservacao da energia usados para sistemas continuos sao:
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1. Volume (MONTEIRO, 2006, p. 69-71);

2. Expoentes de Lyapunov (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994; STROGATZ, 2000;
ROBINSON, 2004; MONTEIRO, 2006);

O volume pode ser calculado por meio do divergente da seguinte forma (MONTEIRO,
2006):

:(3’f1+<9f2Jr d fu

V=V.f
dx;  dxo dx,

(2.5)
podendo resultar nas seguintes situacoes:

1. V =0 = Sistema conservativo
2. V <0 = Sistema dissipativo

3. V>0 = Sistema expansivo

O somatério dos expoentes de Lyapunov fornece a taxa de crescimento do volume (RO-
BINSON, 2004, p.275). Portanto, como constatado em (FIEDLER-FERRARA; PRADO,
1994, p. 141) e (MONTEIRO, 2006, p. 424), duas situagoes para este indicador sao:

1. ¥ ;A =0 = Sistema conservativo
2. ¥ 4 <0 = Contragdo do volume no espago, sistema dissipativo

3. ¥ A4 >0 = Aumento do volume no espaco, sistema expansivo

Ressalta-se, ainda, que sistemas conservativos hamiltonianos possuem expoentes de
Lyapunov simétricos (BESSA, 2005). Os expoentes formam pares, tais que sua soma é
igual a zero, ou seja, A; = —A,1—; para (i=1,...,n) (RAMASWAMY, 2002; VALLEJO;
AGUIRRE; SANJUAN, 2003).

Sistemas discretos

O primeiro indicador para a conservacao da energia é dado pela prépria funcao Ha-
miltoniana. Como a energia se conserva, ela nao deve mudar de um instante discreto k
para um instante k+ 1. Esta conservacao de energia, como observado em (LETELLIER;
MENDES; MICKENS, 2007), mas também inferido a partir de (MONACO; NORMAND-
CYROT; TIEFENSEE, 2009), pode ser verificada por:

H (x41) —H (x) =0 (2.6)
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Um outro indicador para a conservacao da energia é dado pela matriz jacobiana do
sistema discreto. Egger (1996) e Monteiro (2006, p. 450) concluem que, para a conservagao

do volume em sistemas discretos, deve-se ter:

P (xx) = |det (Ji)] = 1 (2.7)

onde J; é a matriz jacobiana do sistema discreto em um dado instante k, ou entao deve-se

ter:

& (x) = f[;{ =1 (2.8)
s=1

onde 7¥ é um autovalor da matriz jacobiana J; em um instante k. A conservacio da
energia de um modelo discretizado ¢ assumida se as condigoes dadas por Z (xk) e -Z (Xk)

se mantiverem ergoticamente ao longo da trajetéria.

Letellier, Mendes e Mickens (2007) e Bastos e Mendes (2010b) fazem uma andlise

similar ao produto dos autovalores baseada no trago:

tr{ily} =m+ 0 (h)~m (2.9)

sendo @ (h) uma funcdo do passo de discretizacdo que depende do modelo discretizado
utilizado. Se o modelo discretizado possuir traco praticamente igual a dimensao do sis-
tema, a energia é conservada e, portanto, aproximadamente constante para valores de h

pequenos.

2.2 Ferramentas utilizadas para analise de sistemas
nao-lineares

Uma caracteristica de sistemas conservativos é a simetria. Uma ferramenta muito
utilizada para andlise de sistemas nao-lineares para facilitar a visualizacao da estrutura
dos atratores, e consequentemente detectar esta caracteristica, é a secao de Poincaré. A
secao 2.2.1 desta dissertacao da uma ideia sobre esta técnica, que sera muito usada ao se
analisar os resultados no capitulo 4. A forma como ela foi implementada é apresentada

no capitulo 3 - Metodologia (se¢ao 3.2.2).

As segbes seguintes discutem aspectos tedricos sobre expoentes de Lyapunov (se¢do
2.2.2) e dimensao de Kaplan-Yorke (segao 2.2.3). O somatério dos expoentes de Lyapunov

é um indicador da conservagao da energia, pois, se for igual a zero, o sistema é conservativo.
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Tal fato sera usado nas andlises dos resultados no capitulo 4. A dimensao de Kaplan-Yorke,
apesar de nao fornecer diretamente a informagcao sobre a conservacao da energia, consegue

dar indicios sobre a qualidade do modelo discretizado.

2.2.1 Secao de Poincaré

Considere o sistema dinamico n—dimensional definido pela eq. (2.1), cuja solugao
X = ¢ (Xo) resulta no fluxo continuo representado pela érbita I' (Figura 1). A secao
de Poincaré é a hipersuperficie § € R" de dimensao n— 1 de tal maneira que o fluxo
seja transversal a § (PERKO, 1996; FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994; STROGATZ,
2000).

Figura 1: Secao de Poincaré S e mapa de Poincaré P(x). Fonte: (WIKIPEDIA, 2010)

Sendo n(x) normal a hipersuperficie S no ponto x, deve-se satisfazer a condi¢ao de
transversalidade f (x) -n(x) # 0 para todo x € § (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).
A secao de Poincaré também demanda que seja satisfeita uma condicao de orientacao,
que define a direcao de perfuracao da secao. Assim, o ponto x do fluxo que corta a secao

S deve satisfazer apenas uma das seguintes condigoes: f (x)-n(x) >0 ou f (x)-n(x) <O0.

2.2.2 Expoentes de Lyapunov

Expoentes de Lyapunov servem para medir a taxa de divergéncia das trajetérias do

sistema (2.1) e, portanto, quantificar a dependéncia as condigoes iniciais (FIEDLER-
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FERRARA; PRADO, 1994; STROGATZ, 2000; MONTEIRO, 2006).

Considere uma hiper-esfera de condigoes iniciais centradas em X(fp) com raio igual a
€(xp). Com o passar do tempo, o fluxo deforma a hiper-esfera, deixando os seus eixos
principais iguais a &(t), k =1,2,...,n. O expoente de Lyapunov A; mede o crescimento

(ou encolhimento) exponencial de um eixo principal &;(t) e é definido por:

1 el
A—lim lim L &
t—g4(xg)—0 T &o (XO)

(2.10)

Em geral, os A; dependem do estado inicial xg, mas em muitos casos eles sdo constantes
ao longo de uma significativa regiao no espago de fases. Da eq. (2.10) e assumindo

linearidade, conclui-se que &(1) ~ &(xg)e*".

Assim, no instante ¢, o hiper-volume no espaco de fases ¢é igual a:

V() = f[e,.(t) = V(1) e Liz i (2.11)
i=1

Portanto, como introduzido na segao 2.1.3, se Y. ; 4; = 0, o volume se conserva e o

sistema é conservativo. Se Y. | A; <0, o volume se contrai e o sistema é dissipativo.

Para uma solucao cadtica em sistemas dissipativos continuos, deve-se ter pelo menos
um expoente A; >0, Y7 ; A; < 0 para garantir a contracao do volume no espaco e dimensao
no espago de fases n > 3 (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994). Para uma solugao
periddica ou quasi-periddica, deve-se ter A; < 0 nas direcoes perpendiculares ao movimento

e A; = 0 ao longo da trajetéria.

Um expoente de Lyapunov global é dado pela defini¢ao da eq. (2.10) e corresponde a
evolucao no tempo da distancia g;(t) quando t — oo. Expoente de Lyapunov local, muito

usado para estudar sistemas Hamiltonianos, é definido por:

2i(t) = LtimIn ) (2.12)
t € (x0)

Sistemas conservativos hamiltonianos exibem simetria nos expoentes de Lyapunov,
tanto globalmente, quanto localmente em qualquer instante ¢, ou seja, A;(t) = —A,11-;(2),
i=(1,...,n), vt  RAMASWAMY, 2002; VALLEJO; AGUIRRE; SANJUAN, 2003; BESSA,
2005). Sistemas em dindmica nao-cadtica possuem todos os expoentes de Lyapunov glo-
bais iguais a zero, que somente ¢ possivel devido ao cancelamento dos expoentes locais
Ai(7) = —A;(7') em algum tempo 7,7'. Em sistemas conservativos com dinamica caética,

pelo menos um par de expoente é globalmente diferente de zero (RAMASWAMY, 2002).
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Para o caso unidimensional de sistemas discretos, o expoente de Lyapunov é:

1 N—1 dF 1N 1
A = lim —1 = = lim — Y In| —— 2.1
aim i g ] = dimy 2o dx (2.13)

onde x;1 1 = F(x;) e N é a quantidade de vezes que se itera o mapa discreto. Ocorre

divergéncia exponencial se A > 0 ou contragao se A < 0.

Para sistemas discretos com n dimensoes, os expoentes de Lyapunov sao definidos por:

Aj= lim lln‘

i=1,... 2.14
Lim J=1...n (2.14)

onde ‘AIJV ‘ sao os modulos dos autovalores da matriz M definida por

M=TTJ(x) (2.15)

-

sendo J(x;) a matriz jacobiana do mapa e TN ' J(x;) = J(Xy—1) - -J (o).

2.2.3 Dimensao de Kaplan-Yorke ou Dimensao de Lyapunov

O célculo da dimensao de Kaplan-Yorke ou dimensao de Lyapunov utiliza os expo-
entes de Lyapunov (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994; BROWN; BRYANT; ABAR-
BANEL, 1991). O seu valor é usado para quantificar a dimensao de estruturas geométricas
mais complexas (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994) e revela o nimero de varidveis
necessarias para descrever o comportamento assintético do sistema (MONTEIRO, 2006).

Ela é definida por:
J A

2.16
2’]_'_1‘ ( )

Dky = j+T———F ‘
onde A} > Ay > --- > A, sdo os expoentes de Lyapunov ordenados de forma decrescente e

J € o maior inteiro tal que 2{21 Ai > 0.

A dimensao de atratores de processos nao-cadticos, em sistemas de tempo continuo,
¢ inteira (MONTEIRO, 2006, p.439). Para processos cadticos, os atratores possuem di-

mensao fraciondria.

Brown, Bryant e Abarbanel (1991) fazem anélises interessantes sobre o céalculo da
dimensao de Lyapunov a partir de dados amostrados reais, bem como a partir da recons-

trucao do espaco de fases a partir de um conjunto de varidveis. A precisao dos dados



30

amostrados é fundamental para o cédlculo correto da dos expoentes de Lyapunov e da

dimensao de Lyapunov.

2.3 Implementacoes

Esta secao mostra aspectos praticos de alguns conceitos apresentados nas segoes an-
teriores. Inicialmente, a secao 2.3.1 mostra uma abordagem para a integragao numérica
de sistemas conservativos. Em seguida, algumas consideragoes sao feitas sobre algoritmos
usados para calcular expoentes de Lyapunov de sistemas continuos e discretos nas segoes

2.3.2 e 2.3.3, respectivamente.

Algoritmos de integracao numérica, além de fornecerem uma solucao para as equagoes
diferenciais, sao usados também para calcular os expoentes de Lyapunov para sistemas
dinamicos continuos. Libert, Hubaux e Carletti (2010) observam que se deve sempre
utilizar um método de integracao simplético. Caso contréario, pode-se gerar falsos indi-
cadores do comportamento do sistema. Por exemplo, os expoentes de Lyapunov podem
indicar comportamento cadtico, mas, se a simulacao for feita com um método de integra-
¢ao nao-simplética, podem erroneamente indicar comportamento regular. Portanto, é de

importancia fundamental escolher os algoritmos adequados.

2.3.1 Integragao numérica

Existem diversos métodos de integracao numérica. A integracao numérica de sistemas
conservativos continuos deve ser feita por meio de integradores simpléticos. Tais integra-

dores conservam o Volume no espaco de fases e, consequentemente, conseguermn conservar
a energia (CHANNEL; SCOVEL, 1990; HAIRER; LUBICH; WANNER, 2006; MCHLA-
CHLAN, 2007; MIKKOLA; PALMER, 2000; LIBERT; HUBAUX; CARLETTI, 2010).

Esta secao apresentara brevemente o critério de simpleticidade no contexto de sistemas
dinamicos e mostrara o integrador Runge-Kutta simplético, o qual foi usado para fazer a

integracao numérica dos sistemas continuos (capitulo 4 - Resultados).

Alguns algoritmos podem ser obtidos em (HAIRER; HAIRER, 2002), cujas imple-

mentacoes pode ser diretamente baixados do sitio do autor do artigo em:

http://www.unige.ch/~hairer/
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Critério de Simpleticidade

Uma propriedade importante de um sistema Hamiltoniano H (p,q) é a simpleticidade

do fluxo. Supondo ¢, é o fluxo do sistema Hamiltoniano, dado pela eq. (2.3), a simpleti-

e, T 1o\ B 0 I
() 7 Gm)=wow=( 2 210

onde ¢ (po,q0) = (p(t,0,40),4(t, Po,90)). € p(t,Po.40), 4(t, Po,90) compdem a solugao do
sistema com condicao inicial p(0) = pg, ¢(0) = go (HAIRER; LUBICH; WANNER, 2006).

O fluxo @, : U — R?? é 0 mapeamento que avanca a solucio no tempo f e tem a propriedade

cidade é dada por:

de preservar o volume Vt.

Um método de integracao, que faz o mapeamento

( Pt ) = D (Pr, qx, h) (2.18)

dk+1
sera simplético se

O (Prrt, @ir1) ) O (Prr1,Qr1)\
( d (Px, k) ) W< d (Px,qx) )_W (2.19)

Runge-Kutta simplético
Considere o seguinte sistema nao-autéonomo:

y:f(t7y)7 y(t()) =0 (220)

A integracao numérica corresponde a encontrar o valor para y do préximo instante t;
tal que y(r1) = yo+ [y f(t,y(r))dt.

O método Runge-Kutta (RK) de s estdgios é dado por (HAIRER; LUBICH; WAN-
NER, 2006):

ki = f<t0+cihaYO+th':1“ijkj>7i:17---75 (2.21)
yi = Yot+hXi bk
onde h é o passo de integracao, a;; e b; (i,j=1,...,s) sdo nimeros reais, e ¢; = Z;‘:l ajj.

Butcher (1963, 1964) inicia trabalhos importantes para a determinagao dos coeficientes

aij, b e ¢;. Hairer, Lubich e Wanner (2006) afirmam que, apds os trabalhos propostos por
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Butcher, a literatura passa a utilizar a seguinte notagao para mostrar tais coeficientes:

¢ (ann - dais
(2.22)

Cs | ds1 -+ dss

by --- b,

Caso os elementos g;; sejam nao-nulos, o método ¢ chamado de implicito, pois as
inclinagoes k; nao podem mais ser calculadas de forma explicita. Neste caso, faz-se ne-
cessaria a resolucao de um sistema de equacoes nao-lineares. Algumas alternativas para
tal problema sao discutidas em (BUTCHER, 1964; HAIRER; LUBICH; WANNER, 2006;
MCHLACHLAN;, 2007).

O método é simplético se os coeficientes satisfazem a seguinte condicao:

biaij—kbjaji:bibj, Vi,j=1,...,s (2.23)

Diversos autores propoem métodos para se determinar os valores dos coeficientes a;;,
b; e ¢;. Hairer, Lubich e Wanner (2006) apresentam alguns destes métodos, abrangendo a
determinacao dos coeficientes tanto para métodos explicitos, quanto implicitos, em cuja
categoria os métodos Runge-Kutta simpléticos estao inseridos. O método de Gauss propoe

atribuir os valores das raizes do polinomio de Legendre deslocado

dS

— X (x—1)° 2.24

W 1)) (224
aos valores cy,...,¢;. Os coeficientes a;j, b; e ¢; propostos por este método satisfazem a

condigao dada pela eq. (2.23) e, portanto, tornam o método Runge-Kutta simplético. Para

o caso em que s =2 (ordem 4) e que s =3 (ordem 6), tais coeficientes sao, respectivamente:

1_V3 1 1_ V3
77 6 3 176
1, V3|1, V3 1
;t% it 1 (2.25)
1 1
2 2
1_ V15 5 2 V15 5 V15
7710 36 515 36 30
L s Vs 2 s TS
P 36 T 24 5 36~ 24 (2.26)
1, V15| 5 V15 2 | V15 5 )
7t°10 |36t 30 51T 15 36
S 4 S
3 9 3
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2.3.2 Expoentes de Lyapunov para sistemas dinamicos conti-
nuos

Um algoritmo bastante comum na literatura para calcular expoentes de Lyapunov é o
mostrado em (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994), derivado inicialmente a partir de
(WOLF; SWIFT; SWINNEY; VASTANO, 1985; TOBOCHNIK; GOULD, 1989). Basi-
camente, as equagoes nao-lineares e vetores ortonormais sao integrados em um pequeno
intervalo e, ao final de cada intervalo de integracao, os vetores sao reortonormalizados e 0s
expoentes de Lyapunov sao calculados a partir destes novos vetores. Calcula-se o primeiro
expoente de Lyapunov a partir do primeiro vetor, e todos os outros vetores (e expoentes
de Lyapunov) sao derivados a partir deste vetor. Isto pode gerar alguns problemas, pois o
algoritmo faz com que o primeiro vetor aponte para a dire¢ao instavel que gera flutuacoes
imprevisiveis, além da dificuldade de alinhamento do vetor associado aos expoentes iguais
a zero (GROND; DIEBNER, 2005).

Um outro tipo de alternativa para o calculo dos expoentes de Lyapunov para sistemas
continuos baseia-se na decomposicao QR da matriz jacobiana como os métodos propostos
por (DIECI; VLECK, 1995; DIECI; RUSSELL; VLECK, 1997; UDWADIA; BREMEN;
PROSKUROWSKI, 1997; UDWADIA; BREMEN, 2001a, 2001b). Um problema frequente
nestas abordagens ¢é a perda de ortogonalidade da matriz Q, que pode ser contornado por
meio de algumas estratégias, como o método de Cayley com a reortogonalizacao frequente
da matriz Q (UDWADIA; BREMEN, 2001a). Uma outra abordagem, adotada neste tra-
balho, é por meio da substituicio Q = €5, pois, dessa forma, é garantida a ortogonalidade
da matriz Q por construgdo (UDWADIA; BREMEN, 2001b).

Udwadia e Bremen (2001b) explicam o método e e apresentam um passo a passo
para sistemas de até 3 dimensoes. Uma metodologia para aplicar o método para sistemas

de dimensoes superiores pode ser obtida em (BREMEN, 2010a, 2010b).

, . ~ . n(n+3 ~ . ..
O método €% consiste na resolucdo das seguintes (TJF) equacoes diferenciais:

(1) = f (x(1)), x(0) =xo (2.27)
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q1 Ha a1 J ¢
) ] qi Hs a1 J 43
aj
(1) 93 H3 a3 Jq3
ay . . . .
a(r) = ' = : : ,a(0)=10],.,,1<i<j<n (228)
. q; Hj ey
| am(t) | . .
| 9y Hn | | dy1 4 |
i) = (e_S]eS>(' ,) =qTJgi, pi(0)=0, i=1,....n (2.20)
i,
onde J é a matriz jacobiana, g; é a k-ésima coluna de 5, m = "(”2_1) e S e H sao dados
por: i i
0 ap a e Ay
—aj 0 an -+ a2p-3
S= : : : : (2.30)
—ap-2 —Ap—4 —A3p—5 - a"(nz—l)
| —4n-1 —Q2p-3 —A3p—6 " 0 |
dqie  9quk 9 g1k
da day day,
H, = : : : (2.31)
94uk 94w ... 9dnk
ai day day,

Existem diversos métodos que permitem calcular e, tais como o método de Putzer
(PUTZER, 1966) ou por meio do calculo residuos a partir do polindémio caracteristico da

matriz (LIMA, 2004).

Entao, os expoentes de Lyapunov para o sistema continuo serao dados por:

A = lim pi(t)

[—00 t

(2.32)

2.3.3 Expoentes de Lyapunov para sistemas dinamicos discretos

Os expoentes de Lyapunov para sistemas dinamicos discretos sao dados diretamente
pelaeq. (2.14). Porém, o cdlculo da matriz M apresenta problemas numéricos quando N —
o (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994). A matriz M pode ser decomposta por uma
matriz ortonogal O e outra triangular T. Nesta situagao, quando N — oo, 0s autovalores

de [T¥., T(x;) tendem para os autovalores de [IY¥ ,J(x;), sendo os autovalores da matriz
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diagonal T iguais aos valores dos elementos de sua diagonal. Dessa forma, os expoentes
de Lyapunov sao dados por:

Aj= lim lln‘AN‘ = lim —Zln’ ]} N (2.33)

N—o0 N~>oo

onde T}j ¢ o elemento diagonal jj da matriz triangular 7;.

Os diversos métodos para se calcular os expoentes de Lyapunov discretos diferem-se no
calculo para fazer a ortogonalizacao da matriz M. Os métodos mais comuns de ortogona-
lizagao sao o de Gram-Schmidt (GS) - e suas variantes, como o Gram-Schmidt modificado
(MGS) e o Gram-Schmidt reortogonalizado (RGS) - e os baseados na fatoracao QR - e
suas variantes, como o que utiliza a transformagao de Householder (HQR) (UDWADIA,;
BREMEN; PROSKUROWSKI, 1997). O método GS é numericamente instavel, pois o
acumulo de erros de arredondamento levam a perda de ortogonalizacao dos vetores. Todos
os outros métodos, de alguma forma, tentam contornar tal problema mantendo os vetores

ortogonais durante todo o calculo dos expoentes.

Um algoritmo bastante estavel e eficiente para calcular os expoentes de Lyapunov
discretos é o método HQR. A fatoracao QR que utiliza a transformagao de Househol-
der produz poucos erros de arredondamento. Tanto a descricao desde método, quanto
o fornecimento de um pseudo-c6digo, sao fornecidos em (UDWADIA; BREMEN; PROS-
KUROWSKI, 1997).

2.4 Exemplos de Sistemas Conservativos

Nesta secao sao apresentados os sistemas conservativos, com suas devidas particula-

ridades, que serao utilizados na geragao e validacao dos resultados.

2.4.1 Hénon-Heliles

O modelo Hénon-Heiles foi inicialmente criado para descrever o movimento estelar,
durante grandes intervalos de tempo, dentro de um potencial gravitacional Uy, de uma
galdxia com simetria cilindrica (HéENON; HEILES, 1964). Descreve também o movimento
de moléculas acopladas de forma nao-linear (BARROW; LEVIN, 2003). Atualmente,
este sistema conservativo é objeto de muito estudo na drea de analise de sistemas nao-
lineares (LETELLIER; AGUIRRE; MAQUET, 2005; HAIRER; LUBICH; WANNER,
2006; LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007; AGUIRRE; LETELLIER; MAQUET,



36

2008).

Apés uma reducao de ordem, (HAIRER; LUBICH; WANNER, 2006; LETELLIER,;
MENDES; MICKENS, 2007) mostram que a fungdo Hamiltoniana, com dois graus de

liberdade para o sistema em questao, é:

H(x,y,u,v) = (u2 —I—v2) +U(x,y) (2.34)

| =

onde U(x,y), a fungao potencial, é dada por:

1 2
U(x,y) = 3 <x2+y2 — §y3> +x2y (2.35)

E, apds a derivagao das equacoes de movimento, pode-se descrever o sistema Hénon-
Heiles por meio do seguinte conjunto de quatro equagoes diferenciais ordinarias:

.
. 9H _
X = 5, = U
- JdH
y = o = v
—%—Ij = —x—2xy

Vo= —%—’y{ = —x2+y2—y

(2.36)

\

Uma forma bastante comum de se caracterizar o retrato de fase do sistema ¢é por meio
da secao de Poincaré:
PE{(y,u,v)€R3 | x=0, >0} (2.37)

A condicao inicial define a energia, que, por conseguinte, define a dinamica. Ao
escolher H(x,y,u,v) < % e U(x,y) < %, a solucao fica confinada dentro de um triangulo na
superficie formada pelo plano xy (Figura 2). Barrow e Levin (2003) analisam os expoentes
de Lyapunov, junto com o teste bindrio proposto por Gottwald e Melbourne (2003), para
a deteccao de caos, e concluem que o caos é presente no sistema hamiltoniano de Hénon-

Heiles para valores de energia a partir de H ~ 0, 108.

Os expoentes de Lyapunov do sistema conservativo de Hénon-Heiles dependem da
condigao inicial (BARROW; LEVIN, 2003) e sao iguais a A; = —As_; para (i=1,...,4)
(VALLEJO; AGUIRRE; SANJUAN, 2003).
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Figura 2: Potencial do sistema Hénon-Heiles e uma solugdo, onde (¢1,¢2) = (x,y). (HAIRER; LUBICH;
WANNER, 2006, p. 15)

2.4.2 Sprott-Nosé-Hoover

Sistema proposto por Sprott

Equacoes simples podem gerar solugoes cadticas (SPROTT, 1994, 2010). Um sistema
deste tipo, gerado numericamente por for¢a bruta (SPROTT, 1994; HOOVER, 1995;
SPROTT; LINZ, 2000), é mostrado no sistema de equagdes abaixo.

X o=y
y = —x+yz (2.38)
7 o= 1—y?
Dado que
Vo= Ergg
_ %ﬂ_a(—g;ﬂ)_,_a(lafzyz) (2.39)
= z

o sistema em questao nao é analiticamente conservativo. Porém, simulagoes mostram
que 7 ~ 0 para t — oo, mantendo o divergente aproximadamente igual a zero ao longo

do tempo. Consequentemente, tem-se um sistema que é numericamente conservativo

(SPROTT, 2010).

Sistema termostatico Nosé-Hoover (NH)

A eq. (2.38) é um caso especial do sistema dinamico termostatico Nosé-Hoover (NH),
que exibe caos Hamiltoniano reversivel no tempo (POSCH; HOOVER; VESELY, 1986;
HOOVER, 1995; SPROTT, 1997). Ela foi derivada a partir de um sistema completo, in-
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troduzido em (DETTMANN; MORRISS, 1997; HOOVER, 2006). A fungdo Hamiltoniana
que deu origem a tal sistema, como mostrado em (HOOVER, 2006), é dada por:

2 2

2
HNH:%+S%+S%+SIH(S)EO (2.40)
cujas equagoes de movimento sao:
( _  9H _ p
o Jdp s
- _%_Z N —2561 2 2 2 2 (2.41)
Ps = —aa—i] = 15_2_1_%(%"’S%"‘S%"’Slﬂ(&‘)):f—z—l
[ 5 = G = s

Este sistema dinamico esta relacionado com o controle de temperatura. O valor ins-
tantaneo da temperatura esta relacionado com a energia cinética por meio do momento
p das particulas (R4HLE, 2007). A partir da dinamica microscépica é possivel inferir
sobre a dinamica termodinamica e hidrodinamica macroscépica (HOOVER, 1991), e a
temperatura macroscépica (RGHLE, 2007). ps e s sao varidveis de controle, sendo que s
pode ser interpretada como uma varidavel sem dimensao que fornece uma nova escala no

tempo e ps € o momento conjugado. Maiores detalhes sobre tal sistema podem ser obtidos

em (HOOVER, 1991, p.31-34;83-85) ¢ (HOOVER, 2006; RiHLE, 2007).

Sistema Sprott-Nosé-Hoover (SNH)

Aplicando-se a transformagcao dada pela eq. (2.42) em (2.40), chega-se a funcao ha-
miltoniana dada pela eq. (2.43).

X=gq = X=¢g
I=—ps = I=—Ps
2 2 2
X Z
Hong = s (3+%+3+1n(s)) =0 (2.43)

O novo conjunto de equagoes gerado a partir desta transformagao sobre sistema com-
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pleto, eq. (2.41), é dado por:

o=y

L

Y . (2.44)
s = —8Z

\

O sistema dado pela eq. (2.44), doravante denominado sistema Sprott-Nosé-Hoover(SNH),
¢é analiticamente conservativo. E, para manter-se conservativo, deve ter a seguinte condi-
¢ao inicial:

(x,5,2,8) = (XO,YO,ZO,E_%(X%JF%H%)) (2.45)

O retrato de fase do sistema (2.44) pode ser caracterizado pela seguinte segao de
Poincaré:

PE{(x,y,s)€R3 |z=0, 2>0} (2.46)

2.5 Meétodos de discretizacao

As metodologias de discretizacao, que serao aplicadas sobre os sistemas da secao 2.4

anterior, sao detalhadas a seguir.

2.5.1 Definicao geral do modelo discreto

Um modelo discretizado, independentemente de qual foi o método de discretizagao

utilizado, é dado por:

Xir1 = & (Xk, h) (2.47)

onde x;, = (x’f, e ,x’,;) € R" sao as variaveis dinamicas no tempo t =g+ kh, e h é o passo
da discretizacao no tempo para o modelo. Dado que modelos discretizados a partir de um
conjunto de equagoes diferenciais possuem um parametro a mais, o passo h, seu espaco
de parametros ¢ maior. O modelo discretizado acima ¢é o resultado da aplicagao de um
método de discretizac@o sobre o sistema dinamico continuo, eq. (2.1), e sera referenciado

nas segoes seguintes.

Existem diversos métodos de discretizacao (SVORONOS; PAPAGEORGIOU; TSILI-
GIANNIS, 1994; ZHANG et al., 2009; MICKENS, 2002; MENDES; BILLINGS, 2002).
Os explorados no presente trabalho serao o proposto por Ronald Mickens (MICKENS,
2002, 2005, a, b), segdo 2.5.2, e o proposto por Monaco e Normand-Cyrot (MONACO;
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NORMAND-CYROT, 1990; MENDES; BILLINGS, 2002; LETELLIER; MENDES; MIC-
KENS, 2007), secao 2.5.3.

2.5.2 Método de discretizacao proposto por Mickens

O método de discretizagao proposto por Mickens consiste na aplicacao de um conjunto
de regras para criar modelos discretizados a partir da equacao diferencial (MICKENS,
2002).

Para cada variavel xﬁ‘ do sistema da eq. (2.47), inicialmente faz-se as transformagoes

das derivadas: ; ;
. X —Yix
X k+1 ¢ k

onde y; e ¢; dependem do passo da discretizagao h e outros parametros da equagao dife-

(2.48)

rencial, sendo:

v, =1+ 0(h) (2.49)

¢i=1+0 (h?) (2.50)

Normalmente, considera-se y; = 1. O calculo exato deste parametro é mostrado por
meio de exemplos em (MICKENS, 2002).

Para equagoes nao-lineares, (MICKENS, 2002; LETELLIER; MENDES; MICKENS,

2007) mostram que uma boa tentativa para ¢; é:

1—e Rih
¢i (h.R7) = R (2.51)
i
onde R} ¢ dado por:
Rf =max {|R,|:p=1,2,...P} (2.52)

e R, por:
B of
Ry, = (J|x:x<ﬂ))ii ~\ ox

) (2.53)
x=x")/ i

sendo J a matriz jacobiana, ¥?) um ponto-fixo do sistema representado pela equacao (2.1),
e P o total de pontos-fixos. R} corresponde ao maior valor em médulo do elemento ii da

diagonal da matriz jacobiana avaliado em todos os pontos-fixos.

¢; dado pela eq. (2.51) serve para renormalizar a escala de tempo, garantindo que

o passo de discretizagao nunca seja maior que a menor escala de tempo. Desde que se
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atenda 0 < ¢ < %, consegue-se atender a menor escala de tempo e, portanto, gerar-se-
a solugoes validas para o modelo. Por simplicidade, e desde que se atente aos limites

maximos permitidos para ¢, é comum usar a seguinte expressao para esta variavel:

o=nh (2.54)

O proximo passo é realizar o mapeamento das varidveis continuas para as discretas.
Isto é feito por meio de substituicoes da variavel continua para sua representacao discreta
em cada equagao. Utiliza-se preferencialmente representacoes discretas nao-locais para os
termos nao-lineares, de forma a reduzir instabilidades numéricas. Diversos exemplos sao
mostrados em (MICKENS, 2002, 2005, a, b) para termos lineares, quadréticos e cibicos.
A seguir, serao apresentados alguns deles. Possiveis trocas da variavel u continua para a
sua representacgao discreta sao:

u— (2.55)

U— U1 (2.56)

E para um termo quadratico, possiveis trocas sao:

I/t2 — U1 U (257)
= 2(u)® = w1 (2.58)
2 2
, aup  +bugu+au
2.59
v 2a+b (2.59)

e, da mesma forma, para termos cubicos, pode-se ter:
W — 1 gy (2.60)
W — up g, (2.61)

A escolha de qual representacao discreta utilizar estd diretamente relacionada ao mo-

delo discreto.

O ultimo item a ser observado diz respeito a ordem em que sera feito o mapeamento da
variavel continua para a discreta. Isto também influencia diretamente o modelo discreto
a ser obtido. Somente se pode fazer uma substituicao de uma variavel no instante k+ 1 se
esta ja tiver tido a sua respectiva equacao de diferencas definida ou entao se esta estiver

na equacao de diferencas em que se esta ocorrendo tal definicao. Por exemplo, considere
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a seguinte equacao diferencial:

{x - (2.62)

yo= x4y

Incialmente, pode-se optar por comecar as substituicoes pela primeira ou pela segunda
equacao. Supondo que se inicie pela primeira equagao, a utilizagao do termo x;, | podera
ser feita tanto na primeira, quanto na segunda equacao. Porém, y;,; somente poderd ser

usado na segunda equacao. Alguns possiveis modelos sao:

X1 — WX
0 = Xip+1Yk (263)
Yk+1(;‘ll)’k — kak+1+y%
X1 — WX
o T (2.64)
w = XpXkt1+ Vi Vit

Porém, se a substituigao tivesse sido iniciada pela segunda equagao, modelos com-
pletamente diferentes poderiam ter sido obtidos, pois a segunda equacao aceitaria termos
YVk+1, € & primeira equagao aceitaria termos tanto yg;1 quanto xx41. Nesta situacao, outros

exemplos de modelos possiveis sao:

Yi+1— VY _ 2
G = X Yk (2.65)
S Xk+1Yk+1

Vi1~ Wk 2 2

VR = e .

Portanto, existem diversas possibilidades de modelos usando a abordagem proposta
por Mickens. O critério de escolha de que modelo utilizar cabe ao interessado mediante

simulagoes e analises em cada problema em questao.

2.5.3 Proposto por Monaco e Normand-Cyrot

Descrigao do método

Mendes e Billings (2002) e Letellier, Mendes e Mickens (2007) mostram que a discreti-
zagao, originalmente proposta por Monaco e Normand-Cyrot (1990), pode ser obtida em

termos da expansao da exponencial de Lie da eq. (2.1), conforme equagao abaixo:

n

7
Xprl =X+ Y ;L} (Xk) (2.67)
n=1""



43

onde N é a ordem da expansao. A derivada de Lie é dada por:
2o odx
Lix) = Y X (268)
j=1 ox;

onde f; representa a j—ésima componente do campo vetorial. As ordens mais elevadas

da derivada sao dadas, recursivamente, por:
L (x) =Ly (L;l:l (xk)> (2.69)

A ordem da expansao (2.67) pode ser truncada para evitar um nimero excessivo de
termos, que tornariam a simulagao com termos de ordem muito elevada computacional-
mente inviavel. Além do mais, quando 1 — oo, 0s termos tendem para zero até o ponto
em que nao é mais possivel acrescentar nenhuma nova informacao ao modelo devido a

falta de precisao computacional.

Quando M = 1, tem-se a discretizagao dada pelo método explicito de Euler, cujo
modelo preserva a quantidade e a localizagao dos pontos-fixos das equacoes diferencias
originais (MENDES; BILLINGS, 2002). Para 1 > 2, mantém-se a mesma localiza¢ao dos
pontos-fixos do sistema original, porém, com a adi¢cao de novos pontos-fixos, espirios, cujas
quantidades e localizagoes dependem da ordem 1 e do passo temporal da discretizacao h,

respectivamente.

Descrigcao da matriz jacobiana do modelo discretizado

Para o sistema discreto da eq. (2.47), a matriz jacobiana é dada por:

9 (AT Lkt
I (i) = 28— (4 ) (2.70)

Tox o0k

onde, para cada elemento (i, j), tem-se:

PR C

(‘]l?)ij = x5 = O (h") i#j
n pyyes o (2.71)

W)y = S5 = 1400 i=]

1

e O(h") é um polinomio de h de ordem 7, sem o termo constante. Portanto, quando

h— 0, J,? tende a matriz identidade e x| — Xy.
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2.6 Proximos passos

O proximo capitulo, capitulo 3 - Metodologia, definiré a estratégia que foi utilizada
para se conseguir atingir os objetivos propostos no capitulo 1 anterior. Ele utiliza os con-
ceitos apresentados neste capitulo 2 - Referencial Tedrico - para explorar tantos os aspectos
taticos da metodologia, quanto as questoes relativas a implementacao. Os resultados da

aplicacao desta metodologia serao apresentados no capitulo 4 - Resultados.
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3 Metodologia

3.1 Apresentacao da metodologia

O intuito do presente trabalho é encontrar e analisar modelos discretizados dinami-
camente validos obtidos a partir de um método de discretizagao. Para tanto, serd guiado
pelos seguintes passos:

1. Escolher um sistema conservativo, entre aqueles apresentados na segao 2.1;
2. Definir um nivel de energia e derivar a condi¢ao inicial;
3. Simular as equagoes diferenciais do sistema continuo escolhido (se¢ao 3.2.1);

4. Gerar uma sec¢ao de Poincaré que seja caracteristica do sistema (segao 3.2.2);

5. Calcular o passo maximo da discretizagao que satisfaga o critério de Nyquist, con-

forme explicado em seguida na segao 3.2.3;
6. Calcular os expoentes de Lyapunov e a dimensao de Kaplan-Yorke (segao 3.2.4);

7. Obter o conjunto de equacoes de diferencas a partir do resultado da aplicacao de

um método de discretizacao descrito na segao 2.5;

8. Simular as equagoes de diferencas do modelo discretizado para diversos valores de

passo de discretizacao;
9. Para cada uma das simulagoes do passo anterior:

e gerar uma secao de Poincaré que seja caracteristica do sistema;

e calcular a média e o desvio padrao da energia em estado estacionario, ou a
média e o desvio padrao para um grupo de termos que compoe a equacao da

energia, conforme detalhamento feito na segao 3.2.5 seguinte;
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e calcular a média e o desvio padrao do produto dos autovalores da matriz jaco-

biana, conforme explicagoes da se¢ao 3.2.6;

e calcular indices que permitem mostrar a perda de energia nos modelos discre-

tizados, conforme explicacoes da secao 3.2.8;

e calcular os expoentes de Lyapunov e realizar analises, conforme explicacoes da

secao 3.2.4.

10. Gerar graficos dos itens do passo anterior em fungao do passo de discretizagao.

Alguns passos acima, necessarios para a geracgao dos resultados, merecem comentarios
para tornar claro alguns aspectos de implementagao ou da anélise que sera feita no capitulo

4 - Resultados. Tais comentarios sao feitos na se¢ao 3.2 a seguir.

3.2 Consideracoes sobre os passos necessarios para
obtencao dos resultados

3.2.1 Simulacao do sistema continuo

Existem diversos fatores que influenciam o resultado da simulagao de um sistema nao-
linear, tais como o computador utilizado na simulagao, o compilador, a forma como se
construiu o programa (por exemplo, se foram utilizadas varidveis ou se foram declaradas
constantes diretas no codigo, que resultard na precisao numérica usada em memoria ou

nos registradores), dentre outros.

Neste trabalho, o computador utilizado foi um Turion de 64 bits. As simulagoes foram

realizadas usando o Matlab x64.

O algoritmo utilizado para obter a solucao foi o método de integracao Runge-Kutta
com coeficientes Gauss-Legendre de ordem 4. Ele é um método simplético e, portanto,
conserva o volume no espago de fases (secao 2.3.1). A sua implementagao em Matlab
encontra-se no anexo A. O passo de integracao utilizado foi igual a h = 0,001, suficiente-

mente pequeno, como serd mostrado ao longo do trabalho.
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3.2.2 Geracgao da secao de Poincaré

Uma forma de se caracterizar um sistema nao-linear é por meio de uma segao de
Poincaré. Ela facilita a visualizacdo da estrutura de um atrator'. Apesar de nio existirem,
a rigor, atratores para sistemas conservativos, pois eles sao tipicos de sistemas dissipativos,
o termo serd usado ao longo deste trabalho para descrever a estrutura geométrica gerada

pelo fluxo do sistema dinamico devido a sua similaridade com atratores dissipativos.

O embasamento tedrico sobre a secao de Poincaré foi dada na secao 2.2.1. No caso
de sistemas conservativos, a verossimilhanca do modelo discretizado com o sistema con-
tinuo se da também por meio da manutencao da simetria da secao, tipica de sistemas

conservativos.

A secao de Poincaré, quando considerada apenas nos casos perpendiculares aos eixos,
é definida por:
— n—1
P={(x1,....Xp—1,Xp11,...,X0) ER" | x, =0} (3.1)

Portanto, a secao de Poincaré corresponde ao conjunto dos pontos em que sejam
verificadas as condigoes: x, = @, que fornece a intersecao com o plano; e x, >0 ou x, <0,
que fornece a direcao de perfuracao da secao. Neste trabalho, optou-se por utilizar a

condigao x, > 0. Numericamente, isto ¢ feito da seguinte forma.

Suponha que um sistema dinamico nao-linear, dado pela eq. (2.1), seja simulado. O

vetor com o resultado numérico da simulacao é dado por:

@) | [ xlt)  xit) o xi(ter)  xi(ta) o x(ty) ]
xp—1(f) xp-1(to) xp-1(t1) -+ xp-1(ta=1) Xp-1(ta) -+ Xp-1(tn)

xp(t> = xp(tO) xp(tl) e xp(ta—l) xp(ta) e xp(tN) (3.2)
Xpt1(2) Xpri(to) xXpy1(t1) o Xpri(ta—1) Xpy1(ta) -+ Xpia1(tw)
| xn(t) ] L xn(tO) xn(tl) xn(ta—l) xn(ta) xn(tN)

Em seguida, itera-se o conjunto de pontos obtidos na simulacao, verificando-se, para

L Atratores sdo regides limitadas do espaco de fases de sistemas dissipativos para as quais trajeté-
rias convergem depois de um tempo suficientemente longo (MONTEIRO, 2006, p. 420), (FIEDLER-
FERRARA; PRADO, 1994, p. 85).
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cada ponto, a seguinte condicao:

0 = O1IND

o = [(xp(ta)_ (3.3)

Q2 — xﬂ(ta)_xp(’a—l)>0

onde € ¢é o epsilon de maquina, ou seja, o limite de erro relativo devido a arredondamentos
em operagoes aritméticas com pontos flutuantes (PRESS et al., 2007), A é o operador
légico E e vV é o operador légico OU. Caso a condigao Q da eq. (3.3) seja verdadeira,

calcula-se percentualmente o quanto se estd longe do plano definido por x, = a:

o —xp(ta)
A ) =)

(3.4)

e, em seguida, aplica-se o resultado para inferir a localizacao do restante dos pontos:

[ X1 ] I x1(ta—1)+A (x1(ts) —x1(t4—1)) ]
Xp—1 _ xp—l<ta—l) +A (xp—l<ta) —Xp—1 (ta—l)) (35)
Xp+1 xp+1(ta71) +A (xp+1(ta) _xp+1(ta71))

L Y 1 poincare L Xn(ta—1) +A (xn(ta) = Xn(ta—1))

O conjunto dos pontos acima forma a secao de Poincaré. Ressalta-se que esta secao
de Poincaré é uma aproximacao, pois as variaveis evoluem em taxas diferentes. A aproxi-
magao linear da distancia de uma variavel ao plano pode nao se dar na mesma proporc¢ao
para outras variaveis mais rapidas ou mais lentas, criando distorcoes. Para reduzir estas
distorcoes, a inferéncia das variaveis da secao de Poincaré pode ser feita aproximando-se
a distancia dos pontos a secao por meio de outras curvas, como polinomios quadraticos
ou cubicos. Neste trabalho, levando-se em consideracao a taxa de variacao dos sistemas
e os passos de discretizacao utilizados, esta distorcao nao é significativa a ponto de ser

necessario fazer outros tipos de aproximacao para as outras variaveis da secao de Poincaré.
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3.2.3 Passo maximo de discretizagao

Oppenheim e Willsky (1998) definem qual é a frequéncia de Nyquist, limite maximo
da frequéncia que um sinal discreto x; amostrado a partir de um sinal continuo x(¢) pode
ter para se reconstruir o sinal continuo sem sobreposicao de frequéncias. A frequéncia de

Nyquist fiyguisc ¢ igual a duas vezes a frequéncia maxima de interesse do sinal continuo

max .
sinal *

fNyquisl =2 ;?rfaxl (36)

sendo fii% a frequéncia que resulte em uma amplitude |X (jo)| suficientemente pequena,

ou seja, |X (jo)| =~ 0 para f > frey

sinal

Deve-se ter a frequéncia de amostragem f; maior que a frequéncia de Nyquist, f; >

SNyquist, Para evitar a sobreposicao de frequéncias.

Letellier e Mendes (2004,2005) e Letellier, Mendes e Mickens (2007) mostram que a
solugao obtida por meio da simulagao de um modelo discretizado é equivalente a simulacao
do sistema continuo original podendo diferir apenas em um deslocamento no espago dos
parametros, desde de que se atenda ao critério de Nyquist. Portanto, a partir da frequén-
cia de Nyquist, pode-se inferir o passo maximo da discretizagao para qualquer modelo
discretizado. O céalculo deste passo é de suma importancia, pois somente as simulagoes
que utilizem passo de discretizacao abaixo deste valor é que poderao ser considerados

equivalentes as do sistema continuo:

F>2 M oy <

sinal D fmax
sinal

(3.7)

sendo f = %

O célculo do passo maximo deve considerar todas as variaveis do sistema. Deve-
se analisar a frequéncia méxima de cada varidvel da simulagdo do sistema continuo. A
frequéncia maxima de todas as variaveis, f**, resultara no passo maximo de discretizagao

sugerido pelo critério de Nyquist:

1

Ty = ——— — 8, 0< 8 < 1 .
5 s <oK (3.8)

sendo & arbitrariamente pequeno.
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3.2.4 Expoentes de Lyapunov e dimensao de Kaplan-Yorke

Os expoentes de Lyapunov devem ser determinados para que seja possivel calcular os

indices:

e soma dos expoentes de Lyapunov;

e dimensao de Kaplan-Yorke.

Os expoentes de Lyapunov para os sistemas continuos foram calculados diretamente
pela resolucao do conjunto de equagoes diferenciais, eq. (2.27)-(2.29), mostradas na segao

2.3.2. Para o sistema com 4 dimensoes, S e ¢’ sao dados por:.

0 aj a a3
—ai 0 ag as
—ay —a4 0 dg

—a3 —as —ag 0

Q] ,Sea:ﬁ:()
= 0
S_) @ sea B # 510
Q3 ,seB=00#0,u==4
Q4 , se W # U

\

onde (X:Z?:laiz, b=det(S), B=Vo?—4b, u; =1/ ﬁ, Mo =1/ # e Q1 a Q4 sao dados

por:
o =1
0, = I+S+ lfczsz(uz) S2 4 uzfzr;(uz) 3

2 2 .
0s = }(2cos(u)+usin(u)) [+ T teolit) g
sin(1) o2 , sin(u)—u cos() o3 (3.11)
S5 52 4. Sl A foli
0, — 13 cos(p) 4} cos(p) 7 o p3 sin()—pf sin(pa) g
Wy —pi My M2 (”22_”12)
cos(iy)—cos(ty) o2 | Mo sin(uy)—py sin(fp) 3
R S w2 (W3 —nd) S

Os expoentes de Lyapunov discretos foram calculados com base na aplicacao direta
da férmula (2.33). O método HQR (segao 2.3.3) é bastante estdvel e eficiente para se
calcular os expoentes de Lyapunov discretos. E o Matlab utiliza refletores de Householder
na implementagao da fatoracao QR (UDWADIA; BREMEN; PROSKUROWSKI, 1997).
Portanto, a simples implementagao desta féormula ja é robusta devido ao algoritmo de

fatoracao QR do Matlab. No calculo do expoente, descartou-se os 1000 valores iniciais da
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simulacao (Niransienre = 1000) a fim de eliminar transientes, a mesma estratégia adotada
em (MONTEIRO, 2006). O seguinte algoritmo foi utilizado para o célculo dos expoentes
de Lyapunov discretos (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994; UDWADIA; BREMEN;
PROSKUROWSKI, 1997):

Algoritmo 1 Célculo dos expoentes de Lyapunov para sistemas discretos.
X < X0
SOMA — [0],,,,
for k=0to N do
if k > ]vtransiente then
Ji (X, h) — ;—ng % Jacobiano
[0,T] = QR(Jk) % 0=0Ortogonal, T=Triangular
for j=1tondo
SOMA; = SOMA; +In|Tj;|
)Lj = SOMAj/<k — Niransiente + 1)
end for
end if
Xp<— 8 (Xka h)
end for

Uma vez com os expoentes calculados, a soma dos expoentes é diretamente obtida
por:

Ai (3.12)

M=

YV =
1

~.

Existem duas premissas para expoentes de Lyapunov de sistemas conservativos ha-

miltonianos (se¢ao 2.1.3):

2. hi=—Appipara (i=1,....n), Ay > >4, > > Ay

Para analisar a primeira premissa, basta verificar o quao distante ¥ esta do zero. A
segunda premissa pode ser analisada segundo:

_ max (|Ai], [Ans1-i])
min (|4, [An41-i])

(3.13)

sendo que . mais proximo de 1,00 significa que os expoentes sao simétricos, pois isto

significa que A; e A, 1—; s80 mais proximos em maédulo.
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Para se calcular a dimensao de Kaplan-York, basta aplicar os expoentes de Lyapunov
diretamente na férmula da eq. (2.16). Portanto, tem-se que:
A A

1,
i1 L=n—1+ =n—1+

Diy = (n—1)+ == _ Sl e B
ky = (=)= P ]

n (3.14)
Assim, para sistemas conservativos hamiltonianos, deve-se ter a dimensao de Kaplan-
Yorke igual a n. Esta é uma condicao necessaria, mas nao é suficiente. Podem existir

sistemas que possuem a dimensao igual a n que nao sao conservativos.

3.2.5 Energia em estado estacionario

A energia é dada pela fungao hamiltoniana. O valor da energia do modelo discretizado
depende tanto da estrutura do modelo, quanto do passo de discretizacao h. Para verificar
alteracoes da energia para diferentes valores do passo de discretizacao, pode-se utilizar

a média e o desvio padrao amostrais da energia na simulacao do modelo discreto, dados

por:
1 N
bt =y < L H W) (3.15)
1 N )
Oy = N_C X kZC (H (xk) — [.LH) (316)

onde C ¢ o instante aproximado em que se encerra o transitorio da resposta. Neste traba-
lho, para o cédlculo da média da energia em estado estacionario, utilizou-se aproximada-
mente dez mil pontos em instantes apés Ch > 3000s para eliminar o periodo transitério,
ou seja, C =3000/h e N =C+10000. A rigor, sistemas conservativos nao deveriam apre-
sentar transitério. Mas, como a solugao de tais sistemas (que se encontram em regime
dinamico cadtico) é uma aproximagao numeérica, é prudente eliminar os valores iniciais da

simulacao para evitar transitérios numéricos indesejados.

Para que o modelo discretizado seja exatamente conservativo, espera-se que Uy seja
igual a energia definida no sistema continuo, e que oy seja igual a 0, ou seja, a energia é

constante em todos os instantes k.

Em alguns casos, a energia total de um sistema pode ser igual a zero. Por exemplo,
suponha que a energia de um sistema conservativo seja apenas composta pelas energias
cinética e potencial. Neste caso, a energia total do sistema ¢é igual a H = Hijnetica +

Hporencial- 'S¢ Hpotencial = —Heinetica, €ntao a energia total do sistema serd igual a zero
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(H = 0). Situagao semelhante ocorre com o sistema Sprott-Nosé-Hoover, eq. (2.43),
cuja energia total é igual a 0. E, neste caso, a energia do modelo discretizado igual a
0 nao permite inferir se o modelo discretizado estd conservando a energia ou se esta se
comportando como um sistema dissipativo. O somatério dos termos que compoe a energia
podem continuar sendo igual a zero, mas o modelo pode estar perdendo energia por meio
de algumas variaveis. Para verificar o comportamento da energia, pode-se realizar a analise
da média de um grupo de termos da energia a fim que se possa detectar variagoes absolutas

da energia e evidenciar perdas. Por exemplo, considere a seguinte funcao hamiltoniana:

H=H +H,=0 (3.17)

Neste caso, pode-se considerar a média e o desvio padrao amostrais de apenas um

grupo de termos, como média da energia cinética, potencial, ou qualquer outra combinac¢ao

de termos: N
1
= — H 3.18
1 N 5
GHl = N_C X kg&, (Hl (xk) — [LHI) (319)

3.2.6 Produto dos autovalores da matriz jacobiana

O valor médio e o desvio padrao do produto dos autovalores da matriz jacobiana

também é uma outra medida de interesse no contexto da conservagao da energia. Sao

eles:
1 N—C+1
Ho =17 X kZC Z (%) (3.20)
Cy= fo“(.z(x)— )? (3.21)
L=\ N_C P k) —He -

Como mostrado pela eq. (2.8) da se¢ao 2.1.3 (p. 24), deve-se ter ngy = 1,0 para o
modelo discretizado ser conservativo. Deseja-se também que o = 0,0 para que .Z (x¢) =

1,0 Vk.
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3.2.7 Traco da matriz jacobiana

O traco da matriz jacobiana também pode ser um indicador da conservacao de energia,
como visto na eq. (2.9) dasecao 2.1.3. Desde que h seja pequeno, o trago deve ser constante
e igual a dimensao do sistema para que ocorra a conservacao da energia. Este fato foi
usado em trabalhos anteriores (LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007; BASTOS;
MENDES, 2010b) e sera usado em andlises posteriores no capitulo 4 - Resultados.

Com relagao ao método de discretizacao proposto por Monaco e Normand-Cyrot, uma

outra quantidade de interesse é o incremento do trago a medida em que a ordem do modelo

discretizado é aumentada (BASTOS; MENDES, 2010b):

Atr{J]}y = tr{J]} —er{J? "} (3.22)

O incremento no trago fornece qual é a variacao do traco resultante da adicao de
um termo na ordem da discretizacao do método proposto por Monaco e Normand-Cyrot.
Portanto, como sera visto posteriormente, serao estudados incrementos que resultem em
um trago mais préximo possivel da dimensao do sistema com o intuito de conservar a

energia.

3.2.8 Indices de conservacao da energia

Considere a simula¢ao de um dado modelo discreto nos instantes k = (0, 1,...,N). Para
se ter a energia conservada, deve-se ter a condicao dada pela eq. (2.6) da segdo 2.1.3 ao

longo da simulagao. Assim, uma forma de se analisar a conservagao da energia é:

N—-1
= % L Ce) ~H () = < () —H () =0 (329
e também:
1 N—-1
M= 1 X kz(,)|H(xk+1)—H(xk)|—>0 (3.24)

onde 77 é a média da variacao total da energia e 7% é a média da variagao absoluta da

energia, ambos normalizados por um periodo de simulagao (1s).

Os indices de conservacao de energia .7 e 5 podem ser usados para realizar uma
analise comparativa entre modelos, pois leva em consideragao variagoes de energia ao
longo de um mesmo periodo. O indice 7 fornece uma medida de uma variacao da

energia levando-se em consideragao um nivel de energia inicial e final. O indice .74 fornece
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uma medida de uma variacao absoluta da energia. Assim, eles sao complementares. Por
exemplo, se 7 é muito pequeno, mas .75 nao, significa que a energia se conserva ao
longo do tempo, mas apenas na média, pois ocorre uma variacao nao desprezivel em
termos absolutos ao longo de um passo. Para que a energia se conserve durante toda a

simulacao, 74 e % devem ser o menor possivel.

3.2.9 Graficos em fungao do passo de discretizagao

Diversos graficos podem ser obtidos em funcao do passo de discretizagao h. Uma
maneira interessante para se investigar a robustez da discretizacao é obtida por meio da
analise da mudanca da secao de Poincaré caracteristica do sistema a medida que o passo
da discretizacao aumenta. Supondo que uma secao de Poincaré caracteristica do sistema
fosse bidimensional, a adicao do passo h resultaria em um grafico tridimensional. Devido
a dificuldade da representacao e andlise do gréfico 3D, escolheu-se por fazer cortes na
secao de Poincaré para que se tenha um grafico 2D. Supondo que a se¢ao de Poincaré seja
formada pelas variaveis (x;,x;), um corte vélido seria x; = 0 em que fosse possivel exibir a
simetria do sistema conservativo, ou entao em que fosse possivel exibir alguma informagcao
importante sobre alteracoes no atrator. Em termos numéricos, o corte é formado pelos
pontos da se¢ao de Poincaré em que x; esta dentro do intervalo [—8, 8], onde 6 é um valor
pequeno arbitrado para cada caso. Em (LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007),
utiliza-se 8 aproximadamente igual a 2% do valor méximo de x;, abordagem que sera
utilizada também neste trabalho, ou seja, 6 = 0,02 x max(|x;|). Tais cortes em funcao de

h podem ser um bom indicador de robustez e funcionar como um diagrama de bifurcacao.

Outros graficos que servirao como base para as analises sao os formados pela energia
em estado estaciondrio (segao 3.2.5) em fungao do passo da discretizacao h e pelo produto

dos autovalores da matriz jacobiana (se¢ao 3.2.6) em fungao de h.
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4 Resultados

As implicagoes e consideracgoes de discretizacao dos sistemas nao-lineares foram obti-
das por meio de simulagoes de dois sistemas conservativos, Hénon-Heiles (segao 2.4.1, p.

35) e Sprott-Nosé-Hoover (secao 2.4.2, p. 37), e sdo mostradas a seguir.

Este capitulo abordara ainda uma generalizagao sobre o critério de simpleticidade

aplicado ao método de discretizacao proposto por Monaco e Normand-Cyrot.

4.1 Sistema Hénon-Heliles

4.1.1 Definicao do nivel de energia e da condicao inicial

A condigao inicial escolhida para fazer a simulacdo foi a mesma utilizada em (LE-
TELLIER; AGUIRRE; MAQUET, 2005; LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007), ou
seja:

(x0,¥0,u0,v0) = (0,000; 0,670; 0,093; 0,000) (4.1)

a qual resulta na energia:

Hy = 0,128546999 (4.2)

onde Hy foi calculado com base na funcao Hamiltoniana definida para o sistema, dada

pela eq. (2.34).

Como Hy < %, deve-se obter uma trajetéria cadtica confinada dentro de um triangulo

na superficie formada pelo plano xy (vide segao 2.4.1).

4.1.2 Secao de Poincaré caracteristica do sistema continuo

A secao de Poincaré gerada a partir da simulagao com a condigao inicial dada pela

eq. (4.1) é mostrada na Figura 3. Neste emaranhado cadtico, existem diversas ilhas, as
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quais estao associadas a drbitas de periodos 1 a 5. A simetria, existente em sistemas

conservativos, esta presente em v, = 0.

04

03F

0.2

-04 -0.2 0 0.2 04 06

Figura 3: Secdo de Poincaré do sistema Hénon-Heiles continuo, definida por P = {(y,u,v) €R? | x=0, x >
0} com a condigao inicial (xo = 0,000; yo =0,670; ug =0,093; vo=0,000). Simulacao realizada
utilizando o método de integracao simplético Runge-Kutta com coeficientes Gauss-Legendre
de ordem 6 e passo de integracdo h = 0,001 (HAIRER; LUBICH; WANNER, 2006).

4.1.3 Anadlise da frequéncia do sistema continuo

O espectro de Fourier da varidvel x do sistema Hénon-Heiles (Figura 4) mostra que
a frequéncia maxima é f,,. ~ 0,75 Hz. Portanto, aplicando-se a férmula do calculo do
passo maximo da discretizacao, dada pela eq. (3.8), conclui-se que o passo dos modelos
discretizados devera ser menor do que h,,,, = 0,67s para evitar instabilidades numéricas,
bem como para que o atrator do modelo discretizado seja topologicamente equivalente ao

atrator do sistema continuo original.

4.1.4 Expoentes de Lyapunov e Dimensao de Kaplan-Yorke

A energia escolhida resulta em uma dinamica cadtica (se¢ao 2.4.1). Portanto, ¢ de se

esperar que Aq(1) = —A4(t) e A (t) = —23(t) = 0. Os expoentes de Lyapunov do sistema
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X (jw)|

Figura 4: Frequéncias da varidvel x do sistema Hénon-Heiles continuo, com as condic¢ao inicial (xg =
0,000; yop =0,670; uy = 0,093; vy =0,000).

continuo, calculados conforme a secao 3.2.4, resultam em:

.

A = —1,0056749948974382
Ay = —0,0760764825547922 (4.3)
A3 = 0,0740062695376929
Ay = 1,0077452079145501

que mostra o constatado. Como Z§:1 Aj=1,26565 x 1014~ 0, o sistema é conservativo.

A dimensao de Kaplan-Yorke, calculada pela eq. (2.16), é dada por:

Dxy = 4,000000 (4.4)

A dimensao de Kaplan-Yorke igual a 4, igual a dimensao n do sistema, também con-

firma a observacao feita na secao 3.2.4 para sistemas conservativos.

Com relagao a simetria dos expoentes, tem-se que A ~ —A4. Como |1174‘ > 10 |1273 ,

nota-se uma tendéncia para Ay ~ —A3 ~ 0, sugerindo uma dinamica cadtica (mencionado

na secao 2.4.1 que deveria acontecer para este valor de energia).
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4.1.5 Modelo discretizado pelo método de Mickens

Fazendo-se as alteragoes para a derivada discreta e aplicando-se as transformacgoes
sobre a parte direita das equagoes do sistema dado pela eq. (2.36), chega-se no seguinte
modelo discretizado usando o método proposto por Mickens:

( (

R = = 20000 Uerr = ug+h (—xg—2x, k)
Vk+ip_vk. = —W+Yi—XI = Vil = Vgth (_Ykﬂ/%_x’%) (4.5)
B/ e X = +h |
¢ = Ukl ket e A1
| 2 = v [ Ykr1 = Ykt hvig

onde utilizou-se ¢ = h, eq. (2.54), atentando-se ao fato de que ¢ nao pode ultrapassar
o limite maximo (como apontado na se¢ao 2.5.2) dado pelo critério de Nyquist, ou seja,
Nax = 0,67s.

Simulagoes com este modelo para h < 0,3s, portanto i < hygy, geram solugoes validas,
como mostrado em (LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007). A secao de Poincaré do
modelo discretizado com h = 0,02s, mostrado na Figura 5 (item a), é praticamente igual

a gerada pelo sistema continuo original (Figura 3).

Quando o passo da discretizacao aumenta, a simetria é quebrada. Tal fato deve-
se a impossibilidade de se estimar derivadas e varidaveis ao mesmo tempo, quebrando a
invariancia no tempo no modelo discretizado. Considere, por exemplo, a secao de Poincaré
do modelo discretizado com h = 0,67s, passo de discretizacao méaximo sugerido pelo critério
de Nyquist, mostrada na Figura 5, item b. Como era esperado, e também observado em
(LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007), a simetria ndo é conservada.

A Tabela 1 mostra alguns valores para a energia, o produto dos autovalores da matriz
jacobiana e os indices ¢ e 9% para alguns valores do passo da discretizacao h. A
média da energia é proxima do valor de energia original para passos de discretizagao
h pequenos. Mas, assim que h aumenta, a energia também aumenta, sugerindo que o
modelo comega a se comportar como um sistema expansivo. Tal fato pode ser constatado
também graficamente, como mostra a Figura 6. O crescimento da energia assume uma

forma aparentemente exponencial.

O produto dos autovalores da matriz jacobiana é igual a 1 para qualquer valor de A,
como mostra a Figura 7. Esta falsa indicacao da conservagao de energia pode ser explicada

pela andlise da matriz jacobiana:
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Figura 5: Secdo de Poincaré do sistema Hénon-Heiles, definida por P = {(y,u,v) € R? | x =0, x > 0},
usando o modelo discretizado pelo método proposto por Mickens com condicao inicial (xg =
0,000; yp =0,670; up = 0,093; vp = 0,000) e instante final da simulacdo N =~ %.
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Figura 6: Energia em estado estaciondrio da simulagdo do modelo discretizado pelo
por Mickens do sistema Hénon-Heiles em fungao do passo &
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método proposto

(10 -h 0 | [ 1 0 0
01 0 —h | 01,1 Uik 1,Vi1) _ 0 1 0
00 1 0 9 (Xi, i, Uk, Vi) (—2ye—1)h  —2x¢h 1
00 0 1 —2x;h yk—1)h 0
1-R2Qy+1) 2K h 0
:>J]1(\4ickens:a(xk+layk+lauk+lavk+l): —2h%x; 1+/(2y,—1) 0 h
0 (Xie, Yies Uk, Vi) —h(2yc+1) —2hx; 1 0

2hx h2y—1) 0 1

que possui det ( JllcwiCkens)

variavel ou do passo h.

- O O O

(4.6)

= 1. Logo, o produto dos autovalores nao depende de nenhuma

O indice J# mostra que a variacao total da energia cresce pouco a medida que h

aumenta. Isto significa que nao ocorre variacao significativa com relacao ao valor inicial

e final da simulacao. Porém, o indice 74 evidencia que a energia varia cada vez mais em

moédulo por passo a medida que & aumenta. Conclui-se que ocorrem oscilagoes maiores

de energia ao longo da simulacao a medida que o passo aumenta, mas que, na média,

mantem-se proximo ao valor da energia inicial. Graficamente, as variacoes destes dois



62

18- T

14+ B

1.2 b

08 B

06 q

02f b

Figura 7: Produto dos autovalores da matriz jacobiana da simulacao do modelo discretizado pelo método
proposto por Mickens do sistema Hénon-Heiles em fungéo do passo h. (=) Le; (-++) Ly £ 0.

indices sao mostradas nas Figuras 8 e 9, que dao suporte as andlises feitas anteriormente.
7 é praticamente zero para qualquer valor de &, enquanto 7% tem um crescimento quase

linear a medida que & aumenta.

Tabela 1: Energia H, produto dos autovalores da matriz jacobiana . e indices J# e 7% calculados para
os modelos discretizados pelo método proposto por Mickens do sistema Hénon-Heiles.

H A
h e On Ky Oy A 52!

0,01 | 0,12852239 | 1,218351x 10~ | 1,00000 | 1,9240 x 10730 [ 9,134468 x 10~° | 6,893119 x 10~*

0,02 | 0,12852654 | 5,273372x 107 | 1,00000 | 1,9896 x 1030 | 2,279957 x 107 | 1,309897 x 103

0,05 | 0,12855872 | 3,387865 x 10—° | 1,00000 | 1,9888 x 1030 | 4,027389 x 105 | 3,176467 x 103

0,30 | 0,12997370 | 1,209762 x 10~* | 1,00000 | 1,9046 x 1030 | 7,560883 x 10~° | 1,962283 x 102

0,50 | 0,13268993 | 3,574300 x 10~% | 1,00000 | 1,8111x 10730 | —3,637684 x 10~ | 3,213178 x 1072

0,67 | 0,13651391 | 6,963035 x 10~% | 1,00000 | 1,8295 x 103" | 1,951520 x 107 | 4,276189 x 10~

Os expoentes de Lyapunov calculados para o modelo discretizado usando o método
proposto por Mickens estao mostrados na Tabela 2. A simetria mostrada por .7, eq.
(3.13), é quebrada significativamente a partir de A > 0,3s, instante em que as simulagdes
comecam a se descaracterizar e a perder a simetria temporal, como mencionado anteri-
ormente e constatado em (LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007). O somatério dos
expoentes é insignificante (da mesma ordem de grandeza do epsilon de maquina) para

todos os valores do passo de discretizacao, o que o torna um falso indicador para a con-
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Figura 8: Indice 74 da simulacao do modelo discretizado pelo método proposto por Mickens do sistema
Hénon-Heiles em funcéo do passo h
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Figura 9: Indice 6 da simulagao do modelo discretizado pelo método proposto por Mickens do sistema
Hénon-Heiles em funcao do passo h

servacao da energia, pois ela nao se conserva para valores elevados de h (Figura 6). Tal

fato é causado pelo determinante igual a 1 para qualquer valor de i, mesma razao que
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ocasionou a falsa indicacao dada pelo produto dos autovalores da matriz jacobiana. A
dimensao constante e igual a 4 para todos os valores de h é um resultado direto do soma-
torio dos expoentes igual a zero. O valor dos expoentes de Lyapunov crescem em modulo

a medida que h aumenta.

Tabela 2: Expoentes de Lyapunov, indice de simetria dos expoentes ¥, somatério dos expoentes de Lya-
punov ¥ e dimensao de Kaplan-Yorke calculados para os modelos discretizados pelo método
proposto por Mickens do sistema Hénon-Heiles.

" Moy Ao | S = % V=Y, A Dy
o 00Ty | 0000000054

0,0500 | — oI o —6,24500451 % 1017 | 4,0000000000
) 1,0000000055
0,0003183800
_8’883383132 1,0000003651

0,1000 70’0012020396 —57507747()4><10717 4,0000000000
0.0012020400 | 1»0000003859
s 10000224910

0,1500 55531062338 —2,68882139 x 1017 | 4,0000000000
0.0031063080 | 0000239090
_8’832232;282 1,0002442398

0,2000 | — 02T —2.60208521 x 1018 | 4,0000000000
000340035076 | 1+0002524996
78’8325223221 1,0055205697

0.3000 5 5080300326 —4,51028104 x 10-17 | 4,0000000000
0.00708ATT4e | 10056755878
78’8(1)883%8‘3‘2 1,0103371367

0.4000 55095443563 5.55111512 x 1017 | 4,0000000000
0.0006471178 | 10107667305
o0 198607737

0,5000 |5 5062455068 182145965 x 10-17 | 4,0000000000
0.0048563301 | 112860524467
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4.1.6 Modelo discretizado de ordem 3 pelo método de Monaco
e Normand-Cyrot

Utilizando o método proposto por Monaco e Normand-Cyrot, descrito na secao 2.5.3,
a discretizagao de ordem n = 3 do sistema Hénon-Heiles, eq. (2.36), resulta no seguinte
conjunto de equacoes:

( Xkpl = Xp+hug+ % (—2xk — 22X %)
—|—% [—up 2y +1) —2vpxi]
Vvl = Yrthvet % (—x2+y7 — k)
+% Vi Qyr—1) = 2w x]
et = wh (= —2x000) + 5 (g 2y +1) = 2vex)
+% [+ 2x3) Ry + 1) —dugeve+2xx (37 — y2 + i) |
Vgl = wth (—yk+y/%—x%)+§ vk Qyx—1) — 2 xz.)

3
+2 [—2ud +2vi + Ry — 1) (—x3 + 37 — i) — 2% (=X — 2 )]

(4.7)

A simulagao do modelo discretizado de ordem 3, eq. (4.7), consegue reproduzir a segao
de Poincaré similar a do sistema original para um passo h pequeno (Figura 10). Observe
que tanto a simetria, quanto as ilhas caracteristicas do sistema original sao mantidas.
Para valores de h um pouco maiores (h > 0,02s) e a medida que & cresce, instabilidades
numéricas comegam a ocorrer, resultando em uma se¢ao de Poincaré com pontos aglome-
rados convergindo para o ponto-fixo da origem, conforme observado em (LETELLIER;
MENDES; MICKENS, 2007).

O grafico da energia em estado estaciondrio em funcao do passo i (Figura 11) mostra
que a energia nao se conserva a medida que h aumenta. Isto explica o porqué dos pontos
convergirem para a origem. Os valores da média e do desvio padrao da energia sao
mostrados para algumas simulagoes na Tabela 3. Até h = 0,02s, a energia altera muito
pouco.

A Tabela 3 mostra que o valor do produto dos autovalores da matriz jacobiana é
bem préximo de 1 para valores baixos de h, indicando que o sistema é conservativo neste
intervalo. Analisando-se a variacao grafica do produto (Figura 12), pode-se notar um
decaimento do produto dos autovalores, indicando também que a energia nao é conservada.

Como oy = 0, Vh, conclui-se que nao ocorre uma variacao significativa dos produtos dos
autovalores ao longo das simulagoes. O produto dos autovalores nao é constante e igual a
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Figura 10: Secio de Poincaré do sistema Hénon-Heiles, definida por P = {(y,u,v) € R? | x=0, %> 0},
usando o modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem

n =3, eq. (4.7), com condigao inicial (xo = 0,000; yy = 0,670; up = 0,093; vy = 0,000),
h=0,01s e instante final da simulagao N = %.
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0.12 AN __H .

0.1 =z
r A
s L
e + \
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h

Figura 11: Energia em estado estacionario da simulacao do modelo discretizado pelo método proposto
por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =3 do sistema Hénon-Heiles em fungao do passo

h



JMNCN=3 _ 0t Vit Mkt Vhe1)

r 1— By R (2y+1)
3 2

3

67

1 para todos valores de h devido a estrutura da matriz jacobiana do modelo de ordem 3:

9 (XYt Vi)
B (2y+(2y+1)2+6x2-2y?
(20+y — ’)—hzv—h(zyﬂ)
3 _
I h (2x—2x(2y 1);—2x(2y+1)+4xy) Ch2u—2hx
(4.8)
n 2 B (2y+1 n
W xh h— I
R Q2y=1) | n 1w (2y—1)
>— + 5+ 1 — 1t h+—%
3 ! : 2
h (2x72x(2y71)6+2x(2y+1)+4x}) _hzu _2hx 1— %3\; _h (22y+1) _% —xh2
13 12 2 2 3 2 i 3
1w ((2y-1) 62y+2x+2y)+h2v+h(2y—1) —Z%l—xhz 22y 1)+%V+1 ]
a qual possui det (J,iWNC’n:3> =140 (hlz), fazendo com que o produto dos autovalores

em funcao do passo h.

T u T T — T ! T z T ! 7 T . T

| ' 1 ' 1 L ' 1 ' | ' 1 ' 1
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

h

' 1
0 0.01

01

varie com h. Por causa disto, este indicador mostra corretamente a variagao da energia

Figura 12: Produto dos autovalores da matriz jacobiana da simulacao do modelo discretizado pelo

método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =3 do sistema Hénon-Heiles

em fungéo do passo h. (=) ly; () Uy T 0.
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A variagao dos indices 74 e 5% em funcao de h é mostrada graficamente nas Figuras

13 e 14. Alguns valores exatos estao na Tabela 3. O indice 7] é baixo, sendo da mesma

ordem de grandeza do modelos discretizado proposto por Mickens. Nota-se que o indice

St apresenta um melhor resultado, pois 4 = 5,581179 x 107® em h = 0, 10s, enquanto

para o modelo de Mickens % = 6,493478 x 1073 em h =0, 10s. Porém, o modelo proposto

por Mickens consegue atingir passos de discretizacao mais elevados sem ficar instavel,

apesar de nao conseguir manter a simetria nestes casos.

0

0.01 0.02

0.03 0.04

0.05 0.06

h

0.07

0.08 0.09 01

Figura 13: Indice 4 da simulacao do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot de ordem 1 =3 do sistema Hénon-Heiles em funcao do passo h

Tabela 3: Energia H, produto dos autovalores da matriz jacobiana . e indices J# e 7% calculados para
os modelos discretizados pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot até a ordem 3

do sistema Hénon-Heiles.

H Z

h Lr On Wy Oy A 5
0,01 | 0,12847379 | 1,6532x 10- 1T [ 0,9999999 | 4,6517 x 10~ 1° | —1,416160 x 10~% | 1,428825 x 103
0,02 | 0,12810173 | 3,8226 x 107 | 0,9999999 | 1,3528 x 10-1® [ —1,072006 x 10~7 | 1,090057 x 10’
0,05 | 0,11881591 | 6,5307 x 10°° | 0,9999984 | 1,0947 x 1013 | —1,770842 x 107° | 1,770842 x 10~°
0,10 | 0,06328212 | 2,5124x 10~% | 0,9999786 | 1,2893 x 10~ 1T | —5,564622 x 107° | 5,581179 x 10~°

Os expoentes de Lyapunov calculados para o modelo de ordem 3 estao mostrados

na Tabela 4. Assim como obtido no resultado para o modelo discretizado por Mickens,

os expoentes de Lyapunov para o modelo Monaco e Normand-Cyrot (MNC) de ordem
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Figura 14: Indice 74 da simulagao do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot de ordem 1 = 3 do sistema Hénon-Heiles em funcao do passo h

3 também crescem em moédulo a medida que o passo de discretizagao aumenta. Tanto
o somatorio dos expoentes de Lyapunov, quanto a dimensao nao se mantém a medida
que h aumenta. Isto pode ser observado graficamente nas Figuras 15 e 16. O somatério
dos expoentes de Lapunov comeca a se distanciar do zero, indicando que o sistema esta
comecando a deixar de se comportar como conservativo. A dimensao e o somatorio dos
expoentes comecam a decair também a partir de &= 0,02s, ficando cada vez mais longe dos
valores que deveriam permanecer constantes. E valido ressaltar que a similaridade com a
segdo de Poincaré do sistema continuo, bem como a conservagao da energia (Figura 11),
se mantém até este valor do passo de discretizacao. O decaimento de ambos os graficos
aproxima-se do decaimento do grafico do produto dos autovalores da matriz jacobiana.
Portanto, neste caso, o somatério dos expoentes acompanha o comportamento do produto
dos autovalores e da energia, e o somatorio dos expoentes de Lyapunov pode ser usado
como um indicador da conservacao da energia. Nao se pode afirmar o mesmo sobre a

dimensao, mas certamente ela pode funcionar como um indicador da qualidade do modelo.
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Figura 15: Somatorio dos expoentes de Lyapunov para a simulacao do modelo discretizado pelo método
proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =3 do sistema Hénon-Heiles em fungao
do passo h.
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Figura 16: Dimensao de Kaplan-Yorke para a simulagao do modelo discretizado pelo método proposto

por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 11 =3 do sistema Hénon-Heiles em fungao do passo
h.
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Tabela 4: Expoentes de Lyapunov, indice de simetria dos expoentes ., somatorio dos expoentes de Lya-
punov ¥ e dimensao de Kaplan-Yorke calculados para os modelos discretizados pelo método
proposto por Monaco e Normand-Cyrot até a ordem 3 do sistema Hénon-Heiles.

" b A dds | 7= %H V=Y Dgy

~oL000SHT TS| 10000349846

0,0100 _0’0000199868 —2,89079723 x 109 3,9999459395
00000199858 | 1»0000510419
7878882;?532 1,0001414876
00000772818 |  1»0002014000
78’8883222222 1,0003177535

0,0300 55001758193 —2.33893403 x 10-7 | 3,9995163579
00001757390 | 120004567792
_8’88}8;;(5)322 1,0004838015

0,0500 | IS 1,75869548 x 10-6 | 3,9983679513
00006449717 | 10019188487
_8’8858223223 1,0006551064

0.0750 | 081532 8.60251982 x 106 | 3,9958038441
00015004101 | 1»0048100701
_8’ 8828125;22 1,0002190448

0,1000 —070029186276 —2,64676411 x 107> | 3,9912250565
00028014993 | 1,0093821018

4.1.7 Modelo discretizado pelo método de Monaco e Normand-
Cyrot com escolha de termos

Letellier, Mendes e Mickens (2007) escolhem termos da eq. (2.67) a fim de que o
traco da matriz jacobiana fique igual a 4, independentemente do valor de h, a fim de se
conservar a energia para valores pequenos de &, como nos mostra a eq. (2.9). E ainda em
(LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007), foi verificado que o trago da matriz jacobiana
do modelo discretizado de ordem 2 é igual a 4 —2h?%, e o de ordem 3 continua sendo igual
a 4 —2h?. Portanto, eliminando-se o termo de ordem 2 do modelo discretizado de ordem
3 tenderia a melhorar a resposta, pois o traco seria exatamente igual a 4. Simulacoes
mostraram que, ainda assim, os resultados nao sao satisfatorios, pois levaram o modelo a

instabilidade.

Inicialmente, tentou-se aplicar o mesmo raciocinio neste trabalho para evitar o pro-
blema de estabilidade e perda de simetria. Para tanto, estudou-se a variacao do traco

da matriz jacobiana do sistema Hénon-Heiles, para cada incremento na ordem de discre-
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tizacao. O acréscimo no trago de cada modelo discretizado de ordem 7, calculado pela
eq. (3.22), para o sistema Hénon-Heiles estao resumidos na Tabela 4.1.7. Somente sao
mostrados os acréscimos para as discretizacoes até de ordem 7, pois os termos superiores

sao demasiadamente longos e despreziveis.

Tabela 5: Acréscimos no trago da matriz jacobiana, dado pela eq. (3.22), para o sistema Hénon-Heiles

Acréscimo no trago - Atr{/y}
4

—2h?

0

Wt (4x2+4y7+1)

6
" (2 (ux+vy))

3
h0 (2812 +28v7—120x% y—52x%+40y3 —52y*— 1)

N | U WS

180
n (19vx2+38 uxy+20ux—l9vy2+20vy)
— 90

O préximo passo foi tentar conjugar o acréscimo de alguns termos de ordem superior
levando em consideragao o trago da matriz jacobiana. Usando-se os valores de (x,y,u,v)
da simulagao do sistema continuo pelo método de Runge-Kutta a cada 0,02s, tem-se que
Atr{Jy} ~ 1078 Atr{Js} ~ 10710 Atr{Js} ~ 10712 e Atr{J;} ~ 10~!*. Escolheu-se entdo
o modelo discretizado de ordem 3, por saber que o mesmo consegue reproduzir o sistema
Hénon-Heiles original para h < 0,02s, acrescido dos termos de ordem 6 e 7, por causa
de sua pouca representatividade no trago. Dessa forma, fez-se uma nova simulagao com
termos escolhidos, o modelo discretizado de ordem 7 sem os termos de ordem 4 e¢ 5. O
modelo com termos escolhidos se apresenta bem mais robusto do que o modelo de ordem
3, pois conseguiu reproduzir a secao de Poincaré do sistema Hénon-Heiles original até
h=~0,4s.

A Tabela 6 mostra os indices calculados para as simulacoes com o modelo com os
termos escolhidos. Para h =0,02s, o modelo com os termos escolhidos chegou bem mais
proximo do valor da energia do que o modelo de ordem 3, pois conseguiu uma energia
igual a 0,12852016 (0,02% de erro em relagao ao valor da energia do sistema continuo),
enquanto o modelo de ordem 3 conseguiu uma energia igual a 0, 12852016 (0,35% de erro
em relagao ao valor da energia do sistema continuo). O média do produto dos autovalores
Z ficou mais proximo de 1,000 com um desvio padrao bem menor para todos dos valores
de passo de discretizacao quando comparado com os outros modelos. Os indices 7 e
6, que medem a variacao da energia por instante k em um dado periodo, também foram

bem melhores para o modelo com os termos escolhidos.
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Tabela 6: Energia H, produto dos autovalores da matriz jacobiana .Z e indices J¢ e . calculados para
os modelos discretizados pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot com termos

escolhidos (ordem 7, sem os termos de ordem 4 e 5) do sistema Hénon-Heiles.

H 2
h Uy Oy Uy Oy JA 76

0,01 | 0,12852016 | 1,3560 x 10~27 | 0,999999 | 7,9242x 10~ | 1,817362x 10~10 | 9,972845 x 10~
0,02 | 0,12852016 | 2,6559 x 10~27 | 0,999999 | 1,7883 x 10~ 1® | —3,207306 x 10~ 1© | 4,931968 x 10~
0,05 | 0,12852016 | 5,2270 x 10721 | 0,999998 | 2,0292 x 10~ | —1,956749 x 10~ 13 | 6,887361 x 10~ 13
0,10 | 0,12852012 | 3,3050 x 10-10 [ 0,999972 | 4,9349 x 10~ 1T | —2,526691 x 10~ T | 8,537719 x 10~ T
0,20 | 0,12851090 | 1,8055 x 10~ | 0,999572 | 1,4636x 10~% | —2,925155x 1077 | 1,011578 x 103
0,30 | 0,12831026 | 1,0259 x 10~% | 0,997942 | 3,8003 x 10~7 | —4,706569 x 10~% | 1,446542 x 10~
0,40 | 0,12678734 | 7,6243x10°7 | 0,993919 | 4,1918 x 10°° | —3,022480 x 10~7 | 8,765348 x 10~/
0,50 | 0,12062185 | 1,5770x 10> | 0,986659 | 2,5672x 10> | —1,100747 x 107° | 3,153563 x 10~°
0,60 | 0,10690496 | 1,0963 x 10~% | 0,975900 | 1,0731x10~* | —2,385276 x 10°° | 7,236399 x 10~°
0,67 | 0,09856538 | 1,8135x 10~% | 0,965865 | 3,4256 x 10~* | —2,832504 x 10~® | 1,376200 x 10~
0,70 | 0,08665434 | 2,9305 x 10~* | 0,962689 | 3,1461 x 10~* | —3,500137 x 10~® | 1,121393 x 10

A introdugao alguns termos de alta ordem no modelo levou a uma melhora nos re-
sultados, pois se conseguiu atingir passos de discretizacao maiores ainda mantendo as
mesmas caracteristicas do sistema continuo original. A seguir, serd verificado se é possivel
melhorar a soluc¢ao ao considerar todos os termos da expansao da eq. (2.67). Apesar do
traco da matriz jacobiana nao se manter constante, acredita-se que o modelo discretizado

considerando todos os termos pode ser uma melhor aproximacao.

4.1.8 Modelo discretizado de ordem 9 pelo método de Monaco
e Normand-Cyrot

Somente usando o processo de discretizagdo (sem a escolha de termos), obteve-se o
modelo discretizado de ordem 9, e simulou-se novamente o sistema. O modelo discretizado
de ordem 9 apresenta-se bem mais robusto do que os apresentados anteriormente. Para
valores menores do que h = 0,5s, a secao de Poincaré é praticamente igual a do sistema

original.

A fim de investigar o quao robusta ¢é tal discretizacao, gerou-se trés graficos em funcao
do passo h: corte em vy =0 da secao de Poincaré, definida pela eq. (2.37), em fungao
do passo h; corte em y; = 0 da se¢ao de Poincaré, definida pela eq. (2.37), em fungao do
passo h; energia em estado estacionario em funcao do passo k; e produto dos autovalores da
matriz jacobiana em funcao do passo h. No corte em vy =0 da secao de Poincaré, pegou-
se os pontos da secao de Poincaré em que —0,01 < v, < 0,01 fosse verificado, conforme
explicacao da secao 3.2.9. Raciocinio analogo foi aplicado para o corte em y; =0 da segao

de Poincaré, pegando-se os pontos em que —0,01 < y; < 0,01 fosse verificado. Para obter a
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energia em estado estacionario e o produto dos autovalores, utilizou-se os dez mil 1iltimos
instantes k da simulagao. Os graficos em questao para o modelo discretizado de ordem 9,

sem termos escolhidos, sao mostrados nas Figuras 17, 18, 19 e 20.

Pela regiao I das Figuras 17 e 18, percebe-se que para h < 0,5s, as ilhas da secao
de Poincaré sao as mesmas das do sistema original. A regiao I do grafico da energia
(Figura 19) mostra que a energia é praticamente constante, resultando em um atrator
igual ao original. E, ainda, a Figura 20 mostra que o produto dos autovalores da matriz
jacobiana nesta regiao é aproximadamente constante e igual a 1,0, sugerindo que o modelo

é conservativo. A sec¢ao de Poincaré para h = 0,5s é mostrada na Figura 21 (item a).

Para h > 0,5s, comega a haver o fechamento das ilhas (flagrado na regiao I da Figura
18). A regiao II do gréfico da energia (Figura 19) mostra que se inicia uma variagao repre-
sentativa da energia, resultando em um atrator equivalente, mas com algumas diferengas.
Em h =0,67s, caso em que a energia é igual a 0,122 (5% da energia inicial), o modelo

ainda continua tendo uma resposta topologicamente equivalente a do sistema original.

Para h > 0,67s, comportamento esptrio e instabilidades numéricas comegam a ocorrer,

como ¢é de se esperar, pois se esta acima da frequéncia de Nyquist. A regiao /11 do gréafico
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Figura 17: Corte em v, =0 da secdo de Poincaré, definida pela eq. (2.37), da simulacdo do modelo
discretizado pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =9 de Hénon-
Heiles em funcao do passo h. Tem-se o atrator do modelo discretizado de ordem 9 na regiao
(I) semelhante ao atrator do sistema continuo (0s < h <0,5s); (II) levemente menor que o
atrator do sistema continuo (0,5s < h < 0,67s); (III) sem alguns detalhes e com algumas
instabilidades numéricas, devido a h superior a frequéncia de Nyquist (0,67s < h < 0,87s);
(IV) com predominio de instabilidades numéricas (h > 0,87s).
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Figura 18: Corte em y; = 0 da secdo de Poincaré, definida pela eq. (2.37), da simulagdo do modelo
discretizado pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem n =9 de Hénon-
Heiles em fungao do passo h. Tem-se o atrator do modelo discretizado de ordem 9 na regiao
(I) semelhante ao atrator do sistema continuo (0s < & < 0,5s); (II) equivalente ao atrator
do sistema continuo, com poucas diferengas (0,5s < h < 0,67s); (III) sem alguns detalhes e
com algumas instabilidades numéricas, devido a h superior a frequéncia de Nyquist (0,67s
< h<0,87s); (IV) com predominio de instabilidades numéricas (h > 0,87s).
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Figura 19: Energia em estado estacionario da simulacao do modelo discretizado pelo método proposto
por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =9 do sistema Hénon-Heiles em fungao do passo
h. Na regido (I) a energia é praticamente constante, resultando em um atrator do modelo
discreto semelhante ao atrator do sistema continuo (0s < h < 0,5s); (II) ocorre pequenas
variagoes da energia, resultando em um atrator um pouco diferente (0,5s < h <0,67s); (III)
a energia decai excessivamente a medida que & aumenta, resultando em atratores desfigurados
(h>0,67s).
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Figura 20: Produto dos autovalores da matriz jacobiana da simulagao do modelo discretizado pelo
método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =9 do sistema Hénon-Heiles
em funcdo do passo h. Na regido (I) o produto é praticamente constante, resultando em um
atrator do modelo discreto semelhante ao atrator do sistema continuo (0s < h <0,5s); (II)
ocorre pequenas variagoes do produto, resultando em um atrator um pouco diferente (0,35s
< h <0,67s); (IIT) o produto decai excessivamente a medida que & aumenta, resultando em
atratores desfigurados (h > 0,67s). (=) fy; (-++) Ly £ 0.

da energia (Figura 19) mostra que uma perda drastica da energia a medida que h aumenta.
A nao conservagao pode ser observada também no grafico do produto dos autovalores da
matriz jacobiana em fungao de h (Figura 20), no qual se pode notar um distanciamento do
valor 1,0 nesta regiao. Os cortes na se¢ao de Poincaré (Figuras 17 e 18) mostram que, para
0,67s < h <0,87s, alguns detalhes da se¢ao de Poincaré sao perdidos. Porém, a simetria
ainda permanece, como pode ser percebido na segdo de Poincaré para h = 0,87s (Figura
21, item b). Somente a partir de h~0,87s é que as instabilidades numéricas predominam,
o que pode ser notado pelo excesso de mudancas bruscas no retrato da secao de Poincaré
(regiao IV da Figura 18).

O produto dos autovalores da matriz jacobiana decai suavemente a medida que o passo
da discretizacao aumenta, como pode ser visto pela Figura 20. Mas este decaimento é
muito mais suave do que o do modelo de ordem 3. Para o modelo de ordem 3, o produto
¢ igual a 0,996 em h = 0,4s. Enquanto que para o modelo de ordem 9, o produto ¢ igual a
0,9997 em h = 1,0s. Assim, o modelo de ordem mais alta apresenta-se mais conservativo

do que o de ordem mais baixa para passos mais elevados.
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Figura 21: Secio de Poincaré do sistema Hénon-Heiles, definida por P = {(y,u,v) € R? | x=0, %> 0},
usando o modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem
1N =9, com condigao inicial (xo =0,000; yo =0,670; up =0,093; vy =0,000), e instante final
da simulacao N ~ %.
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Alguns indices de energia calculados para o modelo de ordem 9 sao mostrados na
Tabela 7 e nas Figuras 22 e 23. A média da energia calculada na simulacao deste modelo
com h=0,50s, ug = 0,12852016, ¢ bem mais proxima ao valor de energia original do que
o modelo de ordem 3 com h = 0,01s. A medida que o passo aumenta, apesar da variacao
total da energia 7] dentro de um periodo de 1s ser da mesma ordem de grandeza quando
comparado com os outros métodos, a variacao absoluta da energia % é muito mais
baixa. O indice .74 somente comeca a aumentar a partir do passo dado pela frequéncia
de Nyquist (hmex = 0,67s), mostrando que nao ocorre uma grande variagdo da energia ao
longo das simulagoes que utilizam um passo menor que este. Isto reafirma que a estrutura
do modelo de ordem 9 é melhor para a conservacao da energia para valores maiores de A,
uma vez que a variacao absoluta da energia ¢ bem menor do que os outro modelos quando

comparado em um mesmo periodo.

O indice 77 apresenta a mesma ordem de grandeza do que os calculados para os outros
modelos. O calculo deste indice depende do valor final da energia. Logo, se o desvio padrao
da energia for alto, este indice pode nao ser um bom indicador da conservacao da energia,
pois o valor final da simulagao poderia estar em uma grande faixa de valores. Como o
modelo discretizado de ordem 9 possui um menor desvio padrao da energia para valores

de h mais elevados, pode-se concluir que este indice é mais preciso para este modelo.

x10°
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Figura 22: Indice 4 da simulagao do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot de ordem 11 =9 do sistema Hénon-Heiles em fungao do passo h
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Figura 23: Indice 7% da simulacao do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot de ordem 1 =9 do sistema Hénon-Heiles em funcao do passo h

Analisando para o caso em que h = 0,87s (Figura 21, item b), observa-se que i) os
pontos estdo mais aglomerados em regides bem definidas, ii) ndo existem mais os detalhes
da segdo de Poincaré e iii) o surgimento do fenomeno de falseamento. Isto pode ser
comprovado a partir da andlise de frequéncia da variavel x. A Figura 24, item a, mostra que
para h = 0,5s nao existe efeito de borda para frequéncias proximas de w. Para h = 0,67s
(Figura 24, item b), nota-se que ocorreram deslocamentos nos picos das frequéncias. As
frequéncias em cada um dos graficos devem ser analisadas no contexto de frequéncias
permitidas para um determinado passo de discretizacao, isto é, Q = 7 equivale a f = 07% =
2Hz para h =0,50s, enquanto Q = & equivate a f = T167 = 1,49Hz para h=0,67s. Dessarte,
aparentemente existe uma manutencao das frequéncias nos mesmos valores absolutos, cuja
localizagdo muda na escala relativa. Por exemplo, o pico em Q20,5 (ou f =0,32Hz) no
grafico para h = 0,50s encontra-se em Q ~ 0,67 (ou f =0,32Hz) no gréfico para h = 0,67s.
h=0,67s é o limite para o passo de discretizacao. Portanto, para h > 0,67s, comeca-se a

ter sobreposicao nas altas frequéncias.
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Figura 24: Frequéncias da variavel x do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot de ordem 1 =9 do sistema Hénon-Heiles, com as condic@o inicial (xo =

0,000; yo = 0,670; up = 0,093; vy = 0,000).
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Tabela 7: Energia H, produto dos autovalores da matriz jacobiana .Z e indices J¢ e . calculados para
os modelos discretizados pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot até a ordem 9
do sistema Hénon-Heiles.

H K
h Uy Oy Uy Oy JA 76
0,01 | 0,12852016 | 6,3348 x 10~28 | 1,000000 | 1,9583 x 10730 | 1,448696 x 10~10 | 1,896626 x 10~ #
0,02 | 0,12852016 | 4,7411 x 10~ | 1,000000 | 2,0529 x 10739 | 3,406656 x 10~10 | 8,409514 x 10~ 1
0,05 | 0,12852016 | 2,5994 x 10~27 | 1,000000 | 2,0231 x 1079 | —3,298697 x 10~ 1© | 3,947835 x 10~
0,10 | 0,12852016 | 6,3550 x 10-23 | 1,000000 | 1,2390 x 10726 | 2,731339 x 10~ 1% | 1,889379 x 1013
0,20 | 0,12852018 | 3,4501 x 10~7 | 1,000000 | 1,3462x 1029 | 1,016841 x 10~'T [ 5,206593 x 10~ 1T
0,30 | 0,12852096 | 1,5283 x 10~ | 1,000000 | 4,4313x 1017 | 4,489597 x 10-10 | 1,205744 x 10~°
0,40 | 0,12853179 | 3,3276 x 10~ T | 1,000000 | 1,3997 x 10~ | 5,051809 x 10~ 1,035140 x 10~®
0,50 | 0,12860021 | 1,9327 x 1077 | 1,000000 | 1,2579 x 10~2 | 2,951455x 108 | 8,322686x 10~%
0,60 | 0,12884693 | 3,1750 x 10~% | 1,000000 | 4,8064 x 10~1T | 1,023516 x 10~7 | 3,715236 x 10~/
0,67 | 0,12895637 | 5,9446x 108 | 1,000000 | 4,1980x 10~ | 1,316455x 107 | 6,911072x 10~
0,70 | 0,12922939 | 1,5124x 107 | 1,000000 | 1,0432x 1079 | 1,932136x10~7 | 6,742528 x 10~
0,80 | 0,12840850 | 9,0081 x 10~ | 1,000000 | 1,4362x 105 | —3,978995 x 10~8 | 3,732191 x 10~°
0,87 | 0,12387589 | 5,4749x 10~° | 9,999966 | 7,0742x 10~3 | —9,557870 x 10~7 | 7,988563 x 10~°

Os expoentes de Lyapunov para as simulagoes do modelo discretizado de ordem 9
encontram-se na Tabela 8. A simetria dos expoentes nao se mantém a medida que o passo
de discretizacao aumenta, comportamento semelhante a dos outros modelos discretizados.
Porém, os valores de .¥ para este modelo sao levemente melhores do que os do modelo
discretizado por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 3. Note que, para h = 0,05s e
h =0,10s, os valores de . do modelo de ordem 9 sao um pouco menores que o de ordem
3, mas da mesma ordem de grandeza. A matriz jacobiana do modelo de ordem 9 contém
todos os termos da matriz jacobiana do modelo de ordem 3 e os termos referentes as
ordens 4 a 9. Portanto, para valores pequenos de h, a matriz jacobiana do modelo de
ordem 9 se assemelha a matriz jacobiana do modelo de ordem 3, pois os termos de ordem
mais elevada nao sao tao representativos, pois sao multiplicados por A". O somatério dos
expoentes de Lyapunov nao se mantém a medida que h aumenta, distanciando-se do zero a
partir de & > 0,5s, mas é bem menor que o do modelo de ordem 3. A dimensao se mantém
constante e igual a 4 para qualquer valor de i abaixo do passo dado pela frequéncia de
Nyquist. O somatério dos expoentes de Lyapunov e a dimensao de Kaplan-Yorke em

funcao do passo de discretizagao estao mostrados nas Figura 25 e 26, respectivamente.
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Figura 25: Somatorio dos expoentes de Lyapunov para a simulagao do modelo discretizado pelo método
proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =9 do sistema Hénon-Heiles em fungao
do passo h.
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Figura 26: Dimensao de Kaplan-Yorke para a simulagao do modelo discretizado pelo método proposto
h.

por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =9 do sistema Hénon-Heiles em fung¢ao do passo
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Tabela 8: Expoentes de Lyapunov, indice de simetria dos expoentes ., somatorio dos expoentes de Lya-
punov ¥ e dimensao de Kaplan-Yorke calculados para os modelos discretizados pelo método
proposto por Monaco e Normand-Cyrot até a ordem 9 do sistema Hénon-Heiles.

") A do,ds | 7= % V=Y Dxky
78’8833345‘2?5 1,0000539311

0.0500 —5 5004859516 —4,82469967 x 10-18 | 40000000000
0,0004858783 | 10001497872
78’88223%2‘; 1,0002046225

0.1000 —5 5019321669 7.18804356 x 1015 | 4,0000000000
0,0019310796 | 1»0005630520
78’8323???22 1,0004511887

0.1500 —5 042837182 3.97469384 x 10~ | 4,0000000000
) 1,0012302411
0,0042784547
_878381431532(; 1,0007774747

0.2000 —5 5074538002 6.83338715 x 1012 | 4,0000000000
0.0074381477 | 110021043595
_8’8534732?32 1,0243854101

0.3000 |5 5718036448 3.59331152 % 1010 | 4,0000000000
0.0211030138 | 110332005177
eS| 10734534595

0.5000 5 6567872604 3.76501571 x 10~% | 4,0000000000
0.0522776261 | 110862633541
5 D] 1222049994

0,7000 —070856875881 3,27464524 x 10~7 | 4,0000000000
) 1,1408210254
0,0751104566

4.1.9 Comparacgao entre os métodos e comentarios adicionais

A Tabela 9 compara a média da energia para cada método de discretizacao apresentado
para alguns valores de A. Também ¢é mostrado o quao distante a energia estd com relagao
a energia do sistema continuo original por meio da relacao ’Ifl—z, sendo Hy a energia do
sistema continuo orignal dada pela eq. (4.2). Para h =0,02s, Mickens, MNC com escolha
de termos e MNC com 1n =9 apresentam aproximadamente a mesma energia, igual a
99.98% da energia original. Com o aumento de h, Mickens e MNC com escolha de termos
degradam significativamente. Para valores elevados de h, h = 0,67s, apenas MNC com

N =9 consegue se manter proximo da energia original, diferindo apenas 0,32%.
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Tabela 9: Média da energia Uy e percentual %7 sendo Hj a energia do sistema continuo orignal dada pela
eq. (4.2), do sistema Hénon-Heiles para os métodos de discretizagao proposto por Mickens e
por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 3, com escolha de termos, e de ordem 9.

h(s) Mickens MNC, n=3 MNC, ¢/ escolha MNC, n=9

Kr Ma /[Ho [ Ka /Ho Kr pa /[Ho Me Wa /Ho
0,02 | 0,12852654 | 99,98% | 0,12810173 | 99,65% | 0,12852016 | 99,98% | 0,12852016 | 99,98%
0,30 | 0,12997370 | 101,11% — — 0,12831026 | 99,82% | 0,12852096 | 99,98%
0,50 | 0,13268993 | 103,22% - —170,12062185 | 93,83% | 0,12860021 | 100,04%
0,67 | 0,13651391 | 106,20% — — 0,09856538 | 76,68% | 0,12895637 | 100,32%

A Tabela 10 compara a média do produto dos autovalores da matriz jacobiana para
cada método de discretizacao apresentado para alguns valores de h. O modelo de Mickens
gerou um falso indicador sobre a conservacao da energia, pois a energia cresce a medida
que h aumenta, mas o produto dos autovalores é igual a 1 para qualquer valor de h.
Tal fato deve-se a matriz jacobiana deste modelo possuir determinante igual a 1. O
modelo MNC com 1 = 3 consegue indicar corretamente a conservagao da energia, sendo
aproximadamente constante para h = 0,02s e decaindo a partir deste passo. Ocorre uma
melhora no modelo MNC com escolha de termos em relagao ao de ordem 3, pois o produto
ficou mais proximo de 1 para valores mais elevados de . O modelo MNC com 1 =9

apresentou o melhor resultado, pois manteve o produto dos autovalores igual a 1 até para
h=0,67s.

Tabela 10: Média do produto dos autovalores da matriz jacobiana ¢ do sistema Hénon-Heiles para os
métodos de discretizagao proposto por Mickens e por Monaco e Normand-Cyrot de ordem
3, com escolha de termos, e de ordem 9.

h(s) | Mickens | MNC, n=3 | MNC, c/ escolha | MNC, n=9
0,02 | 1,000000 1,000000 0,999999 1,000000
0,30 | 1,000000 — 0,997942 1,000000
0,50 | 1,000000 - 0,986659 1,000000
0,67 | 1,000000 — 0,965865 1,000000

O calculo do indice 77 leva em consideracao o valor final de energia da simulacao.
Pela andlise dos gréaficos das energias e tabelas de todos os modelos, apresentados na
secoes anteriores, percebe-se que o desvio padrao da energia aumenta a medida que o passo
aumenta. Logo, aumenta a variacao da energia ao longo das simulagoes para os passos mais
elevados. Assim, o indice 7 pode nao ser um bom indicador da conservacao da energia,
pois, dependendo do valor final da simulacao, pode dar um resultado completamente

diferente.
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A Tabela 11 compara o indice .74 para cada método de discretizacao apresentado

para alguns valores de . O modelo MNC com 1 =9 apresentou o melhor resultado para

todos os passos de discretizacao.

Tabela 11: Indice Uz do sistema Hénon-Heiles para os métodos de discretizacao proposto por Mickens
e por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 3, com escolha de termos, e de ordem 9.

h(s) Mickens MNC, n=3 | MNC, ¢/ escolha | MNC, n=9

0,02 | 1,309897 x 1073 | 1,090057 x 10~7 | 4,931968 x 10~ | 8,409514 x 10~ 1
0,30 | 1,962283 x 1072 — 1,446542 x 1077 1,205744 x 1077
0,50 | 3,213178 x 1072 — 3,153563 x 10~ 8,322686 x 108
0,67 | 4,276189 x 1072 — 1,376200 x 10~ 6,911072 x 1077

A Tabela 12 compara o indice de simetria . e o somatério ¥ dos expoentes de
Lyapunov para os métodos apresentados. O modelo discretizado por Mickens apresenta os
melhores resultados de simetria para h < 0,30s. Porém, para h > 0,3s, quando este modelo
comeca a demonstrar mais a distorcao causada pela quebra de simetria temporal e comeca
a se comportar como nao-conservativo, a simetria dos indices é quebrada rapidamente a
medida que & aumenta. O somatério dos expoentes de Lyapunov calculado para o modelo
Mickens é igual a 0 para qualquer valor de h pelas mesmas razoes da falsa indicacao
apontada pelo produto dos autovalores. O somatério dos expoentes de Lyapunov para
os modelos discretizados por Monaco e Normand-Cyrot acompanham o comportamento
da energia e do produto dos autovalores da matriz jacobiana, mostrando que podem
corretamente ser usados como um indicador. Existe uma melhora nos indices . e ¥ do

modelo MNC de ordem mais elevada.

Tabela 12: Indice de simetria . e somatério ¥ dos expoentes de Lyapunov do sistema Hénon-Heiles
para os métodos de discretizagao proposto por Mickens e por Monaco e Normand-Cyrot de
ordem 3 e de ordem 9.

Mickens MNC, n=3 MNC, n=9
h(s) 2 V2 % ¥4 B2 V2
1,0000000054 [ 17 | 1,0004838015 | 6 | 1,0000539311 | s
0,05 70000000053 6,24500451 x 10 T 0019788487 1,75869548 x 10 10001497872 4,82469967 x 10
1,0000003651 | 17 | 1,0002190448 | s | 1,0002046225 s
0,10 70000003859 5,50774704 x 10 T 0093821018 2,64676411 x 10 70005630520 7,18804356 x 10
1,0055205697 17 — - 1,0243854101 10
0,30 T 0036755878 —4,51028104 x 10 — 10332005177 3,59331152 x 10
0,50 1, 1984607737 1,82145965 x 10717 — - 1,0734534595 3,76501571 x 10~8

1,2860524467

1,0862633541

O modelo discretizado por Mickens obteve valores bem mais elevados de energia, do

produto dos autovalores da matriz jacobiana e do indice % quando comparado com o
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modelo MNC com escolha de termos. Isto deve-se ao fato que o modelo discretizado
por Mickens nao mantém a simetria e, consequentemente, nao consegue manter a energia
em patamares mais baixos. Porém, ele apresenta-se como um modelo bem robusto, pois
conseguiu atingir o passo dado pela frequéncia de Nyquist. Neste contexto, produziu-se
um modelo hibrido, o modelo discretizado com o método de Mickens e com os termos
de ordem elevada (7 a 9) do métodos de Monaco e Normand-Cyrot. Segdes de Poincaré
resultantes da simulacao deste modelos sao mostradas na Figura 27. A quebra da simetria
ainda continua presente, pelo mesmo problema apresentado na secao 4.1.5, como pode
ser percebida uma leve distor¢ao na secao de Poincaré para h = 0,20s. Para h = 0,50s,
o modelo nao consegue gerar uma solucao valida. Portanto, o modelo resultante pela
aplicacao do método MNC necessita de todos os termos da expansao para uma melhor

aproximacao do sistema continuo.

O modelo MNC de ordem elevada consegue conservar mais a energia do que o de
baixa ordem. Como o método proposto por Monaco e Normand-Cyrot corresponde a
uma aproximacao do fluxo que dé a solucao do sistema, aumentar a ordem 1 da eq.
(2.67) corresponde a acrescentar termos de forma a melhorar a aproximagcao do fluxo real.
Consequentemente, melhorando-se a aproximacao consegue-se deixar o comportamento do
modelo mais proximo do sistema continuo e conservar a energia. Tal constatacao também
pode ser analisada sob o aspecto da simpleticidade usando o critério dado pela eq. (2.19).

Para os modelos MNC de ordens 3 e 9 do sistema Hénon-Heiles, tem-se:

T - -

W= (JINCTZ) T W NN g (4.9)
N\ T _ -

W0 = (JINET) T W NN — g 0 (4.10)

NEn=3 o J,iWNC’nzg sao as matrizes jacobianas dos modelos MNC de ordens 3 e 9,

M
onde J, i

respectivamente, W é a matriz da eq. (2.17), WN1=3 ¢ W1=2 sdo matrizes anti-simétricas

dadas por: i )
0 0 10
0O 0 01
W= (4.11)
-1 0 00
0O -1 00
[ =3 =3 =3 ]
0 W?,z W?,3 W?A
n=3 n=3 n=3
=3 — —Wi2 0 W3 W4 (4.12)
o n=3 n=3 0 n=3 :
Wiz TWo3 W34
=3 =3 =3
i _W?A _Wg,4 _W137,4 0 i
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B 1":9 n= n:9 T
0 W12 Wi3 Wi4
n=9 n=9 n=9
=0 — Wi 0 Wo3 W4 (4.13)
n=9 n=9 n=9
| W14 W24 W3y 0 i

n=9
i,J

termos de h'0 a A8, ou seja, wlnj:3 =agh*+--+agh® e W?j:9 =ajoh'®+--+ajgh'®. Seh<
1, wlnj:9 ¢ mais préximo de 0 do que wlnj:3 para um mesmo valor de &, e, consequentemente,

-3 . oA
sendo w?j um polinémio de h com termos de h* a h® e w um polinomio de h com

W= é mais préximo de W do que #1173, Logo, o modelo MNC de ordem 9 consegue
manter mais a energia, pois consegue chegar mais préximo ao atendimento do critério da

simpleticidade. A medida que 11 — oo, #M — W, deixando o método mais simplético.



88

-04 -02 ] 02 04 06
Vi

(b) h=0,50s

Figura 27: Secio de Poincaré do sistema Hénon-Heiles, definida por P = {(y,u,v) € R® | x=0, % > 0},
usando o modelo discretizado pelo método hibrico, Mickens e termos de 7 a 9 de Monaco
e Normand-Cyrot, com condigdo inicial (xo = 0,000; yo = 0,670; up = 0,093; vo = 0,000), e
instante final da simulagao N = %.
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4.2 Sistema Sprott-Nosé-Hoover

4.2.1 Definicao do nivel de energia e da condicao inicial

A condicao inicial escolhida foi a mesma utilizada em (SPROTT, 2010) para o sistema

reduzido, fazendo-se as adaptacoes necessarias para o calculo da variavel s:

(X(), Yo, <0, SO) — (070; 071; 070; 6707005) (414)

a qual resulta na energia:
Hy = 0,000 (4.15)

Como a energia inicial é igual a zero, a fim que se possa analisar perdas absolutas da
energia, serd analisada a média de grupo de termos, como mostra a eq. (3.18). Para o

sistema Sprott-Nosé-Hoover, considerar-se-a:

P
H=s|++=+—+ 4.1
1= (2 +5+ 2) (4.16)
H, = s1n(s) (4.17)

A solugao da simulacao do sistema Sprott-Nosé-Hoover, eq. (2.44), é equivalente a

solucdo do sistema termostético Nosé-Hoover, eq. (2.41), com a seguinte condigao inicial:

(90, Pos Ps0s S0) = (X0, Y050, —20, S0) = (0,0; 0,1 x e~ %995, 0, 0; 6‘0’0°5> (4.18)

e valor para energia Hy igual ao definido pela eq. (4.15).

4.2.2 Secao de Poincaré caracteristica do sistema continuo

A segao de Poincaré, eq. (2.46), gerada a partir da simulagdo com a condigao ini-
cial dada pela eq. (4.14) é mostrada na Figura 28. A simetria presente em sistemas

conservativos pode ser observada tanto em y, = 0 quanto em z, = 0.

4.2.3 Analise da frequéncia do sistema continuo

O espectro de Fourier da varidvel y do sistema Sprott-Nosé-Hoover, eq. (2.44), é

mostrado na Figura 29, na qual nota-se que a frequéncia maxima ¢é f,,x ~ 5,5 Hz. Logo,
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Figura 28: Segdo de Poincaré do sistema Sprott-Nosé-Hoover continuo, definida por P = {(x,y,s) €
R3 | z=0, z>0}, com a condicdo inicial (xo = 0,00; yo = 0,10; zo = 0,00; 59 = e~ 9%).
Simulagao realizada utilizando o método de integracao simplético Runge-Kutta com coefi-
cientes Gauss-Legendre de ordem 6 e passo de integracdo h = 0,001 (HAIRER; LUBICH,;
WANNER, 2006).

a frequéncia de Nyquist ¢ igual a fyyquis = 11,0 Hz. Para se obter modelos discreti-
zados validos, topologicamente equivalentes ao sistema original, deve-se ter o passo da

discretizacao menor do que fq = 0,09s.

4.2.4 Expoentes de Lyapunov e Dimensao de Kaplan-Yorke

Os expoentes de Lyapunov do sistema continuo Sprott-Nosé-Hoover, calculados con-

forme a secao 3.2.4, sao:

A = —0,0480991680348109
Ay = —0,0001190502822942
(4.19)
Az = 0,0093247141168384
| Ay = 0,0388935042002636
A dimensao de Kaplan-Yorke, dada pela eq. (2.16), é:
Dgy = 3,9999999999999347 (4.20)
Como ¥ = Z?ZI Ai = —3,140106 x 10713 ~ 0,00, o sistema é conservativo. Porém, nao

existe simetria nos expoentes de Lyapunov, pois o sistema Sprott-Nosé-Hoover nao ¢ um
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Y (jo)]

Figura 29: Frequéncias da varidvel y do sistema Sprott-Nosé-Hoover continuo, com as condigao inicial
(xo = 0,00; yo =0,10; zo =0,00; 59 = ¢~ *09).

sistema Hamiltoniano e nao se aplica a propriedade dada pela eq. (2.3) (segao 2.1.2).

Os expoentes de Lyapunov calculados para o sistema termostatico Nosé-Hoover, eq.
(2.41), sao:

A1 = —0,0170445700730162
A, = —0,0001399840718515
(4.21)
Az = 0,0001296814206158
| Ay = 0,0170548727238845
e a dimensao de Kaplan-Yorke é:
Dgy = 3,9999999999784492 (4.22)

O sistema Nosé-Hoover, que originou o sistema Sprott-Nosé-Hoover, exibe simetria
nos expoentes de Lyapunov, pois ele é um sistema conservativo hamiltoniano. A soma
dos expoentes de Lyapunov é igual a —3,673242 x 10713 ~ 0,00, mostrando que o sistema
também é conservativo. A dimensao Dgy, que deveria ser igual a 4, nao é exatamente

igual a este valor em funcao de precisao numérica computacional.
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4.2.5 Modelo discretizado pelo método de Mickens

Utilizando-se os passos descritos na secao 2.5.2 para a discretizagao pelo método de
Mickens, conseguiu-se chegar em alguns modelos véalidos. Um destes é:

( (

Vel =Yk _ = uhn
+T Vi1 Tk — Xk Yi+1 ylk—hzkk
X1 =Xk = +hyr+
—+:P = Yitl ¢=h Xk+1 X+ hyes (4.23)
Zhr1—2 = + — + .
Skl =Sk . sk(1-2hzpq)

\ = (25k — Sk+1) Zk+1 [ Sk+1 [=hzpi

onde o valor utilizado para ¢ foi de ¢ = h, dado pela eq. (2.54), atentando-se ao fato de ¢

nao ultrapassar o limite maximo do passo da discretizacao dado pelo critério de Nyquist.

Os indices de energia calculados na simulacao do modelo acima com condigao inicial
dada pela eq. (2.45), h=0,01s e N = 6,0 x 10, estdo mostrados na Tabela 13. A média
da energia uy ¢é proxima de zero, semelhante ao valor do sistema original, e o desvio
padrao oy é baixo. O indice 4] mostra que a variacao total da energia em um periodo
de simulacao é praticamente insignificante. A variacao absoluta da energia, no mesmo

periodo, nao é desprezivel, flagrada pelo indice .743.

Apesar do modelo apresentar bons indices para a preservacao da energia, eles nao
sao suficientes para determinar se o modelo é ideal. Considere, por exemplo, a secao de
Poincaré gerada pela simulagao na condicao anterior, a qual estd mostrada na Figura 30
(item a). A solugao claramente nao é equivalente a do sistema continuo original, pois a
simulagao do modelo discreto nao visitou todo o espaco visitado pelo solugao do sistema

continuo original.

Aumentando-se o passo da discretizagao para h = 0,05s, a simetria é perdida, como
pode ser percebido pela Figura 30 (item b). Tal fato deve-se a quebra da invariancia do

tempo no modelo discretizado.

Tabela 13: Energia H, energia para um grupos de termos Hp, produto dos autovalores da matriz jaco-
biana .Z, e indices .74 e .74 calculados para os modelos discretizados pelo método proposto
por Mickens do sistema Sprott-Nosé-Hoover.

h(s) ] On H 28!
0,01 —1,70534 x 1073 | 1,66752x 1072 | —1,26017 x 10~2% | 1,26079 x 1073
0,05 7,84069 x 10° 1,264246 2,240767 x 107 | 1,237643

Os expoentes de Lyapunov estao na Tabela 14. Para h =0,01s, nao se consegue obter

uma solucao valida, o que se reflete nos indices . e ¥". Os expoentes sao da ordem de
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Vk
[=]

T

1

Xk
(b) h=0,05s

Figura 30: Secio de Poincaré do sistema Sprott-Nosé-Hoover, definida por P = {(x,y,5) €R? | z=0, z>
0}, usando o modelo discretizado pelo método proposto por Mickens, eq. (4.23), com con-

digdo inicial (xo = 0,00; yo = 0,10; zo = 0,00; so = e %) ¢ instante final da simulagio
N~ 120200s.

grandeza ~ 107>, e o somatério dos expoentes é da ordem de grandeza ~ 10~%; logo, néo
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se pode afirmar que a energia foi conservada. E a dimensao de Kaplan-Yorke é diferente

de n =4. Para o valor mais elevado de h, os resultados ficam ainda piores.

Tabela 14: Expoentes de Lyapunov, indice de simetria dos expoentes .%, somatério dos expoentes de
Lyapunov ¥ e dimensdo de Kaplan-Yorke calculados para os modelos discretizados pelo
método proposto por Mickens do sistema Sprott-Nosé-Hoover.

h(s) A, A, g, A3

4 :):?:17%‘

Dgy

—0,0000919477

0,0000543549

_ -4

0,0100 |—rosi0a00gTs| 122670114 x 1074 | 2,3853220211
~0,0000350959
~0,0023895624

0,0500 | 0001751528 | 5 56707709 2 1073 | 2,2819184021

—0,0018358855

—0,0012375829

Aplicando-se outra ordem para a discretizagao das variaveis e outras substitui¢oes no

método proposto por Mickens, pode-se chegar em diversos outros modelos. Alguns deles

Sao:
( ( ye—hxg
Yi+1—Vk = =g
—+¢ Vik+12k — Xk Yi+1 1—hz .
_ Vi TYk41
Xjg 1 =Xk X = x,+h (—>
+¢ Vit o—h k+1 k 2
—_— 2 2
Zk+1—3% o Vi1 TV Yk+1HY5
= 1= yi Vet Tkl = kTh (1—%)
Sk4+1—Sk _ (2S _ 1-2h
k= Skt1) Tkt 1 _ s(1-2hz)
. ( Skrl = 1—=hzpqq ( )
4.24
.
( gk Vi Xyt = X+ h [y
_ Yk—hxgag
Yi+1—"Vk = —_
+¢, Vi1 ke — Xkt 1 ¢=h Vil 1=0z , )

— _ Ver1 Yk Vir1+Yi
e 1 — Yk Yi+1 Zkt1 = % t+h 1—%}
Sk+1—5k _ (2S _ s (1—-2hzgy1)

k= Sk+1) k41 _ se(1=2hg)
N \ Sk+1 1—hzpiq
4.25
= 2 ( 2 ( )
= 1= Zkt1 e+ ¢ [1—yi]
Vel =Yk _ — k=0
= YVk+1Zk+1— Xk ¢=h Yi+1 Tz
X+l — Xk _
- = Yk+l Xer1 = X+ O [Vir1]
Skyl =Sk . _ os(1-20z741)

\ = — (28— Sk41) 2t | Skl = e,

Porém. nenhum deles consegue gerar solucoes dinamicamente validas. A secao de

) gue g G G

Poincaré gerada a partir da simula¢do dos modelos dados pelas eq. (4.25) e (4.24) sao

idénticas a se¢ao produzida pela simula¢ao do modelo da eq. (4.23) (Figura 30). Para o

modelo dado pela eq. (4.26), chega-se na se¢ao de Poincaré mostrada na Figura 31.
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Yk
T

Figura 31: Secgdo de Poincaré do sistema Sprott-Nosé-Hoover, definida por P = {(x,y,s) € R3 |z=0, z>
0}, usando o modelo discretizado pelo método proposto por Mickens, eq. (4.26), com con-
digao inicial (xo = 0,00; yo = 0,10; z9 = 0,00; so = ¢~ %) 1 =0,01s e instante final da
simulacao N = %.

4.2.6 Modelo discretizado de ordem 3 pelo método de Monaco
e Normand-Cyrot

Utilizando o método proposto por Monaco e Normand-Cyrot, eq. (2.67) da segao
2.5.3, no sistema Sprott-Nosé-Hoover, eq. (2.44), obtém-se o seguinte modelo de ordem
n=3:

2
Xyl = x+hy—h7(x—yz)
3
—% (+z(x—y2)+y (*—1))
2
Yir1 = y+h(—x+yz)— % (v+z(x—y2)+y (*—1))
3
+e ((k—y2) 3y* =) —yz+(x—2y2) (4"~ 1))
et = Hh (1= + %y (x—y2)
3
+% (2y2 (yz— 1) —(x—yz) (2x—4yz)+2y2)
2
Ske1 = s+h(—s2)+ 5 (s2+s(*—1))
3
\ 1 (sz (P +22—1)+2sy (x—yz)+2sz (3> — 1))

(4.26)

A segao de Poincaré para o modelo de ordem 3, eq. (4.26), com o passo de discretizagao
h =0,0125s (Figura 32) é semelhante a segdo de Poincaré do sistema continuo (Figura
28).
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Figura 32: Secio de Poincaré do sistema Sprott-Nosé-Hoover, definida por P = {(x,y,s) €R? | z=0, 7 >
0}, usando o modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de
ordem 1 =3, eq. (4.26), com condigao inicial (xo = 0,00; yo = 0,10; zo = 0,00; so = e~0),
h=0,0125s e instante final da simulagao N = %.

A medida que o passo da discretizacao h aumenta, a estrutura do modelo de ordem 3
nao mais consegue gerar uma solucao valida equivalente a do sistema continuo. Simulacoes
mostram que esta equivaléncia somente é mantida para h < 0,0150s. Isto pode ser flagrado
analisando-se cortes em x; = 0 da secao de Poincaré para diferentes valores do passo h
(Figura 33). Os cortes mostram que a se¢ao de Poincaré comega a desconfigurar-se,
preenchendo espagos mais proximos a origem que nao eram antes visitados, a partir de

h=0,0150s.

Analisando-se a solucao do modelo discretizado de ordem 3 com h = 0,0125s sob
o aspecto da energia, chega-se aos indices da Tabela 15. upy é aproximadamente igual
a energia do sistema original para este valor do passo, bem como para outros valores
pequenos. As médias da variacao de energia (J#]) e da varia¢ao absoluta de energia (743)

da simulacao sao pequenas. Logo, a simulacao é aproximadamente conservativa.

A medida que o passo de discretizacao aumenta, a energia, que era aproximadamente
constante e igual ao definido para o sistema continuo original, passa a ficar cada vez mais
longe deste valor (Figura 34). O desvio padrao padrao também aumenta consideravel-

mente, fato que inclusive demonstra uma instabilidade na energia, pois mostra que ela
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Figura 33:

h

Corte em x; =0 da segdo de Poincaré, definida pela eq. (2.46), da simulagdo do modelo

discretizado pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =3 do sistema
Sprott-Nosé-Hoover em funcao do passo . Tem-se o atrator do modelo discretizado na
regiao (1) semelhante ao atrator do sistema continuo (0s <k < 0,0075s); (II) semelhante ao
atrator do sistema continuo, mas com algumas instabilidades numéricas para alguns passos
de discretizacdo (0,0075s < h < 0,015s); (III) com predominio de instabilidades numéricas
(h>0,015s).

0

—-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

-0.12

-0.14

0

Figura 34:

1 n 1 1
0.025 0.03 0.035

h

L 1 1 1 | |
0.005 0.01 0.015 0.02

1 1
0.04 0.045 0.05

Energia em estado estacionario, eq. (2.43), da simulagao do modelo discretizado pelo método

proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =3 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em
funcao do passo h. (=) ug; (+++) Uy = 0op.

varia bastante ao longo da simulacao. Esta conclusao pode também ser feita a partir da

analise do indice % (Tabela 15 e Figura 35), visto que este indica uma média variagao

absoluta da energia por instante k e é cada vez maior a medida que o passo h aumenta.
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Figura 35: Indice % da simulacao do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot de ordem 1 = 3 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em fungao do passo h
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Com relagao a média da energia para o grupo de termos Hj, esta diminui a medida que
h aumenta, como mostrado na Figura 36 e na Tabela 15. A queda da energia neste grupo
de termos explica a razao pela qual ocorre uma mudanca visual considerével no atrator
a partir de & =0,0150s. Isso foi mostrado pela andlise dos cortes na secao de Poincaré
em x; = 0, Figura 33), onde ocorre uma perda significativa dos valores dos termos que

compoe a energia a partir deste valor de A.

Analisando-se os valores do produto dos autovalores da matriz jacobiana com o auxilio
da Tabela 15, percebe-se que variacao da média e ¢ muito baixa em valor absoluto.
Visto que o desvio padrao ¢ insignificante para quaisquer valores de h, o produto nao
varia ao longo da simulagao, independentemente do valor de h. Mesmo assim, ao analisar
graficamente o produto dos autovalores do modelo discretizado de ordem 3 para diferentes
valores do passo de discretizagao h (Figura 37), nota-se um decaimento do produto a partir
de h~0,0150. Assim como outras andlises levaram a conclusao de que a energia nao se
conserva a partir deste valor, o produto dos autovalores pode ser usado também como

uma medida para a conservacao da energia.
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Figura 36: Energia H;, eq.

(4.16), da simulagdo do modelo discretizado pelo método proposto por
Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =3 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em funcao do
passo h. (=) iy: () fa, + O,
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Figura 37: Produto dos autovalores da matriz jacobiana da simulacao do modelo discretizado pelo

método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 11 =3 do sistema Sprott-Nosé-
Hoover em fungao do passo h. (=) py; (-++) Uy £ 0.
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Os expoentes de Lyapunov calculados para o modelo discretizado de ordem 3 para
o sistema Sprott-Nosé-Hoover estao mostrados na Tabela 16. Existe simetria entre os
expoentes A; e A4, mas o distanciamento maior entre Ay e A3 mostra o contririo para
estes dois expoentes. Como este nao é um sistema hamiltoniano, era de se esperar esta
falta de simetria (segao 4.2.4). Porém, por ser conservativo, consegue manter o somatério

dos expoentes ¥ préximo de zero. A medida que h aumenta, ¥ decai de forma similar ao
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produto dos autovalores da matriz jacobiana e da energia, como mostrado na Figura 38.

Os expoentes conseguem indicar corretamente que o sistema encontra-se em dinamica

cadtica, pois os sinais dos expoentes sao (+,0,—,—).

Tabela 16: Expoentes de Lyapunov, somatério dos expoentes de Lyapunov ¥ e dimensao de Kaplan-
Yorke calculados para os modelos discretizados pelo método proposto por Monaco e

Normand-Cyrot até a ordem 3 do sistema Sprott-Nosé-Hoover.

Al Aa, 22, A3

V= Z?:l Ai

Dy

—0,0007868267

0,0008078698

—0,0000210378

—0,0000000063

—9,92199565 x 1010

3,9999987390

0,0075

—0,0000486570

0,0000960821

—0,0000474347

0,0000000032

—6,44437217 x 107

3,9998675552

0,0100

—0,0003525776

0,0004421729

—0,0000896343

0,0000000189

—1,99958998 x 10~8

3,9999432865

0,0125

—0,0001442021

0,0001188779

0,0000000127

0,0000252577

—5,37053194 x 108

3,9996275690

0,0150

—0,0002005438

0,0003487697

—0,0001483980

0,0000000530

—1,18996338 x 10~

3,9994066316

0,0200

—0,0003625922

0,0003691679

—0,0000070776

0,0000001290

—3,72929276 x 107

3,9989714912

A fim de investigar a simetria dos expoentes, simulou-se o sistema termostatico Nosé-

Hoover, com condigao inicial dada pela eq. (4.18). Os expoentes de Lyapunov estdo na

Tabela 17. Para qualquer valor do passo de discretizacao, tem-se A; & —A4 e A ~ —A3

0,00.

~
~
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Figura 38: Somatorio dos expoentes de Lyapunov para a simulacao do modelo discretizado pelo método
proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 = 3 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em

funcao do passo h.

Tabela 17: Expoentes de Lyapunov, indice de simetria dos expoentes ., somatério dos expoentes de
Lyapunov 7 e dimensao de Kaplan-Yorke calculados para os modelos discretizados pelo
método proposto por Monaco e Normand-Cyrot até a ordem 3 do sistema termostatico

Nosé-Hoover.

YRR
h(S) 2’la;{’471272'3 % Z?:lli Dgy
_87583822822 1,0000615488
0,0050 ’ —1,71120448 x 10~ | 3,9991570443
—0,0001486988 14,9777197903
—0,0000099280 '
*8@2221;2232 1,0000773318
0,0075 ’ —6,25108821 x 107> | 3,9998258134
—0,0000224114 | 8147770953
—0,0000123494 | >
*8@28323232 1,0001331721
0,0100 ’ 1,64508588 x 107> | 4,0000000000
—0,0000399773 |, 6804955493
0,0001071589 ’
_8’322225‘3223 1,0001687083
0,0125 ’ —1,69588394 x 10~* | 3,9996343178
—0,0000624424 | 1591983071
—0,0000289192 | ©
_8’ ggggﬁ;g;g 1,0002207717
0,0150 ’ 2,12413792 x 10~* | 4,0000000000
—0,0000898216 |, 5955354571
0,0004127784 |
i Loy
0,0200 ’ —2,19653085 x 107> | 3,9999596257
—0,0001594061 |, 1086554157
0,0003361324 | <
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4.2.7 Modelo discretizado de ordem 8 pelo método de Monaco
e Normand-Cyrot

Para se conseguir obter uma simulacao com um modelo discretizado dinamicamente
valido com passos de discretizacao maiores, deve-se utilizar modelos de ordem mais elevada
para melhorar a aproximacao com o sistema continuo. A simulacao do modelo de ordem
8 com o passo de discretizacao h = 0,09s é caracterizada pela secao de Poincaré mostrada
na Figura 39 (item a), a qual continua sendo semelhante a se¢ao de Poincaré do sistema

continuo, mesmo sendo igual ao passo maximo dado pela frequéncia de Nyquist.

Nestas condigoes, para o modelo de ordem 8 e com h = 0,09s, a média, o desvio padrao
da energia e os indices J7] e 7% sao mostrados na Tabela 18. Como a energia do sistema
em questao é igual a zero, eq. (2.43), o modelo discretizado de ordem 8 para h = 0,09s se
manteve mais proximo do que o modelo discretizado de ordem 3 para h = 0,0125s, pois
a média da energia foi mais proxima da energia do sistema continuo e o desvio padrao
foi menor. As médias da variagdo da energia (J4) e da variacao absoluta da energia
(#6), que levam em consideragdo um mesmo periodo de tempo, também foram menores.
Comparando-se os resultados para o modelo de ordem 3 (Tabela 15) e o de ordem 8
(Tabela 18), pode-se concluir que todos os indices sao melhores para o modelo de mais

alta ordem.

A similaridade com a secao de Poincaré do sistema original ainda consegue ser mantida
ao se aumentar o passo da discretizagdo h. A Figura 40 mostra um corte em x; =0 da
secao de Poincaré de simulacoes do modelo discretizado de ordem 8 para diferentes valores
de h. Para valores baixos de h, os pontos ficam concentrados nos intervalos [4,2; 5,2],
[—0,35; 0,35] e [-5,2; —4,2]. Mas para valores mais elevados de h, h ~ 0,2s, os pontos
ficam concentrados nos intervalos [3,6; 4,6], [—0,35; 0,35] e [—4,6; —3,6]. Os pontos
dos extremos da se¢ao migraram de [£4,2; +5,2] para [£3,6; £4,6], indicando que estao
lentamente se aproximando da origem. Logo, a medida que h aumenta, a se¢ao de Poincaré
diminui.

A energia vai lentamente se distanciando do zero a medida que o passo aumenta, como

mostrado na Figura 41. O modelo, portanto, comeca a deixar de ser conservativo a partir
de h=0,152s.

A fim de se analisar a nao conservagao e tentar entender um pouco mais sobre o
fato da diminuicao da secao de Poincaré, analisou-se também a energia absoluta para o

grupo de termos Hy, como mostrado na Figura 42. A média do grupo de termos foi dada
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Xir
(b) h=0,23s

Figura 39: Secio de Poincaré do sistema Sprott-Nosé-Hoover, definida por P = {(x,y,s) €R? | z=0, 7 >
0}, usando o modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de
ordem 11 = 8, com condigao inicial (xg = 0,00; yo =0,10; z0 =0,00; s9 = e’O’OOS), e instante
final da simulagao N = %. Simetria presente em x; =0 e y;, =0.



Figura 40: Corte em x; =0 da secao de Poincaré, definida pela eq.

'y |F

-4

' "||'r¢

' g * ' ; I11

S “.

: v mﬁ#-'

a,,!t

-
e

%ﬁ% '-ﬁl."'.n:;”' f"l‘ ‘.“I

e |||
Iﬁ'”ﬂ.ﬁ@ bl .,;;'-\' ty "

W

h

0.15 0.2 0.

]
[

105

(2.46), da simulacdo do modelo

discretizado pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =3 do sistema
SprottA em fungdo do passo h. Tem-se o atrator do modelo discretizado na regido (I)
semelhante ao atrator do sistema continuo (0s < h < 0,09s); (II) levemente menor que o
atrator do sistema continuo, mas com algumas instabilidades numéricas para alguns passos de
discretizagao (0,09s < h <0, 152s); (11I) menor e com predominio de instabilidades numéricas

(h>0,152s).
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Figura 41: Energia em estado estaciondrio, eq. (2.43), da simulacdo do modelo discretizado pelo método
proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 =8 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em

funcao do passo h. (=) um; (---

) Ug L og.

pela eq. (3.18), sendo o grupo de termos H; dado pela eq. (4.16), e, como mencionado na

se¢ao 3.2.5, serve para verificar se ocorre perda de energia por meio de alguma variavel em
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Figura 42: Energia H;, eq. (4.16), da simulacdo do modelo discretizado pelo método proposto por
Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 = 8 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em funcao do

passo h. (—) My 5 () Mr, £ Oh, -

fungoes hamiltonianas que tenha valor constante e igual a zero. Nao hé perda significativa
da energia absoluta, pois a média da energia do grupo de termos H; é aproximadamente
constante para os diversos valores de h. Somente para h > 0,152s ocorre uma perda mais
significativa desta energia, o que coincide com o momento do passo h em que comeca a

ocorrer a degradacao da se¢ao de Poincaré.

Com relagao ao produto dos autovalores da matriz jacobiana, andlise similar feita para
o modelo de ordem 3 pode ser aplicada para o modelo de ordem 8. Esta pode ser realizada
fazendo-se um grafico do produto em fungao do passo de discretizagao h (Figura 43) em
conjunto a Tabela 18. Praticamente nao ocorre variagao da média do produto para os
diferentes valores do passo h. O desvio padrao é insignificante para valores do passo abaixo
da frequéncia de Nyquist, mostrando que o produto nao varia ao longo da simulagao para
qualquer valor de & neste intervalo. Apenas para h =~ 0,152s é que o produto comeca a
oscilar, comecando a sinalizar uma nao conservacao da energia. A mesma conclusao pode

ser obtida a partir da andlise da energia para o grupo de termos (Figura 42).

A variacdo do indice J# para diferentes passos de discretizagao (Figura 44) mostra
que a energia inicial nao se altera substancialmente com relacao a final até h ~ 0,19s.
Apesar disto, a média da energia decai antes deste valor, mostrando que este indice nao

¢ uma boa medida da conservagao da energia e pode ser analisado sozinho.
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Figura 43: Produto dos autovalores da matriz jacobiana da simulacao do modelo discretizado pelo
método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 11 = 8 do sistema Sprott-Nosé-
Hoover em fungao do passo h. (=) fy; (-++) Ly £ Ogp.
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h

Figura 44: Indice 4 da simulacao do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot de ordem 1 = 8 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em funcdo do passo h

O grafico do indice % em fungao do passo de discretizacao (Figura 45) mostra que
a variacao da energia absoluta da energia cresce com o aumento do passo h. O modelo
de ordem 8 consegue 4% ~2,5x 1072 em h = 0,152s, resultado similar foi obtido com

o modelo de ordem 3 em & = 0,02s. Logo, mostra-se que o modelo de mais alta ordem
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Figura 45: Indice % da simulacao do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot de ordem 1 = 8 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em fungao do passo h

consegue diminuir a variacao da energia absoluta da energia a cada instante k da simulacao.

Até h = 0,23s conseguiu-se obter solugoes em que a simetria da se¢gao de Poincaré
foi mantida, como mostrado na Figura 39 (item b). Porém, nesta situacao, o atrator é
levemente menor e perdeu alguns detalhes da secao original por nao estar mais atendendo
ao critério de Nyquist. A diminuicao do tamanho do atrator pode ser percebida pelo
achatamento da secao de Poincaré mostrada no corte em x; = 0 para valores elevados
de h (Figura 40). A perda dos detalhes é melhor percebida pelas quatro pequenas ilhas
em (xg,yx) ~ (£1,5; +£4,0) que desaparecem quando se estd em h = 0,23s. Note que
nao ocorre sobreposicao para as frequéncias da varidavel y na simulacao com h = 0,09s
(Figura 46, item a). Para h = 0,23s (Figura 46, item b), ha forte efeito de borda devido

a sobreposicao de altas frequéncias.
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(a) h=0,09s

o S S S S NS Y T S S S S N
0 05 1 1.5 2 2:5 3

Q
(b) h=0,23s
Figura 46: Frequéncias da variavel y do modelo discretizado pelo método proposto por Monaco e

Normand-Cyrot de ordem 1 = 8 do sistema Sprott-Nosé-Hoover, com as condicao inicial
()CO = 0,00; Yo = O, 1()7 70 = ()’()0; 50 = 670,005).
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A Tabela 19 mostra os expoentes de Lyapunov para o modelo discretizado de ordem
8 do sistema Sprott-Nosé-Hoover. Nao existe simetria nos expoentes, sendo um expoente
positivo, dois negativos e um aproximadamente zero para valores pequenos de h. Portanto,
a dinamica caotica é corretamente caracterizada para valores baixos de h. Mas, a medida
que h aumenta, o expoente igual a zero cresce e nao pode mais ser considerado nulo. O
somatério ¥ ~ 0 mostra que o modelo discretizado consegue conservar a energia para
qualquer valor do passo de discretizacao. A medida que o passo aumenta, o somatoério dos
expoentes diminui, mostrado graficamente na Figura 47. Este indice é bem mais proximo
de zero para o modelo de ordem 8 do que para o modelo de ordem 3, o que mostra que o

modelo de mais alta ordem consegue conservar mais a energia.

Tabela 19: Expoentes de Lyapunov, somatério dos expoentes de Lyapunov ¥ e dimensao de Kaplan-
Yorke calculados para os modelos discretizados pelo método proposto por Monaco e
Normand-Cyrot até a ordem 8 do sistema Sprott-Nosé-Hoover.

h(S) QL] ,/14, lz, 7L3 YV = Z?:] 7Li D](y
—0,0000877385
0,0001538980
—0,0000661613
0,0000000019
—0,0003575470
0,0005364616
—0,0001790641
0,0000001495
—0,0022296275
0,0023999674
—0,0001756276
0,0000052876
—0,0070354821
0,0079419169
—0,0009643697
0,0000579324
—0,0086293352
0,0091776199
—0,0006338413
0,0000855513
—0,0186962330
0,0207037428
—0,0024203587
0,0004133989
—0,0332090806
0,0338809327
—0,0020753771
0,0013473360

—3,93023288 x 1073 | 4,0000000000

0,0200 —2,49502025 x 10716 | 4,0000000000

0,0500 ~7,79009902 x 10~'2 | 3,9999999965

0,0900 —2,53201784 x 1072 | 3,9999996401

0,1000 —5,34070888 x 1077 | 3,9999993811

0, 1500 5,49987120 x 10~/ 4,0000000000

0,2000

—5,61889337 x 107 | 3,9983080250

A simetria dos expoentes pode ser verificada analisando-se os expoentes de Lyapunov
para o sistema Hamiltoniano original. A Tabela 20 evidencia a simetria dos expoentes

para o sistema Nosé-Hoover calculados para o modelo de ordem 8, sendo A ~ A4 e A, ~
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Figura 47: Somatorio dos expoentes de Lyapunov para a simulacao do modelo discretizado pelo método

proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem 1 = 8 do sistema Sprott-Nosé-Hoover em
funcao do passo h.

A3 =~ 0,00. Dessa forma, percebe-se ainda que os expoentes calculados para o modelo
discretizado possuem os sinais (+,0,0,—) e corretamente caracterizam a dinamica cadtica
do sistema. O somatorio dos expoentes é proximo de zero, mostrando que o sistema é
conservativo. Porém, o somatorio dos expoentes é bem menor para o modelo discretizado
do sistema Sprott-Nosé-Hoover. Tal fato pode ser explicado pela ordem de grandeza dos
expoentes de Lyapunov e, consequentemente, dos elementos da matriz jacobiana, que é

bem menor no sistema Sprott-Nosé-Hoovere, portanto, resulta em um somatério bem
menos expressivo.

4.2.8 Comparacgao entre os métodos e comentarios adicionais

Os modelos gerados pela aplicagao do método proposto por Mickens nao conseguiram

gerar modelos discretizados dinamicamente validos para nenhum passo de discretizagao.

O modelo MNC de baixa ordem, 1 = 3, conseguiu gerar solugoes dinamicamente
validas até h =0,0150s. O de alta ordem, N = 8, conseguiu gerar solu¢oes dinamicamente
validas até h=0,152s. O modelo MNC de alta ordem conseguiu melhores indicadores para

a conservacao da energia em todos os casos, mantendo sempre a energia mais proxima da
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Tabela 20: Expoentes de Lyapunov, indice de simetria dos expoentes ., somatério dos expoentes de
Lyapunov ¥ e dimensdo de Kaplan-Yorke calculados para os modelos discretizados pelo
método proposto por Monaco e Normand-Cyrot até a ordem 8 do sistema termostatico
Nosé-Hoover.

h(s) Mo,y | L] LA Dxy
e o0
0,0100 ’ —3,42231414 x 10~ | 3,9988523191
—0,0002525395 | ¢ 3593839484
—0,0000397113 |
| oo
0,0200 ’ 3,31209996 x 107> | 4,0000000000
—0,0001598509 | 4775778820
0,0003960430 | ~
e Lo
0,0500 ’ —2,68449341 x 10~* | 3,9996812584
—0,0009961683 |} 9475927495
0,0019896397 |
e 1oe0sasy
0,0900 ’ —2,68228645 x 10~ | 3,9997614532
—0,0032083124 | 5595598652
0,0070889583 | ~
— } ’ }ggggg;ggg 1,0043442702
0,1000 ’ —2,88013876 x 10~ | 3,9997581054
—0,0039561525 |, 2290111716
0,0088183082 |
| Lol
0,1500 ’ —2,06553424 x 10~ | 3,9998470113
—0,0087326890 | , 3498600700
0,0205205972 | ~
_}’gz;ﬁg‘l‘ggg 1,0144218455
0,2000 ’ —2,43357730 x 10~* | 3,9998451468
—0,0153539936 |, 20029764
0,0374529041 | =

original, o produto dos autovalores da matriz jacobiana mais préximo de 1,00, os indices
JA e 5 mais baixos, o somatério dos expoentes de Lyapunov mais proximos de zero e a

dimensao de Kaplan-Yorke mais proxima do valor dado pelo sistema continuo original.

Com relacao ao critério simpleticidade para os modelos MNC de ordens 3 e 8 do

sistema Nosé-Hoover, tem-se:

_\7T - >
=3 _ <J11€V1NC,11—3) WJ/iWNC’nJ —W4+Wwn=3 (4.27)

— T = 7

onde J,iWNC’n:3 e J,?/[Nc’nzs sao as matrizes jacobianas dos modelos MNC de ordens 3 e

8, respectivamente, W é a matriz da eq. (4.11), WN1=3 tem a mesma estrutura da matriz
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dada pela eq. (4.12) e WN=8 & a matriz anti-simétrica dada por:

n=_8 n=_8 n=_8

0 Win wi3 Wi4

n=38 n=_8 n=38
Wi=8 — —Wi2 0 W3 Wo4 4.99
- n=8 n=8 n=8 (4.29)

—Wi3  TWh3 0 W34

n=_8 n==8 n==8
| W14 TW24 W3y 0 i

sendo wlnjzg um polinémio de & com termos de ° a h'®, ou seja, ngzs =agh’+---+aysh'S.

A analise e os resultados sobre a simpleticidade sao semelhantes aos apresentado para os

modelos obtidos para o sistema Hénon-Heiles (se¢ao 4.1.9). Se h < 1, w?jzg ¢ mais proximo
n=
i,
de W do que #"1=3. Assim, o modelo MNC de ordem 8 é mais simplético que o modelo

3 —8 . -
de 0 do que w para um mesmo valor de &, e, consequentemente, #1=8 é mais préximo

de ordem 3.

4.3 Consideracoes sobre a simpleticidade do método
proposto por Monaco e Normand-Cyrot

Os modelos encontrados para Hénon-Heiles e para Nosé-Hoover chegaram em resulta-
dos similares sobre a simpleticidade dos modelos discretizados pelo método proposto por
Monaco e Normand-Cyrot. Modelos de ordem elevada sao mais simpléticos do que os de

ordem baixa.

Considere o sistema continuo dado pela eq. (2.1). O modelo discretizado por Monaco
e Normand-Cyrot serd dado pela eq. (2.67), cuja matriz jacobiana é dada pela eq. (2.70).

Aplicando-se o critério de simpleticidade dado pela eq. (2.19) tem-se:

w =) Wl =W+ W (4.30)

sendo #M uma matriz anti-simétrica cujos elementos sao dados por:

Wi j , i<j
(#M);;=1 0 , =] (4.31)
—Wij l>.]

B n/2 8xlr‘+l BXI;I:[/Z 8x’§+1 axl}firll/Z 4.32
Wi"j_r:z’l ax? axl;- o ax/;. 8x{? (4.32)

Os elementos da matriz jacobiana sao dados pela eq. (2.71). Os elementos w; ; sao
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multiplica¢oes de elementos da matriz jacobiana, que sao polinémios &' (h"), e, portanto,
resultam em outros polinémios & (hzn). Quando j =i+ 73, tem-se uma multiplicagao de
dois elementos da diagonal da matriz jacobiana, resultando em polindmios 1+ & (hzn).
Logo, #M pode ser decomposto pela soma da matriz W mais um residuo W”, cujos

elementos sao polindmios & (hzn). Quando h —0ouh<1AN — oo, #T - W.

Para o caso dos sistemas Hénon-Heiles e Nosé-Hoover, como & (hzn) é um polinomio

com termos de A+ a h?M e h < 1, entdo # — W quando 1 — oo.
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5 Conclusao

5.1 Objetivos principais atingidos com o trabalho

O trabalho foi iniciado com o estudo de sistemas conservativos, parte da revisao
bibliogréfica (segao 2.1), no qual foram explorados indicadores de conservacao da energia
presentes na literatura, tanto para sistemas continuos, quanto para os discretos, e alguns

exemplos de sistemas conservativos discretos.

A solucao numérica de sistemas conservativos pode apresentar diversos problemas,
que sao conhecidos e contornados. Porém, os métodos numéricos usados estao apenas
interessados na solucao, e nao no modelo em si. Métodos numéricos, além da solucao,
podem também fornecer modelos discretos que podem ser usados em diversas areas. Nao
hé trabalhos nesta direcao na literatura. Partiu-se entao para o estudo de métodos de
discretizacao. Dois deles também estao descritos na revisao bibliografica deste trabalho
(se¢do 2.5), o proposto por Ronald Mickens e o proposto pelos autores Monaco e Normand-

Cyrot.

Em seguida, usando-se a metodologia definida no capitulo 3, foram feitas gerados
diversos modelos discretizados, usando os métodos de discretizagao propostos, para os sis-
temas conservativos estudados. Os resultados, bem como diversas andlises e comparagoes,

foram apresentados no capitulo 4.

Resultados da literatura indicam que os modelos discretizados a partir dos métodos
propostos por Mickens e Monaco e Normand-Cyrot de baixa ordem nao sao adequados
para representar comportamentos de sistemas continuos conservativos. Porém, este tra-
balho mostra que é possivel encontrar modelos discretizados dinamicamente validos que
descreveram os sistemas conservativos com suas devidas particularidades (manutengao
da energia e simetria) para passos elevados (proximos a frequéncia de Nyquist), objetivo
principal do trabalho, desde que se aumente a ordem da discretizacao do método proposto

por Monaco e Normand-Cyrot.
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5.2 Principais contribuicoes

A discretizagao feita pelo método de Monaco e Normand-Cyrot demonstrou ser mais
robusta do que pelo método proposto por Mickens, mesmo que os termos deste ultimo

sejam escolhidos criteriosamente.

Com relagao ao passo maximo conseguido na simulacao pelo método proposto por
Mickens, para o sistema de Hénon-Heiles, (LETELLIER; MENDES; MICKENS, 2007)
mostra que é possivel atingir &~ 0,3s sem alterar significativamente a se¢ao de Poincaré
com relacao a original, e h ~ 0,85s antes de ejetar trajetérias ao infinito e sem exibir
mais ilhas na secao de Poincaré. A simetria nao é mantida para sistemas conservativos a
medida que h aumenta. E para o sistema Sprott-Nosé-Hoover, o método nem consegue

produzir discretizacoes validas.

Com relagado ao passo maximo conseguido na simulagao pelo método proposto por
Monaco e Normand-Cyrot, para o sistema Hénon-Heiles, no melhor caso, o modelo dis-
cretizado de ordem 9 conseguiu chegar a h =~ 0,5s sem alterar significativamente a segao
de Poincaré com relagao a original, e a h =~ 0,67s (frequéncia de Nyquist) com uma segao
de Poincaré deslocada no espago dos parametros. Em 0,67s < h < 0,87s, conseguiu-se re-
produzir a se¢ao com perda de detalhes devido ao efeito de borda, que gerou sobreposicao
em altas frequéncias. Somente para h > 0,87s se desconfigurou completamente a resposta.
Para o sistema Sprott-Nosé-Hoover, o modelo discretizado de ordem 8 conseguiu chegar
a h~0,09s (critério de Nyquist) sem alterar significativamente a se¢ao de Poincaré com
relacdo a original. A partir deste valor do passo de discretizacdao, comeca-se a ocorrer
sobreposicao de frequéncias, mas apenas para h > 0,23s desconfigura-se completamente a

resposta. Em todas as simulagoes, a simetria da secao de Poincaré foi mantida.

Simulacoes realizadas com diversas estruturas de modelos mostraram que, na discre-
tizacao pelo método Monaco e Normand-Cyrot, os termos de baixa ordem sao necessarios
para a propria estabilidade do modelo. Por exemplo, na simulagao com o sistema de
Hénon-Heiles, ao retirar um termo de ordem 2 no modelo discretizado de ordem 3 resulta
em um modelo instavel. Ainda neste método, os termos de alta ordem nao sao represen-
tativos e podem inclusive ser desprezados para valores do passo de discretizacao muito
pequenos. Mas, a medida que h aumenta, estes termos ganham representatividade na res-
posta e deixam de ser despreziveis, sendo cruciais para uma simulacao longa. Considere,
por exemplo, os modelos discretizados de ordem 3, tanto do sistema Hénon-Heiles, quanto

do sistema Sprott-Nosé-Hoover. E possivel gerar solugoes validas para valores pequenos
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de h. Mas a medida que h aumenta, nao mais se consegue ter solugoes validas, sendo
necessario termos de mais alta ordem para refinar a resposta. Esta é a razao pela qual se
conseguiu atingir a frequéncia de Nyquist usando o modelo discretizado de ordem mais
elevada para ambos os sistemas, o de ordem 9 para Hénon-Heiles e o de ordem 8 para

Sprott-Nosé-Hoover.

Em sistemas nao-lineares, pode existir o problema bem conhecido da sensibilidade as
condigoes iniciais (STROGATZ, 2000, p. 320). Para a discretizacdo, as condicoes inicias
sao as mesmas, mas a estrutura do modelo é levemente diferente. E os pequenos acrésci-
mos devido aos termos de alta ordem podem fazer muita diferenca em longos intervalos
de tempo. Instabilidades numéricas surgem quando a estrutura do modelo nao conse-
gue reproduzir o sistema original em simulagoes longas para um determinado h, sendo

necessario acrescentar termos de mais alta ordem para melhorar a aproximagao.

Verificou-se que o traco da matriz jacobiana exatamente igual a dimensao do sistema
nao é condicao necessaria para se obter um modelo com uma estrutura que consiga re-
produzir o sistema continuo original. Pequenas variagoes podem ocorrer sem que isto
afete significativamente a verossimilhanca do modelo discretizado. Tal fato pode ser com-
provado a partir da andlise do modelo discretizado de ordem 9 do sistema Hénon-Heiles,
o qual nao possui o traco exatamente igual a 4, mas conseguiu reproduzir a secao de

Poincaré do sistema continuo original.

O produto dos autovalores da matriz jacobiana pode ser usado como uma medida para
a conservacao da energia. Quanto mais proximo de 1,0, mais conservativo é o sistema.
Apesar de sua variacao absoluta ser muito pequena de um passo de discretizacao para

outro, graficamente é possivel detectar o mesmo comportamento da energia.

Os indices de conservacao de energia 4 e % puderam ser usados para analisar a
conservagao da energia, bem como comparar modelos. Porém, nao podem ser utilizados de
forma isolada, pois podem dar falsos indicadores sobre a qualidade do modelo. Considere,
por exemplo, o modelo discretizado do sistema Hénon-Heiles usando o método proposto
por Mickens. Para 0,67, 77 ¢é baixissimo, mostrando que a energia no final da simulacao
se manteve. Porém, pela andlise visual da secao de Poincaré, pode-se notar que a simetria
nao foi mantida e, logo, este nao poderia ser caracterizado como um bom modelo. Os
modelos discretizados pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot de ordem mais
elevada obtiveram os menores indices .74, mostrando que possuem uma menor variagao

absoluta da energia a cada instante k para um mesmo periodo analisado.

O somatorio dos expoentes de Lyapunov pode ser usado como um indicador de conser-
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vacao da energia. Se igual a 0,00, o modelo consegue conservar a energia. A dimensao de
Kaplan-York, apesar de nao fornecer diretamente esta informacao, pode dar uma noc¢ao
sobre a qualidade do modelo discretizado. A dimensao do modelo discretizado igual a do
sistema continuo original fornece um indicio que o modelo estd com uma boa estrutura.
No caso de sistemas conservativos hamiltonianos, a dimensao de Kaplan-Yorke deve ser
igual a dimensao do sistema. E ainda para esta classe de sistemas, a simetria dos expo-
entes de Lyapunov também pode dar indicios sobre a qualidade do modelo. Todos estes
indicadores podem ser utilizados quando nao se tem uma equacao da energia, como no

caso de sistemas conservativos que nao possam ser descritos por uma fungao hamiltoniana.

Como a discretizacao de ordem elevada pelo método proposto por Monaco e Normand-
Cyrot apresentou bons resultados para o calculo dos expoentes de Lyapunov, o processo
de discretizagao mais o calculo usando o algoritmo discreto apresenta-se como uma outra
forma de se calcular os expoentes de Lyapunov de sistema continuos. Basta encontrar
o modelo de ordem elevada e aplicar o algoritmo de calculo dos expoentes para sistema

discretos, que é bem mais simples.

O método proposto por Monaco e Normand-Cyrot corresponde a uma aproximagao
do fluxo do sistema continuo. Quanto maior a ordem 1, mais termos sao adicionados
ao modelo e, consequentemente, melhora-se a aproximacao do modelo com o sistema
continuo. Como a estrutura do modelo consegue gerar um comportamento mais proximo
do sistema continuo, é de se esperar que a energia seja conservada também. Analisando a
conservagao da energia sob outro angulo, aumentar a ordem 1 corresponde a fazer com que
o modelo melhore o atendimento ao critério da simpleticidade, deixando o modelo mais
simplético e conservando mais a energia. Assim, o método consegue, por meio da ordem
de discretizacao 1, fornecer modelos discretizados com diferentes niveis de conservagao de

energia, sendo a conservagao maxima conseguida por 1 = oo.

O método proposto por Monaco e Normand-Cyrot tem a vantagem de ser um método
direto, ou seja, basta determinar a ordem desejada para obter as equagoes de diferencgas,
nao sendo necessario nenhum estudo adicional, como deve ser feito pelo método proposto

por Mickens, o qual se deve estudar a ordem correta para o cdlculo das derivadas.

A desvantagem do método proposto por Monaco e Normand-Cyrot é que, para se
ter um modelo que permita obter uma boa resposta, deve-se ter termos de mais alta
ordem, e estes demandam um grande esfor¢o computacional para simulacao. Porém, para
sistemas conservativos, ainda se torna como uma boa escolha, dado que mantém a simetria

da resposta, mesmo para valores elevados de h préximos ao passo dado pelo critério de
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Nyquist.

5.3 Trabalhos aceitos e publicados

Esta dissertagao resultou, até o momento, na publicacao do artigo intitulado “Ob-
tencao de modelos discretizados dinamicamente validos para o sistema conservativo de

Hénon-Heiles” no Congresso Brasileiro de Automdtica 2010 (BASTOS; MENDES, 2010b).

Também publicou-se o resumo “Dynamic Valid Models for the Conservative Hénon-
Heiles System” sobre o mesmo tema no Dynamic Days South America 2010: International
Conference on Chaos and Nonlinear Dynamics (BASTOS; MENDES, 2010a). Este tltimo
possibilitou ainda o trabalho aceito “Dynamic Valid Models for the Conservative Hénon-
Heiles System” a ser publicado no Journal of Physics: Conference Series (BASTOS;
MENDES, 2011).

5.4 Trabalhos futuros

O tema do presente trabalho foi o resultado da evolucao de estudos. Ao se tentar
entender um determinado assunto, intimeras outras duvidas emergiam. Portanto, algu-
mas propostas de trabalhos futuros podem partir das diversas questoes que ficaram sem

resposta.

Os modelos discretizados obtidos pelo método proposto por Monaco e Normand-Cyrot
geram, além dos pontos-fixos originais do sistema continuo, diversos outros pontos-fixos
espurios (MENDES; BILLINGS, 2002), cuja quantidade é fun¢ao da ordem da discreti-
zagao e o espacamento é funcao do passo da discretizacao. Seria interessante analisar a
relacao entre estes dois parametros e a posicao dos pontos-fixos espirios, tentando ve-
rificar se existe semelhanca com a andlise de frequéncias. Ou seja, como a amostragem
de um sinal continuo no tempo gera cépias periddicas das frequéncias do sinal continuo
no dominio da frequéncia, entdo os pontos-fixos espurios poderiam também ser copias

periodicas dos pontos-fixos do sistema continuo.

A analise dos circuitos da matriz jacobiana de sistemas continuos podem fornecer uma
idéia sobre os pontos-fixos (GOUZE, 1998; THOMAS, 1999; CINQUIN; DEMONGEOT,
2002). Similarmente, poder-se-ia fazer um mapeamento dos circuitos da matriz jacobiana
de sistema continuos para modelos discretos, de forma que se pudesse inferir rapidamente

se pelo menos o modelo discretizado conseguiu manter a mesma estrutura dos pontos-fixos.
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E, finalmente, um outro trabalho futuro aplicar os modelos discretizados pelos méto-
dos explorados neste trabalho a outras areas da engenharia, tais como o controle discreto

e a validagao de modelos a partir de dados reais.
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ANEXO A -- Implementacao em Matlab do
método de integracao

numérica simplético

O codigo-fonte apresentado a seguir implementa o método de integracao numérica
Runge-Kutta com coeficientes dados por Gauss-Legendre, que é um método simplético.

Francisco Beron-Vera, autor deste codigo, disponibilizou a implementagao em:

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/7686

function zout = gls(X, DX, tspan, zin, s, tout, tol, maxiter, varargin)
#GLS S-stage Gauss-Legendre solver, symplectic method.

% Y = GLS(ODEFUN, JACOBIAN,TSPAN,Y0,S) integrates the system of ordinary
% differential equations y’ = f(t,y) using a fully implicit S-stage

% Gauss-Legendre Runge-Kutta method by stepping from TO to Tl to T2, etc.
% Function ODEFUN(T,Y) must return f(t,y) in an N-dimensional column

% vector. The vector YO is the initial conditions at TO. Each row in the
% solution array Y corresponds to a time specified in TSPAN. Function

% JACOBIAN(T,Y) must return the Jacobian matrix of f(t,y) which is needed
% to perform Newton iterations for solving a system of 2#N*S nonlinear

% algebraic equations each time step.

%

% Y = GLS(ODEFUN, JACOBIAN,TSPAN,Y0,S,TOUT) returns the solution at times
% specified by TOUT. This is meant either for stroboscopic sampling at

% integer multiples of TS or to return the solution at the final time

% specified in TSPAN. In the former case TSPAN = 0:TS/M:N*TS and

% TOUT = TS:TS:N*TS, whereas in the latter TOUT = TSPAN(END). Default

% setting is TOUT = TSPAN.

h

% Y = GLS(ODEFUN, JACOBIAN,TSPAN,Y0,S,TOUT,TOL,MAXITER) allows to set the
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error tolerance TOL for the relative increment of the solution of the
algebraic system, the maximum number of iterations MAXITER to be

performed. Default settings are TOL = le-6 and MAXITER = 15.

Y = GLS(ODEFUN, JACOBIAN,TSPAN,YO0,S,TOL,MAXITER,TOUT,VARARGIN) passes the
additional parameters P1, P2, ... to ODEFUN and JACOBIAN as ODEFUN(T,Y,
P1,P2,...) and JACOBIAN(T,Y,P1,P2,...).

For general canonical Hamiltonian systems the S-stage Gauss-Lengendre
methods are symplectic, have optimal order (2%S), and are also A-stable.

See details in McLachlan & Atela (1992), Nonlin. 5, 541.

Example: Solve x" + w”2 sin(x) = 0, x(0) = 2, x’(0) = 0, w = 1, using a
6th-order method with tolerance 1e-3 and 10 maximum Newton

iterations per time step, and plot solution in phase space.

y=gls(@(t,y,w) [y(2);-w 2*sin(y(1))1,...
Q(t,y,w) [0 1;-w"2*cos(y(1)) O],...
[0:.025:4%pi], [2;0],...
3,[0:.025:4%pil,1e-3,10,...
1;

plot(y(:,1),y(:,2))

See also SEEQ, SEEP, SEIQ, SEIP.

Francisco J. Beron-Vera, 27-Mar-2005

$Revision: 1.2 $§ $Date: 31-Mar-2005 13:52:34 $

% Set default parameters.

if

nargin < 6
tout = tspan;
tol = le-6;

maxiter=15;

elseif nargin < 7

tol = le-6;

maxiter=15;

elseif nargin < 8

maxiter=15;

end

% Set dimensions.

Nz

= length(zin);

Ntout = length(tout);
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Ntspan = length(tspan);
if Ntspan == Ntout
nsample = 1;
nmax = Ntout;
elseif (Ntspan > Ntout) && (Ntout > 1)
nsample = (Ntspan-1)/Ntout;
nmax = nsamplexNtout+1;
else
nsample = Ntspan-1;
nmax = Ntspan;

end

% Fill-in solution array with zeros.
zout = zeros(Ntout,Nz);
if Ntspan == Ntout

zout(1,:) = zin’;

nout = 2;
else

nout = 1;
end

% Load coefficients for s-stage method.

[a b c] = abc(s);

% Main loop.
hspan = diff(tspan);
z = zin;
for n = 2:nmax
t = tspan(n-1);
if “mod(n,1000)

disp([’t = ’ num2str(t) ’ of ’ num2str(tspan(end))])
end
h = hspan(n-1);
g = newton(@(g) F(g, X, t, h, z, s, a, ¢, Nz, varargin{:}),

@(g) DF(g, DX, t, h, s, a, ¢, Nz, varargin{:}),
repmat(z,s,1), tol, maxiter);
dz = zeros(Nz,1);
form = 1:s
M = (m-1)*Nz+1:m*Nz;
dz = dz + h*b(m)*feval (X, t+c(m)*h, g(M), varargin{:});
end
z =z + dz;

if "mod(n-1,nsample)
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zout (nout,:) = z’;
nout = nout + 1;
end

end

function out = F(g, X, t, h, z, s, a, c, Nz, varargin)
% F returns algebraic system F(g) = O.
out = zeros(Nz*s,1);
for j = 1:s
J = (j-1)*Nz+1:j*Nz;
dg = zeros(Nz,1);
for k = 1:s
K = (k-1)*Nz+1:k*Nz;
dg = dg + h*a(j,k)*feval(X, t+c(k)*h, g(K), varargin{:});
end
out(J) = g(J) - z - dg;

end

function out = DF(g, DX, t, h, s, a, c, Nz, varargin)
% DF returns Jacobian matrix for F(g) = O.
out = zeros(Nz*s);
for j = 1:s
J = (G-1)*Nz+1:j*Nz;
for k = 1:s
K = (k-1)*Nz+1:k*Nz;
out(J,K) = h*a(j,k)*feval(DX, t+c(k)*h, g(K), varargin{:});
end
end

out = eye(Nz*s) - out;

function [a, b, c] = abc(s)
% ABC returns coefficients for S-stage Gauss-Legendre methods. (From RKGL,

% DiffMan package v.2 by K. Engo, A. Marthinsen & H. Munthe-Kaas.)

c = roots(slegendre(s));
c = sort(c);

V = vander(c);
V=yv(,s:-1:1);

J = diag(1./(1:8));

invV = inv(V);
a = diag(c)*VxJ*invV;

b = (ones(1,s)*JxinvV)’;
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function Pn = slegendre(n)

% SLEGENDRE returns shifted Nth-order Legendre polynomials normalized in
% the interval [0 1]. (From SLEGENDRE, DiffMan package v.2 by K. Engo,

% A. Marthinsen & H. Munthe-Kaas.)

Pnm1 0;

Pn = 1;

for m = 0:n-1

Aln = m + 1;
A2n = - 2*m - 1;
A3n = 4*m + 2;
Adn = - m;
PnP1 = A2n*x[0 Pn] + A3n*x[Pn 0] + A4n*[0 O Pnmi];
PnP1 = PnP1/Aln;
Pnml = Pn;
Pn = PnP1;
end

function xout = newton(sysfun, jacfun, xin, tol, maxiter, varargin)
% NEWTON solves nonlinear algebraic systems.
3=0;
dx = tol + 1;
while (dx > tol) && (j <= maxiter)
=i+
F
J

feval(sysfun, xin, varargin{:});

feval(jacfun, xin, varargin{:});
xout = xin - J\F;

dx = norm(xout-xin);

xin = xout;

end



