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Resumo

Esta dissertação propõe uma estratégia para detecção de falhas em sistemas lineares a

tempo contínuo, sujeitos a retardo no tempo e incertezas paramétricas, baseada no projeto

de filtros robustos como observadores de estado. O projeto dofiltro é baseado na teoria de

Lyapunov-Krasovskii e em desigualdades matriciais lineares (LMIs - do inglês:Linear

Matrix Inequalities). A partir do resíduo gerado entre as saídas do sistema e do obser-

vador, um limiar de operação normal é calculado. Assim, quando o resíduo é maior que

este limiar de operação normal o sistema é considerado em falha. Exemplos numéricos

ilustram a eficiência do método proposto.

Palavras-chave: Desigualdade matricial linear, Lyapunov-Krasovskii, sistemas lineares,

retardo no tempo, parâmetros incertos, análise de estabilidade, projeto de filtro, detecção

de falha.

Abstract

This master thesis proposes a strategy for fault detection in continuous time linear sys-

tems, subject to time-delay and uncertain parameters, based on robust filter design as state

observers. The filter design is based on Lyapunov-Krasovskii theory and on linear matrix

inequalities (LMIs). From the residue generated between the outputs of the system and

the observer, a normal operating threshold is calculated. Therefore, when the residue is

greater than this normal operation threshold the system is considered in fault. Numerical

examples illustrate the effectiveness of the proposed method.

Keywords: Linear matrix inequality (LMI), Lyapunov-Krasovskii, linear systems, time-

delay, parameter uncertainties, stability analysis, filter project, failure detection.
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Notações e Definições

R, R+, Rn, Rn×m - conjunto dos números reais, dos números reais positivos,
dos vetores reais den componentes e das matrizes reais de
dimensãon×m.

‖ · ‖ - norma vetorial ou matricial.
L2 - denota o espaço de Lebesgue das funções de quadrado in-

tegrável no intervalo[0, ∞).
H∞ - representa todas as matrizes de transferênciaH(s) ra-

cionais com coeficientes reais, estáveis e próprias, com
‖ H ‖∞< ∞.

γ - é o nível de atenuação de ruídos para um sistema re-
presentado pela matriz de transferênciaH(s) se satisfaz
‖ H ‖∞ < γ, comγ ∈ R+.

I - denota uma matriz identidade de dimensão apropriada.
0 - denota uma matriz nula de dimensão apropriada.
det(·) - determinante de uma matriz.
∗ - denota os termos matriciais simétricos em relação a dia-

gonal principal.
MT , M−1, M−T - denota transposto, inverso e transposto inverso da matriz

M.
M > 0 (M ≥ 0) - denota que a matrizM é definida (semi-definida) positiva.
M < 0 (M ≤ 0) - denota que a matrizM é definida (semi-definida) nega-

tiva.
sm{M} - forma compacta que representa:M+MT .
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Acrônimos

FDI - Detecção e Isolação de Falha - do inglês: “Fault Detection and Isolation”
FD - Detecção de Falha - do inglês: “Fault Detection”
LMI - Desigualdade Matricial Linear - do inglês: “Linear matrix inequality”
QTA - Análise Qualitativa de Tendências - do inglês: “Qualitative Trend Analysis”
RNA - “Redes Neurais Artificiais”
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Justificativa e objetivos

Os estudos sobre detecção de falhas baseados no uso de observadores se iniciaram

na década de 1970. Os processos industriais impulsionaram os estudos neste âmbito, os

quais visavam principalmente a detecção de falhas em seus instrumentos, que geralmente

causam perdas significativas [Clark, 1978].

No início, as aplicações limitavam-se na detecção de falhasem sistemas lineares. A

evolução, já no final da década de 1970, veio com o desenvolvimento de métodos de

detecção de falhas em processos baseados em modelagam e na estimação de parâmetros

e estados, conforme apresentados em [Isermann, 1984].

A relevância da detecção de falhas em sistemas dinâmicos está na detecção segura de

falhas garantindo um aumento do grau de confiabilidade dos processos representados por

estes sistemas. Em alguns casos, a detecção antecipada da falha reduz o índice de paradas

na linha de produção, de perda material, de perda de qualidade e, até mesmo, na redução

de acidentes que podem envolver pessoas [D’Angelo et al., 2010].

Considerando o exposto acima, o objetivo deste trabalho é desenvolver um sistema

de detecção de falhas, baseado no uso de filtros robustos, para sistemas lineares sujeitos

a retardo no tempo e incertezas paramétricas. O trabalho consiste no projeto de filtros

robustos, que permite o cálculo do resíduo entre o sistema e oestimador robusto, assim

1



1. Introdução 2

é usada uma função de desempenho adequada, cujo limiar determina a fronteira entre o

processo em operação normal e em falha.

1.2 Revisão bibliográfica

Os primeiros trabalhos sobre detecção de falhas foram baseados no uso de observado-

res, as motivações para este método estavam nos processos industriais representados por

sistemas dinâmicos, nos quais as variáveis medidas são monitoradas afim de se detectar

as falhas.

Conforme apresentado em [Isermann and Ballé, 1997], as falhasnos sistemas dinâmi-

cos podem ser classificadas em três grupos:

i) Falhas abruptas: provocam rapidamente desvios nas condições de operação normal

dos processos;

ii) Falhas incipientes: provocam lentamente desvios graduais nas condições de operação

normal dos processos;

iii) Falhas intermitentes, ou esporádicas: que podem aparecer e desaparecer a qualquer

momento.

Métodos FDI podem ser caracterizados de acordo com os métodos de detecção e com

os métodos isolação de falha. Os métodos de detecção de falhas baseados em modelos

variam sua forma de detecção de acordo com as variáveis disponíveis para medição, entre

os quais, como apresentado em [Isermann and Ballé, 1997], podemos citar: observadores

ou estimadores de estado; equações/relações de paridade; identificação e estimação de pa-

râmetros; filtros passa-banda; análise espectral; estimação de máxima entropia; estimação

de média e variância; teste de razão de verossimelhança; T-teste e teste soma.

Entre os métodos de isolação de falhas, segundo [Isermann and Ballé, 1997], pode-

mos citar os mais relevantes: métodos probabilísticos; distâncias geométricas; RNA e

agrupamento nebuloso.
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Diversos outros métodos foram desenvolvidos principalmente derivando e/ou combi-

nando os métodos citados acima [Isermann and Ballé, 1997], [D’Angelo et al., 2010].

Os métodos FDI apresentados são divididos em métodos quantitativos [Venkatasu-

bramanian et al., 2003c], [Venkatasubramanian et al., 2003b]: observadores, modelos

estatísticos, redes neurais, relações de paridade, filtrosde Kalman; e em métodos quali-

tativos [Venkatasubramanian et al., 2003a], [Venkatasubramanian et al., 2003b]: modelos

causais, sistemas especialistas, QTA . Entre os métodos de detecção quantitativos, os

observadores/filtros fazem parte dos métodos mais utilizados recentemente, neste caso

geralmente é utilizado um sinal que representa a inconsistência entre o sinal esperado e o

sinal com falha.

Os métodos baseados em observadores/filtros, em grande parte dos trabalhos, são utili-

zados para caracterizar sistemas com entradas desconhecidas, as quais podem representar

características como incertezas e não-linearidades do sistema [Chen and Patton, 1999].

O bom desempenho dos observadores na detecção de falhas abruptas em sistemas com

entradas desconhecidas é um tema amplamente explorado em [Caminhas and Takahashi,

2001] e [D’Angelo et al., 2010].

Entre os trabalhos existentes, focados na detecção de falhas em sistemas dinâmicos

sujeitos a retardo no tempo, alguns são dedicados a sistemasde tempo discreto tais como

[Wang et al., 2008], [Zhang et al., 2008] e [Yong et al., 2010], sendo que no primeiro

o retardo é considerado no estado, enquanto, no segundo e terceiro o retardo é conside-

rado no laço de realimentação da saída. Ademais, em ambos trabalhos os retardos são

considerados constantes.

Os trabalhos focados na detecção de falhas em sistemas de tempo contínuo sujeitos

a retardo no tempo podem ser divididos em dois grupos; o grupoG1, que considera

o retardo constante no tempo,r, e o grupoG2, mais realista, que considera o retardo

variante no tempo,r(t). Entre os trabalhos mais recentes neste campo, podemos citar

[Zhang-qing and Xian-zhong, 2007], [Su and Ji, 2007], [Chen and Li, 2008], [Gao and

Jiang, 2008] e [Li and Yang, 2009], os quais se enquadram no grupoG1; e os relevantes

artigos [Ke and Bin, 2008], [Meskin and Khorasani, 2009], [Karimi et al., 2009] e [Wang

et al., 2010], que se enquadram no grupoG2.



1. Introdução 4

Por meio de uma simples análise comparativa, espera-se que para sistemas sujeitos a

retardo constante no tempo, o modelo de um filtro apropriado também leve em conta este

mesmo retardo constante, como apresentado em [Zhang-qing and Xian-zhong, 2007],

[Su and Ji, 2007], [Chen and Li, 2008], [Gao and Jiang, 2008] e [Li and Yang, 2009].

Por outro lado, quando o sistema considerado está sujeito a retardo variante no tempo, é

natural inferir que o modelo para um filtro apropriado deve considerar o mesmo retardo

variante no tempo que o sistema está sujeito, assim este tipode filtro foi considerado

nos seguintes trabalhos [Ke and Bin, 2008] e [Karimi et al., 2009]. Note que a imple-

mentação deste tipo de filtro necessita da medição em tempo real do valor do retardo no

tempo, sendo esta uma tarefa complicada. Assim, a maioria dos projetos que consideram

o sistema sujeito a retardo variante no tempo não levam em conta o valor do retardo no

modelo do filtro, o que fatalmente pode prejudicar seu desempenho, veja por exemplo

[Wang et al., 2010].

Portanto, considerando o exposto no parágrafo anterior, este trabalho propõe uma

estratégia de detecção de falha alternativa para sistemas sujeitos a retardo variante no

tempo, a qual é baseada em um modelo de filtro robusto que leva em conta um retardo

constante tempo que corresponde a estimativa do valor médiodo retardo que o sistema

está sujeito. Assim, o modelo do filtro considerado aqui se aproxima mais do modelo

do processo e sua implementação não necessita da medição em tempo real do valor do

retardo. Na próxima seção é apresentado em mais detalhes o problema considerado neste

trabalho.

1.3 Formulação do problema

Na Figura 1.1 é apresentado o diagrama de blocos geral do problema de detecção de

falhas considerado neste trabalho, sendo que, a parte destacada na figura nomeada como

FD representa um método de detecção de falha. Nesta figura assume-se que o processo
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pode ser representado pela classe de sistemas sujeitos a retardo no tempo descrita por:

ẋ(t) = Ax(t) + Arx(t− r(t)) +Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0],

(1.1)

sendox(t) : R → R
n o vetor de estados,w(t) : R → R

p o vetor de entradas exógenas,

z(t) : R → R
q o vetor de saída a ser estimado,y(t) : R → R

m o vetor de saída medida,

φ(t) é a condição inicial do sistema er(t) é o retardo variante no tempo. Particularmente,

é considerado o retardo no tempo da forma:r(t) = τ + η(t), sendoτ um valor nominal e

η(t) uma perturbação, possivelmente variante no tempo, podendoassumir valores positi-

vos e negativos; satisfazendo:|η(t)| ≤ µ < τ , sendoµ conhecido. Portanto, o retardo no

tempo é definido no intervalo,r(t) ∈ [τ − µ, τ + µ].

Entradas
Processo

Saídas

Filtro
robusto

Resíduos+

−

Detecção
das falhas

FD

Falhas

Figura 1.1: Diagrama de blocos geral do problema de detecçãode falhas.

O métodoFD destacado na Figura 1.1 deve essencialmente considerar relevantes pa-

râmetros do processo, portanto, no presente trabalho o métodoFD considerado contém

um filtro robusto, apresentado na Figura 1.1. Este filtro tem como objetivo gerar estima-



1. Introdução 6

tivas, ẑ(t), do sinalz(t) baseado no vetory(t) de saídas medidas do sistema em (1.1).

Para realizar esta tarefa, neste trabalho é proposto um método de projeto de um filtro

admissível, i.e., assintóticamente estável, da seguinte forma:

˙̂x(t) = Af x̂(t) + Aτf x̂(t− τ) +Bfy(t)

ẑ(t) = Cf x̂(t) + Cτf x̂(t− τ) +Dfy(t)

x̂(t) = 0, ∀t ∈ [−τ, 0],

(1.2)

sendo as matrizesAf , Aτf , Bf , Cf , Cτf eDf variáveis a serem determinadas. Observe

que a estrutura do filtro considerado acima não leva em conta ovalor exato do retardo va-

riante no tempor(t), e sim o valor nominal deste retardo,τ . Portanto, o filtro considerado

não necessita da medição do valor do retardo em tempo real.

Baseado a estrutura do filtro robusto apresentada acima, podemos então estabelecer a

dinâmica do erro de filtragem ou dos resíduos,z̃(t) , z(t)− ẑ(t). Usando a identidade:

x(t− r(t)) = x(t− τ)−

∫ τ

r(t)

ẋ(t− ξ)dξ,

a dinâmica do erro de filtragem é dada por:

˙̃x(t) = Ãx̃(t) + Ãτ x̃(t− τ) + B̃w(t)− Ãr

∫ τ

r(t)

˙̃x(t− ξ)dξ

z̃(t) = C̃x̃(t) + C̃τ x̃(t− τ) + D̃w(t),

(1.3)

sendox̃(t) , [xT (t) xT (t)− x̂T (t)]T , z̃(t) , z(t)− ẑ(t) e

Ã=





A 0

A−BfL−Af Af



 , B̃ =





B

B−BfLw



 ,

Ãτ=





Ar 0

Ar−BfLr−Aτf Aτf



 , Ãr=





Ar 0

Ar − BfLr 0



 ,

C̃ =
[

C −DfL−Cf Cf

]

, D̃ = D −DfLw,

C̃τ =
[

Cτ −DfLr −Cτf Cτf

]

.

(1.4)
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Finalmente, considerando o índice de desempenhoH∞ da forma:

J(t) ,

∫ ∞

0

[

z̃T (t)z̃(t)− γ2wT (t)w(t)
]

dt, (1.5)

comγ ∈ R+, podemos definir o problema de filtragem considerado neste trabalho. O ín-

diceH∞ é amplamente explorado no desenvolvimento de filtros robustos para sistemas a

tempo contínuo [Duan et al., 2006], [Souza et al., 2008a], [Souza et al., 2008b], [Nobrega

et al., 2008], [Li and Yang, 2009], tanto para sistema em tempo discreto

[Takahashi et al., 1997].

Problema de filtragem: Determine um filtro estável como em (1.2) que garanta um nível

pré-determinado de atenuação de distúrbios,γ, para a dinâmica do erro de filtragem com

retardo no tempo em (1.3), tal que o ganhoL2 satisfaça:

sup
w(t)∈L2

‖ z̃(t) ‖2
‖ w(t) ‖2

< γ,

ou, em outras palavras, o índice de desempenhoH∞ satisfazJ(t) < 0.

Além do filtro robusto, o métodoFD destacado na Figura 1.1 também contém o bloco

detecção de falhas, este bloco corresponde a uma função de decisão que determina se o

processo apresenta alguma falha a partir do resíduo gerado entre as saídas do processo e

do filtro. O bloco de decisão escolhido projetado a partir de um valor de limiar de decisão

calculado em um período de tempo no qual o processo pode ser considerado sem falha

ou normal. Então, uma vez que o resíduo gerado entre as saídas do processo e do filtro

é superior ao valor de limiar, por comparação simples, o processo será consideradoem

falhapelo bloco de decisão.

1.4 Organização do trabalho

O restante deste trabalho é organizado como se segue: no Capítulo 2 são desenvol-

vidos métodos de análise de estabilidade formulados em termos de LMIs (desigualdades
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matriciais lineares, do inglês: “Linear Matrix Inequalities”) para sistemas sujeitos a re-

tardo no tempo. Sendo que, são tratados em subseções diferentes, sistemas sujeitos a

retardo constante, sistemas sujeitos a retardo variante notempo e sistemas incertos sujei-

tos a retardo variante no tempo. Estes métodos de análise de estabilidade serão usados

como ponto de partida para o desenvolvimento do método de projeto de filtro, apresen-

tado no Capítulo 3. Nesse capítulo, são considerados em subseções diferentes, sistemas

precisamente conhecidos e sistemas incertos. No Capítulo 4 éapresentada a função de

decisão escolhida, assim o método de detecção de falhas proposto nesse trabalho é com-

pletado. Ademais, ainda nesse capítulo, são apresentados exemplos numéricos, com a

finalidade de verificar a eficiência do método proposto. Por fim, o Capítulo 5 apresenta as

conclusões acerca do trabalho desenvolvido.



Capítulo 2

Análise de Estabilidade

Neste capítulo são apresentadas condições formuladas em LMIs para a análise de es-

tabilidade de sistemas lineares sujeitos a retardo no tempo. Serão apresentadas condições

que consideram:i) sistemas precisamente conhecidos, sujeitos a retardo constante e re-

tardo variante no tempo, eii) sistemas incertos sujeitos a retardo variante no tempo.

2.1 Sistemas sujeitos a retardo constante no tempo

Considere o sistema (1.1) apresentado no capítulo anterior sujeito a retardo constante

no tempo,r(t) = τ , e com entrada exógena nula,ω(t) = 0, ou seja, considere o sistema:

ẋ(t) = Ax(t) + Arx(t− r(t))

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0].
(2.1)

A seguir, é proposta uma condição dependente do retardo no tempo para a análise de

estabilidade do sistema apresentado acima.

Teorema 2.1. Considere o sistema em(2.1). Seja dadoτ > 0, escalar para o valor

do retardo no tempo. Então, o sistema em(2.1) é assintóticamente estável, se existirem

matrizes com dimensõesn × n: F , G, P = P T , S = ST , Q, R1, R2 = RT
2 , R3, tais que

9
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as LMIs a seguir, sejam satisfeitas:





P Q

∗ 1
τ
S



 > 0, (2.2)

R̄ =





R1 RT
2

R2 R3



 > 0 (2.3)

e

Θ =















θ P + ATGT − F + τRT
2 FAr −Q+ 1

τ
R3 − 1

τ
R2

∗ τR3 −G−GT GAr Q

∗ ∗ − 1
τ
R3 − S 1

τ
R2

∗ ∗ ∗ − 1
τ
R1















< 0, (2.4)

sendoθ = sm{Q+ FA}+ S + τR1 −
1
τ
R3. �

Demonstração:Considere o funcional de Lyapunov-Krasovskii candidato:

Vτ (xt) = xT (t)Px(t) + 2xT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

x̄T (ξ)R̄x̄(ξ)dξds

+

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)Sx(t+ ξ)dξ,

(2.5)

sendox̄T (ξ) =
[

xT (ξ) ẋT (ξ)
]

e R̄ definido em (2.3).

Inicialmente, é demonstrado que este funcional satisfaz:Vτ (xt) ≥ ǫ ‖ x(t) ‖2

(ǫ > 0), se as LMIs (2.2) e (2.3) são satisfeitas.

Aplicando a desigualdade de integrais quadráticas conhecida como desigualdade de
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Jensen [Gu et al., 2003, Cor. B.9] no funcional de Lyapunov-Krasovskii (2.5) tem-se

Vτ (xt) ≥ xT (t)Px(t) + 2xT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

x̄T (ξ)R̄x̄(ξ)dξds

+
1

τ

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξS

∫ 0

−τ

x(t+ ξ)dξ

= χT





P Q

∗ 1
τ
S



χ

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

x̄T (ξ)R̄x̄(ξ)dξds,

sendoχT = [ xT (t)
∫ 0

−τ
xT (t+ ξ)dξ ].

Portanto, baseado na desigualdade acima, uma condição suficiente para satisfazer a

condição:Vτ (xt) ≥ ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0), é garantir que as LMIs (2.2) e (2.3) sejam

satisfeitas. Note que as LMIs (2.2) e (2.3) garantem que os dois primeiros termos da

equação anterior sejam definidos positivos.

Agora é demonstrado que a derivada do funcional em (2.5) satisfaz a condição:

V̇τ (xt) ≤ −ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0), se a LMI em (2.4) é satisfeita.

Então, diferenciando o funcional em (2.5) ao longo das trajetórias do sistema em (2.1),

obtém-se:

V̇τ (xt) = 2ẋT (t)Px(t) + 2ẋT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+2xT (t)Qx(t)− 2xT (t)Qx(t− τ)

+τ x̄T (t)R̄x̄(t)−

∫ t

t−τ

x̄T (ξ)R̄x̄(ξ)dξ

+xT (t)Sx(t)− xT (t− τ)Sx(t− τ)

= 2ẋT (t)Px(t) + 2ẋT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+2xT (t)Qx(t)− 2xT (t)Qx(t− τ)

+τ x̄T (t)R̄x̄(t)−

∫ 0

−τ

x̄T (t+ ξ)R̄x̄(t+ ξ)dξ

+xT (t)Sx(t)− xT (t− τ)Sx(t− τ).
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Aplicando a desigualdade de Jensen [Gu et al., 2003, Cor. B.9] na equação anterior

tem-se

V̇τ (xt) ≤ 2ẋT (t)Px(t) + 2ẋT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+2xT (t)Qx(t)− 2xT (t)Qx(t− τ)

+τ x̄T (t)R̄x̄(t)

−
1

τ

∫ 0

−τ

x̄T (t+ ξ)dξR̄

∫ 0

−τ

x̄(t+ ξ)dξ

+xT (t)Sx(t)− xT (t− τ)Sx(t− τ).

Finalmente, considerando o sistema sujeito a retardo no tempo em (2.1) e duas matri-

zes quaisquer de dimensões apropriadas,F eG, tem-se:

0 = 2
[

xT (t)F + ẋT (t)G
]

{−ẋ(t) + Ax(t) + Arx(t− τ)} . (2.6)

Assim, usando a definição dēR em (2.3), substituindōxT (·) por
[

xT (·) ẋT (·)
]

, adi-

cionando o termo nulo em (2.6) na desigualdade acima obtém-se:

V̇ (xt) ≤ ζTΘζ, (2.7)

sendo

ζT = [xT (t) ẋT (t) xT (t− τ)

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξ]

eΘ em (2.4).

Portanto, baseado na desigualdade em (2.7), se a LMI em (2.4)é satisfeita, então a

condição:V̇τ (xt) ≤ −ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0) é atendida, completando a demonstração.�
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2.2 Sistemas sujeitos a retardo variante no tempo

Considere o sistema (1.1), apresentado no capítulo anterior, com entrada exógena

nula,ω(t) = 0, ou seja, considere o sistema:

ẋ(t) = Ax(t) + Arx(t− r(t))

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0].
(2.8)

A seguir é apresentada uma condição dependente do retardo notempo para a análise

de estabilidade do sistema em (2.8).

Teorema 2.2.Considere o sistema em(2.8) sendo quer(t) ∈ [τ − µ, τ + µ]. Sejam

dadosτ > 0, escalar para o valor nominal do retardo no tempo, eµ ≥ 0, um limitante

superior para a perturbação do retardo no tempor(t). Então, o sistema em(2.8) é

assintóticamente estável, se existirem matrizes com dimensõesn × n: F , G, P = P T ,

S = ST , Q, R1, R2 = RT
2 , R3, U = UT tais que as LMIs em(2.2), (2.3)e a LMI a seguir,

sejam satisfeitas:

Θ̄ =





















θ P + ATGT − F + τRT
2 FAr −Q+ 1

τ
R3 − 1

τ
R2 µFAr

∗ τR3 −G−GT + 2µU GAr Q µGAr

∗ ∗ − 1
τ
R3 − S 1

τ
R2 0

∗ ∗ ∗ − 1
τ
R1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −µU





















< 0, (2.9)

sendoθ = sm{Q+ FA}+ S + τR1 −
1
τ
R3. �



2. Análise de Estabilidade 14

Demonstração:Considere o funcional de Lyapunov-Krasovskii candidato:

Vr(xt) = xT (t)Px(t) + 2xT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

x̄T (ξ)R̄x̄(ξ)dξds

+

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)Sx(t+ ξ)dξ

+

∫ µ

−µ

∫ t

t+s−τ

ẋT (ξ)Uẋ(ξ)dξds,

(2.10)

sendōxT (ξ) =
[

xT (ξ) ẋT (ξ)
]

eR̄ definido em (2.3). Note que o funcional acima contém

um termo diferente do funcional em (2.5), este termo foi adicionado para lidar com o

retardo variante no tempor(t).

Inicialmente, é demonstrado que este funcional satisfaz:Vr(xt) ≥ ǫ ‖ x(t) ‖2

(ǫ > 0), se as LMIs (2.2), (2.3) e (2.9) são satisfeitas.

Aplicando a desigualdade de Jensen [Gu et al., 2003, Cor. B.9] no funcional de

Lyapunov-Krasovskii (2.10) tem-se

Vr(xt) ≥ xT (t)Px(t) + 2xT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

x̄T (ξ)R̄x̄(ξ)dξds

+
1

τ

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξS

∫ 0

−τ

x(t+ ξ)dξ

+

∫ µ

−µ

∫ t

t+s−τ

ẋT (ξ)Uẋ(ξ)dξds

= χT





P Q

∗ 1
τ
S



χ

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

x̄T (ξ)R̄x̄(ξ)dξds

+

∫ µ

−µ

∫ t

t+s−τ

ẋT (ξ)Uẋ(ξ)dξds,

sendoχT = [ xT (t)
∫ 0

−τ
xT (t+ ξ)dξ ].

Portanto, baseado na desigualdade acima, uma condição suficiente para satisfazer a
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condição:Vr(xt) ≥ ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0), é garantir que as LMIs (2.2), (2.3) e (2.9) sejam

satisfeitas. Note que as LMIs (2.2) e (2.3) garantem que os dois primeiros termos da

equação anterior sejam definidos positivos e o elemento5× 5 da LMI (2.9) garante que o

terceiro termo também seja definido positivo.

Agora é demonstrado que a derivada do funcional em (2.10) satisfaz a condição:

V̇r(xt) ≤ −ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0), se a LMI em (2.9) é satisfeita. Entretanto, antes do

calculo da derivada deVτ (xt) é introduzido um termo nulo que permite desacoplar as

matrizes do sistema das matrizes do funcional de Lyapunov-Krasovskii.

Considerando o sistema sujeito a retardo no tempo em (2.8) e duas matrizes quaisquer

de dimensões apropriadas,F eG, tem-se:

0 = 2
[

xT (t)F + ẋT (t)G
]

{−ẋ(t) + Ax(t) + Arx(t− r(t))}

= 2
[

xT (t)F + ẋT (t)G
]

{

−ẋ(t) + Ax(t) + Arx(t− τ)− Ar

∫ τ

r(t)

ẋ(t− ξ)dξ

}

= 2
[

xT (t)F + ẋT (t)G
]

{−ẋ(t) + Ax(t) + Arx(t− τ)}+ v(t),

(2.11)

sendo1:

v(t) = −2
[

xT (t)F + ẋT (t)G
]

Ar

∫ τ

r(t)

ẋ(t− ξ)dξ

≤

∣

∣

∣

∣

∫ t−τ

t−τ−η(t)

[xT (t)F + ẋT (t)G]ArU
−1AT

r [F
Tx(t) +GT ẋ(t)]ds

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ t−τ

t−τ−η(t)

ẋT (s)Uẋ(s)ds

∣

∣

∣

∣

≤ µ[xT (t)F + ẋT (t)G]ArU
−1AT

r [F
Tx(t) +GT ẋ(t)]

+

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

ẋT (s)Uẋ(s)ds. (2.12)

1Usando a identidade:2aT b ≤ aTXa+ bTX−1b se, e somente se,X > 0 paraa, b ∈ R
n.
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Então, diferenciando o funcional em (2.10) ao longo das trajetórias do sistema em

(2.8), obtém-se:

V̇r(xt) = 2ẋT (t)Px(t) + 2ẋT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+2xT (t)Qx(t)− 2xT (t)Qx(t− τ)

+τ x̄T (t)R̄x̄(t)−

∫ t

t−τ

x̄T (ξ)R̄x̄(ξ)dξ

+xT (t)Sx(t)− xT (t− τ)Sx(t− τ)

+2µẋT (t)Uẋ(t)−

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

ẋT (s)Uẋ(s)ds,

que pode ser reescrita da seguinte forma:

V̇r(xt) = 2ẋT (t)Px(t) + 2ẋT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+2xT (t)Qx(t)− 2xT (t)Qx(t− τ)

+τ x̄T (t)R̄x̄(t)−

∫ 0

−τ

x̄T (t+ ξ)R̄x̄(t+ ξ)dξ

+xT (t)Sx(t)− xT (t− τ)Sx(t− τ)

+2µẋT (t)Uẋ(t)−

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

ẋT (s)Uẋ(s)ds.

Aplicando a desigualdade de Jensen [Gu et al., 2003, Cor. B.9] na equação anterior

tem-se

V̇r(xt) ≤ 2ẋT (t)Px(t) + 2ẋT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

+2xT (t)Qx(t)− 2xT (t)Qx(t− τ)

+τ x̄T (t)R̄x̄(t)

−
1

τ

∫ 0

−τ

x̄T (t+ ξ)dξR̄

∫ 0

−τ

x̄(t+ ξ)dξ

+xT (t)Sx(t)− xT (t− τ)Sx(t− τ)

+2µẋT (t)Uẋ(t)−

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

ẋT (s)Uẋ(s)ds.

Finalmente, usando a definição deR̄ em (2.3), substituindōxT (·) por
[

xT (·) ẋT (·)
]

,

adicionando o termo nulo em (2.11) e considerando o limitante superior parav(t) em
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(2.12), na desigualdade acima obtém-se:

V̇r(xt) ≤ ζTΘζ + 2µẋT (t)Uẋ(t)

+µ[xT (t)F + ẋT (t)G]ArU
−1AT

r [F
Tx(t) +GT ẋ(t)], (2.13)

sendo

ζT = [xT (t) ẋT (t) xT (t− τ)

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξ]

eΘ em (2.4).

Ademais, (2.13) pode ser rescrita da forma

V̇r(xt) ≤ ζT Θ̂ζ, (2.14)

sendo quêΘ é equivalente āΘ em (2.9) pelo complemento de Schur.

Portanto, baseado na desigualdade em (2.14) e aplicando o complemento de Schur em

Θ̂, se a LMI em (2.9) é satisfeita, então a condição:V̇r(xt) ≤ −ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0) é

atendida, completando a demonstração. �

2.3 Sistema incerto sujeito a retardo variante no tempo

Inicialmente, note que a condição apresentada no Teorema 2.2 se reduz a condição

apresentada no Teorema 2.1 quandoµ = 0, ou seja, quandor(t) = τ . Sendo assim,

o Teorema 2.1 é um caso particular do Teorema 2.2. Portanto, nesta seção a condição

de análise de estabilidade apresentada na seção anterior para sistemas sujeitos a retardo

no variante tempo é estendida para o caso em que os parâmetrosdo sistema não são

precisamente conhecidos.

Considerando o contexto de condições de análise de estabilidade baseadas em LMIs,

existem duas principais representações para sistemas incertos sujeitos a retardo no tempo:

a limitada em norma e a politópica. Neste trabalho é escolhida a abordagem politópica, a

qual é apresentada a seguir.
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Sistemas com incertezas poliedrais

Neste trabalho usa-se a variávelα para representar os parâmetros incertos em um

sistema. A classe de sistemas lineares na forma (2.8), mas com incertezas paramétricas,

é representada da seguinte forma:

ẋ(t) = A(α)x(t) + Ar(α)x(t− r(t)), (2.15)

sendo que as matrizesA(α) eAr(α) não são precisamente conhecidas, mas pertencem a

um domínio politópicoP com vértices conhecidosAi eAr,i dado por

P =

{

A(α), Ar(α) ∈ R
n×n : [A(α) Ar(α)] =

N
∑

i=1

αi[Ai Ar,i];
N
∑

i=1

αi = 1; αi ≥ 0

}

.

(2.16)

Assim, qualquerA(α) eAr(α) emP podem ser escritas como uma combinação con-

vexa dos vérticesAi eAr,i em termos deα, sendoαi ≥ 0 e
N
∑

i=1

αi = 1.

No contexto de análise de estabilidade de sistemas com incertezas poliedrais, o con-

ceito de estabilidade quadrática, amplamente utilizado naliteratura, tem como principal

característica ser independente dos parâmetros incertos.Ou seja, o conceito de estabi-

lidade quadrática garante a estabilidade do sistema para todo domínio de incerteza inde-

pendente de qualquer tipo de variação dos parâmetros incertos. Nesse trabalho, o conceito

de estabilidade quadrática é utilizado e a condição de análise de estabilidade proposta é

apresentada a seguir.

Portanto, considerado o sistema incerto sujeito a retardo no tempo em (2.15) e o con-

ceito de estabilidade quadrática é apresentado o seguinte resultado.

Teorema 2.3.Considere o sistema em(2.15), r(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] e suponha que as

matrizes deste sistemas pertençam ao domínio politópicoP (2.16). Sejam dadosτ > 0,

escalar para o valor nominal do retardo no tempo, eµ ≥ 0, um limitante superior para

a perturbação do retardo no tempor(t). Então, o sistema em(2.15)é assintóticamente

estável, se existirem matrizes com dimensõesn × n: F , G, P = P T , S = ST , Q, R1,

R2 = RT
2 , R3, U = UT tais que as LMIs em(2.2), (2.3) e as LMIs a seguir, sejam
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satisfeitas para todoi = 1, 2, . . . , N :

Θ̄i =





















θ P + AT
i G

T − F + τRT
2 FAr,i −Q+ 1

τ
R3 − 1

τ
R2 µFAr,i

∗ τR3 −G−GT + 2µU GAr,i Q µGAr,i

∗ ∗ − 1
τ
R3 − S 1

τ
R2 0

∗ ∗ ∗ − 1
τ
R1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −µU





















< 0,

(2.17)

na qualv representa os vértices do politopoP eθ = sm{Q+FAi}+S+ τR1−
1
τ
R3. �

Demonstração:Esta demonstração segue exatamente os mesmos passos da demons-

tração do Teorema 2.2, considerando o sistema incerto em (2.15) considerando o funcio-

nal em (2.10).

Inicialmente, note que a condiçãoVr(xt) ≥ ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0) não leva em

conta a dinâmica do sistema. Assim, uma condição suficiente para satisfazer a condi-

ção: Vr(xt) ≥ ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0), é garantir que as LMIs (2.2), (2.3) e (2.17) sejam

satisfeitas. Esta conclusão segue diretamente da demonstração do Teorema 2.2.

Agora é demonstrado que a derivada do funcional em (2.10) satisfaz a condição:

V̇r(xt) ≤ −ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0), se a LMI em (2.17) é satisfeita. Seguindo os mesmos

passos na demonstração do Teorema 2.2 e considerando o domínio politópicoP (2.16)

chegamos na seguinte desigualdade:

V̇r(xt) ≤
N
∑

i=1

αiζ
TΘiζ +

N
∑

i=1

αi2µẋ
T (t)Uẋ(t) (2.18)

+µ[xT (t)F + ẋT (t)G]

(

k
∑

v=1

αiAr,i

)

U−1

(

κ
∑

v=1

αiA
T
r,i

)

[F Tx(t) +GT ẋ(t)],

sendo

ζT = [xT (t) ẋT (t) xT (t− τ)

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξ]

eΘi definido comoΘ em (2.4) adicionando o índice subscritoi nas matrizesA eAr.
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Ademais, (2.18) pode ser rescrita na seguinte forma:

V̇r(xt) ≤ ζTΘ(αi)ζ, (2.19)

sendo queΘ(αi) pelo complemento de Schur é equivalente a

κ
∑

v=1

αiΘ̄i,

assim uma condição suficiente para garantir que (2.19) seja satisfeita é garantir quēΘi < 0

para todoi = 1, 2, . . . , N . Portanto, se as LMIs em (2.17) são satisfeitas para todo

i = 1, 2, . . . , N , então a condição:̇Vr(xt) ≤ −ǫ ‖ x(t) ‖2 (ǫ > 0) é atendida,

completando a demonstração. �

2.4 Exemplos numéricos

Nesta seção são apresentados três exemplos. O primeiro analisa a estabilidade de

um sistema sujeito a retardo no tempo por meio do Teorema 2.1,o segundo analisa a

estabilidade de um sistema sujeito a retardo variante no tempo por meio do Teorema 2.2 e

o terceiro analisa a estabilidade de um sistema incerto sujeito a retardo variante no tempo

por meio do Teorema 2.3.

Para a implementação das LMIs propostas foi utilizado o pacote computacional do

MATLAB: LMI Control Toolbox (LMIC) [Gahinet et al., 1995].

Exemplo 2.1.Considere o seguinte sistema

ẋ(t) =





−2 0

0 −0, 9



 x(t) +





−1 0

−1 −1



 x(t− τ),

sendoτ um retardo no tempo constante.

Portanto, aplicando o Teorema 2.1 considerando alguns valores paraτ a Tabela 2.1

é obtida.
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τ
Análise 0 1 2 3 4 4,35 4,46 4,47 4,48
Estável X X X X X X X X
Instável X

Tabela 2.1: Análise de Estabilidade do sistema com retardo constante.

Sabe-se, por meio de métodos analíticos que o sistema acima éestável até o máximo

retardo τ = 6,17, veja por exemplo [Gu et al., 2003, pág. 192]. Assim, é claro que

o método proposto é conservador. Uma alternativa para reduzir este conservadorismo

é considerar métodos de discretização do funcional de Lyapunov-Krasovskii [Gu et al.,

2003]. Entretanto, no presente trabalho optou-se por não utilizar métodos de discreti-

zação pois estes aumentam a complexidade do problema de otimização a medida que o

número de partições aumenta.

Exemplo 2.2.Considere o seguinte sistema

ẋ(t) =





−2 0

0 −0, 9



 x(t) +





−1 0

−1 −1



 x(t− r(t)),

sendo quer(t) ∈ [τ − µ, τ + µ].

Neste exemplo é realizado o seguinte teste, dado um valor deτ é aplicado o Teorema

2.2 para encontrar o valor máximo deµ, tal que, o sistema permaneça estável. Assim,

usando os resultados encontrados, a Figura 2.1 é obtida. Esta figura deixa claro que

quando maior o valor nominal do retardo no tempoτ menor é a perturbaçãoµ que este

retardo pode estar sujeito para o sistema manter a estabilidade.

O autor desconhece um método analítico exato capaz de lidar com o sistema apresen-

tado neste exemplo, destacando uma vantagem do método numérico proposto.

Exemplo 2.3.Considere o seguinte sistema

ẋ(t) = A(α)x(t) + Ar(α)x(t− r(t)), (2.20)
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τ

µ

0

1 2 3 4

0,5

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

1,5 2,5 3,5 4,5

Figura 2.1: Máximoµ permissível para um dadoτ . Para o máximo retardo nominal
τ = 4,47s o valor de variação máxima foiµ = 0,0001.

comr(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] e

A(α) =





−2p1(t) 0

0 −0,9p2(t)



 , Ar(α) =





−1p3(t) 0

−1p4(t) −1p5(t)



 ,

nas quais as incertezas impostas aos parâmetros das matrizes são independentes e todas

pertencem a um mesmo intervalo:pi ∈ [0,9, 1,1] para i = 1, . . . , 5. Assim, as matrizes

incertas deste sistema pertencem a um domínio politópico como definido em(2.16)com

N = 32 vértices, que são apresentados no Apêndice A.

Com o intuito de verificar a eficiência do método proposto nesteexemplo é realizado o

seguinte teste, considerando um valor deτ fixo aplicaremos o Teorema 2.3 para encontrar

o máximo valor deµ, tal que o sistema permaneça estável. A Tabela 2.2 apresentaos

resultados obtidos.

pi(t) ∈ [0,9, 1,1] ∀ i = 1, . . . , 5
τ 0,5 0,6 0,8 1 2 2,4
µ 0,4202 0,3877 0,3287 0,2758 0,0677 0,0007

Tabela 2.2: Análise de estabilidade sistema incerto em (2.20) com incerteza de±10% nos
parâmetros.

Em seguida, o teste realizado acima é repetido quatro vezes,mas considerando o per-

centual de incerteza diferente em cada caso. São considerados os seguintes percentuais
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de incerteza:0,5%, 1%, 2%, 5% e os resultados obtidos são apresentados nas Tabelas

2.3, 2.4, 2.5 e 2.6, respectivamente.

pi(t) ∈ [0,995, 1,005] ∀ i = 1, . . . , 5
τ 0,5 0,6 0,8 1 2 3 4 4,25
µ 0,5 0,4737 0,4223 0,3774 0,2122 0,102 0,0185 0,0002

Tabela 2.3: Análise de estabilidade sistema incerto em (2.20) com incerteza de±0,5%
nos parâmetros.

pi(t) ∈ [0,99, 1,01] ∀ i = 1, . . . , 5
τ 0,5 0,6 0,8 1 2 3 4 4,05
µ 0,4977 0,4688 0,417 0,3716 0,204 0,091 0,0047 0,0008

Tabela 2.4: Análise de estabilidade sistema incerto em (2.20) com incerteza de±1% nos
parâmetros.

pi(t) ∈ [0,98, 1,02] ∀ i = 1, . . . , 5
τ 0,5 0,6 0,8 1 2 3 3,73
µ 0,4884 0,4591 0,4064 0,3601 0,1876 0,0694 0,0005

Tabela 2.5: Análise de estabilidade sistema incerto em (2.20) com incerteza de±2% nos
parâmetros.

Assim, usando os resultados encontrados, a Figura 2.2 é obtida, a qual apresenta as

curvas deτ ×max{µ} de acordo com as Tabelas 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6. Assim, como no

exemplo anterior, esta figura deixa claro que quando maior o valor nominal do retardo

no tempoτ menor é a perturbaçãoµ que este retardo pode estar sujeito para o sistema

manter a estabilidade. E também, quanto maior a incerteza nos parâmetros menores os

valores deτ eµ para que a estabilidade seja mantida.
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pi(t) ∈ [0,95, 1,05] ∀ i = 1, . . . , 5
τ 0,5 0,6 0,8 1 2 3 3,05
µ 0,4615 0,431 0,3758 0,3269 0,1405 0,0069 0,0011

Tabela 2.6: Análise de estabilidade sistema incerto em (2.20) com incerteza de±5% nos
parâmetros.

τ

µ

0

1 2 3 4

0,5

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

1,5 2,5 3,5 4,5

Figura 2.2: Curvas deτ×max{µ} de acordo com as Tabelas 2.2(em linha contínua verde),
2.3(em linha contínua azul), 2.4(em linha tacejada vermelha), 2.5(em linha pontilhada
preta) e 2.6(em linha traço-ponto magenta).



Capítulo 3

Projeto do Filtro

Neste capítulo são apresentadas condições formuladas em LMIs para o projeto de

filtros robustos, LMIs também são exploradas em [Henry and Zolghadri, 2004] para o

projeto de filtro para sistemas sem retardo, diferentementedesta proposta. Para o projeto

de filtros robustos com a forma apresentada no Capítulo 1 em (1.2) e reescrito a seguir

por conveniência:

˙̂x(t) = Af x̂(t) + Aτf x̂(t− τ) +Bfy(t)

ẑ(t) = Cf x̂(t) + Cτf x̂(t− τ) +Dfy(t)

x̂(t) = 0, ∀t ∈ [−τ, 0],

sendo as matrizesAf , Aτf , Bf , Cf , Cτf eDf variáveis a serem determinadas. Observe

que a estrutura do filtro considerado acima não leva em conta ovalor exato do retardo va-

riante no tempor(t), e sim o valor nominal deste retardo,τ . Portanto, o filtro considerado

não necessita da medição do valor do retardo em tempo real.

O erro ou resíduo de filtragem é definido como,z̃(t) , z(t) − ẑ(t), sendoz(t) o

vetor de saída do sistema a ser estimado como definido em (1.1). Assim, é considerado o

seguinte índice de desempenhoH∞ da forma:

J(t) ,

∫ ∞

0

[

z̃T (t)z̃(t)− γ2wT (t)w(t)
]

dt, (3.1)

25
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comγ ∈ R+.

Neste capítulo são apresentadas condições de projeto de filtros robustos para:i) siste-

mas precisamente conhecidos sujeitos a retardo variante notempo, eii) sistemas incertos

sujeitos a retardo variante no tempo.

A seguir são apresentados os resultados deste capítulo.

3.1 Sistemas precisamente conhecidos

Considere o sistema sujeito a retardo no tempo, apresentado anteriormente no Capí-

tulo 1 em (1.1), reescrito a seguir por conveniência:

ẋ(t) = Ax(t) + Arx(t− r(t)) +Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0].

(3.2)

O teorema a seguir apresenta uma condição LMI para o projeto de filtro robusto para

o sistema acima.

Teorema 3.1.Considere o sistema sujeito a retardo no tempo em(3.2) (apresentado no

Capítulo 1 em(1.1)) comr(t) ∈ [τ − µ, τ + µ]. Sejam dadosτ > 0, escalar para o

valor nominal do retardo no tempo,µ ≥ 0, um limitante superior para a perturbação

do retardo no tempor(t) e dois escalares de ajuste,δ1 e δ2. O problema de filtragem

(apresentado no Capítulo 1, pág. 7) é factível se existirem matrizesĀf , Āτf , G2 ∈ R
n×n,

B̄f ∈ R
n×m, C̄f , C̄τf ∈ R

q×n, D̄f ∈ R
q×m, F1, G1∈ R

2n×n eP = P T , Q, R1 = RT
1 , R2,

R3 = RT
3 , S = ST , U = UT ∈ R

2n×2n, tais que as LMIs em(2.2)e (2.3)sejam satisfeitas

e

Θ̃ < 0, (3.3)

sendo que os elementos não nulos deΘ̃ nas posições(i, j) para i, j = 1, 2, . . . , 7, defini-
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dos aqui porΘ̃(i,j), são dados por

Θ̃(1,1) = sm{F1AI1+Iδ(G2A−B̄fL)I1+Q

+IδĀf (I2−I1)}+S + τR1 −
1
τ
R3,

Θ̃(1,2) = {G1AI1+II(G2A−B̄fL)I1 +IIĀf (I2

−I1)}
T − F1I1−IδG2I2 +P + τRT

2 ,

Θ̃(1,3) =(F1Ar+IδG2Ar)I1+IδĀτf (I2−I1)

−Q+ 1
τ
R3,

Θ̃(1,4) = − 1
τ
R2

Θ̃(1,5) = µ(F1+IδG2)ArI1,

Θ̃(1,6) = F1B+Iδ(G2B−B̄fLw),

Θ̃(1,7) = IT
1 (C

T − LT D̄T
f ) + (IT

2 − IT
1 )C̄

T
f ,

Θ̃(2,2) = sm{−G1I1 − IIG2I2}+ τR3 + 2µU,

Θ̃(2,3) = (G1Ar +IIG2Ar)I1 +IIĀτf (I2−I1),

Θ̃(2,4) = Q, Θ̃(2,5) = µ(G1+IIG2)ArI1,

Θ̃(2,6) = G1B + II(G2B − B̄fLw),

Θ̃(3,3) = −S − 1
τ
R3,

Θ̃(3,4) =
1
τ
R2,

Θ̃(3,7) = IT
1 (C

T
τ − LT

r D̄
T
f ) + (IT

2 − IT
1 )C̄

T
τf ,

Θ̃(4,4) = − 1
τ
R1, Θ̃(5,5) = −µU, Θ̃(6,6) = −γ2I,

Θ̃(6,7) = DT − LT
wD

T
f, Θ̃(7,7) = −I,

com

II=





I

I



, Iδ=





δ1I

δ2I



,

I1=





I

0





T

, I2=





0

I





T

.

(3.4)

Em caso afirmativo, as matrizes do filtro em (1.2) são dadas por: Af =G−1
2 Āf , Aτf =

G−1
2 Āτf , Bf =G−1

2 B̄f , Df =D̄f , Cf = C̄f eCτf = C̄τf . �

Demonstração: Inicialmente é demonstrado que, se as LMIs em (2.2), (2.3) e (3.3)
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são satisfeitas, a dinâmica do erro de filtragem em (1.3) com as matrizes do filtro dadas

em (1.4) é assintóticamente estável. Neste caso, as condições dadas no Teorema 2.2

também são satisfeitas. O primeiro passo é definir a seguinteestrutura para as matrizesF

eG no Teorema 2.2,

F = [F1 IδG2], G = [G1 IIG2], (3.5)

sendo,F1,G1 matrizes2n×n,G2 uma matrizn×n, II eIδ definidos em (3.4). É possível

demonstrar por meio de transformações de congruência que a escolha acima paraG é sem

perda de generalidade [Duan et al., 2006].

Considerando que as LMIs em (2.2), (2.3) e (3.3) são satisfeitas comF eG definidas

em (3.5), o elementõΘ(2,2) deve ser definido negativo, para que a LMI (3.3) seja satisfeita,

sendo queR3 deve ser definido positivo para que a LMI em (3.3) seja satisfeita eU deve

ser definido positivo para quẽΘ(5,5) < 0. Implicando que a matrizG2 é não singular.

Portanto, sendo dadas as matrizesF eG em (3.5) eÃ, Ãτ e Ãr em (1.4), nota-se que

se as LMIs em (2.2), (2.3) e (3.3) são satisfeitas, então as LMIs no Teorema 2.2 também

são satisfeitas.

Para o critérioH∞, note que se (1.3) é estável, considerando condições iniciais nulas,

i.e., V (x̃)|t→∞ → 0 e V (x̃)|φ(t)=0 = 0, respectivamente, então (3.1) satisfaz (∀ w(t) ∈

L2[0,∞)):

J(t)≤

∫ ∞

0

[

z̃T (t)z̃(t)− γ2wT (t)w(t)
]

dt

+V (x̃t)|t→∞ − V (x̃t)|φ(t0)=0

=

∫ ∞

0

[

z̃T (t)z̃(t)− γ2wT (t)w(t) + V̇ (x̃t)
]

dt.

(3.6)

Portanto, a LMI em (3.3) garante queJ(t) < 0, sendo esta obtida seguindo os mesmos

passos no Teorema 2.2, porém considerandow(t) 6= 0 em (2.6), escolhendoF eG como

em (3.5), utilizando as matrizes do erro de filtragem em (1.4)e, finalmente, aplicando o

complemento de Schur. �
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3.2 Sistemas incertos

Considere o sistema sujeito a retardo no tempo, apresentado anteriormente em (1.1),

agora apresentando incertezas paramétricas, assim como em(2.15), outros trabalhos como

[Weng et al., 2008] também considera sistemas sujeitos a incertezas paramétricas porém

com retardo constante no tempo, diferentemente aqui utilizaremos sistemas com retardo

variante no tempo. A variávelα é utilizada para representar os parâmetros incertos no

sistema, assim o sistema incerto é descrito como:

ẋ(t) = A(α)x(t) + Ar(α)x(t− r(t)) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0],

(3.7)

sendo que as matrizesA(α) eAr(α) não são precisamente conhecidas, mas pertencem a

um domínio politópicoP com vértices conhecidosAi eAr,i dado em (2.16) e reescrito a

seguir

P =

{

A(α), Ar(α) ∈ R
n×n : [A(α) Ar(α)] =

N
∑

i=1

αi[Ai Ar,i];
N
∑

i=1

αi = 1; αi ≥ 0

}

.

(3.8)

Assim, qualquerA(α) eAr(α) emP podem ser escritas como uma combinação con-

vexa dos vérticesAi eAr,i em termos deα, sendoαi ≥ 0 e
∑N

i=1 αi = 1.

As condições de projeto do filtro para sistemas incertos são apresentadas a seguir.

Teorema 3.2.Considere o sistema sujeito a retardo no tempo em (3.7) comr(t) ∈ [τ −

µ, τ + µ] e suponha que as matrizes deste sistemas pertençam ao domínio politópicoP

(2.16). Sejam dadosτ > 0, escalar para o valor nominal do retardo no tempo,µ ≥ 0,

um limitante superior para a perturbação do retardo no tempor(t) e dois escalares de

ajuste,δ1 e δ2. O problema de filtragem (apresentado no Capítulo 1, pág. 7) é factível se

existirem matrizes̄Af , Āτf , G2 ∈ R
n×n, B̄f ∈ R

n×m, C̄f , C̄τf ∈ R
q×n, D̄f ∈ R

q×m, F1,

G1∈ R
2n×n eP = P T , Q, R1 = RT

1 , R2, R3 = RT
3 , S = ST , U = UT ∈ R

2n×2n, tais que
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as LMIs em(2.2) e (2.3) sejam satisfeitas e para todoi = 1, 2, . . . , N , as LMIs a seguir

também sejam simultaneamente satisfeitas:

Θ̃i < 0, (3.9)

sendo que os elementos não nulos deΘ̃i nas posições(k,m) para k,m = 1, 2, . . . , 7,

definidos aqui por̃Θ(k,m)i, são dados por

Θ̃(1,1)i = sm{F1AiI1+Iδ(G2Ai−B̄fL)I1+Q

+IδĀf (I2−I1)}+S + τR1 −
1
τ
R3,

Θ̃(1,2)i = {G1AiI1+II(G2Ai−B̄fL)I1 +IIĀf (I2

−I1)}
T − F1I1−IδG2I2 +P + τRT

2 ,

Θ̃(1,3)i =(F1Ar,i+IδG2Ar,i)I1+IδĀτf (I2−I1)

−Q+ 1
τ
R3,

Θ̃(1,4) = − 1
τ
R2

Θ̃(1,5)i = µ(F1+IδG2)Ar,iI1,

Θ̃(1,6)i = F1B+Iδ(G2B−B̄fLw),

Θ̃(1,7)i = IT
1 (C

T − LT D̄T
f ) + (IT

2 − IT
1 )C̄

T
f ,

Θ̃(2,2)i = sm{−G1I1 − IIG2I2}+ τR3 + 2µU,

Θ̃(2,3)i = (G1Ar,i +IIG2Ar,i)I1 +IIĀτf (I2−I1),

Θ̃(2,4)i = Q, Θ̃(2,5) = µ(G1+IIG2)Ar,iI1,

Θ̃(2,6)i = G1B + II(G2B − B̄fLw),

Θ̃(3,3)i = −S − 1
τ
R3,

Θ̃(3,4) =
1
τ
R2,

Θ̃(3,7)i = IT
1 (C

T
τ − LT

r D̄
T
f ) + (IT

2 − IT
1 )C̄

T
τf ,

Θ̃(4,4)i = − 1
τ
R1, Θ̃(5,5) = −µU, Θ̃(6,6) = −γ2I,

Θ̃(6,7)i = DT − LT
wD

T
f, Θ̃(7,7) = −I,
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com

II=





I

I



, Iδ=





δ1I

δ2I



,

I1=





I

0





T

, I2=





0

I





T

,

(3.10)

na qualv representa os vértices do politopoP. Em caso afirmativo, as matrizes do filtro

em (1.2) são dadas por:Af =G−1
2 Āf , Aτf =G−1

2 Āτf , Bf =G−1
2 B̄f , Df =D̄f , Cf = C̄f e

Cτf = C̄τf . �

Demonstração:Esta demonstração segue exatamente os mesmos passos da demons-

tração do Teorema 3.2, considerando o sistema incerto em (3.7) e o funcional em (2.10).

Inicialmente é demonstrado que, se as LMIs em (2.2), (2.3) e (3.9) são satisfeitas, a dinâ-

mica do erro de filtragem em (1.3) descrita como em (3.11), mascom as matrizes do filtro

modificadas dadas em (3.12) é assintóticamente estável. Neste caso, as condições dadas

no Teorema 2.3 também são satisfeitas.

˙̃x(t) = Ã(α)x̃(t) + Ãτ (α)x̃(t− τ) + B̃w(t)− Ãr(α)

∫ τ

r(t)

˙̃x(t− ξ)dξ

z̃(t) = C̃x̃(t) + C̃τ x̃(t− τ) + D̃w(t),

(3.11)

sendox̃(t) , [xT (t) xT (t)− x̂T (t)]T , z̃(t) , z(t)− ẑ(t) e

Ã(α)=





A(α) 0

A(α)−BfL−Af Af



 , B̃ =





B

B−BfLw



 ,

Ãτ (α)=





Ar(α) 0

Ar(α)−BfLr−Aτf Aτf



 , Ãr(α)=





Ar(α) 0

Ar(α)−BfLr 0



 ,

C̃ =
[

C −DfL−Cf Cf

]

, D̃ = D −DfLw,

C̃τ =
[

Cτ −DfLr −Cτf Cτf

]

.

(3.12)

Portanto como apresentado em (3.8), a equação da dinâmica doerro de filtragem

em (3.11) e as matrizes em (3.12) podem ser reescritas como:
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˙̃x(t) =

(

k
∑

i=1

αiÃi

)

x̃(t) +

(

k
∑

i=1

αiÃτ,i

)

x̃(t− τ) + B̃w(t)

−

(

k
∑

i=1

αiÃr,i

)

∫ τ

r(t)

˙̃x(t− ξ)dξ

z̃(t) = C̃x̃(t) + C̃τ x̃(t− τ) + D̃w(t),

(3.13)

sendox̃(t) , [xT (t) xT (t)− x̂T (t)]T , z̃(t) , z(t)− ẑ(t) e

Ã(α)=

(

k
∑

i=1

αiÃi

)

=





(

∑k
i=1 αiAi

)

0
(

∑k
i=1 αiAi

)

−BfL−Af Af



 =
k
∑

i=1

αi





Ai 0

Ai−BfL−Af Af



 ,

B̃ =





B

B−BfLw



 ,

Ãτ (α)=

(

k
∑

i=1

αiÃτ,i

)

=
k
∑

i=1

αi





Ar,i 0

Ar,i−BfLr−Aτf Aτf



 ,

Ãr(α)=

(

k
∑

i=1

αiÃr,i

)

=
k
∑

i=1

αi





Ar,i 0

Ar,i −BfLr 0



 ,

C̃ =
[

C −DfL−Cf Cf

]

, D̃ = D −DfLw,

C̃τ =
[

Cτ −DfLr −Cτf Cτf

]

.

(3.14)

Assim, a equação da dinâmica do erro de filtragem em (3.13) pode ser reescrita em

uma forma mais compacta:

˙̃x(t) =
k
∑

i=1

αi

(

Ãix̃(t) + Ãτ,ix̃(t− τ) + B̃w(t)− Ãr,i

∫ τ

r(t)

˙̃x(t− ξ)dξ

)

z̃(t) =
k
∑

i=1

αi

(

C̃x̃(t) + C̃τ x̃(t− τ) + D̃w(t).
)

(3.15)

O primeiro passo é definir a seguinte estrutura para as matrizesF eG no Teorema 2.3,

F = [F1 IδG2], G = [G1 IIG2], (3.16)
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sendo,F1,G1 matrizes2n×n,G2 uma matrizn×n, II eIδ definidos em (3.4). É possível

demonstrar por meio de transformações de congruência que a escolha acima paraG é sem

perda de generalidade [Duan et al., 2006].

Considerando que as LMIs em (2.2), (2.3) e (3.3) são satisfeitas comF eG definidas

em (3.16), o elementõΘ(2,2)i deve ser definido negativo, para que a LMI (3.9) seja satis-

feita, sendo queR3 deve ser definido positivo para que a LMI em (3.9) seja satisfeita e

U deve ser definido positivo para queΘ̃(5,5)i < 0, para todoi = 1, 2, . . . , N . Implicando

que a matrizG2 é não singular.

Portanto, sendo dadas as matrizesF eG em (3.16) eÃ(α), Ãτ (α) e Ãr(α) em (3.14),

nota-se que se as LMIs em (2.2), (2.3) e (3.3) são satisfeitas, então as LMIs no Teorema

2.3 também são satisfeitas.

Para o critérioH∞, da mesma forma como adotado no Teorema 3.1, note que se (3.11)

é estável, considerando condições iniciais nulas, i.e.,V (x̃)|t→∞ → 0 e V (x̃)|φ(t)=0 = 0,

respectivamente, então (3.1) satisfaz (∀ w(t) ∈ L2[0,∞)):

J(t)≤

∫ ∞

0

[

z̃T (t)z̃(t)− γ2wT (t)w(t)
]

dt

+V (x̃t)|t→∞ − V (x̃t)|φ(t0)=0

=

∫ ∞

0

[

z̃T (t)z̃(t)− γ2wT (t)w(t) + V̇ (x̃t)
]

dt.

(3.17)

Neste casõz(t) é definido conforme a Equação (3.15), portanto, a LMI em (3.9)ga-

rante queJ(t) < 0, sendo esta obtida seguindo os mesmos passos no Teorema 2.3,porém

considerandow(t) 6= 0 em (2.6), escolhendoF eG como em (3.16), utilizando as matri-

zes do erro de filtragem em (3.14) e, finalmente, aplicando o complemento de Schur.

�

3.3 Exemplos numéricos

Nesta seção são apresentados três exemplos números de projeto de filtro robusto

usando os métodos apresentados anteriormente. Os três exemplos consideram sistemas

sujeitos a retardo variante no tempo, mas o primeiro considera um sistema precisamente
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conhecido e os demais consideram um sistema incerto.

Exemplo 3.1.Considere o seguinte sistema

ẋ(t) = Ax(t) + Arx(t− r(t)) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0],

(3.18)

comLw = 0,

A =





−2 0

0 −0,9



 , Ar =





−1 0

−1 −1



 ,

B =





1

1



 , C =





5 0

0 1



 , Cτ =





0 0

0 0



 ,

D =





0

0



 , L =
[

1 2
]

, Lr =
[

0 0
]

.

Para ilustração considere quer(t) = 2+ 0,1 cos(t), assimr(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] com

τ = 2, µ = 0,1 e |w(t)| ≤ 0,01. Assim, aplicando o Teorema 3.1, utilizandoδ1 = 1 e

δ2 = 10, é projetado um filtro da forma em(1.2)com as seguintes matrizes:





Af Bf

Aτf



 =















−5,5970 −7,5225 3,9577

−4,6866 −13,983 6,7810

−2,9027 −0,6390

−2,6705 −2,2237















,





Cf Df

Cτf



 =















4,9467 −1,9612 0,9667

−0,4947 0,1961 0,4033

1,1622 −0,2317

−0,1162 0,0232















.
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Figura 3.1: Estados do sistemax1(t) ex2(t) (em linha contínua) e estados estimadosx̂1(t)
e x̂2(t) (em linha tracejada) - Exemplo 3.1.

A Figura 3.1 apresenta os estados do sistema e os estados estimados por meio do

filtro projetado. Nota-se que, paraτ = 2, na Figura 3.1 o intervalo de tempo [0s, 2s] é

considerado como tempo de convergência do algoritmo de simulação, uma vez que, não

exitem valores com o retardoτ para os estados.

Exemplo 3.2. Considere o seguinte sistema sujeito a retardo variante no tempo com

incerteza nos parâmetros:

ẋ(t) = A(α)x(t) + Ar(α)x(t− r(t)) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0],

(3.19)
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comLw = 0,

A(α) =





−2p1(t) 0

0 −0,9p2(t)



 , Ar(α) =





−1p3(t) 0

−1p4(t) −1p5(t)



 ,

B =





1

1



 , C =





5 0

0 1



 , Cτ =





0 0

0 0



 ,

D =





0

0



 , L =
[

1 2
]

, Lr =
[

0 0
]

,

nas quais as incertezas (pi(t) para i = 1, . . . , 5) impostas aos parâmetros das matrizes

A(α) e Ar(α) são independentes e todas pertencem a um mesmo intervalo. Assim, as

matrizes incertas deste sistema pertencem a um domínio politópico como definido em

(2.16)comN = 32 vértices.

Para ilustração considere quepi(t) ∈ [0,995, 1,005] para todoi = 1, . . . , 5, |w(t)| ≤

0,01 e quer(t) = 4 + 0,01 cos(t), assimr(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] comτ = 4, µ = 0,01.

Então, aplicando o Teorema 3.2, utilizandoδ1 = 5 e δ2 = 12 é projetado um filtro da

forma em(3.15)para este sistema, sendo que as matrizes do filtro são dadas a seguir:





Af Bf

Aτf



 =















−5,7769 −5,1468 3,5468

−4,4332 −12,1778 7,7577

−2,6554 −0,1702

−1,6547 −1,3920















,





Cf Df

Cτf



 =















3,8571 −0,8442 0,5777

−0,3857 0,0844 0,4422

1,2467 −0,0349

−0,1247 0,0035















.

A Figura 3.2 apresenta 32 simulações dos estados do sistema considerando todos

vértices possíveis deA(α) e Ar(α) de acordo com as variações depi(t) e os estados

estimados por meio do filtro projetado. Na Figura 3.2 a sobreposição das curvas faz
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Figura 3.2: Estados do sistemax1(t) e x2(t) (em linha contínua) para os 32 vértices da
Equação (3.19) e estados estimadosx̂1(t) e x̂2(t) do filtro (em linha tracejada) - Exemplo
3.2.

com que as mesmas sejam diferenciadas somente pelas cores azul e vermelho, estados

do sistema e estados do filtro, respectivamente. Nesse caso o intervalo de convergência é

[0s, 4s], paraτ = 4.

Exemplo 3.3. Considere o seguinte sistema sujeito a retardo variante no tempo com

incerteza nos parâmetros, descrito como a seguir:

ẋ(t) = A(α)x(t) + Ar(α)x(t− r(t)) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0],

(3.20)

comLw = 0,
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A(α) =





−2p1(t) 0

0 −0,9p2(t)



 , Ar(α) =





−1p3(t) 0

−1p4(t) −1p5(t)



 ,

B =





1

1



 , C =





5 0

0 1



 , Cτ =





0 0

0 0



 ,

D =





0

0



 , L =
[

1 2
]

, Lr =
[

0 0
]

,

nas quais as incertezas (pi(t) para i = 1, . . . , 5) impostas aos parâmetros das matrizes

A(α) e Ar(α) são independentes e todas pertencem a um mesmo intervalo. Assim, as

matrizes incertas deste sistema pertencem a um domínio politópico como definido em

(2.16)comN = 32 vértices.

Para ilustração considere quepi(t) ∈ [0,99, 1,01] para todoi = 1, . . . , 5, |w(t)| ≤

0,01 e quer(t) = 2 + 0,1 cos(t), assimr(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] comτ = 2, µ = 0,1.

Portanto, o sistema considerado neste exemplo é o mesmo considerado no Exemplo 3.1,

mas agora sujeito a incertezas diferentes nos parâmetros das matrizesA(α) e Ar(α).

Assim, aplicando o Teorema 3.2, utilizandoδ1 = 1 e δ2 = 10 é projetado um filtro da

forma em(3.15)para este sistema, sendo que as matrizes do filtro podem são dadas a

seguir:





Af Bf

Aτf



 =















−5,6181 −7,3002 3,8542

−4,7211 −14,2391 6,9317

−3,4582 −0,5568

−3,4574 −2,1659















,





Cf Df

Cτf



 =















5,0598 −1,8264 0,8954

−0,5060 0,1826 0,4105

1,4192 −0,2416

−0,1419 0,0242















,

A Figura 3.3 apresenta 32 simulações dos estados do sistema eos estados estimados

por meio do filtro projetado para cada uma das combinações dosvértices possíveis de
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Figura 3.3: Estados do sistemax1(t) e x2(t) (em linha contínua) para os 32 vértices da
Equação (3.20) e estados estimadosx̂1(t) e x̂2(t) do filtro (em linha tracejada) - Exemplo
3.3.

A(α) eAr(α) de acordo com as variações dadas depi(t) para i = 1, . . . , 5. Na Figura

3.3 a sobreposição das curvas faz com que as mesmas sejam diferenciadas somente pelas

cores azul e vermelho, estados do sistema e estados do filtro,respectivamente.

O exemplo apresentado mostra, portanto, a eficiência da técnica proposta no projeto

de filtros para sistemas com incertezas poliedrais, descrito na Seção 3.2.



Capítulo 4

Detecção de Falha

Como parte importante de todo método FDI, a função de decisão éusada para discernir

entre o sistema em operação normal e em falha. Neste trabalhoa função de decisão utiliza

o erro de filtragem gerado pela diferença entre o valor da saída real do sistema e o valor

da saída gerada pelo filtro. Para detecção da falha, um limiarde decisão é determinado

tomando como referência um intervalo de valores do erro de filtragem relativo ao sistema

em operação normal. Uma vez determinado o limiar de detecção, a falha será detectada

quando os valores do erro de filtragem forem superiores ao valor deste limiar, ou seja, o

sistema será consideradoem falha.

Em um sistema FDI, tão importante quando determinar as condições de operação

normal de um determinado processo é determinar com maior precisão e rapidez o instante

no qual o estado de operação do processo passa denormalpara emfalha.

Entre os parâmetros que servem para qualificar um FDI estão o índice de falsos pos-

sitivos e o de falsos negativos, que representam, respectivamente, a taxa de eventos que

o sistema de detecção de falhas errou ao considerar o estado de operação do sistema em

falha e a taxa de eventos considerados erroneamentenormal quando a falha realmente

ocorreu.

A função de decisão considerada neste trabalho é apresentada na próxima seção.

40
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4.1 Função de decisão escolhida

A função de decisão escolhida neste trabalho é apresentada em [Wang et al., 2010] e

devido sua eficiência também é considerada aqui. Esta funçãode decisão é apresentada

abaixo:

Função de decisão[Wang et al., 2010] –A função de decisão é definida como:

Jr(ν) = ||z̃(t)||2,ν =

(
∫ ν

0

z̃(τ)T z̃(τ)dτ

)1/2

, (4.1)

sendoν o intervalo de tempo de avaliação do resíduo de erro de estimação, z̃(t). Ade-

mais, o valor do limiar de decisão é dado por

Jth = sup
w(t)∈L2,f(t)=0

Jr(T ), (4.2)

sendoT um intervalo de tempo para a avaliação da função de decisão noqual o sistema

opera normalmente, isto é a falhaf(t) é nula, e em regime permanente.

4.2 Exemplos numéricos

Nesta seção são apresentados três exemplos números. Os trêsexemplos consideram

sistemas sujeitos a retardo variante no tempo, mas o primeiro considera um sistema pre-

cisamente conhecido e os demais consideram um sistema incerto.

Exemplo 4.1.Novamente para o sistema descrito no Exemplo 3.1:

ẋ(t) = Ax(t) + Arx(t− r(t)) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0],

(4.3)

comLw = 0,
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A =





−2 0

0 −0, 9



 , Ar =





−1 0

−1 −1



 ,

B =





1

1



 , C =





5 0

0 1



 , Cτ =





0 0

0 0



 ,

D =





0

0



 , L =
[

1 2
]

, Lr =
[

0 0
]

e as matrizes do filtro, calculadas no capítulo anterior:





Af Bf

Aτf



 =















−5, 5970 −7, 5225 3, 9577

−4, 6866 −13, 983 6, 7810

−2, 9027 −0, 6390

−2, 6705 −2, 2237















,





Cf Df

Cτf



 =















4, 9467 −1, 9612 0, 9667

−0, 4947 0, 1961 0, 4033

1, 1622 −0, 2317

−0, 1162 0, 0232















.

Portanto, com o propósito de simulação, um sinal de falha é aplicado nos dois estados

do sistema durante o intervalo de tempo[10s, 12s], sendo que esta falha corresponde a

um pulso de amplitude unitária. A Figura 4.1 apresenta os estados do sistema e os estados

do filtro, na qual fica claro a presença da falha.

Assim, escolhendo o intervalo de tempo[2s, 6s], antes da ocorrência da falha, con-

sideramosT = [2s, 6s] em(4.2)calculando o limiarJth = 0,3814. Portanto, utilizando

o limiar Jth = 0,3814 em||z̃(t)||2, como apresentado na Figura 4.2 a falha no sistema é

detectada no instantet = 10, 41s, portanto a falha é detectada após0, 41s do aconteci-

mento real da falha. Na Figura 4.3 é apresentado o valor da saída doFD em função do

tempo, onde o tempo de detecção da falha é representado graficamente.

Exemplo 4.2.Considere o sistema descrito na Seção 3.3 no Exemplo 3.2:
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Figura 4.1: Estados do sistemax1(t) ex2(t) (em linha contínua) e estados estimadosx̂1(t)
e x̂2(t) (em linha tracejada) - Exemplo 4.1.

ẋ(t) = A(α)x(t) + Ar(α)x(t− r(t)) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0],

(4.4)

comLw = 0,
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Figura 4.2: Análise do erro de estimação para detecção de falta, destacandoJth = 0, 3814
com a linha tracejada - Exemplo 4.1.

A(α) =





−2p1(t) 0

0 −0,9p2(t)



 , Ar(α) =





−1p3(t) 0

−1p4(t) −1p5(t)



 ,

B =





1

1



 , C =





5 0

0 1



 , Cτ =





0 0

0 0



 ,

D =





0

0



 , L =
[

1 2
]

, Lr =
[

0 0
]

,

nas quais as incertezas (pi(t) para i = 1, . . . , 5) impostas aos parâmetros das matrizes

A(α) eAr(α) são independentes e todas pertencem a um mesmo intervalo.

Para ilustração considere quepi(t) ∈ [0,995, 1,005] para todoi = 1, . . . , 5, |w(t)| ≤

0,01 e quer(t) = 4 + 0,01 cos(t), assimr(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] comτ = 4, µ = 0,01.

Assim, aplicando o Teorema 3.2, utilizandoδ1 = 5 e δ2 = 12 é projetado um filtro da
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Figura 4.3: Detecção da Falha o sistema precisamente conhecido, falha(t) = 1 signi-
fica falha detectada (gráfico inferior apresenta um ampliação no momento de detecção) -
Exemplo 4.1.

forma em(3.15)para este sistema, sendo que as matrizes do filtro:





Af Bf

Aτf



 =















−5,7769 −5,1468 3,5468

−4,4332 −12,1778 7,7577

−2,6554 −0,1702

−1,6547 −1,3920















,





Cf Df

Cτf



 =















3,8571 −0,8442 0,5777

−0,3857 0,0844 0,4422

1,2467 −0,0349

−0,1247 0,0035















.
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Figura 4.4: Estados do sistemax1(t) ex2(t) (em linha contínua) para dos 32 vértices da
Equação (3.19) e estados estimadosx̂1(t) e x̂2(t) do filtro (em linha tracejada) - Exemplo
4.2.

Da mesma forma como feito no exemplo anterior, com o propósito de simulação,

um sinal de falha é aplicado nos dois estados do sistema durante o intervalo de tempo

[12s, 14s], sendo que esta falha corresponde a um pulso de amplitude unitária. A Figura

4.4 apresenta os estados do sistema, considerando todos os seus 32 vértices, e os estados

do filtro, na qual fica claro a presença da falha.

Assim, escolhendo o intervalo de tempo[4s, 8s], antes da ocorrência da falha, con-

sideramosT = [4s, 8s] em (4.2). Portanto, realizamos simulações para osN = 32

vértices do sistema e calculamos os limiaresJth,i, os quais juntamente com os valores

||z̃(t)||2 são apresentados na Figura 4.5.

Para a definição do limiar de detecção para o sistema incerto foi adotado o critério

de máximo valor, ou seja, oJth = max{Jth,i}, para i = 1, 2, ..., N , sendoN = 32.
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Figura 4.5: Análise do erro de estimação para detecção de falta dos 32 vértices do poli-
topo, destacando o módulo do resíduo (em linha contínua) e oslimiares de detecçãoJth,i
(em linha tracejada) - Exemplo 4.2.

Para este sistema calculamosJth = 0,4390 e a Figura 4.6 apresenta este valor em

linha tracejada e outras duas curvas, uma para o vértice com omenor tempo de detecção

da falha e outra para o vértice com maior tempo, sendo ambos valores muito próximos:

tmin = 12,22s e tmax = 12,29s. Na Figura 4.7 são apresentados os valores da saída do

FD em função do tempo, onde os tempos de detecção da falha,tmin e tmax, são represen-

tados graficamente.

Neste exemplo é importante salientar, como apresentado nas Figura 4.5 e Figura 4.6,

um segundo momento onde o limiarJth é excedido pelo valor da função de avaliação do

resíduo. Este segundo momento seria considerado uma falha,entretanto para sistemas

sujeitos a retardo no tempo, há influência por parte dos estados passados, ou seja atra-

sados, na saída. Tendo em vista esta consideração, o FD deve,portanto, estar apto a

ignorar um falso alarme de falha que pode ocorrer em um pequeno intervalo de tempo

após a ocorrência da falha real, a duração deste intervalo detempo está relacionado com

o valor do retardo no tempo.
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Figura 4.6: Análise do erro de estimação para detecção de falta para 2 vértices de máximo
e mínimo tempos de detecção, destacando o módulo do resíduo (em linha contínua) e o
limiar de detecçãoJth (em linha tracejada) - Exemplo 4.2.

Exemplo 4.3.Considere o sistema descrito na Seção 3.3 Exemplo 3.3:

ẋ(t) = A(α)x(t) + Ar(α)x(t− r(t)) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ) +Dw(t)

y(t) = Lx(t) + Lrx(t− r(t)) + Lww(t)

x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−max{r(t)}, 0],

(4.5)

comLw = 0,

A(α) =





−2p1(t) 0

0 −0,9p2(t)



 , Ar(α) =





−1p3(t) 0

−1p4(t) −1p5(t)



 ,

B =





1

1



 , C =





5 0

0 1



 , Cτ =





0 0

0 0



 ,

D =





0

0



 , L =
[

1 2
]

, Lr =
[

0 0
]

.

nas quais as incertezas (pi(t) para i = 1, . . . , 5) impostas aos parâmetros das matrizes

A(α) eAr(α) são independentes e todas pertencem a um mesmo intervalo.

Para ilustração considere quepi(t) ∈ [0,99, 1,01] para todoi = 1, . . . , 5, |w(t)| ≤

0,01 e quer(t) = 2 + 0,1 cos(t), assimr(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] comτ = 2, µ = 0,1.
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Figura 4.7: Detecção da Falha para 2 vértices de máximo (em linha vermelha) e mínimo
(em linha azul) tempos de detecção, valorfalha(t) = 1 significa falha detectada (gráfico
inferior apresenta um ampliação no momento de detecção) - Exemplo 4.2.

Portanto, o sistema considerado neste exemplo é o mesmo considerado no Exemplo 3.1,

mas agora sujeito a incertezas diferentes nos parâmetros das matrizesA(α) e Ar(α).

Assim, aplicando o Teorema 3.2, utilizandoδ1 = 1 e δ2 = 10 é projetado um filtro da

forma em(3.15)para este sistema, sendo que as matrizes do filtro são dadas a seguir:
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Af Bf

Aτf



 =















−5, 6181 −7, 3002 3, 8542

−4, 7211 −14, 2391 6, 9317

−3, 4582 −0, 5568

−3, 4574 −2, 1659















,





Cf Df

Cτf



 =















5, 0598 −1, 8264 0, 8954

−0, 5060 0, 1826 0, 4105

1, 4192 −0, 2416

−0, 1419 0, 0242















,

Portanto, considerando a mesma idéia nos exemplos anteriores utilizamosT ∈

[2s, 6s] em(4.2) , para este sistema as curvas dos estados do sistema são apresentadas

na Figura 4.8, portanto são analisados 32 sinais de resíduose calculados 32 limiares de

detecção como em(4.2). Ademais, com o propósito de simulação, um sinal de falha é

aplicado no sistema emTf ∈ [10s, 12s].

Portanto, realizamos simulações para osN = 32 vértices do sistema e calculamos o

limiar Jth,i, os quais juntamente com os valores||z̃(t)||2 são apresentados na Figura 4.9.

Para a definição do limiar de detecção para o sistema incerto foi consideradoJth =

max{Jth,i}, parai = 1, 2, ..., N . Assim, obtemosJth = 0, 3987 e a Figura 4.10 apresenta

este valor em linha tracejada e outras duas curvas, uma para ovértice com o menor tempo

de detecção da falha e outra para o vértice com maior tempo, sendo ambos valores muito

próximos: tmin = 10,37s e tmax = 10,44s. Na Figura 4.11 são apresentados os valores

da saída doFD em função do tempo, onde os tempos de detecção da falha,tmin e tmax,

são representados graficamente.
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Figura 4.8: Estados do sistemax1(t) ex2(t) (em linha contínua) para dos 32 vértices da
Equação (3.20) e estados estimadosx̂1(t) e x̂2(t) do filtro (em linha tracejada) - Exemplo
4.3.
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Figura 4.9: Análise do erro de estimação para detecção de falta dos 32 vértices do poli-
topo, destacando o módulo do resíduo (em linha contínua) e oslimiares de detecçãoJth,i
(em linha tracejada) - Exemplo 4.3.
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Figura 4.10: Análise do erro de estimação para detecção de falta para 2 vértices de má-
ximo e mínimo tempos de detecção, destacando o módulo do resíduo (em linha contínua)
e o limiar de detecçãoJth (em linha tracejada) - Exemplo 4.3.

tempo (s)

tempo (s)

f
a
lh
a
(t
)

f
a
lh
a
(t
)

0,2

0,2

0,4

0,4

0,6

0,6

0,8

0,8

0

0

0

1

1

2 4 6 8

10

10

11

12

10,2 10,4 10,6 10,810,1 10,3 10,5 10,7 10,9

14 16 18 20

Figura 4.11: Detecção da Falha para 2 vértices de máximo (em linha vermelha) e mínimo
(em linha azul) tempos de detecção, valorfalha(t) = 1 significa falha detectada (gráfico
inferior apresenta um ampliação no momento de detecção) - Exemplo 4.3.



Capítulo 5

Conclusões

Neste trabalho foi proposto um método de detecção de falha, baseado em filtros robus-

tos, para processos que são modelados como sistemas lineares de tempo contínuo sujeitos

a retardo variante no tempo e a incertezas paramétricas. Sendo que, os métodos de pro-

jeto dos filtros robustos são formulados em termos de desigualdades matriciais lineares,

as quais podem ser resolvidas de forma eficiente por meio de algoritmos de otimização

numérica.

Ressalta-se que a capacidade de projetar um filtro robusto, cujo modelo leva em con-

sideração a estimativa do valor médio do retardo no tempo é umdiferencial entre os tra-

balhos já apresentados para o fim de detecção de falha. Posto isso, o modelo do filtro se

aproxima mais do modelo do sistema, mas sem a necessidade de medir o valor do retardo

em tempo real.

O método de análise de estabilidade proposto neste trabalho, que é a base para o

desenvolvimento do método de projeto, fornece os limites dovalor do retardo no tempo

e das incertezas paramétricas, que devem ser respeitados nafase de projeto. O método de

análise de estabilidade proposto não considera técnicas dediscretização do funcional de

Lyapunov-Krasovskii, entretanto, sabe-se que esta técnica reduz o conservadorismo das

condições formuladas em LMIs, mas aumenta o custo computacional.

No método de projeto foi considerado dois parâmetros ajustáveis,δ1 e δ2, que tornam

a tarefa de projetar mais complicada, mas por outro lado, torna possível ajustar índices de
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desempenho do filtro, tais como reduzir os ganhos de seus parâmetros ou reduzir o índice

de desempenhoH∞.

Vale salientar, que como pode ser observado nos exemplos numéricos, quando se con-

sidera sistemas sujeitos a retardo no tempo, a identificaçãoda falha em um dado instante

poderá implicar na ocorrência de uma segunda falha tempos depois. Estes tempos, como

observado nos exemplos, são da ordem do valor do retardo no tempo. Esta segundafalha

que pode corresponder a um falso alarme, é devido a característica intrínseca do sistema

sujeito a retardo no tempo depender de seu histórico temporal, sendo assim, para o cál-

culo da função de decisão, valores de resíduo gerados durante a ocorrência de falha são

levados em conta o que pode acabar indicando para o sistema dedetecção uma nova falha.

Portanto, considera-se que o trabalho apresentado obteve sucesso no desenvolvimento

de um método de detecção e isolação de falha, baseado no projeto de filtros robustos

como observadores de estado, para sistemas lineares a tempocontínuo sujeitos a retardo

no tempo e incertezas paramétricas. Devido o método proposto ser formulado em termos

de LMIs o projeto do filtro é uma tarefa simples e rápida. Exemplos numéricos ao longo

do texto ilustraram a eficiência do método proposto.

Por fim, destaca-se que parte dos resultados gerados nesta dissertação estão aceitos

para publicação [Rocha et al., 2012].



Apêndice A

Exemplo de Vértices do Politopo

A.1 Matrizes incertasA(α) eAr(α)

Dadas as matrizesA(α) eAr(α) definidas a seguir:

A(α) =





−2p1(t) 0

0 −0,9p2(t)



 , Ar(α) =





−1p3(t) 0

−1p4(t) −1p5(t)



 ,

nas quais as incertezas impostas aos parâmetros das matrizes são independentes e todas

pertencem a um mesmo intervalo:pi ∈ [0,9, 1,1] parai = 1, . . . , 5. Assim, as matrizes

incertas deste sistema pertencem a um domínio politópico como definido em (2.16) com

N = 32 vértices, para ilustração seus vértices são apresentados abaixo:

A1 =





−1,8 0

0 −0, 81



 , Ar,1 =





−0,9 0

−0,9 −0,9



 ,

A2 =





−1,8 0

0 −0, 81



 , Ar,2 =





−0,9 0

−0,9 −1,1



 ,
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A3 =





−1,8 0

0 −0, 81



 , Ar,3 =





−0,9 0

−1,1 −0,9



 ,

A4 =





−1,8 0

0 −0, 81



 , Ar,4 =





−0,9 0

−1,1 −1,1



 ,

A5 =





−1,8 0

0 −0, 81



 , Ar,5 =





−1,1 0

−0,9 −0,9



 ,

A6 =





−1,8 0

0 −0, 81



 , Ar,6 =





−1,1 0

−0,9 −1,1



 ,

A7 =





−1,8 0

0 −0, 81



 , Ar,7 =





−1,1 0

−1,1 −0,9



 ,

A8 =





−1,8 0

0 −0, 81



 , Ar,8 =





−1,1 0

−1,1 −1,1



 ,

A9 =





−1,8 0

0 −0,99



 , Ar,9 =





−0,9 0

−0,9 −0,9



 ,

A10 =





−1,8 0

0 −0,99



 , Ar,10 =





−0,9 0

−0,9 −1,1



 ,

A11 =





−1,8 0

0 −0,99



 , Ar,11 =





−0,9 0

−1,1 −0,9



 ,

A12 =





−1,8 0

0 −0,99



 , Ar,12 =





−0,9 0

−1,1 −1,1



 ,
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A13 =





−1,8 0

0 −0,99



 , Ar,13 =





−1,1 0

−0,9 −0,9



 ,

A14 =





−1,8 0

0 −0,99



 , Ar,14 =





−1,1 0

−0,9 −1,1



 ,

A15 =





−1,8 0

0 −0,99



 , Ar,15 =





−1,1 0

−1,1 −0,9



 ,

A16 =





−1,8 0

0 −0,99



 , Ar,16 =





−1,1 0

−1,1 −1,1



 ,

A17 =





−2,2 0

0 −0, 81



 , Ar,17 =





−0,9 0

−0,9 −0,9



 ,

A18 =





−2,2 0

0 −0, 81



 , Ar,18 =





−0,9 0

−0,9 −1,1



 ,

A19 =





−2,2 0

0 −0, 81



 , Ar,19 =





−0,9 0

−1,1 −0,9



 ,

A20 =





−2,2 0

0 −0, 81



 , Ar,20 =





−0,9 0

−1,1 −1,1



 ,

A21 =





−2,2 0

0 −0, 81



 , Ar,21 =





−1,1 0

−0,9 −0,9



 ,

A22 =





−2,2 0

0 −0, 81



 , Ar,22 =





−1,1 0

−0,9 −1,1



 ,
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A23 =





−2,2 0

0 −0, 81



 , Ar,23 =





−1,1 0

−1,1 −0,9



 ,

A24 =





−2,2 0

0 −0, 81



 , Ar,24 =





−1,1 0

−1,1 −1,1



 ,

A25 =





−2,2 0

0 −0,99



 , Ar,25 =





−0,9 0

−0,9 −0,9



 ,

A26 =





−2,2 0

0 −0,99



 , Ar,26 =





−0,9 0

−0,9 −1,1



 ,

A27 =





−2,2 0

0 −0,99



 , Ar,27 =





−0,9 0

−1,1 −0,9



 ,

A28 =





−2,2 0

0 −0,99



 , Ar,28 =





−0,9 0

−1,1 −1,1



 ,

A29 =





−2,2 0

0 −0,99



 , Ar,29 =





−1,1 0

−0,9 −0,9



 ,

A30 =





−2,2 0

0 −0,99



 , Ar,30 =





−1,1 0

−0,9 −1,1



 ,

A31 =





−2,2 0

0 −0,99



 , Ar,31 =





−1,1 0

−1,1 −0,9



 ,

A32 =





−2,2 0

0 −0,99



 , Ar,32 =





−1,1 0

−1,1 −1,1



 ,
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