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RESUMO

No plano, definir as cénicas como lugares geomeétricos; identificar quando uma
cbnica e uma reta possuem intersegées; e, utilizando régua e compasso,
determinar a interse¢do de uma cbnica com uma reta.

ABSTRACT

In the plane, to define the conics as geometric places; to identify when a conic
and a straight line have intersections; and, by using ruler and compass, to
determine the intersections of a conic and a line.
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CAPIiTULO 1 - INTRODUGAO

O objetivo deste trabalho é abordar a resolugéo, com régua e compasso,
de problemas que envolvam a intersecao entre retas e cénicas. Veremos como,
em posse dos elementos que definem a cbnica, determinar pontos do plano
que pertengam a essa cbnica. Vamos também determinar as retas tangentes a
uma cénica a partir de um ponto do plano e como determinar as intersecdes de
uma cbnica com uma reta dada.

O capitulo 2 abordara trés temas: tangente a uma circunferéncia,
poténcia de um ponto em relagdo a uma circunferéncia e eixo radical. Esses
temas servirdo de pré-requisito para o estudo a ser realizado sobre as cbnicas.

O capitulo 3 tratara da caracterizacdo das parabolas, da determinagao
de pontos do plano que pertencam a uma parabola dada, do tragado de
tangentes a uma parabola e da determinagdo dos pontos de intersegdo entre
uma parabola e uma reta qualquer do plano.

O capitulo 4 tratara da caracterizacao das elipses, da determinacao de
pontos do plano que pertengam a uma elipse dada, do tragado de tangentes a
uma elipse e da determinacdo dos pontos de intersecao entre uma elipse e
uma reta qualquer do plano.

O capitulo 5 tratara da caracterizacao das hipérboles, da determinacéao
de pontos do plano que pertencam a uma hipérbole dada, do tragado de
tangentes a uma hipérbole e da determinagdo dos pontos de intersegao entre

uma hipérbole e uma reta qualquer do plano.
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CAPIiTULO 2 - PRELIMINARES

2.1 — TANGENTE A UMA CIRCUNFERENCIA

Nessa seg¢ao daremos uma definicdo para retas tangentes a uma
circunferéncia e mostraremos como determinar a reta tangente a uma
circunferéncia por um ponto Q desta. Em seguida, veremos como tracar retas
tangentes a circunferéncia a partir de um ponto P que ndo pertence a
circunferéncia dada.

Dados dois pontos Q e Q' pertencentes a uma circunferéncia, definimos
a reta tangente a circunferéncia no ponto Q como a posigao limite da reta ZZ_J
quando Q’ tende para Q.

Prosseguiremos com a construgdo da reta tangente a uma
circunferéncia em um ponto pertencente a mesma.

Seja €(0,r) uma circunferéncia de centro O e raio r e seja Q um ponto
pertencente a essa circunferéncia.

Para determinarmos a reta tangente a €(0,r) pelo ponto Q, tomaremos
um ponto Q' de C(0,r), distinto de Q, tal que Q, O e Q' ndo sejam colineares.
Analisaremos o que acontece com a reta w a medida que Q’ tende para Q.

Seja OM a bissetriz do angulo QOQ’ (figura I). Como o triangulo AQOQ’ é

isosceles, OM é também a altura relativa ao lado
QQ’, logo QQ’ é perpendicular a OM.
Queremos mostrar que M tendera para o

ponto Q quando Q’ tender para Q, assim, a reta

@' ©OM tendera para a reta 00. Como QQ &

Figura |
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perpendicular a oM, poderemos construir a reta tangente a uma circunferéncia
por um ponto Q € C(0,r) como sendo a reta perpendicular a 56 que contém Q.
De fato, podemos afirmar que M tendera para o ponto Q quando Q’ tender para
Q, pois, pelo triangulo AQOM, temos

QM =0Q - sen(QOM). (1)

A medida que Q' tende a Q, o angulo QOM tende a zero, pois QOM =
%Q'. Entdo, pela equagio (1) temos que quando Q' tende para Q, QM tende
para zero, como queriamos demonstrar.

Diante do exposto podemos concluir que a reta tangente a um ponto

Q € C(0,r) é a reta perpendicular ao raio 0Q pelo ponto Q.

Mostraremos agora como tragar uma reta tangente a €(0,r) a partir de
um ponto P do plano, tal que P ¢ C(0, 7).

Suponhamos que tal construgdo seja possivel. A figura Il mostra o
problema resolvido.

Na figura, os angulos OQP e 0Q'P
sao retos, pois ﬁ e PQ’ sado retas

tangentes a circunferéncia em Q e Q’

respectivamente, portanto Q e Q' estao

sobre a circunferéncia de diametro OP.

Logo, para encontrarmos o0s Figura Il
pontos Q e Q' por onde passam as tangentes a C(0,r) a partir de P, basta

tracarmos a circunferéncia de didmetro OP. Os pontos Q e Q' procurados
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estardo na intersecido dessa circunferéncia com o circulo de centro O e raio r
dado.

A construgdo do circulo de didmetro OP sempre pode ser realizada,
entretanto o circulo construido somente tera intersecao com C(0,r) quando P
for um ponto externo a €(0,r), isto &, PO >r. Se P for interno a C(0,r),

qualquer reta contendo P sera secante a circunferéncia dada.

2.2 — POTENCIA DE UM PONTO COM RELACAO A UMA CIRCUNFERENCIA

Definigdo — Dados um ponto P qualquer do plano e uma circunferéncia C(0,r),
definimos a poténcia de P com relagdo a C(0,r) como
pot.(P) = PO? —r?

Se P for um ponto interior a circunferéncia sua poténcia em relacéao a
C(0,r) sera um numero negativo. Caso P esteja sobre a circunferéncia,
pot.(P) = 0. Se P for externo a circunferéncia sua poténcia em relagdo a
C(0,r) sera positiva.

Teorema 1 — Sgja P um ponto pertencente a uma reta s qualquer que corta
C(0,r) em pontos A e B distintos. O produto PA - PB é constante.
Demonstragdo — Consideraremos inicialmente o caso em que P é externo a
circunferéncia.

Seja M o ponto médio do segmento AB.

Faremos AM = MB = m.

Pela figura lll,

PA-PB = (PM —m)(PM +m) =

PM? —m? = PM? + OM? — (m? + OM?) = Figura Il



14

P0O? —r? = pot.(P)

Se P é um ponto interno a circunferéncia (figura IV) temos,
—PA-PB = —(m—PM)(m+ PM) =
PM? — m? = PM? + OM? — (m? + OM?) =
P0O? —r? = pot.(P)

Logo, —PA - PB = Pot.(P) = constante.

Entdo, PA - PB = constante.

Figura IV

Se P estiver sobre a circunferéncia, entdo P se confunde com A ou com
B e o produto PA- PB sera nulo. Caso a reta s seja tangente a circunferéncia

em um ponto T, entdo, pelo teorema de Pitagoras, pot.(P) = PT?.

2.3 — EIXO RADICAL

Definicdo — Dadas duas circunferéncias C e C’, definimos o eixo radical das
circunferéncias dadas como o lugar geométrico dos pontos que possuem a
mesma poténcia com relagdo aC e C'.

Teorema 2 — O eixo radical a duas circunferéncias C e C’ ndo concéntricas, é
uma reta perpendicular a linha dos centros de C e C'.

Demonstragdo — Consideremos duas circunferéncias ndo concéntricas C e C’
de centros A e B e raios R e r, respectivamente. Primeiramente queremos
mostrar que existe algum ponto P tal que pot.(P) = pot. (P).

Para isso, tomemos uma circunferéncia C” cujo centro F nao esteja

sobre 4B etalque C N C" = {D,E} e C' n C" = {G, H}. (figura V)
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Figura v
Pelo teorema 1, PE - PD = PG - PH, ou seja, pot.(P) = pot.(P), como

queriamos demonstrar.

Vamos entdo mostrar que todos o0s pontos que possuem a mesma
poténcia com relagao as circunferéncias C e C’ sao colineares.

Seja M o ponto médio de AB. Seja P um ponto que tenha a mesma

poténcia com relagdo as duas circunferéncias dadas e seja H a projecao

ortogonal de P sobre a reta AB.

+
H

Figura I

Como P possui a mesma poténcia com relagao aos dois circulos, entao
PA? — R? = PB? — r?, de onde obtemos PA? — PB? = R? — r2.

Utilizando a lei dos cossenos nos triangulos APMA e APMB obtemos
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o PA?> = AM? + MP? +2-AM - MP - cos(a)

e PB? =BM?+ MP?—2-BM-MP - cos(a)

Como BM = AM = ?, ao subtrairmos as duas equacodes obtemos
PA%? —PB? = 4-AM - MP - cos(a), de onde tiramos
R?—-1r?=2-AB-HM.
RZ_y2

Logo, HM = — (2)

2:A

|

O segmento HM tem medida constante, isso significa que H, a projecdo
ortogonal de P sobre AB, é um ponto fixo na reta AB, ou seja, todos os pontos
que possuem a mesma poténcia com relagdo a C e €’ estdo sobre uma reta
perpendicular a linha dos centros de C e C'.

Mostraremos finalmente que todos os pontos pertencentes a reta HP
possuem a mesma poténcia comrelacdoa C e C'.

Queremos mostrar que se P € HP, entdo PA? — R?2 — (PB? —r2) = 0. (3)

Temos,

PA? = PH? + HA? = PH? + (HM + MA)? = PH? + HM? + 2HM - MA+ MA? (4)
e
PB? = PH? + HB? = PH? + (MB — MH)? = PH? + MB? — 2MB - MH + MH? (5)
Substituindo (4) e (5) em (3) e usando MA = MB = ? obtemos
PA? — R2 — (PB? —r?) =
4HM - ? — R% +1r?
Usando (2),
R?>—-1r? AB

=T _pryrz=yp
2-4B 2 r
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Logo, o lugar geométrico dos pontos que possuem a mesma poténcia
com relacao as duas circunferéncias dadas € uma reta perpendicular a linha
dos centros dessas circunferéncias, como queriamos demonstrar.

Caso C e C’ sejam secantes, o eixo radical dessas circunferéncias sera a
reta que passa pelos pontos de interse¢cdo entre essas circunferéncias. Se as
circunferéncias dadas forem tangentes em um ponto T, o eixo radical de ambas
sera a reta tangente as circunferéncias C e C’ no ponto T. Tais fatos decorrem

da aplicagao do teorema 1.
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CAPIiTULO 3 - PARABOLAS

No presente capitulo estabeleceremos uma definicdo de parabola e
construiremos pontos dessa parabola. Em seguida, tragaremos retas tangentes
a parabola que contenham um ponto especifico do plano. Por fim,
determinaremos quantos e quais sdo os pontos de intersecido entre uma

parabola e uma reta dadas.

3.1 — DEFINICOES

Comecaremos apresentando duas definicdes para a parabola e
mostraremos que essas definicbes sdo equivalentes.

Definicdo 1 — Dado um ponto F néo pertencente a uma reta d, denominamos
parabola de foco F e diretriz d o lugar geométrico dos centros dos circulos
tangentes a d e que contém F.

Denominaremos o ponto F de foco e a reta d de reta diretriz da
parabola. Representaremos uma parabola de foco F e reta diretriz d
por P(F,d).

O foco F e os pontos da reta diretriz ndo pertencem a parabola, por
definicdo. Mostraremos como, de posse dos elementos que definem a

parabola, determinarmos pontos pertencentes a
P(F,d). Para isso, analisaremos a figura 1, que
mostra um ponto M € P(F, d).

Nessa figura, o ponto O é o ponto de tangencia entre

i 0

_ d e C(M,MF). Por definigdo, MO = MF, logo M esta
Figura 1
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sobre a mediatriz do segmento FO.

Entdo, para encontrarmos um ponto M pertencente a P(F,d) devemos
escolher um ponto O qualquer sobre a reta diretriz e tracarmos uma reta
perpendicular a d por 0. O ponto M procurado pertencera a intersecao entre a
reta perpendicular tragcada e a mediatriz de FO.

A construgao descrita acima nos permite estabelecer uma bije¢céo entre
os pontos da parabola e os pontos da reta diretriz. Essa bijegdo sera
frequentemente usada na resolucao de problemas.

Prosseguiremos a apresentagdo de uma segunda definicdo para a
parabola e demonstraremos que as definicbes apresentadas sao equivalentes.
Definicdo 2 — Dados uma reta d e um ponto F ndo pertencente a essa reta,
definimos uma parabola como o lugar geométrico dos pontos equidistantes de
deF.

Teorema — As definicées 1 e 2 sdo equivalentes.

Comecaremos mostrando que a definicdo 1 implica na definicao 2.

De fato, se M é o centro de um circulo tangente a d em um ponto O e
que contém F, o segmento MO sera perpendicular & reta diretriz e M sera
equidistante de F e d, conforme estabelecido pela definigdo 1.

Reciprocamente, se M é um ponto equidistante de F e d, o circulo de
centro M e raio MF sera tangente a reta d no ponto 0
conforme estabelecido pela definicdo 1 (figura 2).

Dessa forma, fica demonstrada a equivaléncia

entre as definigdes 1 e 2.

Figura 2
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3.2 - TANGENTES

Nesta secdo iremos analisar quando é possivel tracar uma ou mais retas
tangentes a uma parabola de modo que essas retas tangentes contenham um
ponto especifico do plano. Iniciaremos analisando o tragado da reta tangente a
parabola por um ponto M € P(F,d). Depois, estudaremos como tracar

tangentes a parabola a partir de pontos nao pertencentes a P(F, d).

3.2.1 - Tangentes por um ponto da parabola

Dado um pontoM € P(F,d), queremos determinar a reta tangente a

parabola em M. Para isso, tomaremos um ponto M’ € P(F, d), distinto de M, e

analisaremos o que acontece com a reta MM' quando M’ tende para M.
De acordo com a definicdo 1, existem dois circulos C e €’ com centros
em M e M’ que sao tangentes a diretriz nos pontos 0 e 0’, respectivamente

(figura 3). O foco F pertencea C e a C'.

d 0 /I T o

Figura 3
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O eixo radical de C e C’ intercepta a reta diretriz no ponto I. Afirmamos

que I é ponto médio de 00'. De fato, I pertence ao eixo radical de C e C,

portanto pot.(I) = pot.,(I), o que implica 102 = 10"2. Entdo, 10 = 10'.

Se fizermos M’ tender para M, o ponto O’ tendera para 0O, algo que
podemos garantir pelo fato do segmento 00’ ter comprimento menor ou igual
ao do segmento MM’ ja que 00’ é a projecdo ortogonal de MM’ sobre a reta
diretriz. Dessa forma, o ponto I também tendera para o ponto O e o eixo radical
FI tendera para a reta FO.

Como M e M’ sao centros dos circulos C e C, MM & perpendicular ao
eixo radical FI. Definiremos entdo a tangente a P(F,d) em M como sendo a
reta perpendicular a FO que contém M (figura 4). "

Observacao: Tendo em vista que M pertence a

P(F,d) e portanto, MF = MO, a tangente procurada &

altura relativa a FO do tridngulo isosceles AMFO, ou \
0

seja, a tangente procurada € a mediatriz do segmento Figura 4

FO.

Corolario — Se M é um ponto da parabola P(F,d), e O é a projecdo de M sobre

d,os pontos O e F s&o simétricos em relagéo a reta tangente a parabola em M.

3.2.2 - Tangentes por um ponto nao pertencente a parabola

Iremos agora procurar por retas tangentes a parabola que contenham
um ponto P tal que P ¢ P(F,d).
Suponhamos que tal construcdo seja possivel. Vamos analisar o

problema resolvido conforme mostrado pela figura 5.
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A figura mostra uma parabola definida pelo foco F e pela diretriz d. O
ponto P é um ponto qualquer do plano e a reta PM é tangente a parabola em
M. Os pontos 0 e Q séo as proje¢cdes ortogonais sobre d dos pontos M e P,
nessa ordem.

P A reta PM, tangente a pardbola, é a
M mediatriz do segmento FO. Como P esta sobre

essa mediatriz, PF = PO.

L

Temos entdo uma maneira simples de

[«
0

Figura 5 encontrarmos o ponto O e, consequentemente, o

ponto M com o qual podemos determinar a reta tangente a parabola por P.
Basta tragcarmos um circulo de centro P e raio PF. O ponto O procurado estara
na intersecao do circulo tracado com a reta diretriz.

A analise feita parte do pressuposto de que o problema considerado tem
solugcdo. Para que a construgcao descrita acima possa ser realizada precisamos
apenas que o circulo de centro P e raio PF tenha, de fato, alguma intersegéo
com a reta diretriz. Temos trés possibilidades:

e Se PQ > PF entdo o circulo de centro P e raio PF ndo possui intersecéo
com a reta diretriz da parabola e portanto, o problema nao tem solucao.
e Se PQ = PF, P pertencera a parabola, caso que ja foi considerado na

secao 3.2.1.

e Se PQ < PF, entdo o circulo de centro P e raio PF intercepta d em dois
pontos distintos. Nesse caso o problema apresenta duas solugdes, ou seja,

existem duas retas que partem de P e sédo tangentes a parabola.
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3.3 — INTERSECAO ENTRE RETA E PARABOLA

Dadas uma parabola P(F,d) e uma reta r qualquer, iremos procurar,
quando existirem, os pontos de intersecdo entre r e P(F,d). Dividiremos a
analise em dois casos.

1° caso: r ndo contém o foco da parabola.

De acordo com a definicdo 1, encontrar um ponto de intersegdo entre
uma reta r e uma parabola P(F,d) é o mesmo que encontrar sobre r o centro
de um circulo que contenha F e que seja tangente a d.

Qualquer circulo com centro sobre r e
que contenha F também contera F’, o simétrico
de F com relagdo a reta r (figura 6), pois r

contém um diametro do circulo e o circulo é

simétrico em relacdo a qualquer de seus Figurag O d
didametros.

Nosso problema se resume entdo a encontrar uma circunferéncia
tangente a diretriz que contenha os pontos F e F’. A existéncia de solugdes
para esse problema esta diretamente relacionada com as posicdes relativas
entre F,deF’.

e Se F e F’ estiverem em semiplanos distintos definidos pela reta

diretriz o circulo que passa por F e F’ sera secante a d quando
deveria ser tangente. Nesse caso, o problema néo tera solugéo.

e Se F’ estiver sobre d, podemos tomar o ponto M associado ao ponto

F’ de d. A reta r serd a mediatriz de FF’, portanto sera a reta tangente
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a parabola no ponto M (veja corolario da segdo 3.2.1). Logo, o
problema tera apenas uma solucao.
e Se F e F’ estiverem no mesmo semiplano definido pela reta diretriz, o

problema tera até duas solugdes. Vejamos como encontra-las.

Queremos encontrar sobre r o centro do circulo C que contém F e F’ e é
tangente a reta diretriz.
Se a reta FF’ for paralela a diretriz, a reta

r sera perpendicular a d. Seja I o ponto de |

intersecao entre r e d. O ponto M procurado
- \-'I_

estara na intersegéo entre r e a mediatriz de FI / ' d

(figura 7). Figura 7
Caso FF' nao seja paralela a d, construimos um circulo auxiliar ¢’ com

centro sobre r de modo que C’ contenha F e F’ e ndo seja tangente a d. Os

circulos C e C’ sdo secantes nos pontos F e F’ por construgdo, logo o eixo

radical de C e C’ é a reta FF'. Essa reta intercepta a reta diretriz no ponto I.
Por definicdo, o ponto

I possui a mesma poténcia com

relacédo a C e C’ (figura 8).

Partindo de I, tracamos

entdo uma reta tangente a ¢’ no

ponto T.

Seja 0 o ponto tangéncia

Figura &

entre C e d.

Como I pertence ao eixo radical de C e C’, IT? = 10?. Logo, IT = I0.
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Entdo, para encontrarmos o ponto O, basta tragcarmos uma
circunferéncia de centro I e raio IT. A intersegdo entre C(I,IT) e a reta diretriz
sera formada pelos pontos O e 0’, proje¢des ortogonais sobre d dos pontos M
e M’ procurados.

Diante do exposto, concluimos que se F e F’, simétrico de F em relacao

a reta r, estiverem em um mesmo semiplano definido pela reta diretriz e se FF
nao for paralela a diretriz, r tera dois pontos de interse¢ao com P(F, d).

2° caso: rcontém F.

Se r for perpendicular a d, essas retas se interceptardo em um ponto
que chamaremos de I. O circulo procurado tera centro em M, ponto médio de
FI, e raio de medida MI.

Caso r ndo seja perpendicular a d, novamente procuramos por um
circulo C tangente a d, que contenha F e com centro sobre r.

Seja M o centro do circulo C procurado. Como F pertence a C, MF é um
raio de C. A reta perpendicular a r
em F intercepta d no ponto I
(figura 9).

Seja 0 o ponto de tangéncia

entre d e C. Como IF e 10 séo retas

tangentes a C, IF = 10. Logo, para

Figura 9 /I

tragarmos o circulo de centro I e raio IF. Esse circulo interceptara a diretriz nos

encontrarmos o ponto O, basta

pontos O e 0’, projegdes ortogonais dos pontos M e M’ procurados.
Entdo, se r néo for perpendicular a d e contiver o foco F da parabola, a

reta r tera dois pontos de interse¢do com P(F, d).
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CAPIiTULO 4 - ELIPSES

Esse capitulo seguira a mesma sequéncia do capitulo anterior, apenas
diferindo no objeto a ser estudado. Estabeleceremos uma definicdo para a
elipse e identificaremos pontos dessa elipse no plano. Veremos como tracar
retas tangentes a elipse que contenham um ponto especifico do plano e
determinaremos quantas e quais sao as interse¢des entre uma elipse e uma

reta qualquer do plano.
4.1 — DEFINICOES

Assim como feito para as parabolas, apresentaremos duas definicoes
para a elipse e mostraremos que essas definicdes sdo equivalentes.
Definigdo 1 - Dados um comprimento de medida 2a e dois pontos F e F’ com
FF’' < 2a, definimos a elipse como o lugar geométrico dos centros M das
circunferéncias tangentes a C(F,2a) que contém F’.

Denominaremos os pontos F e F’ de focos da elipse e o comprimento
2a de parametro da elipse. Representaremos uma elipse de focos F e F’' e
parametro 2a por E(F,F',2a). O circulo C(F,2a) sera chamado circulo diretor
associado ao foco F da elipse e sera representado por D (F)

Construiremos pontos pertencentes a uma elipse
Di(F) .0

dada. Para isso, analisemos a figura 10 que mostra um y

ponto M € E(F,F',2a).
Na figura, tragamos D(F). O ponto O pertence a

intersegé@o de D(F) com C(M, MF’). Como, por defini¢do, Figura 10
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MF’ = MO, o ponto M esta sobre a mediatriz do segmento OF’.

Temos assim uma maneira de determinarmos um ponto qualquer de
uma elipse dada. Basta tragarmos D(F) e escolhermos um ponto O qualquer
sobre essa circunferéncia. O ponto M procurado pertencera a intersecao entre
o raio FO e a mediatriz de OF".

A construgao feita para encontrarmos M nos mostra que é possivel
estabelecer uma bijecdo entre os pontos da elipse e os pontos do circulo
diretor associado a F.

Estabeleceremos agora outra definicdo para a elipse.

Definigdo 2 — Dados dois pontos F e F’ e um comprimento 2a maior que a
disténcia entre F e F’, chamamos de elipse o lugar geométrico dos pontos M
cuja soma das distancias MF e MF’ seja igual a 2a.

Teorema — As definicdes 1 e 2 sdo equivalentes.

Mostraremos inicialmente que a definicdo 1 implica na definigédo 2.

Pela definicdo 1, se M € E(F, F’,2a) entdo, MF’ = MO.

Como FM + MO = 2a, entdo FM + MF’ = 2a, conforme afirmado pela
definigédo 2.

Reciprocamente, pela definigdo 2, MF + MF’' = 2a. Seja MO o raio de
D(F) que contém M. Temos FM + MO = 2a de
onde obtemos MF’' = MO (figura 11). Entao, o
circulo de centro M tangente a D(F) em O,

conttm o ponto F’ conforme afirmado pela

Figura 11

definigéo 1.

Fica assim demonstrada a equivaléncia entre as definicbes 1 e 2.
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Observagao: Na construgéo feita para encontrarmos um ponto M € E(F, F’, 2a),
poderiamos ter invertido os papeis de Fe F’ sem nenhum prejuizo, como
mostra a figura 12. o'

Na figura, temos os focos F e F’ de N
uma elipse e, centrado em cada um dos ‘
focos, um circulo de raio 2a. O ponto M /
pertence a E(F,F'2a) e foi obtido 4
interceptando-se o raio FO com a mediatriz Figura%’l 7
de OF".

Entdo, FM + MF’ = 2a, FFM + MO’ = 2a e MO = MF’, de onde concluimos
que MO’ = FM. Isto significa que M pertence ao raio F'0’ e também pertence a
mediatriz de FO’, ou seja, os pontos da elipse E(F,F'2a) podem ser

construidos utilizando-se o circulo diretor associado a qualquer um dos focos.
4.2 - TANGENTES

Iremos agora analisar quando € possivel tragar uma ou mais retas
tangentes a uma elipse de modo que essas retas tangentes contenham pontos
especificos do plano. Iniciaremos o capitulo estudando o tracado de retas
tangentes a elipse em um ponto M € E(F,F',2a). A seguir, estudaremos como

tracar tangentes a elipse a partir de pontos nao pertencentes a E(F,F', 2a).
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4.2.1 - Tangentes por um ponto da elipse

Dado um ponto M € E(F,F',2a), queremos determinar a reta tangente a
elipse em M. Para isso tomaremos um ponto M’ da elipse, distinto de M tal que
MM’ ndo contenha F. Analisaremos o que acontece com a reta MM quando M’
tende para M. De acordo com a definicdo 1, M e M’ sao centros de circulos C e
C’, os quais contém F’ e sdo ambos tangentes a D(F) nos pontos O e 0,

respectivamente (figura13).

DiF)

Tracemos as retas tangentes ao circulo diretor nos pontos 0 e 0.

Essas retas se cortam no ponto I. Afirmamos que I possui a mesma
poténcia com relagdo as circunferéncias C e C’. De fato, 10 é o eixo radical de
D(F) e C, logo potc(I) = potp (). Da mesma forma, 10° é o eixo radical de
D(F)e (', portanto potc,(I) = potp(I). Entdo, pot.(I) = potc,(I), como

queriamos demonstrar.
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O ponto F’ esta na intersecao das circunferéncias C e C’, logo pertence

ao eixo radical dessas circunferéncias. O mesmo ocorre com o ponto I, pelo
exposto acima. Podemos entéo afirmar que o eixo radical de C e C’ é a reta F'I.
A reta MM’ que contém os centros dos circulos C e C’ é portanto, perpendicular

a reta F'I, eixo radical de C e C'. (figura 14).

Figura 14

Queremos analisar o que ocorre com a reta MM’ quando M’ tende para
M. Sabemos que MM’ é perpendicular a Fl e que F’ é um ponto fixo.

Mostraremos que quando M’ tende para M, a reta F’l tende para a reta FO.
Nossa demonstracéo se dividira em duas etapas.
Inicialmente mostraremos que quando M’ tende para M, o angulo
OF0’ = a, tende para zero.

De fato, utilizando a lei dos senos no AMFM’ obtemos

MM’ FM
= ) logo,

sen(a) sen (FI/\/I\'M
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sen(a) = % . sen(F]T/I\'M)

Como sen(FI\TM) possui valor positivo menor que 1 e MM’ tende para
zero, concluimos que sen(a) tende para zero, ou seja, o angulo OF0 =«
tende para zero, como queriamos demonstrar.

Mostraremos finalmente que o ponto I tende para o ponto O quando M’
tende para M.

Consideremos o tridngulo AIOF retdngulo em 0. Nele podemos destacar

a relacao
mzm-tg(%)zhl-tg(%)

Como a tende para zero, 0 mesmo ocorrera com tg (g) logo, 10 também

tendera para zero. Isso significa que o ponto I tende para o ponto O quando M’
tende para M.

Dessa forma demonstramos que quando M’ tende para M, a reta Fi
tende para a reta F’O e essa reta é perpendicular a MM. Assim, definiremos a
reta tangente a E(F,F’,2a) no ponto M como sendo a perpendicular a Fo que
contém M.

Observagdo: Como M € E(F,F’,2a) e portanto MF = MO, a reta
tangente a elipse no ponto M é a mediatriz do segmento F’0 (figura 15)
Corolario — Se M é um ponto da D(F)
elipse E(F,F',2a) e O é o ponto do
circulo diretor associado a M, entdo
O e F’ sdo simétricos com relacao a \

F '
reta tangente a elipse no ponto M. \ F }
Figura 15
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4.2.2 - Tangentes por um ponto nao pertencente a elipse

Nessa secao determinaremos quando e como sera possivel tracar retas
tangentes a elipse e que contenham um ponto P tal que P ¢ E(F, F’,2a).

Suponhamos que tal construgédo seja possivel. Vamos analisar a figura
16 que apresenta o problema resolvido.

A figura mostra uma elipse E(F, F',2a) com seu circulo diretor associado

ao foco F. O ponto P é um ponto qualquer do

M p plano, M € E(F,F'2a) e a reta PM é tangente a

-

elipse em M. O ponto 0 € o ponto do circulo diretor

associado a M por meio da bijecdo definida na

pagina 24.

Figura 16

Como PM é tangente a E(F,F',2a) em M,
PM é a mediatriz do segmento OF’. Uma vez que P pertence a essa mediatriz
temos PO = PF’.

Temos entdo uma maneira de encontrarmos o ponto O e,
consequentemente, o ponto M com o qual podemos determinar a reta PM
tangente a parabola. Basta tragarmos o circulo de centro P e raio PF’. A
intersecao entre esse circulo e o circulo diretor nos dara o ponto 0 procurado.

O problema de encontrar tangentes a uma elipse a partir de um ponto P
do plano tera solugdo sempre que houver intersegéo entre D(F) e C(P,PF).
Vejamos quando essa intersegao existe.

Dividiremos nossa analise em dois casos.
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1° Caso: P é externo a D(F) ou esta sobre D(F)
Nesse caso, o circulo C(P, PF’) possuira pontos externos a D(F) e ao
menos um ponto interno ao circulo diretor, — o foco F’. Entdo, os circulos D(F)
e C(P, PF’) serdo secantes. Logo, sera possivel tragarmos duas retas tangentes
a elipse a partir de P.
2° Caso: P é interno a D(F).
A figura 17 mostra os circulos D(F) e C(P,PF’). O ponto P é qualquer e
P’ é o ponto de C(P, PF’) mais distante de F. Se
P’ estiver sobre o circulo diretor ou for externo a
D(F), a intersecé@o entre D(F) e C(P,PF’) sera

nao vazia, entdo o problema de tracar de uma

tangente a elipse a partir de P tera solugdo. Em

Figura 17

outras palavras, podemos tragar tangentes a
elipse a partir de um ponto P apenas quando tivermos FP’ > 2a.

Queremos mostrar que FP’ = PF + PF’ e que portanto, o problema em
questdo terd solucdes sempre que PF + PF’ > 2a. Comecaremos mostrando
por absurdo que F, P e P’ sao colineares.

Suponha que F, P e P’ ndo sejam colineares. Pela desigualdade
triangular temos FP’ < FP + PP’. Tomemos um ponto Q € C(P, PF’) colinear a P
e F e externo ao segmento FP. Temos FQ = FP + PQ o que implica FP' < FQ,
absurdo pois P’ é o ponto de C(P, PF’) mais distante de F. Logo F, P e P’ sdo
colineares.

Podemos entdo afirmar que FP’ = PF + PP’. Por construgdo temos

P’ = PF’ entdo, FP’ = PF + PF’, como queriamos demonstrar.

Concluimos entao que



34

e Se PF+ PF <2a os circulos D(F) e C(P,PF’) ndo possuem
intersegdes e por isso ndo sera possivel tragar tangentes a elipse
a partir de P.

e Se PF + PF’ = 2a os circulos D(F) e C(P,PF’) serdo tangentes e
portanto somente existira uma tangente a elipse por P. Nesse
caso P € E(F,F',2a), situagado ja considerada na segéo 4.2.1

e Se PF+PF >2a os circulos D(F) e C(P,PF’) possuirdo dois
pontos de intersegdo. Logo, sera possivel tragarmos duas retas
tangentes a elipse a partir de P. Note que no 1° caso considerado,
também tinhamos PF + PF’ > 2a j& que cada uma das medidas

PF e PF’ era maior ou igual a 2a.

4.3 — INTERSEGCAO ENTRE RETA E ELIPSE

Dadas uma elipse E(F,F' 2a) e uma reta r qualquer do plano, queremos
determinar quando existem e quais sdo os pontos de intersecdo entre r e
E(F,F' 2a). Para analisarmos problema, o dividiremos em dois casos.
1° caso: a reta r ndo contém nenhum dos focos.

De acordo com a definicdo 1, encontrar os pontos de intersecao entre
uma reta r e uma elipse E(F, F',2a) significa encontrar sobre r o centro de um
circulo C que contenha F’ e que seja tangente a D(F).

Qualquer circulo com centro em r e que contenha F’ devera também
conter o ponto F”, simétrico a F’ com relagao a r (figura 18), pois r contém um
didmetro de C e o circulo é simétrico com relacdo a qualquer um de seus

diametros.
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Nosso problema se resume entdo a
tracar o circulo tangente a D(F) que contém os
pontos F’ e F”.

e Se F” for externo ao circulo diretor,

Figura 18

C e D(F) serao secantes quando
deveriam ser tangentes. Nesse caso o problema néo tera solugao.

e Se F” estiver sobre D(F), basta tomarmos o ponto M associado
ao ponto F” do circulo diretor. A reta r serd a mediatriz de F'F”,
portanto sera a reta tangente a elipse em M (veja corolario da
secao 4.2.1). Logo o problema tera apenas uma solugéo

e Se F” for interno ao circulo diretor o problema tera duas solugdes.
Procederemos a demonstragado desse fato e mostraremos como

encontra-las.

Queremos encontrar sobre r o centro do circulo C que contém F' e F” e é
tangente ao circulo diretor no ponto 0. Uma vez de posse do ponto O essa
construgcao podera ser realizada facilmente. Para determinarmos esse ponto
construiremos um circulo auxiliar ¢’ com centro D sobre r e que contenha os
pontos F’ e F”.

Por construcao, a circunferéncia C procurada e a circunferéncia auxiliar

7

C’ séo secantes em F’ e F” logo, o eixo radical de C e C’ é a reta FF.
Tracemos entdo a reta s, eixo radical das circunferéncias C’ e D(F)

(figura 19). Afirmamos que s € concorrente a reta F’F”. Para demonstrarmos

esse fato, basta lembrarmos que o eixo radical de duas circunferéncias é

perpendicular a linha que une os centros dessas circunferéncias. As retas DF e
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r sdo concorrentes uma vez que r nao contém nenhum dos focos, por
suposicao. Como s e F’'F” sao perpendiculares a DF e a r respectivamente, s e

F’F” também serdo concorrentes. Chamaremos de I o ponto de intersecao

entre essas retas.

Figura 19

Como, por construgdo, pot.(I) = potc,(I) e pote,(I) = potpr(I), entéo
potc(I) = potp (I). Por outro lado, o ponto 0 também pertence ao eixo radical
de D(F) e C uma vez que tem poténcia nula com relagcdo a ambas as
circunferéncias. Logo, o eixo radical de D(F) e C é a reta 10, tangente ao
circulo diretor conforme demonstrado na segao 2.3.

Podemos entdo encontrar o ponto O de tangéncia entre C e D(F)
tracando a reta tangente ao circulo diretor a partir do ponto I.

Como na realidade existem duas retas tangentes a D(F) a partir de I,

existirdo dois pontos de intersecdo entre r e a elipse E(F, F’, 2a).
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O leitor pode se perguntar se a solugdo encontrada seria diferente caso
o circulo auxiliar ¢’ tracado fosse outro uma vez que a Unica restricdo sobre ¢’
€ que contenha F’ e F”. A resposta para essa questdo é negativa. Sua

demonstracao pode ser encontrada no apéndice.

2° caso: r contém algum dos focos.
Suponhamos que r contenha F. O ponto de interseg¢ao entre r e a elipse
sera o centro M de um circulo C que contenha F’ e seja tangente a D(F).

A reta r corta o circulo diretor nos pontos 0

e 0’ (figura 20). Qualquer circulo com centro sobre c
r e que seja tangente a D(F) devera conter O ou 0’

uma vez que r contém um didmetro do circulo o

diretor. Isso implica que nosso problema tera duas

Figura 20
solucbes M e M’.

Como M pertence a elipse E(F,F’,2a), teremos MO = MF’ logo a
intersegao entre a reta r e a mediatriz de
OF’ nos dara o ponto M procurado. Da
mesma forma, o ponto M’ pertencera a
intersecdo de r com a mediatriz de M'F’
(figura 21).

Caso a reta r contivesse o foco F’

Figura 21

em vez de F, bastaria trocarmos os papéis
dos focos, tracando o circulo diretor associado ao foco F’ e repetirmos a

construgao realizada para a reta contendo F.
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CAPITULO 5 - HIPERBOLES

O estudo das hipérboles se assemelha ao estudo das elipses. Este
capitulo seguira os mesmos moldes do capitulo anterior. Estabeleceremos uma
definicdo para a hipérbole e mostraremos como construir pontos dessa
hipérbole. Definiremos como tragar tangentes a hipérbole quem contenham um
ponto especifico do plano e determinaremos quantas e quais sao as

interseg¢des entre uma hipérbole e uma reta dadas.

5.1 — DEFINICOES

Nesta secao apresentaremos duas definicdes distintas mas equivalentes
para a hipérbole.

Definigdo 1 — Dados um comprimento de medida 2a e dois pontos F e F’ com
FF’' > 2a, definimos a hipérbole como o lugar geométrico dos centros M das
circunferéncias tangentes a C(F,2a) que contém F’.

Denominaremos os pontos F e F’ de focos da hipérbole e o segmento
2a de parametro da hipérbole. Representaremos uma hipérbole de focos F e
F’ e parametro 2a por H(F,F',2a). O circulo C(F,2a) sera denominado circulo
diretor associado ao foco F da hipérbole e sera representado por D(F).

Se M é o centro de um circulo C(M, MF’) tangente a D(F) em O, uma
das duas situagcdes deve ocorrer: ou C(M,MF) e D(F) s&o tangentes
externamente ou C(M,MF’) e D(F) sdo tangentes internamente com D(F)
interno a C(M,MF’). Para construirmos pontos pertencentes a H(F,F’,2a)

devemos considerar os dois casos.
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A figura 22 ilustra o caso em que D(F) e C(M,MF’) sdo tangentes
externamente e a figura 23 ilustra o caso em que séo tangentes internamente.

Em qualquer duas figuras C

temos, M € H(F,F’,2a). O ponto O é
ponto de tangéncia entre C(M, MF’) e
D(F).

Os pontos F, O e M sao

Figura 22
colineares. Como, por definicao,

F’ = MO temos que M pertence a mediatriz do segmento OF’ e também a reta

OF, logo M pertence a intersegao de OF com a

mediatriz de OF".

Em ambos os casos pudemos concluir

que M pertence a intersecao de OF com a

mediatriz de OF’. Temos assim uma maneira de
determinarmos um ponto M qualquer de uma hipérbole dada. Basta tracarmos
D(F) e escolhermos um ponto O qualquer sobre essa circunferéncia. O ponto
M procurado pertencera a intersecao de FO com a mediatriz de OF.

A construcao descrita para determinarmos um ponto M da hipérbole nao
é vélida para qualquer escolha do ponto 0 do circulo diretor pois, quando OF é
tangente ao circulo diretor, a mediatriz de OF sera paralela a OF. Desta forma,
a intersecdo entre OF e a mediatriz de OF sera vazia. Para resolvermos esse
problema eliminaremos do circulo diretor os pontos 0 que fazem OF tangente

aD(F).
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!

Existem duas retas tangentes ao circulo diretor a partir de F'.
Chamemos de T e T’ os pontos de tangéncia dessas retas com D(F). Se
eliminarmos do circulo diretor os pontos T e T’, obteremos novo conjunto aberto
ao qual denominaremos circulo diretor*. Denotaremos o circulo diretor* por
D(F)*.

Demonstraremos que a construcao feita para encontrarmos M nos
fornece uma bijecéo entre os pontos M da hipérbole e os pontos O do circulo
diretor*. Para tal demonstracdo precisamos mostrar que cada ponto O esta
relacionado a um unico ponto M da hipérbole pela construcdo descrita para
encontrarmos M e que dois pontos O e O’ distintos do circulo diretor irdo
produzir pontos M e M’ distintos. De fato, para cada escolha de 0 obtemos um
Unico ponto M, pois M pertence a intersecdo de duas retas, que deve ser
formada por apenas um unico ponto. Ao mesmo tempo, se O e 0’ sdo dois
pontos distintos do circulo diretor* temos duas possibilidades.
1° caso: OF e O’'F s@o concorrentes em F.

Nesse caso M pertencera a reta OF e M pertencera a reta O’F. Como o
ponto F de intersecdo entre OF e OF ndo pertence H(F,F’,2a) pela definicao
de hipérbole e OF e O'F séo distintas, M e M’ devem ser distintos.
2° caso: OF e O'F s3o coincidentes.

As retas OF e O'F somente serdo coincidentes se 0 e 0’ forem pontos
diametralmente opostos de D(F)*. Suponha por absurdo que M e M’ sejam

coincidentes. Isso significa que M pertence & mediatriz de OF e & mediatriz de

O’F’. Entdo, OM = MF’ e O'M = MF’ de onde podemos concluir que OM = O’M.

Como 0 e 0’ sao pontos diametralmente opostos ao circulo diretor*, M deve
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coincidir com o ponto F, centro de D(F)*, uma contradicdo uma vez que F ndo

pertence a hipérbole.

Fica assim demonstrada a bijecdo entre os pontos de D(F)* e os pontos
de H(F,F’, 2a).

Estabeleceremos agora uma nova definicdo para a hipérbole.
Definicao 1 — Dados um segmento de medida 2a e dois pontos F e F’ do plano
tais que FF’' seja maior que 2a, chamamos de hipérbole ao lugar geométrico
dos pontos M tais que |MF - MF’| = 2a.
Teorema — As definicbes 1 e 2 sdo equivalentes.
Demonstracao — Para demonstrarmos que a definicdo 1 implica na definicéo
2, analisaremos dois casos distintos.

1° caso: D(F) e C(M, MF’) s&o tangentes externas

Pela figura 22 temos MF — MO = 2a. Por definigdo temos MO = MF’ de
onde obtemos MF — MF’ = 2a.

2° caso: D(F) e C(M, MF’) sdo tangentes internas.

Pela figura 23 temos MO — MF = 2a. Por definigdo temos MO = MF’ de
onde obtemos MF’ — MF = 2a.

A partir do exposto podemos concluir que |W — MF’| =2a, o que
demonstra que a definicdo 1 implica na definigéao 2.

Para demonstrarmos a reciproca, novamente dividiremos nossa analise
em dois casos.

1° caso: MF > MF’

Nesse caso teremos MF — MF = 2a. Se tracarmos a reta MF e

tomarmos na intersecdo de MF e D(F)* o ponto O interno ao segmento MF,



42

teremos MF — MO = 2a. Entdo, podemos concluir que MF’ = MO. Isso significa
que o circulo de centro M e raio MF’ é tangente a D(F)* em 0, conforme
afirmado pela definicéo 1.

2° caso: MF < MF’

Nesse caso teremos MF — MF = 2a. Se tracarmos a reta MF e
tomarmos na intersecao de MF e D(F)* o ponto O externo ao segmento MF,
teremos MO — MF = 2a. Entdo, podemos concluir que MF = MO. Logo, o
circulo de centro M e raio MF’ é tangente a D(F)* em 0, conforme afirmado
pela definigao 1.

Fica entdo demonstrada a equivaléncia entre as definigdes 1 e 2.

Encerraremos essa se¢cao com a demonstracao de que os pontos da
hipérbole H(F,F’,2a) poderiam ser obtidos utilizando-se o circulo diretor
associado a F’ sem nenhum prejuizo.

Suponhamos que MF seja maior que MF’. A figura 24 mostra um ponto

M € H(F,F’,2a) e os circulos diretores associados aos focos F e F’. Os pontos

0 e 0’ pertencem 4 intersegdo de FM com D(F)* e de F’M com D(F’)*

Na figura temos MF — MF’ = 2a e MO’ — MF’ = 2a, logo MF = MO. Isso
significa que o circulo de centro M e
raio MF é tangente a circunferéncia
D(F)* no ponto O. Dessa forma

poderiamos usar o circulo diretor

associado a F’ para obter a hipérbole

Figura 24

sem nenhum prejuizo.
A demonstracao desse fato para o caso em que MF é menor que MF’ se

da de modo analogo.
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5.2 - TANGENTES

Nessa secao analisaremos quando é possivel tragar uma ou mais retas
tangentes a uma hipérbole de modo que essas tangentes contenham pontos
especificos do plano. Iniciaremos o capitulo definindo como tragar retas
tangentes a hipérbole por um ponto M € H(F,’F’,2a). A seguir estudaremos

como tragar tangentes a hipérbole por pontos exteriores a essa hipérbole.

5.2.1 — Tangentes por um ponto da hipérbole

Dado um ponto M € H(F,’F’,2a), queremos determinar a reta tangente a
hipérbole em M. Para isso tomaremos um ponto M’ da hipérbole, proximo de M

e distinto de M, tal que MM’ ndo contenha F. Analisaremos 0 que acontece

com a reta MM’ quando M’ tende

para M e definiremos a posicao

limite de MM’ como sendo a
tangente a hipérbole por M. De
acordo com a definicdo 1, M e M’
s&o centros dos circulos C e C’, 0os

quais conttm F’ e sdao ambos

tangentes a D(F)* nos pontos O e
Figura 25
0’, respectivamente (figura 25).

Tracemos as retas tangentes ao circulo diretor nos pontos O e O0’. Essas

retas se interceptam no ponto I. Afirmamos que [ possui a mesma poténcia

com relacao as circunferéncias C e C'.
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De fato, 10 é o eixo radical de D(F)* e C uma vez que essas
circunferéncias sdo tangentes em 0. Logo, potpr-(1) = potc(I). Da mesma
forma, 10’ é o eixo radical de D(F)* e C’, o que implica potpry-(I) = potc, (D).
Entao, pot(I) = pot.,(I), como queriamos demonstrar.

O ponto F’ pertence a intersegdo das circunferéncias C e C’, logo
pertence ao eixo radical dessas circunferéncias. O mesmo ocorre com o0 ponto
I. Podemos entao afirmar que o eixo radical de C e C’ é a reta Fl.

A reta MM’ que contém os centros dos circulos C e C’ é, portanto,

perpendicular a reta F'1, eixo radical de C e C’ (figura 26).

D(F)* ¢

Figura 26 T




45

Queremos analisar o que ocorre com a reta MM’ quando M’ tende para

M. Sabemos que MM é perpendicular a reta F’I entao, se analisarmos o que
acontece com o ponto I quando M’ tende para M, poderemos tirar conclusdes
sobre a reta MM’.

Primeiramente iremos mostrar que, quando M’ tende para M, o angulo
OF0' = a, tende para zero.

De fato, pela lei dos senos no AMFM' obtemos

MM FM

= , logo
)

sen(«) sen (FI/VI\'M

sen(a) = % sen(FI\//I\'M).

Como sen(FI\TM) possui valor positivo menor que 1 e MM’ tende para
zero, concluimos que sen(a) tende para zero. Logo, o angulo OF0' = a tende
para zero, como queriamos demonstrar.

Mostraremos finalmente que o ponto I tende para o ponto O quando M’
tende para M.

Consideremos o triangulo AIOF retangulo em 0. Nele podemos destacar

a relacao
— — a a
10 =F0-tg(z) = 2a-tg(z)
Como « tende para zero, 0 mesmo ocorrera com tg (g) logo 10 também

tendera para zero. Isso significa que o ponto I tende para o ponto O quando M’
tende para M.
Observagdo: como M € H(F,F’,2a) e portanto MF = MO, a reta

tangente a elipse no ponto M é a mediatriz do segmento F’O (figura 27).
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Figura 27

Corolario — Se M é um ponto da hipérbole H(F,F',2a) e O é o ponto do circulo
diretor associado a M, entdo O e F’ apresentam simetria com relagdo a reta

tangente a hipérbole no ponto M.

5.2.2 - Tangentes por um ponto nao pertencente a hipérbole

Nessa secao determinaremos quando e como é possivel tracar retas
tangentes a hipérbole que contenham um ponto P tal que P & H(F,F',2a)

Suponhamos que tal
construgdo seja possivel. Vamos
analisar a figura 28 que apresenta o
problema resolvido.

A figura mostra uma hipérbole

H(F,F'2a) com seu circulo diretor*

Figura 28
associado ao foco F. O ponto P é um ponto qualquer do plano, M € H(F,F'2a)

e areta PM é tangente a hipérbole em M.
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O ponto 0 é o ponto de D(F)* relacionado ao ponto M por meio da
bijecédo definida na pagina 38.

Como PM é tangente a E(F,F’,2a) em M, PM é a mediatriz do segmento
OF’. Uma vez que P pertence a essa mediatriz temos PO = PF’.

Temos entdo uma maneira de encontrarmos o ponto 0O e,
consequentemente, o ponto M com o qual podemos determinar a reta PM
tangente a hipérbole. Basta tragarmos o circulo de centro P e raio PF’. A
intersecao entre esse circulo e o circulo diretor* nos dara o ponto 0 procurado.

O problema de encontrar tangentes a uma hipérbole a partir de um ponto
P do plano tera solugéo sempre que houver interse¢éo entre D(F)* e C(P, PF").

Vejamos quando essa intersegao existe.

A figura 29 mostra os circulos !
D(F)* e C(P,PF’). O ponto P é qualquer e
P’ é o ponto de C(P, PF’) mais proximo de
F. Se P’ estiver sobre o circulo diretor* ou
i Figura 29

for interno a D(F)*, a intersecdo entre
D(F)* e C(P,PF’) sera ndo vazia. Entdo, o problema de tracar uma tangente a
hipérbole a partir de P tera solugdo’. Ou seja, podemos tracar tangentes a
hipérbole a partir de um ponto P apenas quando tivermos FP’ < 2a

Queremos mostrar que FP’' = |ﬁ - W| € que, portanto, o problema em
questdo tera solucdo quando |ﬁ —W| < 2a. Comegaremos nossa

demonstracao mostrando que F, P e P’ sao colineares.

' A menos que algum dos pontos de intersecdo entre C(P, PF’) e D(F) coincida com T
ou T’, o que eliminaria uma das solug¢des. Isso somente ocorrera se P estiver sobre a
mediatriz de F'T ou de F'T’ (ou sobre a intersegéo das duas mediatrizes, situagdo em
que o problema nao tera solugao)
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Suponha, por absurdo, que F, P e P’ nado sejam colineares. Pela
desigualdade triangular temos FP — PP’ < FP’, de onde tiramos FP — PF' < FP'.
Tomemos entdo um ponto Q pertencente a C(P, PF’) colinear a P e F. Temos
trés possibilidades.

- PF = PF’

Nesse caso PQ = PF = PF’ logo FP — PQ = FP — PF’ = 0 de onde
tiramos FP’ > FQ, absurdo pois P’ é o ponto de C(P,PF’) mais proximo
de F. Logo, F, P e P’ sao colineares.

- PF > PF’

Se tomarmos Q interno a PF teremos PF — PQ = FQ de onde

tiramos PF — PF’ = FQ o que nos fornece FP’ > F(Q, absurdo.

- PF < PF’

Se tomarmos um ponto Q externo a PF teremos PQ = FQ + PF o

que fornece PF’ = FQ + PF. Pela desigualdade triangular no APFP’ temos

FP’+FP > PP’, de onde tiramos PF’ + FP > PF’. Igualando as duas equagdes

com PF’ obtemos FP’ > FQ, um absurdo.

Concluimos entdo que P,F e P’ sao colineares. Podemos entdo afirmar
que FP’ = |PP’ — PF|. Por construgdo temos PP’ = PF’, entdo FP’ = |FP — PF|
como queriamos demonstrar.

Concluimos entédo que:

e Se |FP —PF| > 2a, os circulos D(F)* e C(P,PF’) ndo possuem
intersegdes e, por isso, ndo sera possivel tragar tangentes a

hipérbole a partir de P.
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e Se |[FP - PF’| = 2a, o ponto P pertencera a hipérbole. Os circulos
D(F)* e C(P,PF’) serdo tangentes e, portanto, somente existira
uma unica reta tangente a elipse por P, a menos que P esteja
sobre a mediatriz de F'T ou de F'T’.

e Se |FP —PF’| < 2a, os circulos D(F)* e C(P,PF’) possuirdo dois
pontos de intersegdo, a menos que P esteja sobre a mediatriz de

F'T ou de F'T’. Logo, sera possivel tracarmos até duas retas

tangentes a hipérbole a partir de P.

5.3 — INTERSECAO ENTRE RETA E HIPERBOLE

Dadas uma hipérbole H(F,F'2a) e uma reta r qualquer do plano,
queremos determinar quando existem e quais sdo os pontos de intersecao
entre r e H(F,F' 2a). Para analisarmos o problema o dividiremos em dois
casos.
1°caso: a reta r ndo contém nenhum dos focos da hipérbole.

De acordo com a definicdo 1, encontrar os pontos de intersecao entre
uma reta r e uma hipérbole H(F, F' 2a) significa encontrar sobre r o centro de
um circulo C que contenha F’ e que seja tangente a D(F)*.

Qualquer circulo com centro
em r e que contenha F’ devera
conter também o ponto F”,
simétrico a F’ com relacdo a r

(figura 30), pois r contém um

Figura 30
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didmetro de C e o circulo é simétrico com relacdo a qualquer de seus
didmetros.

Nosso problema se resume entdo a tragar o circulo tangente a D(F)*
que contém os pontos F’ e F”.

e Se F” for interno ao circulo diretor, C e D(F)* serdo secantes
quando deveriam ser tangentes. Nesse caso o problema nao tera
solucao.

e Se F” estiver sobre D(F)*, basta tomarmos o ponto M relacionado
ao ponto F” do circulo diretor*. A reta r sera a mediatriz de F'F”,
portanto sera a reta tangente a hipérbole em M (veja corolario da
secao 5.2.1). Logo, o problema tera apenas uma solugéo.

e Se F” for externo ao circulo diretor* o problema tera até duas
solugbes. Procederemos a demonstracdo desse fato e
mostraremos como encontrar essas solugoes.

Queremos encontrar sobre r o centro do circulo C que contém F’ e F” e é
tangente a D(F)* no ponto 0. Uma vez de posse do ponto O a construgido
desse circulo podera ser realizada facilmente. Para determinarmos esse ponto
construiremos um circulo auxiliar ¢’ com centro D sobre r e que contenha os
pontos F’ e F”.

Por construgao, C e C’ séo secantes em F’ e F”, logo o eixo radical de C
e C’ é areta F'F”. Tracemos entdo a reta s, eixo radical das circunferéncias C’ e

D(F)* (figura 31). Afirmamos que s é concorrente a reta F'F”. A demonstragao
desse fato é idéntica a feita na pagina 32 para as elipses, portanto sera

omitida.
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Figura 31

Como, por construgéo, pot(I) = pot,(I) e pote,(I) = potpry-(I), entéo
potc(I) = potp+(I) 0 que implica que I pertence ao eixo radical de D(F)* e C.
Ao mesmo tempo, o ponto 0 também pertence ao eixo radical de D(F)* e C
uma vez que tem poténcia nula com relagdo a ambas as circunferéncias. Logo,
o eixo radical de D(F)* e C é a reta 10, tangente ao circulo diretor* conforme
demonstrado em 1.3.

Podemos entdo encontrar o ponto O de tangéncia entre C e D(F)*
tracando a reta tangente ao circulo diretor* a partir de I. Como na realidade
existem duas retas tangentes a D(F)* a partir de I, existirdo dois pontos de

intersegao entre r e a hipérbole H(F, F’,2a).
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2° caso: r contém algum dos focos

Suponhamos que r contenha F. O ponto de intersecdo entre r e a
hipérbole sera o centro M de uma circunferéncia C que contenha F’ e seja
tangente a D(F)*.

A reta r intercepta D(F)* nos pontos O e 0’ (figura 32). Qualquer
circunferéncia com centro sobre r e que seja DY

tangente ao circulo diretor* devera conter O ou 0’

pois r contém um didmetro de D(F)*. Isso implica F'
que nosso problema tera duas solucées M e M.
Figura 32

Como M pertence a hipérbole H(F,F’,2a),
teremos MO = MF’, logo a intersecdo entre a reta r e a mediatriz de OF’ nos
dara o ponto M procurado. Da mesma forma, o ponto M’ pertencera a
interse¢é@o de r com a mediatriz de M'F’ (figura 33).

Caso a reta r contivesse F’
em vez de F, bastaria trocarmos os

papéis dos focos tracando o

circulo diretor* associado ao foco

F’ e repetirmos a construgao

realizada para a reta contendo F.
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CAPITULO 6 — CONCLUSAO

Usualmente, no estudo do desenho geométrico, buscamos estabelecer
uma associagao entre a imagem de um objeto e suas propriedades. Dessa
forma, um circulo passa a ser mais do a imagem grafica de um objeto redondo,
pois associamos a essa imagem algumas propriedades como, por exemplo, a
de ser o lugar geométrico dos pontos que possuem uma mesma distancia dada
de um centro.

Entretanto, no estudo das cbdnicas apresentado nesse trabalho, a
associagao entre a imagem do objeto estudado e suas propriedades néao
acontece, simplesmente porque nao temos a imagem do objeto. Chamamos a
atencao para o fato de que esse trabalho néo apresenta a imagem de
nenhuma cbnica.

Todo nosso estudo é feito baseado nos elementos que definem as
cbnicas — no caso da parabola, uma reta diretriz e um foco — e nas
propriedades que os pontos das cbnicas apresentam com relacao a esses
objetos. Como consequéncia, uma pessoa que nédo conhecesse a imagem de
uma hipérbole poderia, ao terminar o estudo do capitulo 4, dizer com precisao
quais seriam os pontos de interse¢cao entre uma hipérbole e uma reta dadas,
entretanto continuaria sem conhecer a imagem de uma hipérbole.

Considero portanto que esse trabalho pode ser util a estudantes de
geometria do ensino superior brasileiro ao apresentar um texto em portugués
que trata do desenho geométrico sob uma perspectiva ndo usual, a de se

trabalhar apenas com as propriedades de um objeto.
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APENDICE

Teorema — Se C é um circulo de centro O que contém em seu interior pontos F
e F’ distintos, o eixo radical de C e de qualquer circunferéncia ¢’ que contenha
os pontos F e F’, intercepta a reta FF' em um ponto I que independe da
escolha de C’.
Demonstragdo — Tomemos uma circunferéncia C e, em seu interior, os pontos
F e F’'. Sejam C’ e C” duas circunferéncias distintas que contém os pontos F e
F.

Tomemos entdo o ponto I, intersecao entre o eixo radical de C e C’ e da
reta FF'. Queremos mostrar que I também pertence ao eixo radical de C e C”

(figura 34).

Como I estéa sobre o eixo radical de C e ¢’, podemos afirmar que

potc(I) = potc, (1)



As circunferéncias C’ e C” se interceptam nos pontos F e F’ por
construgdo. Entdo, o eixo radical de C’ e C” é a reta FF'. Como I pertence a
essa reta, temos

potc,(I) = potc(1)
e, por transitividade,
potc(I) = potc(I)
Logo, I pertence ao eixo radical das circunferéncias C e C”, como

queriamos demonstrar.
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