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Capitulo 1

RESUMO

Neste trabalho sao apresentadas as nocoes basicas de topologia necessarias para a demonstracao
do Teorema de Tarski.

No primeiro capitulo é apresentada a definicao de topologia bem como alguns exemplos. Logo
depois, sao apresentadas as topologias da ordem e produto. Em seguida, conceitos de sube-
spaco, conjuntos fechados, ponto limite e espagos de Hausdorff sao abordados. Continuidade de
aplicacoes em espaco topoldgicos, homeomorfismos e contrucao de fungoes continuas também sao
apresentados, assim como alguns conceitos relativos a eles.

No capitulo 2, é apresentada a topologia de Scott e, por fim, o Teorema de Tarski e sua
demonstracao. Esse teorema é importante na area de semantica de linguagens de programacao,
porque possibilita a descricao matematica do comportamento de comandos de recursao, como o
WHILE.



Capitulo 2

INTRODUCAO

Topologia é o ramo da matematica que se preocupa com as propriedades de objetos geométricos
que sao preservadas quando aplicamos a elas transformagoes bijetoras e continuas, chamadas home-
omorfismos. Na topologia, nao existe diferenca entre uma xicara de café e uma rosquinha, pois
uma xicara pode ser transformada em uma rosquinha, sem ser feito nenhum corte, nem colagens;
este é o significado de dizer que as propriedades de um objeto geométrico sao preservadas por
homeomorfismos. Na topologia, temos as areas: point-set topology, topologia algébrica e topolo-
gia diferencial. Neste trabalho sera estudada a point-set topology que é o ramo da matematica que
estuda as propriedades dos espagos topoldgicos e das estruturas que sao ali definida. A point-set
topology estuda algumas nocoes basicas da topologia, como conjuntos abertos e fechados, interior
e fecho de um conjunto, entre outras. E conhecida também como topologia geral, que como o
nome ja diz, nos fornece uma fundagao para os outros ramos da topologia

A topologia é uma ferramenta essencial para certos aspectos da teoria da computacao. Por
outro lado, os problemas que surgem no ambiente computacional forneceram estimulos novos e
interessantes para a topologia. FEsses problemas também tém aumentado a interacao entre a
topologia e areas relacionadas da matematica como a teoria da ordem e da &lgebra topoldgica.
Neste trabalho, destacamos algumas dessas interagoes entre topologia e teoria da computacao,
enfocando os aspectos que tém sido mais 1til para uma determinada area da computagao tedrica
- semantica denotacional.



Capitulo 3

TOPOLOGIA

3.1 Conjuntos Abertos

Seja X um conjunto nao vazio. Denotemos por P(X) a colegao de todos os subconjuntos de
X epor U° = X — U o complementar de U em X.

Definigao 1. Uma topologia sobre X é uma colecao T C P(X) tal que:
i)DeX eT.

ii) Dada uma cole¢ao arbitraria {U, € T /o € I}, entao:

UtaeT

iit) Dados Uy,Us, ... U, € T, entdo:
(UieT
i=1

Em outras palavras, uma topologia ¢ uma cole¢ao de subconjuntos de X tais que o conjunto
vazio e o conjunto X devem pertencer a topologia; a reuniao arbitraria de elementos da topolo-
gia deve pertencer a topologia e a intersecao finita de elementos da topologia deve pertencer a
topologia.

Os elementos de T sao ditos conjuntos abertos de X ou simplesmente abertos de X.

O par (X,T) é chamado espago topolégico.

Exemplo 1. Todo conjunto X nao vazio possui as sequintes topologias:

T = {X,0}, chamada topologia trivial. Logo, os unicos subconjuntos abertos de X sio () e X.
T = P(X ), chamada topologia discreta. Logo, todos os subconjuntos de X sao abertos.

Se X tem mais de 2 elementos Ty # Ts.

Exemplo 2. Seja X ={a, b, c}. Verifiquemos se as sequintes cole¢oes de subconjuntos de X sdao
uma topologia em X.

1. T =40, X,{a}}.



2. T ={0,X,{a}, {b}}.
3. Tz =1{0,X,{a},{b},{a,b}}.

Claramente, Ty e T3 sao topologias em X. Ty nao € uma topologia em X, pois:
{a}U{b} ¢ T

Exemplo 3. Seja X um conjunto; seja Ty uma colegao de todos os subconjuntos U de X tais que
X —U € finito ou é todo X. Entao Ty € uma topologia em X, chamada topologia do complementar
finito.

De fato,

i) X e estao em X pois X — X € finito e X - ) € todo X.

ii) Se {U,} € uma colecao de elementos de Ty, devemos mostrar que |JU, estd em Ty. Mas, o
conjunto X - JU, = ((X—=U,) € finito pois cada X - U, € finito.

iii) Se Uy, Us, ..., U, sio elementos nao vazios de Ty, mostraremos que (\U; estd em T;. Temos
X -NU; = UX = U;) um conjunto finito, pois € unido de conjuntos finitos.

Exemplo 4. Seja X um conjunto e seja T. a cole¢ao de subconjuntos U de X tal que X — U é
enumerdvel ou € todo X. Entao T. é uma topologia de X como podemos verificar.
i) Tanto O e X estio em T., pois X — () = X € todo X e X — X = é enumerdvel.

n

ii) Sejam Uy, Us, ..., U, elementos T.. Para mostrar que ﬂ U; € T., calculamos
i=1

n n

X - =Jx -1y).

i=1 =1
O dltimo conjunto € unido finita de conjuntos enumerdveis e, portanto, enumerdvel. Logo
n n
X - ﬂ U; € enumeravel e entao, ﬂ U, €7..
i=1 i=1

iii) Para mostrar que UU; pertence a T, onde cada U; € T.., calculamos

n
X -l = (X -1y).
i=1
O altimo conjunto € intersecao finita de conjuntos enumerdveis e, portanto, enumerdvel.
Logo X — UU; € enumerdvel e entao UU; € 7.

Defini¢ao 2. Suponha que T e T’ sao duas topologias no conjunto X. Se T C T, dizemos que
T" € mais fina que T e T € mais grossa que T'; se T C T’ dizemos que T’ € estritamente mais
fina que T ou que T € estritamente mais grossa que T'. E ainda, T' é compardvel com T se

T >5T ouT DT

Obervagao: Duas topologias em X nao precisam ser comparaveis.



3.2 Base para uma topologia

Definigao 3. Seja X um conjunto. A base para uma topologia X é uma cole¢ao 8 de subconjuntos
de X (chamados de elementos da base) tal que

i) Para cada x € X, existe um elemento da base 3 contendo x, isto é, Ve € X 3 B € f/x € B.

ii) Se x pertence a intersecao de dois elementos By e By da base 3, entao existe um elemento
Bs da base contendo x, tal que, B3 C By N By, isto €, se x € ByN By = 4 Bs;x € By ¢
Bs C By N Bs.

Se [ satisfaz as duas condigoes, definimos a topologia 7 gerada por 8 da seguinte forma: Um
subconjunto U de X é chamado conjunto aberto em X (ou seja, um elemento de 7T), se para cada
x € U, existe um elemento da base B € ftalquex € Be BCU.

Se 5 é uma base de T, dizemos que [ gera a topologia T, ou que T é a topologia gerada por

8.

Teorema 1. 3 € uma base para T se, e somente se, para todo A € T, temos que A = U B.
Bep

Demonstragao. (=) Se [ satisfaz i e ii e se existir uma topologia que tem [ como base, todo
aberto nesta topologia pode ser escrito como uniao arbitraria de elementos de 3. Definamos:

T = {U € X/U é uniao arbitraria de elementos de §}.

Devemos provar que 7 é uma topologia sobre X.

Claramente () € T por outro lado X € T pelo item i, pois X = UB,, uma vez que Vz €
X, dBC ptalquex € B

Sejam A, € T, arbitrdrios, cada A, = UB, , onde B, , € [3; entao:

2=-U(Usn) ~Ustne
« " a,p

Agora consideremos A; e A; € T, entao A; = U B, e A; = U B, entao:
@ p

B,=|J(B.NB,).

oG

Se x € Ay N Ay, existe pelo menos um par de indices (o, i) tal que x € B, N B,,. Por ii existe
B € j tal que:

r€ B CB,NB, CANA;

logo, A1 N Ay é aberto. O caso geral segue por indugao.

(<) Reciprocamente, seja x € A; como A € T temos:



A =UB,, a el
onde B, € . Logo, existe ag € I tal que:

xr € B,, C A.
E ainda, seja x € BiN By entao x € By e v € By onde By e By sao abertos bésicos da topologia
T. Logo By N By é um aberto e entao, B3 C By N By tal que x € By C By N Bs. O]
Observacoes:

a) O teorema anterior mostra que, de fato, a colegdo 7 de elementos de uma base [ gera uma
topologia.

b) Como 5 C T, entao toda unidao de elementos de § também pertence a 7.

c) Para todo A € T existe B € 3 tal que B C A. De fato, seja x € A; como A €T e  é uma
base de T, entao:

A:UBa

ael

onde B, € . Logo, existe a € I" tal que:
r e B, CA.

d) Os conjuntos B € [ tal que x € B sao chamados vizinhangas do ponto x.

Exemplo 5. Seja X um conjunto, a colecao de todos os pontos de X € uma base para a topologia
discreta em X, isto €, a base de X € = {{x}/x € R}.

Exemplo 6. A base para a topologia trivial em X € Py = {X}.

Lema 2. Seja X um conjunto; seja 8 a base para a topologia T em X. Entdo T € uma colecao
de toda uniao de elementos de [5.

Demonstragao. Tome a colegao de elementos de . Pela observagao (b), temos que toda uniao de
elementos de § também pertence a topologia 7. Por outro lado, seja U € T, e tome para cada
r € U um elemento B, de 3 tal que z € B, C U. Entao U = U B,.

zelU
Logo T ¢ igual a colegao de toda uniao de elementos de f3. O]

Lema 3. Seja X um espaco topologico. Suponha que C € a colecao de todos os conjuntos abertos
de X tais que para cada conjunto aberto de X e cada x € U, existe um elemento C de C tal que
x € C CU. Entao C € base para a topologia de X .



Demonstracao. Devemos mostrar que C é uma base. Para a primeira condicao de base, tome
x € X. Como X é um conjunto aberto, temos C' € C tal que x € C' C X por hipdtese.

Para a segunda condigao, seja x € C; N Cy, onde C e Cs sao elementos de C. Como C e Cy
sao abertos, C'y N Cy também ¢é aberto. Portanto, existe por hipétese um elemento C3 em C tal
que z € C3 C C1 NCs.

Seja T a colecao de conjuntos abertos de X; devemos mostrar que a topologia 7' gerada por
C é a mesma topologia 7. Primeiro, note que se U € T e se x € U, entao por hipotese, existe um
elemento C' de C tal que z € C' C U. Segue que U € T, por definicao.

Por outro lado, se W € T, entao W é a uniao de elementos de C pelo lema 2. Como cada
elemento de C pertence a 7 e T é uma topologia, W pertence a T . O]

Quando topologias sao dadas por bases, é 1til um critério em termos de bases para determinar
se uma topologia é mais fina que a outra. Tal critério é o seguinte:

Lema 4. Sejam e B’ bases para duas topologias T e T, respectivamente, em X . As informagoes
sao equivalentes:

i) T' € mais fina que T.

it) Para cada x € X e cada elemento da base B € 3 contendo x, existe um elemento da base
B € (' tal que x € B' C B.

Demonstragao. i) = ii) Sejax € X e B € §, com x € B. Sabemos que B é um aberto de 7 por
defini¢ao e 7 C T pela condigao i), ou seja, B C T C T'. Logo B € T'.
Como T é gerado por ', 3 um elemento B’ € ' tal que x € B’ C B.

it) = 1) Agora tome um elemento U de T e mostraremos que U € T'. Seja x € U. Como 3
gera T, 4 um elemento B € g tal que z € § C U.

Pelo item 47), 3 um elemento B’ € ' tal que x € B C B. Entao z € B’ C U e U € T’ por
defini¢do. Logo 7 C T". ]

Proposigao 5. Seja C uma colecao de abertos de X tal que para U C X abertoex €¢ U 3 C €C
tal que x € C C U. Entao C é uma base para X.

Demonstragao. (i) Para cada x € X, 3 um elemento C' da base contendo x por hipétese.

(ii) Se x € C; N Cy onde € e Cy sao abertos entao 3 C3 € C tal que x € Cs.

Definicao 4. Se § € uma colecao de todos os conjuntos abertos da reta real,
(a,b) = {x/a < x < b},

a topologia gerada por B é chamada de topologia standard na reta real. Se 5 € a colecdao de todos
os intervalos semi-abertos da forma

Ja,b) = {x/a <z < b}, onde a < b,



a topologia gerada por 3’ é chamada de topologia do limite inferior em R. Quando R tem a
topologia do limite inferior, denotamos por R;. Finalmente, seja K o conjunto de todos os nimeros
da forma 1/n, paran € Z,, e seja 8" a colegao de todos os intervalos abertos (a,b), do conjunto
de intervalos abertos da forma (a,b) - K. A topologia gerada por " é chamada de k-topologia em
R. Quando R tem essa topologia denotamos por Ry.

Definicao 5. Uma subbase S para uma topologia em X é uma cole¢ao de objetos de X cuja uniao
¢ X. A topologia T gerada por S € a unido de intersecoes finitas de elementos de S.

Definicao 6. Se 8 ¢ uma colecao de intervalos abertos na reta real,
(a,b) = {z|a < x < b},

a topologia gerada por B é chamada topologia standard na reta real. Se 5 € a colecao de intervalos
semi-abertos da forma
[a,b) = {zla <z < b},

onde a < b, a topologia gerada por ' € chamada de topologia do limite inferior em R. Quando R
for tomada com a topologia do limite inferior, denotaremos por R;. Finalmente, seja K o conjunto
de todos os nimeros da forma 1/n, paran € Z, , e seja " a colegcao de todos os intervalos abertos
(a,b), juntamente com todos os conjuntos da forma (a,b) — K. A topologia gerada por " €
chamada de K-topologia em R. Quando R for tomada com essa topologia, denotaremos por Ry.

3.3 Topologia da Ordem

Definigao 7. Dizemos que o conjunto A tem uma relagao de ordem (ou ordem simples) se tem
as sequintes propriedades:

1 (Simétrica) Para cada x ey em A tal que x # y, temos xCy ou yCx.
2 (Reflexiva) Para cada x em A temos a relagiao xCx.

3 (Transitiva) Se xCy e yCz, entao xC'x.

Se X é um conjunto simplesmente ordenado, com a topologia standard para X, definimos

Definicao 8. Seja X um conjunto simplesmente ordenado; suponha que X tem mais de um
elemento. Seja B a colecao de todos os conjuntos do sequinte tipo:

i) Todo intervalo aberto (a,b) estd em X, isto €, (a,b) = {z/x € X ea <z < b}.

ii) Todo intervalo da forma [L,b), onde 1 é o menor elemento (se houver), estd em X.

iii) Todo intervalo da forma (a, T/, onde T € o maior elemento (se houver), estd em X.



A colecao  é uma base para uma topologia em X, que é chamada a topologia da ordem.
Se X nao possui o menor elemento, nao existem conjuntos do tipo (ii), e se X nao possui maior
elemento, nao existem conjuntos do tipo (iii).

Proposicao 6. [ ¢ de fato uma base.
Demonstracao. i) Sez € X entdao z € B € 5.

11) SexGBlﬂBg entao BlﬁBnggeﬁ.
[

Exemplo 7. Os inteiros positivos Z, formam um conjunto ordenado com menor elemento. A
topologia da ordem em Z. € a topologia discreta, pois cada ponto é um conjunto aberto: Sen > 1
entao o conjunto unitario contendo n, {n} = (n—1,n+ 1) € um elemento da base; e sen =1, o
conjunto {1} = [1, 2) € um elemento da base.

Definicao 9. Se X é um conjunto ordenado, e a é um elemento de X, existem quatro subconjuntos
de X que sao chamados de intervalos determinados por a. FEles sao os sequintes:

(a, +00) = {z|zr > a},

(~00,a) = {alz < a},
la, +00) = {z|x > a},
(—00,a] = {z|z < a}.

O congunto dos dois primeiros tipos sao chamados de “intervalos abertos” e o conjuntos dos dois
ultimos tipos sao chamados “intervalos fechados”.

3.4 Topologia Produto

Se X e Y sao espacos topoldgicos, existe uma maneira padrao de definir uma topologia no
produto cartesiano X x Y.

Definicao 10. Sejam X e Y espagos topologicos. A topologia produto em X XY € a topologia
tendo como base a colegao B de todos os conjuntos da forma U x V, onde U é um subconjunto
aberto de X eV é um subconjunto aberto de'Y .

De fato, $ é uma base. A primeira condicao é trivial, ja que o X x Y é um elemento da base.
A segunda condicao é simples, pois a intersecao de quaisquer dois elementos da base U; x V] e
U, x V5 é outro elemento da base. E ainda,

(U x Vi) N (Uy x Vo) = (U NU,) x (V1N Va),

é um elemento da base, pois Uy N Uy e V; N V5 sao abertos em X e Y, respectivamente.
Observacao: Nem todos os abertos de X x Y sao da forma U x V com U aberto em X e V
aberto em Y.



Teorema 7. Se 5 € uma base para a topologia em X e C € uma base para a topologia em 'Y, entao
a colegao

D={BxC|BepeCeC}
¢ uma base para a topologia de X x Y.

Demonstracao. Dado um conjunto aberto W de X x Y e um ponto z x y de W, por definicao da
topologia do produto, existe um elemento da base U x V tal que x x y € U x V. C W. Como [ e
C sao bases para as topologias em X e Y, respectivamente, podemos escolher um elemento B de
B tal que x € B C U, e um elemento C' de C tal que y € C C V. Entaox xy € Bx C C W.
Como a colecao D satisfaz o critério do lema 3, temos D uma base de X x Y. O

Exemplo 8. Temos a topologia standard em R: a topologia da ordem. A topologia produto em
R? € chamada topologia standard em R x R = R%. Uma base para essa topologia € a colecio de
todos os produtos de conjuntos abertos de R, e ainda, o teorema provou que a colecao de todos os

produtos (a,b) x (¢,d) de intervalos abertos em R servird também como base para a topologia em
R2.

Definigao 11. Sejam m : X XY — X, (z,y) — x emy : X XY — Y, (x,y) — y projecoes
sobrejetoras. Se U € aberto em X, entdo 7, ' (U) = U x Y € aberto em X x Y. Da mesma forma
T (V).

()N (V) =UxV

3.5 Subespaco Topolégico

Definicao 12. Seja X um espaco topoldgico com topologia T. Se 'Y é um subconjunto de X,
entdo a colegcao

Ty ={YNU/UeT}

¢ uma topologia em Y, chamada de topologia do subespaco. Com essa topologia, Y ¢ chamado
de subespago de X ; e seus conjuntos abertos sao compostos por todas as intersecoes de conjuntos
abertos de X com 'Y .

De fato Ty é uma topologia. Ele contém () e Y, pois
l=YNheY=YNX,

onde () e X sado elementos de 7Ty . O fato de que as interseccoes finitas e unides arbitrarias
pertencerem a Ty segue a partir das equagoes

UL NY)N ..U, NY)=(UiN..nU,)NY,

UWany)=(JU.)nY.

acJ aeJ

Lema 8. Se 3 € base para a topologia X, entdo a cole¢do



Py ={BNY|B € j}
¢ base para o subespaco topologico Y .

Demonstragao. Seja U aberto em X e tome y € U NY, podemos encontrar um elemento B de 3
talquey € B C U. Entaoy € BNY C UNY. Pelo lema 3 temos que [y é base para o subespago
topoldgico Y. O

Lema 9. Seja Y um subespago de X. Se U € aberto em'Y e Y ¢é aberto em X, entao U € aberto
em X.

Demonstracao. Como U ¢é aberto em Y, U =Y NV para algum conjunto V' aberto em X. Como
Y e V sao ambos abertos em X, entao Y NV também é aberto em X. O

Teorema 10. Se A ¢ um subespaco de X e B um subespaco de Y, entdo a topologia do produto
em A x B € a mesma topologia em A x B herdada pelo subespaco de X X Y.

Demonstracao. Seja o conjunto U x V um elemento da base de X x Y, onde U é aberto em X e V'
é aberto em Y. Portanto, (U x V)N (A x B) é o elemento da base para a topologia do subespago
de A x B. Assim

(UxV)N(Ax B)=(UnNA)x (VNB).

Como UN A e V N B sao os conjuntos abertos das topologias em um subespaco de A e B,
respectivamente, o conjunto (U N A) x (VN B) é o elemento da base para a topologia produto em
A x B. A conclusao é que as bases para a topologia do subespago de A x B e para a topologia
produto em A x B sao os mesmos. Entao as topologias sao as mesmas. O

3.6 Conjuntos Fechados e ponto limite

Definicao 13. Seja F C X. F € dito fechado em X se F¢ € T . Isto €, um conjunto € fechado
se, e somente se, seu complementar é um conjunto aberto.

Exemplo 9. X e () sao fechados em X, pois seus complementares sio os conjuntos abertos () e
X, respectivamente.

Exemplo 10. Seja o conjunto X, e T, a topologia do complementar finito em X definida no
exemplo 3. Os conjuntos fechados em X, sao todos os subconjuntos finitos de X e o proprio X.
De fato, pelo exemplo 1 temos que o proprio conjunto X € fechado.

Seja F' um conjunto finito de X. Entao F° é um aberto de X por defini¢ao de T .

Exemplo 11. Na topologia discreta de um conjunto X, todo subconjunto de X ¢ um aberto da
topologia. Entao todo subconjunto de X € fechado também.

Teorema 11. Seja X um espaco topologico. Entdo:
i) 0 e X sao fechados.
ii) Intersecao qualquer de fechados € fechado.

ii1) Uniao finita de fechados é fechado.



Demonstracao. i) No exemplo 9 vimos que @) e X sao fechados.

ii) Seja a colegao de fechados {F,}acs. Sabemos por DeMorgan que

X-(F.=Jx-F)

aeJ acyj

Como os conjuntos X — F,, sao abertos por definigao, U(X — F,) é uma uniao de conjuntos
acyj
abertos e, portanto, aberto. Assim, NF, é fechado.

iii) Igualmente, se F; é fechado para i = 1,...,n, considere a equagao

n n

X-|Jr=x-F)

i=1 i=1

Como a intersecao finita de conjuntos abertos é aberto, temos UF; fechado.
O

Teorema 12. Seja Y um subespaco de X. Entao o conjunto A € fechado em Y se e somente se
A € igual a intesecao de um conjunto fechado de X com Y.

Demonstragao. (<) Tome A =CNY, onde C é fechado em X. Entdao X — C é aberto em X e
ainda, (X —C)NY é aberto em Y, por definigao de espago topolégico. Mas (X —C)NY =Y — A.
Entao Y — A é aberto em Y e A é fechado em Y.

(=) Seja A fechado em Y. Entao Y — A é aberto em Y e por defini¢ao é igual a interse¢ao de
um conjunto aberto U de X com Y. Temos que X — U é fechadoem X, e A=Y N (X —U), de
modo que, A é igual a intersecao de um conjunto fechado de X com Y, como queriamos. O]

Definigao 14. Seja um subconjunto A de um subespa¢o X. O interior de A € definido como a
uniao de todos os conjuntos abertos contidos em A, e o fecho de A € definido como a intersecao
de todos os conjuntos fechados contendo A.

O interior de A é denotado por IntA e o fecho de A por CIA ou por A. Temos que IntA é
aberto, pois é uniao de abertos. Do mesmo modo, ClA é um conjunto fechado. E ainda,

IntAC AcCCIA.

Se A é aberto, temos A = IntA; se A é fechado, A = CIlA.

Teorema 13. Seja Y um subespago de X; seja A um subconjunto de Y'; seja A o fecho de A em
X. Entao o fecho de A emY é ANY.

Demonstracdo. Seja B o fecho de A em Y. O conjunto A é fechado em X, entdo ANY é fechado
em Y pelo teorema 12. Como ANY contém A e B é a interseciao de todas subconjuntos de Y’
contendo A por definicdo, temos B C (ANY).

Por outro lado, sabemos que B ¢ fechado em Y. Pelo teorema 12, B = C' NY para algum
conjunto C' fechado em X. Entao C é um conjunto fechado em X contendo A; pois A é a intersecao
de todos os conjuntos fechados, logo A C C. Entdao (ANY)C (CNY) =B O



Teorema 14. Seja A um subconjunto do espaco topologico X.

(a) Entao x € A se e somente se todo conjunto aberto U que contém x intersepta A.

(b) Suponha que a topologia de X € dada por uma base, entao x € A se e somente se todo
elemento da base B contendo x intersepta A.

Demonstragao. Provaremos o item (a) pela contrapositiva, isto é, © ¢ A < existe um conjunto

aberto U contendo x tal que
UNA=0.

Dessa forma, se ¢ A, o conjunto U = X — A é um conjunto aberto contendo 2 mas nao
intersepta A, como querfamos. Por outro lado, se existe um conjunto aberto U contendo = mas
nao interseptando A, entao X — U é um conjunto fechado contendo A. Por defini¢ao do fecho de
A, o conjunto X — U deve conter A; portanto,  nao pode estar em A.

No item (b), se todo conjunto aberto contendo x intersepta A, temos que todo elemento B da
base contém x, pois B é um conjunto aberto. Por outro lado, se todo elemento da base contendo
x intersepta A, temos que todo conjunto aberto U contém x, pois U contém um elemento da base
contendo . O]

Exemplo 12. Considere o subespaco Y = (0,1] da reta real R. O conjunto A = (0,1) é um
subconjunto de Y ; seu fecho em R € o conjunto [0, %], e seu fecho em'Y € o conjunto [0,3]NY =
(0.4]

Definicao 15. Seja A um subconjunto de um espaco topologico X e seja x um ponto de X.
Dizemos que x é um ponto limite (ponto de acumulag¢ao) de A se toda U, vizinhan¢a de x intercepta
A em algum ponto diferente de x. Denotamos o conjunto de pontos limite de A por A’

Observacgao: Se x é um ponto de acumulacao entao z € A — X.

Exemplo 13. Considere a reta real R. Se A = (0, 1], entao o ponto 0 é um ponto de acumulagdao
de A assim como % também €. Assim, todo ponto do intervalo [0,1] é um ponto de acumulagdo
de A, mas qualquer outro ponto de R ndao € ponto de acumulacdo de A.

Teorema 15. Seja A um subconjunto de um espago topoldgico X. Entio A= AU A’

Demonstracao. Se x estd em A’, toda vizinhanca de x intersepta A. Portanto, pelo teorema 14,
X pertence a A. Por definicio A C A, entdo AU A’ C A.

Para demonstrar a inclusao inversa, tomaremos = um ponto de A e mostraremos que z € AUA’.
Se x ndo pertence a A, é trivial que z € AU A’; suponha que z nio pertence a A. Como = € A,
sabemos que toda vizinhanca U de x intersepta A; como z ¢ A, o conjunto U intersepta A em
um ponto diferente de z. Entao x € A’, e mais, t € AU A’. O

Corolario 16. Um subconjunto A de um espacgo topologico X € fechado se e somente se A contém
todos 0s seus pontos limites.

Demonstracdo. O conjunto A é fechado se e somente se A = A, ou entdo, A é fechado se e somente
se A" C A. ]



3.7 Espaco de Hausdorff

Definicao 16. Um espaco topologico X ¢é dito separdvel de existem dois subconjuntos abertos U
eV, disjuntos e nao vazios, de X cuja uniao é X.

Definicao 17. Um espago topoldgico X é chamado de espago de Hausdorff (ou espago separado)
se quaisquer dois pontos distintos tém vizinhancas disjuntas, isto €, para cada par xq,xo de pontos
distintos de X, existem vizinhancas Uy e Uy de x1 e x5, respectivamente, tais que Uy e Uy sao
disjuntos.

Teorema 17. Todo conjunto finito de pontos em um espaco de Hausdorff X ¢é fechado.

Demonstracdo. E suficiente mostrar que todo conjunto unitério {xq} é fechado. Se x é um ponto
de X diferente de {z¢}, entdo {x} e {z} possuem diferentes vizinhangas U e V, respctivamente.
Como U nao intersepta {zo}, o ponto {z} nao estd no fecho do conjunto {zo}. Assim, o fecho do
conjunto {zy} é o préprio conjunto {x¢}, portanto, fechado. ]

A condicao que define o ponto de um conjunto finito ser fechado foi dado um nome préprio:
ele é chamado o axioma Tj.

Teorema 18. Seja X um espaco satisfazendo o axioma Ty; seja A um subconjunto de X. Entao
o ponto x € um ponto de acumulacdo de A se e somente se toda vizinhanc¢a de x contém infinitos
pontos de A.

Demonstracao. Se toda vizinhanca de x intersepta A em infinitos pontos, certamente intercepta
A em algum ponto que nao ele préoprio, de modo que x é um ponto de acumulagao de A.

Por outro lado, suponha que z é um ponto de acumulacao de A, e suponha que alguma vizi-
nhanca U de x intercepta A em apenas um numero finito de pontos. Entao U também intercepta
A — {2} em um numero finito de pontos; seja {z1, ..., z,, } os pontos de UN (A —{z}). O conjunto
X —{x1,...,x,} é aberto em X, pois o conjunto finito de pontos {1, ..., x,,} é fechado; entao

UN(X —{z1,...,70})

é uma vizinhanga de x que intercepta o conjunto (A — {x}) em infinitos pontos. Essa contradigao
se deve ao fato de supor que x nao era ponto de acumulagao de A. O

Teorema 19. Se X ¢é Hausdorff entao {x,} converge para no mdzximo um ponto.

Demonstracao. Suponha que {x,} — a e {x,} — b, onde a # b. Como X é Hausdorff existem
U e V vizinhancas de a e b tais que U NV = (). Pela defnicao de convergéncia de sequéncia 3
finitos elementos de {z,} que ndo pertencem a U. Logo V s6 pode conter finitos elementos de
{z,}. Absurdo pois por suposi¢ao {z,} — b e V ¢ vizinhanca de b. Logo, {x,} converge para no
maximo um ponto. O

Teorema 20. Todo conjunto simplesmente ordenado é Hausdorff na topologia da ordem. Se X e
Y sao Hausdorff entao X x'Y é Hausdorff.

Demonstracao. Sejam a,b € X,a # b. Entdao a < b ou b < a. Sem perda de generalidade,
suponha a < b. Se Jc tal que a < ¢ < b entao basta tomar (—oo,¢) e (¢, 00) vizinhangas de a e b
respectivamente. A intersecao dessas duas vizinhangas é vazia. Se tal ¢ nao existe, tome (—o00,b)
e (a,00). O



A condicao de Hausdorff é uma das inimeras condi¢oes que se pode impor em um espaco
topoldégico. Cada vez que se impoe essa condicao, pode-se provar mais teoremas fortes, mas
limitando a classe de espagos de aplicacao desses teoremas. Grande parte da investigacao que tem
sido feito em topologia desde o seu inicio, tem-se centrado no problema de encontrar condig¢oes
que serao fortes o suficiente para permitir que teoremas interessantes sobre os espacos satisfacam
essas condicoes, e ainda nao tao fortes que eles se limitam ao leque de aplicacoes dos resultados.

3.8 Funcoes Continuas

Definicao 18. Sejam X e Y espacos topologicos. Uma funcao f : X — Y € dita continua, se
para cada subconjunto aberto V de 'Y, o conjunto f~1(V) é um subconjunto aberto de X.

Sabemos que f~1(V) é o conjunto de todos os pontos x de X para o qual f(z) € V; e mais,
f~HV) é vazio se V nao intersepta o conjunto imagem f(X).

Continuidade de uma funcao nao depende apenas da funcao f, mas também das topologias
especificas para seu dominio e contradominio. Se queremos enfatizar esse fato, podemos dizer que
f é continua em relagao a topologias especificas em X e Y.

Se a topologia do espaco Y é dada por uma base [3, entao para comprovar a continuidade de
f, basta mostrar que a imagem inversa de cada elemento da base é aberto: O conjunto arbitrario
V C Y,V aberto, pode ser escrito como uma uniao de elementos da base

V:UBa.

acJ

Entao,

V) = (B,

aeJ

de modo que f~1(V) é aberto se cada conjunto f~'(B,) é aberto.

Se a topologia em Y é dada por uma subbase S, para comprovar a continuidade de f, ainda
é suficiente mostrar que a imagem inversa de cada elemento da subbase é aberto: O elemento
arbitrario base B C Y pode ser escrito como uma interseccao finita S; N ... N .S, de elementos da
subbase; segue-se a partir da equagao

f7HB) = fH(S) N0 f7H(S,)
que a imagem inversa de cada elemento base é aberta.

Exemplo 14. Vamos considerar uma funcao como as estudadas na andlise,
f=R—>R.

Na andlise, define-se a continuidade de f pela definicao de € e . Mostraremos que a defini¢ao
dada em andlise implica na defini¢cao dada em topologia.

Dado ¢y em R, e dado € > 0, o intervalo V = (f(xo) — €, f(xg) + €) € um conjunto aberto no
espago de contra-dominio R. Portanto, f~1(V) é um conjunto aberto no espago de dominio R.

Isso se deve ao fato de f~1 (V') conter o ponto xg, e contém algum elemento da base (a,b) onde
xo € (a,b). Entao, se |v — x| < d, o ponto x deve estar em (a,b), de modo que f(xy) € V, e
|f(z) = f(xo)| <€, conforme desejado.



Exemplo 15. Seja R o conjunto dos nimeros reais na sua topologia usual, e seja R, o mesmo
conjunto na topologia do limite inferior. Seja

f:R%Rl

a fungao identidade, f(x) = x para cada nimero real x. Entao f nao € uma fung¢ao continua; a
imagem inversa do conjunto aberto [a,b) de R, é o prdprio [a,b), que nao € aberto em R. Por
outro lado, a funcao identidade

g = Rl — R
¢ continua, pois a imagem inversa de (a,b) € o proprio (a,b), que € aberto em R,.

Teorema 21. Sejam X eY espacos topologicos; seja f = X — Y. Entao, as sequintes afirmacgoes
sao equivalentes:

(1) [ € continua.
(2) Para cada subconjunto A de X, temos f(A) C f(A).
(3) Para cada conjunto fechado B de'Y, o conjunto f~Y(B) é fechado em X.

(4) Para cada v € X e cada vizinhanga V' de f(x), existe uma vizinhang¢a U de x tal que

fu)cv.
Se a condi¢ao (4) € vdlida para o ponto x de X, dizemos que f € continua no ponto x.

Demonstragdo. (1) = (2) Suponha que f é continua. Seja A um subconjunto de X. Mostraremos
que, se € A, entdao f(x) € f(A). Seja V uma vizinhanca de f(z). Entdao f~'(V) é um conjunto
aberto de X contendo x; deve se cruzam em um determinado ponto y. Assim V intercepta f(A)
no ponto f(y), de modo que, f(z) € f(A), como querfamos.

(2) = (3) Seja B um conjunto fechado em Y e seja A = f~1(B). Queremos provar que A é
fechado em X, ou seja, A = A. Em teoria dos conjuntos, temos f(A) = f(f~'(B)) C B. Portanto,

sexEZ,

f(x) € f(A) C f(A) C (B) = B,
de modo que ¥ € f~1(B) = A. Assim, A C A, isto é, A = A, como querfamos.
(3) = (1) Seja V um conjunto aberto de Y e B =Y — V. Entao

f7AB) = f71Y) = V) =X = fH (V).

Agora B é um conjunto fechado em Y. Entao f~1(B) é fechado em X por hipétese, de modo que
f7HV) é aberto em X.

(1) = (4) Seja z € X e seja V uma vizinhanga de f(z). Entao o conjunto U = f~(V) é uma
vizinhanga de z tal que f(U) subsetV .

(4) = (1) Seja V um conjunto aberto de Y; tome x um ponto de f~*(V). Entao f(z) € V, e
por hipétese, existe uma vizinhanga U, de z tal que f(U,) C V. Entao U, C f~*(V) onde resulta
que f~1(V) pode ser escrito como a uniao dos conjuntos abertos U,, portanto, aberto. O



3.9 Homeomorfismos

Definicao 19. Sejam X e Y espagos topolégicos; e seja [ : X — Y uma funcao bijetiva. Se tanto
a funcgao f como a func¢ao inversa

1Yy = X
sao continuas, entao f € chamada um homeomorfismo.

A condicio para que f~! seja continua, diz que, para cada conjunto aberto U de X, a imagem
inversa de U sob a aplicacao f~!:Y — X é aberto em Y. Mas a imagem inversa de U sob a
aplicacao f~! é o mesmo que a imagem de U sob a aplicacao f.

Uma outra forma de definir um homeomorfismo é dizer que é uma correspondéncia bijetiva
f:X =Y tal que f(U) é aberto se e somente se U é aberto.

Esta observacao mostra que um homeomorfismo f : X — Y nos da uma corrrespondéncia
bijetiva nao s6 entre X e Y, mas entre as colecoes de conjuntos abertos de X e de Y. Como
resultado, qualquer propriedade de X que é totalmente expressa em termos da topologia de X
(isto é, em termos de conjuntos abertos de X), através da fungao f, correspondente para o espago
Y. Essa propriedade de X ¢é chamada propriedade topoldgica de X.

Um isomorfismo é uma correspondéncia bijetiva que preserva a estrutura algébrica dos envolvi-
dos. O conceito analogo na topologia é de homeomorfismo, que é uma correspondéncia bijetiva
que preserva a estrutura topolégica dos envolvidos.

Agora, suponha que f : X — Y é uma aplicagdo continua injetiva, onde X e Y sdo espacos
topoldgicos. Seja Z o conjunto imagem f(X), considerado como um subespago de Y; entao a
funcao f' : X — Z obtidos por restringir o contradominio, é bijetiva. Se f’ passa a ser um
homeomorfismo de X com Z, dizemos que a aplicacao f : X — Y é uma imersao de X em Y.

Exemplo 16. A funcio f: R — R dada por f(z) = 3x 4+ 1 é um homeomorfismo. Se definimos
g : R — R pela equagao
9y) =3y —1)

entdo pode-se verificar facilmente que f(g(y)) = x para todos os niumeros reais x e y. Conclui-se
que [ € bijetiva e que g = f~'; a continuidade de f e g é um resultado familiar do cdlculo.

Exemplo 17. A fun¢io F : (—1,1) — R definida por
F(z) = 5

1—x

¢ um homeomorfismo. F € uma correspondéncia bijetiva, e sua inversa € a funcdo definida por

2
G(y) = 1+(1+fy2)1/2 ‘

O fato de que F' € um homeomorfismo pode ser provado de duas maneiras. Uma maneira € observar
o porque F' preserva a ordem e é bijetiva, F' leva um elemento da base na topologia da ordem em
(—=1,1) para um elemento da base na topologia da ordem em R, e vice-versa. Como resultado, F
¢ automaticamente um homeomorfismo de (—1,1) em R (ambos na topologia da ordem). Como a
topologia da ordem em (—1,1) e 0o mesmo que a topologia usual, F' é um homeomorfismo de (—1,1)
em R. A sequnda maneira de mostrar um homeomorfismo F € usar a continuidade algébrica das
fungoes e a func¢ao raiz quadrada para mostrar que tanto F e G sao continuas. Estes fatos sao
conhecidos do calculo.



Exemplo 18. Uma funcao bijetiva f : X — Y pode ser continua, sem ser um homeomorfismo.
Uma dessas funcoes € a aplicagao da identidade g : R; — R considerada no exemplo 15. Outro
exemplo é o sequinte: Seja S o circulo unitdrio,

St={a xy/a® +y* =1},
considerado como um subespaco do plano R?, e seja

f:10,1) — St

a aplicacao definida por [ = (cos(27rt), sen(27rt)>. O fato de que f € bijetiva e continua decorre

de propriedades familiares das fungoes trigonométricas. Mas a fungdo f~' ndo é continua. A
imagem de f sobre um conjunto aberto U = [O, }1) do dominio, por exemplo, nao é aberto em
St, ou seja, o ponto p = f(0) = (1,0) ndo estd em nenhum conjunto aberto V de R? tais que

Vvnstc fu).
Exemplo 19. Considere a funcao
g:[0,1) — R?

obtidos a partir da funcao f do exemplo anterior, expandindo o intervalo. A aplicacao g € um
exemplo de uma func¢do continua injetiva que nao € uma 1Mersao.

3.10 Construcao de funcoes continuas

Teorema 22. (Regras para a construg¢io de funcgoes continuas). Sejam X, Y e Z espagos
topologicos.

(a) (fungao constante) Se f : X — Y leva todos os pontos de X no unico ponto de yo de Y,
entdo [ € continua.

(b) (Inclusao) Se A é um subespago de X, a fungdo j: A — X € continua.

(c) (Composicao) Se f: X =Y eg:Y — Z sdo continuas, entao a aplicagio go f : X — Z é
continua.

(d) (Restringindo o dominio) Se f : X — Y € continua, e se A € um subespaco de X, entio a
fungao restrita fl|A: A —Y € continua.

(e) (Restringindo ou ampliando o contradominio) Seja f : X — Y continua. Se Z € um
subespago de Y contendo o conjunto imagem f(X), entdao a fungio g : X — Z obtida por
restringir o contradominio de f € continua. Se Z é um espaco tendo Y como subespaco,
entao a funcgao h: X — Z obtida através da expancgao do contradominio de f € continua.

(f) (Continuidade local) A aplicagao f: X — Y € continua se X pode ser escrito como a uniao
de conguntos abertos U, tal que f|U, € continua para cada c.

Demonstragao. (a) Seja f(x) = yo para todo z € X. Seja V um aberto em Y. O conjunto
f7HV) éigual a X ou 0, dependendo se V' contém y, ou nao. Em ambos os casos, f~1(V)
¢é aberto.



(b)
(c)

Se U é aberto em X, entao j~1(U) = UNA, é aberto pela definigao de topologia do subespago.

Se U é aberto em Z, entao g~ '(U) é aberto em Y e f~1(g7*(U)) é aberto em X. Mas

FH g™ (U) = (g0 f)~H(U)
pela teoria dos conjuntos.

A fungao f|A é igual & composi¢ao da imersao j : A — X e da aplicagao f: X — Y, onde
ambas sao funcoes continuas.

Seja f : X — Y uma funcao continua. Se f(X) C Z C Y, devemos mostrar que a fungao
g : X — Z obtida a partir de f é continua. Seja B um aberto em Z. Entao B = ZNU para
algum conjunto aberto U de Y. Como Z contém o conjunto imagem f(X),

[7(U) =97(B),

pela teoria dos conjuntos. Uma vez que (f~'(U) é aberto, temos que (¢~ *(B) também é.
Para mostrar que h : X — Z é continua se Z é um subespaco de Y, observamos que h é a
composicao da aplicacao f: X — Y e da imersao j : Y — Z.

Por hipétese, podemos escrever X como uma uniao de conjuntos abertos U, tal que f|U, é
continua para cada a. Seja V' um conjunto aberto em Y. Entao,

[V)NUa = (flIU) V),

pois ambas as expressoes representam o conjunto dos pontos x € U, para os quais f(z) € V.
Como f|U, é continua, este conjunto é aberto em U, e, portanto, aberto em X. Mas

)= v)nta),

67

de modo que f~}(V) também é aberto em X.
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Capitulo 4

TOPOLOGIA DE SCOTT

4.1 Topologia e Ordem

Comecaremos com um exemplo:

Exemplo 20. Seja N = {0,1,2,...} o conjunto dos nimeros naturais, e seja (N — N) denotando
o conjunto das fun¢oes parciais de N nele mesmo. Considere a familia de fungoes parciais f, €
(N — N) definida por

m! sem < n,

inde finido em outro caso.

futm) = {

O congunto das fungoes {fn}nen converge para a fun¢ao FAC : N — N através de FAC(m) =
m!(Vm € N).

Para encontrar uma topologia adequada em (N — N) para expressar essa convergéncia,
primeiro identificaremos (N — N) como um espago total de fung¢oes. Seja L um elemento que nao
estd em N, e defina N; = NU{L}. Interpretamos L como indefinido, e definimos uma injetividade

frfr:(N=N) = (N. = Ny)por fi(z) = { Ji (z) . fcgfgri fsz.ido’

Entao é claro que {f.|f € (N — N)} é precisamente o conjunto de auto aplicagoes de N que
sao estritas, isto é, aplicagoes que mandam | em si mesmo. Se conferir com a topologia discreta,
entao todas as fungoes (N, — N ) sdo continuas.

Definicao 20. Definimos a topologia compacto-aberto num espaco de funcoes. Se F' é um conjunto
de aplicacoes continuas de X em Y, a topologia compacto-aberto em F é a topologia para a qual
uma base de vizinhancas de um elemento f € F € dada pela intersecao de um numero finito de
conjuntos da forma {g € F : ¢K C U}, para todo K C U compacto e U C 'Y aberto tais que
fK CU.

Proposicao 23. Na topologia compacto-aberto em (N; — N, ), a sequéncia {f,1 }nen converge
para FAC .

Demonstragao. Como N, é discreto, a topologia compacto-aberta sobre (N; — N, ) é a mesma
que a topologia da convergéencia pontual. O



Definigao 21. Definimos a ordem extensional de um espago (N — N), por
f C g se e somente se dom(f) C dom(g)&g|iom(s) = [
onde dom(f) = f~1(N).

Claramente, nesta ordem familiar, qualquer incremento de fung¢oes parciais tem um supremo -
a unido. Além disso, a fun¢ao FAC é o supremo da familia {f, },en.

Definicao 22. Seja P um conjunto. Uma ordem parcial sobre P € uma relacao <, tal queVx,y, z €
P, sao vdlidas as sequintes propriedades:

1) Reflezividade: x < x;
2) Antissimétrica: se x <y ey < x, entao x =y;
3) Transitividade: se x <y ey < z, entao x < z.

Uma relacao que satisfaz apenas as propriedades de reflexividade e transitividade é chamada
de pré-ordem. Um conjunto P munido de uma relacao de ordem “<” e satisfazendo as trés pro-
priedades acima, é dito um conjunto parcialmente ordenado (poset), com representagdo genérica
(P.<).

Note que toda relagao de ordem sobre P, da origem a outra relacao “j”, chamada desigualdade
estrita. Assim, x < y em P, se e somente se, t <y e x # y.

Definicao 23. Uma cadeia é um subconjunto B de uma ordem parcial P, onde Vx,y € B,x <y
ouy < x.

Exemplo 21. O conjunto dos nimeros racionais (Q) com a ordem usual <, é uma cadeia.

Definicao 24. Seja S C P. Um elemento x € P é chamado um majorante de S, se x estd acima
de todo elemento de S, isto €, Vy € S,y < x. Usa-se a notagio UB(S) para representar o conjunto
de todos os majorantes de S.

Do mesmo modo, um elemento x € P é chamado um minorante de S, se x estd abaixo de todo
elemento de S, isto €, Yy € S,z < y. Usa-se a notagao LB(S) para representar o conjunto de
todos os minorantes de S.

Um subconjunto A de P é um conjunto para cima (upward), se sempre que z € A e x < y,
entao y € A. Usa-se a notacao T A para representar o conjunto de todos os elementos acima de
algum elemento de A, isto é, 1 A = {z € P/y < x para algum y € A}.

Do mesmo modo, um conjunto é para baixo (downward), se sempre que x € A e y < x, entao
y € A. Usa-se a notagao | A para representar o conjunto de todos os elementos abaixo de algum
elemento de A, isto é, | A = {z € P/x <y para algum y € A}.

Quando A é um conjunto unitério {z}, usa-se a notacao 1 = em vez de 1 {x} e | x em vez de

L {a).

Definicao 25. Um elemento v € P é mazimal, se nao existe nenhum outro elemento de P acima
dele, isto é, se T x N P = {x}.

Do mesmo modo, um elemento x € P € minimal, se nao existe nenhum outro elemento de P
abaizo dele, isto é, se | x N P = {x}.

Caso o mazximal ou minimal de P existam e sejam unicos, diz-se que eles sao o elemento
mazrimo ou “top” T e minimo ou “bottom” L, respectivamente.



Definicao 26. Para qualquer subconjunto S C P, o elemento minimal de UB(S), onde esse
minimal € unico, € chamado majorante minimo de S. Caso contrdrio, o conjunto dos majorantes
minimos de S é denotado por MUB(S).

Do mesmo modo, o elemento maximal de LB(S), onde esse mazimal € tunico, é chamado
minorante mdzimo de S. Caso contrdrio, o conjunto dos minorantes maximais de S é denotado

por MLB(S).

Definigao 27. O menor elemento do UB(S), caso exista, diz-se supremo de S, denotado por LIS.
Do mesmo modo, o maior elemento do LB(S), caso ezista, diz-se infimo de S, denotado por

rs.
Assim, dado um poset (P, <), com S C P e os elementos =,y € P:
x = LIS se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

a) v € UB(Y), e

2) y =T1S se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1)
)
b) se ' € UB(S), entao x < 2';
)
a) y € LB(S), e

b) se y' € LB(S), entao y' < y.

Dessa maneira, pode-se observar que o supremo/infimo sao limitantes de um conjunto parcial-
mente ordenado-poset.

Definigao 28. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado.

e Um subconjunto D C P ¢é dirigido se, e somente se, D # () e se para todo a,b € D, existe
ceD, tal quea<ceb<ec.

e P ¢ um conjunto de ordem parcial completa dirigida (depo) se todo subconjunto dirigido de
P tem um limite superior. Se um dcpo tem um menor elemento - usualmente denotado por
1 - € chamado de ordem parcial completa (cpo).

Exemplo 22. Cadeias sao exemplos mais imediatos de conjuntos dirigidos.

Claramente um conjunto dirigido é nao vazio, pois o conjunto vazio é um subconjunto finito
de cada conjunto.

Por exemplo, a familia (N — N) é um cpo: a funcao indefinida é o menor elemento e, o supremo
de uma familia de fungoes dirigidas é a uniao.

Definigao 29. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. O subconjunto U C P é um
aberto de Scott se

e U=tU={ye P/ (xelU)x<y} éum conjunto “upper”.



(V D C P dirigido),LUD € U = DNU # ()

Proposicao 24. T = {A C P/A é um aberto de Scolt} é uma topologia.

Demonstragao. i) O, P €T

ii)

iii)

De fato, ) ¢ um aberto de T.
P é um aberto de T pois Vy € P 3 x € P tal que x < y pois P é parcialmente ordenado e
ainda, se D C P é um conjunto dirigido e LID € P temos D N P # ().

A unido de elementos de 7 é um aberto em 7.

Dada uma familia arbitraria de abertos de Scott, T = {P;}ics, se x € [P, e x < y, entao
dje Jtalquex € P, € T,ouseja, y € P, C7T. Se D C P ¢ um conjunto dirigido e
LD € |J P, entdo exists k € I tal que UD € Py, P, € T e consequentemente, D N Py # ),
o que significa que DN J B # 0.

A intersecao finita de elementos de 7 é um aberto em 7.

Sejam Ppe P, e T. Sex € (PPNP)ex <y, entaozr € PLex € P, e como P,,P, €T e
x <y, entdo y € P; e y € P,. Consequentemente, y € (P; N Py).

Se D C P é um conjunto dirigido tal que LD € (P, N P,), entao UD € P e UD € Py e
como P; e P, sao abertos de Scott, entao D NPy # ) e D N Py # ), o que significa que
DN (P NPy £ 0.

Lembrete: Alguns axiomas de separacao:

To: Um espago topoldgico X é dito ser Ty (ou a topologia de X é dita 7p) se, e somente se,
dados dois pontos distintos x,y € X (z # y), existe um aberto contendo um destes pontos e nao
contendo o outro.

TII

Um espago topologico X é dito ser Ty se, e somente se, dados dois pontos distintos

x,y € X(x #y), existem abertos U e V taisquex e U, yeV,z ¢ Vey¢U.

T5: Um espago topoldgico X é dito ser T3 (ou Hausdorff) se, e somente se, dados dois pontos
distintos z,y € X (z # y), existem abertos disjuntos U e V tais quex €e U ey € V.
Existem ainda outros axiomas de separacao (73, 73, 120 Tas )

Proposicao 25. Seja P um conjunto parcialmente ordenado.

i) A familia de conjuntos abertos de Scott é uma topologia Ty em P.

i) Se x,y € P e existe um conjunto aberto contendo x mas ndao contém y entao x £ y.

iii) As afirmagoes sao equivalentes:

(a) A topologia de Scott é Ty.



(b) P tem uma ordem discreta.
(c) A topologia de Scott é Ts.
(d) A topologia de Scott é discreta.

Demonstragao. i) Seja U, a familia de conjuntos abertos de Scott em P e sejam x,y € P. Se
£y 33Uy =y7 tal que z ¢ Uy
Sex <y 3 U, =y1 tal que z ¢ U,;.

ii) Suponha por absurdo que z € U e x < y. Assim y € U por definigdo de conjunto upper.
Absurdo! Logo = £ y.

iii) (a = b) Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Como a topologia de Scott é Ty,
temos que, para todo z,y € P 3 U e U’ € T taisque x € U entao y € U ey € U' entao x € U'.
Logoz £ yey & aVye P. Logo todo ponto de P é isolado.

(b = ¢) Como todo elemento de P é isolado, temos que para cada x,y € P 3 U, contendo
somente z e U, contendo somente y, onde U, e U, sao abertos de Scott. Logo U, N U, = (.

(¢ = d) Para cada x,y € P temos U e U’ taisque x e U,y e U,z ¢ U,y ¢ U e UNU' # .
Por ii temos que z £ y Vy. Logo a topologia de Scott ¢ discreta.

(d = a) T é discreta entao cada subconjunto de P é um aberto de Scott. Assim tome D C P
um subconjunto nao vazio de P. Se x € D temos que x ¢ P—D. Tomey € P—D eentaoy ¢ D.
Logo T é T;. m

Definicao 30. Sejam P e () poset’s. Uma funcao f : P — @) diz-se monotonica se para todo
x,y € P, comx <y, tem-se f(z) < f(y) em Q.

Definicao 31. Sejam D e E dcpo ’s. Uma funcao f : D — E diz-se Scott continua, se para cada
conjunto dirigido A de D tem-se f(LA) = LUf(A).

Proposicao 26. Seja P um cpo, e tome P com a topologia de Scott.

i) Se D C P € dirigido, entao LD ¢ um ponto de acumulagio de D, e ainda, LD é o maior
ponto de acumulacao de D.

ii) Sejam I e J conjuntos dirigidos, e seja (i,7) — x;; = I X J — P wma fungao monnotonica.
Entao:
(a) Uier Ujes Tij = Ujes Uier T4
(b) Se I = J, entao |—|i€I l—ljeJ T = |—|i61 Lii-



iit) Se Q € também um cpo, entao f : P — Q) é uma fun¢do continua se, e somente se, f €
monotonica e preserva supremos e conjuntos dirigidos.

Demonstracao. i)Temos que UD € P. Assim, seja U um aberto de Scott contendo LID. Por
definicao de abertos, temos que D N U # (.

Se UD ¢ D entao DN (U —UD) # 0.

Se LID € D, entao D é fechado pela direita, pois LID é o maior elemento de D. Logo LID é um
ponto de acumulacao.

E ainda, LID é o maior ponto de acumulacao de D por definicao de supremo.

ii) a) Se I é um conjunto dirigido, entao VF; C I finito, Jz; € I tal que y; < z;(Vy; € F}).

Da mesma forma, se J é um conjunto dirigido, entao VF; C J finito, dz; € J tal que y; <
T (Vy] € FJ)

Assim, VE; x F; C I x J, F;, F; finitos, temos (z;,z;) € I x J tal que (y;,y;) < (x;, )
(V(yi,y5) € Fi X Fj).

Logo, I x J é um conjunto dirigido.

Sabemos que z;; ¢ monotonica, entao X;;(/ x J) = Im(x;;) C P é um conjunto dirigido, como
provaremos em iii).

Por i), temos que U;cr Ujes z;; € um ponto de acumulacdo de Im(z;;) e mais, Les Ljey 245 é
o maior ponto de acumulacao Im(z;;).

De maneira andloga, Lc; U;er ;5 € 0 maior ponto de acumulacao Im(z;;).

Logo Ujer Ujer x5 = Ujeg Uier ;.

b) Por (a), se I = J, Uier Ujes Tij = Uier Uier i = Uier®i;.

iii) (=) f é continua. Entao dados x,y € P tais que xz < y, temos que f(z) < f(y) onde
f(z),f(y) € Q. Logo f é monotonica.

Dado D um conjunto dirigido em P, temos que VF' C D, 3z € D;y < x (Vy € F'). Assim
V/(F) C /(D),3 f(x) € F(D); f(y) < /(=) (¥/(y) € (F)). Entao f(D) ¢ um conjunto dirigido.

Se LID é o supremo de D temos f(LUD) = UDf(D) pela definicao de fungao continua. Entao
f(UD) é o supremos de f(D). Logo f preserva supremos.

(<) f é monotonica e preserva supremos e conjuntos dirigidos.

Se z,y € P tais que x < y entao f(z) < f(y) pois f é monotonica.

Dado um conjunto dirigido D temos que f(D) é também um conjunto dirigido e ainda, f(LD) =
LDf(D). Logo f ¢ continua. O

Teorema 27. (TARSKI) Seja P um cpo, e seja f : P — P uma fun¢do monotonica e continua.
Entao | |,cn f"(L) € 0 menor ponto fizo de f.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que | |, . f"(L) ¢ um ponto fixo de f. Se f é continua,

e (L) =),



Desenvolvendo,

f(Umw) =L

neN neN
Reindexando,
(Urmw) = L.
neN n=1,2,...

Por definicao de L,

f(Urw)=1u | rw.

neN n=1,2,...
E, finalmente,
(L) = L.
neN neN

Para mostrar que | |, . f"(L) é o menor ponto fixo de f, temos
1 Cy.

Assim
) Ef(y) =v.

Por inducao,
Vn > 0,f"(L) Cuy.

Assim, y é uma cota superior V f"(L), ou ainda,

HEES=7

neN
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Capitulo 5
CONCLUSAO

Observei, através dos estudos desenvolvidos, o importante papel que a topologia desempenha
na Matematica, sendo, em um certo sentido, o elo formal entre a Geometria e a Analise. Além de
fornecer uma sistematizagao logica para os principios fisicos da Anélise, ela gera ferramentas que
sao uteis para varias areas da Matematica. Adicionalmente, considero que os estudos desenvolvidos
contribuiram muito para a minha formacao, principalmente no que se refere a formalizacao de
conceitos matematicos.
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