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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo demonstrar de trés maneiras diferentes que

. sen(h
4@0%21' Em duas das demonstragdes utilizaremos desigualdades entre

areas de figuras planas e na terceira compararemos os centréides de figuras planas.

sen (X
A, sex#0
Finalizaremos esbogando o grafico da fungéo f(x)= X

1 sex=0

Palavras-chave: area, limite, centréide



ABSTRACT

sen(h)
T_l_

This work intends to demonstrate by three different ways that A[}no In

two of the statements we use inequality between areas of plane figures and the third

will compare the centroids of plane figures. We conclude by sketching the graph of
sen (X)

the function T (X)= X
1 sex=0

. sex=0

Keywords: area, limit, centroid
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INTRODUCAO

Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de demonstrar de diferentes

_ . sen(h) R A .
maneiras que A[}no h - 1. Para tanto, o texto foi dividido em trés capitulos:

No Capitulo 1 séo apresentados conceitos, definigcbes e resultados que serdo

utilizados nos capitulos posteriores.

O Capitulo 2 é composto por trés sec¢Bes. Cada uma delas contém uma

. sen(h)
3 lim =1
demonstragéo de que Ll - .

Na primeira sec¢do é apresentada a demonstracéo frequentemente encontrada
nos livros de Calculo Diferencial e Integral, baseada em desigualdades entre as

areas de trés regides.

Na segunda secdo é apresentada uma demonstragédo a partir de um poligono

de n+1 lados inscrito em uma circunferéncia.

Por fim, a terceira se¢do apresenta uma demonstracdo que também é feita

através de desigualdades, no entanto, entre os centroides de trés regides diferentes.

O Capitulo 3 apresenta o estudo do comportamento da fungéo
sen (X
——il,%x¢0

f(x)= X , culminando com o esboco de seu grafico.

1 sex=0



CAPITULO 1 — PRELIMINARES

Neste capitulo listaremos alguns resultados de calculo e de geometria, sem

demonstra-los, que serao utilizados em capitulos posteriores.

1.1 Teorema do confronto — Sejam f(x), g(x) e h(x)funcbes reais definidas em

um dominio D c R e seja ¢ um ponto de acumulacdo* deste dominio tais que:

e Existem Xlina f(x) e XIE)nag(x);

+ i f09=lim, a0 =Lie
e f(X)<h(X)<g(x).

Ent&o existe o limite lim h(x) e lim h(x)=L.
X—>a X—>a

1.2 Sejam f(x) e g(x) fungBes definidas no dominio D cR. Suponha que «

represente um ponto de acumulagdo de D, « ou —x.

Se g(x) € uma fungdo limitada e Xll_r)na f (x) =0, entdo Xll_r)na f(x).g(x)=0.

1.3 Sejam f(x) e g(x) funcbes reais definidas em um dominio D c R e seja «

um ponto de acumulag&o deste dominio.
Se existem os limites Xll_r)na f(x) e Xll_r)na g(x), entdo existem XI|_r)na(f +0)(x) e
XI|_r)n0t(f. g9)(x) . Além disso, XI|_r)na(f +0)(x)= Xll_r)na f(x)+ Xll_r)na g(x) e

Jim (f..g)(x)=lim 1 (x). lim g(x).

1.4 Sejam f(x) e g(x) duas fungbes continuas e derivdveis em um intervalo 1,

tais que g'(x) =0 paratodo x el. Seja, ainda, a um ponto de acumulagéo de | . Se

*Dizemos que Xq € ponto de acumulagéo de um conjunto D — R se cada intervalo aberto contendo X

intersecta D em um ponto diferente de X, .
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lim f (x)=1lim g(x)=0 e existe lim AN ou é infinito. Entdo existe lim 0 e
X—a X—a x>a g'(x) x=2 g(x)

tim ) _ i 00
X—a g (X) X—a g '(X)

1.5 Seja P, um poligono convexo de n lados inscrito em um circulo de raio r, tal
gue as medidas de seus lados tendem a zero se, e somente se, n— . Entdo

Ap > r?, emque A, éaareade P,.

2
1.6 A é&rea de um setor circular de raio r e angulo central h, é dada por —

com h real,entreOe 2r.

a.b.sen(a)

1.7 A &rea de um tridngulo qualquer pode ser calculada por ,onde a e

b s&o dois lados conhecidos e o 0 angulo formado entre eles.



CAPITULO 2 — DEMONSTRACOES

Nesse capitulo apresentaremos trés maneiras diferentes para calcular o

lim sen(h)
h—>0 h

, emque h é um nimero real.

2.1 Primeira demonstracdo Geométrica (Classica)

. . . r
A demonstracdo que serd apresentada € /
frequentemente encontrada nos livros de D
Célculo. Para demonstra-la precisaremos \A
- . . sen(h
calcular os limites laterais: lim h( ) e
+ N
h—0 s ] \
. o) B C
im 00,
h—0"
Figura 1 t
) . sen(h
2.1.1 Calculo do lim (h)
h—0+ h
sen(h)

Neste caso, interessa-nos estudar o comportamento de para valores de h

positivos e proximos de zero. Podemos entdo considerar valores de h no primeiro

guadrante, ou seja, 0<h< %

Na figura 1 tem-se uma circunferéncia de centro na origem e raio igual a 1, uma

semi-reta r de origem O que forma um angulo h com raio OC, em que C é o ponto
de coordenadas (1,0).
A semirreta r intersecta a circunferéncia em um ponto que representaremos por A.

A reta t tangencia a circunferéncia no ponto C e intersecta r no ponto D.
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Sabemos entédo, que CD =tg (h) e que as coordenadas de A s&o (cos (h), sen (h)).
Sejam:

SapOC s & area do tridngulo isésceles de vértices A, O e C;
Sicop» & area do triangulo retangulo de vértices C, O e D;
Soac » @ area do setor circular de vertice O e angulo central igual a h.

Analisando a figura 1, temos que:

s _ OC.AB _ 1sen(h) _ sen(h) )
h
S = — (I);
OAC ~ 5 (In
_ 0CCD _ 1tg(h) _ tg(h) ...
Sacop = 5 T, T, (1); e que

Sanoc < Soac < Sacop (V).

De I, Il, Il e IV, temos M<E<tgéh)

5 . Utilizando o fato que h>0, podemos

. . ~ . R : sen(h
concluir que essas desigualdades séo equivalentes as seguintes cos (h) < sen(h) <1.

Como Iim+ cos(h)y=1 e Iim+1=1, pelo Teorema do Confronto, concluimos que o

h—0 h—0
sen(h)
lim —— =1
h—0™
sen(h)

2.1.2 Calculodo Ilim
h—»0~ h

sen(h)

Agora, vamos estudar o comportamento de para valores de h negativos e

proximos de zero. Podemos entédo considerar valores de h no quarto quadrante, ou
. T
seja, _E< h<0.

Vamos relacionar o limite a esquerda de 0 com o limite a direita de 0. Para tanto,

seja o =-h, entdo h—»> 0, se e somente se, a — ot.
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N . sen(h . sen(— . sen .
Entédo, lim_ enth) _ lim ¢ (=) lim M, pois sen(—a) =—sen(e) .
h—0 h a0t —qg a—0t
. . sen(h . sen
Dessa forma, concluimos que lim_ enth) _ lim sen(a) _ 1.
h—0 a0t «
sen(h)

De 2.1.1 e 2.1.2, concluimos que lim
h—0

=1, para h real.

2.2 Segunda demonstracao

Utilizaremos o seguinte fato para essa demonstragdo: dado o« com O<a<2rx,
existe um numero natural n e um numero real g, com 0<fB<a, tais que

na+pf =2z (B € o resto da divisdo de 2z por «). Essa expressdo nos fornece

n:27r—ﬁ
a

().

Esse fato nos permite inscrever em um circulo um poligono P,,; composto de n+1

tridngulos is6sceles, sendo que n deles possuem angulo no vértice igual a « e um

deles igual a g, conforme figura 2.

Considerando um circulo de raio 1 e

representando a area do poligono por A,; a

area do triangulo is6sceles de éangulo no

vértice igual a a por A,; e a area do

triangulo isésceles de angulo no vértice igual

a p por Aﬁ, podemos  escrever

APn+l = nAu + Aﬂ (”)

Temos que:
l.1sena sena
= = I);
Ay > > ()
A zl.l.senﬂ _ seng (V).

B 2 2
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De , II, Il e IV obtemos Ap =nse;“+#
n+1

_ 27— B sena N senp

a 2 2
_ 2n—ﬁ.sena N senp V).
2 a 2

Da geometria plana, como registrado no Capitulo 1, temos que Ap i (V1.
N+

seng

Sabemos que — — 0, quando a — 0", pois 0< B<a (V).

2n—p sena , quando a — 0% .

De V, Vl e VII, concluimos que existe o limite de

Esse fato nos permite escrever:

7= lim Ap = lim (Z”Z‘ﬂ.se”“ﬁe;ﬂj
+ (04

n
a—0t a—07

27— sena . sen
ﬁ.—+ lim —ﬁ

7= lim
a—0t o a—0t
. . 2r— B sena 27w — ~
Como existem os limites de ﬁ.— e de ﬁ,entao:
(04
. . sena
7= lim ﬂ. lim
a—0t a0t &
. 2T . seno
= lim = 1
a—0t a0t &
sena
7=m lim
a—0t &
sena
1= 1
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Sen a

Com o mesmo argumento utilizado em 2.1.2, concluimos que Iing)_ =1.
a—> (04
. sena
Portanto, o lim =1.
a—>0 ¢

2.3 Demonstracao utilizando o centréide

Para essa demonstracdo compararemos 0s centréides das seguintes regifes:
v" O setor circular R de raio 1 e angulo central 2« ;
v O triangulo OAB em que os lados OA e OB sao os prolongamentos dos raios
OC e OD até areta tangente ao arco CD no ponto E; e

v O triangulo OCD de lados iguais a 1.

Para tanto, vamos dispor essas regides em um plano cartesiano de forma que
figuem simétricas em relacdo ao eixo das ordenadas e tenham vértice na origem,

conforme figura 3.

1
B - E A
D c
o |
. O -
Figura 3

2.3.1 Calculo do centréide do triangulo AOB
A abscissa Xpopg do centroide do triangulo isésceles OAB € zero, pois esse

tridngulo é simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas.
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. A L 2
A ordenada Yxpoag do centroide do triangulo OAB é igual a 3 da altura desse
A . L 2
triangulo relativa ao lado AB. Como essa altura € igual a 1, temos que Y,opg = 3

Portanto, as coordenadas do centréide do triangulo OAB sao (O, %j

2.3.2 Calculo do centréide da regido R

Tracemos um segmento perpendicular ao eixo das abscissas pelo ponto de abscissa

X, interceptando o setor circular nos pontos E e F, conforme figura 4.

a|a

O

I

Figura 4

Temos que:

O ponto E tem coordenadas (x,\/l—T), pois ele pertence a circunferéncia de
equacgdo x° +y’ =1 e tem abscissa X.

O ponto C tem coordenadas (sena,cosa), da trigonometria.

O ponto F tem coordenadas (x,cotg(«)), pois pertence a reta de equacao
y = xcotg(x) e tem abscissa x.

O ponto D tem coordenadas (—sena,cosa), pois ele é simétrico ao ponto C em

relacédo ao eixo das ordenadas.
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Do Calculo Diferencial e Integral temos que as coordenadas do centrdide de R s&o

J.J.x dxdy J.J.y dxdy
R e Y=_R

Area(R) Area(R)

dadas por:

Y:

Céalculo da abscissa do centroide

Observando que a regido R e a funcdo g(x,y)=x sdo simétricas e em relagdo ao

eixo das ordenadas, assim temos que Ijx dxdy =0 e, portanto, X =0.
R

Céalculo da ordenada do centrdide

A ordenada Y do centréide é dada por:

0 V1-x2 sen(ar)| +/1-x2 sen(ar)| 1-x2
ydy |dx + ydy [dx 2 Iydy dx
_ —sen(a)| —xcotg(a) 0 | xcotg(a) 0 | xcotg(a)
Y = = , pois a
a a

funcdo f(x,y)=ye aregido R sdo simétricas em relagéo ao eixo das ordenadas.
2

2 Se}ia) (ﬂ) _(xcotg(‘%))2 d

2 2

X
0

Portanto, Y =
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;[3sen<a>—sen3<a>—sen3<a)°°sz<“)]

o

3sen(a)- sen®(a)-sen (a)(l— sen? (a)j

3a

2
—gsen(a).

Portanto, o centroide da regido R tem coordenadas (O, %sen(a)}.
o

2.3.3 Calculo do centréide do triangulo OCD
A abscissa X \ocp do centréide do tridngulo isosceles OCD é 0, pois esse triangulo

€ simétrico em relagéo ao eixo das ordenadas.

A ordenada Y ocp do centroide do triangulo OCD é igual a % da altura desse

triangulo relativa ao lado CD. Como essa altura é igual a cos(a), temos que
2
YaocD =§COS(0!)-

Portanto, as coordenadas do centroide do triangulo OCD séo (Oécos(a)j.

2.4 Comparacao das coordenadas dos centroides das trés figuras

Da Fisica e do fato de uma figura plana ser considerada homogénea (portanto de
densidade constante), podemos observar que as abscissas dos centrdides dessas
regides sao iguais a zero e, além disso, que as regides AOCD,R e AOAB, dispostas
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como na figura 3 nos levam as seguintes relacdes entre as ordenadas de seus

2sen(a) - 2

. 2 . ~ : R
centroides: §cos(oz)< Essas desigualdades s&o equivalentes as

seguintes cos(a) < sen(@) <1.

Como lim cos(a)=1 e lim 1=1, pelo Teorema do Confronto, concluimos que o
a—0" a—0"

. sen(a
lim sen(a) _
a—>0"  «a

1.

- ] . sen (a
Com o mesmo argumento utilizado em 2.1.2, concluimos que I|m_#=1.

a—0 o

. sen
Portanto, o lim o =1.

a—>0 ¢




18

p p ~ M se X0
CAPITULO 3 - GRAFICO DA FUNCAO f(x)= X
1,se x=0

Neste capitulo j& supomos conhecidas as derivadas das fungfes trigonométricas.
As etapas a seguir nos permitirdo esbocar o grafico dessa funcgéo.
v O dominio da fungéo é (—o0, ®).

v A funcéo é par.
De fato, se x # 0, entdo

_sen (=x)

f(=x)

_sen(x)
X
= f(X)
Portanto, f(—x)= f(x) para x=#0.
Vale observar também que f(-0)= f(0)=1.

Dessa forma concluimos que a funcgéo é par.

v Interceptos com os eixos coordenados.

Como eixo y: Para x =0, temos que y=1. Portanto o ponto (0,1).

. sen(x
Com o eixo x: Nesse caso devemos ter yzﬁzo. Isso nos leva aos pontos
(nmz, 0), com n inteiro.
v Temos os seguintes limites:
. sen(x
a) ImJ:l
x—0 X
. sen(x) . . i 1
b) lim———==0, pois sen(x) € uma fungéo limitada e — tende a zero, quando
X—>0 X X

. . . . sen(x
X —> . Como f(x) € par, concluimos também que o lim J=O.

X—>—0 X
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v Estudo do sinal da primeira derivada e o comportamento da fungéo.

Derivada de f (x):

X coS(x) — sen(x)

XZ

Para x =0 temos f'(x)=

O procedimento a seguir nos permite verificar a existéncia de f'(0).

Temos,
sen(h) 1
lim M=) __h
h—0 h h—0 h
_lim sen(h)—h
h—>0 h2

Utilizando a regra de L’'HoOspital, duas vezes, obtemos que Liqwzo.

Podemos concluir que f'(0) existe e é igual a 0.
X cos(x) — sen(x) «

Portanto f'(x) = x?2
0,x=0

#0

Estudo do sinal de f'(x)

Para x = 0 temos x° positivo e, portanto, o sinal de f'(x) sera o sinal do numerador

X cos(x) — sen(Xx) .

Considerando z = xcos(x)—sen(x) , temos que:
xcos(x)—sen(x)=0, se e somente se, Cco0s(x)=0. Isso mostra que

xcos(x) —sen(x) =0 < x—tg (x)=0.

Analisando o sinal de x—tg(x) .

O grafico a seguir das fungdes y=x e y=tg(x) nos auxiliaram no estudo de sinal.
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4

Figura 5

. . T .
Para determinarmos as raizes de z = xcos(x)—sen(x) em (_EEJ consideremos

w = X —tg(x), portanto w‘=1—se02(x) <0, ou seja, w é decrescente e como w(0) =0,

. T,
o sinal de w em (——,—j é:
2 2

. T ~ H
Assim em (_E,Ej a func;ao w tem somente 0 como raiz.

Agora, sejam Xp,Xp,X3,... as abscissas das interse¢bes de y=x e y=tg(x), que

sdo as raizes de x-tg(x) =0, conforme figura 6.
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F .y

lativa da reta de

~

e a posicao re

Analisando o estudo de sinal no intervalo (—%%}

X—tg(x):

X e dacurva y=tg(x), obtemos os seguintes sinais de w=

equacgao vy

- R e

I_.H.“__n./_

xcos(x) —sen(x) , estudaremos o sinal

Agora, para analisar o sinal de z =wcos(X)

de cos(x)

LB e

Iwﬂ_ﬁu/“_
|
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Portanto, o sinal de z = xcos(x) — sen(x) = cos(x) (x —tg(x)), para cos(x) # 0 é:

x
+ 71 - 24 + -
1

3T S

2 2

ra | 14
=
=

Desse estudo podemos observar que xq,Xs,...,X,41, SA0 pontos de maximos locais

de z.
Vejamos:

3T S5n
—< X3 < —

2 2
T I
— <Xg <—

2 2
11z 137
— <Xy <—

2 2

Portanto, temos: (4n —1)% < Xy, < (40 +1)% ,com n>1

T T
2nr 3 < Xy <2N7T +E

T T
sen(Znn—j sen(ZnnJrj
2) _sen(Xpa) _ 2

X X X

, COM X941 >0

2n+l 2n+1 2n+l

. ~ Z . T .
Como vimos que a funcdo z é decrescente no intervalo {OE} 0 maior valor que ela

admite é no ponto 0, que € igual 1, portanto este € o maximo local.

Podemos observar também que Xy, X4,..., X2, S0 pontos de minimo locais, pois

estdo nos intervalos especificados abaixo e sédo os pontos em que z muda de sinal.

Portanto, temos: (4n +1)% < X9 < (4n —1)%, com n>0
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T T
2n7r+5<x2n <2nn—E

v Estudo do sinal da segunda derivada e o comportamento da funcéo.

Segunda derivada de f (x):

—x? sen(x) —2x cos(x) + 2 sen(x)

X3

Para x = 0temos f ' (x)=

O procedimento a seguir nos permite verificar a existéncia de f''(0).

Temos,
hcos(h)—sen(h) 0
() — f°' 2
lim M=) _ i h
h—0 h h—0 h
_ lim hcos (h)—sen(h)
h—0 h3

Utilizando a regra de L’'Hospital, obtemos:

lim hcos(h)—sen(h) _ lim cos(h)—hsen (h) —cos(h) _ lim —sen(h)

h—0 h3 h—0 3h2 h—»0 3h

Utilizando a regra de L’'HOspital novamente, obtemos:

lim —sen(h): lim —cos(h) =—£.
h—»0 3h h»>0 3 3

E dai concluimos que lim rh-ro__1 e podemos concluir que f ''(0) existe e
h—0 h 3
€ igual a 1
3
2
—X“ sen(x) — 2xgos(x) + 2sen(x) x%0
Portanto f''(x) = X

-—,x=0
3
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Estudo do sinal de f'(x)
Considerando u = —x? sen(x) — 2xcos(x) + 2sen(x) e u'=—x’cos(x), temos que

u(0)=0-e u'= —x? cos(x) =0 < x= %-‘r kz, com k. inteiro. Dessa maneira temos:

2
U(Z):_”_+2<o;
2 4

2
u(%[):gL—2>O;

2
u(5_7r):_257r +2<0;
2 4

2
u(7—”)=49” -2>0;
2 4

negativo se n é par

positivo se n é impar

Isto &, U(M ={

Portanto o sinal de u'= —x? cos(x) é:

— = A — s + ? S + -
L T 3w 5T Im
2 2 2 2

Isso nos permite estudar as regifes em que o gréfico de f é cdncavo para cima ou

para baixo.
M, ex=0
X

Esboco do grafico da fungéo f(x) =
1se x=0

Cumprida as etapas propostas no inicio do Capitulo 3 obtemos o seguinte esboco

para o gréfico y = f (x).
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CONCLUSAO

Este trabalho tinha como objetivo inicial demonstrar de diferentes maneiras
i sen(h) o :
que hinOT =1. Todas essas demonstracées sdo simples de serem realizadas
e, na minha opinido, poderiam ser apresentadas para os alunos durante 0s cursos
de calculo. Eu mesma s6 conhecia a demonstragdo denominada como cléssica, que
é geralmente encontrada nos livros de célculo.

Ao desenvolver o trabalho, surgiu a idéia de esbocar o grafico da fungéo

M, se x=0 ~ -
f(x)= X , € entdo nos deparamos com algumas dificuldades, para
1,se x=0

contorna-las, utilizamos varios artificios, o que fez com que eu precisasse utilizar
diversos conteudos de célculo. Portanto, a elaboragdo desta monografia foi
extremamente importante para rever e consolidar determinados conteddos que
foram vistos durante minha graduagdo e poOs-graduacgdo, além de ser uma nova
experiéncia.

Espero que esta possa ser utilizada por outros alunos, e possa também

auxilid-los durante o processo de pesquisa e elaboracéo de seus trabalhos.
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