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INTRODUCAO

Este tema foi escolhido na busca de um melhor entendimento sobre o assunto.
Dentro da Teoria de Curvas Planas da Geometria Diferencial encontramos o teorema

das Curvas Convexas.

Esta monografia est4 organizada em dois capitulos. No primeiro, faz-se uma
introducd@o dos conceitos basicos que serdo necessarios ao longo deste trabalho, tais
como: curvas planas parametrizadas, exemplos como a cicloide e a hipocicléide;
reparametrizacdo, curvas diferenciaveis, comprimento do arco e curvatura de uma
curva. No segundo capitulo, faz-se um estudo detalhado sobre curvas convexas

apresentando uma caracterizacao local e global pela curvatura.



Capitulo 1

1 CONCEITOS BASICOS

1.1 Curvas Planas Parametrizadas

Seja | um intervalo da reta IR (eventualmente | =IR). Uma parametrizacdo €
uma aplicacdo continua f: | — IR?% A variavel t € | é chamado parametro de f. A
imagem de f, Imf={g € IR% gq=1(t), t € I}, é chamada de arco parametrizado. Arcos

parametrizados sdo também chamados tracos.

Figura 1: Um arco parametrizado pode ser definido, simplesmente como uma figura “desenhada” com
um Unico trago, sem tirar o lapis do papel.

E importante ressaltar que escrever curvas na forma parametrizada na maioria
das vezes, torna-se bem conveniente, pois através dessas equacdes as exploracdes

das propriedades geométricas e fisicas tornam-se mais simplificadas.

Algumas curvas definidas por equacdes paramétricas x = f(t) e y = g(t) podem
ser expressas pela eliminacdo do parametro, na forma k = F(x,y) na qual denominamos

de equacao cartesiana.

2 2

y

Exemplo 1: A elipse += = 1 pode ser parametrizada fazendo-se as seguintes
b

aZ

consideragoes:



Figura 2: Elipse

2 2
Como (ij +(%} =1 existe um angulo @ tal que cosé =X esend= %; logo:

a
Xx=acosé,y=Dbsen 0 (equacbes paramétricas).

Quando @ variade 0 a2 7, o ponto P = (x,y) parte de (a,0) e completa uma
volta sobre a elipse no sentido anti-horario. Observe que € ndo é o angulo central do
arco de elipse a ao ponto P(x, y). & é o angulo central subentendido pelos arcos
determinados pelo eixo polar e pelos pontos A e B sobre as duas circunferéncias, uma
circunscrita a elipse e a outra inscrita na elipse. P é a interse¢do da reta vertical por A
com a reta horizontal por B.

Diz-se que um ponto qualquer g € Im f € duplo se existe dois parametros t; e t,
em |, comt; * t, tais que f (t1) = f (t2) = g (figura 3). Um ponto triplo € um ponto q tal que
f(ty) =f(t) =f(t3) =g, comt; #t, #*t3 e assim sucessivamente (figura 4). Portanto um
ponto de multiplicidade finita € um ponto g € Im f caracterizado por um conjunto finito
de parametros distintos nos quais f assume o valor gq. Diz-se que g € Im f é simples se
existe um unico t € | tal que f(t) = q.

f(t) = f(t2) = f(ts)

e

N

f(ta) = f(t)

Figura 3: Ponto Duplo Figura 4: Ponto Triplo
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Um arco parametrizado simples € constituido de pontos simples, isto €, o arco
de uma curva ndo possui intersecao. Isto ocorre se f for uma parametrizacdo injetora (e,

portanto f: I — Im (f) é bijetora). Diz-se que f & uma curva simples ou sem auto-

intersecoes.

Figura 5: Arco parametrizado simples.

O dominio | < IR pode ser um intervalo fechado | = [a, b] caso f(a), f(b) sdo as
extremidades do arco. Uma curva é dita fechada, se as extremidades coincidem, isto €,
f(a) = f(b).

f(a) = f(b) f(a) = f(b) = f(c) = f(d)

N j
B — \\\ // 4 \\‘_ et

Figura 6: Arco parametrizado fechado simples. Figura 7: Arco parametrizado fechado.

Exemplo 2: A parametrizagéo f: [0,27z] — IR dada por f(#) = (r cosé, r send), 8 € [0,2
7] tem como traco o circulo C de dentro na origem do plano, raio r e extremidades
iguais, f(0) = f(2). O circulo C € um exemplo de arco parametrizado fechado do plano

gue admite outras parametrizagdes. Por exemplo: g(u) = (r cos (u), rsen (u)),u € [2x ,4
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t2—1

rleh(V)=|r N ,ondet €Q.

t+1 t +1

2 2

- ~ L ] . X
Verificaremos se a equagao acima € realmente um circulo de féormula — + éz r?
a
-1) (o2 Vo L[t -2t a2 )| Lt —2? 1442 L (a2 +1)
r= HIs =T 4 2 T 2 =T 4 2 =T 4 2 =r
t°+1 t°+1 T2t +1) (T +2t7+1 t"+2t°+1 t"+2t°+1

1.1.1 Cicloide

A cicléide é a curva tracada por um ponto fixo P da circunferéncia de um circulo

guando este rola, sem deslizar, por uma reta com velocidade uniforme.

T ,Za) C
o 0]

F Qg
0 ¥
=

Figura 8: A cicléide tracada por um ponto da circunferéncia quando o circulo rola por uma reta.

As propriedades geométricas da Cicloide foram, ao longo dos tempos,
inspiragbes de grandes mateméaticos da historia, comecgando por Galileu em 1600, o
primeiro a notar a cicléide e a investigar suas propriedades. Ele, na verdade, nao
descobriu quaisquer dessas propriedades, mas deu a curva seu nome e recomendou
seu estudo a seus amigos, incluindo Mersenne que informou a Descartes que descobriu,

em 1638, uma construcdo para a tangente a cicléide. Em 1644, o discipulo de Galileu,



12

Torricelli (que inventou o barémetro), publicou sua descoberta da area sob o arco. O
comprimento do arco de cicléide foi descoberto em 1658 pelo grande arquiteto inglés
Chistopher Wren. (Simmons,George F.,1925-Calculo com geometria analitica vol.2 pag.
260).

O unico modo conveniente de representar uma cicléide € por meio de equacdes
paramétricas. Para obtermos as equacdes paramétricas da cicléide, admitamos que a
reta s € o eixo - OX; o circulo C inicia 0 movimento com centro no ponto (0; r); o ponto P

coincide com a origem do sistema de coordenadas no inicio do movimento.

Figura 9: Desenvolvimento da cicléide.

De acordo com a Figura 9, O; e O, sdo os centros de C; e C,, respectivamente;
P = (X, y) o ponto da cicléide em C;; A é o ponto em que C, toca o eixo - OX; Q = (X, 0) e
T = (0, y) as projecdes ortogonais de P sobre os eixos OX e QY, respectivamente; M e N
as projecbes ortogonais de P sobre 0,0; e O,A e t a medida do angulo AO,P , tomada

em radianos.

Note que o segmento OA tem 0 mesmo comprimento que o arco de A a P sobre
o circulo C,, que consiste dos pontos que ja fizeram contato com a reta s. Comot é a
medida de AO,P, o comprimento do arco de C, de A a P que ja fez contato com s é rt.
Logo |OA| =rt.

. . . ||z 3z || 37
Analisando o sinal de sen t e cos t nos intervalos |o = ||~ 7|l 7" || 27|

21|12 2] 2

vemos que as coordenadas x e y de P sdo determinadas por meio das seguintes

relacdes, obtendo assim as equacdes paramétricas da cicloide:
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X =]|0Q| = |OA| - |QA| = |OA| - |O2M| =rt-rsent=r (t—sent)

y =|OT| =|004| - |[TO1] =r-|O2N|=r-rcost=r (1 -cost)

De acordo com a variagdo de t, 0 movimento sera descrito pelas figuras abaixo:

A
Cl P CQ
favag!
5
Figura 10: t = 2?” Figurall:t= 17
C1 C2 C’1 62
@] 9] ’t\
\P . 3\{// N
0] A 9] A=P
: 3r :
Figura 12: t = 7 Figura13:t=27x
Y
A
P
7 N o
(@ A

Figura 14: Cicloide
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1.1.2 Hipocicléide

A hipocicloide € uma curva cuja construcdo é semelhante a cicléide, em que o
circulo rola na parte interna de uma circunferéncia fixa. O lugar geométrico de um ponto

P fixo sobre a circunferéncia rolante chama hipocicléide do grego hipo (sob ou abaixo).

Figura 15: Hipocicléide

Seja I' um circulo de raio R com centro na origem (0,0) e C um circulo de raio
r < R tangente interno com I' no ponto A. O circulo C rola em cima do circulo I’
iniciando o movimento com centro no ponto O, (R —r, 0) e P com posicao inicial de P =
(R, 0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y) em termos de um parametro,

quando C rola sobre I'sem deslizar.

Figura 16: P descrevendo uma hipocicléide. Figura 17: P continuando o movimento.
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Acompanhe a Figura 16, a designacao dos seguintes elementos: A é o ponto de
C que toca ['; O, 0 centro de C; B e D as projecdes de O, sobre os eixos OX e OY; Q =
(x; 0) e T =(0; y) as projecdes de P sobre OX e OY; M e N as proje¢cdes de P sobre O,D
e O,B, respectivamente.

Com essas notacfes, considerando o caso em que B esta entre O e Q,

mostrado na Figura 16, temos:

x =10Q| = |OB| + [BQ| = |OB| + |OzM],
y =|OT| =|OD] - [TD| = |OD] - |O2N.

Sabendo que o centro de C descreve um circulo de raio R —r, e sendo @ a
medida do angulo do semi-eixo OX positivo para OO,, no sentido anti-horario, obtemos:
|OB|=(R—-r)cos § e |OD|=(R—-r)sen 4.

Denotando t a medida do angulo de O,A para O,P, no sentido horério, temos:

400P=7-t e ANOZBzg—Q

Logo, £ NO,B =%+0+4 00,P = (6-1) +%
Portanto, no triangulo-retangulo PNO,, temos:

|BQ| =rsen (£ NO2B) =r sen ((6’-t)+% ) =rcos (@ -t)=rcos (t-9),
(8)

|O2N| = r cos (4 NO2B) = r cos ((0—t)+% j =-rsen (@ -t)=rsen(t-@).

- . . ~ R .
Substituindo essas identidades nas relacdes (8) e que t = —9, obtemos as seguintes
r

equacBes paramétricas da hipocicloide:

x = |OB|+|BQ| = (R -r) cos @ +r cos [(R—r HJ

y = |OD|-|TD| = (R -1) sen @ - r sen [[R—rjeJ
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Considerando r € IR e parametro, podemos considerar algumas situacoes:

e Se rfor um namero inteiro (m), entdo a hipocicloide tem m cuspides (pontos onde
a curva toca o eixo x) e 0 ponto P retorna a A depois que o circulo menor rolar m

vezes sobre a circunferéncia fixa.

e Se r for um ndmero irracional (—j logo a curva tera infinitos niameros de
n

cuspides.

1. 2 Reparametrizagdo

Dada uma curva parametrizada r: | — IR? com parametro t e um aplicacéo
continua estritamente crescente ou decrescente t: J — | com variavel h (isto €, t = t(h)),
entdo o conjunto g(h) = (f o t) (h) = f(t(h)) € chamado uma reparametrizacao de f, a

funcdo t =t (h) € chamado de mudanca de parametros.

Se h for estritamente crescente, diz-se que a reparametrizacdo g preserva a

orientacdo. Se h for estritamente decrescente, diz-se que g inverte a orientagao.

(0 = (x(0, y(o) P

=

-

. ~ A
Parametrizagao '

original g (reparametrizacéo)

t = t(h) mudanca de parédmetro

Figura 18: Idéia geométrica de uma reparametrizagéo.
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1.3 Campo de Vetores sobre Curvas

Intuitivamente, um campo de vetores X(t) ao longo de uma curva parametrizada
a:1 — IR?é uma aplicacdo que a cada t € | associa um vetor. Paralelamente para

efeito de visualizar, vamos a transladar o vetor de modo que sua origem seja «a(t).

Figura 19: Campo de vetores X(t) ao longo de uma curva a.

Um exemplo importante de campo de vetores sobre uma curva « : | — IR*que

usaremos frequentemente € o campo dado pelos vetores tangentes a curva.

1.4 Curvas Diferenciaveis

Uma parametrizacdo f: 1— IR*¢é diferenciavel no ponto t, se existe o seguinte

limite:
lim - f (to + h)_ f(to) =0
h
- : df
Neste caso o valor do limite denotamos por f'(t,) = at (t,).

Uma parametrizacdo f: | — IR*¢é “diferenciavel”, se f for diferenciavel em todo

pontot € I.
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Se f(t) = (x(t), y(t)) e é diferenciavel no ponto ty isto €, existe o limite:

f (to + h) — f(to) —lim . (X(to + h)’ y(to + h)_(x(to)’ y(to)) —

F(to) = lim, h hs .

i, L )X Y ) -y )= lim, o X=X VDI |

[, DX iy o DZION) e,y ).

Entdo o limite f'(t) € um vetor do plano (X'(to), y'(to)). Assim temos que, f = (X,
y) é diferenciavel se, as fun¢des coordenadas x(t) e y(t) sdo diferenciaveis.

Por outro lado se f'(to) = (X'(to),y'(t))) # O é um vetor ndo nulo, notemos do

quociente de Newton:

a(ty + hy)
A
a(to + hq)
t+hy ——
a(ty +hy) — a(ty)
h,
to+hy, | ¢ - "
R f'(to +hy) — f(t,)
to I

Figura 20: Vetores Direcé@o das Retas Secantes
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Os vetores %(1‘(t0 +h)— f(to)) sao vetores direcdo das retas secantes que

passam por «(t,), @ medida que h—0,isto é, t,+h tende para t,, vemos que
f(t, +h)tende a f(t,), logo as retas secantes que passam por «(t,) tendem a reta
tangente a curva em «(t,)cujo vetor direcdo serd f'(t,). Razéo pela qual f'(t,) é
chamado de vetor tangente & curva no ponto f(t,). Com isto, a equacdo da reta

tangente a curva no ponto f(t,) é:
T(7)=f(t,)+#(t)

Uma Parametrizacédo € dita regular se o vetor tangente é ndo nulo em todo ponto.

1.5 Comprimento Do Arco

Seja C uma curva regular plana, parametrizada por f: | — IR? e consideremos
uma sequencia de pontos a = to, ty,..., th=b € | C I. Entéo f(to), f(t1),..., f(t,) € C =1(l) €
uma sequéncia de pontos que determina uma linha poligonal inscrita na curva. Na
medida em que formos subdividindo o intervalo [a, b] com mais pontos, mais poligonal
se aproxima da curva. Representemos f(t) pelo par (x(t), y(t)). Entdo as imagens da
subdivisdo sao os pontos (x(t), y(t)), que por simplicidade denotaremos por (X, Yi), € 0

seu comprimento € :i‘(xi ’ y|) - (Xi—l’ yi—l)‘ - Zn:\/(xi - Xi—1)2 + (y| - yi—1)2 .

f(to) ft)

f(ta)

f(t1)

Figura 21: Comprimento do Arco.
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A curva f é continua e diferenciavel no intervalo I, donde o mesmo ocorre para
as fungdes coordenadas (x(t), y(t)). Logo podemos aplicar o “Teorema do Valor Médio”
que diz que: se uma funcdo g é continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel no

intervalo aberto (a, b), entdo, existira um namero ¢ no intervalo aberto (a,b), tal que:

_9()-g(a)

o)== —

Assim aplicando o TVM (Teorema do Valor Médio) em cada somando e em cada
coordenada temos:

f, = x(t), y(t)

X(ti) B X(ti—l)
(ti - ti—l)

X(c) =

Xi—Xg-1=(ti—ti-)) X (€) €  Yi—Ya-1=i—ti-1)y (79

Denotando ti—ti;= ¢;> 0 tem-se que o comprimento € dado por:

Zloc e + vyl

Vamos a considerar poligonais com um numero cada vez maior de pontos, isto
€, vamos a calcular

nm%wéh&@f+wmf]a

Se ¢ é o valor maximo dos ¢,, como a derivada é continua, entdo novamente

do Célculo sabe-se que o limite quando o tende a zero (ou seja, n — «) se existe, é

b
chamado a integral de a até de b, da forma: S = j\/(X'(t))Z +(y'(t))%dt

comprimento do arco.
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Exemplo 3: O comprimento de um arco da cicléide € quatro vezes o diametro do circulo
rolante.

Comot(f#)=a(t—sent), entdo x(t)=a (1 —cost)ydtey=a (1 —cost). Logoy(t) =a
sen t dt o elemento de comprimento do arco é dado por:

ds?= (X'(t))?+ (y'(t))?*= a? [(1 — cos t) + sen 1] dt? = 2a’[1 — cos t] dt* =

= 4a’sen®; t dt’.

2m 27 1
s= >+ myd= [,|4a’sen’ (Et)'
0 0
. L, 2r 1 1 2z
O comprimento de um arco &, portanto, L= Ids :L 2asen§6dt9 = —4aCOSE¢9]0 =8a

Definicdo 1: Seja f: | = [a,b] — IR? uma parametrizacéo regular da curva C. Para todo t

€ [a,b], associamos s(t) o comprimento da curva correspondente ao intervalo [a,t], isto é:

sh= W) +(y () du

Assim a funcédo s: 1 — | é denominado fung¢do do comprimento do arco.
Lembrando que o produto escalar:
<(u,Vv)(w, 2)>=uw + vz

Como: f(u)= (x(u), y(u)) e f(u)= (X'(u), y’(u)) entdo:
(F'(u), £/(U)) =<(x, y), (x, y)> = X (u)’ + y'(u)

= Assim podemos escrever na forma vetorial

s(t):tf\/(x'(u))2 +(y (u))’du = j\/< f'(u), f'(u))du = H f'(u)|du
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Definicdo 2: A Parametrizacdo f: [a,b] — IR*é uma parametrizacdo pelo comprimento

do arco (PPCA) se paratodot € [a,b] € |,

s() = f 1@l du=t—a

Teorema 1. Seja C uma curva regular. Entdo a funcdo comprimento de arco, a menos

do sinal independe da parametrizacéo escolhida.

Demonstracao:
d T h(d)
1 |
e .-.IIII
; — e T _,.-"'--
T h hQ T f(t) Q
4 ~
- he) - ’
RH. g=fot e
m___.___ -
g(u) =f(h(u))  g'(u)=F(h(u))h’(u) equagcao (1)

O comprimento do arco a com parametrizagdo g é: s = deIIg’(u)II du = equacéo

(1), logo:s = deIIf’(h(u)h’(u)II du. Como h'(u) = 3—: ent&o temos:

!

parametrizagao f.

|f’(t)2—£” du = fcdllf’(u)lldt = fhh((;;)llf’(t)lldt = s = comprimento do arco a com
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Teorema 2 Uma parametrizagéo regular f: | — IR* da curva C é parametrizada pelo

comprimento do arco se, e somente se, [f'(t)]=1 paratodot € I.

Demonstracdo: (=) Supondo que f é uma parametrizacéo pelo comprimento do arco

para todo t.

LIf@lldu=t—a

Derivando temos para todo t:
ifat”f'(u)” du = %(t-a), pelo Teorema Fundamental do Calculo, logo |f'(t)| =1, para

todo t.

(<) Suponhamos que | f'(t)|=1. Vamos calcular o comprimento do arco entre a e t.

fat”f'(u)” du, substituindo temos: fatdu =t —a logo pela definicho a curva C esta

parametrizada pelo comprimento do arco.

Teorema 3 Seja C uma curva regular. Entdo C sempre pode ser parametrizada pelo

comprimento do arco.

Demonstracgéo: De fato, se f € uma parametrizacdo de C, como, s(t) = ||f'(t)|l > 0, a
fungdo comprimento do arco s(t) = fat”f'(u)” du derivando com relacéo a t e aplicando
o Teorema Fundamental do Calculo temos: s'(t)=|f'(t)|, como f é parametrizag&o
regular |f'(t)|>0. A fung&o s(t) ¢ estritamente crescente. Entdio s = s(t) — t = t(s),

portanto a funcdo comprimento do arco é invertivel logo reos(t) = t para todo t.

Devido:

(r S)’(t)—g'ﬁ_lbﬂ'(%jl=i>0
UV s dt T ds \dt) [f@)
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Seja g =f o rareparametrizacdo de C e r, e s 0 parametro definido pela funcéo s, isto é,

colocamos s = s(t). Entao, g’(s) = f(r(s)) r'(s) = f'(t) r'(s), ou seja,

df dr
dt ds

dg| _
ds|

'
ol

Donde o teorema acima C esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Exemplo 4: Consideremos uma elipse parametrizada por f(t) = (acos(t), bsen(t)). Entdo

If'(¢)] = VaZ + b2 # 1.

Observemos que a elipse ndo esta parametrizada pelo comprimento do arco. Vamos a

parametrizar pelo comprimento do arco

s = wdu =vVa? + b?%| = [ du = tva? + b?, vamos inverter t = ————
Jolf"(ydu = Va? + 57| = [ du =tV o

Logo a elipse parametrizada pelo comprimento do arco

S S
s)=(ac0s ———— ,bsen ——————
de)=(acos e BN et )

1.6 Curvatura De Uma Curva Plana

Na secdo anterior vimos que toda curva regular do plano pode ser

parametrizada pelo comprimento do arco (teorema 3). Consideremos uma curva regular

f(s) = (x(s), y(s)). s €1,

parametrizada pelo comprimento de arco s. Para cada s €1, f'(s) é um vetor unitario
(H f '(S)H =1),isto é:

F'(s) =(x'(s), y'(s)).
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Seja n(s) = f'(s)" =(=y'(s),x'(s)) o vetor unitario ortogonal a f'(s), pois
f'(s).f'(s)" =0

A n(s)=t(s)”

/1w N

t(s) =1 (s)

o
i

O conjunto de vetores f'(s) e n(s) é dito referencial de Frenet da curva a em s.
Como f(s) € unitario entao:
H f ’(s)H =1:>Hf’(s)H2 :1:><f'(s), f'(s)> =1.
Derivando esta Ultima igualdade, temos que:
(F B+ (F ) =0=2(f", F)=0= (", f)=0= f'(s) L F"(s).

Segue-se que f''(s) é ortogonal a f'(s) e, portanto f''(s) é paralelo a n(s) logo
f'" é proporcional a n(s). Este fator de proporcionalidade, denotado por k(s), &€ chamado

curvatura de a em s, isto é,

£(s) =k(s)n(s).

Considerando a curva f(s) = (x(s), y(s)), s € I, multiplicando escalarmente n(s) na

equagao anterior temos:
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(£7(s):n(s)) =(k(s)-n(s),n(s)) = k(s)(n(s),n(s)) =k(s)
H_/

Donde: 1

k)= (f",n)=((xX", y"),(=y" X)) = (X'y"=y'x")
Assim: k(s) = X' y"—y'X".

Analogamente, como n(s) € unitario, segue-se que n’(s) é ortogonal a n(s) e,

portanto n’(s) é proporcional a f(s). Como N'= Af ' temos que:

ACE £ =(F 28 =(n'(s), F'(5)) =—X"(S)y"(s) + X" () Y'(5) =—kK(s),

e podemos concluir que:
n'(s) =—k(s) f'(s).

Seja t(s) = f(s), resumindo o exposto acima, se a: I — IR*é uma curva regular,
parametrizada pelo comprimento de arco s, entdo o referencial de Frenet t(s), n(s)

satisfaz as equacoes:

f"(s) =k(s)n(s) t'(s) =k(s)n(s)
{n' (s) =—k(s) f'(s) < {n'(s) =—k(s)t(s)

gue sao as férmulas de Frenet de uma curva plana.

Proposicéo 1: Seja f: | — IR ? uma parametrizac&o diferenciavel PPCA, definida por f(t)

= (X(s), y(s)). Se 6(s) é o angulo que f'(s) faz com o eixo x. Entéo:
K(s) = 6'(s)

k) =)

Demonstracéo: f é parametrizado pelo comprimento do arco. Seja 6 a funcdo angulo



que f'faz com o eixo x".

_If’(s)
A fs)
o
|
| > {
Vs,
I o | o [
f(s); |
|
f'[SD} /ey @ :
X5
Notemos que: f'(s)=(X",Yy")
If'(s)| = y'(s) X' =cos 6(s)
y =send(s)
0(s) ,_ X

X(s)

—tg(0)=" f’;

= 0(s) = arct(yé ;j para todo s.

Logo, derivando a equagédo em relagéo a s segue que:



8'(s) = (x BT onde, () +(¥))- | F() =2
1+(y') ((x) +(y)")
X §esd

!

Isso nos da que:

' _ X'(S) ’ y”(S) - y'(S) ’ X”(S) ! VL v .Y =
d'(s) = [ -1 =X(s)-y"(s)—y"-x"=k(s)

6'(s) =k(s)

A segunda igualdade sai de f"(s)=Kk(s).n(s), aplicando norma

[T G =[kE)HnE)
k() =] @)l

Proposicéo 2: Curvatura para qualquer parametrizacao

Seja f: 1 — IR” uma Parametrizacdo Diferenciavel, definida por f(t) = (x(t), y(t)). Entdo a

curvatura de femt € | é dada pela expresséo:

_ x'(®)y" () -y Ox" (1)

0= JX O +y ©)°)

Demonstracdo: Seja ty € |, arbitrario. Considere h: J — IR uma parametrizacéo de r
de modo que h seja parametrizada pelo comprimento do arco (PPCA). Assim temos que

r(to) = ho T (to) = (X(to), Y(to)), onde T: 1 —>J, e h(s) =1 °g (So) = (X(S,),Y(S,)) onde g:

J — | . Assim temos:

: dh
F(to) = (X(to), Y'(to)) = (0" ° T (to)) " (to) = a5’ (to)

(1.1)

28
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2

e 1t = (), Yt = (775 T (1) T (0 + (0 T (1) T (t0) = 43 (T()* + 5T (1)
(1.2)

Sabendo que I ’(tp) > 0 e utilizando a equacao (1.1) podemos concluir que

Como [l (t,)| =1, temos quel(t,) = (t, ) (1.3)

Desta forma obtemos:

r"(to) ) r'(to)

Yl
)= )

{(r'<t)-r'<t))2}=

Se Ty 0 vetor tangente unitario da curva h. Temos portanto:

dh dh i)
dh =T,(C(t,)) =—(T
" (So) =Th(so) =T, (1 (2)) ds (1)) =(1.2)= || (¢, )"

Assim a derivada do vetor tangente é dada por

T'h(So)— “(F(t)— ( () =+ Tt )(r (to) T ()T, ('(t,)))

Denote o vetor tangente da curva r por T,. Sabendo que r(t) = he I (t), sendo
assim isto implicaque T(t)=(h o I (t)) I (t). Logo,

-
I

=T, (I'(1)) = (X (I"(1)), y'(I'(t))
Seja N o vetor normal da curva h. Sabemos que este vetor é dado por:

Np(S0) =N, (T(t5)) = (¥ (M (1)), X' (T((t,))) = (Y (t5). X (t,))

Ir o)l (t )

De acordo com a definicdo de curvatura T’(s) = k(s) N(s), s € I, temos que:



k(so) =k(I'(t, ))‘ (|'(t N, (F(t5)).

dT,
Substituindo Ny e d—; em (1.1) obtemos:

() - T ()T, (DN, (D)) = = (" (LN, (0(E,))) =
Ir ( )H Ir '(O)H

[(( ()Y )=

2 ( y (t ) (to)))} -

Ir (t ) Ir (t )|

(Y (&)X (t,) + X' (t,)y" (t,)) =

Ir (t |
X (to)y (to) B yI (to )X"(to)
e el

30

(1.4)
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Capitulo 2

2 CURVAS CONVEXAS

2.1. Caracterizacdo da Convexidade pela 22 derivada
A idéia de convexidade (concavidade) aparece no estudo de graficos de

funcdes reais. O ingrediente principal para este estudo é a segunda derivada.

As figuras abaixo mostram o grafico de duas fungbes crescentes no intervalo
(a,b). Ambos os graficos unem o ponto A ao B, mas eles séo diferentes, pois inclinam-se

em direcdes diferentes. Como distinguir entre esses dois tipos de comportamento?

A B YA B

>y
<
"
Y

(a) (b)

Figura 22: Grafico de Funcdes Crescentes com inclinagfes diferentes

Notemos que na figura (a), tracada a reta tangente ao grafico da funcéo, o
grafico fica todo no semiplano superior definido pela tangente, neste caso dizemos que a

curva é cdncava para cima ou podemos dizer que a curva € convexa para baixo.

Notemos que na figura (b), tracada a reta tangente ao grafico da fungéo, o
gréfico fica todo no semiplano inferior definido pela tangente, neste caso dizemos que a

curva é concava para baixo ou podemos dizer que a curva é convexa para cima.

Por uma convengdo histérica ficaremos nesta secdo com o conceito de
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“concavidade”.

A figura 23 mostra o grafico de uma funcdo que € cOncava para cima nos

intervalos (b,c), (d,e) e (e,p), e cdncava para baixo nos intervalos (a,b), (c,d) e (p,q).

yA

D A ———

|

| [
| |
| |
N |
b ¢

|

|

|

q

i CB o CC ~—tpe= (B —sf+— CC == CC ~}= CB |

Figura 23: Curva Cbncava.

Vamos observar como a derivada segunda pode nos ajudar a determinar os

intervalos de concavidade.

Consideremos o gréafico de uma funcao céncava para cima no intervalo (a,b).

e T
m

Figura 24: Curva Cbncava para cima.
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Notemos que, indo da esquerda para a direita, a inclinacdo da tangente cresce.

No caso que a funcéo seja duas vezes derivavel, isso significa que a derivada de f, (")

é crescente, isto é, (f')'= f" é positiva.

Da mesma forma, considerem o grafico de uma funcéo concava para baixo no intervalo
(a,b).

AKX
/LN f

i

- i o S 0 o il s e e

Figura 25: Curva Cbncava para baixo.

Notemos que, indo da esquerda para a direita, a inclinacdo da tangente
decresce. No caso que a funcéo seja duas vezes derivavel, isso significa que a derivada

def, (f') é decrescente, isto é, (f')'=f" é negativa.

Teorema 4 Teste de Concavidade

e Se f’(x) > 0, para todo x em |, entao o grafico de f é cdncavo para cima em I.

e Se f’(x) <0, para todo x em |, entao o grafico de f é coOncavo para baixo em I.

Prova de (a). Seja a um numero qualquer em |. Precisamos mostrar que a curva y=f(x)

fica acima da reta tangente no ponto (a,f(a)). A equacéo dessa tangente é:
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y="f(a)+f'(a)x-a)

Assim, devemos mostrar que f(x) > f(a)+ f'(a)(x—a), qualquer que seja x

el (x#a).
74 y=.f(3;)(
L
I 1
N A st + 1 o
|
L .
0 a X x

Figura 26: Curva acima da reta tangente.

Vamos considerar primeiro o caso onde x > a. Aplicando o Teorema do Valor

Médio a f no intervalo [a,Xx], obteremos um nimero c onde a < ¢ < x, tal que
f(x)—f(a)=f'(c)(x-a) (1)

Uma vez que f” > 0 em | sabemos que f' é crescente em |. Assim, uma vez que a < c,

temos f'(a)< f'(C). Portanto, multiplicando essa desigualdade pelo nimero positivo

(x-a), obtemos:
f'@(x—a)<f'(c)(x—a) (2)
Somado agora f(a) a ambos os lados dessa igualdade, obtemos:

f(@+f'(@)(xx—a)<f(a)+ f'(c)(x—a)

Mais da equagdo (1), temos f(X)— f(a) = f'(c)(X—a). Dessa forma, essa

desigualdade fica:

Equacéo da Reta Tangente

f(/x)> f(a)+ f'(a)(x—a)

gue € o que queriamos provar. O grafico de f esta por cima da reta tangente.
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Para o caso onde x < a, temos f'(C) < f'(a), mas a multiplicagéo pelo numero
negativo (x-a) reverte o sinal da desigualdade; assim obtemos (2) e (3) como

anteriormente. E provamos o gréfico de f esta por cima da reta tangente.

Prova de (b). A prova do caso (b) é semelhante.

2.2. Caracterizacado Local da Curva Convexa pela Curvatura

Dizemos que uma curvac : | — IR?é convexa em t, €1, se existe > 0, tal que

a((t, — 9,t, + 0)) esteja inteiramente contido num dos semi-planos determinados pela

reta tangente aa em to. Na figura abaixo, a curva @ € convexa nos pontos tp € t, € ndo

é convexa em t;.

Figura 27: Representacéo de uma Curva Convexa em alguns pontos e ndo Convexa em outros.

Numa curva convexa em tp, temos que, paratodot € ('t0 —5,'{0 +5), a funcéo definida
por

h, (t) = (a(t) - a(t,). N(t,)),

onde N()=c'(t)” é o campo normal de &, ndo muda de sinal.
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De fato,

(v, W) = v|jw]. cos cx >0

\a
+ + - w

+

Figura 28: Representagdo de uma Curva onde o Campo Normal ndo muda de sinal.

Na figura 28 notamos que o angulo entre o vetor normal a curva no ponto & (to)
e o vetor & (t) - & (tp) pode ocorrer so de duas formas:
¢ No caso que o vetor normal aponta para “fora”, este angulo varia entre % <6 <m.

e No outro caso, 0 0 <6 < g com isto, um certo produto escalar ndo deve mudar

de sinal: ou é negativo ou é positivo, respectivamente.
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A curva o é dita estritamente convexa em to, se o é convexa em to e existe o >
0, tal que & (to) € o Unico ponto de a((t, —J,t, + J)) sobre a reta tangente de «
em to.

Na figura abaixo, o € convexa em x=0, y=0 é a reta tangente a a(0), entdo a(0)=0.

x

Figura 29: Representagéo de uma curva que ndo é estritamente convexa

Proposicdo 4. Seja & : | — IR? uma curva regular e de classe C?. Se a curvatura de o

em tp €1 é ndo nula, entdo « é estritamente convexa em tj.

Prova. Pelo Teorema (3), podemos supor que a € PPCA com parametro s e t

corresponde a so.

e Primeiramente vamos supor que K(S,)> 0.
Pela observagéoh, : (s, —9,s,+5) >R,S —>h_(s)= <a(s) —a(s,),N (SO)> nao
muda de sinalou h_é >00u h_é <0e h_(s,) =0, logo s, ou é ponto de minimo
local de h, ou so & ponto de méximo local de h, .
Derivando h,_(s) =h'(s) =(a'(s),N(s,)) +(a(s) —a(s,),N'(s,)) = (@' (s), N(s,))
Calculando em S, : h'(s,) =(a'(s,), N(s,)) = <a'(so), a'(SO)L> =0

Sp € ponto critico de h. Vamos a estudar a natureza deste ponto critico.
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Calcular a segunda derivada em s: h", (s) = (a"'(s), N(s,)).
Logo,
h", (s,) = (" (5,),N(8,)) = K($,)N(8,) = (k(S,)N(S,), N (s,)) =
=k(s,){ N(s,),N(s))
= h"_ (s,) =k(s,)>0.
Em particular h*'_ (s,)> 0.
EntdoS,é ponto de minimo estrito. Isto &, existe 0 > O, tal que h(s)>
h(s,) =0, Vse(s,—9,S,+J)com S#S,.
Assim h(s) =(a(s) —a(s,),N(s,))>0, ¥V s € (S, —5,S, + ) com S #$S,.

Tt
O angulo (a(s)—a(s,),N(s,)) < p V' Ss#S,, logo a(S,) € o unico ponto de

a(t, — J,t, + J) que esta sobre a reta tangente em /(S,).

x\/

 No outro caso vamos supor que K(S,) < 0.

Fazendo o mesmo processo acima, temos que h"'_ (s,) =k(s,)<0
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EntdoS,é ponto de maximo estrito. Isto é, existe 0 < 0, tal que h(s)<
h(s,)=0, Vs e(s,—9,S, +0)com S#S,.

Assim h(s) = (a(s) —a(s,), N(s,))< 0, V s €(S, —J,S, +5)com S #S,.
O angulo (a(s)—a(s,),N(s,))> g, V' s#S,, logo a(S,)é o unico ponto de

a(t, —0,t, + &) que esta sobre a reta tangente em /(S,).

NY

Proposicdo 5. Seja « : | — IR? uma curva regular com func&o de curvatura k. Suponha

que exista > 0, tal que, Vt € (t, —0,t, +J) I, k(t) = 0. Entdox é convexa em to.

Além disso, o trago de « restrito ao intervalo (t, —,1, + J) esta contido no semiplano

determinado pela reta tangente a curva & em ty para o qual, aponta o vetor N(to).

Prova. Suponha, sem perda de generalidade, que « esteja parametrizada pelo
comprimento de arco. Escolha o sistema de coordenadas de IR?ou com uma translacdo

pudesse pensar que & (So) = (0,0) e com uma rotacdo podemos colocar na forma que

o' (S0)=T(so) = (1,0) e N(So) = (0,1).
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Ly
N = (0,1) = a’(So)* = N(So)
N(01) o a (So)
> >
T (1,0) X

T =(1,0) = a'(Sy)
a'(Sp)*t = N(Sp)

(1,00 = (-0,1) = (0,1)

Em relacdo ao sistema de coordenadas acima, a curva & é dada por:
a (s) = (x(s), y(s)), com & (so) = (0,0) e T(so) = (1,0)

A prova reduz-se, nesse caso, a mostrar que existe 51> 0, talquey(s)=0, Vt
€ (S0 — 51, S, T+ 51). Assim a curva esta de um lado da reta tangente (eixo xX) em « (So).
Pela proposicdo 1 do Capitulo 1 tém-se que k(s) = 6°(s)= H f "(S)Honde 0 é o angulo da

curva e Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que:

[ k@®ydt =] & (t)dt

0(s) - 0(s,) = jk(t)dt

Com 6 (so)=0 temos que, @(S) = Ik(t)dt —(Equacdo 1)

Como a é PPCA temos que '(S) = (X'(S), y'(S)) € unitario.
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a’(s)
2=
y(s)=sen(8(s)) (3) #(s)

£(s) T

X'(s) = cos(d(s)) (2)

Substituindo a equacgao 1 em (2) e (3) respectivamente temos:
X' () = cos[j' k(t)dtj ey'(s) = senU k(t)d j
Por hipétese k(t) 2 0, para todo s€ (S, —J,S, +0) =
0(s) = j k(t)dt>0,Vs e(s,,s, +0)

Considerando & pequeno, podemos supor que 0 < 0 < m, entdo seno é

positivo, logo y’ (s) >0, VS €(S,,S, + ). Assim y é crescente no intervalo (S,, S, + J).

Por outro lado no intervalo (S, —J,S,), a integral LS k(t)dt é negativa, entdo
6(s) <0,Vse(s, —I,S,)e seno de um angulo —t < 6 < 0 é negativo, logo y’ (s) <

0. Assim y é decrescente no intervalo (S, — 9, S,).

Logo, y € ndo-crescente no intervalo [80—51,80] e nao-decrescente em

[s,.s, +6,]. como y(S,) = 0, temos y(s) 2 0, Vt €[s, —&,,S, + 5, ], 0 que concluiu a

prova.

v
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2.3. Indice de Rotacdo, Teorema de Jordan e Teorema do Maximo e Minimo Local

para Fungdes Continuas

Na prova do Teorema Principal desta monografia, vamos usar o Teorema do Indice de
Rotacdo, Teorema da Curva de Jordan e o Teorema do Maximo e Minimo Global para

Funcdes Continuas.

Teorema 5 Teorema do indice de Rotac&o: O indice de rotagcdo de uma curva simples
fechada é +1, onde o sinal depende da orienta¢é@o da curva.

Seja «: [al] — IR* uma curva plana fechada PPCA dada por

a(S) = (X(S), Y(S)). Entéo o Vetor Tangente T(s) = a ‘(s) = (X(s), y'(s)) € unitario. O
Vetor Tangente define uma curva t: [a, I] — IRZ, (chamado de indicatriz tangente), esta

€ uma curva diferenciavel cujo traco esta contido em um circulo de raio 1.

Figura 30:Curva Indicatriz Tangente.

Consideremos a funcéo global diferenciavel8: [0,l]] — IR dada por:
0(s) - 0(0) = [ k(t)dt.

Intuitivamente, a [/ "k (t)dt mede a rotagéo total do vetor tangente no intervalo

[0,s] que é 6(s)—6(0), isto é, o angulo total descrito pelo ponto T(s) da indicatriz
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tangente, & medida que percorremos a curva « de 0 a s. Como « € fechada, este

angulo € um mudltiplo inteiro de 2 7 ; ou seja,
[k(s)ds = 6(1) - 6(0) = 2,1 € Z.

Este numero inteiro | € chamado de indice de rotacdo da curva a.

a’(0) B'(0)

6(0)

Figura 31: Representacio do indice de Rotaco.

Indicatrz tangente

A\

-/
% ) ZD\
"/

Figura 32: Representac&o do indice de Rotac&o.
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Y y'(0)
W

Figura 33: Representacg&o do indice de Rotago.

o

Figura 34: Representac&o do indice de Rotag&o.

<

Observe que o indice de rotacdo muda de sinal gquando mudamos a orientacao da curva.

Outro Teorema que faremos uso, sem demonstracao é o teorema de Jordan. A
complexidade da prova do Teorema de Jordan surpreendeu muitos matematicos de sua
época. Na literatura temos muitas provas desse teorema e, no caso da curva ser apenas
continua, as demonstracdes apresentam um certo grau de complexidade. O Teorema de
Jordan talvez seja um dos resultados matematicos em que mais facilmente podemos
acreditar, sem percebermos a dificuldade de sua demonstracédo. Ele também & um belo

exemplo de que desenhar €, de fato, diferente de provar.
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Teorema 6 Teorema da Curva de Jordan: Sejaa : [a, b] — IR? uma curva plana,
continua, simples e fechada. Entdo IR’. «: ([a, b]) tem exatamente duas componentes

convexas, e «: ([a, b]) é a fronteira comum dessas componentes.

cron®*®
Ly Ly
T TS \
\
—> ( \ o
o T \
ﬁ ;7 interior |
/
> \ = >
\ SN /
X NI g \ / X
N P K
Teorema de Jordan
exterior

Figura 35: Teorema de Jordan.

Muitas vezes, ao colocar hipéteses adicionais sobre a curva, a prova é facilitada. Assim
provar o Teorema de Jordan, no caso em que a curva for regular e de classe C? pode

ser encontrado em [Alencar].

Teorema 7 Teorema do Maximo e Minimo Global para Fun¢des Continuas: Se f: [a,

b] — IR é continua, f atinge valor maximo e minimo em pontos de [a, b]. Isto é, 3 t e t,

€ [a, b], tal que f (t,) < f(X) < f(t), Vxe[ab].

t: = maximo global

f)-——— ——— to = minimo global

VA
f@QL———

Figura 36: Teorema de Maximo e Minimo Global.



46

2.4. Caracterizacao Global da Curva Convexa pela Curvatura

Teorema 8 Teorema Principal: Uma curva regular, fechada e simples « : [a,b] —IR?é

convexa se, e somente se, sua curvatura ndo muda de sinal.

Prova: Como « é uma curva simples e fechada (de Jordan) PPCA, pelo Teorema de
Jordan, seu traco delimita uma regido limitada convexa Q — IR 2. Orientando ¢ de modo
que em algum sp €[a,b] o vetor normal no ponto & (Sp) aponta para a regiao Q. Pela
continuidade do vetor normal N de « , temos que, para todo s €[a,b], N(s) aponta para
Q. Observe que em sy, k(sp) 2 0, uma vez que o traco de o esta contido no semi-plano

determinado pela reta tangente a @ em s,.

A 4
(5] .
ot 50)
v
w'(s) -
nisa)
" {1+
a’(s)/n(s,) a”’ e n estdo na mesma direcao

a''=k.n

k(so) =0

(<=) Por hipotese k ndo muda de sinal e como k(So) = 0 , entdo k(s) 2 0 vV s €[a,h].

Fixe s; €[a,b] e consideremos a fungéo hSl :[a, b]—) R, que é dada por:
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h51 (S) = <0[(S) - a(sl)’ N (Sl)>1

notemos que como « é continua, hS é fungdo continua. Vamos a mostrar que hS nao
1 1

muda de sinal em [a,b]. Suponha que por contradi¢cdo que hsl muda de sinal.

Pelo Teorema do Maximo e Minimo Global, h, assume um minimo negativo e
1

um maximo positivo em pontos s, (minimo) e sz (maximo), distintos de s;. Assim

h'sl (Sz) =0e h's1 (Ss) =0.

hls1 (31) = <a'(81)1 N (Sl)>
Como h', (s) =(a'(s),N(s,)) = 11’ (s,) =(a'(s,), N(s,))
hls1 (53) = <a|(82)1 N (Sl)>

0
0
0

—>a'(s),a'(s,),a'(s,) L N(s,). Logo as retas tangentes & curva em o em s s; €

S3 sdo paralelas.

Por hipétese, o € uma curva simples e foi parametrizada no sentido anti-horario.
Logo, pelo Teorema da Rotacdo das Tangentes, seu indice de rotacdo é Ry= +1.
Seja 0. [a,b]—> R uma funcdo angular para indicatriz tangente de ¢ em relacédo

a (0,0), com 6(a) =0. Pela proposicdo 1 (Capitulo 1), a derivada de g é dada por:
6'(s) =k(s) >0, Vvs.

Se 6'(s) >0,Vs, 6 ¢é nio-decrescente. Como Rq= 1, 0 vetor &' deve dar uma volta e o

angulo @ é ndo-decrescente, a imagem de & é o intervalo [O,Zﬂ]. Como temos pelo
menos trés pontos do traco de & com retas tangentes paralelas, em pelo menos dois
desses pontos, o vetor tangente tem a mesma dire¢do, o angulo € possui 0 mesmo
valor. Como € ¢ néo decrescente, ela deve ser constante em algum intervalo da forma
|_Si’sj J’ i je {112’3}- Isto significa que o traco de & contém um segmento de reta ligando

a(s;) a a(s;).
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se a(s,)=0—>h2>0, se a(s,)=0—>h<0, portanto h, (s,)=h, (s;)=0,0 que
contradiz a escolha dos pontos s, e s3. Logo h51 ndo muda de sinal, pela demonstracao.

Como s; é arbitrario em [a,b], & é convexa.

(=) Reciprocamente, vamos provar que com a parametrizagdo escolhida no inicio da

demonstracao, isto €, com o vetor normal apontando para dentro da regiao (k(so) 2 0),

devemos ter k(s) 20, Vv s.

Por absurdo, suponha que para algum s;€[a,b], k(s;) < 0. Consideremos a

aproximacéo de ordem dois de & no ponto s;, entdo temos:

a9 =a(s) + (s-5)a'(5)+ 5>V K(sIN () +RE)

IRG) _

onde lim __
(5-s)"

Na funcéo h, (s) =(a(s) — a(s,),N(s,)). substituimos

OC(S) - 0!(51) = (S - 51)a'(31) +

ol kNG RE)

Entdo temos:

n, 9= {(s-)arts) + E 2 eI + RELNG))-

(s—s){a'(s),N(s)) + & )
ke

K (s, )(N(s,) N (s,)) +(R(s),N(s,)) =
(S)

h, (s)=(s-s,)’ <R(s) N(s,))=(s—5s,)’ +|R(S)||[N(s,)[-cos)

R
n, (8) = (s s){kf J (ﬂ )| \\N(s)ucos(qo)}
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RO _g , k)

s . < 0 é constante negativa,
'(s—5s)

Como HN(Sl)H.COS((p)é limitado, lim

k(s) . R.(9)
2 (s-s)?

entdo para s suficientemente proximo de s; temos que { }< 0, logo

multiplicando por (S —S$,)* que € positivo, temos que h, (s)< 0 para 0 < (S—5,)°< ¢,
isto € o angulo que o vetor N(s:) faz com o vetor a(S) —«(s,) é maior que %, Vv s com

0 < |s—s,|< &, ver figura abaixo.

N(s,)

as)-a(s, )

a(s)-a(s1)

¥ asy)

Figura 37: Representacéo de uma curva convexa.

A curva em pontos préximos de s; esta no semi-plano determinado pela reta
tangente em a(s;) e oposto ao vetor norma N(s;). Pela hipotese de convexidade a regido
achurada na figura indica a regido convexa, como o vetor normal ficou apontando para o
lado da regido convexa, isto contradiz o fato de ter parametrizado a curva inicialmente

com vetor normal apontando sempre para dentro da regido limitada. Por tanto nao existe

s1 com k(s1) < 0, assim k(s) = 0 para todo s com 0 < [s—5|< &.
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