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RESUMO

Esta pesquisa teve como proposta o estudo da Diagonalizacdo de
matrizes simétricas de segunda ordem. Dando énfase aos processos de
descobrir autovalores e autovetores a partir do estudo de um polinGmio

caracteristico de segundo grau.

O objetivo foi desenvolver estratégias que permitissem a um professor
de matematica trabalhar com a Diagonalizacdo de matrizes, sem ficar preso a
algebra linear, proporcionando maior entendimento por parte do dissidente,
uma vez que, normalmente os alunos do ensino médio regular encontram-se
familiarizados com célculos algébricos, e através do estudo de um polindmio de
segundo grau denominado: polinbmio caracteristico possa identificar os
autovalores e autovetores associados ao processo de Diagonalizacdo. Ao final

identificar possiveis aplicacdes.

Palavras-chave: diagonalizacdo de matrizes simétricas.
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INTRODUCAO

Durante o periodo de especializacdo, sentir a necessidade de
aprofundar meus conhecimentos no que tange ao ensino de matrizes, mais
especificamente no estudo de Diagonalizagdo de matrizes simétricas de
segunda ordem. O objetivo foi desenvolver estratégias que permitissem a um
professor de matematica trabalhar com a Diagonalizacdo de matrizes, sem ficar
preso a algebra linear, proporcionando maior entendimento por parte do
dissidente, uma vez que, normalmente os alunos do ensino médio regular
encontram-se familiarizados com calculos algébricos, e através do estudo de
um polinbmio de segundo grau denominado: polinbmio caracteristico seja
capaz de identificar os autovalores e autovetores associados ao processo de
diagonalizag&o e analisar o processo de diagonalizagdo em matrizes simétrica

de segunda ordem.

Teorema:
. a ¢ ~ . . . .
SejaA= (C d)2x2 entdo A é uma matriz diagonalizavel

Matrizes simétricas tém caracteristicas particulares em relacdo aos seus
autovalores e autovetores, estamos interessados em encontrar condigdes
sob as quais uma matriz simétrica é diagonalizavel. Dessa forma
buscamos a partir do conceito de diagonalizac&o verificar que fatores garantem

a diagonalizacdo de matrizes simétricas.

Ao estudarmos diagonalizacdo de matrizes simétricas de segunda
ordem, revisaremos 0 conteudo diagonalizacdo de matrizes, enfatizando
algumas definicdes importantes para que ocorra efetivamente a compreenséao
do processo de transformar uma matriz A de ordem dois diagonalizavel em

uma matriz D diagonal.

Definicdo 1: Matriz diagonal € uma matriz quadrada em que o0s
elementos que ndo pertencem a diagonal principal sdo iguais a zero. Sendo

gue os elementos da diagonal principal podem ser, ou nédo, iguais a zero.



Definicdo 1.1: uma matriz quadrada A = A(aj)nxn € invertivel ou néo

singular, se existe uma matriz B = (bj)nn tal que:

AB=BA= I,

A matriz B diz se inversa de A e escreve-se B = A™

Caso a matriz A ndo possuir inversa dizemos que A é singular ou nao

invertivel.

Definicdol. 2: “uma matriz Anxn, € diagonalizavel, se existem matrizes P

invertivel e D diagonal tais que A = PDP™, ou equivalente, AP=PD.”

Sendo A uma matriz diagonalizavel, as colunas da matriz P, séo
autovetores associados a autovalores, que por sua vez sdo elementos da

matriz Diagonal D.

Definicdo 1.3: Um vetor ndo nulo é dito um autovetor v se existe um

numero real A tal que Av = Av.

Definicdo 1.4: um numero real A é chamado de autovalor se existir um vetor

ndo nulo vem R" de modo que Av = Av.

Portanto um escalar A € um autovalor de A se existe um vetor ndo nulo v
associado a A, e consequentemente o vetor v € um autovetor de A, associado a

A, de modo que Av = Av

Exemplo 1:

Considere

A :(_14 _11> ev= (—12) como Av = (—14 _11) <—12) - (—36)

- 3(_12) = 3v, logo A = 3 é um autovalor de A e v = (1 -2)' é um autovalor

associado a A.

De fato, qualquer multiplo ndo nulo de v também é um autovetor, ja que:

A (ax)= aAx



Sendo a escalar, temos que o produto de nimeros reais € comutativo e

0 produto de escalar por vetor é associativo, entdo temos que:

aAv= alv - A(av)
Para que A seja diagonalizavel ainda € necessario que a matriz P seja

invertivel.

Da relacdo AP=PD, podemos identificar um polinbmio denominado: polinGmio
Caracteristico. O entendimento do polinbmio caracteristico € muito importante no
estudo de diagonalizacdo de matrizes, pois a partir das raizes do polinémio
caracteristico de uma matriz A, identificamos o0s autovalores e o0s autovetores

associados.

Definicdo 1.5: O polinbmio caracteristico de uma matriz A € um

polinbmio de grau n na variavel A obtido pela expansao do determinante
pP(A) = det.(A -Al).

A raiz do polinémio caracteristico A sera autovalor de A se e somente se
a equacao tiver uma solucéo néo trivial, ou seja: det.(A -AI) = 0

Definicdo 1.6: Determinante de uma matriz é uma funcao matricial que
associa a cada matriz quadrada um escalar. Esta funcdo permite saber se a
matriz tem ou ndo inversa, pois as que nao tém sdo precisamente aquelas cujo

determinante é igual a zero.

Ressaltamos que para 0 caso em que a matriz A= [‘Cl Z] temos que
Det.(A)= (ad — bc)

Desenvolvemos entdo um estudo a fim de aprofundar o conhecimento
acerca do polinbmio caracteristico, mais precisamente no que se refere ao

caso em que as matrizes sdo quadradas de ordem dois. O desenvolvimento

desse estudo é retratado no segundo capitulo deste trabalho.
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Cap.1l: O ESTUDO DO POLINOMIO CARACTERISTICO DE
MATRIZES DE SEGUNDA ORDEM

O proposito deste capitulo é descrever o estudo desenvolvido na busca
de facilitar a compreensao a cerca de polinbmio caracteristico de uma matriz

quadrada de segunda ordem, demonstrando sua relagdo com autovalores e

autovetores associados a uma matriz A :(‘Cl Z)sz,

Partindo da definicdo de diagonalizacdo de matrizes, temos que uma
matriz A sera diagonalizavel se existir matrizes P e D que satisfazem a
igualdade: A = PDP™* em que P é uma matriz constituida de duas colunas
formadas pelos autovetores associados a autovalores da matriz A, e D uma
matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal sdo justamente os
autovalores associados a matriz A. Devemos nos ater que a igualdade somente
existira caso a matriz P seja invertivel.

% w
Portando seja P = (v; W;) D :(

A O ~
01 2 ) Supondo que Vi Vo Wi W, SE0
2

autovetores linearmente independentes associados a A; A, respectivamente,

teremos que a matriz P € invertivel.

Multiplicando por P ambos os lados da igualdade A = PDP™ obtivemos
que AP = PDP'P, como PP! =l que é o elemento neutro do produto de

matrizes, concluimos que AP = PD.

Sejam :

_ }\1 0 _ v wyp L .
D-( 0 12) eP= (vz Wz). usando as definicbes de P e D temos que:

AP = (a b) (vl wl): (avl +bv, aw;+ bw2>

c d/\v2 W cvy +dvy, cwy + dw,
(V1 wi\ (A 0 _ M W17\2>
PD - (UZ WZ) ( O 12> - ()\1172 szz

Como AP=PD temos que: av; + bv, = Aivie awy + bw, = AV, , portanto
AV = \V



11

Temos entdo um sistema de duas equac¢des com duas incognitas.De
acordo com a definicdo 1.5 , as raizes do polinbmio caracteristico A sera

autovalor de A se e somente se a equacao ter uma solucao nao trivial.
. . _ (a b (X
Desse modo seja a matriz A = c a2 v=\y autovetores

linearmente independente e A autovalor de A temos:
a b\ (X\_. (X
1) (c d) (y)‘ )‘(y)
(ax + by) _ ( Ax)
cx+dy)  \ Ay
{ax + by = Ax
cx+dy= Ay
Para que a solucdo do sistema acima tenha solucdo néo trivial temos

que:

{ax— Ax+by =0
cx—Ay+dy=0

Colocando x e y em evidencia temos:

{(a—/l)x+by=0
cx+(d—ADy=0

Temos, portanto dois casos a considerar:
1°casoA#a

. . —C
Multiplicando (m) (a—MDx+by=0
Somandocomcx+(d— A)y=0

. —cb —
Temos: <(a_ ) +(d- A))y =0

Igualando ao mesmo denominador:

—cb+(a-A)(d- Q) _

( (a-2) )y—O
—cb+ad—al+dA+ A2 _

( (a—2) ) =0
A2—(a+d)A+(ad—cb) _

( (a-2) ) y=0

Neste caso o sistema (1) tem solugéo ndo nula se e somente se A é raiz

do polindmio A> = (a + d)A + (ad —cb).

2° caso A= a
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Se A= a teremos que o polinbmio possuira raizes se e somente se ¢ ou
b igual a zero.

Se b # 0 implica que y igual a zero e implica que c igual a zero

Seb=0ec=0implica que 2 # 0 ou seja A = a ou A= d que é raiz do
polindmio A> — (a + d)A + (ad —cb) = 0 que é valido portanto para todo
A,podendo ser entdo chamado de polinbmio caracteristico, onde: (a+d) € o
traco da Matriz A, e (ad - bc) € o determinante da matriz A.

Portanto mostramos que o sistema (1) tera solu¢cdo ndo nula se e
somente se A é uma raiz real do polindmio A> — (a + d)A + (ad —cb), ou seja A é
autovalor se e somente se for raiz do polinomio.

Podemos entdo escrever o polinOmio com a seguinte notagao:
P(A) = A - Tr(A)A + det.(A), o discriminante dessa equacdo dependerd dos
elementos da matriz A. Sendo, portanto A = Tr?(A) — 4det.(A).

Ou seja:
A= (a? + 2ad + d? — 4ad + 4bc) » (a —d)? + 4bc

As raizes do polinbmio caracteristico serdo obtidas:

_ a+d+Va?+ 2ad+d2-4ad+4bc
2

A

a+dt./(a—d)?+4bc
2

Temos entdo trés casos a se considerar:

1° caso: A > 0 existira duas raizes reais.

2° caso A = 0 existira apenas uma raiz real.

3% casos A <0 no existira raiz real.

Exemplo 1:

A>0
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Dada A= (_14 _11)

Temos:

a+d++/(a-d)%2+4bc
2

A==

_ 1414/(-1)2+H4(CD (D)

A

2
zi;/E = % temos portanto duas raizes: A;=3 A2 =-1

Exemplo 2:
A=0
1 0

Dado (_2 1)
A= a+d++/(a-d)?+4bc

2

_ 1+14,/(1-1)2+4(0)(=2)
A= 2

2440

— temos portanto uma unica raiz: A;= 2 A, = 2, apresentando apenas um

auto valor.

Exemplo 3 :

A <0
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a+d+./(a—d)%2+4bc
2

2+2+/(2-2)2+4(=3)(3)
2

41+vV-36

Como o discriminante menor que zero nao ha autovalores reais.

Sendo, portanto A*> — (a + d)A + (ad —cb) um polinémio caracteristicos,

busquemos agora identificar os autovetores associados aos autovalores.

(a—=ADx+by=0

cx+(d— Dy=0 Seja (@ - Ax + by =0, a

Analisando o sistema {

(a— Dx
b )

primeira equagcdao do sistema, isolando y teremos: y= - com

b+ 0
Utilizando o 1° caso como exemplo temos que:
1 -1

-4 1
associados aos seus autovalores.

Dada a matriz A= ( ), vamos tentar encontrar os autovetores

Seja (a — A)x + by = 0, a primeira equacdo do sistema, isolando y

teremos:

_ (a—x _ (1-3)x

V= =YY= = y=2x ()
y=-2x chamando y e x de a temos que:
y =-2a X = a logo S={ a, —2a}

(1+1)x _

Y= =y=2x () =y = 2x
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Chamando y e x de a temos que y = 2ax = «a, logo S={ «, 2a}, dessa

forma podemos construir a matriz P, uma vez que 0s autovetores encontrados

devem formar as colunas da matriz P. desse modo P = (_12 %)

Fazendo AP = PD encontramos facilmente a matriz diagonal semelhante

a matriz A. Dessa forma D = (g 01).

Apés termos revisado o0 processo de diagonalizacdo em matrizes
quadradas de segunda ordem , bem como verificado o polinbmio caracteristico
da mesma, trataremos a partir do terceiro capitulo da avaliagdo de matrizes

simétricas e consequentemente do estudo do teorema:
Teorema:

. a

SejaA= (C

c ~ . . .y
d)2x2 entdo A é uma diagonalizavel.
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Cap. 2. DIAGOANALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS

O Objetivo desse capitulo é estudar o processo de Diagonalizacdo em matrizes
simétricas, se A = A, guadradas de segunda ordem. Verificando condi¢cdes que

garantem a diagonalizacdo a fim de elucidar o teorema:
. a ¢ ~ , . . . .,
SejaA= (C d)m entdo A é uma matriz simétrica e diagonalizavel

A matriz simétrica tem caracteristicas particulares em relacdo aos seus
autovalores e autovetores, queremos aqui demonstrar, que os autovalores de uma

matriz simétrica sempre serdo niumeros reais.
Lema: Matrizes simétricas possuem autovalores reais e distintos

Se A é simétricaentdo A > 0

Demonstracao:
Suponha A = ((Cl ;)M uma matriz simétrica.

Seja A — (a + d)A + (ad-cb) = 0 polindmio caracteristico de A.

Temos que o discriminante desse polinbmio sera:

A=a?+ 2ad + d? — 4ad + 4bc

Em matrizes simétrica de segunda ordem temos que b = c¢ logo:
A=a?+ 2ad +d%—4ad +4c®> » A= (a—d)?*+ 4c?

Ora a soma de dois quadrados, de forma alguma sera negativa.
Logo: A= 0

Temos entdo dois casos a considerar:

1° caso:

A=0ea=dec=0- A=Il,portanto A é diagonal .

2° caso:

Se ¢c# 0 - A > 0Quando o discriminante de uma equacao quadréatica € maior

gue zero, sabemos que tal equacao apresenta duas raizes distintas, o que no caso do

polinémio caracteristico nos garantem dois autovalores distintos.
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Um produto escalar de vetores ortogonais e ortonormais no plano é tal

que:

Seja u= (up,uUz) e v=(vi,v2) e P o produto escalar definido como u.v =
uiVvi+u,vo. Quando escrevemos 0s vetores como matrizes colunas vale que

uv=u'v.

Dois vetores u e v de V sdo ortogonais se e somente se u-v=0.
ulLv <uwv = 0. Isto geometricamente significa que sdo perpendiculares.
Dessa forma verificaremos outras maneiras de garantir a diagonalizacao
de matrizes simétricas de segunda ordem, para tanto estudaremos o 2° e 3°
teorema que retrata a diagonalizacdo de matrizes ortogonalmente

diagonalizavel:

Teorema 2:
Se A é ortogonalmente diagonalizavel entdo A é simétrica.
Demonstracao:

Se A ¢é ortogonalmente diagonalizavel, entdo existe uma matriz
ortogonal Q e uma matriz diagonal D tais que Q"AQ = D.

Como Q' = Q' , temos que Q'Q=1=QQ"

Assim :

QDQ'=QQ'AQQ=IAI=A

Entéo:

A'=(QDQ") = (Q")'D'Q'=QDQ"=A

Uma vez que toda matriz diagonal é simétrica concluimos que A é
simétrica.

Concluimos entdo que toda matriz simétrica € ortogonalmente

diagonalizavel.
Teorema 3:

Se A é uma matriz simétrica, entdo dois autovetores quaisquer,

correspondentes aos autovalores distintos de A, sdo ortogonais.

Demonstracao:
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Sejam v; e v, autovetores correspondentes aos autovalores distintos
A% A, de modo que: Avi= Av; e Av, =NV, usando A=A e o fato de que xy=x'y
para dois vetores x e y quaisquer R?, temos:

A1 (V1Vo) = (AV1)-Vo = Avpv, = (AVl)TVz

= (VIAV=(V AV, =V (Av,)

=VT1()\2V2)=)\2(VTV2)=)\2(V1V2)

Logo, (ALl —=A2)(v1-v2)=0

Mas A;—A, #0, por isso v;-v, = 0 como queriamos demonstrar

Dessa identificamos as condicbes que garantem que matrizes
simétricas sdo matrizes ortogonalmente diagonalizaveis.
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Cap. 3 IDENTIFICACAO E SIMPLIIFICACAO DA EQUACAO GERAL DAS
CONICAS

O objetivo deste capitulo é o de identificar possiveis aplica¢cbes, em que
o estudo de diagonalizacdo de matrizes simétricas de segunda ordem, possa
contribuir como uma ferramenta matematica capaz de facilitar determinados

calculos.

Uma possivel aplicacdo da diagonalizacdo de matrizes simétricas esta

relacionada a identificacéo e simplificacdo da equacéo de uma conica.

Chama-se c6nica ao lugar geométrico dos pontos IR? cujas coordenadas
(%, y) em relagéo a base canonica, satisfazem a equacao de segundo grau.

ax?+by?+ 2xy + dx + ey + f =0

Na qual a, b, ¢ ndo séo todos nulos. A representacéo conica pode ser obtida da
interseccdo de um cone circular com um plano. As cdnicas mais importantes
sdo: elipse, hipérbole e parabola, essas conicas sdo chamadas de conicas ndo

degeneradas.

/*
" /—
> =
-
5
-
™
[

Em nosso estudo vamos considerar apenas equacfes homogéneas de

grau dois, ou seja, d=f=e=0.



20

A equacdo de uma conica na posi¢cao padrédo ndo possui 0 termo em Xy
(chamado de termo cruzado). A presencga do termo cruzado na equacao indica

gue a conica saiu da posicao padrao devido a uma rotacao.

O problema de identificar tais conicas se reduz a encontrar um sistema de
coordenadas mais apropriado, em que a equacédo do segundo grau tem a forma
mais simples possivel e permite a identificacdo imediata da curva através da

comparacdo com equacdes modelos.

Para identificar a conica ndo degenerada cujo grafico ndo esta na
posicdo padrdo e cuja equacao apresenta o termo cruzado, realiza-se uma
rotacdo ou mudanca de sistema de coordenadas, através de mudanca de base,

da candnica para uma base de autovetores ortonormais.

Dessa forma fazendo uso da diagonalizacdo de matrizes simétricas
como ferramenta auxiliar podemos escrever a equacdo da conica

ax? + by? + 2cxy =o na forma matricial.

[x 1[0 ¢ [fé]:o (1) onde ve = (xy), A= [* Z eC =1{(1,0),(0,1)}

A matriz quadrada de segunda ordem A= [Ccl Z] € uma matriz simetrica,

sabemos que matrizes simétricas possuem dois autovalores distintos, portanto
a matriz A é diagonalizavel. Os autovalores da matriz A associados aos
autovetores de A, formam uma matriz P que diagonaliza a matriz A

ortogonalmente e a matriz diagonal D correspondente.

Mudanca da base da candnica C para a base dos autovetores unitarios P.

Como Ve = MEvp = C 1. P.v, = P.vp . Substituindo na
equacao (1) vc por P.vp

Se vp= (X',y’), podemos escrever:m P B,J olxy]=[XvVy]
Substituindo [;] e[x'y'] naequagédo (1), vem:

< yPT[E el
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Como P'.A. P = D, a equac&o assume a forma
. . [A O07[x . ~ a - . .
[X vy] [0 1 ] [y,]:o Que é a equacéo do conica em relacao do sistema x’y’.
2

A identificagdo de uma cobnica s6 depende dos sinais dos autovalores,
ou seja, se tem mesmo sinal € elipse sinais trocados hipérbole e um autovalor

zero € parabola
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CONSIDERACOES FINAIS

Os estudos desenvolvidos para a elaboracdo deste trabalho nos
proporcionaram ganhos consideraveis de conhecimentos relacionados a como
diagonalizar uma matriz de segunda ordem, analisando possiveis dificuldades
e buscando caminhos para soluciona-las. Mostraram-nos a importancia
desenvolver estratégias que permitissem a um professor de matematica
trabalhar com a Diagonalizacdo de matrizes, sem ficar preso a algebra linear,
proporcionando maior entendimento por parte do dissidente, uma vez que,
normalmente os alunos do ensino médio regular encontram-se familiarizados

com célculos algébricos.

No que diz respeito as aplicagdes dos conceitos, pudemos perceber a a
a aplicacao na identificagcdo de uma conica, bem como a simplificagéo da

equacao feral das conicas.

Consideramos que se pudermos assim fazer com que o discente
construa melhor os conceitos, entdo vale a pena disponibilizar-se de um tempo

a mais para prepararmos situacdes em que a aprendizagem se efetiva.
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