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Resumo

Este trabalho apresenta um método para calcular um valor aproximado do numero 7

usando séries de poténcias. Seu principal propésito é tracar uma ponte entre a

Teoria das Séries de Poténcias do Célculo Diferencial e Integral e a estimativa do

valor aproximado deste conhecido nimero.
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INTRODUCAO

O numero 7 tem tido um papel destacado no desenvolvimento das

Matematicas desde o inicio desta ciéncia em que este aparece no calculo de &reas
até nos episodios mais recentes em que o referido niumero aparece frequientemente.

Nesta monografia apresentamos um método para calcular um valor
aproximado do numero TT usando séries de poténcias. O principal propésito deste

trabalho é tracar uma ponte entre a Teoria das Séries de Poténcias do Calculo
Diferencial e Integral e a estimativa do valor aproximado deste conhecido numero.

Esta monografia é a ultima etapa da nossa Especializacdo em Calculo no
Departamento de Matematica do Instituto de Ciéncias Exatas da Universidade
Federal de Minas Gerais.

Nos capitulos 1 e 2 desenvolvemos de maneira rigorosa a teoria de séries de
poténcias convergentes. Enunciamos e algumas vezes incluimos as demonstracées
dos principais teoremas do Célculo de séries como o Teste da Comparacao, Teste
da Convergéncia Absoluta, Teste da Série Alternada e Teste da Razéo.

No capitulo 3 provamos os teoremas da derivacdo e da integracdo termo a
termo das séries de poténcias.

No capitulo 4 obtemos a representacdo da funcdo arctg x como série de

poténcias e a usamos para obter uma aproximacédo de & com 4 casas decimais.
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CAPITULO 1: UM POUCO DA HISTORIA DO NUMERO TT

Neste capitulo mostraremos as mais importantes descobertas histéricas associadas
ao calculo do nuamero 7T, partindo de um dos problemas classicos da geometria: a

quadratura do circulo. Este problema consiste em construir um quadrado cuja area

seja igual a area de um circulo dado.

Diretamente ligado a este problema, esta o niumero T, razdo entre a circunferéncia

de um circulo e seu diametro.

No Oriente antigo este numero era tomado como 3 . Os primeiros vestigios de uma
estimativa de 71T, provavelmente utilizada no problema da quadratura do circulo

egipcia é dada no papiro Rhind e tomava-se © = (4/3)* = 3,1604...

A primeira tentativa cientifica de calcular 7T pode ter sido de Arquimedes, em 240 ac.

Sabendo que o comprimento da circunferéncia esta entre o perimetro de um

poligono regular inscrito e o perimetro de um poligono regular circunscrito, ele
limitou o valor de 7T chegando a concluséo de que ele estava entre 223/71 e 22/7.

Este método ficou conhecido como “método classico de Arquimedes” ou “método

dos poligonos”.

Depois de Arquimedes, em 150 dc, a primeira aproximacgédo notavel de 7T foi dada
por Ptolomeu na maior obra de astronomia até entdo ja produzida na Grécia antiga:

Syntaxis mathematica. Nesta obra o valor de 7T era 377/120.

Na China, no ano 480, o mecanico Tsu Ch'ung-chih obteve, para aplicacdo no
problema da quadratura do circulo, a aproximacao 355/113, correta até a 62 casa

decimal.
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Em 1429, Al-Kashi, assistente do astronomo real de Samarcanda calculou, pelo

meétodo classico (dos poligonos) o valor de TT até a 162 casa decimal.

Quase duas décadas depois, em 1610, o holandés Ludolph calculou 1T até a 352

casa decimal pelo método classico usando um poligono de 2° lados, registros dizem
gue para isso ele gastou grande parte da sua vida.

No ano de 1671, ocorreu 0 seria a maior descoberta para o célculo de um valor

aproximado para o numero 7T. O matematico escocés James Gregory obteve a série

3 5 7
infinita arctg x= x—§+%—x7+ .. (-1<x<1) que ficou conhecida como “série de
Gregory. Para ele, passou desapercebido que para x=1 obtinha-se

1 ‘o . . .
—=1-=-+=—=+... € que esta série convergia lentamente. Quem observou isso foi

Leibniz, trés anos depois.

Em 1699 Abraham Sharp encontrou 71 casas decimais para T usando a série de

Gregory para x= \E e em 1706 John Machin obteve 100 casas decimais utilizando

esta mesma série com a relacao 7 _ 4arc tg 1 —arctg L .
4 5 239

Johann Heinrich Lambert provou em 1767 que TT € irracional e o desafio, a partir dai,
passou a ser encontrar o0 maior numero possivel de casas decimais para o nimero

7. Assim, em 1844 Zacharias Dase obteve 200 casas decimais utilizando a série de
~ T 1 1 1 )
Gregory com a relagao Z:arc tg[zj+arc tg[gj+arc tg[gj e em 1981 dois

matematicos japoneses calcularam, em um computador, 2.000.038 casas decimais,
gastando 137,3 horas usando a relacéo

Z:32arctg 1 —4arctg 1 —16arctg L .
4 10 239 515
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CAPITULO 2: SEQUENCIAS

Neste capitulo desenvolvemos os conceitos de sequéncias e de limite de uma
sequéncia e enunciamos, na maioria das vezes, sem provar, alguns teoremas
basicos sobre esta matéria que dardo base a este trabalho. As demonstracdes

encontram-se nas nossas referéncias ([Stewart] e [Lima] , [4] e [6]).

2.1 DEFINICOES SOBRE SEQUENCIAS

Definicado 1

Uma sequéncia de nameros reais € uma funcdo a:N — R, que associa a cada

namero natural n um numero real a,, chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

Escreve-se (a,,a,,a,,..a,...) ou (an)neN, {a,} ou simplesmente (a,) para indicar a

sequéncia cujo n—ésimo termo é a, .

Definicao 2

Um nimero C é denominado limitante inferior de uma sequéncia {a,} se C<a,
para todo inteiro positivo n, e € denominado limitante superior de uma sequéncia

{a,} se C>a, para todo inteiro positivo n.

Definigdo 3
Dizemos que uma sequéncia {an} é crescente se a, <a,, paratodo n, e dizemos

gue uma sequéncia {an} é decrescente se a, >a,,, paratodo n.

Se uma sequéncia € decrescente ou se ela é crescente, ela é denominada

mondtona.



13

Definigéo 4

Uma sequéncia {an} tem limite L, escrevendo-se, entdo, Lima, =L se para todo

nN—o0

¢ >0, existe um nimero n, positivo tal que se n>n,, entdo |a, —L|<¢.

Exemplo 1: Lim 1 =0 De fato: Dado ¢ >0 definimos

n—oo n

Lo

1
<—<¢& se n>n,.
n

penin-C)
N =min<kneN:n>-:=
nO

&

Definigdo 5

Dizemos que uma sequéncia {an} é convergente se existe um nimero real A tal

que Lima, = 4. Neste caso, dizemos que a sequéncia converge para A.

n—oo

2.2 PROPRIEDADES DOS LIMITES

Proposicdo 1 (Propriedades dos limites)

Se {a,} e {b,} sdo sequéncias convergentes e os seus limites sd0 A e B

respectivamente, temos que:

(@) Lima, +b, =A+B

n—oo

(b) Lima,.b, =A.B

nN—oo

(c) Lim %:% se B#0 (nestecaso, B#0=13n,:Vn>n,,b, #0)

(d) a,<b = A<B

Provaremos aqui o item (a), a demonstragcdo dos demais itens se encontra em
[LEITHOLD].



Provando (a): Seja dado ¢>0.

Temos: *Lima, = A :>ElnleN:n>nl:>|an—A|<§ (1)

*Limb, =B :>ElnzeN:n>n2:>|bn—B|<% 2)

Seja n, =max {n,,n,}. Se n>n, entdo n>n, e n>n,

Portanto, efetuando a soma (1) + (2) obtemos
la, +b, —(A+B)|<|a, —A+[p, -B|<e=la, +b, - (A+B)| <& se n>n, (3).

Assim, tomando n, = max{n,,n,} temos:

Ve>03an,eN:n>n, = |an +b, —(A+ B)| < ¢ e pela definicdo 4 podemos escrever
Lima, +b, = A+B.

n—oo

2.3 TEOREMAS SOBRE SEQUENCIAS

Teoremal
Se {an} € uma sequéncia crescente e C um limitante superior dessa sequéncia,
entéo {an} é convergente e Lim a, <C.
N—+o0
Teorema 2

Se {an} € uma sequéncia decrescente e C um limitante inferior dessa sequéncia,

entao {an} é convergente e Lima, >C.

N—-+

14
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Exemplo 2: Limr"=0 se|r|<1

N—o0

Solucdo. Usaremos a desigualdade de Bernouilli: (1+X)">1+nx, se xeR, x>-le

ne N . A prova desta desigualdade é por inducéo e segundo ([Lima] , [5]) Ex. 1 pag.

14, 6bvio para n=1.

Para todo ndmero real x>-1 e todo ne M, tem-se (1+x)'>1+nx. Supondo a
desigualdade valida para n, multiplicamos ambos os membros pelo nimero 1+x>0

e obtemos (1+x)"™ = L+ x)1+x)" > (L+nx)1+X) =1+ nX+ X+ nx’
(@+x)"™ =1+ (n+1)x+nx?
(@+x)" >1+(n+1)x

Agora, provaremos que Limr" =0, no caso em que 0<r<1. Neste caso temos

nN—o0o
O<r™<r", {r“} é assim uma sequéncia decrescente limitada inferiormente por 0 e

portanto esta sequéncia converge pelo Teorema 2. Por outro lado,

O<r<l=r= % x>0. Entao, pela desigualdade de Bernouilli,
+ X
O<r"= ! < ! :

(@+x)" 1+nx

Entdo, utilizando a Proposicéo 1 (d), temos que Limr" =0 .

No caso geral, usando o0 caso acima provado, temos que

r|<1= Lim|r"

n—oo

= Lim|r|" =0. Donde, no caso geral, Limr" =0.
nN—o0

n—oo
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CAPITULO 3: SERIES

Nesta secao definiremos séries numeéricas e critérios de convergéncia para estas
séries. Nao demonstraremos 0s teoremas mais elementares cuja prova esta feita ou
sugerida em varios livros de Célculo, tais como [Stewart]. Provaremos, porém, que

toda série absolutamente convergente € convergente.

3.1 DEFINICAO DE SERIES E DEFINICAO DE SERIES CONVERGENTES

Definicdo 5

(a) Se tentarmos somar os termos de uma sequéncia infinita {an }L, obteremos uma

expressdo da forma a, +a,+a,+..+a,+.. que € denominada série infinita, ou

+00
apenas série, e é denotada pelo simbolo »'a, ou >'a,.
n=1

00

(b) Chamamos de soma parcial até o n-ésimo termo de uma série infinita Zan a

n=1

N
soma dos n primeiros termos desta série. S, => a, =a, +a, +a; +...+ay.
=1

M-

(c) Uma série infinita a, +a, +a; +...+a, +... com sequéncia de somas parciais S,

convergente se LimS, =S para algum nimero real S. Se tal limite ndo existe, ou é

n—o

igual a + o, a série é divergente.

(d) Se a, +a, +a; +...+a, +... € uma série infinita convergente e LimS, =S, entdo

nN—oo

S é chamada de soma da série, e escrevemos S=4a,+a,+a,+..+a,+... Se a

série diverge, ndo tem soma.



17

Exemplo 3: (série geométrica)

Der' = s Il<1,ceR.
par 1-r
.. cl-r") & _cl-r")y ¢
Solugdo: Sabe-se que S, =1 e assim, Zcr = hlm Sy = Iﬁlm 1 =
—r — —0 —00 —r —r

Aqui usamos que, pelo Exemplo 2, IhTim r" =0 selr|<1.

Teorema 3 (Propriedades basicas das séries)

Seja ¢ uma constante ndo nula.

+00 +o
a) Se a série Zan é convergente e sua soma é S, entdo a serie Zc.an também é
n=1 n=1

convergente e sua soma é c.S.

+00 +o
b) Se a série Zan é divergente, entdo a série Zc.an também é divergente.
n=1 n=1

Teorema 4

~+00 +00
Se Y a, e > b, sdo séries infinitas convergentes cujas somas sdo S e R
=1 =1

respectivamente, entao:

+00 +00
a) > a, + > b, éuma série convergente e suasomaé S+R.

n=1 n=1

400 +00
b) > a, - b, éuma série convergente e suasoma é S—R.
-1

n=1
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Provando (a): Suponhamos que > a, =S e >b =R, ou seja,
=1 =1

Lima, +a,+..+a,=S e Limb, +b, +...+b, =R.
n—a N—o
Sh R,

Efetuando a soma S, + R, obtemos
S,+R, =a, +a,+..+a,+b +b,+..+b, =(a, +b)+(a, +b,)+...+(a, +b,) =T,

E dessa forma, pela Proposicdo 1 (a), LimT,=S+R o0 que equivale a

iam +§bn =S+R.
n=1 n=1

3.2 TEOREMAS SOBRE SERIES CONVERGENTES

Teorema5

Uma série infinita de termos positivos € convergente se e somente se sua

sequéncia de somas parciais tiver um limitante superior.

Teorema 6 (Teste da comparagéo)

400 +00
Sejam > a, e > b, séries de termos positivos, entéo:

n=1 n=1

+00 +0
a) Se an converge e a, <b, para todo inteiro positivo n, entéo Zan converge.

n=1 n=1

b) Se an diverge e a, >b, para todo inteiro positivo n, entdo Zan diverge.

n=1 n=1
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Teorema 7

Sejam a;,a,,3,,..a,... numeros alternadamente positivos e negativos, como

1,-2,3-4,5—-6....

(a) Se |a,.,| <[a,| para todo n inteiro e positivo, e Lim a, =0 entdo a série alternada

N—>+o0

+00
> a, é convergente.

n=1
(b) O erro ao se aproximar a soma infinita desta série pela soma parcial é
0 N

PICEDIL:

i=1 i=1

<lay.q -

3.3 CONVERGENCIA ABSOLUTA

Definigéo 6
Uma série infinita ) a, é absolutamente convergente se a série
D |a,| =lay|+[a,| + ... +|a,| + ... , obtida tomando-se o valor absoluto de cada termo, é
convergente.

Note que se Zan € uma série de termos positivos, entdo a convergéncia absoluta

coincide com a convergéncia, pois [a,|=a,.
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Teorema 8

+00

Se a série infinita Zan € absolutamente convergente, ela € convergente e
n=1

+00
<>ayl-
n=1

Prova: Tomemos trés séries infinitas Za Z|a | e Z(an +]a,|) com sequéncias

de somas parciais {s,}, {t,} e{r,} respectivamente. Para todo n natural temos

a,+)a,[=0 oy &, +a,|=2a,], gerando a desigualdade
0<a,+|a,[<2a,| (4).

Observe que isto implica que {rn} é crescente dado que 0<a, +|an| .

+00
Como Z|an| é convergente, ela tem uma soma que denotaremos por T A
n=1

sequéncia {tn} € crescente com termos positivos e assim, t, <T para todo n

natural.
De (4) temos que0<r, <2t <2T . Assim, temos que a sequéncia crescente {rn} tem

+00
2T como limitante superior e pelo teorema 5 obtemos que a série Z(an +|an|) e
n=1

convergente e denotaremos sua soma de R.

Como em (4), {rn} € uma sequéncia crescente e pelo teorema 1 podemos concluir

que R<2T

+00

+00
Cada uma das séries Z|an| e Z(an+|an|) € convergente e pelo teorema 4
n=1 n=1

+00 +00
concluimos que Z[(an +|an|)_|an|]: 2., é convergente.
n=1 n=1
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Seja S a soma da série Zan, entdo pelo teorema 4, S=R-T e como R<2T

n=1

temos S<2T -T =T.

+00 +00
Como Zan € convergente e tem soma S, segue do teorema 3 que Z(— an) é

n=1 n=1

convergente com soma —S. Como §|— a,|= §|an| =T podemos substituir iam por
n=1 n=1 n=1
+00

> '(-a,) em (*) encontrando —S<T. Como S<T e —-S<T, temos [S|<T. Dessa
n=1

+00
< Z|an| e concluimos a demonstragdo do teorema.
n=1

+00
2.3,

n=1

forma, podemos escrever

3.4 TESTE DA RAZAO

Teorema 9

+00
Seja > a, uma série infinita de termos n&o nulos. Entéo:

n=1

a) Se Lim L]

n—>+o | q

=L <1, a série € absolutamente convergente.

n

a'n+1

an

b) Se Lim [Znt

nN—+co

=L>1ou Lim

N—+o

=*to0, a Serie € divergente.

n

c) Se Lim it
a

N—+0

=1, nada podemos concluir sobre sua convergéncia ou divergéncia.

n
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CAPITULO 4: SERIES DE POTENCIAS

Nesta secdo consideramos séries de poténcias da variavel x e definimos o raio de
convergéncia destas séries. Estudamos em detalhes a derivacéo e a integracao
termo a termo de uma série de poténcias e provamos que o raio de convergéncia da

série derivada e da integral € o mesmo da série original.

4.1 DEFINICAO DE SERIES DE POTENCIAS

Definicdo 7
Denomina-se série de poténcias em (x-b) toda série da forma

Zw:an(x—b)” =a, +a,(x-b)+a,(x—b)* +a,(x-b)* +...+a,(x—b)" +... onde x é uma
n=0

variavel e os a, s sdo constantes chamadas coeficientes da série.

+00
Se existe um numero positivo R tal que a série de poténcias Zan (x—b)" converge
n=0

se [x—b/<R e diverge se [x—b|>R entdo R é denominado raio de convergéncia
da série de poténcias.

O intervalo de convergéncia de uma série de poténcias é aquele que consiste em

todos os valores de x para 0s quais a série converge.
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4.2 TEOREMAS SOBRE SERIES DE POTENCIAS

Teorema 10 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange)

Seja f:[a,b]—> R n vezes derivavel no intervalo aberto (a,b) com f " continua

em [a,b]. Entéo existe ¢ (a,b) tal que

f(0) = F(a) + F@b-2) .+ D gy, LG gy,

(n=1)! n
Pondo b=a+h, isto quer dizer que dizer que existe #, com 0< 8 <1, tal que

(@) 0, (V@)

flash =@+ F@h+..+= =" n!

Prova: Seja p:[a,b] >R definida por
(n-1)

M.(b —x)"* _K (b—x)", onde a constante
(n=1! n!

)

K ¢é escolhida de modo que ¢(a)=0. Entdo ¢ é continua em (a,b), com

o(x) = F(b)— F(X)— F ()O=X)—... -

L(n)(x)_(b_x)nfl_

¢(a) = p(b) =0. Vé-se facilimente que ¢'(x) = (n_1!

Pelo Teorema de Rolle, existe s¢e<(a,b) tal que ¢ (¢)=0. Isto significa que

K=1f®(s). O teorema 10 se obtém fazendo x=a na definicdo de ¢ e lembrando

que ¢(a)=0.
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Teorema 11

+00
Se Zanx” € uma série de poténcias com raio de convergéncia R >0, entdo a série
n=0

+00
Znaan também tem R como raio de convergéncia.
n=1

Prova: Seja x um ndmero do intervalo (- R,R), assim X <R.

Tomemos um nimero x, tal que |x|<[x|<R. Sendo |x|<R, a série ianxl” é
n=0

convergente e Lima x'=0; e pela definicdo de limite, para todo &>0 existe n,
nN—+w

natural tal que n>n, =|a, X/'|< ¢ .
Se tomarmos ¢ =1, existe um nimero n, € N tal que n>n, =|a x| <1.
Seja M o maior dos nimeros |a,x, |[a,x’||a;x{], ...[a,x]|1. Entéo |a,x}| <M (5) para
todo nnatural.
n n-1
_ X"t ‘anxl X
Fazendo ‘nanxn 1‘: na,.—.X/ | = — (6).
X| x| %
M n-1
- X
Substituindo (5) em (6) obtemos |na, x| <n.=~.| >
X%
M oo X n-1
Aplicando o teste da razdo (Teorema 9) a série —Zn— (7) temos:
e=ais
lu ‘(n ) U n+1 |x
. i 1 +
Lim[—L = Lim —— ———|=|—|.Lim——==|—<1
N—-+o0 un n—>+oo‘ Xl n|X| Xl n—>+0 N Xl

Assim, a série (7) é absolutamente convergente e através do teste da comparacao,

+00
concluimos que a série Znanx”‘l (8) também é absolutamente convergente.
n=1

Se xe (— R, R) e R’ é o raio de convergéncia da série (8), entdo R’ > R.
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Dessa forma, resta mostrar que ndo podemos ter R'>R.

Suponha R’ >R e tomemos um niimero x, tal que R <|x,|<R’.

Sendo |x,| > R temos que a série > a, x," é divergente (9).

n=0

+00

Como |x,| < R, temos que a série D na, x,"" é absolutamente convergente.

n=1

na,x,"| é convergente (10).

+oo +00
= Z‘nan xz”‘ e
n=1 n=1

Mas, |x2|.§‘n a x,""
n=1

e assim temos que

<n :‘nanxg‘

8, X;

8, X;

Como n é natural,

+00

<> n
1

+00

2.

que in

n=1

hip6tese de que R’ >R é falsa, restando R'=R.

e aplicando o teste da comparacao (Teorema 6) concluimos

a'n X2n

an X2n

a, xz”‘ diverge de acordo com (9) contradizendo a afirmacédo (10). Logo, a

Teorema 12

+00
Se o raio de convergéncia da série de poténcias Zanx” € R>0, entdo R também é
n=0

+00

o0 raio de convergéncia da série Zn(n -Da, x"?.
n=2

+00
Prova: Na demonstracao do teorema 11, provamos que a série de poténcias Zanx“
n=0

n=1

+00
tem raio de convergéncia R é a série de poténcias Znanx"‘l, também é

convergente e tem raio de convergéncia R'=R.
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+00
Entdo, para mostrar que a série Zn(n—l)an x"? é convergente com raio de
n=2

+00
convergéncia R, basta aplicar o teorema 11 a série Znanx”‘l.

n=2

+00 +00
Assim faremos: Temos » na x"* e Y n(n-1)a, x"*, fazendo k=n-1 obtemos
n=1 n=2

Y (k+Da,x“ e > (k+ka,,x" . Tomando (k+1)a,, =b, encontramos > b x“ e
k=1

k=0 k=0

+00
Zkbkxk*1 gue pelo teorema 9 convergem e possuem mesmo raio de convergéncia.
k=1

4.3 DIFERENCIACAQO TERMO A TERMO

Teorema 13 (Teorema da diferenciagéo termo a termo)

+00

Seja Zanx” uma série de poténcias cujo raio de convergéncia € R>0. Entéo, se f
n=0

€ uma funcdo, definida por f(x) =Zanx“ (11) f'(x)) existe paratodo xe (-R,R) e

n=0

f'(x)=>_na,x"".
n=1
Prova: Sejam x e b dois numeros distintos pertencentes ao intervalo (-R,R)

Da formula de Taylor, pelo teorema 10 podemos tomar n=1, e escrever:

f(x)= f(b)+%(x—b)+w(x—b)2.

2!
Usando esta formula com f(x)=x" temos para todo n natural
X" =b”+nb”‘l(x—b)Jr%n(n—l)(gn)"‘z(x—b)2 (12) onde &, estd entre b e x para

todo n natural. De (11) temos que:
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f(x)—f(b)= f“anxn —f:anb" =a, +§anx” —-a, +§anb” = ian(x“ -b")
n=0 n=0 n=1 n=1 n=1

Como x =#b podemos dividir por x—b e de acordo com (12) obtemos a equacgéo

f (X))(:; (b) _ Xib rTZ::{:ln[n[;)“1(x—b)-|-%n(n_1) (£,)"2(x~b)?]

Assim, M io“nanb”‘lWL%(x—b).in(n—l)an(asn)”‘2 (13)

b =n7

Como b pertence ao intervalo (-R,R) segue do teorema 11 que Znanb”‘l é

n=1
absolutamente convergente.
Como x e b estdo no intervalo (—R,R) existe um numero K > Otal que |b|< K<R e
X <K <R. Entdo, pelo teorema 12, temos que » n(n-1)a,K"? é absolutamente
n=2

convergente.

Sendo |n(n-1)a, (s,)""

< ‘n(n ~1)a, K"?

(14) para todo ¢, podemos concluir,

através do teste da comparagdo, que Z"n(n—l)an(gn)“*2 € absolutamente
n=2

convergente.

Segue de (13) que Lk]:(b)—zoo“nanb”‘1 (15).
X_

n=1

. %(x—b)in(n—l)an(en)“-z

Utilizando, em (15), o teorema 8: se a série infinita ZUn € absolutamente
n=1

+00

2.Us

n=1

convergente, entdo ela é convergente e

< i|un| ;  obtemos
n=1

TO=TO) S g pral < Lix g Snn-D)ja, [l (@16).
X—Db =1 2 n=2
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De (14) e de (16) obtemos: f(X) f(b) Zna b"* %|x—b|.2n(n—1)|an|Kn2 onde
n=2
0<K<R. Como a série do lado direito € absolutamente convergente, o limite do

x—b

lado direito, quando x tende para b, & zero e Lim ()= ;(b) Zw:nanb"*l 0 que
1

+00
equivale a f’(x):Znanb”‘1 e como b pode ser qualquer numero do intervalo
n=1

(-R,R) concluimos a demonstracdo do teorema.

4.4 INTEGRACAO TERMO A TERMO

Teorema 14 (Teorema da integragcédo termo a termo)

+00
Seja Zanx“ uma série de poténcias com raio de convergéncia R>0 Se f é uma
n=0

funcdo definida por f(x):Zanx” entdo f € integravel em todo subintervalo
n=0

fechado de (-R,R)e calculamos a integral de f integrando a série de poténcias

+00

> a,x" termo a termo.
n=0

Assim, se xe(-R,R) entdo onf(t)dtzz an1X“+1 e a série resultante possui R
no N+

como raio de convergéncia.

. ~ - & oa L

Prova: Seja g uma funcéo definida por g(x) = Z—” x"". Como os termos da série
n=0

de poténcias que representa f(x) sdo as derivadas dos termos da série de

poténcias que representa g(x), de acordo com o teorema 11, as duas séries tem o

mesmo raio de convergéncia e, pelo teorema 13, temos que g’'(x) = f(x) para todo

xe (-R,R).
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Do teorema 12, segue que f'(x)=g"(x) para todo xe(-R,R). Como f ¢é
diferenciavel em (-R,R), entdo f € continua nesse intervalo e, como

consequéncia, f é continua em todo subintervalo fechado de (-R,R).

Se tomarmos x e (—R,R) teremos f continua e integravel no intervalo [0, x] se

0< x, ou no intervalo [x,0] se 0> x.

+00
n

Assim, _[Oxf(t)dt:g(X)—g(O):g(X) o que equivale a onf(t)dt=§na+1

n+1

X

concluindo a demonstracéo do teorema.
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CAPITULO 5: ENCONTRANDO UM VALOR APROXIMADO PARA Tt

Nesta secdo aplicaremos os resultados sobre a teoria de séries de poténcias
demonstrados na secédo anterior para calcular um valor aproximado do numero T,

usando somas parciais da série da funcdo arctg x.

5.1 SERIE DE arc tqg (x)

Utilizando os teoremas demonstrados anteriormente, podemos encontrar uma série

de poténcias que represente arctg(x).

+00
Uma série de poténcias Zanx” define uma funcdo cujo dominio é o intervalo de
n=0

convergéncia desta série.

- L - c c .
Uma série geométrica cr" =—— converge para a soma —— se |r{<1 e diverge
1

n—0 r r

se |r[>1.

+00
Considerando uma série geométrica com c=1 e r =X, temos que a série ZX”
n=0

1 . ~
converge para a soma T se |x|<1 e esta define uma funcdo f tal que
—X
1 - 1 2 3 n - -
f(x):l—, e assim, 1—:1+x+x +x*+...+ X" +... se |[¥ <1 e substituindo x por
—X - X

—x? encontramos =1-x2+x* = x® ..+ (-D"x* +... se [ <1.

1+ x?

N 1 X3 X5 _1 nX2n+l
Integrando termo a termo obtemos -Ll % dt:x—?+€—... (2)—1+
+ n+

2n+1
se [x|<1.
1

encontramos a série procurada: arctg(x) = Z(—l)“
n=0
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Vamos mostrar que o intervalo de convergéncia da série de poténcias que

2n+l

representa arctg(x) € [-1,1] de modo que arctg(x)=> (-1

se |<1
s 2n+1

fazendo com que esta representacéo seja valida para todo x no intervalo [—1,1].

obtemos

Assim faremos: Integrando o0 desenvolvimento finito de Lo
+ X

3 5 2n—1
X

X - X
arctg(x) = Xx——+-——
g(x) =x 3 ot (D)"

01+ t
De fato, no caso em que a razdo da série geométrica é r =—t?, temos a igualdade

n 2n
S, =1-t?+t* + ..+ ()"t ? = % que é valida para todo |t|<1.
+

. 1
el = |, {sn +(1+t2 nﬂdt =

I (1 2+t +. +( 1)n 1t 2n- Z)jt J‘[ 1 1—(_1)”t2njdt:

1+t2 1+t2

3 5 2n-1

x—%+%+ (=D 1+rn(x), onde r,(x) é a integral acima.

Para todo xe[-1,1] Temos |r,(x) < tz”dt , logoLimr, (x)=0,

2n+1
; para todo xe[-1,1] e podemos

portanto vale a igualdade arctg(x)= > (-1)"
n=0
5 7

x> x* X
escrever arctg(X) =X——+———+... (17).
9() =x="+ =+ (17)

Como provamos que (17) vale para X [—1 , 1| podemos agora tomar x =1 obtendo

3 5 7
arctg(l) = 1—1—+1——1—+... =71
3 5 7

1 11
_+___
4 3

+(=D" 2n1+1 +...(18)



32

5.2 CALCULO DE TT COM 4 CASAS DECIMAIS

Encontrar o valor numérico da soma de n termos da série (18) e multiplica-lo por 4

ainda ndo nos da uma aproximacao razoavel para o valor de 7z, pois ela converge

lentamente. Entdo, escreveremos % como arctg(%}rarctg(%j. Antes, vamos

provar que 7 —arc tg (lj +arctg Gj
4 2 3)
: 1 1
Prova: Seja a =arctg [Ej e p=arctg (gj . Temos que
5 5
1-tgatgp 1-%.% 1-% % 4

%: a+ p=arc tg(%j+arctg(éj.

Agora, substituiremos x=% e x=% na formula (17) e tomaremos o numero de

termos necessarios para obter uma aproximacado de 7 com 4 casas decimais.

. Para x:% temos:

(3)-5-306) 36T 50 36 -56) =) 6]
arctg| = [==—-=| = | +=| = | === | +=|=| —=|=| +=|=| —=|=| +..
2) 2 3\2) 52 7\2 9\2) 11(2 13\ 2 15\ 2

( j 1 1 1 1 1 1 1 1
arctg| = |==>——+-————+ - + - +...
2 2 24 160 896 4608 22528 106492 491520

arctg (%) =0,5-0,0416 + 0,00625 - 0,00112 + 0,00022 — 0,00004 + 0,00001 - 0,000002 +...
1
arctg [Ej ~ 0,463648 = S,

1) |
Pelo teorema 7, o erro ao calcular arctg[z € menor que

1 1 17
al2)

1 1 1

= = <—.
17.2"" 1114112 10°
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° Para x:% temos:
(1} 1 1(1)3 1(1)5 1(1)7 1(1)9 1(1)”
3) 3 33) 53] 73) 9l3) 11l3

(1] 1 1 1 1 1 1
arctg| = |==——+ —~ + —~ +...
3) 3 81 1215 15309 177147 1948617

arctg (%) = 0,33333-0,01235 + 0,00082 - 0,00007 + 0,00001 - 0,000001 +...
1
arctg (5} ~0,321742 =T,

1)
Pelo teorema 7, o0 erro ao calcular arctg[gj € menor que
1 1 13
a3

Entao, % =0,463648 +0,321742 = 0,78539 e multiplicando por 4 obtemos = =314156

~ 1 ~ 1 g 1
13.81.81. 243 20.726.199 10°°

uma aproximacao razodvel para quatro casas decimais.

. T .~ .. . ,
O erro ao aproximar n pela adicdo das somas parciais S, e T, anteriores é menor

: 2
gue a soma dos erros, ou seja, menor que W:

1 1 1 1
{arc tg (E) - Sg} + {arc tg (gj —TG} arctg (5) —Sg|+|arctg (gj -T

- ] 8
Donde, multiplicando por 4, temos que o erro ao calcular 7 € menor que 0 e

<2
10°

= < +

1 1
arctg (Ej +arctg (5) —(Sg+Ty)

1 _— :
portanto menor que 0 Portanto ndo ha erro ao calcular, desta maneira, as quatro

primeiras casas decimais de 7.
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CONSIDERACOES FINAIS

Quando aceitamos o desafio de encontrar um valor aproximado para o
namero 7T ndo imagindvamos que para se chegar a um numero tdo conhecido

passariamos por definicdes e teoremas que se ligam formando uma légica crescente
que reflete a beleza da Matematica e, principalmente, do Calculo Diferencial
Integral.

Hoje, conhece-se milhares de casas decimais do niamero pi e apesar deste
trabalho chegar apenas até sua quarta casa, seu principal objetivo, que era detalhar
o caminho a ser seguido para se chegar até ela foi cumprido, citando todas as

definicbes e teoremas e demonstrando os mais relevantes.



APENDICE

TEOREMA DE ROLLE: Seja f :[a,b] >R continua, com f(a)=f(b).Se f é

derivavel em (a,b) entéo existe ¢ e(a,b) tal que f'(¢)=0.
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