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Resumo 

 

Este trabalho apresenta um método para calcular um valor aproximado do número   

usando séries de potências. Seu principal propósito é traçar uma ponte entre a 

Teoria das Séries de Potências do Cálculo Diferencial e Integral e a estimativa do 

valor aproximado deste conhecido número. 
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INTRODUÇÃO 

O número   tem tido um papel destacado no desenvolvimento das 

Matemáticas desde o inicio desta ciência em que este aparece no cálculo de áreas 

até nos episódios mais recentes em que o referido número aparece freqüentemente. 

Nesta monografia apresentamos um método para calcular um valor 

aproximado do número   usando séries de potências. O principal propósito deste 

trabalho é traçar uma ponte entre a Teoria das Séries de Potências do Cálculo 

Diferencial e Integral e a estimativa do valor aproximado deste conhecido número.  

Esta monografia é a ultima etapa da nossa Especialização em Cálculo no 

Departamento de Matemática do Instituto de Ciências Exatas da Universidade 

Federal de Minas Gerais. 

Nos capítulos 1 e 2 desenvolvemos de maneira rigorosa a teoria de séries de 

potências convergentes. Enunciamos e algumas vezes incluímos as demonstrações 

dos principais teoremas do Cálculo de séries como o Teste da Comparação, Teste 

da Convergência Absoluta, Teste da Série Alternada e Teste da Razão.  

No capítulo 3 provamos os teoremas da derivação e da integração termo a 

termo das séries de potências.  

No capítulo 4 obtemos a representação da função arctg x como série de 

potências e a usamos para obter uma aproximação de   com 4 casas decimais. 
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CAPÍTULO 1: UM POUCO DA HÍSTÓRIA DO NÚMERO   

Neste capítulo mostraremos as mais importantes descobertas históricas associadas 

ao cálculo do número  , partindo de um dos problemas clássicos da geometria: a 

quadratura do círculo. Este problema consiste em construir um quadrado cuja área 

seja igual à área de um círculo dado.  

 

Diretamente ligado a este problema, está o número  , razão entre a circunferência 

de um círculo e seu diâmetro. 

 

No Oriente antigo este número era tomado como 3 . Os primeiros vestígios de uma 

estimativa de   , provavelmente utilizada no problema da quadratura do círculo 

egípcia é dada no papiro Rhind e tomava-se   = (4/3)4 = 3,1604... 

 

A primeira tentativa científica de calcular   pode ter sido de Arquimedes, em 240 ac. 

Sabendo que o comprimento da circunferência está entre o perímetro de um 

polígono regular inscrito e o perímetro de um polígono regular circunscrito, ele 

limitou o valor de   chegando a conclusão de que ele estava entre 223/71 e 22/7. 

Este método ficou conhecido como “método clássico de Arquimedes” ou “método 

dos polígonos”. 

 

Depois de Arquimedes, em 150 dc, a primeira aproximação notável de   foi dada 

por Ptolomeu na maior obra de astronomia até então já produzida na Grécia antiga: 

Syntaxis mathematica. Nesta obra o valor de   era 377/120.  

 

Na China, no ano 480, o mecânico Tsu Ch’ung-chih obteve, para aplicação no 

problema da quadratura do círculo, a aproximação 355/113, correta até a 6ª casa 

decimal. 
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Em 1429, Al-Kashi, assistente do astrônomo real de Samarcanda calculou, pelo 

método clássico (dos polígonos) o valor de   até a 16ª casa decimal.  

 

Quase duas décadas depois, em 1610, o holandês Ludolph calculou   até a 35ª 

casa decimal pelo método clássico usando um polígono de 262 lados, registros dizem 

que para isso ele gastou grande parte da sua vida.  

 

No ano de 1671, ocorreu o seria a maior descoberta para o cálculo de um valor 

aproximado para o número  .  O matemático escocês James Gregory obteve a série 

infinita )11(...
753

753

 x
xxx

xxtgarc  que ficou conhecida como “série de 

Gregory. Para ele, passou desapercebido que para 1x
 

obtinha-se 

...
7

1

5

1

3

1
1

4




 
e que esta série convergia lentamente. Quem observou isso foi 

Leibniz, três anos depois. 

 

Em 1699 Abraham Sharp encontrou 71 casas decimais para   usando a série de 

Gregory para 
3

1
x  e em 1706 John Machin obteve 100 casas decimais utilizando 

esta mesma série com a relação 

















239

1

5

1
4

4
tgarctgarc


.   

 

Johann Heinrich Lambert provou em 1767 que   é irracional e o desafio, a partir daí, 

passou a ser encontrar o maior número possível de casas decimais para o número 

 . Assim, em 1844 Zacharias Dase obteve 200 casas decimais utilizando a série de 

Gregory com a relação 



























8

1

5

1

2

1

4
tgarctgarctgarc


 e em 1981 dois 

matemáticos japoneses calcularam, em um computador, 2.000.038 casas decimais, 

gastando 137,3 horas usando a relação 





























515

1
16

239

1
4

10

1
32

4
tgarctgarctgarc


.   
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CAPÍTULO 2: SEQUÊNCIAS 

Neste capítulo desenvolvemos os conceitos de sequências e de limite de uma 

sequência e enunciamos, na maioria das vezes, sem provar, alguns teoremas 

básicos sobre esta matéria que darão base a este trabalho. As demonstrações 

encontram-se nas nossas referências ([Stewart] e [Lima] ,  [4] e [6]). 

 

2.1 DEFINIÇÕES SOBRE SEQUÊNCIAS 

 

Definição 1  

Uma sequência de números reais é uma função RNa : , que associa a cada 

número natural n  um número real na , chamado de n-ésimo termo da sequência. 

Escreve-se  ......,,, 321 naaaa  ou  
Nnna


,  na

 
ou simplesmente  na  para indicar a 

sequência cujo ésimon  termo é na . 

 

Definição 2  

Um número C  é denominado limitante inferior de uma sequência  na  se naC   

para todo inteiro positivo n , e é denominado limitante superior de uma sequência 

 na  se naC   para todo inteiro positivo n . 

 

Definição 3  

Dizemos que uma sequência  na  é crescente se  1 nn aa  para todo n , e dizemos 

que uma sequência  na  é decrescente se  1 nn aa  para todo n . 

Se uma sequência é decrescente ou se ela é crescente, ela é denominada 

monótona. 
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Definição 4  

Uma sequência  na  tem limite L , escrevendo-se, então, LaLim n
n




 se para todo 

0 , existe um número 0n  positivo tal que se 0nn  , então  Lan . 

Exemplo 1: 0
1


 n
Lim
n   

De fato: Dado 0  definimos














0

0

1
0

11
:min

nn
nNnn   se  0nn  . 

 

Definição 5  

Dizemos que uma sequência  na  é convergente se existe um número real  λ tal 

que 


n
n

aLim . Neste caso, dizemos que a sequência converge para λ. 

  

2.2 PROPRIEDADES DOS LIMITES 

 

Proposição 1  (Propriedades dos limites) 

Se  na  e  nb  são sequências convergentes e os seus limites são A e B 

respectivamente, temos que:  

(a) BAbaLim nn
n




  

(b) BAbaLim nn
n

.. 


 

(c) 
B

A

b

a
Lim

n

n

n



  se B ≠ 0  (neste caso, 0,:0 00  nbnnnB ) 

(d) BAba nn   

Provaremos aqui o item (a), a demonstração dos demais itens se encontra em 

[LEITHOLD]. 
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Provando (a): Seja dado 0 .  

Temos: • AaLim n
n


    2

: 11


 AannNn n  (1)       

             • BbLim n
n


    2

: 22


 BbnnNn n  (2)    

Seja  210 ,max nnn  . Se 0nn   então 1nn   e 2nn  . 

Portanto, efetuando a soma (1) + (2) obtemos 

  )()( BAbaBbAaBAba nnnnnn   se 0nn   (3). 

Assim, tomando  210 ,max nnn   temos: 

  )(:0 00 BAbannNn nn  e pela definição 4 podemos escrever 

BAbaLim nn
n




. 

 

2.3 TEOREMAS SOBRE SEQUÊNCIAS 

 

Teorema 1  

Se  na  é uma sequência crescente e C  um limitante superior dessa sequência, 

então  na  é convergente e CaLim n
n




. 

 

Teorema 2  

Se  na  é uma sequência decrescente e C  um limitante inferior dessa sequência, 

então  na  é convergente e CaLim n
n




. 
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Exemplo 2:  10 


rserLim n

n
 

Solução. Usaremos a desigualdade de Bernouilli: nxx n  1)1( , se Rx , 1x e 

Nn . A prova desta desigualdade é por indução e segundo ([Lima] , [5]) Ex. 1 pag. 

14, óbvio para 1n . 

Para todo número real 1x  e todo n , tem-se   nxx
n

 11 . Supondo a 

desigualdade válida para n , multiplicamos ambos os membros pelo número 01  x  

e obtemos         21
111111 nxxnxxnxxxx

nn



 

                                   21
111 nxxnx

n



 

                                  xnx
n

111
1




 

Agora, provaremos que 0


n

n
rLim , no caso em que 10  r . Neste caso temos 

 nnn rrr ,0 1  
 é assim uma sequência decrescente limitada inferiormente por 0 e 

portanto esta sequência converge pelo Teorema 2. Por outro lado, 

0,
1

1
10 


 x

x
rr . Então, pela desigualdade de Bernouilli, 

  nxx
r

n

n







1

1

1

1
0 . 

Então, utilizando a Proposição 1 (d), temos que 0


n

n
rLim

 
. 

No caso geral, usando o caso acima provado, temos que 

01 


n

n

n

n
rLimrLimr . Donde, no caso geral, .0



n

n
rLim  
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CAPÍTULO  3: SÉRIES 

Nesta seção definiremos séries numéricas e critérios de convergência para estas 

séries. Não demonstraremos os teoremas mais elementares cuja prova está feita ou 

sugerida em vários livros de Cálculo, tais como [Stewart]. Provaremos, porém, que 

toda série absolutamente convergente é convergente.  

 

3.1 DEFINIÇÃO DE SÉRIES E DEFINIÇÃO DE SÉRIES CONVERGENTES 

 

Definição 5  

(a) Se tentarmos somar os termos de uma sequência infinita  
1nna , obteremos uma 

expressão da forma ......321  naaaa  que é denominada série infinita, ou 

apenas série, e é denotada pelo símbolo 


1n

na  ou  na . 

(b) Chamamos de soma parcial até o n-ésimo termo de uma série infinita 


1n

na  a 

soma dos n primeiros termos desta série. N

N

n

nN aaaaaS 


...321

1

. 

(c) Uma série infinita ......321  naaaa  com sequência de somas parciais nS  é 

convergente se SSLim n
n




 para algum número real S . Se tal limite não existe, ou é 

igual a  , a série é divergente. 

(d) Se ......321  naaaa  é uma série infinita convergente e SSLim n
n




,  então 

S  é chamada de soma da série, e escrevemos ......321  naaaaS . Se a 

série diverge, não tem soma. 
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Exemplo 3: (série geométrica) 

.,1
10

Rcrse
r

c
cr

n

n 







 

Solução: Sabe-se que 
r

rc
S

N

n





1

)1(
 e assim, 

r

c

r

rc
LimSLimcr

N

N
N

N
n

n
















11

)1(

0

. 

Aqui usamos que, pelo Exemplo 2, 10 


rserLim N

N
. 

 

Teorema 3 (Propriedades básicas das séries) 

Seja c  uma constante não nula. 

a) Se a série  


1n

na  é convergente e sua soma é S , então a série 


1

.
n

nac  também é 

convergente e sua soma é Sc . . 

b) Se a série  


1n

na  é divergente, então a série 


1

.
n

nac  também é divergente. 

 

Teorema 4  

Se 


1n

na  e 


1n

nb  são séries infinitas convergentes cujas somas são S  e R  

respectivamente, então: 

a) 









11 n

n

n

n ba  é uma série convergente e sua soma é RS  .    

b) 









11 n

n

n

n ba  é uma série convergente e sua soma é RS  . 
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Provando (a): Suponhamos que Sa
n

n 


1

 e Rb
n

n 


1

, ou seja, 

SaaaLim

nS

n
n


   

...21  e RbbbLim

nR

n
n


   

...21 . 

Efetuando a soma nn RS   obtemos 

nnnnnnn TbabababbbaaaRS  )(...)()(...... 22112121  

E dessa forma, pela Proposição 1 (a), RSTLim n
n




 o que equivale a  

RSba
n

n

n

n 






 11

.  

 

3.2 TEOREMAS SOBRE SÉRIES CONVERGENTES 

 

Teorema 5  

Uma série infinita de termos positivos é convergente se e somente se sua 

sequência de somas parciais tiver um limitante superior. 

 

Teorema 6 (Teste da comparação) 

Sejam 


1n

na  e 


1n

nb  séries de termos positivos, então: 

a) Se 


1n

nb  converge e nn ba   para todo inteiro positivo n , então 


1n

na  converge. 

b) Se 


1n

nb  diverge e nn ba   para todo inteiro positivo n , então 


1n

na  diverge. 
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Teorema 7  

Sejam ......,,, 321 naaaa  números alternadamente positivos e negativos, como 

...6,5,4,3,2,1  .  

(a) Se nn aa 1  para todo n  inteiro e positivo, e 0


n
n

aLim  então a série alternada 




1n

na  é convergente. 

(b) O erro ao se aproximar a soma infinita desta série pela soma parcial é 

1

1 1





 

  N

i

N

i

nn aaa . 

 

3.3 CONVERGÊNCIA ABSOLUTA 

 

Definição 6 

 Uma série infinita  na  é absolutamente convergente se a série 

......21  nn aaaa  , obtida tomando-se o valor absoluto de cada termo, é 

convergente. 

Note que se  na

 
é uma série de termos positivos, então a convergência absoluta 

coincide com a convergência, pois nn aa  .  
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Teorema 8  

Se a série infinita 


1n

na  é absolutamente convergente, ela é convergente e 











11 n

n

n

n aa . 

Prova: Tomemos três séries infinitas 


1n

na  , 


1n

na

 
e  






1n

nn aa

 

 com sequências 

de somas parciais  ns ,  nt  e nr  respectivamente. Para todo n  natural temos 

0 nn aa  ou nnn aaa 2 , gerando a desigualdade   

nnn aaa 20   (4). 

Observe que isto implica que  nr  
é crescente dado que nn aa 0 . 

Como 


1n

na  é convergente, ela tem uma soma que denotaremos por T .  
A 

sequência  nt  é crescente com termos positivos e assim, Ttn   para todo n  

natural.  

De (4) temos que Ttr nn 220  . Assim, temos que a sequência crescente  nr  tem 

T2  como limitante superior e pelo teorema 5 obtemos que a série  





1n

nn aa  é 

convergente e denotaremos sua soma de R .   

Como em (4),  nr  é uma sequência crescente e pelo teorema 1 podemos concluir 

que TR 2 . 

Cada uma das séries 


1n

na

 
e  






1n

nn aa  é convergente e pelo teorema 4 

concluímos que    









11 n

n

n

nnn aaaa  é convergente. 
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Seja S
 
a soma da série 



1n

na , então pelo teorema 4, TRS   e como TR 2   

temos TTTS  2 . 

Como 


1n

na  é convergente e tem soma S , segue do teorema 3 que  





1n

na  é 

convergente com soma S . Como Taa
n

n

n

n  






 11

 podemos substituir 


1n

na  por 

 





1n

na  em (*) encontrando TS  . Como TS   e TS  , temos TS  . Dessa 

forma, podemos escrever 









11 n

n

n

n aa  e concluímos a demonstração do teorema.   

 

3.4 TESTE DA RAZÃO 

 

Teorema 9 

Seja 


1n

na  uma série infinita de termos não nulos. Então: 

a) Se  11 


L

a

a
Lim

n

n

n
, a série é absolutamente convergente. 

b) Se  11 


L

a

a
Lim

n

n

n
 ou 


n

n

n a

a
Lim 1 , a série é divergente. 

c) Se  11 


n

n

n a

a
Lim , nada podemos concluir sobre sua convergência ou divergência. 
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CAPÍTULO 4: SÉRIES  DE POTÊNCIAS 

Nesta seção consideramos séries de potências da variável x  e definimos o raio de 

convergência destas séries. Estudamos em detalhes a derivação e a integração  

termo a termo de uma série de potências e provamos que o raio de convergência da 

série derivada e da integral é o mesmo da série original. 

 

4.1 DEFINIÇÃO DE SÉRIES DE POTÊNCIAS 

 

Definição 7 

Denomina-se série de potências em )( bx   toda série da forma

...)(...)()()()( 3

3

2

210

0






n

n

n

n

n bxabxabxabxaabxa  onde x  é uma 

variável e os san `  são constantes chamadas coeficientes da série. 

Se existe um número positivo R  tal que a série de potências  n
n

n bxa 


0  
converge 

se Rbx   e diverge se Rbx   então R  é denominado raio de convergência 

da série de potências. 

O intervalo de convergência de uma série de potências é aquele que consiste em 

todos os valores de x  para os quais a série converge. 
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4.2 TEOREMAS SOBRE SÉRIES DE POTÊNCIAS 

 

Teorema 10 (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange) 

Seja   nRbaf ,:  vezes derivável no intervalo aberto  ba ,  com 
 1nf  contínua 

em  ba , . Então existe  ba ,  tal que 

n
n

n
n

ab
n

f
ab

n

af
abafafbf )(

!

)(
)(

)!1(

)(
...))(`()()(

)(
1

)1(




 
 

. 

Pondo hab  , isto quer dizer que dizer que existe  , com 10  , tal que 

n
n

n
n

h
n

haf
h

n

af
hafafhaf .

!

)(
.

)!1(

)(
...).`()()(

)(
1

)1( 



 



. 

 

Prova: Seja Rba ],[:  definida por 

nn
n

xb
n

K
xb

n

xf
xbxfxfbfx )(

!
).(

)!1(

)(
...))(`()()()( 1

)1(




 


 , onde a constante 

K  é escolhida de modo que 0)( a . Então   é contínua em ),( ba , com 

0)()(  ba  . Vê-se facilmente que 1
)(

).(
)!1(

)(
)`( 




 n

n

xb
n

xfK
x . 

Pelo Teorema de Rolle, existe  ba ,  tal que 0)`(  . Isto significa que

)()( nfK  . O teorema 10 se obtém fazendo ax   na definição de   e lembrando 

que 0)( a . 
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Teorema 11 

Se n

n

n xa


0

 é uma série de potências com raio de convergência 0R , então a série 

1

1






 n

n

n xna  também tem R como raio de convergência. 

Prova: Seja x  um número do intervalo  RR, , assim Rx  . 

Tomemos um número 1x  tal que Rxx  1 . Sendo Rx 1 , a série 
n

n

n xa 1

0






 é 

convergente e 01 


n

n
n

xaLim ; e pela definição de limite, para todo 0  existe 0n  

natural tal que  n

n xann 10 .    

Se tomarmos 1 , existe um número Nn 0  tal que 110  n

n xann . 

Seja M  o maior dos números 1,,...,,, 1

3

13

2

1211

n

n xaxaxaxa . Então Mxa n

n 1 (5) para 

todo n natural. 

Fazendo 

1

11

1

1

1

1
1 ....




 

nn

nn

n

n

n

n

n
x

x

x

xa
nx

x

x
naxna (6). 

Substituindo (5) em (6) obtemos 

1

11

1 ..



 

n

n

n
x

x

x

M
nxna . 

Aplicando o teste da razão (Teorema 9) à série 

1

1 11







n

n x

x
n

x

M

 

(7) temos: 

1
1

..
)1(

11

1

1

1

1

1 














 x

x

n

n
Lim

x

x

xn

x

x

xn
Lim

u

u
Lim

nn

n

n

n

n
n

n

n
 

Assim, a série (7) é absolutamente convergente e através do teste da comparação, 

concluímos que a série 1

1






 n

n

n xna  (8) também é absolutamente convergente. 

Se  RRx ,  e R  é o raio de convergência da série (8), então RR  . 
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Dessa forma, resta mostrar que não podemos ter  RR  . 

Suponha RR   e tomemos um número 2x  tal que RxR  2 . 

Sendo Rx 2  temos que a série 
n

n

n xa 2

0






 é divergente (9).  

Como Rx 2 , temos que a série 
1

2

1







n

n

n xan  é absolutamente convergente. 

Mas, 











1

2

1

1

22 .
n

n

n

n

n

n xanxanx  e 


1

2

n

n

n xan  é convergente (10). 

Como n  é natural, n

n

n

n

n

n xanxanxa 222   e assim temos que 











1

2

0

2

n

n

n

n

n

n xanxa  e aplicando o teste da comparação (Teorema 6) concluímos 

que 


1

2

n

n

n xan  diverge de acordo com (9) contradizendo a afirmação (10). Logo, a 

hipótese de que RR   é falsa, restando RR  . 

 

Teorema 12 

Se o raio de convergência da série de potências n

n

n xa


0

 é 0R , então R  também é 

o raio de convergência da série 2

2

)1( 




  n

n

n xann . 

Prova: Na demonstração do teorema 11, provamos que a série de potências n

n

n xa


0

 

tem raio de convergência R  é a série de potências 1

1






 n

n

n xna ,  também é 

convergente e tem raio de convergência RR  . 
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Então, para mostrar que a série 2

2

)1( 




  n

n

n xann  é convergente com raio de 

convergência R , basta aplicar o teorema 11 à série 1

2






 n

n

n xna . 

Assim faremos: Temos 1

1






 n

n

n xna  e 2

2

)1( 




  n

n

n xann , fazendo  1 nk   obtemos 

k

k

k xak





0

1)1(  e 1

1

1)1( 




  k

k

k xakk  . Tomando kk bak  1)1(  encontramos k

k

k xb


0

 e 

1

1






 k

k

k xkb  que pelo teorema 9 convergem e possuem mesmo raio de convergência. 

 

4.3 DIFERENCIAÇÃO TERMO A TERMO 

 

Teorema 13 (Teorema da diferenciação termo a termo) 

Seja n

n

n xa


0

 uma série de potências cujo raio de convergência é 0R . Então, se f  

é uma função, definida por n

n

n xaxf 





0

)(  (11)  ))(xf   existe para todo ),( RRx   e 

1

1

)( 




 n

n

n xanxf . 

Prova: Sejam x  e b  dois números distintos pertencentes ao intervalo ),( RR . 

Da fórmula de Taylor, pelo teorema 10 podemos tomar 1n , e escrever: 

2)(
!2

)(
)(

!1

)(
)()( bx

f
bx

bf
bfxf 








.   

Usando esta fórmula com 
nxxf )(  temos para todo n  natural  

221 )()()1(
2

1
)( bxnnbxbnbx n

n

nnn     (12) onde n  está entre b  e x  para 

todo n  natural. De (11) temos que: 
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 





















11

0

1

0

00

)()()(
n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n bxabaaxaabaxabfxf  

Como bx   podemos dividir por bx   e de acordo com (12) obtemos a equação  

])()()1(
2

1
)([

1)()( 22

1

1 bxnnbxnba
bxbx

bfxf n

n

n

n

n 





 




   

Assim,  









 




2

2

1

1 )()1(.)(
2

1)()(

n

n

nn

n

n

n annbxbna
bx

bfxf
   (13) 

Como b  pertence ao intervalo ),( RR   segue do teorema 11 que 






1

1

n

n

nbna  é 

absolutamente convergente.  

Como x  e b  estão no intervalo ),( RR  existe um número 0K tal que RKb    e 

RKx  . Então, pelo teorema 12, temos que 





2

2)1(
n

n

n Kann  é absolutamente 

convergente. 

Sendo 22 )1()()1(   n

n

n

nn Kannann   (14) para todo n  podemos concluir, 

através do teste da comparação, que  





2

2)()1(
n

n

nnann   é absolutamente 

convergente. 

Segue de (13) que 









 




2

2

1

1 )()1(.)(
2

1)()(

n

n

nn

n

n

n annbxbna
bx

bfxf
  (15). 

Utilizando, em (15), o teorema 8: se a série infinita 


1n

nu  é absolutamente 

convergente, então ela é convergente e 









11 n

n

n

n uu ; obtemos 











 




2

2

1

1 )1(.
2

1)()(

n

n

nn

n

n

n annbxbna
bx

bfxf
  (16). 
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De (14) e de (16) obtemos: 









 




2

2

1

1 )1(.
2

1)()(

n

n

n

n

n

n Kannbxbna
bx

bfxf
 onde 

RK 0 .  Como a série do lado direito é absolutamente convergente, o limite do 

lado direito, quando x  tende para b , é zero e 













1

1)()(

n

n

n
bx

ban
bx

bfxf
Lim  o que 

equivale a 1

1

)( 




 n

n

nbanxf   e como b  pode ser qualquer número do intervalo 

),( RR  concluímos a demonstração do teorema. 

 

4.4 INTEGRAÇÃO TERMO A TERMO 

 

Teorema 14 (Teorema da integração termo a termo) 

Seja n

n

n xa


0

 uma série de potências com raio de convergência 0R . Se f  é uma 

função definida por n

n

n xaxf 





0

)(  então f  é integrável em todo subintervalo 

fechado de ),( RR e calculamos a integral de f  integrando a série de potências 

n

n

n xa


0

 termo a termo.  

Assim, se ),( RRx   então 1

0
0 1

)( 




 
 n

n

n
x

x
n

a
dttf  e a série resultante possui R  

como raio de convergência. 

Prova: Seja g  uma função definida por 1

0 1
)( 








 n

n

n x
n

a
xg . Como os termos da série 

de potências que representa )(xf  são as derivadas dos termos da série de 

potências que representa )(xg , de acordo com o teorema 11, as duas séries tem o 

mesmo raio de convergência e, pelo teorema 13, temos que )()( xfxg   para todo 

),( RRx  . 
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Do teorema 12, segue que )()( xgxf    para todo ),( RRx  . Como f  é 

diferenciável em ),( RR , então f  é contínua nesse intervalo e, como 

conseqüência, f  é contínua em todo subintervalo fechado de ),( RR .  

Se tomarmos ),( RRx   teremos f  contínua e integrável no intervalo   x,0  se 

x0 , ou no intervalo  0,x   se  x0 .  

Assim, )()0()()(
0

xggxgdttf
x

  o que equivale a 1

0
0 1

)( 




 
 n

n

n
x

x
n

a
dttf  

concluindo a demonstração do teorema. 
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CAPÍTULO 5: ENCONTRANDO UM VALOR APROXIMADO PARA   

Nesta seção aplicaremos os resultados sobre a teoria de séries de potências 

demonstrados na seção anterior para calcular um valor aproximado do número  , 

usando somas parciais da série da função xtgarc . 

 

5.1 SÉRIE DE arc tg (x) 

 

Utilizando os teoremas demonstrados anteriormente, podemos encontrar uma série 

de potências que represente )(xtgarc . 

Uma série de potências n

n

n xa


0

 define uma função cujo domínio é o intervalo de 

convergência desta série. 

Uma série geométrica 
r

c
cr

n

n






 10

 converge para a soma 
r

c

1
 se 1r  e diverge 

se 1r . 

Considerando uma série geométrica com 1c  e xr  , temos que a série 


0n

nx  

converge para a soma 
x1

1
 se 1x  e esta define uma função f  tal que 

x
xf




1

1
)( , e assim, ......1

1

1 32 


nxxxx
x

 se 1x  e substituindo x  por 

2x  encontramos ...)1(...1
1

1 2642

2




nn xxxx
x

 se 1x . 

Integrando termo a termo obtemos ...
12

)1(
...

531

1 1253

0 2











 n

xxx
xdt

t

nn
x

 e 

encontramos a série procurada: 









0

12

12
)1()(

n

n
n

n

x
xtgarc  se 1x . 
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Vamos mostrar que o intervalo de convergência da série de potências que 

representa )(xtgarc  é  1,1  de modo que 









0

12

12
)1()(

n

n
n

n

x
xtgarc  se 1x  

fazendo com que esta representação seja válida para todo x  no intervalo  1,1 . 

Assim faremos: Integrando o desenvolvimento finito de 
²1

1

x
 obtemos 

)(
12

)1(...
53

)(
12

1
53

xr
n

xxx
xxtgarc n

n
n 





 , onde dt

t

t
xr

x
n

n

n  


0 2

2

1
)1()( . 

De fato, no caso em que a razão da série geométrica é 2tr  , temos a igualdade 

²1

)1(1
)1(...1

2
22142

t

t
tttS

nn
nn

n



   que é válida para todo 1t . 

Portanto, 





















  dtS

t
Sdt

t
xarctg

x

nn

x

00 2 ²1

1

1

1
 

  














 

 dt
t

t

t
dtttt

x
nn

x
nn

0

2

0

2214

²1

)1(1

²1

1
)1(...²1  

)(
12

)1(...
53

12
1

53

xr
n

xxx
x n

n
n 





 , onde )(xrn  é a integral acima. 

Para todo  1,1x  Temos 
12

1

12
)(

12

0

2









 nn

x
dttxr

n
x

n

n , logo 0)( 


xrLim n
n

, 

portanto vale a igualdade 









0

12

12
)1()(

n

n
n

n

x
xtgarc

 
para todo  1,1x  e podemos 

escrever ...
753

)(
753


xxx

xxtgarc  (17). 

Como provamos que (17) vale para  1,1x  podemos agora tomar 1x  obtendo 

...
12

1
)1(...

7

1

5

1

3

1
1

4
...

7

1

5

1

3

1
1)1(

753





n

tgarc n
(18) 
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5.2 CÁLCULO DE   COM 4 CASAS DECIMAIS 

 

Encontrar o valor numérico da soma de n  termos da série (18) e multiplicá-lo por 4 

ainda não nos dá uma aproximação razoável para o valor de  , pois ela converge 

lentamente. Então, escreveremos 
4


 como 


















3

1

2

1
tgarctgarc . Antes, vamos 

provar que 


















3

1

2

1

4
tgarctgarc


. 

Prova: Seja 









2

1
tgarc  e 










3

1
tgarc . Temos que 
























4
1

1.1.1
)(

6
5

6
5

6
1

6
5

3
1

2
1

3
1

2
1 




 tg

tgtg

tgtg
tg  assim, 




















3

1

2

1

4
tgarctgarc


. 

Agora, substituiremos 
2

1
x  e 

3

1
x  na fórmula (17) e tomaremos o número de 

termos necessários para obter uma aproximação de   com 4 casas decimais. 

 

 Para 
2

1
x  temos: 

...
2

1

15

1

2

1

13

1

2

1

11

1

2

1

9

1

2

1

7

1

2

1

5

1

2

1

3

1

2

1

2

1
1513119753








































































tgarc  

...
491520

1

106492

1

22528

1

4608

1

896

1

160

1

24

1

2

1

2

1









tgarc  

 

...000002,000001,000004,000022,000112,000625,00416,05,0
2

1









tgarc  

8463648,0
2

1
Stgarc 








 

Pelo teorema 7, o erro ao calcular 








2

1
tgarc  é menor que 

617

17

10

1

112.114.1

1

2.17

1

2

1

17

1









. 
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 Para 
3

1
x  temos: 

...
3

1

11

1

3

1

9

1

3

1

7

1

3

1

5

1

3

1

3

1

3

1

3

1
119753






















































tgarc  

 

...
1948617

1

177147

1

15309

1

1215

1

81

1

3

1

3

1









tgarc  

 

...000001,000001,000007,000082,001235,033333,0
3

1









tgarc  

6321742,0
3

1
Ttgarc 








 

Pelo teorema 7, o erro ao calcular 








3

1
tgarc  é menor que 

6

13

10

1

199.726.20

1

243.81.81.13

1

3

1

13

1









. 

 

Então, 78539,0321742,0463648,0
4




 e multiplicando por 4 obtemos 14156,3  

uma aproximação razoável para quatro casas decimais. 

O erro ao aproximar 
4


 pela adição das somas parciais 8S  e 6T  anteriores é menor 

que a soma dos erros, ou seja, menor que 
610

2
: 

6686868
10

2

3

1

2

1

3

1

2

1
)(

3

1

2

1





































































TtgarcStgarcTtgarcStgarcTStgarctgarc  

Donde, multiplicando por 4, temos que o erro ao calcular   é menor que  
610

8

 
e 

portanto menor que 
510

1
. Portanto não há erro ao calcular, desta maneira, as quatro 

primeiras casas decimais de  . 
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CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

Quando aceitamos o desafio de encontrar um valor aproximado para o 

número   não imaginávamos que para se chegar a um número tão conhecido 

passaríamos por definições e teoremas que se ligam formando uma lógica crescente 

que reflete a beleza da Matemática e, principalmente, do Cálculo Diferencial  

Integral. 

 Hoje, conhece-se milhares de casas decimais do número pi e apesar deste 

trabalho chegar apenas até sua quarta casa, seu principal objetivo, que era detalhar 

o caminho a ser seguido para se chegar até ela foi cumprido, citando todas as 

definições e teoremas e demonstrando os mais relevantes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



35 
 

 
 

APÊNDICE 

 

TEOREMA DE ROLLE:  Seja Rbaf ],[:  contínua, com )()( bfaf  . Se f  é 

derivável em ),( ba  então existe ),( ba  tal que 0)`( f . 
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