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RESUMO 

 

 

 Neste trabalho, demonstra-se que, sob algumas condições de regularidade, a 

solução de um problema de valor inicial descrito por equações diferenciais ordinárias 

coincide com as extremantes de um funcional do tipo mínimos quadráticos. A equivalência 

entre os dois problemas permite a formulação de um procedimento para o tratamento 

numérico de problemas de controle ótimo, com a previsão de descontinuidades no vetor de 

controle. O procedimento consiste na substituição dos vínculos diferenciais presentes no 

problema de controle ótimo por um problema variacional denominado “problema 

variacional acessório”. A construção do funcional de mínimos quadrados pode ser 

interpretada como uma técnica de penalização exata para os vínculos diferenciais, 

fornecendo um meio natural para a utilização do método de Ritz no tratamento das restrições 

diferenciais que fazem parte dos problemas de controle ótimo. Exemplos resolvidos ilustram 

a aplicação do procedimento. 
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ABSTRACT 

 

 The equivalence between an initial value problem described by ordinary 

differential equations and the extremum of a least square type functional is showed to happen 

under certain regularity condition hypothesis. This allows the formulation of a numerical 

procedure for optimal control problems with control discontinuites. This procedure is based 

on the substitution of differential constraints of the optimal control problems by a accessory 

variational problem. The construction of the least square functional can be interpreted as an 

exactly penalization technique for the differential constraints creating a natural means for the 

Ritz Method application on the differential equations that are present on the optimal control 

problems. The procedure is illustrated by mean of numerically solved examples. 
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CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

 
 A partir da formalização da teoria de controle ótimo com o Princípio de Máximo 

de Pontryagin no final dos anos 50 (PONTRYAGIN et al., 1962), a otimização de sistemas 

dinâmicos tem sido modelada, em diversos campos do conhecimento, na forma de problemas 

de controle ótimo. 

 

 Considerando-se a complexidade das soluções analíticas, como regra geral, a 

resolução destes problemas exige a utilização de procedimentos numéricos. Para isso, uma 

das metodologias adotadas consiste na parametrização do problema de controle ótimo através 

da utilização do Método dos Elementos Finitos, o que leva a um problema de programação 

matemática (NAKAMICHI e WASHIZU, 1978a, 1978b, 1978c; SHEELA, 1981; FREITAS 

PINTO, 1982; HARGRAVES, 1986). 

 

 Por sua vez, a aplicação do Método dos Elementos Finitos na solução de 

problemas de controle ótimo apresenta algumas dificuldades. Uma delas, talvez a maior, está 

no tratamento numérico das restrições diferenciais, ou seja, do sistema de equações 

diferenciais ordinárias que representa a dinâmica do sistema e que compõe o problema de 

controle ótimo. O tratamento numérico destas restrições exige a aplicação de uma das versões 

do Método dos Resíduos Ponderados (FINLAYSON, 1972) a um sistema de equações 

diferenciais que apresenta redundância de variáveis dinâmicas, devido à presença das 

variáveis de controle, e com condições de contorno, como regra geral, complexas. 

 

 Neste trabalho, propõe-se a substituição das restrições diferenciais presentes nos 

problemas de controle ótimo por um problema variacional denominado “Problema 

Variacional Acessório”. Trata-se de um problema variacional com um funcional do tipo 

mínimos quadrados, cuja solução coincide com a trajetória de estado procurada, e cujo valor 

mínimo absoluto é conhecido a priori. 
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 O procedimento pode ser usado também como uma forma alternativa de se obter 

uma formulação variacional de sistemas dinâmicos descritos por equações diferenciais 

ordinárias, particularmente em substituição à formulação Lagrangeana de problemas físicos 

(SMITH, 1974). 

 

 Ao longo do trabalho, demonstra-se que, sob hipóteses bastante razoáveis para 

aplicações práticas, o problema variacional acessório possui uma extremante única, a qual 

satisfaz integralmente os vínculos diferencias originais. Ou seja, o problema variacional 

acessório pode ser visto como uma técnica de penalização exata (Xing et al., 1989) que não 

introduz soluções espúrias. Este resultado representa a principal contribuição teórica do 

presente trabalho. O fato de que a trajetória de estado minimiza o funcional do tipo mínimos 

quadrados é fácil de se confirmar. A inexistência de mínimos espúrios, ao contrário, exige 

raciocínio elaborado. 

 

 Por outro lado, quando da aplicação do Método dos Elementos Finitos para a 

solução numérica de problemas de controle ótimo, a utilização do problema variacional 

acessório estabelece um meio natural e matematicamente consistente para o tratamento das 

restrições diferenciais. Isto representa uma contribuição prática do trabalho. 

 

 No Capítulo 2, apresenta-se uma classificação dos métodos numéricos para a 

solução de problemas de controle ótimo, fazendo-se uma revisão bibliográfica sobre aqueles 

que utilizam o Método dos Elementos Finitos. Uma breve revisão sobre a solução do 

problema inverso do cálculo de variações também é apresentada. 

 

 O Capítulo 3, apresenta alguns fundamentos teóricos envolvendo problemas de 

controle ótimo e a solução de equações diferenciais ordinárias. Particularmente, um teorema 

sobre existência e unicidade de soluções de equações diferenciais ordinárias que estende 

resultados anteriores é demonstrado. 

 

 No Capítulo 4, apresenta-se a equivalência entre um problema variacional do tipo 

mínimos quadrados e problemas de valor inicial. A prova é realizada tanto via cálculo 

variacional, utilizando resultados teóricos reproduzidos no Apêndice A, quanto via teoria de 

controle ótimo. 
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 Os resultados apresentados no Capítulo 4 são generalizados no Capítulo 5 para os 

casos em que as funções envolvidas são contínuas por partes, hipótese válida para a maior 

parte dos problemas físicos. A equivalência entre o problema variacional e o problema de 

valor inicial é realizada utilizando resultados da teoria de controle ótimo reproduzidos no 

Apêndice B. 

 No Capítulo 6, a técnica é apresentada como um caminho alternativo na resolução 

numérica de problemas de controle ótimo através da aplicação do Método de Ritz ao 

problema variacional acessório, dentro do contexto do Método dos Elementos Finitos. 

 

 Alguns exemplos didáticos são apresentados no Capítulo 7. O Capítulo 8 

complementa a exemplificação do procedimento com a solução de dois problemas um pouco 

mais elaborados, cada um explorando um aspecto em particular. 

 

 A conclusão do trabalho se estabelece no Capítulo 9, onde aparecem alguns 

comentários e conclusões complementares, além de sugestões para desenvolvimentos futuros. 
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CAPÍTULO 2 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

2.1  Introdução 

 

 Neste capítulo apresenta-se uma breve revisão dos procedimentos utilizados na 

resolução numérica de problemas de controle ótimo. Mais detalhadamente, apresenta-se 

aqueles que se baseiam no Método dos Elementos Finitos, abordando-se as várias versões do 

Método de Resíduos Ponderados. 

 

 A revisão trata também do problema inverso do cálculo de variações, ou seja, da 

obtenção de formulações variacionais para sistemas de equações diferenciais. 

 

2.2  Resolução numérica de problemas de controle ótimo 

 

 Segundo a classificação realizada por Freitas Pinto (1982) (vide também 

PEREIRA, 1994), os métodos para a solução numérica de problemas de controle ótimo 

podem ser divididos em três categorias principais: 

a. métodos clássicos; 

b. métodos de parametrização; 

c. métodos híbridos1. 

 

 Os métodos clássicos representam todos aqueles que são desenvolvidos 

diretamente em domínios de funções, embora possam, como recurso complementar, utilizar 

algum processo de discretização ou de parametrização (vide TAPLEY e LEWALLEN, 1967). 

 

 Os métodos de parametrização representam aqueles que, através da 

parametrização das variáveis dinâmicas envolvidas, transformam o problema de controle 

ótimo em um problema de programação matemática. Desta forma, o problema, 

originariamente de dimensão infinita, passa a ter dimensão finita e igual ao número de 

parâmetros a serem determinados. Estes métodos têm recebido também a denominação de 

“Métodos de Transcrição Direta” (MADEIRA, 1996). 

                                                 
1 Em Freitas Pinto (1982) utiliza-se “subótimos” no lugar de “híbridos”. 
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 Finalmente, os métodos híbridos são aqueles que envolvem uma parametrização 

parcial do problema, ou seja, parametrizam apenas algumas das variáveis dinâmicas. Esta 

categoria é representada, basicamente, pelos métodos subótimos, os quais, como regra geral, 

trabalham exclusivamente com a parametrizaçâo das variáveis de controle. 

 

 Quanto aos métodos de parametrização, de acordo com a maneira como esta 

parametrização ocorre, podem ser divididos em duas sub-classes: i) métodos do tipo 

diferenças finitas; ii) métodos do tipo elementos finitos. 

 

 Os métodos do tipo diferenças finitas recebem esta denominação porque 

aproximam as variáveis dinâmicas por funções discretas, as quais são representadas por um 

número finito de pontos. Desta maneira, tornam finita a dimensão do problema. A partir das 

funções discretizadas, utilizam “fórmulas de diferenças” em substituição às operações de 

derivação. 

 

 Já os métodos do tipo elementos finitos trabalham com a expansão das variáveis 

dinâmicas em espaços lineares de funções de dimensão finita. É desta forma que 

parametrizam o problema e, como regra geral para o tratamento das equações diferenciais que 

compõem o problema, recorrem a alguma versão do método de resíduos ponderados. Isto se 

torna necessário porque, com as aproximações adotadas para as variáveis dinâmicas, as 

equações diferenciais não podem mais ser rigorosamente satisfeitas. 

 

 O método de resíduos ponderados (GRANDALI, 1956) se baseia na exigência de 

que a integral de uma função resíduo R(·), ponderada por alguma função peso w(.), 

convenientemente escolhida, seja nula. Ou seja, impõe-se a relação 

 

∫ =
b

a
dzzRzw ,0)()(  

 

sendo o intervalo [a, b] e a função peso w (·) apropriadamente especificados. 

 

 Existem várias versões do método de resíduos ponderados, destacando-se os 

Métodos de Colocação, Sub-Domínios, Galerkin, Momentos e Mínimos Quadrados 
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(FIETCHER, 1984). Todos utilizam a mesma ideia central, diferindo, porém, na escolha da 

função peso. 

 

 

2.3  Aplicação de técnicas do tipo elementos finitos na solução numérica de problemas de 

controle ótimo 

 

 Os primeiros trabalhos que envolveram a parametrização de problemas de 

controle ótimo, na maneira do método dos elementos finitos, visando a obtenção de soluções 

numéricas (ZARADNICK e PARKIN, 1969; LYNN et al., 1970) não fizeram menção 

explícita do método dos elementos finitos. Dentro deste contexto podemos citar também 

alguns trabalhos mais recentemente publicados: Dontchev (1978), Sirisena e Chou (1979), 

Troltzsch (1991). Em todos estes trabalhos, as variáveis dinâmicas são expandidas em uma 

determinada base de funções, embora o conceito de elementos finitos não tenha sido 

explicitamente mencionado pelos seus autores. Para efeito de classificação, pode-se 

interpretar estes trabalhos como casos especiais de aplicação da técnica de elementos finitos 

com a particularização para apenas um elemento. 

 

 A utilização explícita do método dos elementos finitos em problemas de controle 

ótimo foi apresentada, provavelmente pela primeira vez, por Nakamichi e Washizu (1978a, 

1978b, 1978c), que aplicaram o Método de Ritz a um funcional aumentado em que os 

vínculos dinâmicos aparecem associados a multiplicadores de Lagrange2. 

 

 Nestes trabalhos, a técnica de elementos finitos é utilizada explicitamente, com a 

divisão do domínio de definição do problema em elementos e a expansão das variáveis 

dinâmicas em espaços de funções, de dimensão finita, previamente escolhidos. 

 

 Dentro do contexto do método dos elementos finitos e utilizando o método de 

resíduos ponderados para o tratamento das restrições diferenciais, podemos citar: i) utilizando 

o Método de Galerkin, os trabalhos de Freitas Pinto (1982) e de Dinh (1987); ii) utilizando o 

                                                 
2 O tratamento de Nakamichi e Washizu apresenta algumas inconsistências teóricas, conforme demonstra Freitas 
Pinto (1982), Apêndice A. 
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Método de Colocação, os trabalhos de Hargraves e Paris (1986) e de Stryk (1993); iii) 

utilizando o Método de Sub-Domínios, o trabalho de Pereira (1994). 

 

 Tratando da solução numérica de problemas de controle ótimo, porém de 

problemas com parâmetros distribuídos (envolvendo equações diferenciais parciais) temos 

ainda Chen e Mills (1981), Alliney (1982), Rao et al, (1982a), Rao et al. (1982b), Lasiecka 

(1984), Gorchakov (1986), Mackenroth (1987), Chang (1988), Casas (1991). 

 

2.4  O método dos mínimos quadrados 

 

 Embora existam vários exemplos de aplicação do método dos mínimos quadrados, 

dentro do contexto do método dos elementos finitos na solução de problemas físicos, 

(FLETCHER, 1979; CHATTOT et al., 1981; MILTHORPE e STEVEN, 1978), nenhum dos 

trabalhos sobre solução numérica de problemas de controle ótimo, baseado no conceito de 

elementos finitos, utiliza o método dos mínimos quadrados. 

 

 Na verdade, o método dos mínimos quadrados, baseado na minimização de um 

funcional, não tem sua concepção inspirada na ideia de resíduos ponderados. Entretanto, de 

um ponto de vista formal (FLETCHER, 1984), ele pode ser enquadrado como um método de 

resíduo ponderado tendo como função peso, para cada coeficiente αi a ser determinado 

 

i
i

R
i α

ω
∂
∂

=⋅)( . 

 

 Neste trabalho apresenta-se o método dos mínimos quadrados como uma 

alternativa para o tratamento numérico das equações diferenciais presentes nos problemas de 

controle ótimo, sendo, de acordo com a pesquisa bibliográfica realizada, o único trabalho na 

área com esta abordagem. 

 

 A aplicação da técnica é baseada na equivalência entre a solução de um problema 

variacional com funcional do tipo mínimos quadrados e a solução de problemas de valor 

inicial. Assim, a construção do funcional de mínimos quadrados pode ser interpretada, dentro 
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do contexto de penalização (XING et al., 1989), como uma formulação variacional alternativa 

ao problema inverso do cálculo de variações. 

 

 O problema inverso do cálculo de variações, o qual trata da obtenção de uma 

formulação variacional a partir das equações diferenciais que representam a dinâmica de um 

sistema tem sido extensivamente estudado (DOUGLAS, 1941; VAINBERG, 1964; TONTI, 

1969, 1973; ATHERTON e HOMSY, 1975; SANTILLI, 1977; BAMBI e MORRO, 1982; 

PASWAL, 1984; STEPANKOVA, 1984; OLIVEIRA, 1986), sendo os trabalhos de Vainberg 

(1964) e de Tonti (1969), talvez os que trouxeram mais impacto. A obtenção da formulação 

variacional, neste caso, se vincula ao fato do operador ser auto-adjunto, sendo muitas vezes 

necessárias manipulações trabalhosas sobre as equações para adequá-las a esta condição 

(VAINBERG, 1964; BAMBI e MORRO, 1982). 

 

 A formulação de mínimos quadrados, diferentemente, é aplicável com facilidade a 

uma gama bastante extensa de sistemas de equações diferenciais. Tem, além disso, a garantia 

de ocorrência de mínimo absoluto sobre a solução do problema original. Porém, cria a 

possibilidade de existência de mínimos espúrios, o que não ocorre no caso do problema 

inverso. 

 

 No presente trabalho, através de argumentos teóricos, esta possibilidade é 

eliminada sob hipóteses bastante razoáveis para o tratamento de problemas práticos. Este fato, 

e o fato da metodologia ser perfeitamente aplicável a problemas de controle ótimo, 

constituem, aparentemente, os aspectos mais relevantes deste trabalho. 
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CAPÍTULO 3 

FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS 

 

3.1 Introdução 

 

 Neste capítulo, apresenta-se uma classe de problemas de controle ótimo na forma 

de Bolza, que envolve restrições de contorno duplo e que, além do estado x(·) e do controle 

υ(·), possui um vetor de parâmetros p a ser otimizado. 

 

 Mostra-se que as restrições diferenciais presentes nesta categoria de problemas, 

independentemente das restrições de contorno, podem ser reescritas como um problema de 

valor inicial, bastando, para isto, estender o vetor de parâmetros p de modo a incorporar o 

estado inicial. 

 

 Nos capítulos subsequentes apresenta-se uma formulação variacional alternativa 

para o problema de valor inicial, a qual permite o desenvolvimento de um procedimento para 

a solução numérica do problema. 

 

 Este procedimento, por sua vez, necessita de alguns resultados teóricos sobre a 

existência e unicidade de soluções de equações diferenciais ordinárias, os quais são 

formulados neste capítulo através de dois teoremas. 

 

 O primeiro trata-se de uma transcrição de um teorema de existência e unicidade 

presente em Pontryagin (1962a), apresentado para equações diferenciais ordinárias de 

primeira ordem. O segundo é uma extensão do primeiro, em que as condições de regularidade 

das funções envolvidas são relaxadas para suportar descontinuidades no tempo. 

 

 A importância do segundo teorema está no fato de que, normalmente, as equações 

diferenciais presentes nos problemas de controle ótimo possuem descontinuidades no tempo 

introduzidas com as descontinuidades no vetor de controle. 
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3.2 Formulação do problema de controle ótimo 

 

 Para o contexto do presente trabalho, considere o seguinte problema de controle 

ótimo: 

Minimizar ;]),(),([]);();([];;[
1

0
1010 ,, τττυτ dt

t xptttxtxgpuxJ ∫+=   (3.1a) 

 

sujeito a 

,0]);();([ ,, 1010 =ptttxtxhi     ;,...,1 hni =  (3.1b) 

],),([)(
.

τττ xfx =    ];,[ 10 tt∈τ  (3.1c) 

 

onde 

1( ) [ ( ),..., ( )]'xnx x x
∆

⋅ = ⋅ ⋅  denota o vetor de variáveis de estado; 

1( ) [ ( ),..., ( )]'xnu u u
∆

⋅ = ⋅ ⋅  denota o vetor de variáveis de controle; 

1[ ,..., ] 'pnp p p
∆

= denota um vetor de parâmetros a serem otimizados; 

e 1( ) [ ( ),..., ( )]'xnf f f
∆

⋅ = ⋅ ⋅ . 

 

A expressão (3.1a) caracteriza um funcional na forma de Bolza3. As expressões (3.1b) 

e (3.1c) representam, respectivamente, restrições de contorno e restrições diferenciais. A 

consideração do vetor de parâmetros (p), presente no funcional-objetivo e nas restrições de 

contorno, facilita o tratamento de problemas práticos. 

 

As funções envolvidas no problema devem satisfazer certas condições de regularidade 

estabelecidas no conjunto de hipóteses a seguir.  

 

 

 

                                                 
3 Problemas cujo funcional-objetivo possui um termo de contorno e um termo integral 0( )J h dt= + ∫ �  são ditos na 

forma de Bolza. O funcional é dito na forma de Mayer se apresenta apenas o termo de contorno 0(J h= ), ou na forma de 
Lagrange se apresenta apenas o termo integral ( )J dt= ∫ � . 
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3.3 Hipóteses 

 

Com relação ao problema (3.1), devem ser consideradas as seguintes hipóteses: 

1: ( )( 1,..., )j xH x j n⋅ = devem ser funções contínuas para 0 1[ , ];t tτ ∈  

2 : ( )( 1,..., )k uH u k n⋅ =  devem ser funções contínuas por partes e suaves por partes para 

0 1[ , ];t tτ ∈  

 

H3: As funções ( 1,..., ), ( 0,1..., )i x j hf i n h j n= = e suas derivadas parciais primeiras são contínuas 

em relação a todos os seus argumentos, nos domínios considerados. 

 

Aqui, como funções contínuas por partes, estamos entendendo funções com um 

número finito de descontinuidades de primeira espécie (PONTRYAGIN, 1962b, p. 10 e 11). 

 

Observe que, em decorrência das hipóteses H2 e H3, na verdade, as variáveis de 

estado serão suaves, não apenas contínuas como exigido pela hipótese H1. 

 

 

3.4 Montagem do problema de valor inicial 

 

Com um artifício simples, podemos reescrever o problema (3.1) na seguinte forma: 

Min 
1

1
0

[ ; ; ] [ ( ), ] [ ( ), ( ), ] ;
t

t
J x u P g x t P x u drτ τ τ= + ∫   (3.2a) 

 

sujeito a 

 

1[ ( ), ] 0,ih x t P =   1,..., ;hi n=  (3.2b) 
( ) [ ( ), ( ), ],x f x uτ τ τ τ=    0 1[ , ];t tτ ∈  (3.2c) 

0 0( ) .x t x=  (3.2d) 
 

onde 10 0[ ;...; ] 'xnx x xo
∆

= denota um vetor adicional de parâmetros que representa o estado inicial, 

conforme demonstra (3.2d), e '
0 ; ' 'P x p

∆
 =   representa o vetor de parâmetros estendido para 

incorporar x0. 
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Com a inclusão do vetor de parâmetros x0 e das restrições de contorno (3.2d), 

introduzimos em (3.1) um problema de valor inicial, caracterizado pelas restrições (3.2c) e 

(3.2d). De fato, escolhidos o vetor x0 e o controle u(τ) (em conformidade com a hipótese H2), 

as restrições (3.2c) e (3.2d) podem ser reescritas como: 

( ) ( ); ,x F xτ τ τ=      0 1[ , ];t tτ ∈  (3.3a) 

( )0 0x t x=  (3.3b) 

 

onde ( ) ( ) ( ); ; ; .F x f x uτ τ τ τ τ
∆

=        

 

É importante observar que, associado às descontinuidades no controle, o lado direito 

da expressão (3.3a) possuirá descontinuidades no tempo. A existência e unicidade da solução 

do problema (3.3) é relevante para o estudo a ser feito nos próximos capítulos. 

 

Esta é a motivação da apresentação dos teoremas enunciados a seguir. 

 

 

3.5 Teoremas de existência e unicidade de equações diferenciais ordinárias 

 

De acordo com Pontryagin (1962a), p.18 e 19, temos: 

 

TEOREMA 1: Seja o sistema normal de equações diferenciais ordinárias 

( ) ( );x F xτ τ τ=       0[ , ]ft tτ ∈  (3.4a) 

0 0( ) .x t X=  (3.4b) 
 

onde 

1[ ,..., ] 'xnx x x
∆

=  

1[ ,..., ] 'xnF F F
∆

=  
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Se ( )iF ⋅ e ( )( )1,...,i

x
F i n
x

∂
⋅ =

∂
são funções contínuas de todos os seus argumentos nos 

domínios considerados, então, para cada condição inicial (3.4b), uma solução contínua do 

Problema (1), a saber 

( ) ( ),⋅=⋅ φx  [ ]',...,1 xnφφφ
∆

=  

 

existe e é única. 

 

 Assim, se existirem duas soluções de (3.2), a saber ( ) ( ),⋅=⋅ φx como definida 

acima, e 

( ) ( ),⋅=⋅ ψx  [ ]',...,1 xnψψψ
∆

=  

 

as quais satisfazem as mesmas condições iniciais ( ) ( ) ,000 Χ== tt φψ  cada uma válida sobre 

um respectivo intervalo de valores de τ contendo t0, então estas soluções coincidirão nos 

intervalos onde ambas valerem simultaneamente. 

 

 Considere agora uma extensão do Teorema 1, onde as funções ( )( )xi niF ,...,1=⋅ e 

suas derivadas parciais primeiras são apenas contínuas por partes, ou seja, admitem um 

número finito de descontinuidades de primeira espécie. 

 

 TEOREMA 2: Seja o sistema normal de equações diferenciais: 

  

( ) ( )[ ],;τττ xFx =  [ ] ,t0 ft∈τ  (3.5a) 

( ) ,tx i
ix=      [ ]foi ttt ,∈  (3.5b) 

 

 Sejam ( )( )xi niF ,...,1=⋅ e as derivadas parciais ( )( )1,...,i

x
F i n
x

∂
⋅ =

∂
funções 

contínuas para todo [ ]foi ttt ,∈ , exceto para um número finito de valores de τ, a saber, 

[ ]mtt ,...,1∈τ sobre os quais elas possuem descontinuidades de primeira espécie. 

 

 Se para [ ]mtt ,...,1∈τ  as funções ( )( )xi niF ,...,1=⋅ : 
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a. são contínuas à direita com ( ) 0
0 xtx =  especificado; ou 

b. são contínuas à esquerda com ( ) ,tf
fxx =  especificado; 

 

 então se  (3.5) apresenta solução contínua, a solução é única.  

Ou seja, se existirem duas soluções de (3.5), a saber,  )()( ⋅=⋅ φx  e )()( ⋅=⋅ ψx onde 

[ ]',...,1 xnφφφ
∆

=       

[ ]',...,1 xnψψψ
∆

=  

Então )()( ⋅=⋅ ψφ  onde ambas valerem simultaneamente.  

 

PROVA: A prova do Teorema 2, que é uma versão estendida do Teorema 1, se processa, para 

a possibilidade (i), a partir da divisão do intervalo [to, tf] nos sub-intervalos 

[ )1, +∈ kk ttτ , ,,...,1,0 mk =  [ ]fm tt ,∈τ  

onde ( ),,...,1 mktk = representam os pontos de descontinuidade de ( )( )xi niF ,...,1=⋅ ou de suas 

derivadas parciais primeiras. 

 

 Assim, as equações (3.5) são reescritas na seguinte forma: 

( ) ( )[ ],;τττ xFx =  [ )1, +∈ kk ttτ ,   ,1,...,1,0 −= mk  (3.6a) 
( ) ( )[ ],;τττ xFx =      [ ]1, +∈ mmi ttτ  (3.6b) 

( ) 0
0 xtx = ,   ( ) ( )kk txtx −=     ,,...,1 mk =  (3.6c) 

onde ( ) ( )[ ] τττ
τ

dxFimtx
kt

k ∫
−

∆
− =

1

, . 

  

 Note que as expressões (3.6c) visam preservar a continuidade de ( )⋅x , e que as 

funções ( )( )xi niF ,...,1=⋅ e suas derivadas parciais primeiras são contínuas sobre qualquer dos 

sub-intervalos [ )1, +∈ kk ttτ   .,...,1,0 mk =  

 

 Com as expressões (3.6), a prova do teorema é realizada através de um raciocínio 

de indução, apoiado no Teorema 1. 
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 Para isso, considere inicialmente apenas o sub-intervalo [t0, t1). Como ( )⋅f e 

( )⋅
∂
∂

x
F  são funções contínuas para todo [ )1,0 tt∈τ , de acordo com o Teorema 1, duas possíveis 

soluções contínuas de (3.6), ( )⋅φ  e ( )⋅ψ , a princípio distintas, na verdade coincidirão sobre 

este intervalo. Isto estabelece o primeiro passo para a prova por indução. 

 

 Suponhamos, agora, que as soluções ( )⋅φ  e ( )⋅ψ coincidam para [ )1,0 tt∈τ , 

mk ≤ arbitrário. 

 

 Em virtude de (3.6c), ou seja, considerando a continuidade de ( )⋅φ  e ( )⋅ψ , temos 

( ) ( ) ( ) ( ).kk tttt kk φψφφ === −−  

 Isto significa que as duas soluções coincidem para [ ],,0 ktt∈τ com 

( ) ( ) ,kkk xtt ==ψφ e, além disso, ambas devem resolver: 

( ) ( )[ ],;τττ xFx =  [ ),, 1+∈ kk ttτ  ( ) .kk xtx =  

Ora, mas para [ ),, 1+∈ kk ttτ  vale o Teorema 1, ou seja, sobre este intervalo existe uma, e 

somente uma, solução contínua. Então ( )⋅φ  e ( )⋅ψ coincidem também para [ )1, +∈ kk ttτ . Ou 

seja, a coincidência de ( )⋅φ  e ( )⋅ψ para [ )tkt ,0∈τ implica na coincidência para [ )., 10 +∈ kttτ . 

 

 Deste modo, por indução, podemos concluir que ( )⋅φ  e ( )⋅ψ , na verdade, devem 

ser coincidentes sobre todo o intervalo semiaberto [to, tf). Mas, considerando a continuidade 

de ambas, devemos ter ( ) ( ) ( ) ( ),fffk tttt ψφφφ === − , o que completa a coincidência de ( )⋅φ  e 

( )⋅ψ para todo o intervalo fechado [to,tf], conforme queríamos demonstrar. 

 

 Para a possibilidade (ii), a prova decorre de raciocínio análogo. A diferença reside 

apenas no fato de que o processo de indução deve ser feito de 1+= mf tt para t0, caminho 

inverso do adotado para a possibilidade (i). 
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3.6 Comentários 

 

i. Sob a hipótese de continuidade do controle ( )⋅u , e considerando serem 

( )( )xi niF ,...,1=⋅ de classe C1, as funções ( )( )xi niF ,...,1=⋅  serão contínuas com derivadas 

parciais também contínuas para todo [ ]1,tto∈τ . Assim, para cada controle ( )⋅u  

especificado, as restrições (3.2c) e (3.2d) estabelecem um problema de valor inicial 

cuja existência e unicidade de solução pode ser garantida pelo Teorema 1. Ocorre que, 

para grande parte dos problemas práticos de engenharia, a hipótese de continuidade do 

controle é bastante restritiva, o que torna a aplicação do Teorema 1 muito limitada. 

Por sua vez, a hipótese de variáveis de controle contínuas por partes, geralmente 

satisfatória para os problema reais, acarreta a presença de descontinuidades de 

primeira espécie, tanto em ( )⋅F como em ( )⋅
∂
∂

x
F . Este tipo de descontinuidade está 

coberto pelo Teorema 2. 

 

ii. Observe que as condições de regularidade impostas a ( )⋅F pelo Teorema 1 incluem a 

continuidade das derivadas parciais primeiras, exceto a derivada em relação à variável 

independente (τ). Na literatura, a continuidade das derivadas parciais primeiras é 

muitas vezes substituída por uma condição mais fraca conhecida como “condição de 

Lipschitz” (INCE, 1990; WALTMAN, 1986; MILLER, 1982). Esta condição relaxa a 

continuidade de ( )⋅
∂
∂

x
F  em relação a todos os seus argumentos (SIMMONS, 1991), 

diferentemente do Teorema 2, que relaxa apenas a continuidade na derivada em 

relação à variável independente. A condição de Lipschitz, no entanto, não substitui o 

Teorema 2 uma vez que não prevê descontinuidades na função ( )⋅F . Assim, segundo 

nossa revisão bibliográfica, a existência e a unicidade de soluções de equações 

diferenciais ordinárias para funções ( )⋅F contínuas por partes é apresentada, pela 

primeira vez na literatura, através do Teorema 2. 

 

iii. Na literatura, enquanto a continuidade das funções é relevante tanto para a prova da 

unicidade quanto da existência de soluções, a continuidade da derivada é importante 

apenas para a questão da unicidade (SIMMONS, 1991; CRONIN, 1986). Assim, é 

possível trabalhar a questão da existência abandonando completamente a regularidade 
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das derivadas, como mostra Miller (1982). A prova para este caso, entretanto, se faz 

sob argumentos bastante sofisticados. 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 4 

FORMULAÇÃO VARIACIONAL ALTERNATIVA PARA SISTEMAS 

DINÂMICOS DESCRITOS POR EQUAÇÕES 

DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS 

 

4.1 Introdução 

 

 Neste capítulo apresenta-se uma formulação variacional alternativa para sistemas 

dinâmicos descritos por equações diferenciais ordinárias, considerando-se funções de classe 

C1. 

 

 A ideia consiste em substituir um problema de valor inicial por um problema 

variacional do tipo mínimos quadrados cuja solução coincide com o problema original. Isto 

viabiliza o tratamento numérico das restrições diferenciais presentes em problemas de 

controle ótimo através de técnicas do tipo elementos finitos. A equivalência dos dois 

problemas é comprovada através de um teorema. 

 

 Duas formas distintas de demonstração são apresentadas. A primeira é realizada 

via cálculo de variações, utilizando-se condições necessárias na forma integral (SAGAN, 

1969). A segunda se processa via teoria de controle ótimo, utilizando-se um conjunto de 

condições necessárias para a solução de um problema na forma de Mayer, obtido após 
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manipulação do problema variacional. Ambas as provas utilizam o Teorema 1 apresentado no 

capítulo anterior. 

 

 Embora a prova obtida , via cálculo variacional , seja o caminho mais natural para 

a demonstração do Teorema, dada a natureza variacional do problema, a prova utilizando 

teoria de controle ótimo mostrou-se necessária para generalizações posteriores. 

 

 Nos capítulos subsequentes a formulação será estendida para funções contínuas 

por partes e aplicada à resolução numérica de problemas de controle ótimo. 

 

 

 

4.2 Uma formulação variacional para problemas de valor inicial 

 

 Considere o problema de valor inicial: 

( ) ( );x F xτ τ τ=       [ ] ,t 10 t∈τ  (4.1a) 

( )0 0x t x=  (4.1b) 

 

onde 

( ) ( ) ( )[ ];;...; '
1 ⋅⋅=⋅

∆

znxxx  

( ) ( ) ( )[ ];;...; '
1 ⋅⋅=⋅

∆

znFFF  

 

sendo ( )⋅f e ( )⋅
∂
∂

x
F  funções contínuas de ( )⋅f e de τ. 

 

 As equações (4.1a) representam o modelo de um sistema dinâmico com 

parâmetros concentrados, descritos segundo uma formulação de espaço de estados. 

 

 De acordo com o Teorema 1 apresentado no Capítulo 3, as equações (4.1a) 

apresentam uma única solução satisfazendo as condições iniciais (4.1b). Ou seja, o problema 

de valor inicial (4.1) possui uma, e somente uma, solução única. 
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 Relacionado com o problema (4.1), considere o seguinte problema variacional: 

 

Min [ ] ∫=
1

0
'

2
1 t

t
RdRxI τ  (4.2a) 

com 0 0( ) .x t x=  (4.2b) 
 

onde 

( ) ( )[ ][ ] ,; 'τττ xFxR −=
∆
  (4.2c) 

 

sendo ( )⋅x e ( )⋅F conforme (4.1). 

 

 O problema variacional (4.2) é construído com base no resíduo das equações 

diferenciais (4.la), conforme indica a expressão (4.2c), e pode ser interpretado como um 

funcional de penalização. 

 

 Note que (4.2a) é estritamente não-negativa, assumindo o valor nulo se, e somente 

se, ( )⋅R for identicamente nula. Isto significa que a solução do Problema (4.1) fornece o 

mínimo absoluto para (4.2a). Entretanto, a adoção do problema (4.2) em substituição ao 

problema (4.1) pode apresentar, a princípio, soluções espúrias (mínimos locais do problema 

(4.2) com resíduo não identicamente nulo). Esta suspeita é reforçada se considerarmos que, 

conforme veremos adiante, a utilização das condições necessárias para (4.2) diferem de (4.1). 

Ou seja, as equações de Euler-Lagrange para o Problema (4.2) não coincidem com as 

equações diferenciais do problema de valor inicial, como ocorre no caso do problema inverso 

do cálculo de variações. Não obstante, conforme será demonstrado pelo Teorema 3, a solução 

de (4.1) é a única extremante para (4.2). Dessa forma, o problema (4.2) pode ser visto como 

uma penalização exata para (4.1), ou seja, a extremante de (4.2a) é única e coincide 

exatamente com a solução do problema (4.1). 

 

4.3 Equivalência entre o problema de valor inicial e o problema variacional associado 

 

 Para estabelecer a equivalência entre os Problemas (4.1) e (4.2), considere o 

seguinte teorema: 
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 TEOREMA 3: Sejam ( )[ ]ττ ;xF  e suas derivadas parciais primeiras em relação a 

x(τ) e a τ contínuas para todo [ ] ,t 10 t∈τ . Então, a extremante de (4.2) é única e coincide com 

a solução do Problema (4.1). 

 

 PROVA: 

 

 A prova se estabelece via cálculo variacional utilizando-se condições necessárias 

na forma integral (ver Apêndice A) e o Teorema 1. 

  

 

 

 Para isto, seja 

( ) ( )[ ] .';; RRxxL
∆

=τττ  (4.3) 
 

Considerando as condições de regularidade supostas para ( )⋅F , pode-se concluir que ( )⋅L  é 

uma função contínua com primeiras derivadas parciais contínuas em relação a todos os seus 

argumentos (quais sejam, ( )⋅x , ( )⋅x , e τ ) para [ ] ,t 10 t∈τ . 

 

 Isto permite afirmar que as extremantes de (4.2) (Apêndice A) devem satisfazer, 

além da condição inicial (4.2b), as seguintes condições necessárias: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ,;;;;
0

Cd
x
xxL

x
xxL

t
+

∂
∂

=
∂

∂
∫ τττττττ τ








 (4.4a) 

( ) ( )[ ] 0;;
1 =∂

∂ t
x
xxL


 τττ  (4.4b) 

 

A equação (4.4a) representa as equações de Euler-Lagrange, na forma integral (SAGAN, 

1969), e a equação (4.4b) as condições de transversalidade particularizadas para o problema. 

Substituindo (4.3) em (4.4a) e (4.4b), e efetuando as operações indicadas, obtemos: 

 

( )[ ] ,; CRd
x

xFR
T

to
+





∂
∂

−= ∫ ττττ
  [ ] ,t 10 t∈τ  (4.5a) 

01 =tR  (4.5b) 
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Observamos que ( )⋅R , que representa o lado esquerdo de (4.5a), é de classe C1, pois o lado 

direito de (4.5a) é, por construção, uma função contínua e diferenciável em relação a τ. 

 

 Visando a manipulação de (4.5a) e (4.5b), considere a seguinte definição: 

( ) ( )[ ],;
x

xFg
∂

∂
=
∆ τττ   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.6) 

 

Considerando a regularidade de ( )⋅R  e (4.6), podemos diferenciar a equação (4.5a) em relação 

a τ, obtendo, em termos de ( )⋅R e ( )⋅g : 

( )[ ] ( ) ( ) 0=− τττ gRR
dt
d   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.7a) 

 

Como as soluções de (4.7) são as extremantes de (4.2), para provar o teorema, devemos 

demonstrar que a solução de (4.1), e somente a solução de (4.1), resolve (4.7). Que a solução 

de (4.1), a ser denotada por ( )⋅x , resolve (4.7), é evidente. De fato, R(τ) = O, [ ] ,t 10 t∈τ , 

satisfaz (4.7a) e (4.7b). Resta-nos então provar a unicidade de ( )⋅x . 

 

 Para isto, suponha a existência de ( )⋅x̂ , uma outra extremante, não 

necessariamente coincidente com ( )⋅x , e seja: 

( ) ( ) ( )[ ],;ˆˆˆ ττττ xFxR −=
∆
   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.8a) 

( ) ( )[ ],
ˆ

;ˆ
x

xFh
∂

∂
−=

∆ τττ   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.8b) 

 

sendo ( )⋅R̂ o valor do resíduo correspondente a ( )τx̂ . 

 

 Considerando (4.8), as equações (4.5) podem ser escritas, em termos de ( )⋅R̂ , 

como o seguinte problema de valor inicial: 

( )[ ] ( ) ( ) 0ˆˆ =− τττ hRR
dt
d   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.9a) 

( ) 0ˆ 1 =tR  (4.9b) 
 

que, por sua vez, define um problema de valor inicial, do tipo 

( )[ ] ( )[ ],;ˆˆ τττ RHR
dt
d

=    [ ] ,t 10 t∈τ  
(4.l0a) 
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( ) 0ˆ 1 =tR  (4.l0b) 
 

onde ( )[ ] ( ) ( ).ˆ;ˆ ττττ RhRH
∆

=  

 

 De acordo com as hipóteses de regularidade de ( )⋅F , e considerando a 

continuidade de ( )⋅x̂ , observa-se que ( )[ ]ττ ,R̂H é uma função contínua de ( )τR̂ e de τ, 

enquanto 

( )[ ] ( )τττ h
R

RH
=

∂
∂

ˆ
;ˆ

 

é uma função contínua de τ. Assim, de acordo com o Teorema 1 do Capítulo 3, o problema de 

valor inicial (4.9) apresenta solução única. Ora, 

( ) ,0ˆ =τR    [ ] ,t 10 t∈τ  (4.10) 

 

resolve as equações (4.9). Portanto, (4.10) é a única solução de (4.9). Disso resulta que 

( )⋅x̂ satisfaz a: 

( ) ( )[ ],;ˆˆ τττ xFx =   [ ] ,t 10 t∈τ  
(4.11a) 

( ) ;ˆ 00 xtx =  (4.11b) 
 

onde a equação (4.11b) decorre da condição (4.2b). 

 

 Comparando as expressões (4.1) e (4.11) vemos que, na verdade, ( )⋅x̂  e 

( )⋅x coincidem. Ou seja, o Problema (4.2) admite ( )⋅x , a solução de (4.1), como única 

extremante, o que completa a prova do teorema. 

 

4.4 Prova do Teorema 3 via teoria de controle ótimo 

 

 Conforme mencionado anteriormente, embora o cálculo variacional seja o 

caminho natural para a prova do Teorema 3, ele não se mostrou capaz de suportar as 

generalizações a serem incluídas nos próximos capítulos. Em contrapartida, a prova via teoria 

de controle ótimo, embora não tão natural, se mostrou bem adaptada para as generalizações. 

Com este objetivo, considere o raciocínio a seguir, que utiliza o conjunto de condições 

necessárias apresentado por Freitas Pinto (1991), para problemas de controle ótimo com 
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restrições de contorno duplo, prevendo-se o controle contínuo por partes. O conjunto de 

condições necessárias se encontra padronizado para problemas na forma de Mayer (FREITAS 

PINTO, 1991), exigindo que o Problema (4.2) sofra de início algumas manipulações. 

 

PROVA: 

 

 Primeiramente reescrevemos o Problema (4.2) segundo a seguinte formulação de 

controle ótimo: 

Min   ττ RdR
t

t∫
1

02
1  (4.12a) 

 

 

sujeito a 

x(t0) = x0 (4.12b) 
( ) ( )τωτ =x   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.12c) 

 

onde 

( ) ( )[ ][ ]τττω ;xFR −=
∆

 (4.12d) 

[ ]',...,1 xnxxx
∆

=  
 

[ ]',...,1 xnFFF
∆

=  
 

[ ]',...,1 xnωωω
∆

=  
 

 

A expressão (4.12a) representa o funcional objetivo, na forma de Lagrange, o qual deve ser 

minimizado sujeito às restrições de contorno (4.12b) e às restrições diferenciais (4.12c). 

 

 Para reescrevermos (4.12) na forma de Mayer, considere a variável de estado 

adicional ( )⋅z , definida como: 

RRz '
2
1

=  (4.13a) 

 

onde 

z(t0) = 0 (4.13b) 
  

Isto permite reescrever o problema (4.12) como: 
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Min   ( )10 tzh =  (4.14a) 
 

sujeito a 

( )oxtxh jjj =−= 00  ;,...,1 xnj =  (4.14b) 
( ) ;001 ==+ tzh xn  (4.14c) 

otth oz on =−=+ 2  (4.14d) 
otth zn =−=+ 113  (4.14e) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ),;; τωττωττ jjj xFx ==   [ ] ,t 10 t∈τ  ;,...,1 xnj =  (4.14f) 

( ) ( ) ( )[ ] ,'
2
1;;

2
1 RRxLz == ττωττ    [ ] ,t 10 t∈τ  (4.14g) 

onde 3+

∆

= xh nn denota o número total de restrições de contorno, expressadas de (4.14b) a 

(4.14e). 

 

 Para utilizarmos os resultados presentes em Freitas Pinto (1991), o problema 

(4.14) deve satisfazer as seguintes hipóteses: 

 

i) ( )xj njx ,...,1=⋅






 e )(⋅z devem ser funções contínuas para [ ] ,t 10 t∈τ ; 

ii) ( )( )xk nk ,...,1=⋅ω  devem ser funções contínuas por partes para [ ] ,t 10 t∈τ ; 

iii) as funções ),...,1( xi niF = , ),...,1,0,( xj njH = e )(⋅L , e suas derivadas parciais primeiras são 

contínuas em relação a todos os seus argumentos, nos domínios considerados. 

 

 De acordo com o enunciado do Teorema 3, as hipóteses acima são válidas para o 

Problema (4.14). Assim, segundo Freitas Pinto (1991, p.111-114 e 132) (ver apêndice B), 

para que ( ) ( ) ( )( )⋅⋅⋅ ω;; zx  forneça um mínimo para o Problema (4.14), devem existir 

multiplicadores: 

,oν  [ ] ,';...;1 hnννν
∆

=  

e funções vetoriais 

( ) [ ]xnλλλ ;...;1 






⋅=⋅
∆

 e )(⋅η  

tais que: 

I: 
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0≠+ ννo { };1,0∈oν  (4.15a) 
 

II: ( )( )xj nj ,...,1=⋅λ  e )(⋅η são funções contínuas para todo [ ] ,t 10 t∈τ com 

( ) ( ),
'

τητλ 




∂
∂

−=
x
L   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.15b) 

( ) 0=τη   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.15c) 
( ) ;joj t νλ =   ;,...,1 xnj =  (4.15d) 

( ) 10 += xnt νη  (4.15e) 
( ) ;01 =tjλ    ;,...,1 xnj =  (4.15f) 

( ) ;01 νη =t  (4.15g) 
 

 

 

III: 

( ) ( ),
'

τη
ω

τλ 




∂
∂

−=
L   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.15h) 

 

IV: A função 

( ) ( ) ( ) ( )⋅⋅+=∑
=

∆

ztxtH j

n

j
j

x

 ηλ
0

 

é contínua para todo [ ] ,t 10 t∈τ ; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2000

0

0 +

=

=+∑ x

x

nj

n

j
j tzttxt νηλ   (4.15i) 

( ) ( ) ( ) ( ) 3

0

1111 +

=

=+∑ x

x

nj

n

j
j tzttxt νηλ   (4.15i) 

 

 A expressão (4.15a) identifica a existência de soluções normais ( )10=ν ou anormais 

( )00=ν 4. As equações (4.15b) e (4.15c) são as equações adjuntas, acompanhadas das equações 

(4.15d) - (4.15g) que representam as condições de transversalidade para x(to) e x(t1). A 

expressão (4.15h) representa a otimalidade do controle, enquanto as condições de quina de 

Weistrass-Erdmann (GELFAND e FOMIN, 1963, p.62) estão embutidas na continuidade de 
                                                 
4 O estudo da normalidade das soluções constitui um dos ramos da teoria de controle ótimo. A principal 
característica das chamadas “soluções anormais” é que a influência do funcional objetivo fica descaracterizada, 
em consequência do aumento de 0ν  (vide HESTENES, 1966, p. 270-283). 
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( ),,...,1 xj nj =λ  )(⋅η e Ή. Por fim, as equações (4.15i) e (4.15j) representam as condições de 

transversalidade para t0 e t1, respectivamente. 

 

 Tendo em vista (4.15c), obtemos: 

( ) .const=Κ=τη   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.16) 
 

Por outro lado, de (4.15d) e (4.15g) concluímos que: 

( ) 10 +== xnνντη    [ ] ,t 10 t∈τ  (4.17) 
 

Analisemos a possibilidade de soluções anormais, ou seja, 00 =ν . Neste caso, teríamos  

( ) 01 == +xnντη  

o que, levado em (4.15g) forneceria 

( ) ,0=τλ  [ ] ,t 10 t∈τ  

 

Este resultado, levado às expressões (4.15d), (4.15e), (4.15i) e (4.15f), produziria 

0=iν  ;3,...,1,0 += xni  

violando a condição (4.15a). Isto significa que o Problema (4.14) não admite soluções 

irregulares. Logo, devemos ter 

10 =ν  (4.18) 
 

Agora, a partir das definições de ( )⋅R e ( )⋅L , obtemos: 

RL
=




∂
∂
ω

 (4.19a) 






∂
∂

=




∂
∂

x
RR

x
L  (4.19b) 

 

o que, considerando (4.17) permite reescrever (4.15b) e (4.15h) como: 

( ) ,R
x
R

dt
d ′

′






∂
∂

−=τλ    [ ] ,t 10 t∈τ  (4.20a) 

( ) R′−=τλ   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.20b) 
 

Manipulando (4.20a) e (4.20b) obtemos: 
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∂
∂

=
x
RRR

dt
d   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.21a) 

 

Por outro lado, a expressão (4.20b) juntamente com (4.15f) permite escrever: 

( ) 01 =tR  (4.21b) 
 

As expressões (4.21a) e (4.21b) formam o seguinte problema de valor inicial: 

( )[ ]ττ ;RGR
dt
d

=   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.22a) 

( ) 01 =tR  (4.22b) 
 

 

 

 

onde 

( ) ( )τφRG
∆

=⋅  

sendo 

( ) .




∂
∂

=
∆

x
Rτφ  

Considerando a continuidade de ( )⋅λ , estabelecida pelas condições necessárias, e (4.20b), 

podemos concluir que ( )⋅R  é contínua sobre todo o intervalo [ ] ,t 10 t∈τ . 

 

 Além disso, como ( )⋅G  é função contínua de ( )τR  e de τ e 





∂
∂

R
G  é também uma 

função contínua, segundo o Teorema 1, o problema de valor inicial (4.22) possui uma, e 

somente uma, solução. 

 

Como 

( ) 0=τR   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.23) 
 

resolve as equações (4.22), resulta que esta é a solução procurada. 
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 Por sua vez, a substituição de (4.23) em (4.12c) e (4.12d) permite concluir 

imediatamente que 

( ) ( )[ ]τττ ;xFx =   [ ] ,t 10 t∈τ  (4.24) 
 

A validade de (4.24) e da condição inicial (4.12b) completa a equivalência dos Problemas 

(4.1) e (4.2), conforme desejávamos demonstrar. 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.5 Comentários 

 

i) Na demonstração do Teorema 3, a utilização de condições necessárias na forma integral 

para o problema (4.2) permitiu a hipótese de ser a função integrando ( )⋅L  de classe C1. 

Entretanto, o usual na literatura de cálculo variacional é apresentar as condições 

necessárias na forma diferencial (GELFAN e FOMIN, 1963), exigindo-se que as 

funções envolvidas sejam de classe C2. A adoção da forma diferencial, portanto, 

tornaria inviável a prova do Teorema 3 via cálculo variacional. 

 

ii) Um aspecto positivo importante relacionado com o funcional (4.2a), em relação a um 

funcional obtido via solução do problema inverso do cálculo de variações, está na 

garantia de que a extremante, no caso única, fornece um mínimo absoluto para (4.2). A 

garantia de mínimo ocorre sem a necessidade de verificação da variação segunda. Isto 

raramente acontece na formulação variacional obtida via problema inverso do cálculo 

de variações, e torna-se ainda mais relevante se considerarmos a dificuldade de análise 

de condições de suficiência, no caso do problema inverso (GELFAND e FOMIN, 

1963). Este aspecto será considerado em detalhes no exemplo apresentado no Capítulo 

8. 
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iii) Note que para efeitos de demonstração, estamos admitindo o pré-conhecimento de ( )⋅x  

na definição de (4.6). Isto, entretanto, não representa uma fixação a priori da solução. 

De fato, em (4.8b), a definição de ( )⋅h  se aplica à ( )⋅x̂ , uma solução arbitrária 

pressupostamente diferente de ( )⋅x . 

 

iv) Note que a utilização da continuidade do resíduo ( )⋅R  nas demonstrações do Teorema 3 

tanto via cálculo variacional como via controle ótimo não foi uma imposição, mas sim 

uma consequência das condições necessárias. 

 

 

 

 

CAPÍTULO 5 

FORMULAÇÃO VARIACIONAL PARA PROBLEMAS 

DE VALOR INICIAL COM DESCONTINUIDADES NO TEMPO 

 

 

5.1  Introdução 

 

 Neste capítulo, os resultados do capítulo anterior são generalizados para suportar 

descontinuidades de primeira espécie no tempo. Para isto, propõe-se a substituição de 

problemas de valor inicial por problemas variacionais nos mesmos moldes anteriores, mas 

considerando que as funções envolvidas sejam apenas contínuas por partes. 

 

 A equivalência entre os dois problemas é demonstrada recorrendo-se à teoria de 

controle ótimo. A demonstração se apóia na extensão do teorema de existência e unicidade 

equações diferenciais ordinárias, apresentada no Capítulo 3 (Teorema 2), e em condições 

necessárias para problemas de controle ótimo com dinâmica fracionada. 
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 Esta extensão se mostrará especialmente relevante no próximo capítulo, com 

aplicação da técnica à solução numérica de problemas de controle ótimo em geral, pois 

permitirá a incorporação de descontinuidades no controle. 

 

 

5.2 Formulação variacional para problemas de valor inicial com descontinuidades no 

tempo 

 

 Considere o seguinte problema de valor inicial: 

( ) ( )[ ],;τττ xFx =   [ ] ,t 10 t∈τ  (5.1a) 
( ) 00 xtx =  (5.1b) 

 

onde 

( ) ( ) ( )[ ]′⋅⋅=⋅
∆

xnxxx ;...;1  

( ) ( ) ( )[ ]′⋅⋅=⋅
∆

xnFFF ;...;1  

sendo ( )⋅F  e ( )⋅
∂
∂

x
F  funções contínuas em ( )⋅x  e contínuas por partes em τ , ou seja, podendo 

sofrer um número finito de descontinuidades de primeira espécie no tempo. 

  

 Relacionado com o Problema (5.1), podemos criar o seguinte problema 

variacional: 

Min   [ ] ∫ ′=
1

02
1 t

t
RdRxI τ  (5.2a) 

com  ( ) 00 xtx =   dado, (5.2b) 
 

onde 

( ) ( )[ ][ ]′−=
∆

τττ ;xFxR   

sendo ( )⋅x  e ( )⋅F  conforme (5.1). 

 

5.3 Equivalência entre o problema de valor inicial e o problema variacional 
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 Através do Teorema 4 adiante, será demonstrada a coincidência das soluções dos 

Problema (5.1) e (5.2). 

 

 A prova do teorema seguirá o raciocínio do item 4.4, com argumentos da teoria de 

controle ótimo. Apenas, em virtude das descontinuidades envolvidas, será necessária a 

utilização de resultados teóricos mais fortes, desenvolvidos para problemas ditos com 

dinâmica fracionada, que são compostos por uma sequência de sub-problemas. Para cada sub-

problema, correspondendo a um sub-intervalo de tempo, temos um vetor de estado e um vetor 

de controle próprios, estando os sub-problemas relacionados apenas através das restrições de 

contorno. Condições necessárias para problemas dessa natureza foram desenvolvidas em 

Freitas Pinto (1991), e estão apresentadas no Apêndice B. 

 

 TEOREMA 4: Se ( )[ ]ττ ;xF  e suas derivadas parciais primeiras são funções 

contínuas em ( )⋅x  e contínuas por partes (contínuas à direita) em τ  para [ ] ,t 10 t∈τ , então, a 

extremante de (5.2) é única e coincide com a solução do problema (5.1). 

 

 PROVA. O primeiro passo para a prova do teorema consiste em reescrever o 

problema (5.2) na forma do seguinte problema de controle ótimo: 

Min   ∫ ′
1

02
1 t

t
RdR τ  (5.3a) 

 

sujeito a 

( ) 00 xtx = ; (5.3b) 
( ) ( )τωτ =x  (5.3c) 

 

onde 

( ) ( )[ ][ ]τττω ;xFR −=
∆

 (5.3d) 

( ) ( ) ( )[ ]′⋅⋅=⋅
∆

xnxxx ;...;1   

( ) ( ) ( )[ ]′⋅⋅=⋅
∆

xnFFF ;...;1   

( ) ( ) ( )[ ]′⋅⋅=⋅
∆

xnωωω ;...;1   
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 A expressão (5.3a) representa o funcional objetivo, aqui na forma de Lagrange, o 

qual deve ser minimizado sujeito às restrições de contorno (5.3b) e às restrições diferenciais 

(5.3c). 

 

 Visando utilizarmos os resultados teóricos contidos em Freitas Pinto (1991), 

devemos reescrever o Problema (5.3) na forma de Mayer, com dinâmica fracionada. 

 

 Para este fim, para cada intervalo [ ],,1 ee tt −  definimos um vetor de estado e um 

vetor de controle na forma 

( ) ( ) [ ]  ;1,...,1    ,t,t    , e1-e +=∈=
∆

mexxe τττ  (5.4a) 

( ) ( ) [ ) ;1,...,1    ,t,t    , e1-e +=∈=
∆

mee ττωτω  (5.4b) 

( ) ( ) ( ) ( )11
1   ;,...,1   , +

∆

+
+−

∆

=== mm
m

ee
e ttmett ωωωω  (5.4c) 

 

Além disso, relacionado ao funcional objetivo, definimos as m + 1 variáveis de estado 

adicionais: 

[ ] ;1,...,1   ,,     , 1 +=∈= − mettLz ee
ee τ  (5.4d) 

( ) ;00 =tze  (5.4e) 
( ) ( ) ;,...,1   1 metztz e

e
e

e ==+  (5.4f) 
onde 

[ ] [ ] ;,...,1   ,
2
1 meRRL eee =

′
=
∆

 (5.4g) 

( ) ( )[ ] [ ]  ;1,...,1    ,,      ,; 1 +=∈−= −

∆

mettxFR ee
eeee ττττω  (5.4h) 

 

e 

 

( )[ ] ( )[ ] [ )
( )












≥

+=∈

<

=

−






∆

te

me
e

te

xF
e

e

ee xF
ττϕ

τ

ττφ

ττ ττ
   ,

;1,...,1  t,t

   ,

; e1-e

1

    ,;  (5.4i) 

 

sendo que as funções ( )⋅eφ e ( )⋅eϕ  representam prolongamentos das funções ( ),⋅eF  no espírito 

de Freitas Pinto (1991). As funções ( )⋅eφ e ( )⋅eϕ  para cumprirem adequadamente o papel de 
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prolongamentos, são funções de ex  e de τ construídas de modo a satisfazer, para 

;1,...,1 += me  as seguintes propriedades: 

i) ( )[ ] ( )[ ],;; 1111 −−
−
−

−
− = ee

e
ee

ee ttxFttxφ  

( )[ ] ( )[ ];;; −−= ee
e

ee
ee ttxFttxϕ   

ii) ( )[ ] ( )[ ];;; 1111 −−
−
−

−
− ∂

∂
=

∂
∂

ee
e

ee
e

e

ttxFttx
ττ

φ  

( )[ ] ( )[ ];;; 1
−−

− ∂
∂

=
∂
∂

ee
e

ee
e

e

ttxFttx
ττ

ϕ  

iii) ( )[ ] ( )[ ];;; 11
−−−

−
−
− ∂

∂
=

∂
∂

ee
e

eee
e

e

e

ttx
x
Fttx

x
ϕ  

( )[ ] ( )[ ];;; 1
−−

− ∂
∂

=
∂
∂

ee
e

eee
e

e

e

ttx
x
Fttx

x
ϕ  

iv) ( )⋅eφ  é de classe C1 sobre um pequeno intervalo finito à esquerda de ;   , 11 δτ >−−− ee tt  

( )⋅eϕ  é de classe C1 sobre um pequeno intervalo finito à direita de ;, δτ ≥− ee tt  

  

 

Com estas definições temos: 

[ ] [ ] ( ) ;1,...,1   ,
2
1

1
+==

′
∫ −

metzRR
e

e

t

t
e

eee  

e podemos reescrever o problema (5.3) como: 

( )1
1

0  Min +
+= m

m tzh  (5.5a) 
 

sujeito a 

( ) ;n1,...,j  ,0 x00
1 ==−= jxtxh jj  (5.5b) 

( ) ;00
1

1 ==+ tzh xn  (5.5c) 

( ) ( ) ;n1,...,j   ;,...,1   0 x
1 ===−= + metxtxh e

e
je

e
jk   

( )( ) ;111k xx je +−+++= ηη  (5.5d) 
( ) ( ) ;,...,1   01 metztzh e

e
e

e
k ==−= +   

( ) ;11k xx e+++= ηη  (5.5e) 
;1,...,0   0 +==−= metth eek   
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( ) ;111)(k xx ++++= emη  (5.5f) 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) [ ],,    ,;; 1 ee

e
j

eee
j

e
j xfx ττττωττωττ −∈==   

;1,...,1   ;,...,1 +== menj x  (5.5g) 

( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ],,    ,
2
1;;g 1

ee
ee

eeee RRxz τττττωττ −∈
′

==   

;1,...,1 += me  (5.5h) 
 

onde ( )( ) 211 ++++=
∆

mmnn xh denota o número total de restrições de contorno, expressadas de 

(5.5b) a (5.5f). 

 

Condições necessárias para a solução de (5.5) são apresentadas em Freitas Pinto 

(1991) sob as seguintes hipóteses: 

 

i) Os instantes ( )1,...,1,0 += mete  satisfazem as desigualdades 

1;m1,...,e   1 +=<− ee tt  

ii) ( )( )1m1,...,e;,...,1x j +==⋅ x
e nj  e ( )( )1;m1,...,ez +=⋅e devem ser funções contínuas para 

todo 

[ ] 1;m1,...,e    ,1 +=−∈ eet ττ  

 

iii) ( )( )1m1,...,e;1,...,1j +=+=⋅ x
e njw devem ser funções contínuas por partes para todo 

[ ] 1;m1,...,e    ,1 +=−∈ eet ττ  

 

iv)  As funções ( ),nh0,1,...,jhj = ( )( )1m1,...,e;1,...,1j +=+=⋅ x
e njf , ( )( )1m1,...,eg +=⋅e  e suas 

derivadas parciais primeira estão definidas e são todas contínuas em relação a todos os 

seus argumentos, nos domínios considerados. 

 

Note que todas estas hipóteses são válidas no caso em questão. Assim, segundo Freitas 

Pinto (1991), para que 

( )( );1m1,...,ex +=⋅e ( )( );1m1,...,ez +=⋅e ( )( );1m1,...,eu +=⋅e  

forneçam um mínimo para o Problema (5.5), devem existir multiplicadores: 

[ ] ,;...;1   ,0
′=

∆

hnνννν  
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e para ,1,...,1 += me  funções ( ) [ ]′=⋅
∆

e
n

e
e xλλλ ,...,1 e ( ),⋅eη  tais que se verifiquem: 

I: 

{ };1,0  ,0 00 ∈≠+ ννν  (5.6a) 
 

II: ( )( )1,...,1 ;,...,1 +==⋅ menj x
e
jλ  e ( )( )1,...,1 +=⋅ meeη  são funções continuas para todo 

[ ] .1,...,1   ,,1 +=∈ − meee τττ  

 

com 

( ) ( ) [ ] ;1,...,1   ,,   , 1 +=∈







∂
∂

−= − me
x
L

ee
e

e

e
e ττττητλ  (5.6b) 

( ) [ ]ee
e ττττη ,   ,0 1−∈=  (5.6c) 
( ) ;1,...,   , 0

1
xjj nj ==ντλ  (5.6d) 

( ) ;1,...,  ;1,...,   ,1 menjt xkje
e ===+ νλ   

( )( ) ;111 jennk xx +−+++=  (5.6e) 
( ) ;1,...,  ;1,...,     , menjt xkje

e ===νλ   
( )( ) ;111 jennk xx +−+++=  (5.6f) 

( ) ;1,...,   ,01
1

xm
m
j njt ==+
+λ  (5.6g) 

( ) ;10
1

+= xnt νη  (5.6h) 
( ) ( ) ;11  ;1,...,  ,1 ennkmet xxke

e +++===+ νη  (5.6i) 
( ) ( ) ;11  ;1,...,   , ennkmet xxke

e +++===νη  (5.6j) 
( ) ;01

1 νη =+
+

m
m t  (5.6k) 

 

III: 

( ) ( ) [ ] ;1,...,1   ,,   , 1 +=∈







∂
∂

−= − meL
ee

e
e

e
e ττττη

ω
τλ  (5.6l) 

 

IV: As funções 

( ) ( ) ( ) 1,...,1    
1

+=+=Η ∑
=

∆

mezx eee
j

n

j

e
j

e
x

τηττλ   

São contínuas para todo [ ];,1 ee τττ −∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 111n0
1

0
1

0
1

0
0

1
x +++

=

=+∑ mj

n

j
j tzttxt

x

νηλ   (5.6m) 
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( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )−+
′

−
′ ++++

e
e

e
e

e
e

e
e

e
e

e tzttxttxt 1111e  ηλλ   

( ) ( ) ,...,m;etzt emne
e

e
e

h 1    ,01 ==+− +−−νη   (5.6n) 

( ) ( ) ( ) ( ) h

h

nm
m

m
m

m
m

n

j
m

m tzttxt νηλ =+ +
+

+
+

+
+

=
+

+∑ 1
1

1
1

1
1

j
0

1
1

j   (5.6o) 

 

Das equações (5.6e), (5.6f), (5.6i) e (5.6j), obtemos 

( ) ( ) ,...,m;ett e
e

e
e 1    ,1 ==+ λλ  (5.7a) 
( ) ( ) .1    ,1 ,...,mett e

e
e

e ==+ ηη  (5.7b) 
 

Por outro lado, das equações (5.6c) concluímos que 

( ) [ ] ;,...,m eK ee-
ee 11   ,,   const., 1 +=∈== ττττη  

o que, por sua vez, considerando (5.7b) nos permite concluir que ( ) const.,== Ke τη  para 

.11 += ,...,me  

Além disso, a consideração de (5.6h) e (5.6k) permite concluir que  

01 νν == +nxK  (5.8) 
ou seja, 

( ) [ ] .11   ,,   , 101 +=∈== + ,...,m eee-nx
e τττνντη  (5.9) 

 

 

Para o caso de uma solução irregular, ou seja, com ,00 =ν  teríamos 

( ) [ ] ;11   ,,  , 1 +=∈= ,...,m eo ee-
e ττττη  

o que levado em (5.6l), forneceria 

( ) [ ] .n1,...,j  ;11   ,,  , x1 =+=∈= ,...,m eo ee-
e
j ττττλ   

 

As relações anteriores, levadas nas expressões (5.6d) - (5.6k) e (5.6m) - (5.6o), implicaria em 

;1  ,0 hj ,...,nj ==ν  

o que levaria à violação da condição (5.6a), demonstrando a impossibilidade de se ter .00 =ν  

Portanto o não admite solução irregular e devemos ter 

.10 =ν  (5.10) 
 

Agora considerando 10 =ν  em (5.9), e que  
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,e
e

e

R
w
L

=







∂
∂  (5.11a) 

,







∂
∂

=







∂
∂

e

e
e

e

e

x
RR

x
L  (5.11b) 

 

podemos reescrever (5.6b) e (5.6l) na forma 

( ) [ ] ;11   ,,    , 1
'

+=∈







∂
∂

−= ,...,m eR
x
R

dt
d

ee-
e

e

e
e ττττλ  (5.12a) 

( ) [ ] .11   ,,  1
'

+=∈−= ,...,m eR ee-
ee ττττλ  (5.12b) 

 

Por sua vez, a substituição de (5.12b) em (5.12a) leva a 

( ) [ ] .11   ,,    , 1 +=∈
′









∂
∂

= ,...,m e
x
R

dt
d

ee-
e

e

e
e τττλτλ  (5.13) 

 

Sejam as funções ( )⋅λ  e ( )⋅G  definidas como: 

( ) ( ) [ ] ;11   ,,  , 1 +=∈= ,...,m eee-
e ττττλτλ  (5.14a) 

( ) [ ] 11   ,,   , 1 +=∈
′









∂
∂

= ,...,m e
x
RG ee-e

e

ττττ  (5.14b) 

( ) .1,0   ,...,met
x
RtG ee

e

e =
′









∂
∂

= +  (5.14c) 

( ) .11 ++

′









∂
∂

= me

e

m t
x
RtG  (5.14d) 

 

Considerando as relações (5.7) vemos que ( )⋅λ  é uma função vetorial contínua que resolve o 

seguinte problema de valor inicial: 

( ) ( ) ( ) [ ];,   , 0 fG
dt
d ττττλττλ ∈=  (5.15a) 

( ) ,0=ftλ  (5.15b) 
 

onde (5.15b) foi recuperada a partir de (5.6g). 

 



Telma Cristina Pimenta de Freitas 49 

 

Podemos verificar que as hipóteses de regularidade impostas pelo Teorema 2 do Cap. 3, 

possibilidade (ii), são respeitadas, o que nos permite concluir que (5.15) possui uma, e 

somente uma, solução contínua. 

Mas, 

( ) [ ]ftt ,   ,0 0∈= ττλ  (5.16) 
 

resolve o problema (5.15), donde concluímos que esta é a solução procurada. 

Por outro lado, considerando (5.14a), (5.15b) e (5.12b), concluímos que a solução (5.16) 

implica em 

[ ] .11   ,,   ,0 1 +=∈= ,...,m eR ee-
e τττ  (5.17) 

 

Retornando (5.17) na expressão (5.4h), e considerando as definições (5.4i), (5.4b) e (5.4a), 

concluímos que o resíduo (5.3d) é identicamente nulo. Mas, se considerarmos (5.3c), 

verificamos que a solução ótima do Problema (5.3) ou, equivalentemente, do Problema (5.2), 

resolve (5.1). Ora, sabemos que a solução de (5.2) é única, conforme estabelece o Teorema 2. 

Logo, concluímos que os Problemas (5.1) e (5.2) possuem a mesma e única solução, 

conforme desejávamos demonstrar. 

 

 

 

 

 

5.4 Comentários 

 

i) À semelhança do caso contínuo, um aspecto atrativo na montagem do problema 

variacional (5.2) é o fato de se saber a priori que o funcional do tipo mínimos quadrados 

se anula sobre a solução ótima. Além disso, este valor será atingido se, e somente se, 

( )⋅x resolver o problema de valor inicial, não havendo possibilidade de ocorrência de 

mínimos locais. Isto é muito útil na análise de convergência durante resoluções 

numéricas do problema. 

 

ii) A adoção dos prolongamentos ( )⋅eφ e ( )⋅eψ  na demonstração do Teorema 3 são 

importantes para a consistência teórica dos resultados e representam uma abertura 
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interessante para o tratamento de descontinuidades em problemas de controle ótimo em 

geral (FREITAS PINTO, 1991). 

 

iii) Conforme comentado anteriormente, não foram encontrados resultados teóricos do 

cálculo de variações que viabilizassem a demonstração do Teorema 4. De fato, as 

descontinuidades em relação a τ, tanto para ( )⋅F  como para ( ),⋅
∂
∂

x
F  inviabilizam a 

utilização dos resultados teóricos presentes na literatura consultada (GELFAN e 

FOMIN, 1963; SAGAN, 1969). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 6 

APLICAÇAO A PROBLEMAS DE CONTROLE ÓTIMO 

 

6.1  Introdução 

 

 Para a resolução numérica de problemas de controle ótimo, uma das metodologias 

usualmente adotadas consiste na parametrização do problema via Método dos Elementos 

Finitos, através da qual, o problema, numa forma aproximada, torna-se um problema de 

programação matemática. 
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 Uma das principais dificuldades para a colocação do problema de controle ótimo, 

na forma da programação matemática, está no tratamento das restrições diferenciais, as quais, 

normalmente, exigem a aplicação do Método dos Resíduos Ponderados (FREITAS PINTO, 

1982; NAKAMICHI e WASHIZU, 1978a, 1978b, 1978c). 

 

 Neste capítulo, baseado no Teorema 4, apresenta-se uma formulação alternativa 

para uma classe de problemas de controle ótimo, na qual os vínculos diferenciais são escritos 

como um problema variacional do tipo mínimos quadrados, dito “problema variacional 

acessório”. 

 

 Conforme será mostrado, no caso de um tratamento numérico via Método dos 

Elementos Finitos, o problema variacional acessório, que substitui, de forma exata, as 

restrições originais, leva diretamente a uma aplicação do Método de Ritz, o que é muito 

atrativo numericamente 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.2 Uma formulação alternativa para problemas de controle ótimo 

 

 O problema de controle ótimo (3.1), pode ser reformulado levando-se em 

consideração o Teorema 4. Para isto, primeiramente estendemos o vetor de parâmetros ρ do 

Problema (3.1) para incorporar o estado inicial ( )0tx  e, juntamente com uma reformulação das 

restrições de contorno, reescrevermos aquele problema na seguinte forma (análoga ao 

Problema (3.2)): 

 

[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ] ;,,,;;  Min
0

ττττ duxPtxgPuxJ ft

tf ∫+=   (6.1a) 
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sujeito a 

 

( )[ ] ;,...,1    ,0, hfi niPtxh ==  (6.1a) 
( ) ( ) ( )[ ] [ ];,   ,,, 0 fttuxfx ττττ =  (6.1b) 

( ) .00 xtx =  (6.1c) 
onde 

[ ]′′′=
∆

pxP o ;  

[ ].;...; 000 1
′=

∆

nxxxx  

Note que 0x  denota um vetor adicional de parâmetros que, como demonstra (6.1d), representa 

o estado inicial. Além disso, 0x  aparece incorporado ao vetor de parâmetros p como 

argumento de ( )⋅g e ( )( ),,...,1 hi nih =⋅  em substituição a ( )0tx . Desta maneira, o problema de 

controle ótimo passou a ter, como parte de suas restrições, um problema de valor inicial, 

composto pelas expressões (6.1c) e (6.1d). De fato, para cada escolha de 0x  e do controle 

( )⋅u , podemos reescrever os vínculos (6.1c) e (6.1d) na forma do seguinte problema de valor 

inicial: 

( ) ( )[ ] [ ];,   ,; 0 fttxFx τττ =  (6.2a) 
( ) .00 xtx =  (6.2b) 

 

 

 

 

onde 

( ) ( ) ( )[ ]′⋅⋅=⋅
∆

xnFFF ;...;1  

( )[ ] ( ) ( )[ ] .,...,1    ,;;; xii niuxfxF ==
∆

τττττ  

 

 As funções ( )( )xi niF ,...,1=⋅  apresentarão descontinuidades nos pontos de 

descontinuidade de ( )⋅u . Já as descontinuidades em ( )( )x
i niF ,...,1=⋅

∂
∂
τ

 e ( )( )x
i ni

x
F ,...,1=⋅
∂
∂  

estarão associadas, ou a descontinuidades de ( )⋅u , ou de sua derivada. 
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 Sob estas condições de regularidade, as hipóteses do Teorema 4 são satisfeitas 

pelo problema de valor inicial (6.2), de modo a podermos reescrever o Problema (6.1) na 

seguinte forma alternativa: 

[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ] ττττ duxPtxgPuJ ft

tf ∫+=
0

,,;,  Min   (6.3a) 

 

sujeito a 

( )[ ] ;,...,1    ,0, hfi niPtxh ==  (6.3b) 
 

onde, para cada ( )⋅u  e P, o estado ( )⋅x  deve ser obtido como a solução do problema 

variacional acessório: 

[ ] ,
2
1  Min

0
∫ ′=

ft

t
RdRxI τ  (6.3c) 

com 

( ) ,00 xtx =  (6.3d) 
 

sendo ( ) ( )[ ].;τττ xFxR −=
∆
  

 

 O Problema (6.3), equivalente ao Problema (6.1) e, portanto, também equivalente 

ao Problema (3.1), possui uma estrutura interessante para o caso de um tratamento numérico 

via Método dos Elementos Finitos. Isto será explorado a seguir. 

 

 

 

6.3 Aplicação do Método de Ritz dentro do contexto do método dos elementos finitos 

 

 A forma das restrições (6.3c) e (6.3d) fornece um meio natural para a utilização 

do Método de Ritz, no caso de uma resolução numérica via Método dos Elementos Finitos. 

 

 Para isso, considere a obtenção de uma solução subótima para o problema (6.3). 

Aqui, a ideia é adotar para as variáveis de controle aproximações do tipo elementos finitos. 

Para isto, o domínio [ ]ftt ,0  é dividido em N elementos, adotando-se sobre cada elemento 

aproximações na forma: 
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( ) ( ) ( ) [ ] ;,...,1   ,   , 1
1

,
uee-

j
k

s

k

ke
j

e
j nj,ttτUu =∈=∑

=

τβτ  (6.4) 

onde 

( ) .,...1   ,00 Nettt
N
et fe =+−=

∆

  

 

No contexto subótimo, ( )1,...1 −= Nete  representa os instantes onde são permitidas 

descontinuidades de ( )⋅u  ou ( ).⋅u  As funções ( )( )skU k
j ,...,1=⋅ definem uma base em 

determinado espaço de funções, e ke
j
,β  representam coeficientes a serem otimizados. 

 

 A forma (6.4) representa uma combinação linear de funções que constituem uma 

base para um sub-espaço contido no domínio do Problema (6.2), ou seja, de funções que 

obedecem a hipótese H2. O fato da lei de controle estar restrita à forma (6.4) não inviabiliza a 

satisfação de todas as restrições do Problema (6.3), de onde deriva a denominação 

“subótimo”. Em outras palavras, uma solução subótima, particularmente de acordo com (6.4), 

compromete apenas o funcional objetivo, preservando as restrições do problema. 

 

 Em termos da solução subótima, ou seja, em termos dos coeficientes ke
j

,β , o 

problema (6.3) pode ser formulado como: 

[ ] ( )[ ] ( )[ ] ττβτβ dxPtxgPJ
N

e

t

t

eee
N

N e

e
∑∫
= −

+=
1 1

,,;,    Min   (6.5a) 

 

 

sujeito a 

( )[ ] ;,...,1   ,0; hN
N

i niPtxh ==  (6.5b) 
 

onde, para cada ( )Nee ,...1=β  e P, as funções ( )( )indelNx e ⋅  devem ser tomadas como a 

solução do problema variacional acessório: 

[ ] [ ] [ ] τdRRxI e
N

e

t

t

ee e

e

'
2
1    Min

1 1
∑∫
= −

=  (6.5c) 

com 

( ) ,00 xtx e =  (6.5d) 
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sendo, para ,,...1 Ne =   

( )[ ] ( ) ( )[ ]ττττβτ ;;;; eeee uxx 
∆

=   

( ) ( )[ ]τττ ;eeee xFxR −=
∆
   

( )[ ] ( ) ( )[ ]τβττττ ;;; eeeeee xfxxF −=
∆
   

 

e 

( )[ ] ( ) ( )[ ]ττττβτ ;;;; eeeeee uxfxf
∆

=   
 

onde eβ  denota um vetor que agrupa todos os coeficientes ke
j

,β , começando de 1,
1
eβ  e indo 

até ,,se
nuβ  segundo a sequência: 

( ) .,...,1   ,1   ,, skksjike
j

e
i =+−== ββ  

O Problema (6.5) está, em termos do controle, parametrizado, sem que isto comprometa a 

satisfação dos vínculos dinâmicos, ou seja, do problema variacional acessório. 

 

 É possível, também, parametrizar o estado, visando uma solução numérica do 

problema acessório. Neste caso, as restrições dinâmicas deixam de ser rigorosamente 

obedecidas. 

 
 Considere aproximações para o estado com a divisão do intervalo [ ]ftt ,0  em 

elementos, analogamente ao que foi feito para o controle: 

( ) ( ) ( ) [ ] ;,...,1   ,   ,ˆ 1
1

,
xee-

k
i

r

k

ke
i

e
i ni,ttτXx =∈= ∑

=

τατ  (6.6) 

com et  definido conforme (6.4). 

 
 Enquanto ( )⋅e

ix̂  denota a aproximação para ( )⋅e
ix  sobre o e-ésimo elemento, 

( )( )rkX k
i ,...,1=⋅ , definem uma base no espaço de funções adotado para ( ).ˆ ⋅e

ix  

  

 A substituição das aproximações acima no Problema (6.3), leva à seguinte 

reformulação do problema acessório: 

[ ] [ ] [ ] ,ˆ'ˆ
2
1    Min

1 1

τα dRRI e
N

e

t

t

ee

e
∑∫
= −

=  (6.7a) 
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sujeito a 

( ) ,ˆ 00
1 xtx =  (6.7b) 

( ) ( ) ;1,...,1   ,ˆˆ 1 −==+ Netxtx e
e

e
e  (6.7c) 

 

onde 

[ ] ( ) ( )[ ]τβτττβα ;;ˆˆ;;ˆ eeeeee xfxR −=
∆
  

e eα denota um vetor que agrupa todos os coeficientes ( ),,ke
iα  começando de  ( )1,

1
eα  e indo até 

( ),,re
nxα segundo a sequência: 

( ) ( ) .,...,1   ,1   ,, rikrijke
i

e
j =+−==αα  

Note que no Problema (6.7) foram embutidas as restrições (6.7c) para garantir a continuidade 

do estado em ( ).1,...,1 −= Nete  

 
 Em resumo, a ideia consiste em resolver o problema acessório (6.5c), (6.5d) 

através da forma (6.7), que está conforme o Método de Ritz. 

 Em outras palavras, devemos obter ′





 ′′

=
∆

Nααα ,...,1 como função de 
′





 ′′

=
∆

Nβββ ,...,1  

e P, seja numa forma implícita 

[ ] 0;; =Pβαφ  (6.9a) 
 

ou, se possível, explicitamente 

[ ].; Pβαα =  (6.9b) 
 

A solução (6.9), levada em (6.7), fornece, implícita ou explicitamente, o seguinte problema de 

programação matemática: 

 
[ ]PH ;   Min 0 β  (6.10a) 

 
sujeito a 

[ ] ;,...1  ,0;1 hniPH ==β  (6.10b) 
onde 

[ ] ( )[ ] ( )[ ] ττβτβ dxLPtxgPH eN
N

e

t

t

e
N

e e

e

,,ˆˆ;ˆ;
1

0
1

∑∫
=

∆

−

+=  (6.10c) 

[ ] ( )[ ] .1 ,...1   ,;ˆ; hN
N

i niPtxhPH ==
∆

β  (6.10d) 
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6.4 Comentários 

 

i) A condição de serem ambos, ( )⋅u  e ( )⋅u , contínuos por partes, conforme estabelece a 

hipótese H2 do Problema (3.1) é mais restritiva do que a hipótese de apenas ( )⋅u  ser 

contínua por partes, como é comum na teoria de controle ótimo. Na prática, entretanto, 

isto restringe pouco a aplicabilidade da presente metodologia. De fato, a hipótese H2, 

admitindo ( )⋅u  contínua por partes está eliminando, em relação ao tratamento usual, 

apenas a ocorrência de descontinuidades de segunda espécie em ( )⋅u . 

 

ii) A utilização das condições necessárias de Freitas Pinto (1991) exige que as funções 

presentes no problema de controle ótimo sejam de classe C1. For sua vez, para que as 

funções presentes no Problema (6.3) sejam de classe C1, é necessário que ( )⋅u  e ( )⋅u  

sejam contínuas por partes. Esta foi a motivação para a adoção da hipótese H2. 

 

iii) Para o caso específico de problemas de controle ótimo em que o controle é contínuo e 

suave, a formulação (6.3) pode ser validada com a aplicação direta do Teorema 3, sem a 

necessidade de recorrer ao Teorema 4. 

 

iv) Uma determinação explícita das funções ( )( ),,...,1,0 hi niH =⋅  embora desejável, não é 

indispensável para a aplicação do método. De fato, existem maneiras de se trabalhar um 

problema de programação matemática implicitamente definido (sem o conhecimento 

explícito da função objetivo e das restrições). 

 

v) A divisão em elementos para as variáveis de controle (aproximações (6.4)) não tem que 

ser, obrigatoriamente, a mesma que para as variáveis de estado (aproximações (6.6)). O 

importante é que as descontinuidades das funções de controle ocorram sobre as junções 

dos elementos. 
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CAPÍTULO 7 

EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 

 

7.1 Introdução 

 

 Com o objetivo de ilustrar a aplicação da técnica apresentada no capítulo anterior, 

neste capítulo são resolvidos alguns exemplos propositadamente simples, cada um, segundo 

sua particularidade, abordando um aspecto específico. 

 

O primeiro exemplo, que representa um problema de controle ótimo com controle 

contínuo e suave, explora o conceito de “solução subótima”. O segundo trata-se de um 

problema de obtenção de trajetória ótima com tempo final fixo cuja natureza permite uma 
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interpretação física dos resultados. Um aspecto importante deste exemplo é que a estrutura da 

solução subótima adotada é, na verdade, a mesma da solução ótima. O terceiro e último 

exemplo, ilustra a aplicação da técnica a um problema com controle descontínuo. 

 

Nos três casos é possível a obtenção das soluções analíticas, seja através da teoria de 

controle ótimo, seja através do cálculo de variações, as quais são utilizadas para analisar as 

soluções numéricas. 

 

7.2 Problema ordinário de controle ótimo com estado inicial e final fixos 

 

Considere o problema de minimizar: 

[ ] ( )[ ] ,
2
1;Min   

22

0

2 τττ duuxJ ∫ −=  (7.1a) 

 

sujeito a 

( ) ( ) [ ];2,0   ,1 ∈+= τττ ux  (7.1b) 
( ) ;00 =x  (7.1c) 
( ) .22 =x  (7.1d) 

 

 

Utilizando conceitos da Teoria de Controle Ótimo ou do Cálculo de Variações 

(GELFAN e FOMIN, 1963; BRYSON, 1975) é possível obter como solução ótima para o 

Problema (7.1): 

( ) [ ];2,0   ,
3
42 ∈−= τττu   

( ) [ ] [ ];2,0   ,
3
1 3 ∈−= ττττx   

 

Procuremos agora uma solução subótima linear, ou seja, uma solução do tipo: 

( ) [ ];2,0   ,10 ∈+= ττββτu  (7.2) 
 

válida para todo o intervalo de definição do problema. 

 

Também, através de argumentos teóricos, é possível obter como solução subótima: 

( ) [ ] [ ];2,0    ,12 ∈−= τττu   
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( ) [ ].2,0    ,2 ∈−= ττττx   
 

Utilizando a metodologia apresentada no capítulo anterior, pode-se obter soluções subótimas 

aproximadas para o Problema (7.1). Para isto, dividi-se o domínio [0,2] em N elementos 

iguais, aproximando-se ( )⋅x , sobre cada elemento, pelas relações: 

( ) ( ) ( ) [ ];,   ,ˆ 1211 eeee
e NNx ττττατατ −− ∈+  (7.3) 

 

onde, para :,...,1 Ne =  

.2-   ,   , 2
1

1
2

1
1 N

eNN
ee

e

ee

e
∆

−

−
∆

−

∆

=
−

−
=

−
−

= τ
ττ
ττ

ττ
ττ   

 

Note que, com a aproximação (7.3), a continuidade de ( )⋅x  está preservada sobre todo o 

intervalo [ ],2,0  ou seja: 

( ) ( ) .1,...,1   ,ˆˆ 1 −===+ Nexx ee
e

e
e αττ   

 

Considerando (7.2) e (7.3), e tendo em vista o item 6.3 do capítulo anterior, podemos 

reescrever o Problema (7.1) na forma: 

[ ] [ ] ,
2
1  Minimizar 

22

0

2
10 τττβββ dJ ∫ −+=  (7.4a) 

 

;2        a sujeito =Nα  (7.4b) 
 

sendo o estado ( )( )Nexe ,...,1ˆ =⋅ a solução do problema variacional acessório: 

[ ] ( )[ ] ,1ˆ
2
1  Minimizar 

2

1
10

1

ττββτα
τ

τ
dxI

N

e

ee

e
∑∫
= −

−−−=   (7.4c) 

 

com 

,00 =α  (7.4d) 

 

sendo [ ] .;...;1
′=

∆

xnααα  

 



Telma Cristina Pimenta de Freitas 61 

 

As condições (7.4b) e (7.4d) foram obtidas de (7.1d) e (7.1c), respectivamente. 

Observe que a divisão em elementos foi realizada apenas sobre o problema acessório, não 

tendo sido necessária para o funcional objetivo. 

 

Primeiramente, resolve-se o problema acessório (7.4c) - (7.4d) para obter α em função 

de ( ),, 10 ββ  ou seja, encontra-se o estado em função do controle subótimo. Obtemos, neste 

caso, como condições necessárias: 

( ) ( ) 1,...,1    ;02 11111 −==−+−−=
∂
∂

−+−+ NeNI
eeeee

e

ττβααα
α

 (7.5a) 

( )( ) 022 1101 =++−−−=
∂
∂

−− N
NI

NNNN
N

ττββαα
α

 (7.5b) 

 

Por manipulação algébrica de (7.5), é possível obter explicitamente, para N arbitrário: 

.,...,1    ,12
10 Ne

N
e

N
e

e =



 ++ ββα  (7.5c) 

 

A expressão (7.5c), para e = N, substituída em (7.4b), leva a: 

.01 ββ −=  (7.5d) 
 

A minimização de (7.4a) sujeito a (7.5d) fornece: 

.201 =−= ββ   
 

Finalmente, a substituição dos valores ótimos encontrados para 10 ,ββ  em (7.5c) fornece os 

seguintes valores ótimos para ( ):,...,1 Nee =α  

.,...,1    ,122 Ne
NN

ee
e =



 −α   

 

Para todos os valores de N, a solução ( )10 ,ββ  do Problema (7.4) leva a um controle subótimo 

coincidente com a solução subótima analítica: 

( ) [ ] [ ].2,0     ,12 ∈−= τττu   
 

Para o estado ( )⋅x , tem-se, para ,4  e  ,2  ,1 === NNN respectivamente, as seguintes 

soluções subótimas aproximadas: 
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( ) { 20       1 ≤≤== ττxN   

           ( ) ( )



≤<
≤≤

==
 21        12
20               0

  2
τ
τ

τ-
xN   

                        ( )











≤≤−
≤≤−
≤≤−

≤≤−

=

0,21,5            35,2
1,51,0          5,15,1
1,00,5         5,05,0

0,50             ,5,0

   4

ττ
ττ
ττ

ττ

xN   

 

A Figura 7.1 mostra a evolução das soluções numéricas para a solução subótima. 

 

 

Fig. 7.1: Curvas para o estado de ( )⋅x . 

 

7.3 Problema de trajetória ótima 

 

Considere o seguinte problema de controle ótimo: 

[ ] ( ) ( )[ ] ,
2
14;Min   

24

0
ττ duxuxJ ∫+−=  (7.6a) 

( ) ( ) [ ];4,0    ,   a sujeito ∈= τττ ux  (7.6b) 
( ) ;00 =x  (7.6c) 
( ) .00 =x  (7.6d) 

 

O modelo acima (LUENBERGUER, 1979) representa o problema de acelerar um veículo de 

modo a minimizar um funcional que considera, simultaneamente, a distância total percorrida 

em um dado tempo ( )( )4x  e o esforço gasto (termo integral no funcional). 
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Utilizando conceitos da Teoria de Controle Ótimo é possível obter como solução 

ótima para o Problema (7.6): 

( ) [ ];4,0   ,4 ∈−= τττu   

( ) [ ];4,0    ,
6

2
3

2 ∈−= ττττx   

 

É interessante observar, através da solução analítica, que a aceleração ótima aplicada decresce 

linearmente com o tempo, chegando a zero no tempo final. 

 

A fim de obter soluções numéricas, primeiramente coloca-se o Problema (7.6) na 

forma de estado, introduzindo-se as variáveis dinâmicas 

( ) ( ) ( ) ( ),    e    21 ττττ xxxx 
∆∆

==   
 

o que permite reescrever (7.6) como: 

[ ] ( ) ( )[ ] ,
2
14;Min   

24

01 ττ duxuxJ ∫+−=  (7.7a) 

 

sujeito a 

( ) ( ) [ ];4,0      ,21 ∈= τττ xx  (7.7b) 
( ) ( ) [ ];4,0      ,2 ∈= τττ ux  (7.7c) 

( ) ;001 =x  (7.7d) 
( ) .002 =x  (7.7e) 

 

Dentro do contexto do procedimento proposto, substitui-se as restrições (7.7b) - (7.7e) pelo 

seguinte problema variacional acessório: 

[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ττττττ duxdxxxI
24

0 2

24

0 21 2
1

2
1Min   ∫∫ −+−=   (7.8a) 

( ) ;001 =x  (7.8b) 
( ) .002 =x  (7.8c) 

 

Seja, para o controle, uma aproximação linear, na forma 

( ) τββτ 10ˆ +=u  (7.9)  
 

que, neste problema em particular, reproduz diretamente a estrutura da solução ótima. 
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Além disso, dentro do contexto do Método dos Elementos Finitos, considere a divisão 

do domínio [0,4] em N elementos, com as seguintes aproximações para as variáveis de estado 

( )⋅1x  e ( ):2 ⋅x  

( ) ( ) ( ) [ ];,    ,ˆ 122111 eee
e NNx ττττατατ −− ∈+=  (7.10a) 
( ) ( ) ( ) [ ];,    ,ˆ 122112 eee

e NNx ττττγτγτ −− ∈+=  (7.l0b) 
 

onde N1 e N2 são definidos como em (7.3) e 

.,...1,0    ,4 Ne
N
e

e ==
∆

τ  (7.l0c) 

 

As expressões (7.9) e (7.10) levadas em (7.8), resultam: 

[ ] ( ) ( ) ( )( ) +








 +−−= ∑ ∫

=
−−

−

τταταααα
τ

τ
dNNNI

N

e
eeee

e

e

2

1
2111

1 42
1Min     

( )










 −−−+ ∫

−
− ττββγγ dNe

e

τ

τ ee

2

101
1 4

 (7.l1a) 

;00 =α  (7.11b) 
.00 =γ  (7.11c) 

 

As condições necessárias para (7.11): 

NeI

e

,...,1     0 ==
∂
∂
α

 (7.12a) 

NeI

e

,...,1     0 ==
∂
∂
γ

 (7.12b) 

 

 

Após algumas manipulações das expressões (7.12), é possível obter 

 

( ) ( ) ( ) ,9616620343
6412 1

22
11

2
2 



 −−−−++

+
= −+ βαααγ

N
NNN

N
N

eeee   

.1,...,1 −= Ne  (7.13) 
 

A substituição de (7.13) em (7.12) e em (7.7a) leva ao seguinte problema de programação 

matemática, em termos de α e β: 
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[ ] 2
110

2
0 3

3282;Min   ββββαβα +++−= NJ  (7.14a)  

 

sujeito a: 

 

( ) ( ) ( ) 0963412164415 13
3

2
3

1
3 =−++−−++ βααα NNNNNN  (7.14b)  

  

( ) ( ) ( ) ++−+−−−+− +−− 1
2

1
2

2
2 14620186203 eeee NNN αααα   

( ) ( )22     034 2
2 −≤≤=++ + NeN eα  (7.14c) 

  

( ) ( ) ( ) ++++++++ −−− 1
23

2
3

3
3 3261622461664 NNN NNNNNN ααα   

( ) 072312463 10
2 =






 +++−+ ββα

N
NNNN N  (7.14d) 

  

( ) ( ) +−−+++−− −− 1
2

2
23 16246202033 NN NNNNN αα   

( ) 048862432283 101
3 =






 ++−+−+ + ββα

N
NNNN N  (7.14e) 

 

 

Foram obtidas soluções para N = 1, 2, 4 e 8, sucessivamente. As Tabelas 7.2 e 7.3 

apresentam os resultados para ( )⋅u  e ( )⋅x , respectivamente. Estes resultados estão ilustrados 

graficamente nas Figs. 7.2 e 7.3. 

 
 
 
 
 
 

Tabela 7.1: Valores para ( )⋅u  
 

τ N=1 N=2 N=4 N=8 Analítico 
0.0000 0.8571 2.6250 3.5769 3.9248 4.0000 
0.5000 0.8571 2.3438 3.1442 3.4376 3.5000 
1.0000 0.8571 2.0625 2.7115 2.9504 3.0000 
1.5000 0.8571 1.7813 2.2788 2.4632 2.5000 
2.0000 0.8571 1.5000 1.8461 1.9760 2.0000 
2.5000 0.8571 1.2188 1.4134 1.4888 1.5000 
3.0000 0.8571 0.9375 0.9807 0.9925 1.0000 
3.5000 0.8571 0.6563 0.5480 0.5144 0.5000 
4.0000 0.8571 0.3750 0.1153 0.0271 0.0000 
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Tabela 7.2: Valores para x(.) 

 

τ N=1 N=2 N=4 N=8 Analítico 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.5000 0.3674 0.7735 0.7256 0.5246 0.4792 
1.0000 0.7347 1.5469 1.4551 1.6897 1.8333 
1.5000 1.1021 2.3204 3.4283 3.8742 3.9375 
2.0000 1.4694 3.0938 5.4053 6.3473 6.6667 
2.5000 1.8368 4.9923 8.2344 9.7642 9.8958 
3.0000 2.2041 6.8907 11.064 13.110 13.500 
3.5000 2.5715 8.7892 14.345 16.357 17.354 
4.0000 2.9388 10.688 17.627 21.092 21.333 

 

 

Vale a pena notar que, neste exemplo, diferentemente do exemplo anterior, uma solução 

fechada do problema acessório foi apenas parcialmente conseguida. De fato, conforme mostra 

(7.13), foi encontrada ( )αγγ =  e não γ e α como funções de β, levando ao problema de 

programação matemática (7.14) em termos de α e β. 

 

 

Fig. 7.2: Soluções para o ( )⋅u  
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Fig. 7.3: Soluções para o ( )⋅x  

 

7.4 Um problema com controle descontínuo 

 

 Seja o problema de minimizar 

[ ] ( ) ( )[ ] ,1; 2
21

1
τττ duxuxJ −= ∫−  (7.15a) 

 

 

 

sujeito a 

( ) ( ) [ ];1,1   , −∈= τττ ux  (7.15b) 
( ) ;01 =−x  (7.15c) 

( ) .
2
11 =x  (7.15d) 

 

Trata-se de uma adaptação de um problema variacional (GELFAN e FOMIN, 1963, p. 61) 

com descontinuidade na derivada da função ( )⋅x . 

 

 A solução analítica do Problema (7.15) pode ser obtida, ou via teoria de controle 

ótimo, ou via cálculo variacional, como: 
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( )









≤<−

≤≤−
=

1
2
1          

2
1

2
11              0

ττ

τ
τx  ( )










≤<

≤≤−
=

1
2
1                 1

2
11              0

τ

τ
τu  

 

Note que o controle ótimo ( )⋅u  possui uma descontinuidade em ,
2
1

=τ  que coincide com uma 

descontinuidade na derivada primeira de ( )⋅x . 

 

 Como nos exemplos anteriores, soluções numéricas são obtidas através do 

problema acessório, ou seja, minimizando-se o seguinte funcional, associado ao vínculo 

diferencial (7.15b): 

[ ] ( ) ( )[ ] ,
2
1    Min

21

1
τττ duxxI ∫− −=   (7.16a) 

( ) .01 =−x  (7.16b) 
 

Note que neste caso o problema difere um pouco dos exemplos anteriores, quando as funções 

de controle eram admitidas contínuas. 

 

 Agora, para suportar descontinuidades no controle, a divisão em N elementos é 

aplicada, não apenas ao problema variacional acessório (7.16), mas também ao funcional 

objetivo (7.15a). Assim, sejam para o estado e para o controle as aproximações: 

( ) ( ) ( ) [ ] ;,...,1    ,,    ,ˆ 1211 NeNNx eeee
e =∈+= −− ττττατατ  (7.17a) 

 

onde ( )⋅1N , ( )⋅2N  e eτ  são conforme (7.3), e 

( ) [ ] .,...,1    ,,    ,ˆ 1 Neu eeee =∈= − τττβτ  (7.17b) 
que representa uma aproximação constante por elemento para o controle. 

 

 Considerando as aproximações (7.17), pode-se reescrever, como aproximação 

para (7.15): 

[ ] ( ) ( )[ ]{ ( ) } ,1    Min 2
2

1
211

1

τβταταβ
τ

τ
dNNJ e

N

e
ee

e

e

−+= ∑∫
=

−
−

 (7.18a) 

,
2
1a      sujeito =Nα  (7.18b) 
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onde [ ]Nααα ,...,1

∆

=  é a solução do problema variacional acessório: 

[ ] ( ) ,
22

1    Min
2

1
1

1

τβααα
τ

τ
dNI

N

e
eee

e

e
∑∫
=

−
−





 −−=  (7.19) 

com .00=α  

 Com a solução da integrais em (7.19), obtêm-se: 

[ ] ( ) ( )∑
=

−− 







+−−−=

N

e
eeeeee NN

N
I

1

2
1

2
1

2

4
1   Min ββααααα  (7.20) 

onde .00=α  

 

 O Problema (7.20) está, segundo a programação matemática, possuindo como 

condições necessárias: 

,...,NeI
e

1    ,0 ==
∂
∂
α

 (7.21) 

 

Após algumas manipulações, obtém-se como solução das equações (7.21): 

.,...,1    ;2
1

Ne
N

e

i
ie == ∑

=

βα  (7.22) 

 

Por outro lado, a solução das integrais em (7.18), fornece: 

[ ] ( )( )∑
=

−− 



 −++=

N

e
eeeeeN

J
1

22
1

2
1 1

3
12   Min βααααβ  (7.23a) 

.
2
1a     sujeito =Nα  (7.23b) 

 

onde ( ).βαα ee =  

 

 Com a substituição de (7.22) em (7.23), obtém-se: 

[ ] ( )2
2

11

1

1

21

11

1
3
12    Min e

e

i
i

e

i
i

e

i
i

e

i
i

N

eN
J ββββββ −



















+






+








= ∑∑∑∑∑

==

−

=

−

==

 (7.24a) 

;
2
1

2
a     sujeito

1
∑
=

=
N

i
i

N β  (7.24b) 

 

que representa um problema de programação matemática com uma restrição de igualdade.  
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Resolvendo-se o Problema (7.24) obtém-se como solução: 

( ) { 11              25.0    1 ≤≤−== τuN   

      ( )




≤<
≤≤−−

==
       10           0.5893
 01      0893.0

    2
τ
τ

uN   

        ( )




≤<
≤≤−

=≥
       11/2                    1

 2/11                  0
    4

τ
τ

uN   

  
            ( ) { 11              25.025.0    1 ≤≤−+== ττxN   

                  ( )




≤<−
≤≤−−

==
       21       0893.00.5893
 10    0893.0 0893.0

    2
ττ
ττ

xN   

          ( )




≤<
≤≤−

=≥
       10.5             0.5-
 5.01                  0

    4
ττ

τ
xN   

 

 Note que, para ( ) 4≥N , as soluções numéricas coincidem com a solução 

analítica.  

 

 A Fig. 7.4 ilustra a convergência para a variável de estado ( )⋅x . 

 

 

 

Fig. 7.4: Resultados para ( )⋅x . 
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7.5 Comentários 

 

i) Nos três problemas resolvidos fica evidente a convergência das soluções numéricas para 

as soluções analíticas na medida em que se aumenta o número de elementos. No caso 

em que a aproximação adotada permitiu a obtenção da solução exata, isto se manifesta 

com a coincidência das soluções numéricas a partir de um valor particular de N (N = 4 

no terceiro exemplo). 

 

ii) Observe que, exceto no terceiro exemplo, onde existe a presença de descontinuidade no 

vetor de controle, adotou-se, para a variável de controle, uma única aproximação sobre 

todo o domínio da solução, sem a divisão em elementos. Isto é típico na busca de 

soluções subótimas. 

 

iii) Note que, considerando (7.19) no terceiro exemplo, tem-se: 

( ) ( ) ( ) [ ] .,...,1    ,,    ,ˆ
2

ˆ 11 NeuNx eeeeeee =∈==−= −− ττττβαατ   

iv) Portanto, o problema acessório leva, neste caso, de forma independente do funcional 

objetivo, a uma satisfação exata do vínculo diferencial 

 

v) Deve-se observar que a aplicação do procedimento é facilitada quando é possível obter 

uma solução explícita do problema acessório ( )( ),βαα =  conforme ocorreu no primeiro 

e terceiro exemplos. 
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CAPÍTULO 8 

PROBLEMAS COMPLEMENTARES 

 

8.1 Introdução 

 

 Para ilustrar outros aspectos relacionados ao funcional do tipo mínimos 

quadrados, neste capítulo são resolvidos dois problemas complementares. 

 

 No primeiro utiliza-se a formulação variacional do tipo mínimos quadrados na 

determinação numérica da trajetória de um oscilador harmônico com um grau de liberdade, 

cujo movimento não fornece um mínimo para o funcional obtido via formulação 

Lagrangeana, embora a trajetória física seja uma solução estacionária do mesmo. Este 

problema exemplifica a utilização do procedimento como uma formulação variacional 

alternativa para problemas descritos por equações diferenciais ordinárias. 

 

 O movimento do sistema massa-mola é obtido utilizando as duas formulações - 

via Lagrangeana e via mínimos quadrados - recorrendo-se em ambos os casos ao método de 

Ritz. 
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 O segundo exemplo trata-se de um problema de controle ótimo onde estão 

presentes descontinuidades no controle e que possui, dentro do contexto do cálculo de 

variações, mínimos fracos, os quais geram mínimos locais no problema parametrizado. 

 

 

8.2 Análise da determinação do movimento de um oscilador harmônico 

 

8.2.1 Formulação do problema 

 

 Considere um oscilador harmônico com um grau de liberdade consistindo de uma 

mola de constante k em cuja extremidade está conectada uma massa m. De acordo com a 

Segunda Lei de Newton, o movimento da massa será descrito pela equação diferencial: 

        0=+ kxxm   (8.1) 
onde ( )⋅x  denota a trajetória da massa. 

 Por integração da equação (8.1) é fácil obter para o deslocamento da massa: 

        ( ) ( ) ( )wtBwtAtx sin cos +=  (8.1b) 
 

onde 
m
kw

∆

=  representa a velocidade angular de oscilação e A e B constantes que dependem 

das condições iniciais. 

 

 Uma forma alternativa de descrição do movimento é através da formulação 

Lagrangeana da Mecânica Analítica, onde o movimento da massa corresponde à solução 

estacionária do seguinte funcional: 

        [ ] ( ) ( ) .
220

22 τττ dxkxmxJ
T

t∫ 



 −=   (8.2) 

 

sendo o integrando em (8.2) a função Lagrangeana do sistema, ou seja, a diferença entre a 

energia cinética e a energia potencial. De fato, é muito fácil confirmar que (8.1b) representa a 

solução estacionária de (8.2). 

 

 O fato da solução estacionária de (8.2) coincidir com a trajetória do sistema físico 

é conhecido na literatura como Princípio de Hamilton. Alguns autores (MEIROVITCH, 1967; 
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GOLDSTEIN, 1950) interpretam e utilizam o Princípio de Hamilton como um princípio de 

mínimo significando que (8.1b) minimiza (8.2). Neste caso, o Princípio de Hamilton é 

referido como “Princípio de Hamilton de Ação Mínima”. Esta ideia representa a base para 

todos os procedimentos que se baseiam na aplicação do Método de Ritz a problemas físicos 

formulados segundo a função Lagrangeana. 

 

 Acontece que o Princípio de Hamilton não é sempre um princípio de mínimo, ou 

seja, nem sempre a solução estacionária da formulação Lagrangeana, ou sua formulação 

Hamiltoniana correspondente (KEITH, 1982), fornece um mínimo para o funcional. De fato, 

este aspecto é explorado por Smith (1974) que, usando o Problema (8.1) como contra- 

exemplo, mostra que (8.1b) com as condições iniciais 00 =x  e ,00 ν=x  ou seja 

( ) ( )wt
w

x sin0ντ =  

 

 

fornece um mínimo para (8.2) se, e somente se, for respeitada a relação: 

        ( ) 2
2

0
10
w

tT <−  (8.3) 

 

Assim, como mostra Smith (1974), o Princípio de Hamilton não é, necessariamente, um 

princípio de mínimo. 

 

 Isto pode ser confirmado a partir da seguinte solução alternativa, apresentada em 

Smith (1974): 

        ( ) ( ) ( )tTt
T
Cwt

w
x −+= 2

2
0 sinντ  (8.4) 

 

onde C denota uma constante real positiva arbitrária. 

 

 De fato, como pode ser facilmente verificado, no caso de não valer (8.3), a 

substituição de (8.4) em (8.2a), fornece um valor para [ ]xJ  menor que o fornecido pela 

solução estacionária correspondente: 

( ) ( )wt
w

x sin0ντ =  
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Isto representa um aspecto muito relevante na aplicação do Método de Ritz ao tratamento de 

problemas físicos. Primeiro, pela inconsistência teórica presente nos problemas em que a 

solução estacionária não minimiza a Lagrangeana. Segundo, porque nestes casos poderá 

ocorrer ou divergência ou falsa convergência da solução numérica. 

 

 Para explorar um pouco mais este aspecto, no próximo item o movimento do 

oscilador harmônico é obtido numericamente utilizando dois procedimentos diferentes: i) 

aplicando o Método de Ritz ao funcional (8.2); ii) aplicando o Método de Ritz ao funcional de 

mínimos quadrados obtido a partir da equação diferencial do movimento. 

 

 

 

 

 

 

8.2.2 Solução numérica via formulação Lagrangeana 

 

 Para aplicar o Método de Ritz ao funcional (8.2), dentro do contexto do Método 

de Elementos Finitos, é interessante escrever o seguinte problema: 

        ( ) ,
2

    Min
0

22
2

2

ττ dkxx
T

mN
N

TI
N

∫ 







−=   (8.5a) 

sujeito a 

        ( ) ,00 =tx  (8.5b) 

( ) ( ),sin0 wT
w

Tx ν
=  (8.5c) 

 

onde 

T
tN

∆

=τ  

representa um tempo normalizado e 

( ) ( ) ( ) ( ). tx
N
T

d
dt

dt
tdx

d
dxx  ===

ττ
ττ  
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 O Problema (8.5) foi montado segundo a forma “Problema Mais Simples do 

Cálculo de Variações” (GELFAND e FOMIN, 1963) e a condição terminal (8.5c) foi 

escolhida de modo a termos .00 ν=x  

 

 Para a variável ( )⋅x , considere a seguinte aproximação: 

        ( ) ( ) Nex ee
e ,...,1     1ˆ 1 =+−= − ξαξαξ  (8.6) 

 

onde, para cada valor de e, temos: 

        ( ) [ ] .,...,1     ,,     ,1 1 Nee ee =∈−−= − ττττξ  (8.7) 

.,...,1,0    , Neee ==
∆

τ  (8.8) 
 

Note que ξ representa uma variável temporal local normalizada, ou seja, enquanto τ, sobre o 

e-ésimo elemento, varia de e - 1 até e, ξ varia de 0 a 1. 

 

 

 

 Com a divisão em elementos e a aproximação (8.6), o Problema (8.5) pode ser 

reescrito como: 

        [ ] ( )[ ] ,1
2

    Min
1

1

0

2
1

2
12

2

ξξαξααα dk
T

mN
N

TI
N

e
eeee∑∫

=
−− 








+−−−=  (8.9a) 

 

sujeito a 

        00 =α  (8.9b) 

( )wT
wN sin0να =  (8.9b) 

 

Procedendo as integrais presentes em (8.9a) e incorporando (8.9b) e (8.9c),obtemos: 

        ( )











+−








−= −12

2
2

2

2

3
2

32 NNN
k

T
mNk

T
mN

N
TI ααα   

.
3

2
3

2
1

2
12

2
2

2

21

1












+−








−+ ∑∑

−

=
−

−

=

N

e
eee

N

e

k
T
mNk

T
mN ααα  (8.10) 
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 A forma mais natural de minimizar a função (8.9) é através de busca direta 

utilizando algum algoritmo de programação matemática. Outra alternativa seria através da 

solução das condições necessárias para minimizar (8.9), ou seja, resolvendo as equações: 

,1,...,1    ,0 −==
∂
∂ NeJ

eα
 

que, após desenvolvimento algébrico, leva ao sistema de equações lineares: 

021 =+ αα K  (8.11a)  
1,...,2      011 −==++ +− NeKK eee ααα  (8.11b) 

( )4sin 212 KK NN −=+ −− αα  (8.11c) 
onde 

.

3
4

3
2

2

2

2

2









−









+−

=
k

T
mN

k
T
mN

K  

 No caso da desigualdade (8.3) ser respeitada, qualquer uma das alternativas 

(técnica direta ou técnica indireta) pode ser aplicada. Se, porém, (8.3) é violada, somente a 

técnica indireta pode ser utilizada. Além disso, se (8.9) não possui mínimo, a aplicação do 

Método de Ritz perde o significado, ainda que a solução numérica convirja para a solução 

estacionária de (8.2). 

 

 Como ilustração, considere: 

1    ,8   ,0    ,2   ,8 00 ===== νTtkm  

o que, levado em (8.10), fornece 

 

( )( ) ( ) ( )
−

−
+

+




−

−
= ∑

−

=
−

2
1

1

2

1

2
2

2

3
163sen4

3
166sen4

3
326    Min e

N

e
N N

N
N

N
N

NJ αα   

( )



+
−∑

=

=
−

1

2
1

2

3
38N

e
eeN

N αα  (8.12) 

 

 Para os valores acima a condição (8.3) é violada, de forma que a extremante para 

(8.2) não representa o mínimo para o funcional e a minimização de (8.12) não levará a uma 

aproximação para o movimento do oscilador. De fato, através da derivada segunda, é possível 

obter para J a seguinte matriz Hessiana: 



Telma Cristina Pimenta de Freitas 78 

 

 

























=







∂
∂

=
∆

         0   ...             
          0     ...      

 ...             
...    0             0

...   0      
...   0     

12

212

212

2  12

2  1

2

2

KK
KKK

KKK
KKK

KK

JH
α

 

 

sendo       [ ] .
3

4032     
3

1631    ...,
22

121 N
NK

N
NKN

−
=

−
== −

∆

αααα  

 
 É possível confirmar que a Hessiana acima é indefinida, o que significa que a 

função (8.12) não é limitada nem inferiormente, nem superiormente. Isto significa que apenas 

métodos indiretos podem ser utilizados. 

 
 Dentro da filosofia do método indireto, as equações (8.11) foram resolvidas para 

N = 2, 4, 8, 16 e 32 elementos. Os valores encontrados para ( )⋅x  estão mostrados na Tabela 

8.1. 

 

Tabela 8.1: Valores para o deslocamento ( )⋅x  

 
t N=2 N=4 N=8 N=16 N=32 Analítico 

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.5000 0.4730 0.4772 0.4926 0.4980 0.4957 0.4948 
1.0000 0.9460 0.9544 0.9852 0.9653 0.9502 0.9586 
1.5000 1.4190 1.4316 1.3597 1.3728 1.3654 1.3633 
2.0000 1.8920 1.9087 1.7340 1.6954 1.6911 1.6829 
2.5000 2.3650 1.9768 1.9849 1.9131 1.9023 1.8980 
3.0000 2.8380 2.0449 2.0667 2.0125 1.9998 1.9950 
3.5000 3.3110 2.5901 1.9849 1.9874 1.9712 1.9680 
4.0000 3.7840 2.1814 1.9032 1.8394 1.8201 1.8186 
4.5000 3.1218 1.7822 1.5927 1.5776 1.5503 1.5561 
5.0000 2.4596 1.3829 1.2831 1.2182 1.2013 1.1969 
5.5000 1.7974 0.9837 0.8191 0.7835 0.7704 0.7633 
6.0000 1.1352 0.5843 0.3550 0.3003 0.2931 0.2822 
6.5000 0.4730 0.0595 -0.152 -0.202 0.2140 0.2160 
7.0000 -0.189 -0.465 -0.658 -0.691 -0.698 -0.702 
7.5000 -0.851 -0.989 -1.086 -1.137 -1.140 -1.143 
8.0000 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 

  

 Não obstante a solução estacionária não fornecer um mínimo, as soluções 

numéricas convergem para a trajetória do oscilador, conforme ilustra a Fig. 8.1. 
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Fig. 8.1: Convergência das soluções numéricas 

 

 

 

 

8.2.3 Solução numérica via funcional do tipo mínimos quadrados 

 

 Definindo as variáveis ( )⋅=
∆

xx1  e ( ),2 ⋅=
∆

xx   pode-se reescrever o Problema (8.1) na 

seguinte forma de estado: 

21 xx =  (8.13a) 

12 x
m
kx −=  (8.13b) 

( ) 001 =tx  (8.13c) 
( ) 002 ν=tx  (8.13d) 

 

De acordo com o Teorema 3, o Problema (8.13) pode ser substituído pelo seguinte problema 

variacional: 

[ ] dtx
m
kxxxI

T
2

12

2

0 212
1    Min 



 ++−= ∫   (8.14a) 

( ) ;001 =tx  (8.14b) 
( ) .002 ν=tx  (8.14c) 
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Já que, de acordo com o Teorema 3, a formulação (8.14) preserva a existência de um mínimo 

absoluto, a sua resolução numérica pode ser efetuada via Método de Ritz, obtendo-se um 

problema de programação matemática que pode ser resolvido tanto por métodos diretos 

quanto indiretos. 

 

 Semelhantemente ao que foi realizado para a formulação Lagrangeana, obtém-se, 

após a normalização total do tempo e a divisão em N elementos: 

( ) ( ) ( ) ( ) .
2

   Min
2

12

2

1

1

0 21 ξξξξξ dx
m
kx

T
Nxx

T
N

N
TI

N

e




 ++



 −= ∑∫

=

  (8.15) 

 

Adotando-se para as variáveis dinâmicas, aproximações lineares na forma: 

( ) ( ) Nex ee
e ,...1     1ˆ 11 =+−= − ξαξαξ  (8.16a) 
( ) ( ) Nex ee

e ,...1     1ˆ 12 =+−= − ξγξγξ  (8.16b) 
 

 

 

 

obtem-se, após algumas manipulações, no lugar de (8.15): 

( )∑
=

−−



+








+−++








+=

N

e
eeee N

Tk
T
N

N
Tk

T
NI

1
1

2
2

1
2

2

662
   Min αααα   

( ) ( )( ) ( )( )



++−+








++ −−−−− 1111

2
1

2
2

22
1

26 eeeeeeeeee
mk

T
Nm

N
T ααγγααγγγγ  (8.17) 

 

Considerando que 0α  e 0γ  são fixos, conforme determinam (8.14b) e (8.14c), as condições 

necessárias para a solução de (8.17) fornecem: 

 

04 6262411 =−++ KKKK γαα   
;3,...1    ,04 232626114 −==++−+ +++ NeKKKKK eeee αγγαα   

04 63261123 =++−+ −−− NNNNN KKKKK γαγαα   
04 4262412 =+−+ KKKK αγγ   

;3,...1    ,04 2412242626 −==+++− +++ NeKKKKK eee γγγαα   
04 64122426 =+−++ −−− NNNNN KKKKK αγγγα   

 

onde 
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1
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Soluções foram obtidas para N = 2, 4, 8, 16 e 32. Os resultados são apresentados na Tabela 

8.2. A Fig. 8.2 ilustra a evolução das soluções numéricas. É nítida a convergência para a 

solução analítica, na medida em que N aumenta. 

 

Tabela 8.2: Valores para ( )⋅x  

t N=2 N=4 N=8 N=16 N=32 Analítico 
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
0.5 0.1979 0.3688 0.4581 0.4962 0.4957 0.4948 
1.0 0.3959 0.7377 0.9652 0.9603 0.9597 0.9586 
1.5 0.5939 1.1065 1.2731 1.3520 1.3589 1.3633 
2.0 0.7918 1.4753 1.6562 1.6799 1.6825 1.6829 
2.5 0.9897 1.5161 1.8349 1.8872 1.8903 1.8980 
3.0 1.1877 1.5570 1.9867 1.9948 1.9951 1.9950 
3.5 1.3857 1.5979 1.9796 1.9598 1.9607 1.9680 
4.0 1.5836 1.6387 1.6682 1.8076 1.8098 1.8186 
4.5 1.1989 1.3574 1.2531 1.5072 1.5472 1.5561 
5.0 0.8114 1.0761 0.9831 1.1217 1.1673 1.1969 
5.5 0.0364 0.7949 0.4233 0.6761 0.7284 0.7633 
6.0 -0.351 -0.514 -0.201 0.303 0.296 0.282 
6.5 -0.739 -0.743 -0.692 -0.023 -0.097 0.113 
7.0 -1.424 -1.500 -1.544 -0.599 -0.674 -0.702 
7.5 -1.126 -1.121 -1.132 -1.137 -1.141 -1.143 
8.0 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 
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Fig. 8.2: Evolução de ( )⋅x  

 

8.3 Problema com descontinuidade no vetor de controle 

 

 Considere o seguinte problema de otimização: 

[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ,9146
2
1    Min

2

0

234 ττττ duuuuJ ∫ +−=  (8.18a) 

 

 

sujeito a 

( ) ( ) [ ];2,0    , ∈= τττ ux  (8.18b) 
( ) ,0=ox  (8.18.c) 
( ) .12 =x  (8.18.d) 

 

 Trata-se da formulação de controle ótimo de um problema variacional estudado 

por Oliveira (1983), que o adotou como um contra-exemplo na utilização das condições de 

quina de Weirstrass-Erdmann. 

 

 A solução ótima para o Problema (8.18) pode ser obtida como sendo: 

( )




≤≤
≤≤

=
21.1601        1037.1

1.16010     0629.0
τ

τ
τu   

( )




≤<−
≤≤

=
21.1601        2075.11037.1

1.16010                     0629.0
ττ

ττ
τx   
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 Note que a lei de controle ótimo possui uma descontinuidade para ,1601.1=τ  

provocando uma quina no estado. 

 

 Um aspecto peculiar deste problema é o fato dele possuir soluções de mínimo 

fraco, na forma: 

( )




≤<
≤≤

=
2        

0        

1

1

τ
τ

τ
tb

ta
u  (8.19) 

 

onde, para cada escolha de 1t , a e b são obtidos a partir das equações: 

,092112 23 =++− νaaa   
,092112 23 =++− νbbb   

( ) .12 11 =−+ btat   
 

A melhor das soluções de mínimo fraco ocorre para ,1601.11 =t  que corresponde à solução de 

mínimo forte (8.19). 

 

 Soluções numéricas para o Problema (8.18) foram encontradas através da 

metodologia apresentada no Cap. 6, adotando-se para o estado aproximações lineares do tipo: 

( ) ( ) ( ) [ ] NeNNx eee
e ,...,1    ;,    ,ˆ 12211 =∈+= −− ττττατατ   

e, para o controle, aproximações constantes por elemento na forma: 

( ) Neu ee ,...,1    ˆ == βτ  (8.20b) 
 

onde 

( ) ( ) .2    ,    ,
1

1
2

1
1 N

eNN e
ee

e

ee

e
∆

−

−
∆

−

∆

=
−
−

=
−
−

= τ
ττ
τττ

ττ
τττ  

Com as aproximações adotadas pode-se reescrever o Problema (8.18) como: 

[ ] [ ],91462    Min
1

234∑
=

+−=
N

e
eeee N

J ββββ  (8.21a)  

 

sujeito a 

( ) ,1=βαN  (8.21b)  
 

sendo que os vínculos (8.18b) e (8.18c) são substituídos pelo problema acessório: 
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[ ] ( ) ( ) ,
4

1    Min
1

2
1

2
1

2

∑
=

−− 







+−−−=

N

e
eeeeee uuNN

N
I ααααα  (8.21c)  

  

sujeito a 

.00 =α  (8.21d)  
 

O problema (8.21c) - (8.21d) é equivalente ao Problema (7.19) do Cap. 7, cuja solução já foi 

obtida como: 

;,...,1     2
1

Ne
N

e

i
ie == ∑

=

βα  (8.22)  

 

que resolve de forma exata o vínculo diferencial (8.18b). 

 

 Por outro lado, a substituição de (8.22) em (8.21b) fornece: 

∑
=

=
N

i
iN 1

.12 β   

 

Com isto tem-se que resolver o problema de programação matemática: 

[ ] [ ],91462    Min
1

234∑
=

+−=
N

e
eeee N

J ββββ  (8.23a) 

 

sujeito a 

;12
1
∑
=

=
N

i
iN

β  (8.23b) 

 

cujas condições necessárias fornecem: 

( ) ( ) ( ) ;,...,1     ,092112 23 Neeee ==++− νβββ  

onde ν  representa o multiplicador de Lagrange associado ao vínculo (8.23b). 

 

 É possível demonstrar que as variáveis ( )Nee ,...,1=β  podem assumir no máximo 

três valores, dependentes de ν , os quais, por sua vez, são reduzidos a dois, por se tratar um 

deles de um máximo local. Assim, podemos adotar na solução numérica, para cada N, sem 

perda de generalidade, dois valores possíveis para eβ , o primeiro para qe ,...,1= e o segundo 

para .,...,1 Nqe +=  Em outras palavras, o controle ótimo será do tipo: 
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+=
=

=
.,...,1        ,

 ;,...,1       ,
Nqeb

qea
eβ  

onde a e b são obtidos das equações 

( ) ( ) ( ) 092112 23 =++− νaaa  

( ) ( ) ( ) 092112 23 =++− νbbb  

1222
=






 −+ b

N
qa

N
q  

sendo que os valores de a, b, ν e q dependem de N, e 

.
N
qt 2

1 =  

  

 

 Os valores ótimos para a, b e q foram obtidos para N = 1, 2, 4, 8,..., 64 (conforme 

Tabela 8.3), levando aos resultados abaixo: 

       ( ) { 20     
2

    2/1    1 ≤≤


=== ττxuN  
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==
 21      1

10           0
     

1
0

    8,4,2
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xuN  

   ( )
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=




==
 0.2125.1      2857.11429.1

125.10                              0
     

1429.1
0

    16
ττ

τ
xuN  

  ( )  
 21875.1      2672.11336.1

1875.10                   0665,0
     

1336.1
0665.0

    32




≤<−
≤≤

=




==
ττ

ττ
xuN  

  ( )




≤<−
≤≤

=




==
 215625.1      2034.11017.1

15625.10                   0609.0
     

1017.1
0609.0

    64
ττ

ττ
xuN  

 

N a b q 
1 0.0000 0.0000 - 

2, 4, 8 0.0000 1.0000 1, 2, 4 
16 0.0000 1.1429 9 
32 0.0665 1.1336 19 
64 0.0609 1.1017 37 

Tabela 8.3: Valores numéricos ótimos para o controle 



Telma Cristina Pimenta de Freitas 86 

 

 Exceto para N = 1, que, na verdade, representa uma situação degenerada, incluída 

aqui apenas por questões didáticas, todas as soluções numéricas obtidas correspondem a uma 

solução de mínimo fraco do Problema (8.18). Isto pode ser confirmado comparando-se os 

resultados com as expressões (8.19). 

 
 Note que a solução numérica ótima é a mesma para N = 2, 4 e 8 (vide Fig. 8.3), 

assumindo, porém, valores diferentes para 8>N . Esta característica particular do Problema 

(8.18) ilustra um aspecto delicado na obtenção de soluções numéricas, já que, no caso, 

poderia indicar falsamente uma solução limite. Na verdade, a solução para N = 2 representa 

um mínimo absoluto para N = 2, 4 e 8, porém, representa apenas um mínimo local para 

valores subsequentes de N. 

 

 

Fig. 8.3: Soluções numéricas para ( )⋅x  

 

8.4  Comentários 

 

i) As equações de Euler-Lagrange para o funcional do tipo mínimos quadrados (8.14a) 

fornecem 

01 212

2

1 =





 +−− x

m
kx

m
kx   

 .01 122 =





 +−− x

m
kxx   
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ii) Note que estas equações não coincidem com as equações (8.13a) e (8.13b), embora 

ambas possuam a mesma solução. Esta característica, já mencionada anteriormente, é 

que dá ao funcional de mínimos quadrados o status de penalização exata. 

 

iii) De um modo diferente, o funcional obtido via função Lagrangeana fornece como 

condição necessária exatamente a equação (8.1). Entretanto, a extremante não fornece 

um mínimo para o funcional. Assim, não obstante a solução estacionária do problema 

parametrizado convirja para a solução estacionária analítica, a aplicação do Método de 

Ritz, o qual foi desenvolvido baseado na minimização sobre espaços lineares de 

dimensão finita (GELFAND e FOMIN, 1963, Cap. 8), fica descaracterizada. Isto 

inc1usive explica a divergência no caso de resolução do Problema (8.9) via métodos 

diretos. 

 

iv) A convergência da solução numérica para o caso do funcional obtido via função 

Lagrangeana pode ser entendida do ponto de vista dos “Métodos de Resíduos 

Ponderados”. De fato, é fácil verificar que a adoção de um método indireto, no caso da 

função Lagrangeana, na verdade, trata-se de uma aplicação do Método de Galerkin 

(vide FLETCHER, 1984, Cap. 1). 

 

v) Como já mencionado no início do capítulo, o segundo problema ilustra um aspecto 

muito interessante na obtenção de soluções numéricas. Trata-se da existência de 

mínimos locais no problema parametrizado, os quais, por sua vez, estão relacionados 

com a existência de mínimos fracos no problema original (GELFAND e FOMIN, 

1963). Deve ser observado, contudo, que estes mínimos locais aparecem no funcional 

objetivo, e não no problema acessório. 
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CAPÍTULO 9 

CONCLUSÕES 

 

9.1  Comentários finais 

 

i) Conforme comentado no Cap.3, o Teorema 2 apresenta um caráter original em relação 

aos resultados sobre existência e unicidade de equações diferenciais ordinárias 

disponíveis na literatura. Em alguns livros texto (WALTMAN, 1986; SIMMONS, 

1991) relaxa-se a continuidade de ( )⋅
∂
∂

x
F  em relação a todos os seus argumentos, porém 

preserva-se a continuidade da função ( )⋅F . Diferentemente, no Teorema 2, se de um 

lado relaxa-se apenas a continuidade de ( )⋅
∂
∂

x
F  em relação à variável independente, de 

outro, relaxa-se a continuidade de ( )⋅F  em relação à variável independente. 

 

ii) Conforme já comentado anteriormente, para a prova do Teorema 4 foi necessária a 

utilização de resultados da Teoria de Controle Ótimo (Apêndice B). Resultados teóricos 

do Cálculo Variacional, correspondentes a uma apresentação das equações de Euler-

Lagrange na forma integral (Apêndice A), só foram efetivos para a demonstração do 

Teorema 3, mais restritivo que o Teorema 4. 

 

iii) Vale a pena lembrar que o problema variacional acessório, embora construído em 

substituição a um problema de valor inicial, pode ser utilizado independentemente das 
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restrições de contorno, as quais, sob este enfoque, podem representar qualquer forma de 

acoplamento. 

 

iv) Embora a ênfase deste trabalho seja o tratamento de problemas de controle ótimo, a 

formulação de mínimos quadrados proposta pode ser utilizada também no tratamento 

numérico de sistemas físicos descritos por equações diferenciais ordinárias. Isto pode 

ser interessante para os casos onde não é possível, ou é muito trabalhosa, a obtenção da 

formulação variacional via problema inverso do cálculo de variações. 

 

v) Se, por um lado, a solução do problema inverso do cálculo de variações apresenta 

dificuldades quando o operador em questão não for auto-adjunto, por outro, o funcional 

do tipo mínimos quadrados, mesmo nesta situação, pode ser obtido facilmente. Além 

disso, o funcional de mínimos quadrados possui valor mínimo absoluto nulo, atingível 

somente pela solução do problema original e não possui mínimos espúrios no caso de 

funções de classe C1. 

 

vi) Na metodologia apresentada no Capítulo 6, as descontinuidades do controle só são 

permitidas nas junções dos elementos, o que representa uma limitação em relação à 

solução ótima, a qual pode sofrer descontinuidade em qualquer instante t. Entretanto, é 

de se esperar que esta limitação fique menos restritiva quanto maior for o número de 

elementos. Além disso, nos trechos em que é contínuo, o controle deve ter sua derivada 

contínua. Isto também não deve representar uma limitação importante se considerarmos 

que o procedimento não impede que ocorram descontinuidades nas derivadas do 

controle nas junções, ainda que o controle propriamente dito permaneça contínuo nestas 

junções. 

 

vii)  Conforme ilustrou a presença de mínimos locais relacionados com mínimos fracos no 

Problema 8.18, a análise de convergência de procedimentos numéricos para a solução 

de problemas de controle ótimo (ou de problemas variacionais) pode apresentar sérias 

dificuldades. 

 

9.2 Conclusões 
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i) O Método dos Mínimos Quadrados, dentro do contexto do Método dos Elementos 

Finitos, pode ser utilizado como uma alternativa para a solução numérica de problemas 

de controle ótimo. Neste caso, o funcional de mínimos quadrados pode ser utilizado 

como uma formulação variacional alternativa para as restrições diferenciais, na forma 

de um problema variacional acessório, independentemente das restrições de contorno do 

problema. 

 

ii) Para o caso de funções de classe C1, o funcional de mínimos quadrados não possui 

mínimos espúrios, ou seja, seu valor mínimo absoluto, a saber, zero, é atingido sobre, e 

somente sobre, a solução do problema original. 

 

iii) A equivalência entre as soluções do problema variacional acessório e o problema de 

valor inicial (Teorema 4) foi demonstrada a partir de um teorema de existência e 

unicidade de soluções de equações diferenciais ordinárias (Teorema 2) que, em alguns 

aspectos, amplia os resultados encontrados na literatura de equações diferenciais. 

 

iv) Pelo menos no caso de equações diferenciais ordinárias, que é o escopo do presente 

trabalho, as condições necessárias da teoria de controle ótimo se mostraram mais 

efetivas do que aquelas do cálculo variacional. 

 

v) A técnica de Mínimos Quadrados, como uma alternativa para a solução numérica de 

problemas de controle ótimo, possui o aspecto positivo da garantia da existência de um 

valor mínimo absoluto para o funcional. Por outro lado, pode exigir um algebrismo mais 

acentuado e pode levar a problemas de programação matemática de grande porte (um 

aspecto comum nas técnicas do tipo elementos finitos). 

 

vi) Visto como uma alternativa para o problema inverso do cálculo de variações, a técnica 

de mínimos quadrados pode ser utilizada no tratamento numérico de sistemas físicos, 

com as vantagens da facilidade de construção (inclusive para operadores não auto-

adjuntos), garantia de existência de mínimo e o conhecimento a priori do valor mínimo 

para o funcional. 
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vii) Em comparação com a formulação Lagrangeana, a técnica de mínimos quadrados tem a 

desvantagem de necessitar do prévio conhecimento das equações governantes do 

sistema. Entretanto, na formulação Lagrangeana, nem sempre o funcional atinge valor 

mínimo sobre a trajetória física. 

 

9.3 Sugestões 

 

 Como sugestões para desenvolvimentos futuros, pode-se mencionar: 

i) A utilização da presente metodologia na resolução de problemas reais. É de se esperar 

que, nestes casos, se possa avaliar melhor a aplicabilidade do procedimento e, em 

particular, a questão do algebrismo envolvido e do porte do problema parametrizado. 

 

ii) A generalização da classe de problemas de controle ótimo tratada pelo procedimento, 

prevendo-se, por exemplo, a presença de restrições não-diferenciais ou restrições de 

contorno múltiplo. 

 

iii)  A extensão do procedimento para o caso de problemas envolvendo mais de uma 

variável independente, ou seja, problemas com a dinâmica descrita por equações 

diferenciais parciais (na terminologia de controle chamados de “problemas com 

parâmetros distribuídos”). 

 

9.4 Síntese 

 

 Apresentou-se uma formulação variacional alternativa para sistemas dinâmicos 

descritos por equações diferenciais ordinárias. Esta formulação, por sua vez, permitiu o 

desenvolvimento de uma metodologia para a resolução numérica de problemas de controle 

ótimo que consiste na substituição dos vínculos diferenciais presentes nestes problemas por 

um problema variacional denominado “problema variacional acessório”. O problema 

variacional acessório é construído a partir do resíduo das equações diferenciais com um 

funcional do tipo mínimos quadrados. Respeitadas hipóteses bastante razoáveis para 

problemas reais, a formulação variacional não introduz mínimos espúrios, e sabe-se que, 

sobre a solução ótima, o funcional deve se anular. Com a parametrização do problema via 

Método dos Elementos Finitos, as equações diferenciais são naturalmente tratáveis pelo 
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Método de Ritz, levando a um problema de programação matemática. A metodologia pode ser 

aplicada também para a determinação numérica de trajetórias de sistemas físicos. 
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APÊNDICE A 

 

CONDIÇÕES NECESSÁRIAS NA FORMA INTEGRAL PARA PROBLEMAS 

VARIACIONAIS 

 

A.1 Introdução 

 

 A fim de viabilizar a prova do Teorema 3 via cálculo variacional, conforme 

realizada no item 4.3, neste apêndice transcreve-se as condições necessárias apresentadas por 

Sagan (1969), as quais aparecem na forma integral supondo-se funções de classe C1. 

 

 Embora a forma mais comumente adotada na literatura do cálculo de variações 

para as condições necessárias seja a forma diferencial (GELFAND e FOMIN, 1963), estas são 

obtidas supondo-se funções de classe C2, o que as torna inapropriadas para o desenvolvimento 

realizado no item 4.3. 

 

 Os resultados aparecem na forma de dois teoremas e um corolário. O primeiro 

teorema apresenta as equações de Euler-Lagrange na forma integral. O segundo trata das 

condições de transversalidade para problemas com contorno móvel. O corolário recupera a 

forma diferencial para as equações de Euler-Lagrange a partir da forma integral. 
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 Para facilitar a compreensão, a notação foi compatibilizada àquela dos capítulos 

precedentes. 
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A.2 Condições necessárias de primeira ordem para problemas variacionais 

 

 TEOREMA A.1 (Conforme SAGAN, 1969, p. 51): 

 

 Considere o seguinte problema variacional: 

 Minimizar 

( ) ( ) ( )[ ] [ ].,     ,,
0

0∫ ∈=
ft

t ftttdttxtxtfxI   (A.1a) 

 

sujeito a 

( ) 00 xtx =  (A.1b) 
( ) ff xtx =  (A.1c) 

 

onde ( ) .1Cf ∈⋅  

 

 Para que ( ) 1ˆ spCx ∈⋅  seja um mínimo relativo1 para o Problema (A.1), é necessário 

que exista uma constante C tal que a equação íntegro-diferencial 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] Cdy
x

yxyxyf
x

txtxtf
+





∂
∂

=
∂

∂
∫





 ,,,,  (A.2) 

 

seja satisfeita para ( ) ( )⋅=⋅ xx ˆ  para todo [ ],,0 fttt∈  exceto sobre os pontos onde ( )⋅x̂  possui 

descontinuidades. 

 

 A equação (A.2) representa a equação de Euler-Lagrange para o funcional (A.1) na 

forma integral. 

 TEOREMA A.2 (Conforme SAGAN, 1969, p. 72 e 73): 

 

 Se a função ( ) ( ) ,ˆ 1
spCxx ∈⋅=⋅  é um mínimo relativo para 

( ) ( ) ( )[ ] [ ],,     ,, 0
0

f

t

t
tttdttxtxtfxI f

∈= ∫    

 

                                                 
1 Por funções de classe entende-se funções contínuas com derivadas de primeira ordem contínuas por partes. 
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onde 1Cf ∈ . Iniciando-se em 0tt =  sobre a curva, ( ),⋅ϕ  com ( ) ( )00 ttx ϕ=  e terminando em 

ftt =  sobre a curva ( )⋅φ  com ( ) ( )ff ttx φ= , onde ( )⋅ϕ  e ( )⋅φ  são funções contínuas e 

diferenciáveis, então é necessário que ( ) ( )⋅=⋅ xx ̂  satisfaça a equação de Euler-Lagrange na 

forma integral (A.2) no intervalo [ ]ftt ,0 , e que, além disso, nos pontos terminais, sejam 

satisfeitas as seguintes condições de transversalidade: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) 0ˆ,ˆ,ˆ 000000 =′+′−′
∂
⋅∂ txtxtftxtt

x
f ϕ  (A.3a) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) 0ˆ,ˆ,ˆ =′+′−′
∂
⋅∂

ffffff txtxtftxtt
x

f φ  (A.3b) 

 

Nos casos onde um dos pontos terminais é fixo, deve ser utilizada apenas a condição de 

transversalidade para o outro ponto. 

 

 COROLÁRIO (Conforme SAGAN, 1969, p. 52): 

 

 Se ( ) 1ˆ Cx ∈⋅  minimiza o funcional (A.1a) sobre as condições apresentadas no 

Teorema A.1, então é necessário que ( )⋅x̂  satisfaça a equação diferencial: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] [ ];,    ,0,,,,
0 fttt

x
txtxtf

dt
d

x
txtxtf

∈=
∂

∂
−

∂
∂




 (A.4) 

 

de modo que a forma diferencial para (A.2) pode ser obtida diretamente sem nenhuma 

consideração adicional. 
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APÊNDICE B 

 

CONDIÇÕES NECESSÁRIAS PARA PROBLEMAS DE CONTROLE ÓTIMO 

 

B.1 Introdução 

 

 Este apêndice apresenta o conjunto de condições necessárias para problemas de 

controle ótimo com dinâmica fracionada, conforme Freitas Pinto (1991). 

 

B.2 Formulação do problema de controle ótimo com dinâmica fracionada 

 

 Considere o problema de controle ótimo de encontrar valores ótimos para 

( )( ( ) ( )( ) ),;;...;;;1,...,1;1,...,1 110 qNeNey N
ee

++=⋅+=⋅ τττν   
 

a saber, 

( )( ( ) ( )( ) ),;;...;;;1,...,1;1,...,1 110 ptttNeNex N
ee

++=⋅+=⋅ υ   
 

tais que 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]pttttxtxtxtxh NN
N

N
N ;;...;;;;;...;; 1101

11
1

1
0

1
0 ++

++  (B.1a) 
 

 

corresponda a um mínimo, com: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] hNN
N

N
N

i nipttttxtxtxtxh ,...,1    ,0;;...;;;;;...;; 1101
11

1
1

0
1 ==++

++  (B.1b) 
 

 
e 

( ) ( ) ( )[ ] [ ] ;1,...,1    ,,    ,;; 1 +=∈= − Nettuxfx ee
eeee τττττ  (B.1c) 

 
 
onde: 

;1,...,1,0    ,1 +=⊂∈ NeEt ee δ   
;pnEQp ⊂∈   

( ) [ ] ;1,...,1    ,,    , 1 +=∈⊂∈ − NettEYx ee
enee x ττ   

( ) [ ] ;1,...,1    ,,    , 1 +=∈⊂∈ − NettEVu ee
enee u ττ   

;,...,1,0    ,x  x  x  ...x  : 121212
h

nNNnn
i niEEEEEh pxx =++    

[ ] ;1,...,1    x   x  :;...; 1
1 +=′=

∆

NeEEEEfff enenen
en

e xux

x
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sendo ( ) ( ) ( ),1,...,1 ,1,...,1 ,1,...,1,0 +=+=+= NeVNeYNe ee
eδ e Q, conjuntos abertos. 

 

 É conveniente observar que aqui está sendo considerada uma sequência de N + 1 

intervalos de tempo, de maneira que os instantes ( );1,...,1,0 += Nete  estão em ordem 

crescente. Para cada intervalo [ ]ee tt ,1−  há um vetor de estado  

( ) ( ) ( )[ ] ,;...;1
′

⋅⋅=⋅
∆

e
en

ee
x

xxx  

e um vetor de controle  

( ) ( ) ( )[ ] ,;...;1
′

⋅⋅=⋅
∆

e
en

ee
u

uuu  

sendo que os vetores de estado, ou os vetores de controle, de intervalos distintos, têm suas 

dimensões próprias, não necessariamente iguais. 

 

 Condições de regularidade para os vetores de estado ( )( ),1,...,1 +=⋅ Nexe  para os 

vetores de controle ( )( ),1,...,1 +=⋅ Neue  e para as funções ( )hi nih ,...,1,0=  e 

( )1,...,1;,...,1 +== Nenjf ex
e
j e

, ficarão estabelecidas através das hipóteses que serão 

explicitadas adiante. 

 

B.3 Hipóteses 

 

 Com relação ao problema (B.1), adota-se: 

 

i) Os instantes ( )1,...,1,0 += Nete  satisfazem as desigualdades: 

;1,...,1    ,1 +=<− Nett ee   
 

ii) ( )( )1,...,1;,...,1 +==⋅ Nenix ex
e
i e

 devem ser funções contínuas para todo 

[ ] ;1,...,1    ,,1 +=∈ − Nett eeτ   
 

iii) ( )( )1,...,1;,...,1 +==⋅ Nenju ue
e
j  devem ser funções contínuas por partes, para todo 

[ ] ;1,...,1    ,,1 +=∈ − Nett eeτ   
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iv) As funções ( ),,...,1,0 hi nih =  ( )1,...,1;,...,1 +== Nenjf ex
e
j e

 e suas derivadas parciais 

primeiras, estão definidas e são todas contínuas em relação a todos os seus argumentos, 

nos domínios considerados. 

 

B.4 Condições necessárias 

 

 TEOREMA B.1 (Conforme FREITAS PINTO, 1991, p. 112, 113 e 114): 

 

 Respeitadas as Hipóteses (i) (iv), para que 

( )( ) ( )( )( )ptttNeuNex N
ee ;;...;;;1,...,1;1,...,1 110 ++=⋅+=⋅  

forneçam um mínimo local (conforme Definição 6.1 em FREITAS PINTO, 1991, p. 111) para 

o problema (B .1), devem existir multiplicadores 

[ ] ,;...;    , 10
′=

∆

hnνννν  

e funções vetoriais 

( ) ( ) ( )[ ] ;1,...,1    ,;...;1 +=
′

⋅⋅=⋅
∆

Nee
en

ee
xλλλ  

tais que se verifiquem: 

I: 

{ };1,0    ,0 00 ∈≠+ ννν  (B.2a) 
 

II: ( )( );1,...,1;,...,11 +==⋅ Neni e
e

xλ  são funções contínuas para todo 

[ ] ;1,...,1    ,,1 +=∈ − Nett eeτ  

com: 

( ) ( ) [ ] ;1,...,1    ,,    , 1 +=∈
′









∂
∂

−= − Nett
x
F

ee
e

e

e
e ττλτλ  (B.2b) 

( ) ( ) ;1,...,1     ,
10

1 +=
′









∂
∂

=
−=

− ∑ Ne
tx
ht

e
e

i
n

i
ie

e
h

νλ  (B.2c) 

( ) ( ) ;1,...,1     ,
0

+=
′









∂
∂

−= ∑
=

Ne
tx

ht
e

e
i

n

i
ie

e
h

νλ  (B.2d) 
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III: 

( ) [ ] ;,...,N ett
u
f

ee
e

e

e

11   ,,    ,0 1 +=∈=
′









∂
∂

−ττλ  (B.2e) 

IV: 

;0
0

=
′









∂
∂∑

= p
hi

n

i
i

h

ν  (B.3f) 

 

V: As funções 

( ) ( ) ( ) ;1,...,1     ,1
1

1 +==∑
=

∆

NexH e
en

i

ee
x

ττλτ   (B.2g) 

 

são contínuas para todo 

[ ];,1 ee tt −∈τ   

( ) ( ) ;0
0

0
1

0
1

0
=









∂
∂

+







∂
∂∑

= t
htx

tx
h ii

n

i
i

h

ν  (B.2h) 

( ) ( ) ( ) ( ) ;,...,1    ;01
1

0
Ne

t
htx

tx
htx

tx
h

e

i
e

e

e
e

i
e

e

e
e

i
n

i
i

h

==








∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂ +

+
=
∑ ν  (B.2i) 

( ) ( ) .0
1

1
1

1
1

0
=









∂
∂

+







∂

∂

+
+

+

+
+

=
∑

N

i
N

N

N
N

i
n

i
i t

htx
tx

hh

ν  (B.2j) 

 

Conforme Freitas Pinto (1991, p. 131), considerando as expressões (B.2b) e (B.2c), as 

equações (B.2h), (B.2i) e (B.2j) podem ser manipuladas e reescritas na seguinte forma 

alternativa: 

( )[ ] ( ) ;0
00

0
1

0
1 =








∂

∂
+

′ ∑
= t

h
txt j

n

j
j

h

νλ    

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ;0
0

11 =







∂

∂
+

′
−

′ ∑
=

++

e

j
n

j
je

e
e

e
e

e
e

e

t
h

txttxt
h

νλλ    

[ ] ( ) ;0
10

11 =







∂

∂
+

′
−

+=

++ ∑
N

j
n

j
j

NN

tx
h

x
h

νλ    

 


