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Resumo

Este trabalho apresenta uma discussio introdutdria com respeito aos métodos numéricos
para a simulacdo de equacdes diferenciais estocdsticas. Comecamos com a apresentaciao de
conceitos matemdticos essenciais a respeito de probabilidade e processos estocdsticos. Em se-
guida apresentamos os esquemas de discretizacdo cldssicos e fazemos uma anélise tedrica e
experimental a respeito do comportamento destes métodos. Ao final tratamos de um algoritmo
de simulagdo que explora o método da rejeicao para gerar uma solucdo através da medida indu-
zida pelas trajetdrias correspondentes as solucdes das equagdes.
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1 Introducao

Equacdes diferenciais ordindrias sdo instrumentos matematicos utilizados para explicar e
modelar o comportamento de sistemas que evoluem continuamente no tempo. Estes mode-
los aparecem em diversas dreas do conhecimento. Podemos citar, por exemplo, as equacdes
de Lotka-Volterra para descrever dindmicas nos sistemas biolégicos (modelo predador-presa),
a segunda lei de Newton que relaciona a forca resultante em uma particula a variagao de seu
momento linear, dentre vérios outros. A medida que os modelos se tornam mais complexos a
dificuldade em desenvolver estudos puramente analiticos aumenta e, neste caso, utilizamos mé-
todos numéricos como alternativa. A utilizacdo de métodos numéricos nesta drea ja € bastante

tradicional e tais métodos t€m sido cada vez mais estudados devido ao avan¢o da computagao.

Modelos envolvendo equagdes diferenciais ordindrias sdo indiscutivelmente uteis em teo-
rias que lidam com o estudo do comportamento de sistemas ao longo do tempo. No entanto,
a entrada de incertezas, aleatériedade ou ruidos no sistema, induz o desenvolvimento de uma
teoria que permita ampliar o espaco de fendmenos bem modelados por equacdes ordindrias.

Considere, por exemplo, o simples modelo de crescimento populacional:

dN
e a(t)N(1), (1.1)
N(0) = Ny, (1.2)

onde N(t) é o tamanho da populagdo no instante ¢, a(t) é taxa relativa de crescimento no instante
t € Ny é uma constante que indica a populagio inicial. E possivel que o coeficiente a(t) nio seja
completamente conhecido devido a a¢des aleatdrias do meio. Desta forma, o coeficiente poderia

Ser expresso por:
a(t) = r(t)+ " ruido”,

onde o comportamento do termo de ruido ndo é conhecido exatamente, no entanto, podemos
conhecer sua distribui¢do de probabilidade. Ja a funco r(¢) é considerada puramente determi-

nistica. Este tipo de abordagem nos leva naturalmente ao desenvolvimento das equagdes dife-
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renciais estocésticas, que descrevem o comportamento fisico através da teoria da probabilidade

e dos processos estocasticos.

O tratamento analitico das equagdes diferenciais estocasticas € ainda mais complicado que
o das equagdes diferenciais no caso deterministico. Neste contexto, a simples defini¢do do
conceito de solucdo da equagio estocdstica ja ndo € tdo simples. Desta forma, a necessidade
do desenvolvimento de métodos numéricos € ainda maior. Alguns dos métodos numéricos
sdo andlogos ao caso deterministico: discretizamos o dominio de interesse e de alguma forma
avaliamos aproximagdes do processo real nos pontos da malha discretizada. Outras linhas de
métodos para a simulagcdo de solugdes de equacdes diferenciais estocdsticas exploram o fato
de estarmos lidando com elementos aleatorios. Nestes casos, algoritmos como o método da

rejeicdo, amostragem por importancia, MCMC, etc., podem ser empregados.

Tao importante como o desenvolvimento do método € o entendimento das condi¢des sob as
quais eles podem ser aplicados e o desenvolvimento de critérios para avaliar a qualidade destes
algoritmos. Seguindo esta linha, este trabalho tem como objetivo apresentar alguns dos mais
tradiccionais métodos para a simulacdo de solugdes de equagdes estocdsticas e realizar uma

breve anélise destes métodos (tanto de maneira tedrica quanto experimental).



11

2 Conceitos Matematicos Preliminares

2.1 Probabilidade e Processos Estocasticos

Esta secdo € dedicada a apresentacdo de notagdes e conceitos bdsicos necessarios para o
desenvolvimento dos proximos topicos. Uma vez que este trabalho tem como foco equagdes
unidimensionais, 0s conceitos a seguir levam em consideracido apenas funcdes em R. Estes

mesmos conceitos podem, sem excec¢ao, ser generalizados para vetores em R", n € N.

Defini¢do 2.1 Um espago de probabilidade é uma tripla (Q,.% ,P), onde Q é um conjunto
arbitrdrio, ¥ é uma G-dlgebra de conjuntos em Q e P é uma medida de probabilidade definida

em .

Um espaco de probabilidade, conforme a definicdo acima, € um caso particular de espago de
medida (Q,.%#,P) tal que P(Q) = 1. Um exemplo importante ¢ verificado quando Q = [0, 1],
F = 2(]0,1]) (Borelianos em [0, 1]) e P é a medida de Lebesgue em [0, 1].

Definicao 2.2 Seja (Q,.%,P) um espago de probabilidade. Uma fun¢do X : Q — R é uma

varidvel aleatoria se for mensurdvel, isto é, se
X 1A ={wcQ:X(w)cA} c.F, VAcABR),

onde AB(R) representa os Borelianos em R.

Varidveis aleatérias induzem medidas de probabilidade em Z(R). Para tal, basta definirmos
Px(A)=P(X"'(A)), VAecZBR).

A verificacdo de que Py € de fato uma medida de probabilidade é imediata.

Definicao 2.3 Seja T um conjunto arbitrdrio. Dizemos que uma familia de 6-dlgebras { % }er

é independente se, para qualquer conjunto finito de indices {t,1, ...,t;} C T, e quaisquer
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Ay € Fi k=1,2,..., j, verificarmos
J J
Pl A, | =TTPA.
k=1 k=1

Além disso, se X é uma varidvel aleatoria e F é uma c-dlgebra, dizemos que X é independente

de F se 6(X) e .F sdo independentes, onde 6(X) é a 6-dlgebra gerada por X.

O conceito de independéncia € naturalmente estendido a familias de varidveis aleatdrias. Dize-
mos que uma familia de varidveis aleatdrias {X; };cr é independente se a familia de o-dlgebras

geradas {0 (X;) }ser for independente.

Definicdo 2.4 Seja X uma varidvel aleatéria definida no espaco de probabilidade (Q,.F ,P).

Definimos o p-ésimo momento de X como sendo

E[x?] — /Q X(0)PP(dw).

Cada valor de p na defini¢do acima revela uma caracteristica distinta a respeito da varidvel

aleatdria X. Em particular, destacamos a esperanca
= / X(w)P(dw
Q

Var[X] =E [(X - E[X])*] = E[X?] - E*[X].

€ a variancia

Definicao 2.5 Seja (Q,.#,P) um espaco de probabilidade. Sejam X uma varidvel aleatéria tal
que E|X| < o0 e Y C.% uma o-dlgebra. A esperanga condicional E[X|9| de X com relagdo

a ¥ é a unica varidvel aleatéria (P — q.c.) que satisfaz

1. E[X|¥] é 4-mensurdvel;

2. fIE w)|9|P(dw) = fX P(dw), VG e Y.

Tanto a existéncia quanto a unicidade da varidvel aleatéria E[X |¢] sdo garantidas pelo Teorema
de Radon-Nikodym.

Proposicao 2.1 Sejam X,Y varidveis aleatorias e 7 C G C F o-dlgebras. Temos:

(a) ElaX +Y|9] =aB[X|9]+E[Y|¥9],Va € R;
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(b) seY éG-mensurdvel, entdo E[XY|9| =YE[X|¥Y|;
(c) EEX|9]|. 7] = E[X|.2];
(d) seY é independente de 9, entdo E[Y |9 = E[Y];
(e) E[E[Y|¥]] = E[Y].
Assim como na defini¢@o anterior, os itens desta proposicao seguem basicamente das proprie-

dades da derivada de Radon-Nikodym. Uma demonstracdo formal pode ser obtida em Shiryaev
(1995).

Definicao 2.6 Um processo estocdstico é uma familia
{Xt}tET = {Xz; re 9}

de varidveis aleatdrias em um espago de probabilidade (Q,.% , P), parametrizada por um con-

Jjunto de indices 7.

Para nossos propdsitos, o conjunto .7 serd usualmente o intervalo [0, +cc), 0 que nos permite
interpretar os indices ¢ € .7 como instantes de tempo. Devemos ressaltar que para cada instante

t € 7 fixo, temos uma varidvel aleatdria
0—X(w), 0cQ.

Por outro lado, fixando um ponto amostral @ € Q, temos uma funcao
t—X (o), teT,

a qual € denominada caminho amostral (trajetéria) de X;.

Definicdo 2.7 Sejam X = {X;; 0 <t < 4o} e Y ={Y;; 0 <t < +oo} dois processos estocdsticos

definidos em um mesmo espaco de probabilidade (2,7 ,P). Dizemos que

(a) Y é uma modificacdo (versdo) de X se, para qualquert > 0, temos que P(X; =Y;) = 1.

(b) X e Y possuem as mesmas distribuicées finito-dimensionais se, para quaisquer n € N,

0<1t1<tp<- 1, < Hooreais, e A € B(R"), temos que

P[<Xt1>X12"“7an) €Al = P[(YH?YQ?'“?an) €AJ.
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(c) X eY sdo indistinguiveis se suas trajetorias concidirem P — q.c.

P(X, =Y;;V0 <1 < 4o0) = 1.

A propriedade descrita pelo item (c) é a mais forte dentre as trés ja que
(c) = (a) = (b).

Perceba ainda que dois processos estocdsticos podem ser modificacdes um do outro e possuir

trajetérias com propriedade antagdnicas. Logo,

(b) 7 (¢).

O contra-exemplo clédssico € dado pelos processos

=0, t#T
X;=0 e ! 7 ,
=1, =T

onde 7' € uma varidvel aleatoria continua nao negativa. ¥ € uma modificacdo de X, porque
PX;=Y;)=P(T #1t)=1,¥t >0,

no entanto,

P(X, =Y;;V1 > 0) =0.

Definicao 2.8 Seja RO=) o espaco das fungdes reais @ = (@) definidas para qualquer t €

[0,00)

[0,00). Um cilindro n-dimensional em R é um conjunto da forma

CA) :={w e R (0()),...,0(t,)) € A}, 2.1)

onde t; € [0,00),i=1,2,....,n e A é um boreliano em R".

Se A € B(R"), entdo A = B X By X ... X By, sendo cada B; um boreliano em R. Com esta
notagdo, o conjunto C(A) pode ser visto como a cole¢do das fungdes reais que, nos instantes
t1,t, ..., Iy, projetam suas imagens nas ’janelas” By, B, ..., B,. Denotaremos por A a dlgebra ge-
rada pelos cilindros (de qualquer dimensao finita) em RO=) ¢ por A (R[O”"’)) a menor o-dlgebra
que contém A. O conceito de cilindro pode ser aplicado na teoria dos processos estocdsticos
de modo a definir formalmente o conceito de distribuicdo finito-dimensional o qual foi citado

superficialmente na defini¢ao 2.7.
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Defini¢do 2.9 Seja T o conjunto das sequéncias finitas T = (ty,...,t,), n € N, de inteiros dis-
tintos e ndo negativos. Suponha que para cada T de comprimento n, temos uma medida de
probabilidade Qr no espaco mensurdvel (R", Z(R")). Dizemos que a cole¢do {Q+}rer € uma

Jamilia de distribuicées finito-dimensionais.
Se P ¢ uma medida de probabilidade em (R>>), Z(R[0=)), entdo podemos definir uma familia
de distribuicdes finito-dimensionais por

0:(4) = P(C(A) = P [0 € RO); (0(n), .., 0(12)) € 4] 22)

onde A € B(R") e T = (ty,...,t,) € T. Na pratica, estaremos mais interessados na reciproca
deste resultado: dada uma familia {Q:}rcr, desejamos obter uma medida de probabilidade
que satisfaz a relacdo acima. Esta propriedade € validada por um dos teoremas de extensao de

Kolmogorov.

Teorema 2.1 (Kolmogorov) Considere as seguintes condigoes de consisténcia:

(i) se T = (ti,tiy,....t;,) é uma permutagdo de T = (t1,12,...,t,), entdo, para qualquer A; €

ABR),i=1,2,...,n, temos que
0:(A1,A2,...,A,) = Qv (Ai),Aiy, -, Aj);
(ii) se T=(t1,t2,....ty) paran>1, t" = (t1,tp,....,t_1) e A € B(R" 1), entdo
Q:(AXR) = 0w (A).

Se {Q<} é uma familia que satisfaz as condigdes (i) e (ii), entdo existe uma medida de proba-
bilidade P em (RO=) B(RI%*)), tal que

Q0:(A)=P(C(A)), VreT.

O teorema acima nos garante que qualquer processo estocdstico {X;; r > 0} definido pelas fun-
¢coes coordenadas X;(®) := o(r), induz uma medida P no espaco (R=), Z(RIO=)). A de-

monstracdo do teorema pode ser obtida em Karatzas & Shrev (1991).

Definicao 2.10 Sejam (Q,.%,P) um espaco de probabilidade e T um conjunto arbitrdrio de
indices. Uma filtracdo neste espago é uma familia de c-dlgebras { % }er tal que Fy C F,

para quaisquer s,t € T, s <t.
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Através das filtracdes podemos rastrear uma quantidade de informacdes disponiveis até deter-
minado instante de tempo ao invés de lidarmos simplesmente com o espaco amostral irrestrito.
A interpretacdo dos processos estocdsticos como um fluxo de informagdes ao longo do tempo
torna plausivel o questionamento do quanto o observador conhece a respeito do fendbmeno no
instante presente em comparagdo com o conhecimento ji disponivel do passado. Podemos ainda
utilizar esta informacgdo disponivel para fazer melhores previsdes a respeito do comportamento
futuro do fendmeno. Dado um processo estocdstico {X; };er, a escolha mais simples de filtragdo

¢ a gerada pelo proprio processo, isto é,
FX = o(Xs; Vs € TN[0,1]),

a menor o-dlgebra com respeito a qual X; é mensurdvel para todo s € TN [0,7].

Definicdo 2.11 Seja (Q,.7,P) um espaco de probabilidade. Dizemos que um processo esto-
cdstico X = {X;;t € T} € adaptado a uma filtracdo {F; }icr se X; for F-mensurdvel, para

todote€T.

Definicdo 2.12 Sejam (Q,.F,P) um espago de probabilidade e {%},>0 uma filtragdo. Um
submartingale (respectivamente, um supermartingale) com relacdo a filtracio {.%;}i>0 é um

processo X = {X;;0 <t < +oo}, adaptado a {F},>0, tal que

(a) E ‘Xt

,para 0 <t < +oo;

(b) E[X;|.%,] > X; (respectivamente, E[X;|.Z;] < X) para 0 < s <t < 0.

Dizemos ainda que X é um martingale com respeito a {%},>o se for simultaneamente um

supermartingale e um submartingale com respeito a {.%; };>o.

2.2 Movimento Browniano

Matematicamente, um movimento Browniano unidimensional B = {B;; 0 <t < +o0} em
um espaco de probabilidade (Q,.%#, P) é completamente especificado pelo conjunto de hipdte-

SES!:

1. B é um processo Gaussiano em €2;

2. Btem trajetérias continuas P-q.c.;
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3. EB; :OC]E[BIBJ] [0 (t/\S), Vl,s Z 0.

E comum utilizarmos a expressdo movimento Browniano padrdo quando queremos enfatizar
que E[B;B;] = (t \s), Vt,s > 0. Além disso, assumimos que o processo é sempre iniciado na
origem, isto é, P(Byp = 0) = 1. Daqui em diante, sempre que mencionarmos o termo movimento

Browniano, estaremos nos referindo ao processo padrao iniciado na origem.

Esta descrigdo matemadtica foi proposta por Norbert Wiener com o objetivo de descrever
o movimento de pequenas particulas sob a superficie da dgua causado pelo bombardeamento
continuo das moléculas do fluido. O modelo traduz bem a natureza do fendmeno fisico repre-
sentado pelo movimento Browniano em um intervalo de tempo suficientemente pequeno. Na

pratica, pode ser interessante também definir este processo em fun¢do de seus incrementos.

Definicao 2.13 Seja (Q,.7,P) um espago de probabilidade. Denotamos por movimento Brow-

niano um processo estocdstico B= {B;,0 <t < oo} tal que:

2. (Bi—Bs) ~N(0,1 —5),Y0 < s <t < oo
3. (B; — By) € independente da c-dlgebra %#; = 6(B,,, V0 <u <s), V0 <5 <t < Hoo.
A existéncia de um processo estocdstico com estas propriedades é garantida pelo teorema 2.1.

Considere um processo estocdstico B = {B;; 0 <1 < +oo} tal que, para quaisquer 0 = sp < 51 <

§72 < ... < sy, possui a seguinte fungdo de distribui¢do acumulada para (Bs,, ..., By, ):

x| [X2 Xp
F(sl,...,sn)(n,---,xn)=/_ /_ /_ p(s1:0,y1)p(s2 = s1551,2) -
. D(Sn = Sn—15Yn—1,Yn)dYn...dy2dy1, (2.3)

onde (x,...,x,) € R" e p é o niicleo Gaussiano:

1
p(t;x,y) == \/ﬁ

Aplicando o teorema 2.1, podemos assegurar a existéncia de uma medida de probabilidade P

e 2 S 0y y € R, 2.4)

no espago (R[O’”),%(R[O”)), sob a qual o processo estocdstico B cumpre as trés propriedades
da defini¢do anterior. Logo, podemos obter um espago (Q,.#,P) onde B é um movimento

Browniano.

Teorema 2.2 (Kolmogorov & Cestov) Sejam T uma constante positiva arbitrdria e X = {X;; 0 <
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t < T} um processo estocdstico em (Q, . F ,P) que satisfaz
EX, —X,|* <Clt—s|'""P, 0<s,1<T, (2.5)

para algum trio de constantes positivas o,3 e C. Entdo, existe uma modificagdo continua
X' ={X0<t<T}deX.

Proposicao 2.2 Existe uma modificagdo continua do movimento Browniano.

Demonstragdo: Dado T > 0, ja verificamos que € possivel obter um processo estocdstico B =
{B;; 0 <t < T} que satisfaz as condi¢des da defini¢do 2.13. Como (B; — By) ~ N(0,7 —s), para

quaisquer 0 < s <t < T, temos a seguinte funcdo geradora de momentos:

Desta forma,

E (|B; —Bs|*) =E ((B, — B;)*)
d*¢

= W(O) = 3(I—S)2,

0 que mostra que B satisfaz o teorema de Kolmogorov-Cestov para as constantes & =4, f = 1
e C=3.

U

Neste trabalho estamos particularmente interessados em processos com trajetorias continuas.
Assim, sempre que nos referirmos ao movimento Browniano, estaremos implicitamente consi-

derando as modificacdes continuas.

Teorema 2.3 Todo movimento Browniano B = {B;; 0 <t < T} é uma martingale com rela¢do

a escolha natural de filtracdo %, = o(Bs;0 < s <1).

Demonstragdo: Note inicialmente que

E?|B,| <E[|B:[*]
= Var[B,| =1t < +oo.

Além disso, dado s > ¢, temos que (B; — B;) é independente de .%;. Logo,

E[Bs _Bt|t%] = E[Bs _Bl] =0.
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Como B, é .Z#;-mensurdvel, segue que
E[B;|-%:]| = B;.
Assim,
E[Bs|-#] = E[Bs — B, + B:| 7]
= E[Bs — B;|.%| + E[B;|.%;]| =0+ B, = B,.
O

Teorema 2.4 Seja [0, B] um intervalo em |0, o) e suponhamos que
B ={a=n<tf<..<t, =B}
¢é uma sequéncia de particoes de [, B], com

max {#,,—tV=|P,]—0
lgkgmn_l{kﬂ i} = Pl

a medida que n — . Entdo

i. (Varia¢do quadrdtica do movimento browniano)

my—1 5
kZZ) (By , —Bp)”— B—o

ii. (Variacdo total do movimento browniano)

em Lr(Q,.%,P) a medida que n — .

Demonstragao: (i) De modo a simplificar a notagdo, considere:

Al(B) =By~ By

k= e I
Seja Q, = k’"io_l (AQ(B))Z, entao

my—1

On—(B—a)= Y [AU(B)? -4

k=0
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Elevando ao quadrado os dois lados da tltima igualdade:

my—1 my—1
(Qn—(B—))*= ( ) [AZ(B)Z—AZ}> ( )3 [A?(B)z—Aﬂ)

k=0 j=0

my—1my,—

Z Z [AL(B)? — AY] [A(B)? — AT

Pela linearidade da esperanca, tem-se

mp—1my—1

E[(Qn—(B~a))’] = X E [(A¢(B)? - AY) (47(B)” —A)] -
=0 j=

Vejamos agora que para todo k # j, o termo no somatério duplo acima é zero. Como A} (B) ~
N(0,A}), segue que
E (&¢(B)?) = Var(a{(B)) + E(A{(B)) = A}.

Explorando novamente a linearidade da esperancga:
E(A}(B) ~ A}) = A} — A = 0.
Para todo k # j, as varidveis (A7 (B) — A}) e (A%(B) — A7) sdo independentes, logo
E[(A{(B)* - &) (N}(B)* — &%)] = E[A{(B)® — &) E [A}(B)* - &) 0.

O somatoério duplo se resume entdo apenas aos termos tais que k = j, ou seja, teremos agora

apenas um somatoério simples:

my—1

E[(Qn—(B—a))’] = Z, E[(A}(B)* — A7)
(A (B))2 lr
NV
AN(B

— possui distribui¢do normal com média 0 e variancia 1,

Note que a varidvel aleatoria

independentemente de k. Neste caso, a esperanga no dltimo somatdrio pode ser tratada como

uma constante, digamos C.

my—1

E[(Qn— (B~a))’]=C kZO (A7)

my—1
<CIP"| ) A =CIP"|(B - ).
k=0
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Como |P"| — 0, segue-se que E[(Q, — (B — «))?] — 0 2 medida que n — . Podemos entio

concluir que

0,— B —«.
my—1
k_fb (Bt 1) —B(1))* — B —a,

a medida que n — oo,

(ii) Suponha, por absurdo, que B possua variag¢ao total limitada no intervalo [o, B]. Nesse caso,

teriamos
my—1 5 my—1
l;) (Bf;fﬂ _B’J?) < Ogigrln)i—l |Bt/’<1+1 _Btl':l ' l;) |Bt1’<1+1 _Btg|'

Pela continuidade dos caminhos amostrais de B, segue-se que

max |Bp —Bp| —0
0<k<my—1 k+1 k

a medida que |P,| — 0. Assim, concluirfamos que

my—1

2
Z (Btl’cl+l _Btl’:> —0
k=0

a medida que n — oo, 0 que contradiz o resultado verificado em ().

Simulacao

Para fins computacionais, € importante considerarmos o movimento Browniano discreti-
zado. Ao utilizar o termo discretizado, fazemos referéncia a simulacdes do movimento Brow-
niano (como um processo continuo) avaliadas em quantidades finitas de pontos. Este tipo de
simulacao € trivial se explorarmos as propriedades de defini¢cao deste processo estocdstico. Se
B={B;;0 <t <T},T>0¢um movimento Browniano, entdo temos que P(By = 0) = 1. Desta
forma, o processo discretizado partird sempre da origem. Considerando que o intervalo de in-
teresse foi particionado em N pontos igualmente espagcados, segue que os demais pontos da

sequéncia podem ser gerados da relacio:
Btn+1 = Btn ‘|‘AZ»

onde A = 1% e Z € uma variavel aleatéria com distribui¢do normal padrdo. Este algoritmo se

justifica pela propriedade B, — B ~ N(0,t — s) para quaisquer 0 < s < ¢ < T. Este método pode
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ainda ser facilmente estendido para parti¢des com pontos espagados de maneira arbitraria, para
tal, basta ajustar o passo A a cada iteracdo. Perceba que o custo de simulag¢do deste método é
basicamente o custo de geracdo de N — 1 varidveis gaussianas. Um algoritmo eficiente para a
geracdo destas varidveis é o de Box-Muler, o qual se baseia na geracdo na transformacgao de

variaveis uniformes.

Box-Muler. Se u; e u; sdo varidveis aleatérias independentes e uniformemente distribuidas no

intervalo (0, 1), entdo

21 = cos(2muy)~\/ —2In(uy), 22 = sen(2muy)\/ —2In(uy),

sdo normalmente distribuidas com média u = 0 e variancia 6> = 1. Para verificar o resultado

basta isolar u; € u»,
(2.2 1 _ 22
uy=e (Zl+z2)/2, uy = —tan”" (—> ,

e calcular o determinante jacobiano

du Ju
8(u1,u2) _ 8Z1 822 _ (ie—z%ﬂ) (Le—Z%h).

d(z1,22) |du2 dua
dz1 dz

Desta forma,

1 25 1 2
= — _Zl/z— _ZZ/Z
fla,2) 2’ 2’ ’

0 que mostra que z1,z2 ~ N(0,1).

Neste trabalho, todas as simulagdes envolvendo varidveis gaussianas, foram executadas a

partir deste algoritmo.

2.3 A Integral de Ito6

Apresentaremos agora o conceito de integracdo estocdstica. Mais precisamente, trabalhare-

mos a defini¢do e algumas propriedades da integral

T
I(f) = /S £, 0)dB, (o), 2.6)

onde B = {B;;0 <t < +o0} é um movimento Browniano e f é uma funcéo estocéstica perten-
cente a uma determinada classe que serd definida adiante. Esta defini¢do € nao trivial pois as
trajetdrias ¢ — B;(®) possuem variacao total infinita, o que nos impede de construir a integral
I(f) segundo a teoria Lebesgue-Stieltjes. De uma maneira mais geral, integrais semelhantes

podem ser definidas com relagdo a uma classe mais ampla de processos estocdsticos mas tal
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B_
0
1

Figura 2.1: Realizagdes do movimento Browniano discretizado.

abordagem ndo serd discutida neste trabalho.

Sejam B = {B;;0 <t < +e0} um movimento Browniano em um espaco de probabilidade

(Q,.7,P) e {-%:}+>0 uma filtragdo deste espago tal que para todo r > 0

(b) ﬁ(Bs:OSSSt)chﬁ

(¢) F(B;4s, — B, A >0) é independente de .%;.

Caso ndo seja explicitada uma outra filtragiio, consideraremos que .%; é a o-dlgebra .# 2 gerada
pelo movimento Browniano até o instante ¢. Esta convenc¢ao € apenas de uma simplificacdo e
pode ser muito restritiva em determinados casos. De uma maneira geral, qualquer filtragdo .77

satisfazendo (a) — (c) pode ser adotada para o desenvolvimento da teoria.

Definicdo 2.14 Suponha que {7 },>0 é uma filtracdo associada ao espago (Q,.%,P), com
respeito a qual o movimento Browniano B = {B;; 0 <t < 4oo} é uma martingale. Considere
as classes das funcoes

ft,®):]0,4) x Q=R

tais que

(i) (t,0) — f(t,w) é B x .F-mensurdvel, onde # é a c-dlgebra de Borel do intervalo
[0, +o0);
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(ii) f(t,) é Hi-adaptada, isto é, para cada t > 0
o f(t,0)

é J;-mensurdvel;

(iii) U |ftw)]1’dt<+oo}—1
(iif') U £, a))|Pdt]<+°°

Denotamos por L};f = L’;f(s, r)e M;ﬂ = M’;f(s, r), p < +oo, as classes das funcdes que sa-
tisfazem as hipdteses (i) — (iii) e (i) — (iii)', respectivamente. Por simplicidade, utilizaremos as

notagées ILP e MP quando 4 = Fp

E imediato que M’f C ]Lp pois toda varidvel aleatdria integrdvel € finita quase certamente. No

entanto, a reciproca ndo é verdadeira.

Durante a construcio da integral de Itd (2.6) estaremos particularmente interessados em
funcgdes da classe MZ%. A idéia € andloga a teoria de Lebesgue-Stieltjes: definimos I(¢) para
uma classe elementar de funcdes ¢ € M>,, em seguida mostramos que cada f € Mif pode ser
aproximada por uma sequéncia de fun¢des elementares e, por fim, definimos /( f) como o limite

de I(¢) 2 medida que ¢ — f.

Definicdo 2.15 Um processo estocdstico ¢ € M? é dito elementar se puder ser representado

por
n

o(r,0) =) ej(@)y,,,, (), 2.7)

J
ondencN, ey, e, ...,e, sdo varidveis aleatérias L%f-mensurdveis, i=12,..,neUjtjtis1) =

[s, 7).
Definiciio 2.16 A integral de It6 1(¢) de uma funcdo elementar ¢ € M2, é dada pelo somatdrio

/r¢>(t ®)dB,(®) =Y e;(t;,®) (B, —B;,) (®). (2.8)

j=>0

Teorema 2.5 (Isometria de Itd) Se ¢ (t,®) € M? é elementar, entdo

(/Sr¢(t,a))dBt(a))>

2
E

=E Usrw, a))zdt} : (2.9)
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Demonstragdo: Para simplificar a notagdo, considere

Aj(@) = (B, —B;) ().

Para cada i < j, temos que os elementos aleatorios Aj(@) e e;(®)e;(®)A;(®) sdo independen-

tes. Neste caso,

E [ei(t,-, (D)ej(tj, (D)Ai((x))Aj((l))} =E [e,-(ti, (J))ej(tj, a))A,-(co)} -E [Aj(a))}

Portanto,

O

A partir dos resultados obtidos para funcdes elementares podemos estender a defini¢ao de
integral estocdsticas para fungdes um pouco mais gerais. A aproximacio de uma funcio f € M?

serd apresentada em trés etapas, as quais sdo dadas pelos lemas abaixo.

Lema 2.1 Seja g € M?(0,T) uma funcéo limitada tal que g(-, ®) é continua para todo @ € Q.

Entdo, existe uma sequéncia de funcées elementares {9, } ey C M2(0,T) tal que

T 2
lim E Uo (g— 0n) dt} =0. (2.10)

n——-oo

Demonstragdo: Basta definir a sequéncia ¢, (1, ) := ¥;8(tj, @) 1y, ;.. )(¢). Desta forma, ¢, €
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elementar para todo n € N. Como g é continua para cada @ € Q, segue que (¢, — g)> — 0 para

cada . Por fim, o resultado € obtido a partir do teorema da convergéncia dominada.

O

Lema 2.2 Seja h € M?(0,T) uma fungdo limitada. Entdo, existe uma sequéncia de fungées
limitadas {g, }neny C M2(0,T), tal que g, (-, ®) é continua para quaisquer ® € Qen €N, e

T
lim E Uo (h—gn)zdt} =0. (2.11)

n—y—+-oo

Demonstracdo: Como h € uma func¢do limitada, podemos obter uma constante M > 0 tal que
|h(t,w)| < M, para quaisquer 7 € [0,7] e ® € Q. Seja {¢, },cn uma sequéncia de nicleos de

Dirac, isto €, uma sequéncia fungdes continuas nao-negativas ¢, : R — R tal que

¢n(x) =0 parax € (—oo, —1)J[0,+e0) e fR On(x)dx=1,Vn e N.

Definindo
t
gn(t;w) :[) q)n(S—t)h(S,a))ds,

temos que g,(-,®) é uma fung¢io continua para quaisquer ® € Q e n € N, e g,(t,) é .FB-
mensuréavel pois A(s,-) ndo é avaliada em nenhum instante posterior a 7. Além disso, g, é

limitada

‘/Olff’n(s—t)h(s,w)ds S/Otfpn(s—t)lh(s,a))ds

t
< / On(s — 1)Mds < M/ On(s—1)ds = M,
0 R
e podemos verificar também (Hoffman (1962)) que
n——+too

T
lim / (1, ®) — gu(t, ®)|>dt = 0, (2.12)
0

pois as fungdes ¢, definem aproximacoes da distribuicdo generalizada delta de Dirac. Por fim,

o resultado segue do teorema da convergéncia dominada.

O

Lema 2.3 Seja f € M?(0,T) uma funcdo arbitrdria. Entdo, existe uma sequéncia de fungées
limitadas {hy,}, C M?(0,T) tal que

T
lim E Uo (f—hn)zdt} =0. (2.13)

n—y4-o0
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Demonstragdo: Basta definir a sequéncia /,, como o truncamento de f

—n, flt,o) < —n
h’l(tvw): f(taw)v ‘f(l‘,(l))|§l’l )
n, flt,o)>n

e aplicar o teorema da convergéncia dominada.
O

Os lemas anteriores nos permitem concluir que, dada f € M?(0,7), T < 0, podemos obter

uma sequéncia de funcdes elementares ¢, € M?(0,T) tal que

1
E U /= ¢n|2df] - 0. 2.14)
0
Considerando o limite em L?(Q,.%, P), podemos entio definir
T
I(f) :/ f(t,0)dB;(w) := lim / On(t,0)dB; (o). (2.15)
0 n— oo

T
O limite estd bem definido ja que a isometria de It6 garante que { £ On(t, a))dBt(a))} é
neN
uma sequéncia de Cauchy no espago de Hilbert L?(Q,.%, P)

Definicdo 2.17 Seja f € M?(0,T). A integral de It6 de f com respeito a um movimento Brow-
niano B = {B;,0 <t < T} é dada pelo limite em L*(Q,.% , P)

T
/Of(t,a))dB,( _ llm/ 0n(t, ©)dB, (@), (2.16)

n——+oo

onde {@p}neny C M?(0,T) é uma sequéncia de funcées elementares tal que
T
E V 1f(7, @) _¢n(taw)|2dt] — 0. (2.17)
0

Aproximar funcdes mais gerais por fungdes elementares é uma técnica que nos garante
de imediato uma série de corolarios devido a facilidade de se trabalhar com tais fun¢des. Em
particular, apresentaremos a seguir a extensdo da isometria de Itd, verificaremos a linearidade

da integral e obteremos sua esperanca.
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Corolario 2.1 Sejam f,g € M?*(0,T) e a € R. Entdo

(/()Tf(t,a))dBt(a))>2

(b) /()T(Cf(l,a))—i-g(t,w))dBt(a)) :C./O
T
) E[/o / dB’w)} =0. (2.20)

(@) E

_E {/Tf(z,w)zdt] : (2.18)
0

T T
(i, 0)dB,(0) + /O 21, 0)dB(®);  (2.19)

Demonstracdo: Os dois primeiros itens sdo verificados de maneira imediata. Para demonstrar
o item (c), consideramos inicialmente uma sequéncia de fun¢des elementares { ¢, },cn, tal que

0, — fem L?(Q,.Z P). Neste caso, ¢ é da forma:

m
Z e.] ]7tj+l t)

J=1
onde ey, ey, ..., e, sdo varidveis aleatérias .%; ;-mensuraveis, j = 1,2,...,m. Utilizando as propri-
edades da esperancga condicional, obtemos

[/ Ou(t,®)dB: (o }

m
Z ej(@ Bt,+1 ij) (o)

j=1

Elej(@) (B, —By) (@)

I
M=

.
Il
—_

|
agE

E{E [e;(®) (Btj+1 ~By) w’”‘%i”

.
Il
—_

Il

=
—~—
o

~
I
—_
~
I
—_

(0)E [(ij+1 _ij) ((0)]%/}} - Z E [ej(w)-0] =0.

O resultado segue tomando o limite em L?(Q,.%, P).

2.4 Formula de Ito

A formula de It6 descreve uma transformacdo utilizada para determinar o diferencial de
fungdes de um processo de difusdo. Basicamente, a férmula funciona como uma versdo esto-

castica da regra da cadeia utilizada de maneira ampla no cdlculo cléssico.

Definicdo 2.18 Seja X = {X;; 0 <t < +oo} um processo estocdstico tal que, para quaisquer
0<s<t<T,
t t
X, = / f(t,Xt)dt-l—/ g(1,X,)dB,, 221)
N N
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onde f € LL,(0,T) e g € 1L2(0,T). Entdo dizemos que X é um processo de Ité com diferencial
estocdstico dX;, em [0,T], dado por

Antes de enunciar a formula de Itd, apresentamos um caso particular que serd utilizado
como resultado auxiliar na demonstracdo. Em seguida apresentamos uma versao estocdstica da

regra do produto.
Lema 2.4 Se B= {B;;0 <t < 4o} é um movimento Browniano padrao, entdo

(i) d(B?) =2B,dB; +dt;

Demonstragdo: Utilizando a defini¢do da integral de Itd como um limite de func¢des elementa-

res, mostra-se diretamente que
r 1 1 r r
[ BidB; = 5 (B} —B?) — 5(t —5) e fs tdB; + fs B;dt = rB, — sB;.
Em notacdo diferencial,
1 ) 1
BtdBt = Ed(Bt ) — Edt € tdBt +Btdt = d(tBt),
ou ainda,
d(B?) =2B,dB; +dt e d(tB;) = B;dt +1tdB,.

0

Teorema 2.6 (Regra do Produto) Suponha que X = {X;;0 <t < 4o} e Y ={¥;;0 <t < 4oo}

sdo processos de Ito cujos diferenciais estocdsticos sdo dados por

dXt = fl (taxt)dt+g1(t7Xl>dBt
Y, = fot,X?)dt + g2(t,Y,)dB,

t € 10,T], para qualquer T > 0. Entdo,

d(XiY;) = X,dY; + Y,dX; + 1(1,X;)g2(1, Y )dr. (2.23)
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Demonstragdo: Mostrar que

d(Xth) = XtdY+Yl‘dX+g1(t7Xt)g2(t7Yl‘)dl
=X, (fo(t,Y,)dt +g>(t,Y;)dB;) + Y, (f1(t,X;)dt +g1(t,X;)dB;) + g1 (¢, X;)82(¢, Yy )dt
=X fo(t.Y;) + Y f1(t,X:) +81(2,X;)g2(t, Y1) )dt + (Xig2(t,Y:) + Yig1(2,X;))dBy,

¢ equivalente a demonstrar que, para qualquer [s,r] C [0, 7], vale:

-
XY, = XY +/ (thZ(t7Yt) +th1 (I7Xt) +81 <t7Xt)g2<t; YZ))dt
N
-
+ [ (gale 1)+ Yiga (6. ) (224)
N
Suponha inicialmente que f; e g; sdo constantes em [s, r]. Logo,

dX; = fidt +g1dB; = X, = X+ (t —5) f1 + (B, — Bs)g1;
dY, = fodt +g2dB; = Y, =Y+ (t —5) o+ (B, — Bs)g2.

Sem perda de generalidade, considere que s = 0. Neste caso,

Xr =Xs+1fi+Bgu; (2.25)
Y, = Ys"’th +Brg2- (2-26)

Substituindo (2.25)-(2.26) na relagao integral (2.24), obtemos:

/sr[ererYzfl +glgz]df+/sr[xr82+Yrg1]dBt =
:/Sr{[Xs +1fi+Brgilfo+ [Ys+tfo+ Bgolfi + 8182 }dt
+/sr{[Xs+ff1 +B,g1]g2 + [Ys+1f2+ Brg2)g1 } dB;
=X,(rfr+Bg2) + Ys(rfi +Bg1) + P fifa +rg122
+ (fig2 + fag1) (/srtdBt—i—/SrBtdt) —|—2g1g2/srB,dB,.

Aplicando o Lema (2.4),

r r
/[th2+1/,f1+g1g2]dt+/[thz—i—Y,gl]dB;:
N N

= szr+ngZBr"‘stlr+Yrngr+f1g2rBr+glf2rBr"‘gngB%+f1f2r2
= (Xs+rfi+Bg1)(Ys+rfa+Brg2) — XY
:XrYr_XsY57
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como queriamos mostrar. Considere agora que f; € g; sdo fun¢des simples em ]L}%p(O,T) e
ILZ%(O, T), respectivamente. O resultado anterior pode entdo ser aplicado nos intervalos onde f;

e g; sdo constantes de modo a obter,

Tnt1 Tn+1
/ [le2+Yl‘f1 +g1g2]dt+/ [th2+Ytgl]dB[ :th+lYtn+l _X[nY[n’
h Iy

n=0,1,..,N—1,onde t={0=1 <1 <..<ty=T} éuma particdo do intervalo [0, 7],
T > 0. Para o caso geral, utilizamos o fato de que f;,g;, i = 1,2, podem ser aproximadas por
funcdes simples. Assim, podemos concatenar as integrais obtidas acima e considerar o limite

em probabilidade. Da defini¢cdo da integral de It6, obtemos

r r
/ X, (. Y5) H Y fi (1,) + g1(6,X,)ga (6, X,)]di + / Xg2(1,Y)) + Yig1 (X)|dB, = X,Y, — XY,
) S
como querfamos mostrar.

. d(XeYy) =X dY, + Y,dX, + g1(¢,X,)ga(t, Yy )dt.
]

Rearranjando os termos da expressdo obtida no teorema anterior, percebemos que a regra do

produto pode ser entendida como uma versao estocastica do método de integracao por partes:

r r r
[ xavi=xwii— [ ax - [ g Xl Yr
S S S

O coeficiente gjgadt presente em (2.23) pode ser interpretado como um termo de corre¢ao
devido aos efeitos aleatérios do movimento Browniano. Note que se g; = g = 0, entdo volta-

riamos ao método cldssico de integrac@o por partes:

r r
| xav.=xxp;~ [ vax,
N N
onde X e Y sdo processos absolutamente continuos.

A regra do produto pode ser adaptada naturalmente a poténcias X" de um processo de It

e, consequentemente, a polindmios.

Teorema 2.7 Seja u : R — R uma fungdo da forma u(x) = x",n € N. Se X ={X;;0 <t <

T}, T >0, é um processo de Ito satisfazendo

dX; = f(t,X;)dt + g(t,X;)dB;,
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entdo o diferencial estocdstico do processo u(X;) é dado por
du; = d(X") = nX""'dX, + %n(n — DX 2g%(t,X;)dr. (2.27)
Demonstragdo: Seja Z = {n eN;d(X") =nX" 'dX + %n(n - 1)in_282(faXz)dl}- Verifica-
remos por indugdo em n, que £ = N. Para n = 1, temos:
1-x'lax, + % 1-(1-1)-X'28 1, X)dt =dX, =d(X) = 1e &
Para n = 2, podemos aplicar a regra do produto de Ito:

d(th) = d(X[Xt) = Xl‘dXt +Xth[ +g(l,Xt) . g(t,X;)dt = 2X[dXt +g(t,Xl)2dt

1
=2.x>"! +52:(2- Dg*(t,X)dt =2 X

Suponha agoraque k— 1 € 27, k > 3. Assim:
1
d(XF1) = (k—1)x}2dx, + S (k= 1)(k— 2)X* 362 (1, X, )dt
_ 1 _
= (k= DX T2(f(r,X)dr +g(,X:)dB) + 5 (k — 1) (k= 2)X[ ¢ (1. X,)dr
_ xR L (- 2)xk 32 dt + (k—1)X"2g(t,X,)dB
£ (= DXE2 4 2 (k= 1) (k= 2)XFg2(1,X) | di + (k= )X, (1. X)dB.

Aplicando a regra do produto e a hipétese de indugao:

d(X}) = (x5
=X, d(X} N + XX, + (k- 1)XF 282 (1, X, )dr.

Podemos agora eliminar o termo d(X"~!) da equago acima de modo a obter:
d(Xf) =X, [(k — 1)X*2dx, + %(k —1)(k—2)X} ¢ (t,X,)dt]
+ (k—1)X}2g%(t,X,)dt + X*dX,
—dX; |(k— DX} 1 xk | B(k ) (k—2)+ (k— 1)} X} 2% (1,X,)
= kX*1dx, + %(k — DEXF 2% (1, X,)dt = ke 2.

Concluimos assim que 2" = N, isto é, (2.23) é vilida para poténcias u(x) = x*,n € N.

O

Corolario 2.2 Seja X = {X;;0<t < T}, T >0, um processo de Ité6 conforme o teorema ante-
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rior. Se Q é um polindmio qualquer, entdo o diferencial estocdstico d(Q(X;)) é dado por

1
dO(X,) = Q'(X,)dX, + EQ”(X,)gZ(t,X,)dt.

Demonstracdo: Como o diferencial estocdstico € uma aplicacdo linear, basta aplicar a proposi-

cdo anterior a cada uma das parcelas de Q e somar as expressoes obtidas.
O

A férmula de Itd é uma extensio dos resultados acima para fungdes u € C12([0, +o0) x R)
mais genéricas. Esta extensdo é natural pois estamos interessados em processos com trajetd-
rias continuas, as quais podem ser aproximadas por polindmios segundo o teorema de Stone-

Weirstrass.

Teorema 2.8 (Férmula de Ité) Seja X = {X;;0 <t < T}, T > 0, um processo de Ité6 com dife-
rencial estocdstico

dX[ = f(t,X[)dt+g(t,Xt)dB[
Considere uma fungdo u € C'2([0,T] x R) e defina o processo estocdstico
Yl = M(I,Xt)
Neste caso, Y; é um processo de Ité satisfazendo

2
av =2 X,)dt+a Lo%u

2
o a (£, X)X, + 5 =5 (1, %) (dX,)
2
( (t Xo) f (8, X)) + ;3 —(t, X,)gz(t,Xl)) dt
+ (t Xf) (t Xt)dBt (228)

dx

Demonstra¢do: Suponha inicialmente que u : [0,7] x R — R é uma funcdo da forma

u(t,x) =v(x)w(t),

onde v e w sdo fungdes polinomiais. Por simplicidade, considere v, := v(X;) e wy := w(r).

Aplicando a regra do produto:

dl/lt = d(V;W;)
= thW[ —+ W,dv, + Og(t,X[)dt = thWt + W[dV[.
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Pelo corolério (2.2), podemos reescrever esta equacao do seguinte modo:

1
du; = vywldt +w, [vt + ZV;’gZ(I,X,)dt

_ du du 1 9%u
=, — (¢, Xy )dt + = o (t,X;)dX; + 29x2 (t,X,)g*(t,X;)dt
du du 19%u du
(at( Xt)+a_x(t7Xt)f(t7Xt>+ 2 Ox 5, X;)g? (Z7Xt)> dt + — I - (2, X)g(t, X, )dB;.

Logo, a férmula de It6 vale para fungdes do tipo u(x,t) = v(x)w(t), onde v e w sdo polind-
mios. Como o diferencial estocéstico € uma aplicacdo linear, podemos estender estaa regra para

fungdes do tipo
u(x,t) = Zvi(x)wi(t), (2.29)

onde v e w' sdo polindmios com respeito a x e ¢, respectivamente. Ou seja, a regra é valida
para fungdes separdveis com comportamento polindmial nas varidveis x e ¢. Por fim, dada uma
fungdo qualquer u# € C'2([0,T] x R), podemos aproxima-la por uma sequéncia de polindémios
{un}nen tal que

du o du o P
ot ot’  Jdx ox’  ox? ox?’

Un > U,

em conjuntos compactos, a medida que n — +oo. A existéncia desses polindmios é garantida

pelo teorma da aproximacado de Stone-Weierstrass. Pelo passo anterior, temos que:

T ou, du, 10%u,

T un
+/ (t,X;)g(t,X;)dB;.

(f X,)g*(t,X,) | dt

Passando ao limite, concluimos o resultado.

2.5 Transformacao de Lamperti

A transformacao de Lamperti € uma aplicacdo particular da féormula de Itd que nos permite

estabilizar o coeficiente g do diferencial estocastico

dX; = f(t,X;)dt + g(t,X;)dB;,
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isto €, o método transforma o processo inicial X em um processo de Itd ¥ que satisfaz
dY, = f(t,Y,)dt +dB;.

Todos os resultados (simulagdo e inferéncia) obtidos a partir desta transformacgdo serdo dados
em funcao do processo Y, logo, é necessdrio que a transformacdo seja inversivel para que pos-

samos adaptar as conclusdes ao processo original.

Teorema 2.9 (Transformacdo de Lamperti) Seja X um processo de Ito conforme o teorema

(2.8) e assuma que a transformagdo

|
Yt::S(t,Xt):/ .

0 . vielo,T], (2.30)

X:Xt

onde & é um ponto qualquer do espaco de estados de X, ¢é inversivel e que —- ) satisfaz as

8(rx
condigdes usuais para diferencia¢do sob o sinal da integral. Neste caso, Y é um processo de
Ito cujo diferencial estocdstico é dado por:
f&,X) 1dg /Xt 1 Jdg
dy; = ——=(t,X;) — ————=(t,u)du | dt+dB 2.31
=~ (fexy a0 [ gy Jaeas 3

= f(t,.X,)dt +dB, = f (t,S"(Y,)) dt +dB,.

Demonstracdo: Basta observar que, ao aplicar a férmula de 1t6, obtemos um diferencial da
forma

. as

E imediato que a escolha
X

1
S(1,X,) = /;; e

soluciona o problema. Para o célculo de f , basta utilizar as relagdes:

dS X 9 1 N 1 PEN 1 dg
E(LX) - /5 E <g(t7u)> du; a(tax) - g(t,x)’ x(tax) - _gz(t,x)a(t’x)'

x:X[

As condi¢des para a validade das hipdteses do teorema acima nao sdo unicas. Um conjunto

bem amplo de condicdes € dado por Luschgy (2006):

1. g€ C([0,T] xR);

2. existeum K > O tal que V(z,x) € [0, T xR, | f(¢,x)| < K(1+4|x]) e 0 < g(t,x) < K(1+|x|).
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A condig@o g(t,x) > 0 garante que a transformacdo S é estritamente crescente, portanto, inver-
sivel. A exigéncia de continuidade e as restricdoes de crescimento nos permitem derivar sob o

sinal da integral.

Esta ferramenta € util tanto para fins tedricos quanto experimentais. Lembramos que a
maior dificuldade no trato de um processo de It6 estd relacionada ao cdlculo da integral esto-
céstica associada a este processo. Ao aplicar a transformacao de Lamperti este problema fica
resolvido pois a integral de Itd de uma constante pode ser resolvida facilmente. Quanto aos mé-
todos numéricos, mostraremos mais adiante que a transformacao de Lamperti ndo s6 melhora a
taxa de convergéncia de certos métodos, mas também torna determinados algoritmos aplicdveis

a classes mais abrangentes de processos de Ito.

Exemplo 2.1 Seja X ={X;;0 <t <T}, T >0, um processo de It6 satisfazendo
dXt - A‘Xtdl‘ +,uXtdBt, XO - 1, 0 S t S T,

onde A, € R. Aplicando a transformagdo de Lamperti, obtemos
* dx

x

_ logX;

Y

Y, = S(1,%,) = /1

.X:X[ ‘LL

X, =S51(1,Y;) = et

Assim, Y; serd um processo de Ité dado por

1
dy, = (— - —u) dt +dB,

A1

IA 1 t
e [ (3 tu)ase [(an
0o \M 2 0
A
ou seja,

Podemos agora obter o processo original:

1
X; :e’qu c.X; ~LN [(%—E‘U) t,uzt:| ,
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onde LN denota a distribuicdo log-normal.

2.6 Transformacao de Cameron-Martin-Girsanov

As transformacgdes apresentadas até aqui s@o aplicadas em um processo estocdstico X e
devolvem um segundo processo X cujo diferencial estocdstico apresenta um comportamento
distinto do primeiro. Uma outra forma de se pensar em transformagdes seria com respeito as

medidas induzidas pelos processos de It6 e ndo necessariamente nos processos em Si.

O resultado apresentado nesta secdo € um importante dispositivo que transforma uma me-
dida P em uma segunda medida Q de modo a garantir que se B ¢ um movimento Browniano com
respeito a P, entdo uma determinada translagdo 7 aplicada a B € um movimento Browniano com
respeito a Q. Como motivacao para este resultado, suponha que Z1,2,,Z3, ..., Z, sejam varidveis
aleatdrias independentes e normalmente distribuidas com EZ; =0 e I[-ZZl-2 =1,i=1,2,...,n,em
um espaco de probabilidade (Q,.%,P). O estudo de transformagdes invariantes relacionadas
a variaveis com estas caracteristicas € tradicional na teoria da Probabilidade e possui diversas

aplicacdes. Em particular, dado um vetor u = (U, to, ..., ,) € R", considere a seguinte fungio

i),

0 M:

f(Zi(w),2(w),....Z(®)) = exp { i WwZi(w) — %
im
Como f é uma fun¢do .#-mensuravel ndo-negativa, segue que
Q(dw) = fP(do)
¢ uma medida. Mais precisamente, vale a relacdo

0(dw) = Q0(Z, €dz1,2 € dza, ..., Z, € dzp)

= exp { i WiZi(o)

n
Z } (Zy €dz1,Z> €dzp, ... 2, € dzy,)
i=1 i=1

I\JI_‘

NI*—‘

n
= (271')_"/26xp{ Z }dzldzz dzy,
i=1

0 que mostra que Q é uma medida de probabilidade sob a qual as translagdes Z; — u;, i =

1,2,...,n, sdo normalmente distribuidas com E¢(Z; — ;) = 0 e Eg [(Z; — p;)*] = 1. Portanto,

Q[(g—@l EA] :P[(g)l eA}, VA€ F
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O estudo do movimento Browniano mostra que ha uma relacio forte entre este processo
estocéstico e as varidveis aleatdrias Gaussianas. Desta forma, € natural procurarmos trans-
formacdes similares que garantam a propriedade da invariancia em se tratando do movimento

Browniano.

Teorema 2.10 (Cameron-Martin-Girsanov) Seja u € LZ(O, T),0<T < +eo, e assuma que

M; :=exp {— /Ot u(s,w)dB; — %/Ol u? (s, a))ds} (2.32)

¢ uma martingale. Defina o processo B = {ét, 0 <t < +oo} por

A

t
B, :=B; —/ u(s,w)ds, 0<t < oo (2.33)
0

Para cada T € [0,+4) fixado, o processo {B,,0 <t < T} é um movimento Browniano em
(Q,Fr,Qr), onde
0r(A) =E[IsM7], VYA€ %. (2.34)

A demonstracdo deste teorema utiliza a caracterizacdo de Lévy do movimento Browniano, cuja
descrigdo exige resultados matematicos ndo abordados neste texto. Uma prova formal pode ser
obtida em Karatzas e Shrev (1991) ou ksendal (2010). Mesmo omitindo a demonstragao é
possivel analisar o teorema e entender o papel das hipéteses e a importancia do resultado. Note
inicialmente que para qualquer evento A € .%;, a funagéo 14(®) é .%;-mensurdvel. Assim, se

{M;}_, é um martingale, entdo, para qualquer ¢ € [0, 7], vale
/Q 14(0)Mr(0)P(dw) = E[1uMr]
= E[E[1aMr|7]] = E[ILE[Mr|7]]

— E[1,M,] = /Q 1 (0)M; (0)P(dw), (2.35)

0 que garante que
MrP(dw) =M,P(dw), VYte€l0,T], (2.36)

em .%;. Em outras palavras, estamos garantindo que a familia de medidas {Q7;0 < T < oo}

satisfaz a condi¢@o de consisténcia
Or(A)=0Q/(A); VAe F,0<1<T. (2.37)

Além disso,
EM]=EMy =E[l]=1, 0<t<T, (2.38)
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pois todo martingale possui esperanca constante. Logo,
07(Q) =Ep,[1q] =EpMr] =1, (2.39)

0 que nos mostra que Q7 é de fato uma medida de probabilidade para cada T € [0, +<o).

A discussao acima deixa claro que a hipétese crucial do teorema é que M; seja um martin-
gale. A validade desta hipdtese pode ser associada a integrabilidade de um dos componentes de

M,.

Teorema 2.11 (Novikov (1972)) Sejam B = {B;; 0 <t < +o} um movimento Browniano em
(Q,.7,P) eu={u(t,0); 0 <t < +oo} um processo em 1.>(0,T), para algum T > 0. Se

1 T
E [exp (5/ uz(t, a))dz‘)] < ooy 0<T < oo, (2.40)
0
entdo M; definido por (2.32) é um martingale.

Dentre as inimeras aplicagdes do teorema (2.10), uma das mais importantes € a obtengdo da
densidade (derivada de Radon-Nykodim) das trajetorias de um processo de Itd com respeito as
trajetdrias de um segundo processo. Ao obter esta densidade estamos nos habilitando a realizar
simulacdes a partir de métodos como amostragem por rejei¢ao ou amostragem por importancia,

por exemplo, e\ou fazer inferéncia a partir dos métodos baseados em verossimilhanga.

Teorema 2.12 Sejam u : [0,4) x R — R, M; e B; conforme o teorma (2.10). Denote por P a

medida induzida pelo processo de Ito
dX, = f(t,X;)dt +g(¢,X;)dB;, 0<t<T.
Se existir uma funcdo f € L'(0,T) tal que
g(t, X )u(t,X,) = f(t,X) — f(t,X,), (2.41)
entdo, com respeito a medida Q1 dada por
dQr(®) = MrdP(®), (2.42)
X possui o diferencial estocdstico
dX, = f(t,X;)dt +g(t,X;)dB;, 0<t<T. (2.43)

Demonstragdo: Pelo teorema (2.10), Qr é uma medida de probabilidade em %7 e B, é um

movimento Browniano com respeito a Q7. Desta forma, o processo de Itd (2.43) estd bem



2.6 Transformagdo de Cameron-Martin-Girsanov 40

definido. Além disso,

dX, = f(t,X;)dt + g(t,X;)dB;

f(t,X)dt +g(t,X,) (dB; +u(t,X;)dt)

= (f(t,X) +g(t,X)u(t,X;))dt +g(t,X;)dB,
= f(t,X,)dt +g(t,X,)dB,.

O

Exemplo 2.2 (Densidade com respeito a medida de Wiener) Sejam X = {X;;0 <t < T} um

processo de Ito com diferencial estocdstico
dX[:f(t,X[)dt+dBt, OSIST,

e Q1 a medida de probabilidade induzida por X. Nosso objetivo é obter a derivada de Radon-

Nykodim de Qt com respeito a medida de Wiener W induzida pelo movimento Browniano
dY; =dB;,, 0<t<T.

Definindo

(/()Tfth dBl_l/sz(t,Yt((D))dl‘)
(/OTftB,dBt——/f (t,B))d )’

segue, do teorema (2.12), que

dQr

W(w) = M;(B,(®)) = exp (/OTf(r,B,)dB, — %/Osz(t,B,)dt) . (2.44)

Exemplo 2.3 (Verossimilhanca de uma trajetoria) Suponha que X = {X;;0 <t < T} é um

processo de Ito que induz uma medida de probabilidade Qt e cujo diferencial estocdstico
dX; = f(X;,0)dt +g(X;)dB;, 0<r<T,

ndo depende explicitamente do tempo t, porém, é funcdo de um pardmetro desconhecido 6.
Nosso objetivo é construir a derivada de Radon-Nykodim de Q1 com respeito a medida de

probabilidade P induzida por

dY, = g(Y,)dB,, 0<t<T.
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Definindo
w1 0
([ J;nyb)d”"/ Loy )

segue, do teorema (2.12), que

dQr sz, 1 (T f2(v,,6)
—p (@) =Mr(ti(o ( YI—E/O Wdt). (2.45)

Este procedimento é muito titil em se tratando de inferéncia em processos de difusdo.
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3  Equacoes Diferenciais Estocdsticas

Sejam f:[0,T] xR —Re g:[0,7] x R — R fung¢des que satisfazem as condigdes (i) e (if)
da defini¢do (2.14). Se X = {X;; 0 <7 < T'} é um processo estocdstico tal que

dX, = f(t,X,)di +g(t,X,)dB,, 1€[0,T], G.1)
P(Xo=&) =1, (3.2)

entdo dizemos que X satisfaz a equacdo diferencial estocdstica (3.1) e a condicio inicial (3.2).
As fungdes f e g s@o denominadas coeficiente de deslocamento (ou deriva) e coeficiente de
difusdo (ou volatilidade), respectivamente. O problema (3.1)-(3.2) pode ainda ser expresso na

forma integral

t t
X; :Xo—l—/o f(s,Xs)ds—{—/O g(s,X;)dBs, P(Xo=©&))=1. (3.3)

Note que se g = 0, entdo nosso problema se reduz a uma equagao diferencial aleatdria

X =Xo+ [ fle.X)ar, (3.4)

cujas solucdes sdo trajetdrias continuas que se iniciam no ponto inicial observado. Destacamos
que ndo ha nenhuma restricéo ao fato de &, ser uma varidvel aleatéria uma vez que, condicio-
nado a uma observagao desta varidvel, o instante inicial € puramente deterministico. Do estudo
de equagdes diferenciais deterministicas, sabemos que, ao exigir que x — f(+,x) seja localmente
Lipschitz continua e que f seja limitada em subconjuntos compactos de [0, 7] X R, estamos ga-
rantindo condi¢des suficientes para que o problema (3.3) tenha solucdo e que tal solugdo seja
unica. A seguir, verificaremos que um resultado similar de existéncia e unicidade pode ser ob-
tido para o problema (3.1)-(3.2), mas, primeiramente, devemos definir com um pouco mais de

formalismo o significado de solucdo deste problema.
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3.1 Solucoes Fortes

Seja B = {B;; 0 <t < +e0o} um movimento Browniano padrdo definido em (Q,.#,P). As-

sociaremos a este espaco a filtragdo aumentada
Fri=0(GUN), (3.5)

onde % = 0(&y,Bs; 0<s<t)e N/ ={N CQ;3G € %.= N C G,P(G) =0}, e assumiremos

que ele é rico o suficiente para construirmos uma variavel aleatéria & independente de %;.

Definicdo 3.1 Uma solugdo forte para o problema (3.1)-(3.2), no espago (Q,.% ,P) e com res-
peito a uma realizacdo (trajetoria fixa) do movimento Browniano B e a condicdo inicial &y, é

um processo estocdstico X = {X;; 0 <t < 4o}, com trajetérias continuas, tal que

i) X é %-adaptado;
ll) P(XO = go) = 1,‘

iii) P [LT (1£(2,X%)|+|g(t,X:)|?) dt < +oo| =1, VT € [0,+00).

Dizemos ainda que esta solucdo é iinica se para quaisquer processos X e Y que satisfacam
(i) — (iii), vale
PX;=Y;0<t<+4o0)=1,

isto €, se quaisquer duas solucdes forem indistinguiveis.

As duas ultimas condi¢des da definicdo acima s@o consideradas com o objetivo de traba-
lharmos com um problema bem posto. Mais precisamente, (i) exige que a solug¢do se comporte
segundo a varidvel aleatéria &) no instante inicial de observagdo e a condigdo (iii) garante o
bom comportamento da integral de Riemann e da isometria de Itd. A hipétese mais forte é im-
posta por (i). Esta suposi¢do nos permite entender o processo estocdstico X como um sistema
dindmico descrito pelo par ordenado (f, g), alimentado por B e &. Neste caso, condicionado as

observagdes de B e &, faz sentido pensarmos em resultados de unicidade para X.

Teorema 3.1 (Existéncia e Unicidade) Suponha que os coeficientes f(t,x) e g(t,x) satisfazem

as condicoes

‘f(tax) _f(t7y)| + |g(t,x) _g<t7y)| S K’x_y‘a (36)
f(6,0)]+ |g(t,x)]> S K*(1+27), 3.7)
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paratodot € [0,+),x € R,y € R, onde K é uma constante positiva. Dado um espago de pro-
babilidade (Q,.% ,P), seja & uma varidvel aleatdria independente do movimento Browniano

B ={B;; 0 <t < 4oo}, e com segundo momento finito
E|&)? < H-co.
Considere também que a filtracdo (3.5) é adotada. Neste caso, existe um processo estocdstico
X ={X;;0 <t < +oo}, (3.8)

Fy-adaptado, o qual representa a vnica solucdo forte do problema (3.1)-(3.2) relativo as ob-

servagoes de B e &). Além disso,

T
E { / ]X,]Zdtl < +oo, VT € [0,400). (3.9)
0

A demonstracdo formal deste teorema € uma adaptacdo do resultado utilizado no caso deter-
ministico. Basicamente, devemos construir uma sequéncia de aproximacdes {X (k)}kEN tal que
Xt(o) =&oe

Xt(k+1) =& +/Otf(s,XS(k))ds—i—/Otg(s7Xs(k))dBS.

O argumento € concluido provando que esta sequéncia de fato converge para a solugdo da equa-

¢do. O detalhamento formal pode ser encontrado em Friedman (1975).

Em termos de solugdes fortes, este trabalho tem como objetivo o estudo de métodos numé-
ricos para a aproximacao das trajetdrias correspondentes a estas solu¢des. Alguns métodos para
o cdlculo analitico das solugdes fortes podem ser obtidos em Kloeden & Platen (1999), porém,

nao serao abordados no texto.

3.2 Solucoes Fracas

E possivel obter uma segunda forma de solucdo mais fraca que a definida na se¢do anterior,
porém, ainda muito util tanto na teoria quanto nas aplicagdes. Esse tipo de solugdo € interessante

pois sua existéncia estd condicionada a hipéteses mais fracas com respeito a EDE de interesse.

Definicao 3.2 Uma solugdo fraca para a equagdo (3.1) é uma tripla (X,B), (Q,. 7, P),{ }1>0,

onde

(a) (Q,F,P) é um espaco de probabilidade, e {.7};>0 é uma filtracdo de sub-c-dlgebras

de 7 satisfazendo as hipdteses usuais;
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(b) X ={X;;0 <t < +oo} é um processo estocdstico continuo e B= {B;; 0 <t < 4o} é um

movimento Browniano, ambos 7¢;-adaptados;

(c) X satisfaz
t t
Xt:X0+/ f(s,Xs)ds—l—/ 2(5,X,)dBy; 0<1 < 4o (3.10)
0 0

Diferentemente do caso das solucdes fortes, a filtracdo na defini¢do (3.2) ndo € necessa-
riamente a filtracdo aumentada gerada pelo movimento Browniano em unido com a condi¢io
inicial. Neste caso, dado um instante ¢, a varidvel aleatéria X; (@) néo é necessariamente dada
por uma funcdo mensurdvel do caminho Browniano e da condig¢do inicial. Por outro lado, como
B ¢é adaptado a filtragdo {.7},>0, a solu¢do X;(®) no instante ¢ ndo é suficiente para anteci-
par o futuro do movimento Browniano. Além disso, a informacdo utilizada para determinar
X;(w) deve ser baseada no caminho amostral {Bs(®); 0 < s <t} e da condi¢@o inicial {(®), e

qualquer informagéo adicional deve ser independente de {Bg(®) — B,(®);t < 0 < +oo}.

Definicao 3.3 Dizemos que o problema (3.1)-(3.2) possui unicidade no sentido da distribui-
¢do de probabilidade se, para qualquer dupla de solugdes fracas (X,B),(Q,F,P),{#}i>0, e

(X,B),(Q,.7,P),{ #}>0, com a mesma distribuicdo inicial, isto é,
P(XocA)=P(XycA); VAcABR),

os dois processos X, X possuerem a mesma distribuicdo.

A existéncia de solugdes fracas nio implica a existéncia de solucdes fortes, no entanto, a
reciproca a verdadeira uma vez que uma solugdo forte em particular cumpre todas as proprie-
dades da defini¢do (3.2). Desta forma, todos os critérios de existéncia de solucdes fortes sdao
aplicdveis a existéncia de solucdes fracas, porém, critérios mais fracos podem ser estabelecidos
com o objetivo de garantirmos a existéncia e unicidade de solucdes fracas. Em particular, esta-
remos interessados no teorema seguinte o qual nos fornecerd um ferramental importante para a

simulacao de solu¢des de uma classe de equagdes que serd discutida mais adiante.

Teorema 3.2 Considere a equacgdo diferencial estocdstica
dX; = f(t,X;)dt +dB;; 0<t<T, (3.11)

onde T é uma constante positiva, B= {B;;0 <t < T} é um movimento Browniano e f(t,x) é

uma fungdo Borel-mensurdvel.
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(a) Se f satisfaz
|f(t.x)| <K(1+[x]); 0<t<T,xeR (3.12)

para alguma constante K. Entdo, para qualquer medida u em (R, B(R)), a equacdo

(3.11) possui uma solucdo fraca com distribuicdo inicial L.

(b) Dadas as condi¢des do item (a), assuma que (X, B (QW), . z0) pl)y, {jfj(i)}le[oﬂ;

i = 1,2, sdo duas solugoes fracas para (3.11) com a mesma distribuicdo inicial. Se
. T
pU) (/ 1f(t,X,)|dr < +oo> =1; i=1,2 (3.13)
0

entdo (X1, B1)) e (X, B?)) possuem a mesma distribui¢do com respeito as suas res-

pectivas medidas de probabilidade.

A demonstracdo deste teorema € baseada no teorema de Girsanov e pode ser obtida em Karatzas
& Shreve (1991). Equagdes da forma (3.11) serdo de interesse quando lidarmos com os métodos

de simulagdo exata de solucdes.
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4  Meétodos de Discretizacdo

O primeiro passo para a constru¢ao de um algoritmo numérico para equacgdes diferenciais
¢ a discretizagdo do dominio de interesse, em nosso caso, um intervalo da forma [0,7]. Esta
discretizagdo é feita através da escolha de um conjunto de N pontos T={0=1) <t; <tp < ... <
tn—2 < ty—1 = T}, o qual definimos como uma particdo do intervalo. E comum denotarmos

por 8 a maior distincia entre dois pontos consecutivos da parti¢do T, isto €,
0= m’flx{(th —t,),n=0,1,2,....N—2}.

Esta notacdo € importante pois a escolha dos pontos da particio depende do algoritmo em
questdo e diversos teoremas de convergéncia baseiam-se no maior espacamento da parti¢do.
Neste trabalho consideraremos apenas parti¢des uniformes, ou seja, particoes onde os N pontos

estdo igualmente espacados a uma distancia de

R
N-—-1

Desta forma, a representagao #, denotard o instante de tempo ¢ = nA.

Antes de entrarmos nos métodos de discretizacdo, apresentaremos uma versao estocdstica
da expansao de Taylor. Este resultado é importante para o entendimento de alguns resultados
que serdo discutidos. Ao final do capitulo citaremos alguns métodos numéricos populares,

porém ndo entraremos em maiores detalhes.

4.1 Expansao de Ito-Taylor

A teoria dos polindmios de Taylor oferece um ferramental muito importante para o cdlculo
numérico pois nos permite aproximar localmente uma fun¢do f : I — R, n vezes derivdvel,

através de uma combinacdo linear de suas derivadas. Mais precisamente, dado qualquer ponto
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X no interior de I, € possivel obterum h € Rtal que xo+hele

n

f<x0+h) :f(xo)+z.l'f(i)(xo)'hi+0(hn)' 4.1)

=il
Desta forma, se & é suficientemente pequeno, entdo o termo o(h") é negligencidvel, ou seja
LI ‘
Flxo+h) = fxo) + ) 5 (o) - i (4.2)
=1
Como as derivadas acima podem ser aproximadas pelo método das diferencas finitas, segue que

a relacdo acima de fato nos dd uma ferramenta para obter aproximacdes locais de f.

No contexto estocdstico, o comportamento local de uma fun¢do aleatéria pode ser estu-
dado através da aplicacdo da féormula de Itd. Este dispositivo nos permite estender o resultado
acima de modo a obter aproximagdes locais para um processo estocastico X; solucdo da equacgao

diferencial estocastica
dXt :f(t7Xt)dt+g(t7Xl)dBt7 XO =Xx0,f € [OvT] (43)

Para simplificar a notacdo, definimos inicialmente os seguintes operadores para a férmula de

A

1to:

d
M=g =

d Jd 1 22
g = —_— D — —_ 2 . _;
ot 7 ox T28 o2
onde f e g sdo, respectivamente, os coeficientes de deslocamento e difusdo da equacdo (4.3).

Assim, dado um processo estocdstico ¥; = z(t,X;), z € C12([0,T] x R), temos que

0z dg 1 92z dz
le = (E(taxt) +f(t7Xl)$(t,Xl) + Egz(tvxl)ﬁ(tvxl)> dt—’—g(taxt)a(t?Xl)dBt

= (Loz)(t,X;)dt + (M oz)dB;.

Se o objetivo é avaliar o comportamento local de X; em torno de algum ponto s € (0,7), entdo
consideramos um incremento / suficientemente pequento, de modo que t = s+h € (0,T] e

tentamos obter uma aproximacao para

t t
X, :Xs+/ f(u,Xu)du+/ g(u,X,)dB,. 4.4)
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Aplicando a férmula de It aos coeficientes f e g, obtemos

X=X+ [ {f(s,Xs) + [ (Zonixdsi+ [ (o) <s1,xsl>d3ﬂ] du

t

+ g(s,X;) —I—/ (ZLog)(s1,Xs,)ds +/ (M og) (sl,Xsl)stl} dB,

=X, +f(57Xs) 'h+g(S,Xs)(Bz _Bs)

[ zenoixan s ["aon onxas, | a

+ / (ZLog)(s1,Xs,)ds —I—/ (M og) (sl,XSI)stl} dB,. 4.5)

Como (B; — By) ~ N(0,h), podemos expressar a relagdo acima em termos de uma varidvel

aleatéria Z ~ N(0,1):
X, =X+ f(5,X;) -h+g(s,X) - (WVhZ)+ R (1,X,), (4.6)

obtendo assim a primeira forma da expansdo de Ito-Taylor. Era de se esperar, de maneira
andloga a expansdo de Taylor deterministica, que R(¢,X;) ndo dependesse explicitamente de

termos lineares com respeito ao passo de discretizagdo ki, no entanto, a integral

/S ’ / (M 0g)(51,X,,)dBy, dB, @.7)

garante a presenc¢a de um termo desta ordem no resto da expansao. Este fato pode ser explicado
(de uma maneira simplista) através da variagdo quadritica do movimento Browniano. Basta
observar que a integral acima dard origem a um incremento Browniano quadratico, o qual pode

ser aproximado por um incremento linear com respeito ao tempo.

Caso f e g possuam as derivadas necessdrias, podemos aplicar a formula de It6 aos demais
coeficientes do resto R;(z,X;) da equagdo (4.6) de modo a torna-lo mais negligencidvel. Em
particular, podemos extrair o termo de ordem 4 da integral dupla acima. Para tal, obtemos o
diferencial de (.# o g):

d((Mog)(t,X,)] = (Lo og)(t,X,)dt + (M*0g) (t,X,)dB;. (4.8)
Assim,

(Mog)(t,X;)=(Mog)(s,Xs) +/St (Lo og) (u,X,,)a’bH—/st (//lzog) (u,X,)dB,

P )
- g(s,Xs)a—i(s,Xs) LRI (,X,). (4.9)
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Substituindo o resultado acima na integral (4.7):

// (A 0g) (s1,X;, dBSldBu—//( sX)+R1(s1,Xsl))stldBu

:g(s,Xs)%(s,Xs)// dBy By~ Ra(t,X,).  (4.10)

A integral estocdstica dupla que aparece na relagdo acima pode ser tratada analiticamente atra-

vés das formulas obtidas na se¢do 2.4:

//stldB —/(B _B,)dB,
—/BdB B/dB—[

[32 Bl —(t—s)] — By(B,—B,) =

} — By(B; — By)

[(B; — By)* —h]. (4.11)

| =

"2

Finalmente, podemos obter a versdo estocdstica para a aproximag¢do de Taylor de primeira or-
dem:

X = X4 f(5.X) bt g(s.X0)- (VAZ) 1 Lg(s.X0) 28

2
ox (5, X;) (Z _h) +Ra(,X;). (4.12)

Assim como no caso deterministico, a série de Taylor estocastica pode continuar a ser
expandida a partir do resto R,. Esta expansdo ndo € trivial devido as integrais estocdsticas
multiplas que surgem em decorréncia da aplicacdo iterada da férmula de Itd. Uma discussao

mais profunda desta expansdo pode ser encontrada em Kloeden & Platen (1999).

4.2 Métodos de Euler-Maruyama e Milstein

A aproximacao discreta mais simples para um processo de It é caracterizada pelo método
de Euler, também denominado método de Euler-Maruyama. Considere um processo de Itd

X ={X;; 0 <t < T} que satisfaz a seguinte equacéo diferencial estocdstica

dXt = f(t,Xt>dt+g(t,Xt)dBt, t e [O,T],
P(Xo= &) = 1.

Dada uma particdo T={0 =1y < 1] <tp < ... <ty_1 <ty = T}, é razodvel supor que se 0s es-

pacamentos (t,+1 —1,),i=0,1,2,....N — 1 forem suficientemente pequenos, entao 0s processos
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f(t,X;) e g(t,X;) sobre a parti¢do T sdo aproximadamente simples, isto é

N-1 N-1
f(t,(l)) ~ Z f(ti?w)l[ti,ti+1)(t); g(t7a)) ~ Z g(tiﬁw)l[ti,ti+1)(t)' (413)
i=0 i=0

Esta intuicdo nos leva ao processo discretizado XV = {X,N ;n=0,1,2,....,N}, o qual satisfaz a

equacao discretizada

xN

In+t1

_XN+f(tn7 ) (tn+1 _tn) +8 (tnaX ) (Btn+1 Bln)? n€T,
P(x) =X) = 1.

Para simplificar a notagdo, consideramos AB;, := (B;,,, — B;,). Assim, chegamos ao seguinte

processo discretizado

XN =X+ f (0, X)) A+ g (1, X)) AB,,, 1 €T, (4.14)
P(x{ =X) = 1. (4.15)

Este procedimento de discretizacao nos permite obter densidades de transicao:

{X) =x} ~ N (x+ f(tn,x)A, 8% (tn,X)A) , (4.16)

tl‘l+l

as quais podem ser utilizadas para a simulagdo de trajetdrias do processo real X ou para o estudo

de inferéncia estatistica (caso X dependa de um parametro desconhecido).

Exemplo 4.1 Considere a equacdo diferencial estocdstica linear

dX[ - A«Xtdt +I.LX[dB[, O S t S T,
Xo=1;

cuja solucdo exata, obtida no exemplo (2.1), é dada por

X,zexp{(/l—%,uz)t—HJB,},

onde A,jt e R e T € [0,40o0). A equagdo discretizada sob a particdo T={0=1y) <t} < ... <
tn—1 < ty = T} obtida pelo método de Euler-Maruyama serd dada por

= AX)A+uXVAB,, t, €,

f+1

x) =1,
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ou ainda,

XN

Int1

=X [AA+uAB,), t,€T,
x}) =1.

Caminhos amostrais do processo discretizado podem ser obtidos facilmente através das densi-
dades de transig¢do (4.16). O custo da simulagdo é basicamente o custo de se gerar N varidveis

aleatorias normalmente distribuidas.

As figuras (4.1a)-(4.1b) ilustram, a seguir, uma aplicacdo do método de Euler-Maruyama
para a simulacdo de uma trajetéria correspondente ao problema descrito no exemplo acima
considerando os parAmetros A =4 e u = 2. Esta primeira simulagdo é um bom indicativo da

qualidade que a aproximagao pode atingir.

Uma anélise da expansao de It6-Taylor apresentada anteriormente nos mostra que o método
de Euler-Maruyama pode ser obtido através desta expansdo se negligenciarmos o termo R; da
relacdo (4.6). Intuitivamente, se fizermos uma analogia com o caso deterministico, deveriamos
esperar que aproximacdes melhores podem ser obtidas se levarmos em consideracdo mais co-
eficientes na expansdo de Ito-Taylor. Em particular, se negligenciarmos o termo R, em (4.12),
chegamos a seguinte aproximagao:

X, ~ X+ f(s5,X,) -h+g(s,X;) - (VhZ) + %g(s,Xs)%(s,Xs) (Z2—h).

Este procedimento sugere o seguinte esquema de discretizagao:

Xt],\[ﬂ_] :Xllrt’+f(t”’Xt1:y)A+g(t”7Xl{:’) ABtn
1
+58 (1, X)) g2 (10, X)) [(AB,)? —A], th €T, (4.17)
P(x)' =Xo) =1, (4.18)

o qual é denominado método de Milstein.

Ao se basear na aproximacao (4.12), o método de Milstein obtém um processo discretizado
que leva em consideracio todos os coeficientes que dependem linearmente do espagamento A
na expansao de It6-Taylor, o que nao ocorre com o método de Euler. Neste caso, € razodvel
afirmarmos que o método de Milstein permite o desenvolvimento de simulagdes de trajetorias
com um espagamento maior entre os instantes de tempo. Essa caracteristica € importante pois
pode gerar uma boa economia de recursos computacionais. Voltaremos nesta questdo quando
abordarmos os conceitos de convergéncia e estabilidade. Por hora, os experimentos ilustrados

abaixo fornecem uma evidéncia de que o método de Milstein oferece uma aproximag¢do mais
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Figura 4.1: Exemplo de aproximag¢do pelo método de Euler-Maruyama para o movimento
Browniano Geométrico.
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Figura 4.2: Exemplo de aproximagdo pelo método de Milstein para o movimento Browniano
Geométrico.



4.3 Esquema Livre de Derivada 55

precisa; perceba que as aproximacdes sdo melhores que as oferecidas pelo método de Euler-

Maruyama considerando as mesmas malhas de discretizacdo.

E possivel obter casos em que o método de Euler coincide com o método de Milstein.

Considere o diferencial estocéstico padrao:
dX; = f(t,X;)dt + g(t,X;)dB;.

Note que se o coeficiente g(+,x) for constante, entdo g.(7,x) = 0 e os métodos de Euler e Mils-
tein coincidem. A primeira vista esta condi¢do é bastante restritiva, no entanto, ela pode ser
obtida através da transformacio de Lamperti. E importante destacar que se aplicarmos o mé-
todo de Euler a uma processo de It6 obtido por esta transformacdo, ndo estaremos obtendo
aproximacgdes para o processo original. Apds a realizagdo dos métodos de simulagdo ou in-
feréncia, devemos aplicar a transformacdo inversa para adaptar os dados obtidos ao problema

inicial.

4.3 Esquema Livre de Derivada

Dentre os dois métodos apresentados até aqui, temos que o esquema de Milstein € o mais
preciso pois leva em consideracdo todos os termos lineares com respeito ao passo de discreti-
zacdo A na expansao de Ito-Taylor. Essa caracteristica é importante porém ndo € a tnica que
difere este método da aproximagdo mais simples proposta por Euler-Maruyama. O método de
milstein faz uso também da derivada do coeficiente de deriva e tal procedimento pode ser cus-
toso em determinadas aplicagdes. Uma abordagem trabalhada por Liske & Platen (1987) leva
em conta uma aproximagao da derivada com o objetivo de contornar este problema. Do cédlculo
classico, temos que

g(t,x+dx) — g(t,x) = gx(t,x)dx + O(dx?). (4.19)
Este resultado nos leva a seguinte aproximacao:
g(t7x+dx) —g(l,X) zg)C(tvx)dxu (420)

a qual é denominada esquema de diferengas avangadas. Adaptando esta aproximagao ao nosso

problema, obtemos:

g (6, XN +AXN) — g (1, X)) ~ g« (t.Xt) AX)
= &x (1.257) [/ (1:X)) A+ g (1.5)) AB|
=g (t.X) g (t,X)) AB, + O(A). 4.21)
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Os autores do método utilizam também a aproximagdo AB; ~ v/A, a qual é razodvel se pensar-
mos no teorema da variacao quadrdtica apresentado no capitulo 1. Desta forma, obtemos
N N
g (1. X +AX;) — g (1, X))
VA

Utilizando agora o método de Euler-Maruyama, podemos inferir a relacéo:

g (t.XV) g (t.x)) = +O0(VA). (4.22)

XN+ AxY = xN +xV

1

X,y
=X =XV+f(tn, X)) A+g(ta. X)) AB,,.

By AN |
Assim,
8 (X0 F (10 XY) At g (10, X0Y) AB,) —g (1. X))
VA
g (1 XN 41 (1. XD) Ateg (0. X)) VA) =g (X))
~ . 4.23
7a (4.23)

Substituindo o resultado obtido no esquema de Milstein, chegamos ao seguinte método numé-

g (X)) g (1,X)) ~

rico:

XN

In+1

=X + f (ta, XY ) A+ g (s, X ) AB,, (4.24)
)i| (ABZn)Z _A

I [g (zn,X[nVJrf(tn,anv)AJrg (1, X1Y) */K> —8 (1 X;) 2VA

Exemplo 4.2 Seja X (@) = {X;(w); 0 <t <5} uma realizacdo do movimento Browniano ge-
ométrico com A = 2,0 = 2,x9 = 1. Neste caso, os esquemas de Milstein e livre de derivada

serdo dados por

AB, )2 —A
thr:]+l :th |:1 +A’A+HABtn —f—“z%} ,
XN =1,
e,
AB; )> —A
Xi,. =X, {1+)LA+HAB@,+,LL(7LA+[,L\/Z)%} 7
XN =1,

respectivamente. llustramos abaixo uma simulacdo com N = 513 pontos, envolvendo a solugdo
exata e as aproximagoes fornecidas pelos dois esquemas acima. Observe que as trajetorias dos

dois esquemas sdo praticamente indistinguiveis.
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Figura 4.3: Comparacdo entre os métodos de Milstein e livre de derivada.

A semelhanca obtida nas trajetérias do exemplo anterior ndo é uma mera coincidéncia.
Lembramos que o esquema livre de derivada é uma versdao do método de Milstein com uma
aproximacdo para a derivada g,. Portanto, desde que o passo de discretizacdo seja suficiente-

mente pequeno, devemos esperar que os métodos tenham a mesma precisao.

Virios outros algoritmos que dispensam o uso de derivada sdo encontrados na literatura,
porém ndo serdo detalhados aqui. Em particular, destacamos os métodos de Runge-Kutta abor-

dados por Newton (1991), Saito & Mitsui (1992) e Burrage & Burrage (1996), os quais serao
apresentados superficialmente na dltima secao.

4.4 Método 6 Estocastico

Os métodos de discretizacio apresentados até aqui avaliam o processo discretizado X em
um determinado instante ¢, baseados apenas nas informag¢des ja conhecidas até o instante
imediatamente anterior. A qualidade da aproximacdo pode ser melhorada se considerarmos
outro tipo de informacgao além da disponivel até o instante t,,. Poderiamos, por exemplo, tentar

inserir o valor mais atual X,]L , (ainda desconhecido) no processo de discretizagdo:

Xl[rYJrl - Xl];:, +f (tn+17Xt],Y+1> A+g (thz],Y) AB;,. (4.25)
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Esquemas desta natureza sdo denominados métodos implicitos pois a quantidade desconhecida
XN

in., aparece nos dois lados da igualdade correspondente ao passo de atualizagdo e, em geral,

nao pode ser isolada algebricamente. Esse problema pode ser contornado através de algoritmos

numeéricos padrao, tais como 0 método de Newton-Raphson.

Uma familia mais geral de métodos implicitos pode ser construida a partir do método de
Euler através da insercdo da informagao ainda desconhecida e de um pardmetro de controle
6 <0,1]:

XN

Int1

:Xt],:] +0-f (tl’l+17XN

In+1

JA+(1=6)-f (1 X)) A

+8 (ta. X)) AB,,. (4.26)

Este esquema € denominado método 6 estocastico em alusdo ao método O utilizado para obter
aproximacodes de equagdes diferenciais no contexto deterministico (g = 0). Perceba que se
0 = 0, entdo voltaremos ao método de Euler-Maruyama que foi discutido na se¢do anterior.
Utilizando agora a nomenclatura do caso deterministico, faremos referéncia aos casos 6 = % e

0 = 1 como método de Euler trapezoidal e método de Euler implicito, respectivamente.

Meétodos implicitos sdo importantes quando lidamos com problemas “instdveis”. Voltare-
mos a esta discussdo quando definirmos formalmente o conceito de estabilidade e em seguida
verificaremos que esta abordagem de fato melhora os resultados obtidos pela aproximacdo de
Euler-Maruyama. A principio, ilustramos apenas um exemplo de como o método 6 pode ser
utilizado para melhorar os resultados obtidos pelo método de Euler-Maruyama. A simulagdo
abaixo mostra o comportamento dois métodos a longo prazo aplicados ao movimento Browni-

ano geométrico com pardmetros A = 2,1 = 1,x9 = 0,2, em uma malha com N = 257 pontos.

Esta abordagem pode ser estendida aos outros métodos ja discutidos. No caso do esquema
de Milstein, teriamos:

XN

Iyl

=xN+ [Gf (tnﬂ,x,fjﬂ) F(1-0)f (zn,X,{j)] A+ g (ta, XV AB,)
1
+ 58 (0. X)) & (10, X)) [(ABy,)* — A, (4.27)
onde 0 € [0, 1]. Jd para o esquema livre de derivada:

XN =XV [0f (XD ) + (1= 0)F (8, %) | A+ g (1, X)) AB, (4.28)
(AB,,)* —A

+ [g (tn,Xt],:/‘f—f(tn,XtIl:’)A‘f—g(tn;Xt]r\l]) \/K> _g(tht],Y)i| 2\/Z )
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Figura 4.4: Euler-Maruyama x 6 Estocdstico (6 = 1/4).

onde, 6 € [0, 1].

4.5 Método da Linearizacao Local

O método da Linearizagdo Local, introduzido por Shoji e Ozaki (1998), consiste em apro-
ximar localmente o coeficiente de deslocamento da equacgdo diferencial estocdstica por uma
funcdo linear. Basicamente, o método explora o fato de que uma aproximacao linear ¢ mais

razodvel que a aproximagao por uma constante utilizada pelo método de Euler.
Considere inicialmente a seguinte equagdo diferencial estocéstica

P(Xo=&o) =1, (4.30)

onde os coeficientes f e g satisfazem as condicdes do teorema (3.1) para garantir a existéncia de
solugdes fortes. A partir da transformacao de Lamperti podemos simplificar a equagdo acima

de modo a concentrarmos apenas em equagdes diferenciais estocasticas da forma

dX, = f(t,X,)di +6dB,, 0<t<T, 431)
P(Xo=&) =1, (4.32)
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onde f € C*!(R,[0,+)) e 6 € R é uma constante nio nula.

O comportamento local da func¢do em (4.31) pode ser entendido a partir da observacao
de sua dindmica em um intervalo infinitesimal. Em outras palavras, estamos interessados no

diferencial d f, o qual pode ser obtido pela férmula de It6:

0-2
df = (fox—k f,) dt + frdx. (4.33)

A linearizacio de f com respeito a x; e ¢ € obtida assumindo que fyy, fx, f; sd0 constantes, O

que é razodvel se estivermos trabalhando com um intervalo [s,s + As) suficientemente pequeno:

df% f(t7xt) —f(s,xs)

62
= <7fxx+ft> '(t_s)+fx'(xt_xs)- (4.34)
Definindo
62
Lg:= fx(saXS)7 M := fox(saxs) +ft(SaXS>7
2

Ng = f(S,XS) _Xsfx(S,Xs) - <%fxx(S;Xs) +ﬁ‘(s7Xs)> S,

obtemos,

f(t,x;) := Lyx, +tMy+Ns, t>s. (4.35)
Esta aproximacio nos permite focar em resolver a equagado diferencial estocdstica linear
dX, = (LyX, +tM;+Ny)dt + odB, = f(t,X;) + 0dB, (4.36)

ao invés da equagdo (4.31), desde que ¢ pertenca ao intervalo [s,s + As).

As probabilidades de transi¢do P(X;|X;) do processo X; solu¢do da equagdo (4.36) serdo
obtidas através de uma sequéncia de transformacgdes que simplificardo o trabalho analitico. O

primeiro passo € definir as funcdes

1
(Mst +N¥)7 OC(I,X,) ::Ltha

Z(I7Xt) = _E

as quais cumprem a seguinte igualdade:
o-2(t,X) = f(1,X) — a(t,X,).

A relag@o acima nos permite aplicar a transformacdo de Girsanov de modo a obter uma equacao



4.5 Método da Linearizacdo Local 61

diferencial estocéstica mais simples:

dXt - OC(t,X,)dl‘ + Gdét
= L, X,dt + odB;, (4.37)

onde

. 1 /!
Bt:Bl‘_—/ (MSM+NS>dM
O Js

¢ um movimento Browniano. O coeficiente de deslocamento da tltima equacao pode ser elimi-

nado a partir da transformacio ¥; = e +'X;. Aplicando a férmula de Ito,

dY, = —Lee M X,dt + 5" (LyX,dt + 0dB;) +0- (dX;)*
= e_LstGdB\[

= e L'6dB, +e L' o (Mgt + Ny) dr.

t t
Y=Y / (Myu-+N,) e du+ o / eLdB,. (4.38)
N N
Como Y; = e I5'X;, podemos retornar ao processo X; de maneira direta:
t t
X, = el (eLssXs +/ (Mgu+ Nj) e Lt dy + G/ eL"‘”dBM)
N s
M M N,
_ Ls(i— s (o Ls(i— s ( Lg(t— s Lg(t—
= T (s =) T (O 1) (-1
t
+o / 4B,
N
=X, + X, (eLf(’_S) —1))+s
4 Mzs (eLS(t—s) _ 1) 4 Ny <6Ls(t—s) B 1) G/te s-u) 4B,
LS A) s
:XS X LsXs +MsS+Ny (eLs([,S) . 1) 4 MS |:
L
t
t+o / - gp,

N

x4/ ST (et 1) 4 2 (B0 1) ~ 1)

==
/N
x
I
~
|
N>
|
[S—
N—
|
B
—~
-~
|
)
~

t
+0o / Lst=wap . (4.39)

N

Perceba que, ao condicionar o processo a observagdo X; = x, resta-nos apenas um elemento

aleatdrio a direita da equagdo acima:

t
o / L0 ap,
)
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o qual é normalmente distribuido com média

t
E [o / eLS(’_”)dBu] =0,

i 2Ls(t—s) _
E |:0' /t eLs(t—M)dBu:| =K |:C72 /l eZL.v(t—u)dt:| _ 0_2&‘
Ry ’ ZLS

e variancia

Desta forma, a dindmica do processo X; pode ser descrita por
X[ {X; = x} ~ N(A(x), B*(x)), (4.40)

com a notagao:

A(x) =X+ @ <eL‘V(’_S) — 1> + My [(eLs(t_s) — 1> —Ls(t—s)] :

S

O processo discretizado obtido pelo método da linearizacao local é simples de ser imple-

mentando tanto para fins de simula¢do quanto para inferéncia.

4.6 Miscelanea

Esta secdo ¢ dedicada a apresentacdo de diversos outros métodos numéricos encontrados
na literatura. Seria interessante poder discutir em mais detalhes todas essas abordagens porém
isso resultaria em um trabalho complexo e fugiria do objetivo da dissertagdo. Em conjunto com
os esquemas de discretizacdo, apresentamos também as respectivas ordens de convergéncia
forte (ver Defini¢do 5.1). Mesmo ndo entrando em detalhes, o conhecimento desses métodos é

relevante para trabalhos futuros.

Método de Heun (McShane (1974))

XN

Int1

1 1
:Xf:JrE[Fl+F2]A+§[G1+G2]AB,,,7 (4.41)
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onde
1
Pt = 00~ estsen)] . F=F ()
Gl =4 <tn+17Xt],Y+1> ) F2 =F (l‘n,Xt]'Y-l-FlA-i-G]AB[n) P
G> =g (tn,X;) + IA+GiAB,,).

Ordem de convergéncia forte: 1.0

Runge-Kutta de Primeira Ordem (Newton (1991))

xN =xN

Iyl Int1

+ FiA+GoAB;, + [Gy — G{ VA, (4.42)

onde

G (AB; — VA
Fi=f(t, X)), G =g (tn, X1, G2:g<tn,Xt]rY—|— 1(AB;, )). (4.43)

2

Ordem de convergéncia forte: 1.0

Runge-Kutta de Trés Estagios (Saito & Mitsui (1992))

1 1
XN =X"+-[F+3F]A+ 7(G1+3G3]AB,

In+1 4
1
+ 23 [fe (60, X)) 8 (10, X)) — g (00, X)) f (80, X))
1 A
~ 38 (10, X g (tn,thr?’)z} A-AB, , (4.44)

onde &' e 522 sdo varidveis aleatérias independentes com distribui¢do Gaussiana padrao,

N 1
ABtn = é{l\/xv ABI,, = ézn\/& F(Z,X) = |:f(t7x) - ng(tax)g(tax)] 9
Fi =F (t., X)), G =g (t X)),

1 1 1 1
B=F (zn,xfj + §F1A+ §G1AB,n) , Gr=g <t,l,x,’j+ §F1A+ §G1AB,,,> ,

2 2 2 2
F=F (zn,xfnv +3PA+ ngABtn) . Gr=g (r,,,X,’jJr SPA+ ngAB,n) .

Ordem de convergéncia forte: 1.0
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Esquema de Taylor (Milstein (1974))

xN

T+l

=X+ f (tn, X)) A+ g (t.. X)) AB,, (4.45)
1
5 [ox (0 X5)) & (60 X0)] ((8B5,)7 = A) + [fr (10, X)) & (00, X,)) ] AZ,

1 -

X2 £ 0 30) 4 G (0 X2 (060 a2,
1

g [ 00 0 30) e ) 0 )° (8,7 = 3008, )]

onde &' e 522 sdo varidveis aleatérias independentes com distribui¢do Gaussiana padrao,

A, = Va, oz, (g+ L) 0 a2, = (g L) a

Ordem de convergéncia forte: 1.5

Runge-Kutta de Quatro Estagios (Newton (1991))

1
=X+ [ +FRA+—

th+1 > 10 [37G1 +30G3 — 27G4]ABtn
1
+— 16 [8G1 + Gy — 9G3]v 3A, (4.46)

onde
Fi=f(tnX)), Gi=g(X]),
F=f(tn, X, +FA+gAB,), Gr=g (zn,x — %GI(AB,,, +\/_))
Gy=g (zn,xfjJr §GI(3AB,n + \/S_A)) :

20 10 10
= t X — —FA - AB; — — A,
Gy g(n, 71 +27(G2 G1)AB;, 2762\/3 )

Ordem de convergéncia forte: 1.5
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5 Analise Numérica

5.1 Convergéncia Forte

Ao utilizar um método numérico para obter aproximacgdes das trajetdrias associadas as so-
lucdes fortes de uma equagdo diferencial estocastica, devemos assegurar que o erro de aproxi-
macao seja controlado. Este erro pode ser calculado através do critério do erro absoluto, o qual
toma o valor esperado da diferenca entre o processo discretizado X = {X; 1, € 75}, associ-
ado aparticio 75 = {0 =19 <1 < ... <ty =T}, e oprocessoreal X = {X;; 0 <t < T}, avaliada

no instante final do intervalo de observagao:
e:=E|X{ —Xr|. (5.1)

Este critério nos dd uma boa estimativa da proximidade das trajetérias real e aproximada ao

final das observagdes.

Dizemos que uma aproximacio discreta X"V, com espacamento maximo &, converge forte-
mente para X no instante 7" se

limE XY - X7| = 0. (5.2)
610

Uma vez definido o conceito de convergéncia forte, € natural tentarmos desenvolver um critério

para a comparacdo das aproximacoes obtidas por dois ou mais procedimentos distintos.

Definiciio 5.1 Um processo discretizado XV converge fortemente com ordem & > 0 no instante

T se existir uma constante M, independente de &, e um &y > 0 tais que
e(8) =E|X" —Xr| <M&*, V&€ (0,6). (5.3)

Perceba que a relacao (5.3) nos d4 uma ideia da "velocidade” da convergéncia do modelo discre-
tizado. Analisando a férmula acima podemos concluir que quanto maior o valor do coeficiente
o, menor serd a cota M6%, desde que 0 seja suficientemente pequeno. Em outras palavras, este

resultado garante que quanto maior a ordem de convergéncia forte o, maior podera ser o passo

0.
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A definicao anterior pode ser considerada superficial pois leva em consideragdo o compor-
tamento do método apenas no dltimo instante de observagdo. Esta questdo € resolvida por um
teorema de convergéncia (Kloden & Platen (1999)) que garante a consiténcia do método nu-
mérico ao longo de toda a trajetdria caso algumas hipdteses adicionais sejam consideradas no

conceito de convergéncia forte.

Teorema 5.1 Seja XV = {X,{:’ sty € Tg } uma aproximagdo discreta, associada a parti¢do T do
intervalo [0,T|, T > 0, para o processo X = {X;; 0 <t < T}, gerada por um esquema numérico

de ordem de convergéncia forte y € {0.5,1.0,1.5,2.0}. Se

E (|Xo[?) < oo (5.4)
e existir uma constante K > 0 tal que
\/E(yxo—x,’ovp) <K§7, (5.5)
entdo
E < max |XV —th|2> < K& (5.6)
0<n<N—-1 ™"

Dentre as aproximagdes discretas apresentadas, Shoji (2011) mostra que o método de line-
arizacao local possui a maior ordem de convergéncia forte: o@ = 2. Esse resultado € expressivo
pois esta €, segundo Riimelin (1982), a maior ordem de convergéncia que pode ser atingida
para uma equacao diferencial estocdstica com estas caracteristicas. Quanto aos métodos de Eu-
ler, 8 estocdstico e Milstein, podemos inspecionar os erros R1 e R2 da expansdo de [to-Taylor
para inferir que estes métodos convergem fortemente com ordens 0.5, 0.5 e 1.0. Uma anélise
parecida a do método de Milstein € aplicdvel ao esquema livre de derivada pois este € apenas
uma “simplificacdo” do primeiro. Caso o passo de discretizac@o seja suficientemente pequeno,
a aproximacao utilizada para a derivada do coeficiente de difusdo serd boa o suficiente para nao
propagar erros adicionais significativos ao esquema. Desta forma, também chegamos a uma
ordem de convergéncia forte & = 1.0 para o esquema livre de derivada. Estes resultados serao

verificados experimentalmente mais adiante.

Assim como na teoria das equagdes diferenciais deterministicas, o conceito de convergéncia
forte estd ligado ao de consisténcia, o qual pode ser mais facil de se verificar em determinados

casos.

Definicdo 5.2 Uma aproximacéo discreta X" = {XZI,Y sty € Tg}, associada a particdo Tg do

intervalo [0,T], T > 0, é fortemente consistente se existir uma fungdo ndo negativa ¢ = c(9)
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com
lime(8) =0, 5.7
(Slﬁ)lc( ) (5.7)
tal que
XN —XN 2
E E(l%rliﬁa—fwxm < c(8), (5.8)
n
e
1 2
E {A— XN —xV-E (X,{j+1 —xV %ﬂ) — g (tn,X") AB, } < c(8) (5.9)
n

para quaisquer valores fixos X,{:’ =xen=0,1,2,...N—1.

A condig¢do (5.8) garante que o valor esperado dos incrementos da aproximagao converge para
o coeficiente de deslocamento f em todos os instantes observados. Por outro lado, a condi¢cao
(5.9) diz que a variancia da diferenga entre as partes aleatérias de X" e X também converge para
zero em cada instante. Em resumo, este critério nos dd indicios de que os caminhos amostrais
de XV se aproximam dos de X, diferentemente da ideia de convergéncia forte que garante esta
proximidade apenas no instante final. Os exemplos a seguir ilustram casos em que a consisténcia

forte do esquema numérico pode ser verificada de maneira simples.

Exemplo 5.1 Seja XV a aproximagdo discreta do método de Euler para a equacdo diferencial

estocdstica

dXt :f(t7Xt>dt+g(t7Xt)dBt7 re [OaT]a
P(Xo=2¢&) =1.

Perceba que

]E f(tl’thn)AN+g(tn7X[n)ABln
Ay

5.)
XN) AB
=E(% 9) FE(f (0 X2)] 72)

g (. X1)

N
~_
I

%J+fmxm

Assim, para qualquer passo de discretizagcdo 8, podemos definir c¢(0) = 0, de modo a obter

N N 2
]E Xln+1 B Xln
Ay

E

,%n) _f (tn,le,Y>

=E [\f(tn,x,’j) — f (tn, X1 ﬂ =0;
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E[i 2] _

_XzN
n

XN, —xN-E|x)

T |~ (1ns X)) AB,

A, Int1 Int1
=E [i F (b X50) A+ (10, X0) ABy, = f (1 X0) A — g (10, X0) AB, || =
=0.
Portanto, o método de Euler é fortemente consistente. >

Exemplo 5.2 Considere novamente a equagdo diferencial estocdstica do exemplo anterior e

defina a aproximacdo discreta X" a partir do método de Milstein. Perceba que

-)

I E (%g (tn;th)gx (tl’l?X[n) (ABtzn _AN) ggt )

Ay !
1

:f (thl[;:,) + mg (tl%Xl‘n)gx (thtn)]E [ABtzn _AN}

:f(thz],Y) )

E Xt]r\tf+l _Xt]}’\l] ﬁ — ]E f(tn7th)AN+g(tn7th)ABtn
Ay n Ay

Além disso, temos que AB,zn = ANZ?, onde Z ~ N(0, 1). Neste caso, Z* ~ (1) €
Var(AB}) = Ay Var(Z*) = 245,

Se %ggx é uma aplicacdo limitada, entdo podemos encontrar um M > 0 tal que % 88y <M, V(t,x) €
[0,T] x R. Desta forma, definindo c(8) = 2M?8, temos que limg jgc(8) =0, e

XN —xN 2 i
E||E (HA—N %n> —f(tX))] | =E [\f(fmxr{:') = (0 X)) } =0
1 2
. {A_ XII,YH _Xler_E [XIIIYH _XZIIY %’1] _g(thtl':]) A } N
1|1 2 ’
—= E E 'Eg (tVl)X[n)gX (tn7th) (AB[H - AN)
2 M? —
< 2 EL(AB, )] = T-Var (AB)) = 2M°Ay < 2M%6 = ¢(8) —0.

Portanto, o método de Milstein é fortemente consistente desde que a aplicagcdo %ggx seja

limitada. >

Dadas as propriedades dos conceitos envolvidos nas defini¢des (5.1)-(5.2), € intuitivo pen-
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sar que consisténcia implica convergéncia. De fato, Kloeden e Platen (1999) mostram que se
a equacdo diferencial estocdstica de interesse satisfaz as condi¢des de regularidade para a exis-
téncia e unicidade de solugdes fortes, entdo uma aproximacao discreta consistente € também
convergente. Apesar desta relacdo entre os dois conceitos, consisténcia forte ainda ndo € um
tépico amplamente explorado no contexto das equacdes diferenciais estocasticas ordindrias. A

maioria dos trabalhos concentra-se nas idéias de convergéncia e estabilidade.

5.2 [Estabilidade

Convergéncia de um processo discretizado ndo € uma condi¢do suficiente para garantir que
a aproximagdo obtida seja aplicdvel, uma vez que este conceito leva em consideracdo apenas
o comportamento dos métodos em um intervalo finito [0,7]. Na pratica, precisamos assegurar
também que a propagacao de erros iniciais e erros de arredondamento seja mantida sob controle
a medida que T — +oo. O estudo deste comportamento a longo prazo é dado pelo conceito de
estabilidade. De uma maneira mais simples, podemos dizer que um método numérico € estavel
se as solugdes construidas préoximas a solugdo real tendem a se manter préximas a longo prazo
e, dizemos que o método € instavel se essas solucdes tendem a se afastar. Visualmente, em um
problema estdvel os graficos das solu¢des estdo proximos, enquanto em um problema instivel

eles se separam em instantes de tempo suficientemente grandes.

No contexto deterministico das equacdes diferenciais ordindrias, um vasta teoria de estabi-
lidade j4 foi desenvolvida. Basicamente, neste tipo de estudo um método numérico € aplicado a
uma classe de problemas cujo comportamento assintético € conhecido e a abilidade do método
em reproduzir este comportamento € avaliada. Dentre todas as classes de problemas encon-
tradas na literatura, a mais simples (e talvez a mais interessante) envolve a equacdo linear de
teste

X =21X, (5.10)

onde A € C é um paradmetro fixo. E possivel desenvolver uma teoria similar no caso estocdastico

utilizando como equagdo de teste 0 movimento Browniano geométrico

dX, = AXdt+uXdB,, t€][0,T], (5.11)

Xo = xo,

onde xp é uma constante real fixa. Ja verificamos anteriormente que este problema possui uma
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solugdo explicita dada por

X, :xwxp{(?t—%‘uz)t—f—,uB,}. (5.12)

Perceba que se xo = 0, entdo temos uma solugio trivial X; = 0,Vr € [0,T], a qual serd denomi-
nada solucdo de equilibrio. Nosso objetivo, primeiramente, € determinar formalmente o con-
ceito de estabilidade e verificar sob quais condi¢des a solucio analitica acima tende a solug@o

de equilibrio.

Defini¢do 5.3 Seja X = {X;; 0 <1 < +oo} um processo estocdstico. Dizemos que a posi¢do de
equilibrio X; = 0 é assintoticamente estdvel em média quadrdtica se, para todo € > 0 existir um
0 > 0 tal que

E|X,|* <&, Vr>0,|X| <3, (5.13)

e, além disso, se existir um &y > 0 tal que

lim E|X[>=0, V|Xo|< &. (5.14)

t— oo

Obs.: Por simplicidade, daqui em diante utilizaremos a expressdo solugdo estdvel para fazer

referéncia a uma solucdo assintoticamente estdvel em média quadrética.

Proposicao 5.1 A solugdo (5.12) é estdvel se, e somente se,

2A+u?<0. (5.15)

Demonstragdo: Considere Y; := E|X;|>. Assim,

xoexp{ (QL — %,uz) t+ LLB[}

= |x0|%exp {(2A - ,uz) t}Elexp{2uB;}| = lxo|*exp {(2a - ,uz) t}exp {2tu2}
= ]xolzexp{(ﬁt +u2)t}.

2
Y, =E

O resultado segue trivialmente da igualdade acima.
O

Entendido o comportamento analitico da solug¢do (5.12), o proximo passo é determinar

as condicdes sob as quais a solucao X,{:’ gerada por um esquema numérico € estavel, ou seja,
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determinar as condi¢des para que os métodos numéricos reproduzam o comportamento a longo

prazo da solugdo analitica. Assim como na demonstragdo do teorema anterior, considere

Y, =E[xN%.

til

Quando aplicamos um esquema numérico a equacao linear de teste (5.11), obtemos uma equa-
cdo de diferencas da forma
Vi = R(A,1,A)Y,, (5.16)

onde R é uma funcdo real denominada fung do de estabilidade, A e u sdo os parimetros do
problema, e A representa o tamanho do passo de discretizacdo. Analisando a relacdo acima

como uma equagao de recorréncia, chegamos ao resultado

N "o

Vi = (R(A, 14,A))" Yy, (5.17)
0 que nos mostra que a solucao numérica sera estivel se

IR(A,1,A)| < 1. (5.18)

Definicdo 5.4 Um esquema numérico é estdvel para qualquer tripla (A,l,A) que satisfaz a

relacdo (5.18). A regido % dada por
X = {(lm‘hA); |R(7L,,LL7A)‘ < 1}7

é denominada regido de estabilidade numérica.

Cada um dos esquemas apresentados até aqui possui uma regido de estabilidade distinta.
Quanto mais proxima esta regido estiver do dominio de estabilidade da solu¢do analitica, mais

interessante sera o método.

Obs.: E importante destacarmos que o conceito de estabilidade em média quadrética nio é
o unico encontrado na literatura. Outros conceitos comuns sdo os de estabilidade assintética
e estabilidade-T. O primeiro difere dos conceitos abordados aqui pelo fato de explorar con-
vergéncia quase certa ao invés de convergéncia em média quadratica. Ja o segundo destaca a
convergeéncia da tnica trajetéria proveniente da filtracdo natural imposta pelo movimento Brow-
niano corrente. Cada uma destas abordagens pode se destacar com relacdo as outras em fungdo
do contexto de trabalho. Em particular, estabilidade em média quadrética supre bem a andlise

proposta neste trabalho.
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5.2.1 Funcoes e Regioes de Estabilidade de Alguns Esquemas Numéricos

Apresentamos agora o cédlculo explicito das fungdes e regides de estabilidade dos métodos
discutidos neste trabalho: Euler-Maruyama, Milstein e 6 estocdstico. Quanto ao método da
linearizacdo local, a andlise serd feita em separado devido as caracteristicas do problema. A

estabilidade deste método serd entdo comentada em separado mais adiante.

Euler-Maruyama

Aplicando o método de Euler-Maruyama a equacdo linear de teste, obtemos:

XN

In+1

=X [(1+AA)+uAB,). (5.19)

Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade e tomando a esperanga, obtemos, segundo

a notacdo apresentada anteriormente,

Vioor =V E [(14+2A)% +2(1+ AA)uAB;, + u*(AB,,)?
=1, - [(14+2A)% + WA] := R(A, 1, A);,, (5.20)

onde R(A,1,A) = (1+AA)% + u?A.
A regido de estabilidade serd dada pelas triplas (A, u,A), tais que |R(A,u,A)| < 1. Utili-
zando a igualdade obtida acima, chegamos a seguinte regido de estabilidade:

2A +u?
A2 ’

%em:{(l7u,A)€%xR+;A<— (5.21)
onde Z ¢ a regido delimitada pela proposicéo 5.1, isto &,

{(A,p) € R%; 22 4 u? < 0},
Milstein
Aplicando o método de Milstein a equacdo linear de teste, obtemos:

XN

Iyl

1
=X, | (1+24) + pAB,, + - pu*((AB,,)* —A) | (522)
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Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade e tomando a esperanga, obtemos,
o _ D 2 2 2, 1y 4 2 A2
Y, =L,E [(14+AA)"+u"(AB,,) +4.U ((AB,)" —2A(AB,,)” +A") +2(14+ AA)(uAB,,)
1 1
#2:S(0+ AR)((AB,) - 8)-+2- 5488, (48, - &)
N 1
=7, [(1 +AA)? + ulA+ Zu“(w —2A? +A2)]
{ 2 2 1 422 O
=1, [(14 287 40004 '8 s RO ), (5.23)
1
onde R(A,1,A) = [(1 +AA)? + ulA+ E,u“AZ} . Assim, chegamos a seguinte regido de estabi-
lidade:
2A + pu?
L@mils:{(l,,u,A)E(@XR,A<—m . (524)
Como 2A + u? < 0, segue que

L 22 +p* 242
A2+ L Az

Desta forma, o dominio de estabilidade do método de Euler-Maruyama € mais abrangente que

o do método de Milstein:

%mils C f%em-

Esquema livre de derivada

Do exemplo (4.2), temos que o esquema livre de derivada aplicado a equacao linear de teste

resulta no seguinte método recursivo:

=X, |1 +AA+uAB AA+uVA (AB,)* — A
Xln+l_th + +|Ll’ ln+ll’L( +u ) 2\/Z °
Elevando ao quadrado os dois membros desta igualdade e tomando a esperanga, obtemos,
2

% D 2 (AB,)*—A

Y. =V,E | (1+AA+UAB,)" + (,LL(?LA—I—;L\/Z)T
(AB,)*—A
+2(1+AA+ uAB ( AA+ uVA) 2

2_2A- 2

4A

2A2
7 {(1+/1A)2+NZA+ %(AZAHMAI/MNZ)} =R(A,u,A)Y,, (525
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2
onde R(A, 1, A) = | (1+A4)2 + p2A+ H20 “

(le +2AuAY2 41 )} . A partir da fung@o acima
definimos a regido de estabilidade mas, dlferentemente dois casos anteriores, este resultado nao
pode ser expresso de maneira trivial isolando A das demais varidveis. Alguns autores (Liske
& Platen (1987), Kloeden & Platen (1989), Saito & Mitsui (1996)) consideram uma simplifi-
cacdo deste esquema numérico que resulta em uma fungdo de estabilidade mais simples. Tal

simplificagdo consiste em substituir o termo
[ (1 X+ f (10, X) At (10, X ) V) = g (00, X0 |

por
[g (tn,Xt{:’ +8 (ta, X)) \/Z) —g(tn,X;{:])] -

Neste caso, chegariamos de imediato a funcdo de estabilidade

. 1
RO 898, = (14207 + 2 Juta? .
cujo tratamento € mais simples. Mais precisamente, chegariamos a mesma fungdo de estabili-

dade do método de Milstein, portanto
20+ p?
%,d_{(x u,A)e%xR;A<—i}. (5.26)

Ao lidarmos com um dominimo de estabilidade mais “tratdvel”, as comparacdes entre os mé-
todos sdo realizadas de maneira mais natural. Neste caso, utilizaremos a segunda abordagem

durante a avalia¢do experimental.

6 Estocastico

A equacdo linear de teste € um caso especial no qual o método 0 Estocdstico pode ser apli-
cado diretamente sem a utilizacdo de algum algoritmo numérico auxiliar. Aplicando o método

a equacdo linear de teste, obtemos:

xN

In+1

=X+ 04X A+(1-0)AX)A+ux)AB,
X 1+ (1 —6)AA+ uAB;,
1—6AA '

(5.27)
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Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade e tomando a esperanga, obtemos,

PO (14 (1—0)AA]* +2uAB, [1 + (1 — 0)AA] + u2(AB, )2
et (1—62A)2
o [1+(1—0)AA)? + u2A A
~Fi; (<1_2m])2 B2 =R ), (5.28)

(14 (1—0)AA]> + u2A

(1—6AA)?
trapezoidal e implicito, as funcdes de estabilidade

onde R(A,u,A) =

. Em particular, obtemos para os métodos de Euler

1+124]% + p2A
(1~ 1ap

1+u’A

Rr(A,u,A) = [ m,

(& R[()L,‘U,,A) =

respectivamente.

Uma primeira andlise das regides de estabilidade nos mostra que o método 0 Estocastico €
mais estdvel que os anteriores. De fato, podemos verificar formalmente que para determinadas
combinagdes da dupla (A, i), a estabilidade deste esquema numérico torna-se independente do

passo de discretizacao A.

Proposicdo 5.2 Se u>+2A < 0, entdo o método O estocdstico é incondicionalmente estdvel

em média quadrdtica para % <0<l

Demonstracdo: Lembramos inicialmente que a desigualdade u?+2A < 0 é exatamente a condi-
cdo exigida para que a solugdo explicita da equacgdo linear de teste seja assintoticamente estavel
em média quadratica. Ou seja, esta condi¢do € o minimo que devemos exigir para fazer sentido

pensar em estabilidade.
J& verificamos que a fungdo de estabilidade deste esquema € dada por

(14 (1—6)AA]* + u2A
(1—0AA)2

R(A,pt,A) =

Considerando primeiramente 8 € (%, 1], obtemos:
(14 (1—0)AA]> + u2A
(1—6AA)?

& A2A2 £ 2AA(1 — OAA) + (1 — OAA)? 4 uA < (1 — OAA)?

& APA+24(1— 0AA) 4+ u? <0

p? 21
22260—1)

RAUA) <1< <1

S A>
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Como A deve ser um valor estritamente positivo e as restricoes >0e pu’+24 <0sido

1
A2(26—1)
verificadas, concluimos que a relagc@o acima € satisfeita para qualquer A. Em outras palavras, o

esquema € incondicionalmente estivel.

Considerando agora 0 = % e aproveitando os cdlculos acima, obtemos

R(A,p,A) <1 A2A+2A(1— %M)ﬂﬂ <0

e u’+21 <0,

o que ¢é garantido pela hipdtese inicial.
O

Obs.: Um esquema numérico incondicionalmente estdvel é também denominado esquema A-

estdvel.

5.2.2 Meétodo da Linearizaciao Local

A andlise de estabilidade apresentada aqui leva em consideracdo a equagao linear de teste
(5.11). Em se tratando do método da linearizagdo local, este tipo de andlise é um tanto quanto
trivial pois estarfamos aplicando um método de linearizagdo a um problema originalmente li-
near. Devemos esperar entdo que a estabilidade do esquema obtido nao dependa do passo de
discretizac@o, mas sim da equagdo original. Em outras palavras, devemos esperar que o método

seja incondicionalmente estdvel.

Aplicando a transformacao de Lamperti

_logX
u

a equacdo linear de teste, chegamos a nova equacao diferencial estocastica:

Z=5,X)

A1
dzZ, = (E — 5/1) dt+dB;. (5.29)

O método da linearizacao local € baseado no tratamento analitico simples desta equagdo. Utili-

zando a notacdo emprega na descrigdo do método, obtemos a seguinte relacao:

t t
7, = bt (e_LSSZs-i- / (Myu+Ny) e B4du+ o / e_LS“dBu), (5.30)
N s

onde :
Ly=0, M;=0, Ns:f(s,Zs):(ﬁ—ll.L), c=1. (5.31)
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Perceba que esta abordagem resultard no seguinte esquema:

A1
Zthrl :Zln+ (— — —[,L) A+ABln' (532)
u 2
Aplicando a transformagdo inversa de Lamperti, segue que o esquema de discretizagdo com
respeito ao processo original é expresso por

XN = e‘uztn+1
In+1

= exp {‘U,Z[n + (A{ — %‘u,z) A‘i_,u'AB[n} y (533)

e pode ser resolvido como uma relagdo de recorréncia

1 n
XZI,:]+1 = Xpexp (A,—E‘u2> (n+1)A+NZAB[j
j=0

1
= xoexp{ (l — §u2> 41 —|—‘U,Btn+l } . (534)

A relacao acima pode ser estudada de maneira idéntica a proposi¢do 5.1, o que confirma as ex-
pectativas iniciais. Voltaremos a estudar a estabilidade do método da linearizacao local através
de problemas mais “relevantes” na préxima secao, onde confirmaremos experimentalmente que

este método € de fato mais estdvel que os anteriores.

5.3 Avaliacao Experimental

Esta secdo € reservada a andlise experimental de convergéncia e estabilidade dos esquemas
numéricos discutidos anteriormente, através de simula¢des de Monte Carlo. Os experimentos
trabalhados aqui sdo apenas ilustrativos e t€ém como objetivo dar evidéncias empiricas a respeito
dos conceitos arbodados, desta forma, ndo podemos toméa-los como demonstragdes formais. Os
resultados foram obtidos de implementacdes em C++ as quais foram executadas em um pro-
cessador intel 17-2670QM CPU 2.20GHz x 8, 7.7Gb de memdria RAM e sistema operacional
Ubuntu 12.04 64-bits. Procedimentos mais simples como montagem de graficos e andlise de
dados, que demandam menos recursos computacionais, foram realizados com o auxilio do soft-

ware R versdo 2.14.1 64-bits.

5.3.1 Convergéncia

Este conjunto de testes avalia a ordem de convergéncia forte dos esquemas: Euler-Maruyama,

Milstein, livre de derivada, Euler trapezoidal e Euler implicito. Novamente, utilizamos o movi-
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mento Browniano geométrico

dXt - A/Xtdt +uXtdBt7 O S t S T,

Xo = x0,

com pardmetros A =4, u =2 e xo = 1, como caso de teste. Segundo o conceito apresentado,

um esquema numérico converge fortemente até o instante 7', com ordem «, se

e(A) =E|XxY —Xr| < MA%,

onde M > 0 € uma constante e A € o passo de discretizagdao (%) Se a desigualdade acima

fosse aproximadamente uma igualdade, poderiamos tomar o logaritmo dos dois lados da equa-

¢do de modo a chegarmos a uma relacao linear:
log(g(A)) ~logM + atlogA. (5.35)

Os experimentos foram baseados em 50000 trajetorias do movimento Browniano e, para cada
uma delas, consideramos 7 passos de discretizacdo distintos. Nestes 7 casos, consideramos a
média aritmética da diferenca em moddulo entre o valor obtido pelos esquemas numéricos no
instante final e a solug@o explicita do problema ao longo das 50000 simulacdes. Se a apro-
ximagdo (5.35) for razodvel, ao plotarmos log (€(A)) x A, deveriamos esperar uma reta cuja

inclinagdo indica a ordem de convergéncia forte do algoritmo.

Passo de discretizagdo Erro esperado
A logA e(A) log(e(A))
211 -7.62 2.53 0.93
2-10 -6.93 3.49 1.25
29 -6.23 4.95 1.60
2-8 -5.55 7.71 2.04
27 -4.85 10.20 2.32
26 4.15 15.82 2.76
23 -3.47 22.74 3.12

Tabela 5.1: Esquema de Euler-Maruyama avaliado no intervalo [0, 1].

Comparando os resultados em escala real e logaritmica, percebemos que a relagdo (5.35) é

de fato razodvel. A partir da técnica dos minimos quadrados, chegamos a seguinte relacao:
log(g(A)) =0.531ogA+4.96, (5.36)

o que indica uma ordem de convergéncia forte @ ~ 0.53, confirmando assim nossas expectativas
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quanto ao método de Euler-Maruyama.

----- [Escalareal

3.0

---- Escala logaritmica
- —— Minimos quadrados

20

Emo
10 15
Emo
2.0 25

15

>
1.0

T T T T T T T T T T T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 -7 6 -5 -4

Passo de discretizacéo Passo de discretizagao

Figura 5.1: Esquema de Euler-Maruyama avaliado no intervalo [0, 1].

Resultados similares sdo obtidos quando consideramos intervalos de tempo mais longos,
no entanto, este tipo de simulacdo € mais custosa pois precisamos considerar uma quantidade N
grande de pontos para manter os mesmos espacamentos do experimento anterior. O ponto mais
importante dos testes com intervalos mais longos € a verificacdo de que a constante M cresce
bastante junto com o intervalo. Esta observacdo deve ser levada em consideracdo pois deixa
a andlise de convergéncia forte sem significado a2 medida que 7 — +oo. Perceba ainda que os
erros crescem arbitrariamente mas acabam sendo compensados pelo crescimento da constante
M. A tabela abaixo mostra que a relacdo linear ja ndo € tao razodvel, porém, o ajuste de minimos
quadrados continua evidenciando uma ordem de convergéncia forte & ~ 0.5. Os ajustes lineares

obtidos paraT =5 e T = 10 foram:

log (e(A)) = 0.55log A +39.43, (5.37)

log(g(A)) = 0.54logA+42.02, (5.38)
respectivamente.

Aplicando o mesmo procedimento ao método 0 estocdstico, devemos observar um compor-
tamento similar ao esquema de Euler-Maruyama ja que ambos possuem ordem de convergéncia
forte ov = 0.5. De fato, considerando 0 = % (Euler-trapezoidal), obtivemos resultados pratica-
mente semelhantes aos do experimento anterior. Os coeficientes angulares correspondentes aos
ajustes de minimos quadrados foram um pouco superiores, porém, a diferenca nao foi signifi-

cativa.

O resultado se repete quando consideramos 6 = 1 (Euler-implicito). Apresentamos inicial-

mente os resultados obtidos pelo ajuste de minimos quadrados, os quais evidenciam uma ordem
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Passo de discretizagdo Erro esperado
A logA log(e(A)) (T =5) log(e(A)) (T =10)
2-1 -7.62 17.34 34.85
210 -6.93 17.75 35.69
29 -6.23 18.18 36.49
2-8 -5.55 18.19 36.89
277 -4.85 18.30 36.99
26 -4.15 18.99 37.07
273 -3.47 19.24 37.23
Tabela 5.2: Esquema de Euler-Maruyama avaliado nos intervalos [0,5] e [0, 10].
| T i s = | e s L
Passo de d\scre(\zage;o Passo de discretizagao
@ T=5 (b) T=10
Figura 5.2: Esquema de Euler-Maruyama avaliado nos intervalos [0,5] e [0, 10].
Passo de discretizagao Erro esperado
A logA log(e(A)) (T=1) log(e(A)) (T=5) log(e(A)) (T =10)
2-1 -7.62 0.93 17.36 34.16
2-10 -6.93 1.28 17.82 35.23
29 -6.23 1.64 18.57 36.24
2-8 -5.55 2.09 18.70 36.73
277 -4.85 2.42 19.05 36.78
26 -4.15 2.92 20.18 36.17
23 -3.47 3.43 20.41 37.80

Tabela 5.3: Esquema Euler-trapezoidal avaliado nos intervalos [0, 1], [0,5] e [0, 10].

logM
(04

T'=1 T=5 T=10
541 | 2297 | 39.96
0.60 | 0.74 0.69

Tabela 5.4: Ajustes lineares para avaliacao experimental do esquema Euler-trapezoidal.
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35

0
I 2 4
---- Escala logaritmica - & | ---- Escala logaritmica
—— Minimos quadrados —— Minimos quadrados

3.0
20.0
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2.0 2.5
Emo
19.5
1

18.5
|

1.5
18.0
1

1.0

7 6 5 -4 7 6 5 -4
Passo de discretizagao Passo de discretizagao
(@) T=1 (b) T=5

---- Escala logaritmica °
—— Minimos quadrados L

36 37
|

Erro

35
L

Passo de discretizagao

(c) T=10

Figura 5.3: Esquema Euler-trapezoidal avaliado nos intervalos [0, 1], [0,5] e [0, 10].

de convergéncia forte similar as dos dois esquemas anteriores.

T=1 T=5 T=10
logM | 5.03 | 21.08 | 39.60
o | 054 | 048 0.59

Tabela 5.5: Ajustes lineares para avaliacido experimental do esquema Euler-implicito.

Conforme podemos acompanhar pela tabela abaixo, a semelhanca entre os desempenhos dos

métodos é ainda mais evidente quando analisamos mais minuciosamente os erros médios obti-

dos para cada passo de discretizacdo.

Os préximos resultados correspondem aos algoritmos de Milstein e livre de derivada. Assim

como no conjunto de testes anterior, devemos esperar um desempenho similar dos esquemas de

Milstein e livre de derivada, uma vez que o segundo ¢ uma modificacdo simples do primeiro.
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---- Escala logaritmica 2 ---- Escala logaritmica o-...
~— Minimos quadrado —— Minimos quadrados K e
7 7 / o
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1
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Passo de discretizagao Passo de discretizagéo
(@) T=1 (b) T=5

37.0
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---- Escala logaritmica °
—— Minimos quadrados
aemem Ot <
L0

36.5

Emo

35.0
1

34.5
|

T T T T
7 6 5 4

Passo de discretizagao

(c) T=10

Figura 5.4: Esquema Euler-implicito avaliado nos intervalos [0, 1], [0,5] e [0, 10].

Passo de discretizagao Erro esperado
A logA log(e(A)) (T=1) log(e(A)) (T=5) log(e(A)) (T =10)
2- 11 -7.62 0.93 17.34 34.56
2-10 -6.93 1.26 17.78 35.49
29 -6.23 1.61 18.38 36.38
2-8 -5.55 2.05 18.42 36.82
27 -4.85 2.33 18.50 36.91
2-6 -4.15 2.78 19.46 36.85
273 -3.47 3.19 19.26 37.28

Tabela 5.6: Esquema Euler-implicito avaliado nos intervalos [0, 1], [0,5] e [0, 10].

Para ndo tornar a andlise repetitiva, apresentamos apenas os resultados obtidos para os intervalos
[0,1] e [0,15].

Assim como na andlise tedrica da estabilidade dos métodos numéricos, a aplicacdo do mé-
todo da linearizacdo local a este problema nao faz sentido pois a simulacdo do método coincide

exatamente com a simulagdo da solucdo real. Neste caso, os erros médios de aproximagao se-
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®
---- Escala logaritmica ---- Escala logaritmica
—— Minimos quadrados —— Minimos quadrados

19
1
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L

Ermo
Emo
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1

Passo de discretizagao Passo de discretizagao

(@)T=1 (b) T=5
Figura 5.5: Esquema de Milstein avaliado nos intervalos [0, 1] e [0, 5].

T=1 T=5
logM | 6.80 | 22.10
o | 1.08 | 0.88

Tabela 5.7: Ajustes lineares para avaliacdo experimental do esquema de Milstein.

Passo de discretizagao Erro esperado
A logA log(e(A)) (T=1) log(e(A)) (T =5)
2-11 -7.62 -1.50 15.26
2-10 -6.93 -0.81 16.13
279 -6.23 -0.12 16.73
28 -5.55 1.38 17.35
27 -4.85 1.60 17.90
26 4.15 2.30 18.48
273 -3.47 2.84 18.95

Tabela 5.8: Esquema de Milstein avaliado nos intervalos [0, 1] e [0, 5].

T=1 T=5
logM [ 6.85 | 22.26
a [ 1.07 | 0.88

Tabela 5.9: Ajustes lineares para avaliagdo experimental do esquema livre de derivada.

rdo todos nulos. A avaliacao experimental da convergéncia forte deste método € um pouco mais
delicada pois precisamos conhecer a solucdo explicita do problema de teste para efetuarmos as
comparacdes de erro e grande parte dos problemas cuja solucdo explicita é conhecida se redu-
zem a casos lineares triviais apds a aplicacao da transformada de Lamperti (ponto crucial para

a aplicacdo do método da linearizagao local).
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“ 7 - Escala logaritmica 2 A Escala logaritmica
—— Minimes quadrados —— Minimos quadrados

Emo
Emo

Passo de discretizagao Passo de discretizacao

@T=1 (b) T=5

Figura 5.6: Esquema livre de derivada avaliado nos intervalos [0, 1] e [0,5].

Passo de discretizagao Erro esperado
A logA log(e(A)) (T=1) log(e(A)) (T =5)
2-11 -7.62 -1.40 15.29
2-10 -6.93 -0.68 16.27
29 -6.23 0.02 16.99
2-8 -5.55 1.41 17.50
27 -4.85 1.68 18.05
26 4.15 2.38 18.65
25 -3.47 2.93 19.03

Tabela 5.10: Esquema livre de derivada avaliado nos intervalos [0, 1] e [0, 5].
5.3.2 Estabilidade

O préoximo conjunto de testes evidencia empiricamente as regides de estabilidade obtidas

para cada um dos esquemas numéricos. O procedimento € simples:

Passo 1: determinar uma tripla (A, u,A);
Passo 2: analisar o comportamento médio do esquema ao longo de 1000000 de simulacdes;

Passo 3: estudar os resultados; se a tripla pertence a regido de estabilidade, devemos esperar uma

trajetoria convergindo para zero.

Consideramos inicialmente os pardmetros A = —3, it = /3 com a condi¢io inicial xo = 10.
Note que
A+ur=2(-3)+3=-3<0,
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0 que mostra que estamos na regido de estabilidade do problema inicial. Comecando pelo
método de Euler-Maruyama, temos que a regido de estabilidade serd dada por

%em:{AeR+;A<%}.

Assim, testando os passos de discretizacdo A = 1,A = 0.5,A = 0.25, devemos esperar que ape-
nas no dltimo caso a solucao convirja em média quadratica para zero. Este comportamento foi
de fato reproduzido nos experimentos € € ilustrado a seguir. Para melhorar a visualizacdo dos
resultados, plotamos o eixo das ordenadas em escala log;,, portanto, devemos esperar que a

curva va para —eo € nao para zero.
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Figura 5.7: Estabilidade do esquema de Euler-Maruyama.

150

Ainda com relagdo a este mesmo caso de teste, € interessante verificarmos 0s comportamentos

dos métodos Euler-trapezoidal e Euler-implicito. Como vimos anteriormente, estes esquemas

sdo incondicionalmente estdveis, logo, devemos esperar que as trés curvas geradas por este

experimento tendam a —oo.

0 50 100

t

(a) Euler-trapezoidal (6 = 1/2)

150
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-100
1

E[X"2]

-200
I

-250
L

0 50 100

(b) Euler-implicito (6 = 1)

Figura 5.8: Estabilidade do método 6 estocastico.

150

A principio, a figura 5.8(a) pode nos induzir a pensar que a evolugao do esquema trapezoidal

permanece estagnada no caso A = 1. Na verdade, a convergéncia neste caso é simplesmente

mais lenta que as demais e esta diferenca fica acentuada devido a escala do grafico. Analisando
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mais detalhadamente os resultados obtidos por este método, a convergéncia fica mais visivel,

como mostra a tabela a seguir.

t=0 r=25 =50 t=175 tr=100 =125 =150
IEXt2 ] 100 \ 58.94 \ 2.92e-4 \ 8.31e-11 \ 5.20e-18 \ 1.99e-25 \ 1.13e-35 \

Tabela 5.11: Evolugdo do esquema trapeizoidal no intervalo [0, 150).

As fungdes de estabilidade obtidas para os esquemas de Milstein e livre de derivada nos
indicaram que seus dominios de estabilidade estdo contidos no dominio do método de Euler-

Maruyama. Mais precisamente, para este conjunto de testes, segue que
n 2
Kig = Bmits = <A ER ;A<§%0.22 .

Neste caso, ao utilizar os passos de discretizacdo das simula¢des anteriores, devemos esperar
que nenhum das trés trajetorias apresente o comportamento decrescente. No entanto, este resul-

tado ndo foi reproduzido corretamente. Como 0.25 > 0.22, a trajetdria em cor preta na figura

-~ =
-_~ e ——

100
1
ag
1
o
n
($]

———-

- —_———

E[x*2]
0 50
L

-50
I

-100
L

0 50 100 150

t

Figura 5.9: Estabilidade do método de Milstein.

acima ndo deveria apresentar esse comportamento decrescente. No entanto, devemos ressaltar
que o passo de discretizagdo A = 0.25 estd quase no limiar da regido de estabilidade, de modo
que comportamentos imprevistos sejam aceitéveis. E provavel que erros de precisdo computaci-
onal provenientes de truncamentos ou da imperfei¢io da geracdo de niimeros pseudo-aleatdrios,

influenciem siginificativemente os métodos em casos limite como este.

Para tentar contornar o problema do dltimo experimento, realizamos uma simula¢do com
A = 0.3 de modo afastar o passo de discretiza¢do um pouco mais dos limiares da regido de esta-
bilidadde. Em seguida, comparamos o resultado com o método de Euler-Maruyama executado
comA = % Neste caso, o comportamento dos métodos foi mais préximo do previsto e a relacao
Fmits C Xem Tol evidenciada. Perceba que a curva gerada pelo método de Milstein ainda ndo

apresenta o comportamento de crescimento caracterizado por |[R(A, i,A)| > 1. O mais provéavel
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é que devido a erros de aproximagio, o algoritmo tenha chegado a relagdo |R(A, u,A)| ~ 1.

g ———  Milstein (dt=0.33)
. Euler (dt = 0.3)

0 50 100 150

t

Figura 5.10: Comparagao de estabilidade entre os métodos de Milstein e de Euler-Maruyama.

Os resultados obtidos para o esquema livre de derivada sdo similares aos do método de

Milstein portanto serdo omitidos.

O restante da secdo é dedicada a testes envolvendo o método da linearizacdo local. Os
testes serdo baseados em equacdes diferenciais estocdsticas com coeficientes de deriva linear e

polinomial, respectivamente. O procedimento sera o seguinte:

Passo 1: simulacdo de um movimento Browniano a ser utilizado como base para as simulacdes

(filtrag@o natural);

Passo 2: avaliar trés trajetorias dos esquemas numéricos considerando passos de discretizacao dis-

tintos;

Passo 3: comparar as trajetdrias; quanto mais estdvel o método, menos sensivel ele serd quanto a

mudanca do passo de discretizagao.

O primeiro caso é dado pela seguinte equagao:

dX, = X,dt +/X,dB,, t€][0,2], (5.39)
Xo =2. (5.40)

Para a utilizagdo do método da linearizacdo local, devemos primeiramente aplicar a transfor-

mada de Lamperti y = 2/, 0 que nos leva a seguinte equag@o:

1 1
dY, = = (Yidt — = ) +dB,, 1€]0,2], (5.41)
2 Y,

Yo = 2V2. (5.42)
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Ao final da simulag¢do, o resultado obtido em fungdo do processo Y deve ser transformado de

volta para o processo original através da inversdo x = 3—1y2.

Por se tratar de um problema com coeficiente de deriva linear, devemos esperar que o de-
sempenho dos diferentes algoritmos seja similar. Este experimento leva em consideracdo os
seguintes espacamentos entre pontos: A € {é, %, i} Ilustramos primeiramente os resultados

obtidos pelo método da linearizacao local. Perceba que a variagao do passo de discretizacao

A
Il |II
[
(=)
a7 L
“'{'ll_
i \
L‘:;RJ A f I\
v | R A \ LEI_-‘:\';;"A
- Y E I AN \
":ﬂ. I|j|| . i\ \\)‘ I
x| | g
° - U N
o
(=)
— dt=1/64
- = dt=1/16
o | ===- dt=1/4
(=)
| | | ] I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

t

Figura 5.11: Método da lineariza¢do local aplicado ao problema (5.39)-(5.40).

nao ¢ refletida de maneira significativa pelas trajetorias. A grande diferenca entre as trajetorias
se d4 simplesmente pela discrepancia entre o nimero de pontos considerados no eixo do tempo
em cada uma das simulagdes. Este € um forte indicio da estabilidade do método: variacdes nas

condig¢des iniciais nao sao propagadas adiante.

Os métodos de Milstein e Euler-Maruyama se comportaram relativamente bem, porém, di-
ferentemente do caso anterior, 0 método de Milstein demonstrou uma certa sensibilidade quanto
a mudanga de A = % para A = zlr J4 o esquema de Euler-Maruyama superou o de Milstein e
ndo acusou esta sensibilidade significativa quanto a variacdo dos espacamentos. Este resultado
ndo € surpreendente pois, conforme o estudo realizado com a equacao linear de teste, o método

de Euler-Maruyama possui um dominimo de estabilidade mais abrangente:

%mils C '%em~
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Figura 5.12: Método de Milstein aplicado ao problema (5.39)-(5.40).
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Figura 5.13: Método de Euler-Maruyama aplicado ao problema (5.39)-(5.40).

Os resultados acima eram esperados ja que o método da linearizacdo local ndo oferece

vantangens tao considerdveis quando o coeficiente de deriva € linear. O préximo conjunto de

teste tem como objetivo mudar esta caracteristica de modo a evidenciar o ganho de estabilidade
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do método. Para tal, considere o seguinte problema:

dX, = (5— 11X, +6X? - X )dt +dB,, t€]0,10], (5.43)
Xo = 2. (5.44)

Como o coeficiente de difusdo é constante, ndo ha necessidade de aplicarmos a transformada
de Lamperti. Este fator também deixa o sistema naturalmente mais estdvel, o que nos permitira
lidar com passos de discretizagdo ainda maiores. Por fim, como este coeficiente ndo depende
do processo X, segue que os métodos de Euler-Maruyama e Milstein coincidem, logo, basta

implementarmos um deles (o primeiro por simplicidade).

Comecamos novamente pelo método da linearizacao local. Desta vez utilizamos o seguinte
conjunto de passos de discretizacdo: A € {%, %7 1}. O o6timo desempenho apresentado no pri-
meiro conjunto de testes ndo foi repetido, o que j4 era esperado pelas caracteristicas do novo
problema. No entanto, o comportamento ainda € bastante satisfatério considerando que os pas-

sos de discretizagao sdo quatro vezes maiores que no caso anterior. Temos assim mais um bom

o | i el e
a7 ‘:‘ ::jsl ----- dt=1
. ! I
<21 aé- " | ME
| |

Figura 5.14: Método da lineariza¢d@o local aplicado ao problema (5.43)-(5.44).

indicio do comportamento estavel deste esquema. Por outro lado, 0 método de Euler-Maruyama
se mostrou de Euler-Maruyama acusou bastante a mudan¢a do tamanho dos espacamentos de
A= % para A = }1 e se mostrou completamente instdvel com a mudanca para A = 1. Este é
comportamento pode ser perfeitamente observado no grafico abaixo, onde a trajetoria em azul

pode até mesmo ser desprezada.
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Figura 5.15: Método de Euler-Maruyama aplicado ao problema (5.43)-(5.44).
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6 Simulacao Exata

Os métodos de simulacdo discutidos até aqui eram baseados no conceito de solucao forte,
isto é, dadas as observagdes de um movimento Browniano e da condicdo inicial, trajetorias
eram construidas baseadas nestas observagdes. As aproximagdes obtidas podiam ser compara-
das com uma solugdo exata condicionada as mesmas observagdes. Este tltimo procedimento
fazia sentido devido a unicidade das trajetérias. Uma outra abordagem seria a simulacao de tra-
jetdrias baseadas no conceito de solugdo fraca. Tal metodologia € possivel se tomarmos como
base de geracdo de dados a medida induzida pelo processo de interesse ao invés de tomarmos
como base trajetérias de um movimento Browniano. Neste caso, ndo faz sentido comparar-
mos trajetdrias de solugdes diferentes uma vez que se X e Y sdo duas solugdes fracas de uma
mesma equacdo diferencial estocdstica, entdo estes processos possuem as mesmas distribuicdes

finito-dimensionais, porém, seus caminhos amostrais podem ter caracteristicas distintas.

6.1 O Algoritmo

O primeiro passo para a construcao do algoritmo de simulagdo exata € o estudo do método
da rejeicdo, o qual nos permite gerar amostras provenientes de uma varidvel aleatéria com dis-
tribuicdo u a partir de uma segunda distribui¢do A, desde que estas medidas sejam relacionadas

por certas condi¢cdes de regularidade. Tais condi¢des sdo detalhadas no préximo teorema.

Teorema 6.1 (Método da Rejeicio) Seja (Q,B) um espaco mensurdvel e considere duas me-
didas de probabilidade A e | neste espago, tais que @ < A (B € B,A(B) =0= u(B) =0).
Assuma a existéncia de uma constante € > 0 tal que f := eﬁ <1, A-q.c., e que é fdcil amos-
trarde A. Se (Y, 1,),cn € uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas tomando valores em Q x {0,1}, Y1 ~ A e P[I} = 1|Y) =y| = f(y), Yy € Q, entdo,
definindo

T:=min{i e N; [, = 1},
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temos que

P[Y; € B] = u(B), VB € &. 6.1)

Demonstragdo: Dado i € N, temos que

szﬂzépm:m%wMMw

= [ 10)aA0) = [ eduly) =e.
Q Q

Além disso, dado B € %4, podemos utilizar a independéncia entre Y; e I; de modo a obter

P[Y; € B| = P[Y; € B,I;, = 1]+ P[Y; € B,]; = (]
— P[Y; € B,I; = 1]+ P[Y; € B|I; = 1]P[I; = 0]
— P[Y; € B,I; = 1]+ P[Y; € B|P[I, = 0]
= P[Y; € B,I; = 1]+ P[Y; € B](1 —¢).

A probabilidade conjunta utilizada acima € equivalente a
PIve€ . =1]= [ Pl =1]Y: =la()
= [ 10)ar0) = [ edu(y) = enB).

Assim,

P[Y; € B] = e (B) + P[Y; € B)(1 —¢)

. P[Y; € B] = u(B).
O

O algoritmo que serd desenvolvido para a simulacdo exata de trajetorias € aplicado a pro-

cessos de It X = {X;; 0 <r < T} que satisfazem

dX, = f(X;)+dB;, 0<1<T, (6.2)
Xo = xo. (6.3)

Assumimos aqui que a equagdo acima satisfaz as condi¢des necessdrias para a existéncia e uni-
cidade de uma solucdo fraca. Um modelo com estas caracteristicas ndo fica limitado a modelos
com coeficiente de difusdo constante pois esta propriedade pode ser obtida através da transfor-
macao de Lamperti aplicada em um modelo mais geral. De uma maneira em geral, exigir que o

modelo seja governado por um ruido aditivo € uma restricao muito severa.
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Para trabalharmos com o método da rejei¢do, € conveniente pensar nos processos estocas-
ticos envolvidos como medidads induzidas no espaco C! ([0,7]). Se @ é um elemento qual-
quer deste espaco, estaremos interessados em suas fun¢des coordenadas e suas respectivas o-

algebras minimas:
Bi(w):=w(t),t€[0,T]; €:=0({B;0<t<T}). (6.4)

Introduzimos a seguinte notacao para distinguir um movimento Browniano padrao das funcdes
coordenadas B;:

W:={W;0<r<T}. (6.5)
Desta forma, se W é a medida de Wiener em (C, %), entdo B= {B;;0 <t < T'} é um movimento

Browniano.

Seja Q a medida de probabilidade induzida em (C,%’) pelo processo X = {X;; 0 <t <T}
o qual satisfaz o problema (6.2)-(6.3). Denote por W a medida de Wiener e suponha que o

coeficiente f satisfaz a condi¢do de Novikov:

Eyy [exp{%/onz(Bt)dt}] < oo

Neste caso, a derivada de Radon-Nykodim Q/W podes ser obtida a partir da transformagdo de

Cameron-Martin-Girsanov:

5‘%( ®) = exl?{/OTf(Bz)dBt - %/OTfZ(Bt)dt} —: G(B). (6.6)

Devido a dificuldade de obter uma expressao fechada para a solu¢do da integral estocdstica
acima, aplicamos a férmula de It6 de modo a simplificar G(B). Para tal, basta assumir que o

coeficiente f(-,-) é diferencidvel. Neste caso, definindo

B) = /Obf(x)dx

b:B[

e aplicando a férmula de 1t6:

dF, — ai / fx)ax|

!
2
+f(B

J b
—I— (a/o f(x)dx

) (dB;)?
b B;
;)dB; + f (B;)dt

dB;
b=B,
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Integrando a expressdo acima em [0, T'], obtemos

F(B;)—F(Bo) = /OTf(B,)dBt —|—%/0Tf’(B,)dt.

Assim, ; ;
/O f(B:)dB;+ F(B;) — F(By) — % ; f(By)dt, (6.7)
e a densidade G sera entdo expressa por
1 /T
6(B) = exp {F(B) ~FlB0) 3 [ (28)+1B) ). 68)

O método da rejei¢@o exige que G(-) seja limitada quase certamente e esta restricao estd
ligada a limita¢do de F(-). Esse problema pode ser muito restritivo e, portanto, precisa ser con-
tornado. Para tal, serd introduzida uma terceira medida de probabilidade, a qual serd utilizada
para gerar os candidatos a amostra para o método da rejeicdo. Considere a ponte Browniana
PB = {PB;;0 <t < T}, heuristicamente definida por W Wy = p, com p distribuida de acordo
com alguma fun¢do densidade de probabilidade / : R — [0,+c) com respeito a medida de

Lebesgue.

Teorema 6.2 Sejam 7 a medida de probabilidade induzida pela ponte Browniana
PB={PB;0<:<T}

em (C,C), Xo = xo a condigdo inicial do processo X e h a densidade associada a varidvel p.
Se
xn={x€R; h(x) >0} =R,

entdo 7. é equivalente a W e

2 (0) = £
A (1/v2xT) exp{—(Br —x0)%/(2T)}

(6.9)

Demonstragdo: Defina
f(@) = h(Br)V2rT Jexp{—(Br —x0)*/(2T)}, @ €C,
de modo que f seja ¢(Br)-mensuravel. Dado A € €, segue, da defini¢do do processo PB, que

Z|Alo(Br)] = W[A|o(Br)| =:g(Br), W-—gq.c.,
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para alguma fun¢@o g : R — R, Borel-mensurdvel. Uma vez que By ~ N(xo,T), com respeito a

W, temos que

Eyw = Eyw [Eyw [14f|o(B7)]]

= B [f - WIAlo(Br)]) = Ewlfs) = [ f(w)g()W(du)
:/ h(u)\/2nT exp{—(u— xo)z/(2T W)du —/h
% exp{—(u—x0)2/(2T)} V2T

Concluimos assim que

f=dZ/dW.

Além disso, como o suporte de 4 € a reta, temos que f > 0. Desta forma, W é equivalente a Z e

1/f=dW/dZ.

A partir dos resultados apresentados acima, fica claro que

() (w)()

exp 4 F(B;)—F(Bo) ——fo (fz(Bt)+f’(B,))dt}
h(Br)/ (1/\/2717 ) exp{—(Br —x0)?/(2T)}

2nT~exp{—F(Bo>}-exp{F<BT> G 1 / (f2(B)+f B,>)dr} / W(Br)
2
aexp{wBT)—%—% OT (F2(B.) + 1'(B.)) }/ (6.10)
Assumindo que
/Rexp{F(u)—(u—xo)z/ZT}du::c<+°<>, (6.11)

podemos definir (convenientemente) a func¢do densidade de probabilidade

h(u) = exp{F(u) — (u—x0)*/2T}/c, (6.12)

de modo a obter J .
1 /
d%(w) Ocexp{—E/O (F2(B)+f (B,))dz}. (6.13)

Assumindo agora que o funcional em (6.13) € limitado inferiormente, isto €, supondo a exis-

2 /
téncia de uma constante K € R tal que K < JM, Yu € R, podemos reescrever (6.13)

como

d T
d%ocexp{ /0 ¢(B,)dt}§l, Z—gq.c., (6.14)



6.1 O Algoritmo 98

onde ¢ > 0 € dada por

¢<u):w—1<, Vi € R. (6.15)

A derivada de Radon-Nykodim de Q com respeito a medida Z induzida pela ponte Browniana
em conjunto com o método da rejeicao, nos fornecem as bases para a construcao do algoritmo
de simulacdo exata. Apresentamos abaixo um resumo das hipéteses utilizadas para a constru¢@o
da densidade (6.14):

1. o coeficiente f é limitado;
2. afungdo exp{F (u) — (u—x0)?/(2T)}, u € R, para F (u) = [} a(x)dx, é integrével;

3. afungdo (f?+ f')/2 é limitada inferiormente.

Apresentaremos agora a versao do algoritmo correspondente ao caso em que ¢ € também limi-
tada superiormente. A versao final deste algoritmo, desenvolvida por Beskos et al. (2006), foi
denominada EA1. No mesmo trabalho, o autor desenvolve uma versdo mais abrangente onde a

hipdtese de limitagdo de ¢ € substituida por
limsup,_, ., ¢(u) <4e ou limsup,, . ¢(u) < Hoo.

Esta generalizag¢do foi denominada algoritmo EA2 e ndo serd abordada neste trabalho.

Em uma situacdo ideal onde caminhos amostrais @ ~ Z em [0, 7| sa disponiveis e a integral
(6.14) pode ser obtida de maneira analitica, temos que o método da rejeicao pode ser aplicado
de maneira simples. Na pratica, a informagao @ ~ 7Z € disponivel apenas em uma quantidade
discreta de pontos €, neste caso, 0 método da rejei¢do precisa ser adaptado. O teorema a seguir
resolve o problema gerado por estas duas restri¢des, porém, sua utilizacao estd condicionada a

existéncia de uma cota superior para ¢.

Teorema 6.3 Sejam @ € C([0,T]) e M = M(®) uma cota superior para a fungdo t — ¢ (@), t €
[0,T]. Se ® é um processo de Poisson homogéneo de intensidade T -M em [0,T]| x [0,M(w)] e
N é niimero de pontos de ® localizados abaixo do grdfico {(t,¢(B;));t € [0,T]}, entdo

PN = 0|o] ocexp{—/qu)(B,)dt}. (6.16)

Demonstragdo: Dada uma drea A € [0,T] x [0,M(w)], temos que

e TMPAT . M- P(A)K

PN = Kl4) = — ,
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onde N € o numero de pontos de ® que residem em A, pois @ é um processo de Poisson
homogéneo com intensidade A = T - M. Em particular, se A € a regido delimitada pelo grafico
{(t,9(B;));t €0,T]}, entdo

Py = o [ o)

exp{~ I <Bz>dr} (i o(Byar)”

con{ [ e}

P(N =0|o) =

O

O teorema acima nos permite aplicar a método da rejei¢do baseado em observacdes discretas

das trajetorias de X.

Algoritmo EA1

1. Simule uma realiza¢do {(x;1,x;2)}7 ; do processo de Poisson ® em [0,T] x [0, M];
2. Simule um esqueleto @ ~ Z nos instantes {x11,%2,1,...,X¢,1 } € avalie N;
3. Se N =0, vd para 5, sendo, volte para 1;

4. Retorne o esqueleto atual S(w) de .

Um dos pontos curiosos do algoritmo EA1 € o fato de ndo determinarmos de antemao os
instantes de tempo onde esqueleto da trajetéria serd simulado. Uma alternativa para contornar
esta situacdo seria uma abordagem do tipo “forca bruta”, onde o dominio de interesse seria
refinado em pequenos intervalos e algoritmo seria aplicado diversas vezes. Nesta abordagem,
cada ponto simulado para o extremo direito do intervalo seria utilizado como condi¢do inicial
para a proxima simulagdo, e assim por diante. Nao é necessdrio uma andlise profunda para
concluirmos que este tipo de procedimento nos levaria a um algoritmo ineficiente. A solugdo
proposta pelos autores do algoritmo € mais simples, no entanto, ndo garante que os pontos fora
do esqueleto sejam exatamente distribuidos com a medida de interesse. Tal solucdo consiste em
preencher com pontes Brownianas os espacos do esqueleto obtido com uma iteragdo. Apesar

da simplicidade, esta alternativa € capaz de gerar boas aproximacdes.
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6.2 Avaliacao Experimental

O algoritmo de simulacdo exata tem vérias aplicagdes, sobretudo na drea de inferéncia es-
tatistica. Neste trabalho, utilizaremos o algoritmo EA1 para avaliar, sob um ponto de vista
distinto, a eficicia dos procedimentos de discretizacdo discutidos nos capitulos anteriores. Ou-
tro ponto importante serd a avaliacdo da eficiéncia deste algoritmo. Como veremos nos testes
a seguir, o tempo de execugdo € surpreendentemente superior ao dos esquemas discutidos até

agora.

O tipo de comparacdo a ser realizada aqui € diferente das anteriores pois nao temos uma
observacao prévia do movimento Browniano de modo a gerar trajetorias adaptadas a uma tnica
filtracdo. Em outras palavras, ndo faz sentido compararmos trajetérias. Nosso objetivo sera
entdo comparar as distribui¢cdes de probabilidade das solucdes obtidas através dos métodos de
discretizacdo, em instantes de tempo especifico. Este tipo de comparacdo € interessante pois
quanto melhor for a aproximagdo oferecida por um esquema, mais proximas as distribuicdes
em pontos especificos da trajetdria discretizada devem estar das distribui¢des exatas da solug@o

nestes instantes.
Nosso problema de teste serd a seguinte equacao:

dXt = Sen(Xt) +dBt, 0 S t S T, (617)
Xo =0. (6.18)

Antes de aplicar o algoritmo devemos checar se o coeficiente de deriva f(x) = sen(x) satisfaz

as condi¢oes de regularidade necessarias.

1. f é limitada e diferenciavel,
Nio héd o que mostrar. Sabemos que f(x) = sen(x) < 1 e f € diferencidvel com f'(x) =

cos(x).

2. exp {F(u) - %}, u € R é integravel, onde F(u) := [y f(x)dx;
Da definicao do problema:
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Como 1 —cos(x) > 0, Vx € R, segue que

e {0 B oty )
ceen(Z)

Podemos concluir que esta fun¢do € integravel pois trata-se de uma constante multiplicada

pelo nicleo Gaussiano N(0,T).

3. afungdo %( f?+ f) é limitada inferiormente;
Basta observar que

1 , 1 1
E(fz(x) +f(x) = E(senz(x)+cos(x)) > -5

Verificadas as trés condi¢des acima, podemos utilizar o problema (6.17)-(6.18) como caso de

teste.

O procedimento realizado € descrito pelos seguintes passos:

Passo 1: simulacao de 1000000 de observacdes da varidvel aleatéria X7 através do algoritmo de

simulacdo exata;

Passo 2: simulagdo de 1000000 de observagdes da varidvel aleatoria X7 através dos esquemas de

Euler-Maruyama, Milstein e linearizacao local;

Passo 3: comparar as distribuicdes das varidveis obtidas nos passos 1 e 2 através do teste de
Kolmogorov-Smirnov; concluiremos que os métodos induzem a mesma distribuicao caso

o teste acuse um p-valor superior a 0.05.

As simulacdes foram executadas na mesma mdiquina descrita na se¢do 5.3. Por uma questao
de eficiéncia, adotamos o intervalo de tempo [0,1], desta forma, estaremos interessados na
simulacao da varidvel aleatdria X;. A simulacdo das observacdes através do algoritmo EA1 foi
impressionantemente rapida; o tempo de execucio foi de apenas 4.08s. E importante ressaltar
que este tempo de execugdo sO foi obtido pois este método ndo carece da construgdo de toda
uma trajetoria até o instante imediatamente anterior. Utilizando o método do nucleo estimador,

chegamos a densidade estimada ilustrada pela figura abaixo.

Lembramos que este método reproduz exatamente a distribui¢do da varidvel Xi; isto €, o
algoritmo é formalmente exato, devemos levar em consideracdo apenas desvios computacionais

naturais de qualquer simulacdo. Logo, se as aproximacdes discretas forem de fato razodveis,
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0.20
|

0.05
|

Figura 6.1: Densidade estimada da varidvel X correspondente ao problema (6.17)-(6.18).

devemos obter um comportamento parecido ao simular X a partir destas aproximagdes. Este

fato fica evidenciado pela figura abaixo, onde os nicleos estimados para o método de Euler-

Maruyama sao comparados a densidade estimada para a amostra do algoritmo EA1. Note como

a semelhanga aumenta a medida que os espacamentos diminuem. Um aproximacdo ainda mais

densidade

Figura 6.2: Comparacao entre as densidades estimadas da varidvel X; - Euler-MaruyamaxEA1.

interessante é observada quando utilizamos o método da linearizag¢do local. Mesmo utilizando

espacamentos razoavelmente grandes, o nicleo estimado para a varidvel X; a partir deste es-

quema coincide com o obtido pelo algoritmo EA1.
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— EA1

-=- LL-1/186
""" LL-1/32

densidade
0.15 0.20
L 1

0.10
|
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0.00
L

Figura 6.3: Comparacdo entre as densidades estimadas da varidvel X; - Linearizacdo
Local xEAL.

Apresentamos agora os resultados obtidos pelo método de Euler-Maruyama. A tabela a
seguir ilustra o tempo de execugdo de cada simulagdo, o passo de discretizagdo considerado e o

p-valor do teste de Kolmogorov-Smirnov para a comparagdo entre as amostras.

Tempo de execu¢do A p-valor

1.93s 274 8.02e-35
3.75s 275 2.26e-12
7.65s 276 2.98e-04
14.80s 277 0.13
29.55s 2-8 013
58.13s 279 073

Tabela 6.1: Esquema de Euler-Maruyama X algoritmo EAT.

O teste é significativo apenas a partir de A = 277 Este resultado é razodvel devido 2 baixa
ordem de convergéncia forte do esquema. Perceba ainda que o método é computacionalmente
eficiente. Resultados similares foram obtidos pelo método de Milstein. A tabela abaixo mostra
que este esquema também ¢é significativo apenas a partir do passo A = 277, Seu desempenho

computacional também nao difere muito do apresentado pelo método anterior.
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Tempo de execu¢do A p-valor

2.25s 274 7.84e-40
4.27s 275 4.73e-13
8.58s 276 1.52¢-06
16.81s 277 0.08
33.32s 2-8 0.06
65.48s 279 0.70

Tabela 6.2: Esquema de Milstein x algoritmo EAT1.

Os resultados mais expressivos foram novamente obtidos pelo método da linearizacdo local.
Perceba que todos os passos de discretizacdo levaram a aceitacdo no teste de Kolmogorov-
Smirnov. Este é talvez um dos melhores indicativos de que este método supera os demais em
convergéncia e estabilidade. Sua desvantagem € o tempo de execucao que supere em muito os

demais devido a necessidade do cdlculo de exponenciais a cada iteragdo do algoritmo.

Tempo de execu¢do A p-valor

3.47s 274 0.52
6.62s 275 0.06
13.30s 276 0.19
26.39s 2-7 031
52.64s 278 0.66
103.82s 279 0.52

Tabela 6.3: Método da linearizacdo local x algoritmo EAI.



105

7 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Apresentamos aqui alguns dos métodos numéricos mais importantes no estudo de equacdes
diferenciais estocdsticas, explorando tanto os algoritmos mais tradicionais quanto os mais con-
temporaneos. Ficamos restritos ao caso unidimensional pois este tépico ja € rico o suficiente
a ponto de nos permitir abordar muitos dos conceitos cruciais na drea de simulacdo e andlise
numérica de equacdes diferenciais estocdsticas. Os algoritmos discutidos aqui, com excessao
ao método da linearizacdo local e o algoritmo EA1, podem ser facilmente estendidos para o
caso n-dimensional. Estes dois casos em particular, apresentam uma dificuldade com relagcao
a estabilizacdo do coeficiente de difusdo. A aplicacdo da transformada de Lamperti a um sis-
tema n-dimensional ndo € trivial e restrita a determinadas condi¢des de regularidade que podem
ndo ser razodveis do ponto de vista da modelagem. Ainda assim, € possivel obter uma versao

n-dimensional destes algoritmos.

Um ponto importante a ser destacado € o método de Euler-Maruyama. Os resultados apre-
sentados neste trabalho evidenciam o quanto este método € interessante sobretudo em se tra-
tando de estabilidade. Além disso, sua maior virtude é a simplicidade: apresenta poucas res-
tricdes de aplicacdo, é extremamente eficiente do ponto de vista computacional e € de facil
implementagdo. Mesmo nos casos onde o passo de discretizacdo deve ser pequeno, este fato
pode ser compensando pela eficiéncia da simulagdo. O método de Milstein mostrou ter um
desempenho similar ao de Euler-Maruyama. Casos onde ambos sdo estaveis, pode ser inte-
ressante aplicarmos o método de Milstein para explorar sua ordem de convergéncia superior.
Lembramos ainda que a equacao diferencial estocdstica pode, em vdrias casos, ser simplificada
pela transformada de Lamperti. Ao aplicar esta transformacdo, temos que o método de Euler-
Maruyama e Milstein nos levardo ao mesmo resultado. O esquema livre de derivada, conforme
os experimentos evidenciaram, pode ser entendido como uma versao alternativa do método de
Milstein a ser utilizada quando a derivada do coeficiente de difusdo € dificil de ser obtida ou
tratada computacionalmente. Com respeito a este tipo de estratégia, existe toda uma familia
de esquemas numéricos denominados métodos de Runge-Kutta. Tais métodos merecem muita

atencdo pois o tratamento de derivadas pode complicar muito o desenvolvimento de varios mo-
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delos. Nao entramos em maiores detalhes a respeito desta familia de métodos pois a riqueza de

detalhes de tais métodos ja seria suficiente para o desenvolvimento de um segundo trabalho.

Deixamos a desejar um pouco na andlise tedrica do método da linearizacdo local porém
os resultados evidenciados pelos experimentos computacionais foram muito satisfatérios. Eles
deixaram bem claro que este método supera por muito os demais esquemas baseados na série de
Taylor estocéstica. Conforme citado anteriormente, sua maior caréncia reside na necessidade
de um coeficiente de difusdo constante. Tal restricdo s nio é considerada excessiva devido a
possibilidade de aplicacdo da tranformada de Lamperti. A qualidade deste esquema é superada
apenas pelo algoritmo de simulagdo exata, o qual possui um preco alto correspondente ao grande
nimero de restricoes imposta pelo desenvolvimento do método. Uma versao mais interessante
deste algoritmo (EA2) baseia-se em processos de Bessel ao invés de pontes Brownianas. Com
esta abordagem, os autores conseguiram afrouxar as restricdes com respeito a limitacdo da

funcdo ¢, tornando assim o algoritmo mais geral.

O método O estocdstico foi o Unico esquema implicito abordado pois o trabalho nao ti-
nha como objetivo explorar a fundo a teoria de estabilidade assintdtica. Este tipo de problema
torna-se mais interessante quando passamos para modelos multidimensionais, onde surgem os
problemas stiff. Tais problemas sdo caracterizados pela discrepancia entre as velocidades de
convergéncia entre as varias componentes do sistema, o que causa grande instabilidade aos mé-
todos. Outros conceitos de estabilidade também poderiam ser levadas em consideragdo cons-
truindo assim uma discussdo mais ampla sob as condi¢des e casos especificos que levam um
critério de estabilidade a ser mais interessante que os demais. Outras familias de métodos nu-
méricos, assim como o método 0, sdo ideias para este tipo de tratamento; por exemplo: método

preditor-corretor, esquemas implicitos de passos multiplos, etc.

Faltou abordarmos como aplicacdo de todos estes métodos, topicos relacionados a inferén-
cia estatistica. Os processos discretizados abordados aqui sdo interessantes neste contexto pois
suas densidades de transicdo sdo obtidas de maneira mais simples, o que nos permite explorar
com mais naturalidade conceitos relacionados a inferéncia paramétrica. Ainda com respeito a
este tema, devemos ressaltar a importancia da transformacgao de Camero-Martin-Girsanov. Este
resultado nos permite associar densidades aos processos, tornando possivel a aplicacdo do mé-
todo da méxima verossimilhanga. A curto prazo, o estudo dessa area serd mais aprofundado

como continuidade do trabalho.

Por fim, apontamos o desenvolvimento de métodos numéricos para equagdes diferenciais
estocdsticas parciais como o principal foco de trabalho futuro. Outras linhas de métodos serdao

necessdrias nesta drea devido a maior complexidade dos problemas. O ferramental adquirido



7 Conclusées e Trabalhos Futuros 107

com a compreensao dos conceitos € métodos utilizados no caso das equacdes ordindrias serd de

extrema importancia para esta transi¢ao.
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