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próximo à transição metal-isolante de Mott



Universidade Federal de Minas Gerais - UFMG
Instituto de Ciências Exatas - ICEx

Programa de Pós-graduação em F́ısica

Efeitos de localização de Anderson
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À Dani e ao André, por participarem da minha criação;
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Aos meus irmãos, fontes de tantas alegrias;

Ao Patrick, grande companheiro, por ouvir, se interessar e participar de cada detalhe;

Aos amigos da f́ısica pela companhia nos estudos e almoços agradáveis;
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Resumo

A repulsão coulombina entre elétrons altera consideravelmente as propriedades de certos materi-
ais, que podem inclusive passar por uma transição metal-isolante, a transição de Mott, quando a
energia dessa interação torna-se mais relevante do que a energia cinética do sistema. A presença
de desordem também pode limitar a mobilidade eletrônica, gerando uma transição metal-isolante
conhecida como transição de Anderson. Os dois mecanismos de localização se combinam, al-
gumas vezes reforçando, outras vezes blindando os efeitos um do outro. Esta conjunção entre
os mecanismos de localização é relevante em sistemas reais e pode ser observada em trabalhos
experimentais, em compostos como óxidos de metais de transição e sais orgânicos, por exemplo,
que possuem forte repulsão coulombiana. Dopantes são acrescentados experimentalmente a esses
sistemas com o objetivo de aumentar a pressão qúımica, reduzindo a razão entre a energia de
interação elétron-elétron e a energia cinética; esse procedimento, porém, introduz desordem aos
sistemas.

Grande avanço na descrição das transições de Mott e Anderson tem sido alcançado nas
ultimas décadas, pelo desenvolvimento de técnicas numéricas capazes de descrever sistemas
interagentes e desordenados. A transição gerada por correlação pode ser descrita pela Teoria
de Campo Médio Dinâmico, enquanto a Teoria do Meio T́ıpico fornece um tratamento para
a localização devido à desordem. O efeito conjunto de interação e desordem no processo de
localização das funções de onda eletrônicas, no entanto, não é assunto bem estabelecido na
literatura, e é o tema de investigação deste trabalho.

Utilizamos uma combinação da Teoria de Campo Médio Dinâmico com a Teoria do Meio
T́ıpico para estudar o modelo de Hubbard, que descreve a competição discutida acima entre
energia de interação elétron-elétron e energia cinética. Acrescentamos desordem na energia local
dos elétrons e realizamos o estudo a temperatura finita. Analisamos, dessa forma, diferentes
regiões do diagrama de fase de sistemas correlacionados na presença de desordem. Abaixo de
uma temperatura cŕıtica Tc, a transição de Mott é de primeira ordem e apresenta uma região de
coexistência metal-isolante. Nossos resultados demonstram que a localização de Anderson tem
efeitos relevantes sobre o sistema próximo à transição de Mott, especialmente sobre a região de
coexistência, mesmo no regime de desordem pequena a moderada. Observamos que a localização
de Anderson reduz o valor da interação cŕıtica para a qual ocorre a transição, além de tornar
a região de coexistência mais estreita. Analisamos também os efeitos de desordem sobre Tc.
Os dados numéricos obtidos neste trabalho sugerem que a temperatura cŕıtica da transição de
Mott vai a zero quando aumentamos a desordem do sistema, revelando o ponto cŕıtico quântico
da transição de Mott que, para desordens menores, é “escondido” pela região de coexistência.
Nossos resultados para outros regimes do diagrama de fase confirmam conclusões presentes na
literatura. Observamos, no limite de U pequeno, por exemplo, que a interação blinda os efeitos
de desordem próximo à transição de Anderson. Além disso, vemos que tanto o mecanismo de
Mott quanto o de Anderson são relevantes na localização das funções de onda eletrônicas no
regime de desordem e interação grandes e comparáveis. Nesse caso, descrevemos um “crossover”
entre um isolante de Mott desordenado e um isolante de Anderson correlacionado.
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Abstract

The Coulomb repulsion between electrons strongly affects the properties of a class of materials,
which can go through a metal-insulator phase transition - the so called Mott transition, when
this interaction energy becomes more relevant than the system kinetic energy. The presence of
disorder also limits the electron mobility and can drive the systems through the Anderson metal-
insulator transition. These two mechanisms for localization combine themselves, sometimes
enhancing, sometimes reducing the effects of each other. This interplay is important in real
systems and is observed in experimental works performed on compounds such as transition
metal oxides and organic salts, which show strong Coulomb repulsion. Experimentally, doping
can be added to these systems with the goal of introducing chemical pressure, thus reducing the
ratio between electron-electron interaction and kinetic energies; this procedure, however, adds
disorder to the systems.

Considerable progress on the description of Mott and Anderson transitions has been achieved
in the last few decades due to the development of numerical approaches that are able to describe
correlated and disordered systems. The transition driven by interactions can be described by
dynamical mean field theory, while typical medium theory provides a description of localiza-
tion due to disorder. The combined effect of both interactions and disorder on the electronic
wave functions, specially on their possible localization, is not well established in the literature,
however, and is the subject of this work.

We use a combination of dynamical mean field theory and typical medium theory to study
the Hubbard model, which describes the competition cited above between electron-electron
interaction and kinetic energies. In our model, the electron local energy changes from site to
site according to a disorder distribution. Our calculation is performed at finite temperature.
We are able to analyze different regions of the phase diagram valid for correlated systems in
the presence of disorder. Below a critical temperature Tc, the Mott transition is of first order
and a metal-insulator coexistence region exists. According to our results, Anderson localization
has important effects near the Mott transition, specially on the coexistence region, even in
the limit of small to moderate disorder. In particular, we observe that Anderson localization
effects decrease the critical interaction at which Mott transition occurs, as well as produce a
narrower coexistence region in comparison with results obtained via standard-DMFT, which
does not include Anderson localization effects. In addition, we analyze how disorder affects
Tc. Our numerical data suggest that the critical temperature of the Mott transition goes to
zero as we increase disorder, revealing the quantum critical point of this transition, which, for
smaller disorder, is “hidden” by the coexistence region. Our results in other regimes of the
phase diagram confirm conclusions known in the literature. In the limit of small U , near the
Anderson transition, for example, we observe an effect of disorder screening due to interactions.
Furthermore, we see that both Anderson and Mott routes to localization are relevant in the
regime of strong, comparable values of interaction and disorder. In this case, we describe a
direct crossover between Mott and Anderson insulators, with the absence of an intermediate
metallic phase.
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4.18 Número de ocupação por spin em função da energia do śıtio para transições de
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Introdução

O contexto de investigação no qual o assunto desta dissertação está inserido pode ser resumido

por meio do t́ıtulo do célebre artigo de Phil W. Anderson, “Mais é diferente” [1]. Sistemas

de muitos corpos apresentam fenômenos emergentes que não podem ser entendidos através do

estudo de cada uma das part́ıculas separadamente. A interação elétron-elétron, por exemplo,

pode alterar as propriedades de transporte de um material. Esse é o caso de sistemas que

possuem orbitais d ou f semi-preenchidos, nos quais a competição entre a energia cinética e a

energia de interação entre elétrons que ocupam esses orbitais pode levar a uma transição metal-

isolante. Além disso, sistemas reais possuem dopantes ou impurezas, o que também pode alterar

as caracteŕısticas do sistema.

Este documento tem como objetivo apresentar o estudo de sistemas fortemente correlaciona-

dos e desordenados no qual investigamos, mais especificamente, como efeitos de correlação e

desordem se combinam no processo de localização das funções de onda eletrônicas e transições

de fase metal-isolante. Descrevemos então, nesta introdução, os isolantes de Mott [2] e Anderson

[3], gerados por interação e desordem, respectivamente.

É comum, no contexto de propriedades de transporte de sistemas em estado sólido, diferenciar

um metal de um isolante por meio da teoria de bandas. Essa teoria descreve o comportamento

de um conjunto de átomos agrupados na formação de um sólido. Os ńıveis atômicos de energia,

que são discretos, se sobrepõem formando bandas, ou seja, regiões de energia permitidas. As

regiões entre bandas, que não possuem energias permitidas, são chamadas de “gaps”. Segundo

essa descrição, um material é considerado metálico quando o ńıvel de Fermi encontra-se dentro

da banda, o que faz com que essa seja parcialmente preenchida e haja um cont́ınuo de energia

dispońıvel para excitações. Já nos isolantes, o ńıvel de Fermi encontra-se entre as bandas. Isso

restringe a mobilidade dos elétrons, que precisam transpor um “gap” para atingir novos estados

permitidos de energia.

Essa teoria aplica-se a grande parte dos casos, mas falha ao determinar a condutividade

de certos materiais. Alguns sistemas deveriam ser metálicos por uma descrição de teoria de

bandas, mas apresentam resistividades caracteŕısticas de um isolante. Isso ocorre porque o

caráter itinerante dos elétrons pode ser limitado por outros mecanismos não considerados na

teoria de bandas. A presença de forte interação entre os elétrons ou de desordem, por exemplo,

são fatores que geram efeitos de localização das funções de onda eletrônicas, resultando em

transições metal-isolante.

A figura 1 mostra esquematicamente os mecanismos responsáveis pela transição de Mott,

1



INTRODUÇÃO 2

Figura 1: Diagrama esquemático representando a transição de Mott. Os átomos são represen-
tados como poços de potenciais. Comparando (a) e (b) vemos que a largura da banda diminui
quando os átomos se afastam. Em (c) vemos que é preciso fornecer uma energia U para que um
śıtio seja duplamente ocupado. Itens (a) e (b) retirados de [4].

representando átomos como poços quânticos de potencial. Em uma análise inicial negligenciamos

a interação Coulombiana entre elétrons no mesmo śıtio e consideramos que os ńıveis de energia

dos poços são degenerados, e podem estar vazios, ocupados com um único elétron ou duplamente

ocupados (com elétrons de spins opostos). Essa consideração é uma boa aproximação quando a

energia de interação elétron-elétron U é pequena em relação à energia cinética do sistema. Mas,

conforme visto em (a) e (b), à medida que a distância interatômica aumenta, a sobreposição

entre as funções de onda de elétrons em diferentes śıtios diminui. Isso reduz a energia cinética

do sistema e, consequentemente, reduz a largura D da banda. A partir do momento em que a

energia cinética diminui e torna-se comparável a U , devemos considerar um śıtio duplamente

ocupado como dois ńıveis, um com energia ε e outro com energia ε + U (como visto em (c)).

Quando a energia U necessária para que um śıtio seja duplamente ocupado torna-se relevante

na escala de energia do sistema, este torna-se um isolante de Mott.

Sistemas de muitos corpos não possuem solução trivial, devido ao termo de interação elétron-

elétron. Em especial, a transição de Mott não pode ser tratada no limite de teoria de perturbação,

pois há vários mecanismos f́ısicos competindo, mesmo nos modelos mais simples. A Teoria de

Campo Médio Dinâmico (TCMD) [5] apresenta uma solução para esses problemas, incluindo

uma boa descrição da transição de Mott. Nessa teoria, mapeamos o problema de uma rede

em um modelo de uma impureza envolvida por um banho de elétrons livres, determinado de

forma autoconsistente (veja figura 2). O problema de uma impureza já foi muito estudado e

encontramos na literatura diferentes métodos para sua solução. Alguns exemplos são Hartree-

Fock, bósons escravos, Monte Carlo quântico e teoria de perturbação.

O mapeamento da TCMD torna-se exato no limite de dimensão infinita, ou mais especifica-
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Figura 2: Mapeamento e evolução temporal da TCMD. Olhamos para um único śıtio, que
pode ser visto como um átomo ou uma impureza, enquanto os demais śıtios formam um banho
de elétrons livres que interage com o átomo, podendo ganhar ou ceder elétrons. A interação
elétron-elétron está presente quando dois elétrons ocupam a impureza. Figura retirada de [6].

mente no limite em que a coordenação da rede z vai a infinito (note que z pode ser considerável

mesmo em redes simples; por exemplo, no caso de uma rede cúbica de face centrada cada śıtio

conecta-se a z = 12 primeiros vizinhos). A denominação “Teoria de Campo Médio Dinâmico”

deve-se ao fato de se tratar de uma aproximação local, que não leva em consideração flutuações

espaciais, porém mantém a dependência com a energia, ou seja, leva em consideração flutuações

temporais. Tais flutuações são importantes porque os elétrons podem “pular” da impureza para

o banho e voltar, conforme visto na figura 2.

O modelo mais simples que considera a competição entre energia cinética e energia de in-

teração elétron-elétron é o modelo de Hubbard, que é discutido com mais detalhes no caṕıtulo

2. Um resultado numérico para a transição de Mott, obtido por TCMD para esse modelo, pode

ser visto na figura 3, que apresenta a densidade de estados em função da energia. Inicialmente

temos uma densidade de estados metálica, na qual o ńıvel de Fermi se encontra no centro da

banda. À medida que aumentamos a interação U , surge um “gap” no ńıvel de Fermi, indicando

que o material foi da fase metálica para a fase isolante.

Figura 3: Densidade de estados em função da energia para U crescente.
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Assim como no caso do isolante de Mott, o isolante de Anderson também tem uma origem

f́ısica diferente da do isolante de banda. A transição delocalização → localização ocorre devido

à desordem dos ńıveis de energia, como pode ser visto na figura 4. Quando acrescentamos

desordem, cada ńıvel fica deslocado por uma energia aleatória εi (−W
2 < εi <

W
2 , sendo W

a largura da distribuição P (ε) da desordem). Se W < D os elétrons se movem com relativa

facilidade de um śıtio para outro, o que não ocorre no caso W � D. Assim, as funções de onda

eletrônicas se tornam localizadas quando aumentamos W . A localização começa pelas bordas

das bandas, pois os elétrons com tais energias já possuem menor mobilidade, uma vez que há um

menor número de vizinhos com energias próximas. O limite entre estados localizados e estado

estendidos, conhecido como borda de mobilidade, se move para o centro da banda à medida

que aumentamos W . Anderson mostrou que, no limite W � D, todos os elétrons na banda

tornam-se localizados [7] e o material torna-se um isolante, apesar de não apresentar um “gap”.

Figura 4: Figura esquemática representando a transição de Anderson. Com a desordem, os
ńıveis de energia ficam organizados de forma aleatória. Figura retirada de [4].

Quando inclúımos desordem, as caracteŕısticas do sistema variam de śıtio para śıtio, de forma

que uma média aritmética pode não representar bem o comportamento do sistema como um

todo. O valor mais provável (t́ıpico), por outro lado, fornece um bom indicativo do estado

do sistema. A localização devido à desordem pode ser descrita, então, pela Teoria do Meio

T́ıpico (TMT), na qual a densidade de estados t́ıpica, determinada de forma autoconsistente,

corresponde a um parâmetro de ordem para a localização de Anderson. A TMT tem como base

o trabalho de V. Dobrosavljevic, A. A. Pastor e Branislav K. Nikolic de 2003 [8], e é descrita no

caṕıtulo 3.

Como tanto a correlação quanto a desordem levam a efeitos de localização, e muitas vezes

em escalas de energia comparáveis, é interessante estudar a forma como esses mecanismos se

combinam em diferentes regiões do diagrama de fase de sistemas interagentes e desordenados.

Estamos interessados em observar, por exemplo, os efeitos de localização de Anderson sobre a
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região de coexistência metal-isolante presente na transição de Mott1. Essa análise é apresentada

na presente dissertação. Usamos uma combinação de TCMD com TMT para descrever os

sistemas fortemente correlacionados e desordenados de nosso interesse.

Esse documento está organizado da seguinte forma:

• No caṕıtulo 1 apresentamos uma revisão da literatura, incluindo motivações experimentais

relacionadas a sistemas correlacionados e desordenados, bem como trabalhos teóricos sobre

o mesmo tema.

• No caṕıtulo 2 descrevemos o tratamento de sistemas fortemente correlacionados via TCMD.

Além disso, discutimos uma formulação alternativa para TCMD, baseada no funcional de

energia livre de Landau.

• O caṕıtulo 3 contém a descrição de dois tratamentos para sistemas desordenados, a Aproxi-

mação de Potencial Coerente e a Teoria do Meio T́ıpico, sendo que a primeira oferece uma

descrição satisfatória para desordem pequena a moderada e a segunda é capaz de descre-

ver sistemas muito desordenados, incluindo efeitos de localização de Anderson. Discutimos

ainda como incluir correlação e desordem em um mesmo tratamento.

• O caṕıtulo 4 é dedicado à apresentação dos nossos resultados.

1A temperatura finita, a transição de Mott é de primeira ordem. Assim, próximo do U cŕıtico para o qual
ocorre a transição e abaixo de uma temperatura Tc, observamos uma região de coexistência metal-isolante. Essa
região é descrita com mais detalhes ao longo deste trabalho. No caṕıtulo 1, por exemplo, apresentamos resultados
experimentais para a região de coexistência presentes na literatura.





Caṕıtulo 1

Motivações

Apresentamos, neste caṕıtulo, uma revisão da literatura relacionada a sistemas fortemente cor-

relacionados e/ou desordenados, incluindo tanto trabalhos experimentais quanto teóricos que

serviram de motivação para o estudo realizado nesta dissertação.

1.1 Evidências experimentais

Conforme dito na introdução, materiais com orbitais d ou f semi-preenchidos, tais como ter-

ras raras, actińıdeos, metais de transição e seus óxidos, possuem bandas estreitas; assim, os

elétrons encontram-se espacialmente confinados dentro desses orbitais, apresentando forte re-

pulsão coulombiana. Observações experimentais demonstram que a correlação eletrônica tem

Figura 1.1: Diagrama de fase para o V2O3 em função da pressão e da dopagem com Cr e Ti.
Figura retirada de [9].

consequências relevantes sobre as propriedades desses materiais, que se tornam muito senśıveis

às variações de parâmetros externos, tais como presença de impurezas e variações de tempera-

tura e pressão. Um exemplo pode ser visto por meio do diagrama de fase do V2O3, apresentado

7
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na figura 1.1. A transição metal-isolante de Mott pode ser observada no diagrama em função da

dopagem ou da pressão. Diminuir a pressão, externa ou qúımica (devido à dopagem), leva a uma

redução da energia cinética, o que equivale a aumentar a energia de interação elétron-elétron

U . Quando U torna-se superior à energia cinética, o sistema vai da fase metálica para a fase

isolante, como pode ser visto na figura 1.1 para temperaturas acima de ≈ 200 K.

O V2O3 foi um dos primeiros compostos no qual observou-se a transição de Mott. Medidas

de resistividade mostram que o aumento da pressão induz o sistema a uma transição isolante-

metal, representada pela diminuição abrupta da resistividade, como apresentado na figura 1.2.

O diagrama da figura 1.1 foi obtido a partir de várias medidas como a da figura 1.2.

Figura 1.2: Medida experimental para a resistividade em função da pressão para V2O3 dopado
com Cr ((V0.96Cr0.04)2O3) a temperatura ambiente. Figura retirada de [10].

Vimos que a TCMD é capaz de descrever a transição de Mott, fornecendo-nos a densidade

de estados ρ(ω) do sistema. No caso do modelo de Hubbard, ρ(ω) é caracterizada por duas

bandas de Hubbard, originadas por excitações locais e alargadas pelo “hopping”, e um pico de

quase-part́ıcula próximo ao ńıvel de Fermi, que desaparece na fase isolante. Experimentalmente

a existência do pico de quase-part́ıcula pode ser observada por espectroscopia de fotoemissão,

conforme apresentado na figura 1.3 para a fase metálica do V2O3.

Figura 1.3: Espectro de fotoemissão para o V2O3 próximo à transição. O experimento comprova

a existência de um pico de quase-part́ıcula próximo ao ńıvel de Fermi. Figura retirada de [11].
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Outro aspecto descrito pela TCMD e observado experimentalmente é a presença de uma

região de coexistência metal-isolante na transição de Mott. Uma comprovação experimental

pode ser vista na figura 1.4, que apresenta uma análise da transição de Mott realizada por

Limelette et al. em 2003 [12].

Figura 1.4: (a) Condutividade do V2O3 em função da pressão para diferentes temperaturas na
região entre 290 K< T < 485 K. (b) Diagrama de fase do V2O3, com destaque para as linhas
espinoidais que delimitam a região de coexistência. Figura retirada de [12].

Na figura citada acima, vemos medidas de condutividade em um cristal de (V0.989Cr0.011)2O3

em função da pressão para diferentes temperaturas no intervalo entre 290 K< T < 485 K. Para

determinar o ponto cŕıtico, investigar a natureza de primeira ordem da transição e mapear a

região de coexistência, Limelette et al. utilizam experimentos de histerese nos quais a condutivi-

dade é medida para pressão crescente e decrescente. Para temperaturas abaixo da temperatura

cŕıtica Tc ' 457.5 K, a transição metal-isolante é descont́ınua, com um salto na condutividade,

enquanto acima de Tc a transição é cont́ınua, como pode ser visto em 1.4(a). Das diferentes

medidas de condutividade nesses dois caminhos, é posśıvel definir duas curvas de pressões ca-

racteŕısticas em função da temperatura, PM (T ) e PI(T ), que correspondem à menor pressão na

qual pode-se encontrar o estado metálico enquanto a pressão é reduzida e à maior pressão na

qual pode-se encontrar um isolante enquanto aumenta-se a pressão, respectivamente. As duas

curvas definem linhas espinoidais que se fecham no ponto cŕıtico de segunda ordem, conforme

visto na figura 1.4(b).1

Uma visão microscópica da região de coexistência pode ser observada na figura 1.5, que apre-

senta resultados de medidas de microscopia de fotoemissão em compostos de (V0.989Cr0.011)2O3

realizadas por S. Lupi et al. em 2010 [13]. A T = 220 K o sistema está na região de coexistência

e domı́nios metálicos (em vermelho) coexistem com regiões isolantes (em azul). À medida que

aumentamos a temperatura o sistema se torna isolante. Reduzindo novamente a temperatura,

os domı́nios metálicos voltam a parecer.

Mais recentemente a transição de Mott foi observada também em compostos orgânicos da

1O estudo desta região de coexistência é um dos principais objetivos desta dissertação.
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Figura 1.5: Resultados experimentais de microscopia de fotoemissão em (V0.989Cr0.011)2O3 co-
letados a diferentes temperaturas em amostras de 50× 50µm de área. O contraste entre regiões
metálicas e isolantes foi obtido pela intensidade de fotoemissão no ńıvel de Fermi. Regiões em
vermelho correspondem a domı́nios metálicos e em azul a domı́nios isolantes. Figura retirada
de [13].

famı́lia κ−(BEDT−TTF )2X, onde X é um monômio. Um exemplo pode ser visto na figura 1.6,

que apresenta resultados para κ− (BEDT −TTF )2Cu[N(CN)2]Cl obtidos por P. Limelette et.

al. [14]. Na figura 1.6(a), vemos curvas de histerese para a condutividade obtidas a temperaturas

fixas, para pressão crescente (Pinc) e decrescente (Pdec). A partir desses resultados Limelette et.

al. constrúıram o diagrama de fase apresentado na figura 1.6(b), no qual podemos ver a região

de coexistência entre as duas linhas espinoidais P c1 (T ) e P c2 (T ), obtidas a partir de medidas a

pressão crescente e decrescente, respectivamente.

Figura 1.6: (a) Medidas de resistividade em κ−(BEDT−TTF )2Cu[N(CN)2]Cl para diferentes
temperaturas a pressão crescente (Pinc) e decrescente (Pdec) e (b) diagrama de fase incluindo as
duas linhas espinoidais e a região de coexistência metal-isolante. Figura adaptada de [14].

Outro exemplo de transição de Mott em compostos orgânicos, porém induzida por pressão

qúımica ao invés de pressão externa, é apresentado na referência [15]. Neste trabalho, os autores
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observam a transição entre um isolante e um metal pela substituição gradual de Cl por Br em

κ− (BEDT − TTF )2Cu[N − (CN)2]BrxCl1−x. Na figura 1.7, vemos que, para x = 0, não há

peso espectral na região de baixas frequências (próximo ao ńıvel de Fermi), caracterizando um

isolante de Mott. À medida que a concentração de Br aumenta, passa a haver peso espectral

preenchendo o “gap” e o material torna-se metálico. Isso ocorre porque um acréscimo de pressão

qúımica leva a um aumento da energia cinética.

Figura 1.7: Resultado experimental para o peso espectral em função da frequência para diferentes
concentrações de Br no composto orgânico κ − (BEDT − TTF )2Cu[N − (CN)2]BrxCl1−x.
O peso espectral foi obtido por integração da condutividade. As medidas foram realizadas a
baixas temperaturas: T = 5 K para concentrações x = 0 e x = 0.4 e T = 20 K para as demais
concentrações. Figura retirada de [15].

A localização de Anderson também pode ser observada em trabalhos experimentais. O

comportamento da densidade de estados (DE) local na presença de desordem, por exemplo, pode

ser visto na figura 1.8 para diferentes concentrações de Mn em Ga1−xMnxAs. Para desordem

fraca, há estados estendidos no sistema e a DE local varia pouco de śıtio para śıtio, enquanto que,

à medida a concentração de impurezas aumenta, os estados vão se tornando localizados e a DE

local passa a variar muito de um śıtio para o outro.2 Os autores deste trabalho ressaltam ainda

que o mecanismo responsável pela transição delocalização → localização nesses semicondutores

dopados não é completamente compreendido, pois, além de efeitos de desordem, há influência

de interação elétron-elétron sobre os sistemas.

Há também motivações experimentais para estudarmos os efeitos de desordem sobre a tran-

sição metal-isolante de Mott. É uma prática comum em montagens experimentais substituir a

pressão f́ısica por pressão qúımica (como visto por exemplo nas figuras 1.1 e 1.7), pois a variação

de ânions gera uma mudança na largura da banda de forma semelhante à aplicação de pressão

externa. A pressão qúımica, no entanto, provoca não só uma variação na razão entre energia de

interação elétron-elétron e energia cinética, U/t, mas também acrescenta desordem ao sistema.

Algumas vezes esses efeitos se combinam de maneiras não triviais.

2O valor mais provável desta DE local pode ser considerado um parâmetro de ordem para a localização de
Anderson. Essa ideia é empregada na Teoria do Meio T́ıpico, que utilizamos em nosso trabalho numérico.
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Figura 1.8: Densidade de estados local próximo ao ńıvel de Fermi para diferentes concentrações
de Mn em Ga1−xMnxAs. Medidas realizadas por microscopia de varredura por tunelamento
(STM, do inglês “Scanning Tunneling Microscopy”) em amostras de 700 Å por 700 Å de área.
Figura retirada de [16].

O efeito da desordem sobre a região de coexistência e sua influência sobre a temperatura

cŕıtica, na qual as duas linhas espinoidais do diagrama de fase se encontram, podem ser obser-

vados experimentalmente. Na figura 1.9(a) vemos que a transição metal-isolante em um cristal

de NiS2 submetido a uma pressão externa P = 3.0 GPa ocorre a temperatura T = 150 K e é

de primeira ordem (descont́ınua). M. Matsuura et. al. [18], no entanto, realizaram medidas em

NiS2−xSex e observaram que, para uma concentração de Se de x = 0.6 (que pode ser convertido

em P ≈ 3 GPa), a transição metal-isolante é de primeira ordem apenas até T ≈ 100 K, con-

forme visto no diagrama de fase da figura 1.9(b). Na referência [18], os autores observam que,

considerando-se a aplicação de pressão externa equivalente a trocar S por Se, os dois resultados

são contraditórios. Isso representa um ind́ıcio de que a substituição de S por Se gera efeitos de

desordem, que tendem a diminuir a temperatura cŕıtica na qual acaba a região de coexistência.

Em um outro contexto, o de redes óticas, S. S. Kondov et al. [19] estudam o efeito de

desordem sobre sistemas fortemente correlacionados, simulando experimentalmente um modelo

de Hubbard desordenado. Nesse experimento, átomos fermiônicos de 40K resfriados abaixo da

temperatura de Fermi TF e confinados em uma rede ótica cúbica - produzida por três pares de

feixes de lasers emitidos em sentidos opostos - fazem o papel de elétrons em um sólido. Uma

mistura aproximadamente igual de 2 estados atômicos hiperfinos é usada para reproduzir os

spins. Na rede, os átomos podem tunelar entre śıtios adjacentes e dois átomos ocupando o mesmo

śıtio (em dois estados hiperfinos diferentes) interagem por meio de colisões de baixa energia. Essa
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Figura 1.9: (a)Medidas de resistividade de um cristal de NiS2 em função da temperatura para
diferente pressões. Podemos ver que para uma pressão P = 3 GPa a transição é de primeira
ordem e ocorre a T ≈ 150 K. Figura retirada de [17]. (b) Diagrama de fase para o NiS2−xSex
obtido por microscopia de fotoemissão. Figura retirada de [18]

interação é controlada ajustando-se a potência de um laser da rede (de comprimento de onda

λ = 782.2 nm), que determina a profundidade s dos poços de potencial. A desordem é produzida

passando-se um laser de 532 nm por um difusor holográfico, e então incidindo-o sobre a rede

ótica, de forma que o potencial dos átomos varia aleatoriamente no espaço. A magnitude da

desordem ∆ pode ser continuamente ajustada pela potência desse laser. As energias são medidas

em unidades da energia de recuo atômico, dada por ER = h2/8md2 = 390kB nK, sendo d = λ/2

o espaçamento atômico, m a massa do átomo e h e kB as constantes de Planck e Boltzmann.

Figura 1.10: Desordem cŕıtica ∆c/12t em função da interação U/12t (controlada pela profun-
didade s do poço de potencial). As barras mostram a incerteza experimental ao determinar a
desordem cŕıtica a partir das medidas de transporte. No “inset” vemos medidas de distribuição
de quase-momento em fatias 2D para s = 4 ER e dois valores diferentes de ∆, ∆ = 0 ER em
(a) e ∆ = 1.46 ER em (b), e também s = 7 ER, com ∆ = 0 ER em (c) e ∆ = 1.46 ER em (d).
Esses resultados mostram que a interação alarga a distribuição. Figura retirada de [19].

Medidas de transporte são realizadas como a resposta da distribuição de quase-momento

atômico n(q) a um impulso aplicado. Na fase metálica, a aplicação de uma força externa
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induz uma velocidade no centro de massa de n(q), que se manifesta como uma assimetria nessa

distribuição. Os autores observam que, para todas as profundidades do poço de potencial, um

aumento da desordem ∆ produz uma redução dessa velocidade. Para identificar uma transição

metal-solante induzida por desordem, eles definem ∆c para o qual a velocidade do centro de

massa vai a zero dentro da resolução experimental vres = 0.05mm/sec. Na figura 1.10 vemos

que um aumento de U (correspondente a um aumento na profundidade dos poços) aumenta ∆c,

ou seja, estabiliza a fase metálica. Isso ocorre porque a interação U transfere população para

estados mais energéticos (como é mostrado nos “insets” da figura 1.10 para s = 4ER e s = 7ER),

o que faz com que mais desordem seja necessária para localizar todos os estados.

Figura 1.11: Fração de dupla ocupação f em função da desordem ∆. Os ćırculos pretos repre-
sentam medidas realizadas para s = 10 ER. f aumenta à medida que aumentamos ∆; porém,
por maior que seja a desordem, f não atinge valores caracteŕısticos da fase metálica (como o
apresentado pelo quadrado vermelho, obtido a s = 4 ER). As linhas tracejadas e pontilhadas
representam previsões no limite atômico nos casos de baixa e alta temperaturas, respectiva-
mente, enquanto a faixa em cinza corresponde à incerteza média de f para um gás de spins
polarizados, modelo no qual não é permita dupla ocupação. No “inset” vemos perfis espaciais
de DE obtidas por meio de cálculos para o modelo de Hubbard no limite atômico para ∆ = 0, 0.5
e 1ER [(a), (b) e (c), respectivamente]. Estados vazios são apresentados em branco, enquanto
estados ocupados com apenas um férmion aparecem em vermelho e aqueles com ocupação maior
do que um, em preto. Figura retirada de [19].

Nesse experimento, S. S. Kondov et al. também medem a fração de dupla ocupação à medida

que ∆ varia para s = 10ER fixo (correspondente a U/12t = 2.25), determinando assim os efeitos

da desordem sobre a fase isolante de Mott. Eles observam um aumento na dupla ocupação f à

medida que desordem é adicionada ao caso limpo, conforme apresentado na figura 1.11. f ≈ 0.02

para ∆ = 0.0ER e satura em f ≈ 0.13 a partir de ∆ ≈ 0.5 ER. Essa escala na qual f aumenta

é aproximadamente igual a U , o que sugere que, quando ∆ é comparável a U , a barreira ener-

gética para dupla ocupação é removida. Para checar quantitativamente essas interpretações, os

autores comparam os resultados com previsões para o modelo de Hubbard desordenado no limite

atômico. Resultados para esse limite são representados pelas linhas tracejada (baixa tempera-



CAPÍTULO 1. MOTIVAÇÕES 15

tura) e pontilhada (alta temperatura) e concordam bem com os resultados experimentais. Eles

observam ainda que, apesar da desordem aumentar a dupla ocupação, não é posśıvel atingir o

caso metálico (quadrado vermelho) aumentando ∆, provavelmente porque a desordem faz com

que alguns estados antes ocupados passem a ficar vazios, além de permitir estados duplamente

ocupados, conforme observado no “inset” da figura 1.11.

1.2 Trabalhos numéricos

A transição de Mott em óxidos de metais de transição já era observada na década de 60 [10, 20],

porém a descrição teórica desses compostos não acompanhava as observações experimentais,

devido à dificuldade de se tratar inclusive os Hamiltonianos mais simples que incluem interação

elétron-elétron. Nesse época apenas sistemas unidimensionais podiam ser descritos de forma

satisfatória. Com o aumento do poder computacional, sistemas bi ou tridimensionais passaram

a ser descritos com diagonalização exata ou Monte Carlo quântico, mas o primeiro método é

restrito a sistemas pequenos e o segundo a temperaturas elevadas [21]. Com o tempo foi-se

desenvolvendo tratamentos perturbativos de sistemas de muitos corpos, que descrevem bem

alguns limites, mas não a transição metal-isolante de Mott, que encontra-se entre dois extremos,

com a energia de interação aproximadamente igual à energia cinética do sistema.

Muito progresso no tratamento de sistemas fortemente correlacionados foi alcançado por meio

da Teoria de Campo Médio Dinâmico (TCMD), descrita brevemente na introdução e tratada

com detalhes no próximo caṕıtulo. Em 1989 W. Metzner e D. Vollhardt [22] observaram que, no

limite em que a coordenação da rede vai a infinito, a autoenergia é local. Com base nessa ideia,

A. Georges e G. Kotliar identificaram, em 1992, uma teoria de campo médio para o modelo de

Hubbard, análoga a uma teoria de campo médio clássica [5]. Esse método foi então aplicado

inúmeras vezes à transição de Mott descrita pelo modelo de Hubbard sem desordem (alguns

exemplos podem ser encontrados na referência [23]). O desenvolvimento da TCMD permitiu

ainda um tratamento numérico de sistemas fortemente correlacionados e também desordenados.

Por exemplo, motivados pela observação experimental de que a condutividade de sais orgâ-

nicos aumenta com o tempo de exposição ao raio-X (o que equivale a acrescentar desordem ao

sistema), M. M. Radonjić et. al. [24] utilizam TCMD para calcular o efeito da desordem sobre

a resistividade no modelo de Hubbard com desordem na energia local. Os autores encontram

grande concordância com as observações experimentais, conforme visto na figura 1.12, e mostram

que mesmo uma desordem fraca reduz significativamente a resistividade dos sistemas.

M. C. O. Aguiar et. al. [26] também resolvem o modelo de Hubbard desordenado por TCMD,

com foco para a região de coexistência metal-isolante. Os efeitos da desordem sobre essa região

podem ser vistos na figura 1.13, na qual observamos que a desordem W move a transição de

Mott para um U maior, além de “encolher” a região na qual há coexistência de fases. Estes

resultados concordam com as observações experimentais apresentadas na figura 1.9. Os autores

ressaltam que a desordem reduz a temperatura cŕıtica Tc (temperatura na qual as duas linhas

espinoidais se encontram), porém esta temperatura permanece finita por maior que seja W .
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Figura 1.12: (a) Resultados para a resistividade ρ em função da temperatura para diferentes
valores de desordem W , obtidos via TCMD para o modelo de Hubbard desordenado. ρ é dada
em unidades de ρMIR, a resistividade no limite de Mott-Ioffe-Regel (MIR), que corresponde
à resistividade máxima que pode ser atingida por um metal segundo a teoria semiclássica de
Boltzmann; T e W são dados em unidades da meia largura da banda. Figura retirada de [24].
(b) Resultado experimental para o composto orgânico κ − (BEDT − TTF )2Cu(SCN)2. A
resistividade foi medida em função da temperatura para diferentes taxas de exposição ao raio-x.
Figura apresentada em [24] e retirada de [25].

Note que nos trabalhos citados acima os sistemas foram descritos por TCMD “tradicional”,

que não captura efeitos de localização devido à desordem. Em 2003 V. Dobrosavljevic et.al. pro-

puseram uma teoria autoconsistente para a localização de Anderson, a Teoria do Meio T́ıpico

(TMT) [8], descrita no caṕıtulo 3. Esse método é facilmente incorporado à TCMD, permitindo

uma descrição de sistemas fortemente correlacionados e desordenados, incluindo localização de-

vido à desordem. Ao incluir efeitos de localização de Anderson, os resultados podem mudar

quantitativamente e, em alguns casos, inclusive qualitativamente, como exemplificado abaixo.

Em 2005 K. Byczuk, W. Hofstetter e D. Vollhardt [27] realizaram um estudo de TMT-TCMD

para o modelo de Hubbard desordenado e obtiveram um diagrama de fase W × U a T = 0. O

diagrama, reproduzido na figura 1.14, apresenta diferentes linhas de transições de fase. No

regime de U pequeno, observamos a transição entre um metal e um isolante de Anderson para

W crescente (de acordo com o resultado experimental da figura 1.10). Para W pequeno e U

crescente, observamos a transição entre um metal e um isolante de Mott, passando pela região

de coexistência. No regime de U e W grandes, vemos ainda uma linha de transição entre os

dois tipos de isolantes, sem a presença de uma região metálica intermediária. Provavelmente

este terceiro regime corresponde ao que é observado experimentalmente na figura 1.11, na qual

vemos que, partindo de um isolante de Mott, um aumento da desordem provoca um aumento

da dupla-ocupação, mas sem nunca atingir valores caracteŕısticos da fase metálica.

Estudos mais detalhados dessas transições, também utilizando TMT-TCMD, foram realiza-

dos por M. C. O. Aguiar et.al. [28, 29]. Os autores mostram que, para desordem suficientemente

grande, a transição de Anderson (no caso interagente também chamada de Mott-Anderson) é
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Figura 1.13: Espinoidais que definem a região de coexistência metal-isolante próxima à transição
de Mott para diferentes valores da largura da distribição da desordem W . Resultado retirado
de [26], obtido via TCMD para o modelo de Hubbard desordenado.

Figura 1.14: Diagrama de fase W ×U a T = 0 obtido por TMT-TCMD para o modelo de Hub-
bard desordenado, sendo os problemas de uma impureza tratados por grupo de renormalização
numérico. Figura retirada de [27].

caracterizada por um comportamento de dois fluidos, no qual apenas uma fração de elétrons

torna-se localizada devido a efeitos de localização de Anderson, enquanto as part́ıculas restantes

passam por uma transição de Mott. Uma representação esquemática, no limite atômico (limite

fortemente localizado), para os isolantes de Mott, Anderson e Mott-Anderson é apresentada na

figura 1.15. Na ausência de desordem, cada śıtio tem dois ńıveis de energia ε0 = 0 e ε1 = U .

No caso de semi-preenchimento, cada śıtio é ocupado com um único elétron e os ńıveis ε1 estão

vazios (isolante de Mott, representado à direita na figura 1.15). Quando acrescentamos desor-

dem, cada um dos ńıveis de energia fica alterado por um valor aleatório −W/2 < εi < W/2.

Quando W > U , os śıtios com εi > U/2 passam a ter energia ε′0(i) = 0 + εi maior que o

potencial qúımico (no caso de semi-preenchimento o potencial qúımico é dado por µ = U/2)

e ficam vazios, enquanto śıtios com εi < −U/2 passam a ter energia ε′1(i) = U + εi < µ e

ficam duplamente ocupados. Dessa forma, uma fração dos śıtios é duplamente ocupada (como

no isolante de Anderson), enquanto outra parcela de śıtios permanece ocupada com um único
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elétron (como no isolante de Mott), caracterizando um comportamento de dois fluidos para o

isolante de Mott-Anderson.

Figura 1.15: Representação esquemática da ocupação dos ńıveis de energia no limite atômico.
Os isolantes de Anderson e Mott estão representados nos extremos esquerdo e direito, respectiva-
mente. No isolante de Mott-Anderson (figura do centro) a largura da desordem W é comparável
à energia de interação U , resultando em um comportamento de dois fluidos. Nesse isolante,
uma parcela dos estados localizados é duplamente ocupada, como no isolante de Anderson, en-
quanto a fração restante é ocupada com um único elétron, como um isolante de Mott. A linha
pontilhada representa o potencial qúımico. Figura retirada de [29].

No nosso trabalho, acrescentamos efeitos de temperatura aos sistemas estudados nas re-

ferências [27], [28] e [29]. Utilizamos, como nessas referências, a TMT-TCMD para resolver o

modelo, descrevendo assim efeitos de localização devido à desordem. Nosso objetivo principal

é estudar esses efeitos na região de coexistência metal-isolante, vista experimentalmente nas

referências 1.4, 1.5 e 1.6 e teoricamente na figura 1.13 (que não considera efeitos de localização

de Anderson).



Caṕıtulo 2

Sistemas fortemente correlacionados

Este caṕıtulo é destinado a uma descrição da Teoria de Campo Médio Dinâmico, utilizada para

o tratamento de sistemas fortemente correlacionados. Apresentamos a TCMD para o modelo

de Hubbard, particularizamos as equações para a rede de Bethe, caso estudado neste trabalho,

e descrevemos o cálculo numérico iterativo. Descrevemos também a teoria de perturbação mo-

dificada, método utilizado para a solução do problema de uma impureza, na qual o modelo da

rede é mapeado. Apresentamos ainda uma formulação alternativa da TCMD, baseada na teoria

de Landau de transições de fase.

2.1 Teoria de Campo Médio Dinâmico

Na presente seção, partimos da teoria de campo médio clássica para então apresentar as equações

de sua extensão quântica, a Teoria de Campo Médio Dinâmico. Para isso usamos o modelo de

Hubbard e seguimos principalmente as referências [21] e [30].

Em uma teoria de campo médio, reduzimos os graus de liberdade da rede, mapeando o pro-

blema em um único śıtio embebido em um banho efetivo determinado de forma autoconsistente.

Um exemplo simples de aplicação da teoria de campo médio clássica é sua solução para o

modelo de Ising,

H = −
∑
<i,j>

JijSiSj − h
∑
i

Si, (2.1)

que representa um sistema de spins Si, com interação ferromagnética Jij > 0 entre primeiros

vizinhos e campo externo h. O termo de interação dificulta a resolução do modelo. A função de

partição Z do Hamiltoniano não pode ser escrita, a prinćıpio, como um produto de funções de

partição de part́ıculas independentes.

Para encontrar a magnetização mi = 〈Si〉, que corresponde a um parâmetro de ordem para

o modelo, podemos olhar para um único śıtio e tratar os demais como um campo médio. Assu-

mindo simetria translacional (Jij = J e 〈Si〉 = mi = m), podemos aproximar o Hamiltoniano

de Ising na forma

H ≈ Hef = −hef
∑
i

Si, (2.2)

19
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sendo hef = −h + zJm o campo efetivo, onde z é o número de primeiros vizinhos. Nessa

construção, a função de partição Zef pode ser representada como um produto de funções de

partição de part́ıculas independentes. O cálculo da magnetização a partir de Zef fornece-nos

então a equação autoconsistência do problema,

m = 〈Si〉 =
1

Nβ

∂lnZef
∂h

= tanh(βhef ), (2.3)

uma vez que hef depende de m. A solução dessa equação pode ser obtida de modo gráfico ou

através de um cálculo numérico iterativo [31].

Neste exemplo, é intuitivo perceber que a aproximação de campo médio torna-se mais precisa

à medida que aumentamos z. Isto porque, aumentando o número de vizinhos, reduzimos as

flutuações espaciais.

A extensão desse tratamento para um sistema quântico de muitos corpos pode ser exempli-

ficada para o Hamiltoniano de Hubbard (sem desordem), que representa o modelo mais simples

capaz de descrever a competição entre a energia cinética e a energia potencial de interação

elétron-elétron:

H = −
∑
ijσ

(t+ µδij)(c
†
iσcjσ + c†jσciσ) + U

∑
i

ni↑ni↓ + ε0

∑
iσ

niσ. (2.4)

O Hamiltoniano acima descreve uma rede periódica com orbitais posicionados em ~Ri, que se

sobrepõem, permitindo a troca de férmions livres. O primeiro termo representa o “hopping”dos

elétrons de um śıtio para outro: t é a amplitude do “hopping”para primeiros vizinhos, µ é o

potencial qúımico e c†iσ e ciσ são os operadores de criação e aniquilação1 de um elétron com

spin σ no śıtio i. Já o termo proporcional a U representa a interação entre dois elétrons que

ocupam o mesmo śıtio e, por isso, têm spins opostos. niσ = c†iσciσ é o operador número, que

conta os elétrons com spin σ no śıtio i, e U é a energia de interação elétron-elétron (interação

coulombiana). O último termo, por sua vez, representa a energia local dos elétrons de condução.

Esse modelo pode ser representado pela função de Green2 Gij(τ − τ ′) = −〈Tciσ(τ)c†jσ(τ ′)〉,
cuja transformada de Fourier é dada por

G(~k, iωn) =
1

iωn + µ+ ε0 − ε~k − Σ(~k, iωn)
, (2.5)

sendo ωn as frequências de Matsubara,3 ε~k =
∑

ij tije
i~k·( ~Ri− ~Rj) a transformada de Fourier do

“hopping”e Σ(~k, iωn) a autoenergia, que é proporcional a U e representa a presença de interação

elétron-elétron no sistema.

Para encontrar o termo de autoenergia Σ(~k, iωn), recorremos à TCMD, proposta por A.

1Uma descrição da notação de segunda quantização, incluindo os operadores de criação e aniquilação, pode
ser encontrada no apêndice A.

2Um resumo sobre funções de Green pode ser encontrado no apêndice B.
3Um resumo de como tratar sistemas a temperatura finita no eixo imaginário, incluindo uma definição das

frequências de Matsubara, pode ser encontrada no apêndice C.
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Georges e G. Kotliar [5] em 1992 e baseada na descoberta de W. Metzner e D. Vollhardt [22]

de que, para redes de número de coordenação z → ∞, a autoenergia não depende do vetor

de onda ~k, mas apenas da frequência iωn. Isso significa que, nesse limite, a autoenergia pode

ser considerada local, o que nos permite mapear o problema da rede (no nosso exemplo dada

pela equação 2.4) em um problema de uma impureza embebida em um banho de elétrons de

condução (modelo de Anderson de uma impureza), como ilustrado na figura 2 da Introdução.

O mapeamento é realizado concentrado-se em um único śıtio (impureza) e integrando os graus

de liberdade dos demais śıtios.

O problema auxiliar de uma impureza, no qual o problema da rede é mapeado via TCMD,

consiste em elétrons interagentes localizados em um śıtio da rede, hibridizados com elétrons não

interagentes, delocalizados. O Hamiltoniano deste problema auxiliar pode ser escrito como

Himp = Hátomo +Hbanho +Hhibridização (2.6)

sendo

Hátomo = Und↑n
d
↓ + ε0(nd↑ + nd↓), (2.7)

onde ndσ representa o número de elétrons localizados (ou seja, no śıtio da impureza) com spin

σ, o primeiro termo representa a energia de interação elétron-elétron e o segundo, a energia dos

elétrons no śıtio da impureza;

Hbanho =
∑
lσ

ε̃lc
†
lσclσ, (2.8)

que representa a soma das energias de todos os elétrons delocalizados (definidos pelos operadores

c†lσ e clσ) e

Hhibridização =
∑
lσ

Vl(c
†
lσdσ + d†σclσ), (2.9)

que representa o termo de hibridização entre elétrons delocalizados e os elétrons localizados na

impureza (dados pelos operadores dσ e d†σ).

Nesta representação, os elétrons não interagentes, dados pelos operadores clσ e c†lσ, repre-

sentam o banho que a impureza vê. Os parâmetros Vl e ε̃l definem a função banho ∆(iωn) =∑
l
|Vl|2
iωn−ε̃l e são escolhidos de forma que as condições de equivalência (discutidas a seguir) entre

o modelo da rede e o modelo de uma impureza sejam satisfeitas.

A função de Green da impureza satisfaz a equação de Dyson4

Gimp(iωn) =
1

G−1
0 (iωn)− Σimp(iωn)

, (2.10)

sendo Σimp(iωn) a autoenergia e G0(iωn) = [iωn + µ − ε0 −∆(iωn)]−1 a função de Green “não

4Por meio da soma de diagramas de Feynman, Freeman Dyson forneceu relações gerais entre funções de Green
[32].
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interagente” do problema auxiliar de uma impureza, que contém informação sobre todos os

outros śıtios da rede.

A TCMD exige que a autoenergia da rede seja local (com base nos resultados de [22], como

dito acima) e igual à autoenergia do problema auxiliar de uma impureza, o que, no espaço real,

pode ser representado por

Σi 6=j = 0 Σii = Σimp. (2.11)

Além disso, a TCMD exige que a função de Green local do modelo da rede, resultante do

somatório em ~k da função dada na equação 2.5, coincida com a função de Green interagente do

problema auxiliar, apresentada na equação 2.10, ou seja

Gimp(iωn) =
∑
~k

G(~k, iωn) =

∫ ∞
−∞

dε
ρ0(ε)

iωn + µ+ ε0 − ε− Σimp(iωn)
, (2.12)

onde ρ0(ε) é a densidade de estados para o problema descrito por 2.4 fazendo U = 0.

A TCMD representa assim uma descrição de campo médio do modelo da rede. Partindo

de um valor inicial para G0(iωn), resolvemos o problema de uma impureza (conforme descrito

na seção 2.2), encontrando sua autoenergia. Resolvendo a integral da equação 2.12, obtemos

G(iωn), e, a partir da equação 2.10, encontramos um novo G0(iωn). O problema é resolvido,

então, por um processo iterativo, até que haja convergência, isto é, até que G0(iωn) não mais

varie.

Nesse tratamento, G0(iωn) (ou o banho ∆(iωn)) representa o análogo quântico do campo

médio clássico hef ; note porém que o primeiro é uma função, enquanto o segundo é um número.

Além disso, é a densidade de estados ρ0(ε) que carrega informações sobre a natureza da rede do

problema.

2.1.1 TCMD para o caso de uma rede de Bethe

Como vimos na seção anterior, dentro da TCMD, a natureza da rede aparece apenas através

da densidade de estados ρ0(ε). Vamos considerar aqui o caso de uma rede de Bethe, na qual o

caminho para cada śıtio é único, como visto na figura 2.1 para z = 3 primeiros vizinhos.

Figura 2.1: Rede de Bethe com conectividade z = 3.

Além disso, consideramos z → ∞, limite em que a TCMD é exata. Nesse caso a densidade

de estados é semicircular
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ρ0(ε) =

 2
πD

√
1−

(
ε
D

)2 |ε| < D

0 |ε| > D
, (2.13)

onde D = 2t corresponde à metade da largura da banda.

Resolvendo a integral da equação 2.12 para essa densidade e utilizando o resultado na equação

2.10, encontramos

G0(iωn) =
1

iωn + µ+ ε0 − t2G(iωn)
. (2.14)

Assim, pela TCMD, o modelo de Hubbard na rede de Bethe com z →∞ é mapeado em um

problema auxiliar de uma impureza embebida em um banho de elétrons de condução, dado por

4(iωn) = t2G(iωn). (2.15)

Temos ainda que

G(iωn) =
1

iωn + µ+ ε0 −4(iωn)− Σimp(iωn)
, (2.16)

que é uma relação autoconsistente para G(iωn).

Implementação numérica

Partindo da relação de autoconsistência apresentada na equação 2.16, podemos resolver o modelo

de Hubbard via TCMD por iteração.

Escolhemos um valor inicial para o banho4(iωn) que a impureza vê. Em seguida, resolvemos

o problema de uma impureza, encontrando assim o valor da autoenergia Σimp(iωn). Tendo

4(iωn) e Σimp(iωn), é posśıvel encontrar a função de Green interagente pela equação 2.16 e,

então, um novo valor para o banho pela equação 2.15. Essa sequência de operações é repetida até

que o novo banho (ou a função de Green) coincida, dentro de uma margem de erro determinada,

com o banho na iteração anterior.

No caso deste trabalho, o problema de uma impureza foi resolvido por um processo de teoria

de perturbação modificada, apresentado na próxima seção.

2.2 Solução do problema de uma impureza: Teoria de Per-

turbação Modificada

Como vimos na seção anterior, o tratamento de sistemas fortemente correlacionados via TCMD

consiste em mapear o problema da rede em um problema de uma impureza. O Hamiltoniano

da impureza, apresentado nas equações 2.6 - 2.9, corresponde ao modelo de Anderson de uma

impureza, que pode ser escrito como
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Himp =
∑
~kσ

ε~kc
†
~kσ
c~kσ + V

∑
iσ

(
c†iσdσ + d†σciσ

)
+ εd

∑
σ

d†σdσ + Ud†↑d↑d
†
↓d↓, (2.17)

sendo que os elétrons tipo d são os elétrons localizados (elétrons no śıtio da impureza) e os elétrons

tipo c são os elétrons delocalizados (elétrons de condução). O primeiro termo corresponde à

energia cinética dos elétrons de condução de um śıtio para outro; o segundo representa a hibri-

dização entre os dois tipos de estados, sendo V o potencial de hibridização; o terceiro representa

a energia dos elétrons localizados e o último termo representa a interação coulombiana entre os

elétrons tipo d.

O modelo de Anderson de uma impureza foi originalmente introduzido para descrever mo-

mentos magnéticos locais gerados por impurezas magnéticas em metais não magnéticos [3] e

desde então foi extensivamente estudado na literatura. Alguns métodos utilizados para resolver

esse problema são diagonalização exata, grupo de renormalização numérico, Hartree-Fock, Monte

Carlo quântico e teoria de perturbação, sendo que esse último consiste em uma expansão até

segunda ordem em torno da solução Hartree-Fock e, no contexto de TCMD, recebe o nome de

teoria de perturbação iterativa (IPT, do inglês “iterative perturbation theory”).

IPT “tradicional”descreve muito bem o caso com simetria part́ıcula-buraco [33], mas não o

caso com preenchimento arbitrário. Um modelo de rede desordenada, no entanto, é mapeado, via

TCMD, em um ensemble de problemas de uma impureza com preenchimentos arbitrários (como

discutido no próximo caṕıtulo). Nesse caso é preciso realizar modificações na IPT “tradicional”a

fim de obter resultados corretos.

No presente trabalho, tratamos os problemas de uma impureza por um processo de teoria de

perturbação modificada, método apropriado para tratar tanto sistemas com simetria part́ıcula-

buraco quanto sistemas assimétricos (preenchimento arbitrário). Tal modificação foi proposta

por H. Kajueter e G. Kotliar [34] para o caso de T = 0 e posteriormente foi adaptada para

sistemas a temperatura finita [35].

Na maior parte dos tratamentos de muitos corpos a temperatura finita, utiliza-se a for-

mulação em frequências de Matsubara (eixo imaginário), que corresponde à notação que v́ınha-

mos utilizando neste documento. Em cálculos no eixo imaginário, no entanto, é preciso realizar

uma continuação anaĺıtica para obtenção das densidades de estados e tal processo é numerica-

mente instável. Para contornar esse inconveniente, realizamos o cálculo dos problemas de uma

impureza diretamente no eixo real, conforme descrito a seguir.

Na teoria de perturbação modificada, a função de Green não perturbada G0(ω) é definida,

no eixo real, como

G0(ω) =
1

ω + µ̃0 −∆(ω)
, (2.18)

sendo ∆(ω) =
∑

~k

V 2
~k

ω−ε~k
a função de hibridização. Além disso, introduzimos um potencial qúımico

fict́ıcio µ̃0, que é calculado como descrito ao longo desta seção. A função de Green interagente

Gimp(ω) é dada por
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Gimp(ω) = [G−1
0 − µ̃0 − εd − Σ(ω)]−1 = [ω − εd −∆(ω)− Σ(ω)]−1. (2.19)

Em um processo de teoria de perturbação com simetria part́ıcula-buraco, a autoenergia Σ(ω)

do problema de uma impureza é aproximada por sua contribuição até segunda ordem na forma

Σ(ω) ≈ Un+ Σ
(2)
0 (ω), (2.20)

sendo

n = − 1

π

∫ ∞
−∞

ImGimp(ω)nF (ω), (2.21)

onde nF (ω) é a distribuição de Fermi.

Σ
(2)
0 (ω) pode ser encontrado com o aux́ılio de diagramas de Feynman, que fornecem uma

representação diagramática de expansões em série dos propagadores (funções de Green). A

correção de ordem n para a autoenergia, no eixo imaginário, pode ser obtida pela leitura dos

diagramas. Para a interpretação do diagrama (como o da figura 2.2) é preciso entender que ele é

constitúıdo de n vértices, sendo que o śımbolo • representa a interação U . Além disso, há cinco

regras que auxiliam a leitura:

1. associar uma frequência discreta ωp a cada linha, observando que essa grandeza seja con-

servada em cada vértice;

2. associar a cada linha um fator G0(iωp);

3. associar a cada interação um fator U ;

4. somar sobre as frequências internas;

5. multiplicar por [−β]−n (−1)F , onde F é o número de “loops” fermiônicos.

Por meio dos diagramas, é posśıvel mostrar que as contribuições para n ı́mpar são todas nulas

[33]. A figura 2.2 apresenta o diagrama de Feynman de segunda ordem na expansão perturbativa

para a função de Green do problema de uma impureza.

Da leitura do diagrama acima, obtemos que a correção da autoenergia para segunda ordem,

no eixo imaginário, é dada por

Σ
(2)
0 (iωn) = −U

2

β2

∑
ω1ω2

G0(iω1)G0(iω2)G0(iωn − iω1 + iω2). (2.22)

Usando a representação espectral G0(iωn) =
∫∞
−∞ dω

′ ρ0(ω′)
iωn−ω′ (sendo ρ0(ω) = −ImG0(ω)/π) e

realizando o somatório nas frequências de Matsubara ao longo da linha de continuação anaĺıtica

trivial iωn → ω+, encontramos a expressão abaixo para a parte imaginária da autoenergia no

eixo real [36]

ImΣ
(2)
0 (ω) = −πU2

∫ ∞
−∞

dω′ρ0(−ω′)
[
nF (ω′)χ(ω + ω′) + nF (−ω′)χ(−ω − ω′)

]
, (2.23)
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Figura 2.2: Diagrama de Feynman de segunda ordem na expansão perturbativa da função de
Green do problema de uma impureza.

sendo

χ(ω) =

∫ ∞
−∞

dω′ρ0(ω + ω′)ρ0(ω′)nF (−ω − ω′)nF (ω′). (2.24)

A parte real da autoenergia pode ser obtida por uma transformada de Hilbert,5 ou seja,

ReΣ
(2)
0 (ω) = − 1

π

∫ ∞
−∞

dω′
ImΣ

(2)
0 (ω′)

ω − ω′
. (2.25)

No método de teoria de perturbação modificado [34], propõe-se uma definição heuŕıstica para

a autoenergia

Σ(ω) = Un+
AΣ

(2)
0 (ω)

1−BΣ
(2)
0 (ω)

, (2.26)

sendo que os parâmetros A e B são determinados de forma que Σ(ω) tenha comportamento exato

no caso de altas frequências e no limite atômico, respectivamente. Nesses limites encontramos

A =
n(1− n)

n0(1− n0)
, (2.27)

sendo n0 =
∫∞
−∞ dωImG0(ω)nF (ω) e

B =
(1− n)U + εd + µ̃0

n0(1− n0)U2
. (2.28)

Até este ponto µ̃0 é um parâmetro livre. Na proposta de H. Kajueter e G. Kotliar [34]

para IPT modificada, o potencial qúımico fict́ıcio é determinado utilizando a regra de soma de

Friedel, que equivale ao teorema de Luttinger e pode ser vista como uma condição para que a

autoenergia tenha comportamento correto para baixas frequências. Essa condição, no entanto,

restringe a solução a T = 0. A temperatura finita, podemos encontrar µ̃0 impondo n = n0,

5Veja apêndice D.
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conforme utilizado por W. Nolting et. al. [35] e primeiramente proposto por Martin-Rodero

et. al. [37]. O método com a condição n = n0 foi testado numericamente e fornece resultados

satisfatórios.

No presente trabalho consideramos n = n0 e, assim, temos sempre A = 1. Dados o banho

∆(ω) e a energia do ńıvel da impureza εd, podemos supor um valor inicial para o potencial

qúımico fict́ıcio µ̃0 e determinar a função de Green do problema de uma impureza a partir

de um cálculo iterativo em que se impõe a condição n = n0. O código numérico utilizado

neste trabalho foi escrito pelo nosso colaborador J. Vučičević (Scientific Computing Laboratory,

Institute of Physics Belgrade, University of Belgrade, Belgrade, Serbia).

2.3 Formulação alternativa da TCMD

As equações apresentadas na seção 2.1 podem ser obtidas a partir de uma abordagem alternativa,

baseada na definição de um funcional de energia livre para o problema.

A equação de estado para um parâmetro de ordem pode ser obtida pelo mı́nimo funcional da

energia livre de Landau, constrúıda como uma expansão em potências inteiras do parâmetro de

ordem e/ou em suas derivadas que seja consistente com as simetrias do problema. (Tal análise

é posśıvel pois nas proximidades do ponto cŕıtico o parâmetro de ordem é pequeno.)

O funcional de Landau para o modelo de Hubbard na rede de Bethe é [38]

FL[∆(iωn)] = −T
∑

n′ ∆(iωn′)2

t2
+ Fimp[∆(iωn)], (2.29)

sendo o banho ∆(iωn) o parâmetro de ordem, t o “hopping” e T a temperatura do sistema. O

primeiro termo representa a energia necessária para se formar o banho em torno de um dado

śıtio. O segundo termo representa a energia de um elétron nesse śıtio na presença do banho,

ou seja, é dado pela energia livre do modelo de uma impureza, que pode ser representada como

uma integral funcional

e−βFimp =

∫
df †dfe−Lloc[f

†,f ]−
∑
n,σ f

†
σ(iωn)∆(iωn)fσ(iωn), (2.30)

onde Lloc é a ação de um ńıvel local f , com a hibridização ∆(iωn) igual a zero e f † e f são

operadores de criação e aniquilação neste ńıvel.

As equações da TCMD podem ser obtidas minimizando-se o funcional de energia livre de

Landau com relação ao parâmetro de ordem

δFL[∆(iωn)]

δ∆(iωn)
= −

δ(T
∑

n′
∆(iωn′ )

2

t2
)

δ∆(iωn)
+

δFimp
δ∆(iωn)

= −2T∆(iωn)

t2
+ T

∑
σ

〈f †σ(iωn)fσ(iωn)〉

= −2T∆(iωn)

t2
+ 2TGimp(iωn) = 0, (2.31)
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o que equivale à relação autoconsistente para a rede de Bethe, dada pela equação 2.15.

2.4 Determinação de Tc a partir da região de “crossover”

Vimos que a transição de Mott a temperatura finita é de primeira ordem e apresenta uma região

de coexistência metal-isolante, que termina em um ponto cŕıtico de segunda ordem, caracterizado

pela temperatura Tc. Essa temperatura cŕıtica pode ser obtida por meio de uma abordagem

que relaciona o funcional da energia livre de Landau para o modelo de Hubbard, descrito na

seção anterior, à taxa de convergência do cálculo numérico da TCMD. Nesse procedimento

trabalhamos na região de “crossover”, isto é, acima da região de coexistência, com T > Tc, o

que fornece algumas vantagens numéricas. Essa abordagem, introduzida nas referências [39, 40]

para o caso limpo (sem desordem) e testada nesta dissertação para o caso desordenado, é descrita

nesta seção.

É resultado bem conhecido que não há observável capaz de distinguir entre um ĺıquido e

um gás em um fluido supercŕıtico (ou seja, acima da linha de transição de fase de primeira

ordem). Há, no entanto, quantidades termodinâmicas com máximos que definem uma linha que

emana do ponto cŕıtico, denominada “linha de Widom”. Tal linha foi originalmente definida para

representar a divergência do calor espećıfico acima do ponto cŕıtico, mas depois ela adquiriu novo

significado, como a linha de “crossover”. Experimentos medindo a velocidade de ondas acústicas

em fluidos de argônio supercŕıtico, por exemplo, apresentaram uma mudança considerável ao

cruzar a linha de Widom, o que revela que, apesar de não haver uma transição de fase de primeira

ordem, a região acima do ponto cŕıtico é dividida em dois diferentes regimes [41].

J. Vucicevic, H. Terletska, D. Tanaskovic e V. Dobrosavljevic [39, 40] mostraram que é

posśıvel definir uma linha de Widom quântica (LWQ) próxima à transição de Mott. A linha de

Widom representa uma continuação da linha de transição de primeira ordem, ou seja, ela começa

em Tc, o ponto de encontro das duas linhas espinoidais que delimitam a região de coexistência,

conforme visto na figura 2.3.

Nas referências [39, 40], os autores demonstram que é posśıvel encontrar a LWQ pela cur-

vatura do funcional da energia livre de Landau, determinada pelo menor autovalor λ da matriz

flutuação, dada pela derivada segunda do funcional. Para cada temperatura T , encontramos

curvas de λ em função da interação U , que é o parâmetro responsável pela transição (ver “inset”

da figura 2.3). Através dessas curvas, encontramos U∗, correspondente ao valor de interação

para o qual λ é mı́nimo para cada T . Repetindo o procedimento para vários valores de T , en-

contramos a curva T ×U∗, que corresponde à linha de “crossover”. Essa análise é válida porque

a curvatura do funcional de Landau é finita e mı́nima ao longo dessa linha. Além disso, sabe-se

que a curvatura é zero no ponto cŕıtico, isto é, λ = 0 em T = Tc. Para cada T > Tc, é posśıvel

encontrar a curvatura mı́nima a partir do cálculo numérico da TCMD, analisando a taxa de

convergência da função de Green ao longo dos passos iterativos, como demonstrado abaixo [42].

Vimos, na seção 2.3, que a energia livre de Landau para o modelo de Hubbard é dada por
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Figura 2.3: Diagrama de fase T ×U para o modelo de Hubbard sem desordem, contendo a região
de coexistência e a região de “crossver”. O diagrama apresenta as linhas espinoidais e a linha
de Widom, ou linha de “crossover”, que representa uma continuação da linha de transição de
primeira ordem, e começa em (Uc, Tc). No “inset” vemos a curvatura do funcional da energia
livre em função da interação U para diferentes temperaturas, acima de Tc. Figura retirada de
[40].

FL[G(iωm)] = −Tt2
∑
m

G2(iωm) + Fimp[G(iωm)], (2.32)

onde usamos ∆(iωn) = t2G(in) para a rede de Bethe.

Podemos expandir a expressão acima em torno de um extremo local G0(iωm) (não confundir

com a função de Green não interagente usada em outras seções) na forma

FL(~G) = FL( ~G0) + Tt2
∑
m,p

δG(iωp)MmpδG(iωm) + ... (2.33)

sendo que os vetores ~G e ~G0 representam a dependência das funções de Green com a frequência,

δ ~G = ~G− ~G0 e

Mmp =
1

2Tt2
∂2FL(~G)

∂G(iωp)∂G(iωm)

∣∣∣∣
~G= ~G0

(2.34)

é a matriz de flutuação.

O mı́nimo da energia livre é dado por ~g(~G) = 0, sendo ~g um funcional gradiente

~g(~G) ≡ 1

2Tt2
∂FL(~G)

∂ ~G
= Mδ ~G. (2.35)

Para determinar esse mı́nimo podemos definir um processo iterativo na forma

δ ~G(n+1) = δ ~G(n) − ~g(~G(n)), (2.36)
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sendo n o ı́ndice do passo iterativo. No caso da energia livre do modelo de Hubbard, o gradiente

é dado por ~g(~G) = ~Gimp(~G) − ~G. Portanto, o processo iterativo converge para uma função de

Green que é solução autoconsistente do cálculo da TCMD.

Para obter a curvatura do funcional da energia livre, vamos expandir δ ~G(n) na base dos

autoestados da matriz de flutuação M :

δ ~G(n) =
∑
α

a(n)
α
~Gα, (2.37)

onde M ~Gα = λα ~Gα.

Substituindo (2.35) na relação iterativa (2.36), ficamos com

δ ~G(n) = (1−M)δ ~G(n−1), (2.38)

e, por um processo recursivo, encontramos

δ ~G(n) = (1−M)nδ ~G(0). (2.39)

Finalmente, utilizando (2.37), temos

δ ~G(n) =
∑
α

(1−M)na(0)
α
~Gα

=
∑
α

(1− λα)na(0)
α
~Gα. (2.40)

Para n grande, podemos substituir o somatório em α pelo termo dominante, dado pelo menor

autovalor da matriz flutuação, identificado pelo ı́ndice α0:

δ ~G(n) ≈ (1− λα0)na(0)
α0
~Gα0 , (2.41)

que pode ser reescrito como

ln δ ~G(n) ≈ −nBα0 + C, (2.42)

sendo Bα0 = − ln(1 − λα0) e C = ln
(
a

(0)
α0
~Gα0

)
uma constante. Note ainda que Bα0 ≈ − ln 1 +

λα0 +O(λ2
α0

); assim, para λα0 pequeno, Bα0 ≈ λα0 . Isso implica em uma relação linear entre o

logaritmo da taxa de convergência da função de Green e o menor autovalor da matriz flutuação

(equação 2.34), que dá a curvatura da energia livre de Landau.

No cálculo autoconsistente da TCMD, podemos definir a taxa de convergência δ ~G como

|Im[G(iω0)(n) − G(iω0)(n−1)]|, sendo que ω0 é a menor frequência. Dessa maneira é posśıvel

extrair o menor autovalor λα0 = λ da inclinação da curva ln|Im[G(iω0)(n)−G(iω0)(n−1)]| versus

n. Para uma dada temperatura T , repetimos esse processo para diferentes valores da energia de

interação elétron-elétron U (como no “inset” da figura 2.3), definindo assim U∗(T ) correspon-

dente ao valor de interação para o qual λ é mı́nimo, a temperatura fixa. Variando-se agora a

temperatura T , encontramos a linha de Widom, T ×U∗. Além disso, a partir da curva λmin(T ),
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que pode ser ajustada por uma aproximação quadrática em T , podemos obter Tc por meio de

uma extrapolação, identificando a temperatura cŕıtica com T na qual λmin = 0.





Caṕıtulo 3

Sistemas desordenados

Sistemas reais possuem dopantes ou impurezas, ou seja, são desordenados, e muitas vezes essa

desordem gera efeitos que não devem ser desprezados. Neste caṕıtulo discutimos duas teorias

utilizadas no tratamento de sistemas desordenados: a Aproximação do Potencial Coerente (CPA,

do inglês “Coherent Potential Approximation”) e a Teoria do Meio T́ıpico (TMT). Por meio da

TMT é posśıvel descrever a localização das funções de onda eletrônicas gerada por desordem,

conhecida como localização de Anderson, também discutida neste caṕıtulo.

3.1 Aproximação do Potencial Coerente

Um sistema desordenado simples consiste em elétrons não interagentes na presença de um po-

tencial aleatório, descrito pelo Hamiltoniano

H = H0 +H1

H1 = −t
∑
〈ij〉,σ

(c†iσcjσ + c†jσciσ)

H0 =
∑
iσ

εic
†
iσciσ. (3.1)

H1 representa a energia cinética do sistema: t é a amplitude do “hopping” entre primeiros

vizinhos e ciσ (c†iσ) é o operador que destrói (cria) um elétron de spin σ no śıtio i. H0 representa

a desordem, sendo que o ńıvel de energia εi varia de śıtio para śıtio, seguindo uma distribuição

de probabilidade P (ε) de largura W .

Em CPA, o efeito da desordem (Hamiltoniano H0) na função de Green média do sistema é

deslocar a frequência de uma quantidade Σ(iωn) [43, 44, 45], ou seja,

Ḡ(~k, iωn) = Go[~k, iωn − Σ(iωn)] = [iωn − ε~k − Σ(iωn)]−1, (3.2)

sendo G0(~k, iωn) = [iωn − ε~k]
−1 a função de Green do sistema descrito por H1 e ε~k a dispersão

da banda, dada pela transformada de Fourier do “hopping” t.

33
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Fisicamente o sistema se comporta como se um potencial coerente Σ(iωn) dependente da

frequência estivesse presente em cada um dos śıtios da rede. Assim, o potencial randômico no

śıtio i passa a ser dado por ε̃i = εi − Σ(iωn).

Por definição, a matriz de espalhamento de um sistema é dada por T = V +V GV +V GV GV +

... = V (1−GV )−1, sendo V um potencial [46]. Assim, para ε̃i temos

Ti(iωn) =
εi − Σ(iωn)

1− Ḡl(iωn)[εi − Σ(iωn)]
, (3.3)

com Ḡl(iωn) =
∑

~k
Ḡ(~k, iωn), a função de Green local média.

Como o efeito do potencial aleatório já foi considerado na função de Green média (conforme

equação 3.2), devemos impor que a matriz de espalhamento média seja nula, para evitar que

esse efeito seja levado em conta duas vezes. Ou seja,

〈Ti(iωn)〉 =

〈
εi − Σ(iωn)

1− Ḡl(iωn)[εi − Σ(iωn)]

〉
= 0, (3.4)

onde 〈 〉 representa a média sobre P (ε). Essa relação pode ser manipulada e reescrita como se

segue

〈
Ḡl(iωn)[εi − Σ(iωn)]

1− Ḡl(iωn)[εi − Σ(iωn)]

〉
= 0〈

Ḡl(iωn)[εi − Σ(iωn)]

1− Ḡl(iωn)[εi − Σ(iωn)]
+ 1

〉
= 1〈

1

1− Ḡl(iωn)[εi − Σ(iωn)]

〉
= 1〈

Ḡl(iωn)

1− Ḡl(iωn)[εi − Σ(iωn)]

〉
= Ḡl(iωn)〈

1

[Ḡl(iωn)]−1 − [εi − Σ(iωn)]

〉
= Ḡl(iωn), (3.5)

que representa a equação que deve ser resolvida para determinarmos o potencial coerente Σ(iωn).

O tratamento descrito torna-se exato no limite de dimensão infinita [43, 44]. Podemos

particulariza-lo para o caso da rede de Bethe nesse limite. Nesse caso, a densidade de estados é

semicircular e

Gl0(iωn) =
1

iωn − t2Gl0(iωn)
. (3.6)

Usando esse resultado na equação (3.2), ficamos com

Ḡl(iωn) = Gl0(iωn − Σ(iωn))(
Ḡl(iωn)

)−1
= [Gl0(iωn − Σ(iωn))]−1
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= iωn − Σ(iωn)− t2Gl0(iωn − Σ(iωn))

= iωn − Σ(iωn)− t2Ḡl0(iωn), (3.7)

que, substituindo na equação (3.5), implica em

Ḡl(iωn) =

〈
1

iωn − ∆̄(iωn)− εi

〉
, (3.8)

sendo ∆̄(iωn) = t2Ḡl(iωn). Temos assim uma relação autoconsistente para a função de Green

local média na rede de Bethe, dada a distribuição P (ε).

Veremos, na próxima seção, que CPA não é apropriada para tratar sistemas com desordem

grande, pois não descreve a transição metal-isolante induzida por desordem.

3.2 Localização de Anderson

P. W. Anderson mostrou que elétrons não interagentes possuem autoestados estendidos ou lo-

calizados dependendo do grau de desordem do sistema [3].

O Hamiltoniano do modelo de elétrons livres na presença de um potencial randômico, dado

pela equação 3.1, pode ser tratado por teoria de perturbação. No limite em que o “hopping” é

muito menor do que a largura da desordem (t�W ), consideramos H1 como a perturbação. A

expansão é feita então em torno dos estados com energia εi, localizados nos śıtios da rede. A

função de Green local, no eixo real, é dada por

Gi(ω + is) =
1

ω + is− εi − Σi(ω + is)
, (3.9)

onde Σi(ω + is) é a autoenergia devido ao termo H1 do Hamiltoniano e s→ 0.

Na expansão perturbativa, a primeira correção não nula para a autoenergia Σi(ω + is) é a

de segunda ordem [45]

Σi(ω + is) = t2
∑
j 6=i

1

ω + is− εj
, (3.10)

ou, separando a parte real e a parte imaginária,

Σi(ω + is) = t2
∑
j 6=i

ω − is− εj
(ω − εj)2 + s2

= t2
∑
j 6=i

ω − εj
(ω − εj)2 + s2

− ist2
∑
j 6=i

1

(ω − εj)2 + s2
. (3.11)

A parte real nos dá a correção da energia do estado não perturbado localizado no śıtio i,

enquanto a parte imaginária nos dá a taxa de decaimento desse estado localizado para os śıtios

vizinhos devido ao “hopping”. A parte imaginária só é significativa quando |εi − εj | � t, o que

significa que a função de onda do estado com energia ω = εi se estende apenas nas direções
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nas quais essa condição é satisfeita. Como vimos na seção anterior, εj encontra-se distribúıda

segundo P (ε) de largura W . Assim, quanto maior W , menos expressiva é essa contribuição.

Conclúımos então que, partindo de t finito e indo para o limite W � t, as funções de onda dos

elétrons se localizam.

Para uma dada desordem abaixo do valor cŕıtico para o qual ocorre localização, alguns estados

do sistema são localizados e outros estendidos. Assim, a densidade de estados do sistema tem

regiões de energia correspondentes a estados localizados e regiões correspondentes a estados

estendidos. O limite entre os dois tipos de estados é conhecido como “borda de mobilidade”

[47]. Os primeiros estados a se localizarem são aqueles que se encontram nas bordas das bandas.

À medida que a desordem aumenta, mais estados se localizam e as bordas de mobilidade se

movem para o centro da banda, até que todos os estados tornam-se localizados. O sistema passa

assim por uma transição de fase metal-isolante de Anderson, induzida pela desordem.

Devemos avaliar ImΣi(ω + is) para descobrir se o estado é estendido ou localizado. Se P (ε)

é uniforme e centrada em ω = 0
(
P (ε) = 1

W

)
, a média de ImΣi(ω + is) sobre a distribuição é

〈ImΣi(0 + is)〉 = −szt2
∫ W/2

−W/2
dε

P (ε)

ε2 + s2

= −szt
2

W

∫ W/2

−W/2
dε

1

ε2 + s2

=
−2szt2

sW
arctg

(
W

2s

)
, (3.12)

que é finita no limite s→ 0,

lims→0+ 〈ImΣi(0 + is)〉 = −πzt
2

W
, (3.13)

sendo z o número de coordenação da rede.

O fato do valor médio de ImΣi(0) ser finito deveria significar que o sistema se encontra em

um estado estendido. No entanto, a probabilidade de que, para um śıtio i, ImΣi(0) assuma esse

valor médio é muito pequena, pois a distribuição dessa grandeza é singular [45] (o valor médio

pode ser bem diferente do valor mais provável, se a distribuição não é simétrica).

Para determinar, de forma mais precisa, se o sistema se encontra em um estado estendido ou

localizado, podemos considerar as condições necessárias para que os elétrons se movam através

da rede e calcular a probabilidade de que isso ocorra. Tais condições são: t deve ser não nulo

e ω ∼ εj , o que equivale a exigir que ImΣi(ω+is)
s =

∑
j 6=i

t2

(ω−εj)2+s2
tenha um valor considerável

[47]. Devemos então procurar a probabilidade de que |ω − εj | < s e t > s. Tem sentido

f́ısico supormos que t decaia exponencialmente na forma t(r) = t0e
− r
r0 , e, nesse caso, t > s

corresponde a r < r0ln s
t0

. Além disso, em um intervalo de energia de tamanho s, haverá ns
W

energias εj por unidade de volume (n é a densidade de śıtios por volume). Logo, podemos

construir essa probabilidade na forma
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P (t > s, |ω − ε| < s) = n
4π(r0)3

3

( s

W

)(
ln
s

t0

)3

, (3.14)

que vai para zero quando s→ 0.1

Assim, embora o valor médio de lims→0+ 〈ImΣi(0 + is)〉 seja finito, a probabilidade dos

elétrons se moverem pela rede tende a zero. Fica claro então que o valor médio não é um bom

indicativo do estado do sistema. Temos aqui uma grande contribuição de Anderson: na presença

de desordem no sistema, devemos lidar com distribuições das grandezas de interesse, não com

suas médias. Sistemas desordenados não devem ser tratados como uma distorção de um sistema

regular, mas sim de forma fundamentalmente diferente.

Isso justifica o fato de CPA, que leva em conta a média das DE locais, não descrever bem a

localização de Anderson. Veremos na próxima seção um método que considera o valor t́ıpico da

DE local como parâmetro de ordem e, assim, descreve a transição metal-isolante induzida por

desordem.

3.3 Teoria do Meio T́ıpico

Como vimos na seção anterior, o processo básico envolvido na transição metal-isolante induzida

por desordem é a localização da função de onda. Na Teoria do Meio T́ıpico um parâmetro de

ordem local pode ser definido e calculado de forma autoconsistente, produzindo uma descrição

de campo médio da localização de Anderson [8]. Essa teoria é facilmente incorporada à TCMD,

de forma que podemos tratar sistemas desordenados e fortemente correlacionados ao mesmo

tempo.

O ponto de partida da TMT é motivado pela formulação original de Anderson - adotar um

ponto de vista local. Devemos considerar a DE local ρi(ω) =
∑

n δ(ω − ωn)|ψn(i)|2 (ψn(i) é

a função de onda do elétron no estado n), não seu valor médio, pois é a primeira que muda

qualitativamente e apresenta comportamento cŕıtico na transição de Anderson. Isso pode ser

explicado pelo fato da DE local descrever a amplitude local da função de onda eletrônica. Quando

o elétron se localiza, o espectro local vai de cont́ınuo a discreto e o valor t́ıpico da DE local vai

para zero. Por sua vez, do lado metálico, mas muito perto da transição, os picos da função delta

tornam-se estados de ressonância com tempo de vida longo e então adquirem uma probabilidade

de transição finita para um dado śıtio.

Uma comprovação experimental do comportamento espacial da DE local na presença de

desordem pode ser vista na figura 1.8, na qual observamos as DE locais no ńıvel de Fermi para

diferentes concentrações de Mn em Ga1−xMnxAs. Para desordem fraca, há estados estendi-

dos no sistema; à medida a concentração de impurezas aumenta, os estados vão se tornando

localizados.

Sabemos, pela regra de ouro de Fermi, que a taxa de transição de um estado i para um

1Nas análises realizadas aqui usamos a expansão em segunda ordem para a autoenergia Σ(ω). Essa análise é
suficiente, pois é posśıvel mostrar que ImΣ(ω) converge e que sua distribuição de probabilidade tem, qualitativa-
mente, a mesma forma da distribuição da correção de segunda ordem [47].
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estado f é dada por τ−1 = 2π
~ | 〈i|Hp|f〉 |2ρf , sendo Hp a perturbação responsável pela transição

e ρf a DE final. No nosso caso, | 〈i|Hp|f〉 | corresponde ao termo de “hopping” t, dáı τ−1 ∼ t2ρ.

Assim, a taxa de transição t́ıpica, ou mais provável, é determinada pela DE local t́ıpica (DE

t́ıpica). Em outras palavras, a DE t́ıpica determina diretamente a condutividade dos elétrons,

sendo, portanto, um parâmetro de ordem adequado para a descrição da localização de Anderson.

O valor t́ıpico da densidade de estados pode ser aproximado pela média geométrica, que,

para uma rede de m śıtios, é dada por

ρtip(ω) = [ρ(ω, ε1)ρ(ω, ε2)ρ(ω, ε3)...ρ(ω, εm)]1/m, (3.15)

e pode ser reescrita como

ln ρtip(ω) =
1

m

m∑
i=1

ln ρ(ω, εi) = 〈ln ρ(ω, εi)〉 ,

ρtip(ω) = exp[

∫
dεP (ε)ln ρ(ω, ε)]. (3.16)

Para determinar uma teoria autoconsistente capaz de descrever o parâmetro de ordem

definido acima (DE t́ıpica) usa-se uma teoria de cavidade semelhante à usada na TCMD: nessa

aproximação um śıtio é visto como sendo embebido em um meio efetivo caracterizado pela função

banho ∆(ω).

Por simplicidade, consideramos um modelo sem interação elétron-elétron, como o da equação

(3.1). Para esse sistema a função de Green local é descrita pela expressão

G(ω, εi) = [ω − εi −∆(ω)]−1 (3.17)

e a DE local pode ser calculada por

ρ(ω, εi) = − 1

π
ImG(ω, εi). (3.18)

Como em CPA, consideramos que o banho efetivo na presença de desordem é dado por

∆(ω) = ∆0[ω − Σ(ω)], (3.19)

sendo que Σ(ω) é a autoenergia e ∆0(ω) é o banho efetivo no limite sem desordem, que pode

ser escrito em termos da função de Green do caso limpo na forma

∆0(ω) = ω − [G0(ω)]−1. (3.20)

A função de Green da equação acima, para o caso sem desordem, é obtida pela transformada



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DESORDENADOS 39

de Hilbert2 da DE despida (correspondente a W = 0) D(ω), ou seja,

G0(ω) =

∫ ∞
−∞

dω′
D(ω′)

ω − ω′
. (3.21)

Analogamente, a função de Green correspondente à DE t́ıpica também é dada pela transfor-

mada de Hilbert

Gtip(ω) =

∫ ∞
−∞

dω′
ρtip(ω

′)

ω − ω′
(3.22)

com ρtip(ω) calculada por (3.16).

Finalmente, a relação de autoconsistência é fechada pela condição

Gmeio efetivo(ω) = G0[ω − Σ(ω)] = Gtip(ω). (3.23)

Nessa formulação, assim como na TCMD, toda a informação sobre a estrutura eletrônica

está contida na escolha da DE despida D(ω). Para o caso da rede de Bethe, as equações acima

implicam que a função banho é dada por

∆(ω) = t2Gtip(ω), (3.24)

que é análoga ao caso de CPA (3.8), porém usando a função de Green t́ıpica ao invés da média.

Uma descrição da implementação numérica da TMT é apresentada na próxima seção, na qual

descrevemos o cálculo TMT-TCMD, usado neste trabalho para descrever sistemas interagentes

e desordenados.

3.4 Correlação e desordem: TCMD e TMT-TCMD

Tanto a interação elétron-elétron quanto a presença de desordem levam a transições metal-

isolante devido à localização das funções de onda eletrônicas. Em muitos sistemas os dois efeitos

são igualmente relevantes e devem ser levados em conta. Devemos entender então como incluir

os dois processos em um mesmo tratamento.

Dentro da TCMD, que usamos na descrição dos sistemas interagentes, a desordem é tratada

como em CPA [43, 44]. Desse modo, o modelo da rede com desordem é mapeado em vários

problemas de uma impureza, e não apenas em um, como ocorre no caso limpo.

O modelo de Hubbard na presença de desordem é dado por

H =
∑
ijσ

[(εi − µ)δij − t](c†iσcjσ + c†jσciσ) + U
∑
i

ni↑ni↓, (3.25)

seguindo a mesma notação utilizada na equação 2.4. Aqui, εi segue uma distribuição P (ε) de

largura W .

2Veja apêndice D sobre transformada de Hilbert.
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Na TCMD, a função de Green local média dos elétrons de condução satisfaz a relação auto-

consistente [45]

Ḡ(ω) =

〈
1

ω + µ− εj −∆(ω)− Σj(ω)

〉
, (3.26)

sendo εdi = εi − µ e Σj(ω) a energia local e a autoenergia correspondentes a cada problema de

uma impureza. Para a rede de Bethe,

∆(ω) = t2Ḡ(ω). (3.27)

Note que a equação 3.26 é uma generalização para sistemas interagentes da equação 3.8, pois elas

diferem pelo termo de autoenergia, proporcional a U . Isso indica que o tratamento da desordem

na TCMD equivale ao da CPA, como escrevemos acima.

Dada uma subrotina que resolva o problema de uma impureza, a implementação da TCMD

para o caso desordenado é simples: começamos com um banho inicial, resolvemos problemas

de uma impureza para N ńıveis de energia diferentes e encontramos um novo banho fazendo a

média das funções de Green resultantes com o peso apropriado. O cálculo continua até que haja

convergência.

No entanto, essa abordagem descreve a transição de Mott (transição metal-isolante devido

à interação elétron-elétron) e o efeito de desordem fraca sobre o sistema, mas não captura

a transição de Anderson. Essa limitação pode ser corrigida incorporando a TMT ao cálculo

iterativo da TCMD. Nesse caso, o problema da rede continua sendo mapeado em um ensemble

de problemas de uma impureza, mas considera-se valores mais prováveis (ou t́ıpicos), e não

valores médios como na TCMD.

Figura 3.1: Fluxograma para o cálculo numérico da TMT incorporada à TCMD para a rede de
Bethe.

O cálculo autoconsistente é realizado conforme descrito a seguir. Partimos de um valor

inicial para o banho e resolvemos N problemas de uma impureza, obtendo as funções de Green

G(ω, εi) = [ω− εi−∆(ω)−Σ(ω)]−1 (a diferença com relação ao caso não interagente da equação
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3.17 é a presença da autoenergia do problema de uma impureza). Das funções de Green locais,

obtemos DE locais, a partir das quais encontramos a DE t́ıpica como apresentado na equação

3.16. Por meio de uma transformada de Hilbert (equação 3.22), obtemos então a função de Green

t́ıpica . Para a rede de Bethe, a cálculo autoconsistente é fechado pela relação ∆(ω) = t2Gtip(ω),

que fornece-nos um novo banho. Essa implementação está resumido no fluxograma da figura

3.1.

Na figura 3.1 vemos ainda alguns detalhes do cálculo numérico. Por exemplo, na relação

que nos dá a densidade de estados t́ıpica, usamos um somatório ao invés da integral da equação

(3.16), porque a energia εi encontra-se discretizada. Além disso, na obtenção da função de

Green t́ıpica pela transformada de Hilbert da equação (3.22), é preciso realizar uma interpolação

numérica para encontrar a DE t́ıpica em pontos onde ela não está definida (no cálculo numérico

a frequência ω também encontra-se discretizada).





Caṕıtulo 4

Resultados

Este caṕıtulo é destinado à apresentação de nossos resultados. Antes de descrever os efeitos de

localização no modelo de Hubbard desordenado, faremos uma breve descrição de resultados para

o problema auxiliar de uma impureza, no qual o modelo da rede é mapeado via TCMD, e da

transição metal-isolante de Mott no caso sem desordem. Nas seções seguintes, apresentaremos

resultados para os efeitos da desordem W , e especialmente da localização de Anderson, sobre

a região de coexistência de Mott e estudaremos as consequências dessa localização sobre a

temperatura cŕıtica. Além disso, observaremos os efeitos de interação sobre a transição de

Anderson e descreveremos outras regiões do diagrama de fase U ×W , incluindo, por exemplo,

uma transição de fase induzida por efeito conjunto de correlação e desordem, que ocorre para

W ≈ U .

4.1 Problema de uma impureza

Conforme descrito na seção 2.1, o tratamento de sistemas fortemente correlacionados via TCMD

consiste em mapear o problema da rede em um problema auxiliar (ou um ensemble de problemas

auxiliares, no caso desordenado), dado por um único śıtio embebido por um banho de elétrons de

condução. Cada problema auxiliar é descrito pelo Hamiltoniano de Anderson de uma impureza

(equação 2.17) e a função de Green de elétrons localizados (elétrons tipo d) é dada por

Gd(ω) =
1

ω − εd −∆(ω)− Σ(ω)
, (4.1)

sendo εd = εi − µ a energia local no ńıvel da impureza. εi é o valor da energia dos elétrons de

condução no problema original (modelo de Hubbard) e µ é o potencial qúımico, que, no caso

de semi-preenchimento, é igual a U/2. Além disso, ∆(ω) representa o banho dos elétrons de

condução que a impureza vê e Σ(ω) é a autoenergia da impureza, que é proporcional a U .

Para esse problema de uma impureza, a DE, dada pela parte imaginária da função de Green

(ρd(ω) = − 1
π ImGd(ω)), possui picos em εd e εd + U . Além disso, há a formação de um pico no

ńıvel de Fermi, devido à interação entre o spin da impureza e os spins dos elétrons de condução,

formando um singleto. Esse fenômeno recebe o nome de efeito Kondo [48] e pode ser observado

43
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Figura 4.1: DE de problemas de uma impureza para diferentes valores de interação U . Os
resultados foram obtidos com um banho ∆(ω) semi-circular (caracteŕıstico da rede de Bethe) de
largura D = 1.0 e com εi = 0.1, T = 0.01 e µ = U/2. A figura da direita mostra um zoom em
torno do ńıvel de Fermi, no qual observamos o pico Kondo, gerado pela interação entre o elétron
da impureza (representado pelo spin central na figura esquemática do “inset”) e os elétrons de
condução (representados pelos demais spins no “inset”).

na figura 4.1.

Os picos na DE da impureza são alargados pela hibridização com o banho. Quando ∆(ω ≈ εd)
(ou ∆(ω ≈ εd + U)) é muito pequeno, quase não há hibridização e os picos são praticamente

funções delta de Dirac, indicando que os elétrons estão localizados no śıtio da impureza. Os

resultados apresentados na figura 4.1 foram obtidos com um banho semicircular de largura fixa.

À medida que aumentamos U , os picos em εd e εd + U passam a estar fora da região em que o

banho é considerável, o que diminúımos a hibridização, estreitando os picos.

4.2 Transição de Mott no modelo de Hubbard - caso limpo

Conforme descrito ao longo deste documento, estudamos aqui o modelo de Hubbard (apresentado

na equação 2.4), que representa a competição entre energia cinética, proporcional ao “hopping”

t entre primeiros vizinhos, e a interação elétron-elétron U . Dependendo do termo dominante

nessa competição, o sistema pode estar na fase metálica (quando a energia cinética é superior à

interação) ou na fase isolante de Mott (no caso contrário). Podemos incluir ainda um termo de

desordem na energia local (conforme apresentado na equação 3.25), o que pode gerar efeitos de

localização de Anderson.

Nesta seção revisamos a descrição da transição de Mott para o Hamiltoniano de Hubbard

sem desordem, para então passar à descrição dos efeitos da desordem sobre o modelo, nas seções

seguintes.

Na transição de Mott, um material que seria considerado metálico por teoria de bandas,1

pode apresentar um comportamento isolante à medida que aumentamos a interação elétron-

1Uma breve descrição de metais e isolantes de banda pode ser encontrada na Introdução.
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elétron U . Isso ocorre porque a interação reduz a fração de dupla ocupação nos śıtios da rede,

provocando a abertura de um “gap” no ńıvel de Fermi.2

Em um tratamento do modelo de Hubbard por TCMD, obtemos a densidade de estados do

sistema. Partindo de uma DE metálica semicircular (caracteŕıstica da rede de Bethe no limite

de coordenação infinita, equação 2.13) e aumentando a interação U , observamos o surgimento

de uma estrutura de três picos: duas bandas de Hubbard alargadas pelo “hopping” e um pico

central de quase-part́ıcula. Aumentando ainda mais a interação, observamos o desaparecimento

do pico central, com a abertura do “gap”. Esse comportamento da DE para U crescente pode

ser visto na figura 3, apresentada na introdução deste trabalho. Alternativamente, podeŕıamos

partir de uma DE inicial isolante, caracterizada por duas bandas de Hubbard, e observar o

fechamento do “gap” à medida que diminúımos U . Observe que a DE da rede é constrúıda a

partir da DE do problema de uma impureza, por meio do mapeamento iterativo da TCMD.

É interessante observar, então, que o pico central da DE da impureza torna-se mais estreito à

medida que aumentamos U , conforme visto no painel da direita da figura 4.1, o que implica no

desaparecimento do pico central da DE do modelo de Hubbard para um U cŕıtico.

A DE no ńıvel de Fermi, ρ(ω0 ≈ 0)3 pode ser considerada um parâmetro de ordem para a

transição de Mott, pois é diferente de zero na fase metálica, devido à presença do pico central de

quase-part́ıcula, mas se anula na fase isolante, assinalando a abertura do “gap”. Dessa forma,

para T fixo, podemos variar a interação para encontrar o U cŕıtico para o qual ocorre a transição,

isto é, o valor de U para o qual ρ(ω0) se anula, quando aumentamos U , ou torna-se finito, se

partimos de um isolante e diminúımos U .

Figura 4.2: Diagrama esquemático T × U incluindo a região de coexistência e as linhas es-
pinoidais. Começando do lado isolante e diminuindo a interação U , encontramos a linha Uc1,
correspondente ao U(T ) no qual ocorre o fechamento do “gap” entre as bandas de Hubbard.
Por outro lado, começando pelo lado metálico e aumentando U , encontramos a linha Uc2, na
qual o peso espectral do pico central de quase-part́ıcula se anula.

Vimos também que a transição de Mott apresenta uma região na qual duas soluções, uma

2Uma descrição dos mecanismos responsáveis pela transição metal-isolante de Mott foi apresentada na in-
trodução deste trabalho. Veja, por exemplo, a figura 1.

3No cálculo numérico ω encontra-se discretizada e ω0 representa a menor frequência, que é aproximadamente
zero
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metálica e outra isolante, coexistem. A solução encontrada depende da função inicial utilizada

no cálculo iterativo (veja detalhes do cálculo numérico na seção 2.1.1), sendo que uma das

soluções é estável e a outra metaestável. Em outras palavras, mantendo uma temperatura fixa,

mas variando a densidade de estados (ou o banho) inicial e a energia de interação elétron-

elétron U , podemos determinar Uc1 e Uc2, que representam os pontos de transição encontrados

quando começamos o cálculo numérico pelo lado isolante e diminúımos U , ou quando começamos

pelo lado metálico e aumentamos U , respectivamente. Repetindo o procedimento para várias

temperaturas, constrúımos as linhas espinoidais Uc1(T ) e Uc2(T ), que delimitam a região de

coexistência. A figura 4.2 apresenta um diagrama de fase esquemático T ×U incluindo a região

de coexistência, que está contida no intervalo Uc1(T ) < U < Uc2(T ) e termina no ponto cŕıtico

de segunda ordem, caracterizado pela temperatura Tc.

4.3 Efeitos de localização de Anderson na transição de Mott -

Regime de U > W

Vimos que a transição de Mott é caracterizada pela abertura de um “gap” no ńıvel de Fermi

devido à redução de dupla ocupação no sistema, gerada pela forte repulsão coulombiana entre

elétrons que ocupam o mesmo śıtio. Essa transição é bem definida e conhecida na ausência de

desordem (W = 0). Porém, as caracteŕısticas da transição de Mott são observadas ainda que

W seja finito. Esses sistemas são estudados na presente seção, a partir do modelo de Hubbard

desordenado, no qual as energias εi dos śıtios seguem uma distribuição P (ε) uniforme de largura

W .

4.3.1 Efeitos de desordem sobre a região de coexistência

Estamos interessados em observar o efeito da desordem, e mais especificamente da localização

de Anderson, sobre a região de coexistência de Mott. Para isso comparamos a forma e posição

da região de coexistência no caso limpo (sem desordem), com o caso desordenado. No caso

com desordem, resolvemos o problema utilizando a TCMD “tradicional” e a TMT-TCMD.

Conforme discutido no caṕıtulo 3, o primeiro método considera a DE média e não captura efeitos

da localização de Anderson, ao contrário do segundo, que utiliza a DE t́ıpica. Comparando

resultados obtidos com os dois métodos, é posśıvel avaliar os efeitos de localização devido à

desordem.

A unidade de energia utilizada neste trabalho é igual à largura 2D da banda de energia da

rede de Bethe no caso limpo e não interagente (2D = 4t = 1).

A figura 4.3 apresenta uma comparação entre a região de coexistência no caso limpo (W = 0)

e no caso com desordem moderada W = 0.8, obtidas via TMT-TCMD (quadrados vermelhos) e

TCMD (estrelas verdes). Vemos que, no caso desordenado, a região de coexistência torna-se mais

estreita, ocorre para valores maiores de energia de interação U e se fecha para um valor menor

de temperatura. Note que essas observações são válidas para ambos os métodos de solução;
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Figura 4.3: Linhas espinoidais Uc1(T ) e Uc2(T ) delimitando a região de coexistência para o
caso limpo (W = 0.0, ćırculos pretos) e para o caso com desordem (W = 0.8) obtidos via
TMT-TCMD (quadrados vermelhos) e TCMD (estrelas verdes).

portanto, trata-se de efeitos gerais de desordem, que independem da inclusão da localização de

Anderson.

Realizamos uma comparação de nossos resultados para a região de coexistência a tempera-

tura finita, obtidos com TCMD, com outros presentes na literatura [26]. Encontramos grande

concordância entre os resultados, apesar de diferenças no cálculo numérico - nossos problemas

de uma impureza foram resolvidos por teoria de perturbação no eixo real, ao contrário do outro

trabalho, no qual os cálculos foram realizados no eixo imaginário.

Sabemos que no caso desordenado a transição ocorre para um U maior, quando comparada

ao caso limpo, porque a desordem alarga as sub-bandas de Hubbard e o pico central. Isso faz

com que, vindo do lado isolante, o “gap” se torne mais estreito e assim se feche para um U

maior. Vindo do lado metálico, o pico central se torna mais largo, anulando-se também para

um U maior. O alargamento das bandas e do pico central devido à desordem pode ser visto na

figura 4.4, para os casos (a) metálico e (b) isolante.

Uma descrição da mudança na forma da região de coexistência (sua largura e temperatura

final Tc) exige uma análise mais cuidadosa dos sistemas interagentes e desordenados. Em [26], os

autores apresentam argumentos f́ısicos para a dependência das linhas espinoidais Uc1 e Uc2 com

a temperatura, tanto no caso limpo como no caso com desordem pequena a moderada. Nessa

referência, o efeito da desordem é considerado via TCMD e observa-se que, em uma primeira

aproximação, Uc1(T ) ≈ Uc1(0) para qualquer valor de desordem, desde que essa não seja muito

grande. Essa aproximação é baseada no seguinte argumento: a solução isolante apresenta uma

grande escala de energia dentro da região de coexistência, o que faz com que a linha de transição

quase não seja senśıvel a variações na temperatura. A linha espinoidal metálica, por outro

lado, tem uma pequena escala de energia nessa região, e portanto apresenta uma dependência

considerável com a temperatura.
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Figura 4.4: DE média, obtida via TCMD, para diferentes valores de W a temperatura fixa
T = 0.01. A presença de desordem provoca o alargamento das bandas, tanto no caso metálico
(U = 1) quanto no caso isolante (U = 3).

Ao comparar resultados obtidos via TCMD e TMT-TCMD (śımbolos verdes e vermelhos da

figura 4.3, respectivamente) observamos que, para esse valor de desordem moderada (W = 0.8),

Tc é maior ao considerarmos efeitos de localização de Anderson. Isso ocorre porque a linha

espinoidal Uc1 no cálculo TMT-TCMD, em contraste com o comportamento de TCMD descrito

acima, apresenta uma dependência considerável com a temperatura, o que faz com que as linhas

espinoidais se fechem para uma temperatura maior.

Figura 4.5: DE t́ıpica e média em função da frequência. A localização devido à desordem começa
pelas bordas das bandas.

Na figura 4.3 podemos ver ainda que a transição é deslocada para um U menor ao incluirmos

efeitos de localização de Anderson. Isso ocorre porque, na presença de desordem, os estados

que se encontram nas bordas das bandas são os primeiros a se localizar [28]. Esse efeito é

capturado por TMT-TCMD, pois estados localizados não contribuem com peso espectral na DE

t́ıpica. De fato, a localização na borda das bandas pode ser vista na figura 4.5, que apresenta

uma comparação entre DE t́ıpica, obtida via TMT-TCMD, e média, obtida via TCMD. O

estreitamento das bandas devido aos efeitos de localização de Anderson diminui o U cŕıtico para

o qual ocorre a transição de Mott. No caso isolante (U = 1.60 na figura), a localização das
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bordas alarga o “gap”; assim, partindo de um chute inicial isolante, é preciso diminuir ainda

mais a interação U para fechar o “gap”, o que “empurra” Uc1 para valores menores de U em

comparação com TCMD. Partindo de uma solução metálica (U = 1.50 na figura), por outro

lado, vemos que o pico central já se encontra mais estreito devido à localização de Anderson;

assim, a destruição desse pico ocorre para U menores, o que “puxa” Uc2 para valores menores

de U em comparação com TCMD.
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Figura 4.6: DE no ńıvel de Fermi encontradas para U crescente e decrescente, constituindo
curvas de histerese que definem a região de coexistência. As curvas foram obtidas por TCMD
(quadrados abertos) e TMT-TCMD (ćırculos fechados) e é posśıvel observar os efeitos da lo-
calização devido à desordem: as transições ocorrem para valores menores de U e a região de
coexistência torna-se mais estreita. Resultados para T = 0.01.

Os diagramas de fase apresentados na figura 4.3 foram constrúıdos por análises de DE no ńıvel

de Fermi ρ(ω0) em função da interação, obtidas para U crescente e decrescente, para diferentes

temperaturas. Para cada T , esse estudo fornece-nos curvas de histerese que delimitam a região

de coexistência. Curvas desse tipo, para uma temperatura fixa T = 0.01 e diferentes valores de

desordem, no regime W < U , são apresentadas na figura 4.6. Da comparação entre os resultados

obtidos por TCMD (quadrados abertos) e TMT-TCMD (ćırculos fechados), vemos novamente

que, ao incluir efeitos de localização de Anderson, a transição se move para valores menores de

interação. Além disso, fica claro que a localização torna a região de coexistência mais estreita

em U . Esses efeitos tornam-se mais evidentes à medida que aumentamos a desordem W .

Estudos presentes na literatura ressaltam a importância dos efeitos da localização de Ander-

son no limite de desordem grande, W ≥ U [28]. Nossos resultados comprovam que a localização

devido à desordem tem consequências relevantes sobre a região de coexistência, mesmo no regime

de desordem menor, W < U .

É interessante estudar ainda a conjunção entre desordem e correlação na transição metal-



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 50

isolante. Realizamos, para isso, um estudo do número de ocupação do sistema para o valor de

desordem moderada W = 0.8, utilizado na maior parte dos resultados desta seção. No caṕıtulo 1,

apresentamos a figura 1.15, que representa, de maneira esquemática, a ocupação caracteŕıstica

de diferentes tipos de isolantes. Um isolante de Mott é caracterizado por ocupação simples

de cada śıtio, pois é preciso fornecer uma energia U grande para que o śıtio seja duplamente

ocupado. Na figura 4.7, apresentamos o número de ocupação local por spin, ni, em função da

energia do śıtio, εi, para um metal e um isolante. No caso metálico (ćırculos pretos), o número de

ocupação por spin varia entre 0.4 < ni < 0.6. No caso isolante (quadrados vermelhos), por outro

lado, o número de ocupação por spin não difere muito do valor de ocupação simples (ni = 0.5).

Isso indica que a correlação eletrônica é o fator responsável pela transição metal-isolante neste

regime de U > W .
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Figura 4.7: DE t́ıpicas e respectivos números de ocupação local por spin em função da energia do
śıtio. Nesse limite de desordem moderada (W = 0.8), a correlação eletrônica é o fator responsável
pela transição, o que resulta em um isolante do tipo Mott. Resultados para T = 0.01.

Nesta seção estudamos o regime de desordem moderada W < U e observamos os efeitos da

localização de Anderson sobre a região de coexistência metal-isolante. Vimos que, de maneira

geral, a presença de desordem diminui a temperatura cŕıtica e aumenta o valor de U para o qual

ocorre a transição, em comparação com o caso limpo. Além disso, apesar da transição ser regida

por correlação eletrônica, a localização devido à desordem tem efeitos relevantes sobre a região

de coexistência, que se torna mais estreita e é deslocada para valores menores de U . Isso pode

ser percebido pela comparação de resultados obtidos via TCMD e TMT-TCMD, apresentados,

por exemplo, nas figuras 4.3, 4.5 e 4.6.

4.3.2 Temperatura cŕıtica - uma análise a partir da região de “crossover”

A presença de uma região de coexistência é uma caracteŕıstica de transições de fase de primeira

ordem e está restrita a temperaturas menores que Tc, a temperatura do ponto cŕıtico de segunda

ordem; acima de Tc encontramos um regime de “crossover”. Na seção anterior observamos os

efeitos da desordem sobre a região de coexistência, a partir de resultados para T < Tc. Nessa

abordagem, a temperatura cŕıtica é determinada por meio do ponto de encontro das duas linhas

espinoidais. Alternativamente, é posśıvel obter Tc trabalhando na região de “crossover”, isto
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é, com T > Tc, conforme apresentado nas referências [39, 40] e descrito na seção 2.4. Esse

tratamento alternativo oferece vantagens numéricas, uma vez que permite-nos trabalhar com

temperaturas maiores. Ele foi proposto para o caso limpo [39, 40], e, no presente trabalho,

testamos o método para o caso desordenado, como discutido nesta seção.

Vimos, na seção 2.4, que é posśıvel identificar uma linha de Widom quântica com a linha de

“crossover” [39, 40]. Essa linha é determinada pela curvatura do funcional de energia livre de

Landau (apresentado na seção 2.3), que por sua vez está relacionada à taxa de convergência da

função de Green ao longo dos passos iterativos do cálculo numérico.

Figura 4.8: Análise da linha de “crossover” para um sistema desordenado com W = 0.8.

A figura 4.8 exemplifica esta análise da linha de “crossover” para o caso de desordem modera-

da, W = 0.8. Para cada U , o menor autovalor λ da matriz flutuação (equação 2.34) corresponde

a inclinação da curva ln |Im[G
(n)
tip (ω0)−G(n−1)

tip (ω0)]| para a menor frequência4 em função do passo

iterativos, n. Note que, no cálculo TMT-TCMD, utilizamos a função de Green t́ıpica na análise.

Para uma dada temperatura, podemos variar U para obter λ(U), conforme apresentado em (a)

para T = 0.025. Repetindo esse procedimento para várias temperaturas, obtemos as diferentes

curvas λ(U) apresentadas no quadro (b). Nessa figura, os śımbolos representam dados numéricos,

enquanto as linhas correspondem a ajustes quadráticos. A partir dessas curvas encontramos um

4Note que utilizamos a taxa de convergência da função de Green correspondente à menor frequência. As
funções se alteram expressivamente nessa frequência, o que justifica essa escolha. É posśıvel, no entanto, utilizar
outras frequências ou mesmo uma soma sobre várias delas. Testamos diferentes procedimentos e observamos que
não há mudanças relevantes ao realizarmos outras escolhas.
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valor de λ mı́nimo para cada T , conforme apresentado em (c). Fazendo um ajuste quadrático5

dos dados de (c) e extrapolando, obtemos Tc = T (λmin = 0) para o valor de desordem conside-

rado.

A linha de “crossover” também é constrúıda a partir dos dados apresentados na figura 4.8

(b): para cada T encontramos o U correspondente a λmin, construindo a curva Uλmin(T ). Essa

linha é representada pelos quadrados vermelhos em (d). O valor de Tc encontrado em (c)

também está apresentado nesse quarto quadro, por meio de uma linha horizontal. Além disso,

inclúımos as duas linhas espinoidais da região de coexistência (ćırculos pretos). Como podemos

ver, a temperatura cŕıtica obtida pela extrapolação de λmin coincide com Tc obtida pela análise

realizada a partir da região de coexistência, o que indica que o método funciona bem também

na presença de desordem moderada.

 

T

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

 
U

1.30 1.40 1.50 1.60

(a)

 

ρ
(ω

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 ω
−2 −1 0 1 2

2

T=0.03
U=1.32

(b)

 

ρ
(ω

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 ω
−2 −1 0 1 2

2

T=0.03
U=1.34

(c)

 

ρ
(ω

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 ω
−2 −1 0 1 2

2

T=0.03
U=1.36

(d)

 

ρ
(ω

)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

 

ω
−2 −1 0 1 2

começando com um "chute" isolante
U=1.42
U=1.40 (e)

 

ρ
(ω

)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 

ω
−2 −1 0 1 2

começando com um "chute" metálico
U=1.44
U=1.46 (f)

Figura 4.9: (a) LWQ e linhas espinoidais para um sistema desordenado com W = 0.8. Destaque
para linhas de temperatura fixa acima e abaixo de Tc. (b-d) DE t́ıpicas para T = 0.03. (e)
DE t́ıpicas para T = 0.017, obtidas começando o cálculo numérico com uma função isolante e
diminuindo U . (f) DE t́ıpicas para T = 0.017, obtidas começando o cálculo numérico com uma
função metálica e aumentando U .

Para entender melhor a interpretação da linha de Widom quântica como a linha de “crossover”,

podemos examinar o comportamento de DE t́ıpicas em função U para temperaturas acima e

abaixo de Tc, como apresentado na figura 4.9. Os quadros (b) a (d) da figura apresentam resul-

5Realizamos diversos testes e observamos que os dados para λmin em função de T correspondem bem a ajustes
praticamente lineares, com pequenas contribuições quadráticas.
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tados para T = 0.03 > Tc e podemos observar que as DE mudam suavemente quando o sistema

atravessa a linha, caracterizando um “crossover”. No caso das transições de fase de primeira

ordem, que ocorrem para T < Tc, por outro lado, observamos uma região de coexistência e

as DE se alteram descontinuamente, como pode ser visto nos quadros (e) e (f) da figura, para

T = 0.017.

Temperatura cŕıtica em função da desordem

Todo o procedimento apresentado acima pode ser repetido para diferentes valores de desordem

W , o que permite-nos constatar o efeito da desordem sobre Tc. De acordo com a figura 1.13,

retirada da referência [26] e apresentada no caṕıtulo 1, Tc é sempre finita por maior que seja

a desordem. Tal resultado foi obtido com TCMD “tradicional”. Nesta seção apresentamos um

estudo semelhante, porém utilizando TMT-TCMD, o que permite-nos observar de que forma a

localização de Anderson influencia o comportamento de Tc(W ).

A análise acima tem uma motivação interessante, sugerida na referência [40]: para o caso

limpo, os autores observam um comportamento de escala para a resistividade na região de

“crossover” de Mott e associam esse comportamento a uma perspectiva de “criticalidade quântica

escondida”. Eles argumentam que a presença de uma região de coexistência em T < Tc é um

fenômeno de baixas energias e pode não influenciar o sistema a temperaturas maiores, que

apresenta caracteŕısticas consistentes com a presença de um ponto cŕıtico quântico a T = 0.

Como a desordem tende a diminuir a temperatura cŕıtica, é interessante estudar Tc em função

de W , possivelmente revelando o ponto cŕıtico quântico “escondido” pela região de coexistência,

ou seja, encontrando Tc(W
∗) = 0, para um certo W ∗.
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Figura 4.10: LWQ para diferentes valores de W , incluindo linhas horizontais representando
o valor de Tc, e algumas linhas espinoidais delimitando regiões de coexistência. O quadro da
esquerda apresenta resultados obtidos via TMT-TCMD, enquanto o da direita se refere a TCMD.

Na figura 4.10 vemos as LWQ obtidas por TMT-TCMD e por TCMD, para diferentes valores

de W . Valores de Tc encontrados a partir de uma análise análoga à apresentada na figura 4.8 são

representados por linhas horizontais. No caso de TMT-TCMD, inclúımos ainda algumas linhas
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espinoidais, caracterizando a região de coexistência. Novamente, comparações entre resultados

de TMT-TCMD e de TCMD reforçam os efeitos de localização de Anderson descritos na seção

anterior, isto é, ao incluir tais efeitos, a transição ocorre para um U menor e a temperatura

cŕıtica aumenta, em comparação com resultados obtidos por TCMD.

O comportamento da temperatura cŕıtica em função da desordem fica mais evidente na figura

4.11, na qual observamos as curvas de Tc(W ) obtidas com os dois métodos. Tc permanece finita

mesmo ao incluirmos efeitos de localização de Anderson. Note que os resultados de TMT-TCMD

foram obtidos até W = 1.6. Para valores maiores de W , não conseguimos definir uma taxa de

convergência linear para a função de Green em função dos passos iterativos, dessa forma não

encontramos um valor de λ bem definido, o que impossibilita uma análise satisfatória de Tc a

partir da região de “crossover”.
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Figura 4.11: Curvas de temperatura cŕıtica em função da desordem obtidas por TMT-TCMD e
por TCMD.

Para completar os resultados acima, procuramos detalhadamente uma região de coexistência

para W = 2.0, analisando DE t́ıpicas obtidas partindo de uma função inicial metálica, aumen-

tando U , e partindo de um isolante, diminuindo U . Observamos diferentes valores de tem-

peratura e vimos que em todos os casos as soluções independem do “chute” inicial utilizado,

conforme apresentado na figura 4.12 para T = 0.008. Esse valor de temperatura é pequeno,

de forma que podemos considerar que, para o valor de desordem considerado, não há região

de coexistência para nenhum valor de T . Além disso, observamos que efeitos de localização de

Anderson tornam a região de coexistência mais estreita em U (como pode ser visto nas figuras

4.3, 4.6 e 4.10, por exemplo). Esses fatores nos levam à conjectura de que, no tratamento de

TMT-TCMD para o modelo de Hubbard, Tc vai a zero descontinuamente pela junção das duas

linhas espinoidais para W . 2. De fato, pela observação do diagrama de fase U ×W a T = 0

da referência [27] (reproduzido na figura 1.14), vemos que a região de coexistência se fecha

para W ≈ 2, indicando que Tc vai a zero aproximadamente nesse valor de desordem. Outras

regiões do diagrama de fase de sistemas correlacionados e desordenados, incluindo aquela na

qual acreditamos que Tc = 0, serão estudadas na seção 4.5.
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Figura 4.12: DE t́ıpicas obtidas partindo de uma função inicial metálica, aumentando U , e
partindo de um isolante, diminuindo U . As soluções encontradas coincidem, o que indica que
não há região de coexistência para W = 2.0 a T = 0.008.

4.4 Transição metal-isolante induzida por desordem - Regime

de W > U .

Na seção anterior estudamos o regime de U > W , que possui uma transição de fase do tipo

Mott, isto é, as DE apresentam a abertura do “gap” no ńıvel de Fermi com o aumento de

U . Mesmo nesse regime, observamos efeitos relevantes de localização de Anderson. Na presente

seção estudamos o regime contrário, W > U , que apresenta uma transição tipo Anderson, porém

com efeitos relevantes devido à correlação. Ressaltamos que, a partir desta seção, apresenta-

mos exclusivamente resultados obtidos via TMT-TCMD, pois são estes que incluem efeitos de

localização de Anderson.

Diferentemente da transição de Mott, a transição de Anderson é de segunda ordem e por isso

não apresenta região de coexistência; além disso, ela não é caracterizada pela abertura de um

“gap”. Vimos que, nessa transição, a mobilidade dos elétrons é reduzida devido à aleatoriedade

das energias de cada śıtio. A localização começa pelas bordas das bandas (veja figura 4.5) e, com

o aumento de W , mais estados vão se tornando localizados. Do ponto de vista de problemas

locais (problemas de uma impureza), as DE são caracterizadas por picos muito estreitos, que

não contribuem para o valor t́ıpico da DE da rede. Em outras palavras, a DE t́ıpica considera

apenas estados estendidos do sistema. Quando todos os estados se localizam, a DE t́ıpica vai a

zero [8, 27].

A densidade de estados t́ıpica integrada na frequência, N , pode ser considerada, portanto,

um parâmetro de ordem para a transição de Anderson, como pode ser visto na figura 4.13. Os

quadros da esquerda apresentam DE t́ıpicas para T = 0.005 e diferentes valores de desordem

para (a) U = 0.1 e (c) U = 1.0. Nesses gráficos observamos uma redução de peso espectral

à medida que aumentamos W , indicando que os estados vão se localizando. Para um valor

cŕıtico de W , não há mais estados estendidos no sistema, que passa então por uma transição

metal-isolante induzida pela desordem. À direita na figura, apresentamos N em função de W
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Figura 4.13: DE t́ıpicas para (a) U = 0.1 e (c) U = 1.0, para os valores de W apresentados
nas legendas. DE t́ıpica integrada na frequência, N , em função de W para (b) U = 0.1 e (d)
U = 1.0. Resultados para T = 0.005.

para os valores de U fixos considerados em (a) e (c). N diminui continuamente à medida que os

estados vão se tornando localizados; quando N ≈ 0, o metal se torna um isolante de Anderson

(note que N não é exatamente zero devido a incertezas no cálculo numérico).

A transição de Anderson é bem definida quando U = 0. No caso presente, em que U 6= 0,

podemos dizer que a transição também é induzida pela desordem, o que fica evidente pala

ausência do “gap” e redução do peso espectral à medida que aumentamos W . A presença

de interação, no entanto, tem efeitos relevantes sobre o sistema, mesmo no regime W > U .

Comparando, por exemplo, a curva do quadro (b), para U = 0.1, com a curva em (d), para

U = 1.0, observamos que a interação elétron-elétron blinda os efeitos de localização devido à

desordem, pois, com o aumento de U , N se anula para um valor maior de W (os valores de

desordem cŕıticas são W ≈ 1.8 para U = 0.1 e W ≈ 2.7 para U = 1.0). Tal resultado está de

acordo com a literatura [49] e pode ser observado, por exemplo, nos resultados experimentais

em redes óticas apresentados na figura 1.10 e no diagrama de fase da figura 1.14.

É interessante observar ainda o comportamento do número de ocupação por spin, ni, em

função da energia no śıtio, εi, nesta transição. A figura 4.14 apresenta dados para U = 1.0 e

T = 0.005. Em (a) vemos uma DE metálica (W = 2.3) e uma DE isolante (W = 2.8) e em

(b) os respectivos números de ocupação por spin. Observamos que no caso isolante (quadrados

vermelhos) os śıtios estão vazios (quando εi > U/2), duplamente ocupados (quando εi < −U/2),

ou ocupados com um único elétron (quando −U/2 < εi < U/2). A presença de ocupação simples

é um efeito gerado pela interação. Este perfil de ocupação do isolante de Anderson interagente

é claramente diferente do observado para um isolante de Mott (figura 4.7), no qual observamos
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Figura 4.14: DE t́ıpicas em função da frequência para dois valores de W e respectivos números
de ocupação local por spin em função da energia do śıtio. No caso isolante observamos tanto
ocupação simples quanto śıtios vazios ou duplamente ocupados, o que indica um isolante de
Anderson interagente. Resultados para U = 1.0 e T = 0.005.

apenas ocupação simples.

4.5 Diagrama de fase de sistemas correlacionados e desordena-

dos, com ênfase no regime de U ≈ W

Nas seções anteriores, estudamos principalmente dois regimes do diagrama de fase de sistemas

correlacionados e desordenados, W > U e U > W , e observamos tanto os efeitos de desordem

sobre o isolante de Mott, quanto os efeitos de correlação sobre o isolante de Anderson. Vimos,

por exemplo, que no tratamento que considera localização de Anderson, a região de coexistência

torna-se cada vez mais estreita à medida que aumentamos W , até que as linhas espinoidais

provavelmente se unem e a temperatura do ponto cŕıtico de segunda ordem vai a zero. Com o

objetivo de compreender melhor tais regimes e analisar ainda o caso em que U ≈W , estudamos,

na presente seção, o comportamento do sistema ao longo de diferentes linhas do diagrama de

fase U ×W .

Um diagrama deste tipo, obtido por nós a T = 0.008, pode ser visto na figura 4.15, no qual

é posśıvel observar a diversidade de fases e transições presentes em sistemas correlacionados e

desordenados descritos pelo modelo de Hubbard. Os ćırculos constituem as linhas espinoidais

que delimitam a região de coexistência de Mott (em preto temos a linha espinoidal metálica,

Uc2, e em rosa a linha espinoidal isolante, Uc1). Os triângulos verdes correspondem à transição

entre um metal e um isolante de Mott sem a presença de uma região de coexistência. Nesse

caso, os pontos de transição obtidos partindo-se de uma função inicial metálica, aumentando

U , ou de um isolante, diminuindo U , coincidem. As estrelas azuis indicam pontos nos quais

ρ(ω0) e N vão a zero, ou seja, correspondem às transições entre as fases metálica e isolante

de Anderson correlacionado. Finalmente, os quadrados vermelhos correspondem a pontos de

transição entre o isolante de Mott e o isolante de Anderson. Esse diagrama concorda bem
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com outro conhecido na literatura [27] (reproduzido na figura 1.14) e todas essas transição são

exemplificadas e analisadas em detalhes ao longo desta seção.

Uma análise conjunta da DE no ńıvel de Fermi e da densidade espectral integrada pode nos

ajudar a observar em detalhes os mecanismos de localização presentes em transições de fase

encontradas para diferentes valores de W fixos, aumentando U . Resultados para ρ(ω0) e N

em função de U em torno dessas transições podem ser vistos na figura 4.16. Além disso, as

correspondentes DE t́ıpicas em função da frequência são apresentadas na figura 4.17. Na figura

4.16 (a), vemos que em todos os casos há um comportamento não monotônico de ρ(ω0) em

função de U dentro da fase metálica. Como pode ser observado no diagrama de fase da figura

4.15, partindo de U pequeno e aumentando a interação, levamos o sistema para “mais longe”

do isolante de Anderson, o que provoca um aumento da metalicidade, ou seja, um aumento de

ρ(ω0). Aumentando ainda mais o valor de U , o sistema se aproxima do isolante de Mott, o que

provoca uma redução em ρ( omega0), que então vai a zero no ponto da transição metal-isolante.

As figuras 4.16 e 4.17 apresentam resultados para transições de fase observadas em diferentes

regimes. Para W = 1.0, por exemplo, a transição ocorre para U > W . Nesse caso, vemos que há

localização devido à desordem, o que provoca perda de peso espectral na DE t́ıpica, com redução

de N (veja figura 4.16(b)), que, no entanto, permanece finito quando ρ(ω0) = 0 (veja figura 4.16

(a)), caracterizando um isolante de Mott. Para esse valor de desordem, na fase isolante, as DE

t́ıpicas apresentam estruturas bem definidas de sub-bandas separadas por um “gap”, como pode

ser visto na figura 4.17 (a).

À medida que aumentamos W , a distinção entre os dois tipos de isolantes torna-se menos

evidente, pois ocorre uma redução nas sub-bandas e N diminui. Mais informações sobre os

mecanismos de localização envolvidos nessas transições podem ser obtidas pela análise do número

de ocupação por spin em função da energia dos śıtios. Na figura 4.18, apresentamos gráficos

de ni em função de εi para (a) W = 1.8 e (b) W = 2.0 e diferentes valores de U (as DE
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Figura 4.16: (a) ρ(ω0) e (b) N em função de U para diferentes valores de desordem W . Todos
os resultados foram obtidos a T = 0.008.

t́ıpicas correspondentes podem ser observadas na figura 4.17, quadros (c) e (d)). Vemos que

não há śıtios vazios nem duplamente ocupados para nenhum valor de U , mas apenas números

de ocupação caracteŕısticos da fase metálica (para U < Uc) e da fase isolante de Mott (para

U > Uc). Isso indica que, apesar do forte efeito de localização de Anderson sobre os sistemas

(veja, por exemplo, a redução em N apresentada na figura 4.16(b)), a transição é do tipo Mott,

caracterizada por ocupação simples de cada śıtio.

Note que consideramos Tc = 0 para W = 2.0, pois não há região de coexistência a tem-

peraturas baixas, conforme observado na figura 4.12. Além disso, a análise de números de

ocupação mostra que a transição é do tipo Mott, conforme descrevemos acima. Isso significa

que observamos, para W ≈ 2, uma região na qual há transição de Mott sem a presença de co-

existência metal-isolante. Em outras palavras, os efeitos de localização de Anderson provocam

o desaparecimento da região de coexistência, revelando o ponto cŕıtico quântico da transição de

Mott.

O sistema comW = 2.5, representado na figura 4.19, apresenta um comportamento um pouco

diferente dos casos anteriores. Para U = 2.3, observamos números de ocupação caracteŕısticos

da fase metálica, o que concorda com os resultados da figura 4.17 (e), na qual observamos

picos centrais de quase-part́ıcula nas DE t́ıpicas correspondentes. Para U = 2.4, no entanto,

observamos que praticamente todos os śıtios estão ocupados com um único elétron, com exceção

daqueles nos quais |εi| ≈ |U/2|, que estão vazios ou duplamente ocupados. Aparentemente

temos, nesse caso, um isolante de Anderson fortemente correlacionado. Aumentando ainda mais

o valor de U (U = 2.6), observamos que todos os śıtios passam a apresentar ocupação simples,

ou seja, há uma transição entre um isolante de Anderson correlacionado e um isolante de Mott.

A presença de uma faixa de isolante de Anderson entre as fases isolante de Mott e metálica,

para o regime W ≈ U , pode ser observada nos resultados apresentados no diagrama de fase da

figura 4.15. Essa região é, no entanto, muito estreita, sua existência podendo estar dentro da

resolução numérica que temos.

Podemos estudar ainda linhas do diagrama de fase para U fixo e W crescente. Resultados
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Figura 4.17: DE t́ıpicas em função da frequência para diferentes valores de U para (a) W = 1.0,
(b) W = 1.6, (c) W = 1.8, (d) W = 2.0 e (e) W = 2.5. Resultados obtidos a T = 0.008.

para U = 1.75 e T = 0.008 podem ser vistos na figura 4.20. Para W pequeno, encontramos a

fase isolante de Mott, aumentando a desordem atingimos a fase metálica e, para W ainda maior,

temos um isolante de Anderson. Isso fica evidente pela observação da DE t́ıpica em (a), na

qual vemos um isolante de Mott caracterizado por duas sub-bandas de Hubbard separadas por

um “gap” para W = 1.0, um metal com um pico central de quase-part́ıcula no ńıvel de Fermi

para W = 2.5 e um isolante de Anderson, no qual a DE t́ıpica se anula devido à localização de

todos os śıtios, para W = 4.0. Em (b), vemos a ocupação por spin ni em função da energia no

śıtio εi, normalizada pelo valor da largura W da desordem. Nesta figura, também observamos

uma distinção clara entre as fases, isto é, ocupação simples no isolante de Mott, ocupação

variável no metal e estados vazios, duplamente ocupados ou ocupados com um único elétron no

isolante de Anderson correlacionado. Os pontos de transição podem ser bem estabelecidos pela

observação da DE t́ıpica integrada, N , e da DE t́ıpica no ńıvel de Fermi, ρ(ω0), em função de

W , apresentadas em (c). Em W ≈ 1.3, ρ(ω0) → 0, mas N permanece finito, caracterizando

uma transição de Mott (nesse caso não observamos a região de coexistência porque realizamos

apenas cálculos para U crescente). Em W ≈ 3.5, por outro lado, ρ(ω0)→ 0 é acompanhado por

N → 0, o que indica uma transição de Anderson.

Resultados para U = 3.0 e T = 0.008 são apresentados na figura 4.21. Em (a) vemos DE

t́ıpicas em função da frequência para diferentes valores de W . Note a escala dos gráficos: a

DE t́ıpica é muito pequena, indicando forte efeito de localização de Anderson. No entanto,

para W menor observamos uma estrutura remanescente de duas sub-bandas separadas por um

“gap”, que é substitúıda por uma estrutura sem “gap”, mais localizada nas bordas, à medida

que aumentamos W , o que pode indicar um “crossover” entre os isolantes de Mott e Anderson.
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Figura 4.18: Número de ocupação por spin em função da energia do śıtio para (a) W = 1.8 e
(b) W = 2.0. Resultados para T = 0.008.
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Figura 4.19: Número de ocupação por spin em função da energia no śıtio para W = 2.5,
T = 0.008 e diferentes valores de U .

As DE não se anulam em ρ(ω0) por efeitos de temperatura e limitação numérica.

A distinção entre os dois tipos de isolante pode ser confirmada pelos resultados do quadro

(b) da figura, que apresenta o número de ocupação por spin em função da energia no śıtio.

Para W = 2.8 há apenas ocupação simples, caracterizando um isolante de Mott, enquanto

que para W = 3.4, observamos, além de ocupação simples, śıtios vazios e śıtios duplamente

ocupados, caracterizando um isolante de Anderson correlacionado. Nossos resultados numéricos,

apresentados no diagrama de fase da figura 4.15, indicam que o “crossover” entre os dois isolantes

ocorre para W = U . Isso pode ser entendido se observarmos que o comportamento de dois fluidos

caracteŕıstico do isolante de Anderson correlacionado surge quando W ≥ U , pois nesse caso há

śıtios com energia εi < −U/2, que ficam duplamente ocupados (ni = 1) e śıtios com εi > U/2,

que ficam vazios (ni = 0). Esses resultados demonstram que há uma região, para W e U grandes,

na qual os dois isolantes estão diretamente conectados, sem uma fase metálica intermediária,

em concordância com previsões teóricas presentes na literatura [28].
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Conclusões

O trabalho apresentado nesta dissertação teve como proposta estudar sistemas correlacionados

e desordenados, mais especificamente analisando a forma como interação eletrônica, U , e desor-

dem, W , se combinam no processo de localização das funções de onda eletrônicas. Correlação

eletrônica pode gerar a transição metal-isolante de Mott, enquanto desordem pode levar à lo-

calização de Anderson. Exemplos de sistemas nos quais este estudo é relevante são aqueles que

possuem orbitais d ou f semi-preenchidos, pois os elétrons que ocupam esses orbitais sofrem

forte repulsão coulombiana, o que influencia as propriedades do material. Além disso, materiais

reais apresentam impurezas; em certas montagens experimentais dopantes são inclusive acres-

centados propositalmente, com o objetivo de gerar pressão qúımica, simulando uma redução

na interação elétron-elétron. Desordem e interação se combinam, no entanto, de maneiras não

triviais. Nesse contexto, investigamos os efeitos de localização de Anderson sobre a região de

coexistência metal-isolante, presente na transição de Mott para temperaturas menores que a

temperatura cŕıtica Tc.

Esse estudo foi realizado utilizando o modelo de Hubbard com desordem na energia local,

tratado por Teoria de Campo Médio Dinâmico combinada à Teria do Meio T́ıpico. O primeiro

método caracteriza bem a transição de Mott, enquanto o segundo é capaz de descrever efeitos

de localização de Anderson. Nessa combinação, o modelo da rede é mapeado em um ensemble

de problemas de uma impureza e quantidades globais são caracterizadas por seus valores t́ıpicos

(ou valores mais prováveis). Além disso, comparamos alguns resultados com outros obtidos por

Teoria de Campo Médio Dinâmico “tradicional”, que não inclui efeitos de localização devido à

desordem. Essa comparação permite-nos caracterizar bem tais efeitos.

Estudamos diferentes limites presentes no diagrama de fase de materiais correlacionados e

desordenados. Os resultados obtidos neste trabalho permitem um entendimento mais completo

de alguns pontos, além de gerarem novas conclusões.

Com relação ao limite U > W , sabemos que a transição é do tipo Mott, o que está de

acordo com os resultados apresentados neste trabalho. Uma comparação entre resultados obtidos

com TMT-TCMD e TCMD “tradicional’ permite-nos concluir, no entanto, que há efeitos de

localização de Anderson relevantes ainda neste regime de desordem pequena. A localização

gerada por desordem move a transição para U menor, devido à localização dos estados nas

bordas das bandas, além de tornar a região de coexistência mais estreita em U .

Ainda nesse regime, é posśıvel obter o ponto cŕıtico de segunda ordem a partir da região

de “crossover”, isto é, trabalhando a temperaturas acima da região de coexistência. Esse pro-
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cedimento foi apresentado na literatura para o caso limpo. Demonstramos que o método é

válido também para o caso desordenado e passamos então a utilizá-lo para investigar os efeitos

de localização de Anderson sobre a temperatura cŕıtica. Para os valores de W considerados

por este método, isto é, W ≤ 1.6, Tc permanece finita, mesmo incluindo efeitos de localização

de Anderson. Não foi posśıvel utilizar o método para descrever sistemas no limite W > U ,

devido a limitações numéricas. Observamos, no entanto, que não há região de coexistência

para W = 2, mesmo a temperaturas consideravelmente pequenas. Além disso, notamos que a

localização de Anderson torna a região de coexistência mais estreita em U , o que pode fazer

com que as linhas espinoidais que definem a região de coexistência coincidam, suprimindo essa

região. Assim, conclúımos que, no tratamento do modelo de Hubbard desordenado por TMT-

TCMD, a temperatura cŕıtica Tc vai a zero descontinuamente e, para W ≈ 2, observamos uma

transição metal-isolante de Mott sem a presença de uma região de coexistência.

No regime de W > U , utilizamos TMT-TCMD para descrever a transição metal-isolante in-

duzida por localização de Anderson. Nossos resultados mostram que, na presença de interação,

uma fração dos śıtios passa a ter ocupação simples, resultando em isolantes de Anderson cor-

relacionados. Além disso, um aumento de U provoca um aumento na desordem cŕıtica na qual

ocorre a transição. Tais resultados estão de acordo com outros já conhecidos.

Finalmente, no regime de W e U grandes, observamos que os isolantes de Mott e Anderson

estão diretamente conectados, sem a presença de uma fase metálica intermediária. Nossos re-

sultados numéricos mostram que o “crossover” entre os dois isolantes ocorre para W ' U , em

concordância com previsões presentes na literatura.

Com o objetivo de complementar o trabalho apresentado nesta dissertação, temos a intenção

de analisar o comportamento da resistividade em torno da transição de Mott na região na qual

não encontramos coexistência de fases (W/D ∼ 2). No caso limpo, as curvas de resistividade

em função da temperatura para diferentes valores de interação apresentam um comportamento

de escala caracteŕıstico mesmo para temperaturas acima de Tc [40]. Analisaremos o caso desor-

denado para W/D ∼ 2 e esperamos, assim, reforçar os resultados que indicam a presença de um

ponto cŕıtico quântico na transição de Mott.
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[14] P. Limelette, P. Wzietek, S. Florens, A. Georges, T. A. Costi, C. Pasquier, D. Jérome,
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Apêndice A

Segunda quantização para férmions

Dada a equação de Schroedinger para um elétron

HmΦm = εmΦm, (A.1)

temos que o conjunto Φm forma uma base completa. A função de onda Ψ(qi) de um sistema

de férmions é constrúıda a partir de combinações lineares de produtos antissimetrizados de

elementos da base, na forma

Ψ = Γ[Φa(q1)Φb(q2)...Φn(qn)], (A.2)

sendo qi a coordenada da i-ésima part́ıcula e Γ o determinante de Slater, que, para duas

part́ıculas, é dado por

Γ =
1√
2

∣∣∣∣∣ Φ1(1) Φ1(2)

Φ2(1) Φ2(2)

∣∣∣∣∣ =
1√
2

[Φ1(1)Φ2(2)− Φ1(2)Φ2(1) ]. (A.3)

Alternativamente, é posśıvel descrever Ψ por representação de segunda quantização,

Ψ =
∑
m

αm|01, 02, ..., 1m, ...〉, (A.4)

sendo que 0i indica um estado vazio e 1i representa um estado ocupado. Nesse caso, a descrição

por produtos antissimetrizados e determinantes de Slater fica impĺıcita, por exemplo pela relação

Γ[Φa(q1)Φb(q2)]→ |01 02 ... 1a 1b ... 0 ...〉. (A.5)

Nessa representação de segunda quantização, também conhecida como representação por

número de ocupação, a transição entre estados é descrita por meio de operadores de criação e

aniquilação. Para a criação de um estado temos

c†m|n1 n2 ... nm ...〉 = η|n1 n2 ... (nm + 1) ...〉, (A.6)
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APÊNDICE A. SEGUNDA QUANTIZAÇÃO PARA FÉRMIONS 70

sendo n o número de part́ıculas em cada orbital (que para férmions deve ser 0 ou 1) e η um fator

de normalização. De forma análoga, para um operador de aniquilação temos

cm|n1 n2 ... nm ...〉 = ξ|n1 n2 ... (nm − 1) ...〉. (A.7)

Note que operadores de criação de dois férmios anti-comutam:

c†2c
†
1|01 02〉 =

1

2
[Φ1(1)Φ2(2)− Φ2(1)Φ1(2)] ,

c†1c
†
2|01 02〉 =

1

2
[Φ1(2)Φ2(1)− Φ2(2)Φ1(1)] ,[

c†1, c
†
2

]
+

= 0. (A.8)

Finalmente, veremos a representação de um operador em segunda quantização. Como exem-

plo, consideramos a atuação de um operador Ô em Φm, gerando um estado ψ, que pode ser

decomposto em elementos da base {Φl}, ou seja,

ÔΦm = ψ =
∑
l

OlmΦl. (A.9)

O coeficiente Olm pode ser encontrado por operações simultâneas nos dois lados da equação A.9:∫
Φ∗m′ÔΦm

~dr =
∑

Olm

∫
Φ∗m′Φl

~dr =
∑
l

Olmδlm′ , (A.10)

a partir do que obtemos Olm =
∫

Φ∗l ÔΦm
~dr.

Note que o efeito de Ô sobre Φm é “destruir” esse elemento da base e “criar” uma série de

outros elementos, com probabilidades Olm. Isso significa que o operador Ô pode ser representado

como

Ô →
∑
l

Olmc
†
l cm, (A.11)

ou seja,

ÔΦm =
∑
l

Olmc
†
l cm|01, 02, ..., 1m, ...〉. (A.12)

Como todo estado pode ser escrito como uma combinação linear de elementos da base, a

generalização para a atuação do operador sobre um estado qualquer é direta:

Ôψ = ψ′ → Ô
∑
m

αmΦm =
∑
l

α′lΦl, (A.13)

o que implica em

Ô →
∑
lm

Olmc
†
l cm. (A.14)

Referência: Notas de aula do Prof. Mario Sérgio Carvalho Mazzoni, 2012, dispońıvel em http :
//www13.fisica.ufmg.br/ mazzoni/transf/parte1.pdf



Apêndice B

Funções de Green

B.1 Funções de Green de uma part́ıcula - uma abordagem a

partir de equações de Schroedinger

Funções de Green clássicas podem ser usadas como ferramentas para a solução de equações

diferenciais. No contexto de eletromagnetismo, por exemplo, o potencial elétrico Φ(~r) pode ser

obtido de uma distribuição de carga ρ(~r) pela solução da equação de Poisson ∇2Φ(~r) = − 1
ε0
ρ(~r).

Alternativamente, podemos procurar a solução para a função de Green G(~r), que obedece uma

relação mais simples, ∇2G(~r) = δ(~r), e então obter Φ(~r) por

Φ(~r) = − 1

ε0

∫
~dr′G(~r − ~r′)ρ(~r). (B.1)

Funções de Green quânticas, por outro lado, são úteis por exemplo na descrição de correlações

elementares e de respostas do sistema a uma perturbação externa. Em geral, sistemas quânticos

na presença de campos externos, interação ou desordem, não podem ser diagonalizados. Nesses

caso podemos usar funções de Green para a descrição de propriedades dos sistemas.

Consideremos, por exemplo, a parte espacial da equação de Schroendiger de uma part́ıcula

na presença de uma perturbação V (~r):

[H0(~r) + V (~r)]Ψ = EΨ. (B.2)

Para resolver essa equação, definimos uma função de Green correspondente que obedece uma

relação diferencial da forma

[E −H0(~r)]G0(~r, ~r′, E) = δ(~r − ~r′). (B.3)

A partir dessa construção, podemos identificar

G−1
0 (~r,E) = E −H0(~r)→ G−1

0 (~r,E)G0(~r, ~r′, E) = δ(~r − ~r′). (B.4)
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Dessa forma, a equação de Schroedinger pode ser reescrita como

[G−1
0 (~r,E)− V (~r)]Ψ = 0. (B.5)

Finamente, por inspeção é posśıvel perceber que a solução da equação pode ser escrita na forma

integral

Ψ(~r) = Ψ0(~r) +

∫
~drG0(~r, ~r′, E)V (~r)Ψ(~r), (B.6)

sendo Ψ0(~r) autoestado de H0. Resolvendo a equação integral por iteração, obtemos

Ψ(~r) = Ψ0(~r) +

∫
~dr′G0(~r, ~r′, E)V (~r)Ψ0(~r) +O(V 2). (B.7)

Analogamente, podemos usar funções de Green no tratamento de equações de Schroedinger

dependentes do tempo:

[i∂t −H0(~r)− V (~r)]Ψ(~r, t) = 0. (B.8)

Definindo

[i∂t −H0(~r)]G0(~r, ~r′, t, t′) = δ(~r − ~r′)δ(t− t′) (B.9)

e

[i∂t −H0(~r)− V (~r)]G(~r, ~r′, t, t′) = δ(~r − ~r′)δ(t− t′), (B.10)

podemos escrever a solução da equação B.8 como

Ψ(~r) = Ψ0(~r, t) +

∫
~dr′
∫
dt′G0(~r, ~r′; t, t′)V (~r′)Ψ(~r′, t′), (B.11)

ou

Ψ(~r) = Ψ0(~r, t) +

∫
~dr′
∫
dt′G(~r, ~r′; t, t′)V (~r′)Ψ0(~r′, t′), (B.12)

usando G0 ou G, respectivamente. Resolvendo B.11 iterativamente, obtemos

Ψ = G0VΨ0 +G0V G0VΨ0 +G0V G0V G0VΨ0 + ...

= Ψ0 + (G0 +G0V G0 +G0V G0V G0 + ...)VΨ0, (B.13)

sendo que utilizamos uma notação simplificada, omitindo os sinais de integração.

Comparando as equações B.13 e B.12 obtemos a equação de Dyson, que relaciona a função

de Green total com a função de Green não perturbada na forma

G = G0 +G0V G0 +G0V G0V G0 + ...

= G0 +G0V (G0 +G0V G0 + ...)

= G0 +G0V G. (B.14)

A função de Green assume maior significado se notarmos que, conhecendo a função de onda
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em um tempo t′, podemos encontrar a função de onda no tempo t pela relação

Ψ(~r, t) =

∫
~dr′G(~r, ~r′, t, t′)Ψ(~r′, t′); (B.15)

assim, a função de Green é também chamada de propagador.

B.2 Funções de Green de uma part́ıcula em sistemas de muitos

corpos

Em um sistema de muitos corpos, os propagadores são convenientemente definidos a partir da

notação de segunda quantização. A temperatura zero podemos definir uma função de Green

eletrônica na forma

G(λ; t− t′) = −i 〈Ψ0|Tcλ(t)c†λ(t′) |Ψ0〉 , (B.16)

sendo λ um número quântico e Ψ0 estado fundamental do Hamiltoniano H (H |Ψ0〉 = ε0 |Ψ0〉).
Além disso, T é o operador de ordenamento temporal, que organiza os operadores colocando à

direita aqueles que atuam em tempos anteriores, ou seja

T [V (t1)V (t2)] = θ(t1 − t2)V (t1)V (t2) + θ(t2 − t1)V (t2)V (t1), (B.17)

onde

θ(x)


1 se x > 0

0 se x < 0

1/2 se x = 0.

(B.18)

Para explorar o significado da função de Green como propagador, vamos tomar o exemplo

no qual t > t′. No tempo t′ criamos uma excitação λ e a destrúımos no tempo t. Se c†λ |Ψ0〉
é autoestado de H (Hc†λ |Ψ0〉 = ελc

†
λ |Ψ0〉) então esse estado propaga-se com uma dependência

temporal exponencial simples: G(λ, t > t′) = −iexp[−i(t − t′)(ελ − ε0)]. De forma geral, no

entanto, c†λ |Ψ0〉 não é autoestado do Hamiltoniano. Nesse caso, no tempo t′ uma part́ıcula no

estado λ é espalhada e evolui durante um intervalo t− t′; depois medimos a superposição com o

estado λ no tempo t, obtendo informações sobre o sistema. No caso de t′ > t, temos informações

sobre uma excitação de buraco.

B.3 Um exemplo: função de Green para férmions livres

Vamos analisar um exemplo de propagador livre, a função de Green de um gás de Fermi a

temperatura zero (metal simples). O Hamiltoniano do problema é dado por

H = H0 − µN =
∑
σ

εkc
†
kσckσ, (B.19)
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onde µ é o potencial qúımico, N é o número de elétrons e c†kσ (ckσ) cria (destrói) um elétron de

vetor de onda k (omitindo a indicação de vetor), massa m e spin σ. Além disso, εk = ~2k2
2m − µ

e o estado fundamental é dado por

|φ〉 =
∏

σ,|k|<kF

c†kσ |0〉 . (B.20)

Na representação de Heisenberg, temos

c†kσ(t) = eiεktc†kσ

ckσ(t) = e−iεktckσ. (B.21)

Na propagação para tempos futuros só é posśıvel acrescentar um férmion acima da energia

de Fermi, ou seja,

〈φ| ckσ(t)c†k′σ′(t
′) |φ〉 = δσ,σ′δk,k′e

−iεk(t−t′) 〈φ| ckσc†kσ |φ〉

= δσ,σ′δk,k′(1− nk)e−iεk(t−t′), (B.22)

com nk = θ(|kF |− |k|). Na propagação para tempos passados, por sua vez, só é posśıvel destruir

um férmion, criando um buraco, abaixo da energia de Fermi:

〈φ| ckσ(t)c†k′σ′(t
′) |φ〉 = δσ,σ′δk,k′nke

−iεk(t−t′). (B.23)

Assim temos

G(~k, t) = −i[(1− nk)θ(t)− nkθ(−t)]e−iεkt. (B.24)

Observe a mudança de sinal ao reordenar no tempo os operadores de criação e aniquilação para

férmions. Isso ocorre devido à anti-comutação dos operadores. Definimos assim uma função de

Green para part́ıculas e uma para burados:

G(~k, t) =

{
−iθ|k|−|kF |e

−iεkt (t > 0), elétron

iθ|kF |−|k|e
−iεkt (t < 0),buraco

(B.25)

Realizamos agora uma transformada de Fourrier da função de Green,

G(~k, ω) = −i
∫ ∞
−∞

dtei(ω−εk)te−|t|δ[θ|k|−|kF |θ(t)− θ|kF |−|k|θ(−t)]

= −i
[

θ|k|−|kF |

δ − i(ω − εk)
−

θ|kF |−|k|

δ + i(ω − εk)

]
, (B.26)

sendo que o fator de convergência e−|t|δ foi inclúıdo para resolvermos a integral. Finalmente,

tomando o limite δ → 0 e definindo δk = sinal(|k| − |kF |), o propagador para férmions livres é
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dado por

G(~k, ω) =
1

ω − εk + iδk
. (B.27)

Referências: H. Bruus e K. Flensberg, “Many-body quantum theory in condensed matter physics”, notas de
aula, Copenhagen, 2003; G. D. Mahan, “Many-Particle Physics”, 2a, New York: Plenum Press, 1990.





Apêndice C

Sistemas a temperatura finita

A temperatura zero, as propriedades do sistema são determinadas pelo seu estado fundamental.

A temperatura finita T , por outro lado, utilizamos um ensemble que inclui o estado fundamental

e estados exitados, e calculamos médias com o aux́ılio da função de partição Z = Tre−βH , sendo

β = 1
kBT

e H o hamiltoniano do problema.

Z pode ser representada por um operador de evolução temporal em tempo imaginário, na

forma Z = TrU(−i~β), sendo U(t) = e−iHt/~ o operador de evolução temporal. Dessa forma,

o tratamento de problemas f́ısicos de muitos corpos a temperatura finita pode ser constrúıdo

evoluindo-se, em tempo imaginário, os estados a T = 0. Ou seja, realizando a substituição
it
~ → τ o formalismo para temperatura finita segue praticamente igual ao tratamento de sistemas

a T = 0.

No formalismo a temperatura finita, o operador que dá a evolução da função de onda a partir

de um tempo qualquer é substitúıdo por uma evolução no intervalo finito de tempo imaginário

t ∈ [0,−i~β]. Isso implica em uma limitação na dimensão temporal nesse formalismo. Isso pode

ser interpretado como uma consequência de flutuações térmicas, que fazem com que processos

mais longos do que τ = β percam a coerência. Grandezas f́ısicas são então periódicas (no caso

de bósons) ou anti-periódicas (férmions) no intervalo τ ∈ [0, β].

A transformada de Fourier de funções em tempo imaginário gera funções em um espaço

de frequências imaginárias iνn (iωn), conhecidas como frequências de Matsubara para bósons

(férmions). Da condição de periodicidade (anti-periodicidade) temos

eiνn(τ+β) = eiνnτ

(eiωn(τ+β) = −eiωnτ ), (C.1)

de onde obtemos νn = 2πnkBT (ωn = π(2n+ 1)kBT ).

Referência: P. Coleman, “Introduction to Many Body Physics”, dispońıvel em www.physics.rutgers.edu/ ∼
coleman/.
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Apêndice D

Transformada de Hilbert

A função de Green obedece a transformada de Hilbet

G(ω + iη) =

∫ ∞
−∞

ρ(ω
′
)dω

′

ω + iη − ω′ , (D.1)

sendo ρ(ω
′
) a DE. Multiplicando por ω−iη−ω′

ω−iη−ω′ , temos

G(ω + iη) =

∫ ∞
−∞

ρ(ω
′
)dω

′

(ω − ω′)2 + η2
(ω − iη − ω′

) (D.2)

e, separando a parte real e a parte imaginária, encontramos

G(ω + iη) =

∫ ∞
−∞

(ω − ω′
)ρ(ω

′
)dω

′

(ω − ω′)2 + η2
− iπ

∫ ∞
−∞

ηρ(ω
′
)dω

′

π[(ω − ω′)2 + η2]
. (D.3)

Fazendo η → 0, obtemos

G(ω) =

∫ ∞
−∞

ρ(ω
′
)dω

′

ω − ω′ − iπ
∫ ∞
−∞

δ(ω − ω′
)ρ(ω

′
)dω

′
. (D.4)

Assim, vemos que a parte imaginária da função de Green no eixo real se relaciona com a DE

da forma conhecida ImG(ω) = −πρ(ω), enquanto a parte real é dada pelo valor principal de

Cauchy de
∫∞
−∞

ρ(ω
′
)dω

′

ω−ω′ .
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