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Resumo

Decisoes relacionadas a alocacao de recursos em um portfolio de ativos continuam a gerar
um numero relevante de pesquisas. Um exemplo de problema desta natureza é a formagao
de um portfélio para fundos de previdéncia. Planos de previdéncia com contribuigoes de-
finidas sao caracterizados por uma alocagao constante nos primeiros periodos de contrato,
seguida por uma alocagdo nao constante conservadora nos tultimos periodos. Esta pes-
quisa propoe um modelo de apoio a decisao que capte esta mudanca de comportamento da
alocagao (miope para ndo miope) e que seja computacionalmente tratado de forma efici-
ente. Sao considerados como ativos disponiveis para investimento agoes e titulos publicos.
O problema é formulado via programagao dinamica estocdstica, complementado com a
simulacao de Monte Carlo para representar o comportamento multivariado da taxa de
retorno dos ativos. Geralmente, problemas deste tipo sao dificeis de solucionar, pois sao
dependentes de arvores de cenario, em que o nimero de estados cresce exponencialmente
com o numero de estagios. Caracteristicas de funcgoes utilidades ndao miopes sao exploradas
para sintetizar os periodos iniciais em um tunico periodo de decisao. Esta abordagem per-
mite a representacao da mudanca de comportamento do investidor além de, naturalmente,
reduzir o esfor¢co computacional requerido. Para contornar a dependéncia da arvore de
cendarios, é proposta uma aproximacao da funcao custo étima nos periodos finais através
de um modelo paramétrico. Com esta abordagem, elimina-se a necessidade de construgao
da arvore de cendrios e uma solucao satisfatoria pode ser obtida dentro de limites com-
putacionalmente tratdaveis. Os resultados obtidos mostram a adequagao das abordagens

complementares propostas.

Palavras-chave: selecao de portfélio, programacgao dindmica estocdstica, simulacao de

Monte Carlo, plano de previdéncia, métodos paramétricos



Abstract

The decisions concerning resource allocation in a portfolio of assets continue to generate a
relevant amount of research. One example of such problems is the formation of a portfolio
for pension fund. Pension plans with defined-contribution are characterized by a constant
allocation in the first periods of contract, followed by a conservative non—constant alloca-
tion in the latter periods. This research offers a model of decision support which captures
this change in the allocation behavior (myopic to —non-myopic) and is computationally
efficient. The considered assets are stocks and governmental bonds. The problem is formu-
lated via dynamic stochastic programming, complemented with Monte Carlo simulation
to represent the multivariate behavior of asset rates of return. However, problems of this
type are difficult to solve due to the dependence to scenario tree, in which the number of
states grows exponentially with the number of stages. Characteristics of non-myopic uti-
lity functions are exploited to synthetize the initial periods in a single-period of decision.
This approach allows the representation of the behavior change as well as, naturally, to
reduce the required computational effort. To overcome the dependence of scenario tree, it
is proposed an approximation of the optimal cost function in the later periods through a
parametric model. With this approach, the need to construct a scenario tree is eliminated
and a satisfactory solution may be obtained within limits computationally tractable. The

obtained results show the adequacy of the proposed complementary approaches.

Keywords: portfolio selection, dynamic stochastic programming, Monte Carlo simula-

tion, pension plans, parametric methods
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1 Introducao

Decisoes relacionadas a alocacao de recursos em um portfolio de ativos continuam a gerar
um numero relevante de pesquisas. Um exemplo de problemas desta natureza é a formagao
de um portfélio para fundos de previdéncia. Mesmo que estes fundos possam estar rela-
cionados a previdéncia social ou privada, a esséncia da escolha entre ativos cujos retornos
sao incertos permanece semelhante para todas estas categorias.

Quando decisores possuem uma percepcao distinta do valor do portfélio e de variacoes
em sua composicao ao longo do tempo, fica caracterizado um problema de tomada de
decisao em multiperiodo. Uma ferramenta utilizada para resolver problemas deste tipo é a
programacao dinamica estocédstica. Entretanto, problemas de tomada de decisao dinamicos
tradicionalmente representados por arvores de cendrio podem se tornar dificeis de serem
resolvidos, pois o ntimero de estados cresce exponencialmente com o aumento do niimero
de periodos.

Para gerar a arvore de estados do problema, muitas pesquisas recorrem a métodos de
simulacao de Monte Carlo como complementacao ao algoritmo de programacao dinamica.
Estes métodos sao adequados, pois captam o comportamento multivariado da taxa de
retorno dos ativos. Entretanto, para atingir acuracia suficiente na representagao do com-
portamento dos ativos, é necessario um ntmero razoavelmente grande de caminhos simu-
lados. Este fato naturalmente corrobora para o aumento do espaco de estados possiveis do
problema e, consequentemente, aumenta o esforco computacional requerido para se obter
a solugao satisfatéria.

Para alguns casos particulares, problemas de multiperiodo podem ser sintetizados em
um tunico periodo, geralmente referidos como problemas miopes. Neles, o investidor age
como se ignorasse oportunidades de reinvestimento e escolhe a mesma alocagdao em todo
o horizonte de tempo. Consequentemente, o esforco computacional requerido é reduzido.
Logo, estes casos refletem uma suposicao relativa as escolhas do decisor ser, de certa
forma, constante ao longo do tempo. Entretanto, esta suposicdo nao tem aderéncia ao
problema real. Fatores que ocasionam problemas miopes envolvem a escolha de parametros
especificos de algumas funcoes utilidade ou taxa livre de risco constante e igual a 0% em

todos os periodos.



Segundo Brandt (2010), o portfélio 6timo miope é um importante caso para aplicagoes
na industria financeira. De acordo com este autor, poucas institui¢oes financeiras imple-
mentaram estratégias de investimento em problemas de multiperiodo nao miopes. Além
disso, até recentemente, a literatura académica sobre selecao de portfélio estava focada
quase que exclusivamente em problemas de um tnico periodo, em particular, no para-
digma de média-variancia de Markowitz (1952). Este paradigma sera detalhado na secao
3.3.

No caso dos fundos de previdéncia, é importante notar que o perfil de alocagao nesta
modalidade é, na maior parte, constante ao logo de quase toda a vida do contrato. Na
previdéncia privada, por exemplo, sao oferecidos ao investidor fundos de diferentes graus
de risco e este escolhe um de acordo com o seu perfil. Nos tiltimos anos da vida de contrato,
quantidades predefinidas sao regularmente retiradas destes fundos e reinvestidas em ativos
de menor risco.

Portanto, os fundos de previdéncia possuem duas evidéncias de subotimalidade da
alocagao do ponto de vista individual dos investidores. A primeira evidéncia esta no fato
de que um mesmo fundo é escolhido por investidores com perfis de risco semelhantes,
mas nao idénticos. Assim, a utilidade terminal dos fundos é uma aproximacao do perfil
de aversao ao risco dos investidores e nao os representam completamente. A segunda
evidéncia estd no comportamento miope do portfélio 6timo, ja que na escolha da utilidade
terminal, os parametros da fungao utilidade sao escolhidos para gerar este comportamento
que sintetiza o problema a um tnico periodo de decisao.

O foco deste trabalho estd em problemas de multiperiodos que sao originalmente nao
miopes, mas a medida que o horizonte de tempo se torna suficientemente longo, a politica
Otima nos estagios iniciais se aproxima da politica miope. O desafio e objetivo desta pes-
quisa ¢é oferecer um modelo de apoio a decisao que capte esta mudanca de comportamento
do investidor (de miope para nao miope) e que seja tratado computacionalmente de forma
eficiente.

Os objetivos especificos da pesquisa sao:

1. Elaboragao de um modelo de programacao dinamica estocdstica que capte a incerteza

associada aos ativos disponiveis para a composicao de um portfélio dinamico.



2. Definicao da politica étima de alocacao entre os ativos a cada momento de tomada

de decisao para diferentes preferéncias de risco.

3. Comparacao do portfélio 6timo e retorno esperado em relacao aos diferentes ativos

disponiveis, em relacao aos diferentes perfis de aversao ao risco
4. Anélise dos diferentes casos de comportamento miope.
5. Avaliagdo de alternativas para a construgao da arvore de cendrios.

Esta proposta de dissertacao estd organizada da seguinte forma: O Capitulo 2 introduz
o referencial tedrico matemadtico necessario para a conceituacdo do problema de sele¢ao
de portfolio, e engloba a escolha sob incerteza, métodos de Monte Carlo e a programagao
dinamica estocastica; o Capitulo 3 aborda o problema de fundos de previdéncia e sua inter-
face com o problema de sele¢ao de portfélio, assim como a revisao tedrica do estado da arte
relacionada ao problema de pesquisa; o Capitulo 4 é dedicado a formulacao matematica
do modelo proposto; no Capitulo 5 sdo apresentados os resultados numéricos e andlises
relacionadas; o Capitulo 6 é reservado as discussOes finais e proximos passos planejados

para a continuagao da pesquisa.



2 Referencial Matematico

Nesta pesquisa, o problema de selecao de portfélio é estruturado em funcao de trés pilares
principais. O primeiro pilar esta associado a funcao utilidade escolhida pelo gestor do fundo
para a selecao do portfélio. A funcao utilidade possui o papel de representar a preferéncia
dos investidores por diferentes montantes de riqueza. Como a riqueza é determinada pela
composicao do portfélio com ativos mais ou menos volateis, ela é uma variavel aleatéria.
Portanto, diferentes portfélios podem gerar maiores ou menores lucros e prejuizos em
relacdo a riqueza inicial. A preferéncia por estas variagoes é captada pela funcao utilidade.
Portanto, esta é uma escolha definida pela incerteza da riqueza a ser obtida para cada
possivel portfélio. Assim, o primeiro pilar é a escolha sob incerteza, que serd apresentada
na secao 2.1.

O segundo pilar estd associado a taxa do retorno dos ativos. A riqueza que o inves-
tidor possui em um dado momento depende da taxa de retorno dos ativos que compode o
portfélio dindmico. Esta taxa é uma varidvel aleatdria e seu comportamento é geralmente
representado por um processo estocdstico conhecido, o movimento Browniano geométrico.
A simulacao de Monte Carlo reproduz o comportamento do retorno dos ativos através da
geragao de caminhos aleatérios de desfechos de acordo com a distribuigao de probabili-
dade do processo estocéastico seguido. A secao 2.2 é dedicada aos fundamentos de alguns
dos métodos de Monte Carlo aplicados a engenharia financeira e que serao utilizados na
construcao do modelo.

O terceiro e ultimo pilar é a programacao dindmica estocastica, uma ferramenta tipi-
camente utilizada para o calculo de politicas 6timas em problemas de decisao multiperiodo
onde a variavel de estado segue um processo estocdstico. Embora algumas pesquisas re-
centes recorram a programagcao linear para solucionar o problema de selecdo de portfélio
(e.g., Fonseca and Rustem (2012)), a grande maioria faz uso da programagao dindmica
(e.g., Topaloglou et al. (2008), Fu et al. (2010) e Jin and Zhang (2013)). Seu conceito e a

equacao de Bellman serao apresentados na segao 2.3.



2.1 Escolha sob Incerteza

Muitas decisoes econdémicas importantes envolvem elementos de risco. Em particular, o
elemento de risco envolvido nesta pesquisa é a taxa de retorno dos ativos de investimento,
que determinard os possiveis valores de riqueza a ser obtida ao final do horizonte de tempo.
Para avaliar as diversas situagoes possiveis produzidas pela aleatoriedade dos elementos
de risco, é necessario revisitar a teoria da escolha assim como a escolha sob incerteza.
Conceitos cldssicos importantes como relagao de preferéncia, utilidade, loterias, equi-
valente certo, prémio de risco e aversao ao risco serao introduzidos através de defini¢Ges
e proposicoes. Estes conceitos sao apresentados a seguir, utilizando como referéncia Mas-

Colell et al. (1995).

2.1.1 Preferéncia

A secado 2.1 é iniciada pela introducao do conceito de relagao de preferéncia e algumas
de suas propriedades béasicas que auxiliam a compreensao de como os diferentes portfélios
serao escolhidos. Seja B C IBBJLr um conjunto de bens ou servigo, a preferéncia de um
consumidor é captada pela rela¢ao de preferéncia = (uma relagdo de “pelo menos tao
bom quanto”) definido em B. A relagao de preferéncia de um consumidor sobre um bem
ou servigo é sempre racional. A Definicao 2.1 (ver Mas-Colell et al. (1995), pdgina 42)

formaliza esta suposicao:

Definicao 2.1. A relagao de preferéncia 7~ em B é racional se possui as seguintes duas

propriedades:

(i) Integralidade: para qualquer z, y € B, z 77 y ou < y ou ambos. O axioma
da integralidade afirma que o decisor realiza apenas escolhas baseadas em sérias

reflex0es para encontrar suas preferéncias.

(ii) Transitividade: para todo x, ye z € B, se x Z—y ey = z, entdao = 77 z. O axioma
da transitividade implica que é impossivel ter um decisor com uma sequéncia de

escolhas de pares em que suas preferéncias aparecam em ciclo.

Além disso, é razodvel assumir que quantidades maiores de bens ou servigos sdo pre-

feridas que menores. Esta caracteristica de preferéncias é capturada pela suposicao de



monotonicidade. A Definicao 2.2 (ver Mas-Colell et al. (1995), pagina 42) formaliza esta

suposicao:

Definicao 2.2. A relagao de preferéncia = em B é mondtona se x € B e y > x implica

em y > x. Ela serd fortemente mondtona se y > x implica em y > z.

A suposicao de que preferéncias sao mondtonas ¢é satisfeita desde que o bem ou servigo
seja “bom”em vez de “ruim”. Como o problema em questao esta associado a preferéncias
sobre riquezas e, claramente, quanto maior a riqueza de um investidor, melhor, esta su-
posicao sera satisfeita.

Finalmente, é importante ressaltar uma 1ltima suposigao sobre relagoes de preferéncias,
relativa a convexidade da preferéncia. Esta suposicao estd relacionada ao trade-off que o
consumidor estd disposto a fazer entre diferentes bens ou servigos. A Defini¢ao 2.3 (ver

Mas-Colell et al. (1995), pagina 44) formaliza esta suposigao:.

Definicao 2.3. A relagao de preferéncia 7~ em B é convera se para todo x € B, o

conjunto de contorno superior {y € B :y 7~ x} é convexo; isto é, se y 7Z = e z 7 x, entdo

ay + (1 — a)z 7 x para qualquer « € [0, 1].

A suposicao de convexidade é importante, pois pode ser vista como a expressdo formal
da inclinacao de investidores para a diversificacdo. De fato, sob convexidade, se x é

indiferente a y, entao %a: + %y nao pode ser pior que = ou y.

2.1.2 Utilidade

A representagao da preferéncia de consumidores através de uma funcéo utilidade é re-
levante do ponto de vista analitico. Técnicas de programacao matematica, como a pro-
gramacao dinamica estocéstica, podem ser utilizadas para resolver problemas relacionados
a preferéncia de consumidores através desta representacao. O primeiro passo para garan-
tir a existéncia de uma funcao utilidade é a suposicao de continuidade da preferéncia. A

Definigao 2.4 (ver Mas-Colell et al. (1995), pagina 46) formaliza esta suposi¢ao:

Definicao 2.4. A relagao de preferéncia 77 em B é continua se ela estd preservada sob
limites. Isto é, para qualquer sequéncia de pares {(z",y")}5%; com 2" 7 y" para todo n,

x = lim 2", ey = lim y", tem-se x 7~ y.
n—oo n—oo



A continuidade afirma que a preferéncia do consumidor nao pode exibir “saltos’e,
de fato, garante a existéncia de uma funcao utilidade continua. A Proposigao 2.1 (ver

Mas-Colell et al. (1995), pagina 47) formaliza esta suposigao:

Proposicao 2.1. Suponha que a relagio de preferéncia racional 2~ em B é continua. Ent&o

existe uma fungao utilidade u(z) que representa 7.

As funcées utilidade u,, sao continuas e duplamente diferenciaveis para z > 0. Geral-
mente sao chamadas de fung¢des utilidade Bernoulli e inclui a classe de funcdes utilidade
HARA'. Fazem parte desta classe as utilidades exponencial, logaritmica e de poténcia. Al-
gumas caracteristicas importantes das fungoes utilidade HARA serao exploradas na segao

3.3.2.

2.1.3 Teoria da Utilidade Esperada

Fungoes utilidades revelam também preferéncias de consumidores sobre alternativas de
risco. Cada alternativa de risco pode resultar em um nimero de possiveis desfechos. No
momento em que o decisor deve escolher uma alternativa (e.g., um portfélio possivel),
qual desfecho que ird acontecer é desconhecido (e.g., qual taxa de retorno e consequente
riqueza serd obtida). Entretanto, é assumido que o niimero de desfechos possiveis ¢ finito e
que as probabilidades de cada desfecho acontecer sao conhecidas. O conjunto de possiveis
desfechos é denotado por B, onde estes desfechos sdo indexados por o = 1, ..., O. O conceito
de loteria, que é utilizado para representar as alternativas de risco, estéd formalizado na

Definigao 2.5 (ver Mas-Colell et al. (1995), pagina 168):

Definigao 2.5. Uma loteria simples L é uma lista L = (p1,...,po) com p, > 0 para todo

oe ) , Po=1,onde p, é interpretado como a probabilidade do desfecho o acontecer.

Uma importante suposicao sobre loterias é sua continuidade. Esta suposicao significa
que pequenas variacoes nas probabilidades nao altera a natureza da ordenacao entre duas
loterias. A formalizagao desta suposigao esta na Defini¢ao 2.6 (ver Mas-Colell et al. (1995),

pagina 171):

'Em inglés: hyperbolic absolute risk aversion



Definicao 2.6. A relagao de preferéncia - no espago de loterias simples .Z é continua se

para qualquer L, L', L € £, os conjuntos

{a€0,1]]:alb+(1—-a)l = L"} C[0,1]

{a€0,1]:L" ZmaL+(1-a)L'} C[0,1]

sao fechados.

O axioma da continuidade indica a existéncia de uma fungao utilidade representando
7, fungao esta U : .£ — R tal que L 77 L' se, e somente se, U(L) > U(L’).

Uma ultima suposigdo sobre loterias, o axioma da independéncia, possibilita impor
uma maior estrutura em U(-). Ele diz que, se forem misturadas cada uma de duas loterias
com uma terceira, entao a ordenacao de preferéncia do resultado das duas misturas nao
depende da terceira loteria utilizada. O axioma estd formalizado na Defini¢ao 2.7 (ver

Mas-Colell et al. (1995), pagina 171):

Definicao 2.7. A relacdo de preferéncia 7~ no espago de loterias simples £ satisfaz o

azioma da independéncia se para todo L, L', L" € £ e a € (0,1) tem-se

L= L  seesomentese aL+(1—a)l”=al’+(1-a)L".

O axioma da independéncia estéd intimamente relacionado a representatividade de pre-
feréncias sobre loterias através de uma funcao utilidade que possui uma forma de utilidade
esperada. Esta propriedade estd explicada na Definigao 2.8 (ver Mas-Colell et al. (1995),

pagina 173):

Definicao 2.8. A funcgao utilidade U : .Z — R possui uma forma de utilidade esperada
se existe uma atribuicdo de nimeros (uq,...,up) para os O desfechos tal que para cada

loteria simples L = (p1,...,po) € £ tem-se

U(L) = wip1 + ... + uopo-

A fungao utilidade U : £ — R com a forma de utilidade esperada é chamada de



uma funcdo de utilidade esperada von Neumann-Morgenstern (v.N-M). Observe que se
denotamos L° a loteria que gera o desfecho o com probabilidade um, entao U(L°) = u,.
Portanto, o termo utilidade esperada é apropriado pois com a forma de utilidade esperada
v.N-M, a utilidade de uma loteria pode ser entendida com o valor esperado das utilidades
u, dos O desfechos.

Finalmente, o Teorema da Utilidade Esperada é o resultado mais importante da teoria
da escolha sob incerteza. A primeira vantagem deste teorema estd associada a beneficios
técnicos, pois é analiticamente conveniente. Segundo Mas-Colell et al. (1995), este fato
é uma das explicages de seu uso difundido na economia. Uma segunda vantagem esta
associada ao ponto de vista normativo, pois a utilidade esperada pode fornecer um guia
para tomada de decisao.

Geralmente, as pessoas acham dificil pensar sistematicamente sobre alternativas de
risco. Contudo, se em individuo acredita que a sua escolha deve satisfazer os axiomas
em que o teorema é baseado (continuidade e independéncia), entdo o teorema pode ser
utilizado como um guia no seu processo de decisao. O Teorema da Utilidade Esperada
estd formalizado na Proposi¢ao 2.2 Sua prova pode ser encontrada em Mas-Colell et al.

(1995), paginas 176 a 178.

Proposicao 2.2 (Teorema da Utilidade Esperada). Suponha que a relacdo de preferéncia
racional 2~ no espago de loterias . satisfaz os axiomas de continuidade e independéncia.
Entao 77 admite uma representacao de utilidade da forma de utilidade esperada. Isto é,
podemos atribuir um nimero u, a cada desfecho o = 1,..., O de forma que para qualquer

duas loterias L = (p1,...,po) € L' = (p}, ..., p}p) tem-se

O O
Lx-L se e somente se Z UpPo > Z Ul
o=1 o=1

2.1.4 Loterias Monterarias

A partir desta seca@o, as loterias estardo associadas a um bem monetario. Portanto, x
podera ser entendida como a riqueza possuida pelo decisor em um dado momento. Para
facilitar os cdlculos analiticos, a riqueza x serd considerada como uma varidvel aleatoria

continua. Sao apresentados os conceitos de equivalente certo e prémio de risco, que serao



utilizados posteriormente na introdugao do conceito de aversao ao risco, na secao 2.1.5.
Seja F': R — [0, 1] a funcao de distribuigao de probabilidade cumulada que representa

uma loteria monetdria. Isto é, para qualquer z, F(z) é a probabilidade do pagamento

(desfecho) realizado ser menor ou igual a x. Assim, com a aplicagdo do teorema da

utilidade esperada para quantidades nao negativas monetarias, tem-se

U(F) = / w(@)dF ().

O conceito de equivalente certo estd formalizado na Definicao 2.9 (ver Mas-Colell et al.

(1995), pagina 186):

Definicao 2.9. O equivalente certo de F'(-), chamado CE(F,u), é a quantidade monetéria
para a qual um individuo é indiferente entre a aposta F'(-) e a quantidade monetaria certa

CE(F,u). Isto é:

O conceito de prémio de risco esta formalizado na Definigdo 2.10 (ver Mas-Colell et al.

(1995), pagina 186):

Definigao 2.10. Para uma quantidade fixa monetdria x e um valor positivo Az, o prémio
de risco denotado por PR(x, Az, u) é o excesso na probabilidade de ganhar sobre chances
justas que faz o individuo ficar indiferente entre um desfecho certo x e uma aposta de dois

desfechos z + Az e x — Ax. Isto é:

u(z) = (; + PR(z, Az, u)) u(z + Az) + (; — PR(x, A, u)> u(z — Az).

Os conceitos de equivalente certo e prémio de risco estao ilustrados na Figura 1 para
um caso em que u(-) é concava. Na secdo seguinte, serdao explorados casos de fungdes
utilidades concavas e convexas e suas implicacoes relacionadas a preferéncias de risco de

decisores.
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Utilidade

u(E[x] + Ax)

u(E[x]y

E[u(x)] = u(CE)|

u(E[x] — Ax)

E[x] —Ax CE E[x] E[x] + Ax Riqueza

Figura 1: O equivalente certo e o prémio de risco

2.1.5 Aversao ao Risco

A nocéo de risco capta atributos basicos de atitudes do decisor e caracteriza aspectos se seu
comportamento. Serao introduzidas a seguir medidas de risco proposta por Arrow (1965)
e Pratt (1964): o coeficiente de aversao ao risco absoluto; e o coeficiente de aversao ao
risco relativo. Estas medidas estao associadas com comportamentos de politicas miopes.
Portanto, a compreensao destas medidas é importante para a andlise dos diferentes casos
de miopia, que exploradas na secao 3.3.3.

O conceito de aversao ao risco é essencial para a modelagem e andlise de problemas
econOmicos relacionados a escolha sob incerteza. Seu conceito geral esta dado na Definigao

2.11 (ver Mas-Colell et al. (1995), pagina 185):

Definicao 2.11. Um decisor é avesso ao risco se, para qualquer loteria F(-), a loteria
degenerada que gera a quantia [zdF(z) com certeza ¢ pelo menos tao boa quanto a
propria loteria F(-). Se o decisor é sempre indiferente entre essas duas loterias, entao ele
¢é chamado de neutro ao risco. Finalmente, um decisor é estritamente avesso ao risco se a

indiferenca se manter apenas quando as duas loterias sao iguais.

Se a preferéncia admitir uma representacao de utilidade esperada com uma funcgao

utilidade Bernoulli u(z), entao, da definicao de aversdo ao risco, tem-se que o decisor é
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avesso ao risco se e somente se

/u(q:)dF(x) <u </ xdF(:c)) para todo F'(x). (1)

A equagao (1) é chamada de desigualdade de Jensen. Segundo Bakula et al. (2012), a
desigualdade de Jensen possui muitas aplicacoes na matemaética e estatistica. Neste caso
particular, a equacdo (1) caracteriza o comportamento de investidores avesso ao risco. Isto
é, o decisor é avesso ao risco se ele sempre prefere o valor esperado de uma loteria que
a loteria em si. B equivalente dizer que a aversio ao risco estd associada a funcdes u(z)
concavas.

Na Figura 2 esté ilustrada esta associacao. A esquerda, o grafico mostra u(x) concavas,
que apresentam prémio de risco PR > 0, caracterizando um perfil avesso ao risco. Pode-se
ver que a penalidade por variagoes negativas E[x] — Az é maior que a recompensa por
variagoes positivas E[z] + Az. J& no grafico central, estd apresentado o perfil neutro ao
risco, onde PR = 0. Neste caso, a penalidade por variagoes E[z] — Az é igual a recompensa
E[z] + Ax. A direita, esté caracterizado o perfil propenso ao risco, onde a penalidade é

inferior & recompensa para variagoes equivalentes E[z] + Az e PR < 0.

Utilidade Utilidade Utilidade
u(-) u(?)

A g T T T
“Lppf oo = ;
1 g ! +Au 1
“pu— ElE] e ! u(E[x]) —Au E[u(x)] ped !
ad o : = E[u(x)] 0 :

i PRI —Au E[xDb = = ~=
- 1 u(E[x M h
o] sau LV LA
! 1 [ ! 1
CE E[x] Riqueza CE = E[x] Riqueza E[x] CE Riqueza
—Ax  +Ax —Ax  +Ax —Ax  +Ax

Figura 2: Perfil avesso ao risco, neutro ao risco e propenso ao risco

A aversao ao risco implicita pela funcao utilidade u pode, portanto, ser medida através
de sua concavidade. A medida de aversdao ao risco proposta por Arrow (1965) e Pratt

(1964) esta formalizada na Defini¢ao 2.12 (ver Mas-Colell et al. (1995), pdgina 190):

Definicao 2.12. Dada uma fungao utilidade Bernoulli (duplamente diferenciavel) w(-)
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monetdaria, o coeficiente de aversao ao risco absoluto de Arrow-Pratt em x é definido como

onde u/(z) é a derivada primeira de u(x) e u”(z) é a derivada segunda.

r4(x) negativo implica em convexidade e, consequentemente, propensao a riscos. Um
sinal positivo implica em concavidade, e portanto, aversao ao risco. Se o valor do coeficiente
for zero, entao a utilidade € linear e representa um perfil neutro ao risco. Dado duas fungoes
utilidade Bernoulli ui(-) e ug(:), é possivel comparar se um individuo com a primeira
utilidade é mais avesso ao risco que o segundo. A Proposigao 2.3 (ver Mas-Colell et al.

(1995), paginas 191 e 192) formaliza condigoes equivalentes de comparacao entre utilidades.

Proposicao 2.3. As definigoes (i) a (v), associadas a relagdo mais avesso ao risco que,

sao equivalentes:
(i) ra(z,u2) > ra(zr,u1) para todo x.

(ii) Existe uma funcao concava crescente W(-) tal que ug(z) = ¥(ui(x)) em todo z.
Isto é, ua(-) é uma transformagao concava de u;(-). Em outras palavras, us é mais

concava que uj.
(iii) CE(F,u2) < CE(F,u;) para todo F(-).
(iv) PR(x, Az, u2) > PR(z, Az, u;) para qualquer z e Azx.

(v) Sempre que uz(-) achar a loteria F'(-) pelo menos tao boa quanto um desfecho certo z,
entao ui(+) também acha F(-) pelo menos tao boa quanto z. Isto é, [us(z)dF(z) >

uz(Z) implica que [ uj(z)dF(z) > u1(Z) para qualquer F(-) e Z.

E comum achar que pessoas que detém uma maior riqueza estdao dispostas a tomar
maiores risco que pessoas que detém uma riqueza menor. Embora isso possa ser explicado
devido a diferentes funcoes utilidade entre as pessoas, é mais provavel que pessoas mais
ricas “podem se dar ao luxo de tomar uma chance”. A condicao colocada na Definicao
2.13 (ver Mas-Colell et al. (1995), pagina 193) compara a aversao ao risco para diferentes

niveis de riqueza:
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Definigao 2.13. A funcao utilidade Bernoulli u(-) monetéria exibe aversao ao risco de-

crescente se T4 (z,u) é uma funcdo decrescente em x.

Esta comparacao serd importante para o problema de selecao de portfélio, pois implica
em diferentes escolhas de ativos para diferentes perfis. A atitude do investidor em relagao
a esta definicao serd explorada na secao 3.3.3.

Quando dra(z,u)/dr < 0, u(x) possui um coeficiente de aversao ao risco decrescente
e a funcio utilidade é chamada como DARA?. Quando dr4(z,u)/dx > 0, u(z) possui um
coeficiente de aversdo ao risco crescente e a funcio utilidade é chamada IARA3. Quando
dra(z,u)/dx = 0, u(x) possui um coeficiente de aversao ao risco constante e a funcao
utilidade é chamada CARA?.

Individuos cuja preferéncia é representada por uma funcao utilidade DARA assumem
mais risco a medida que se tornam mais ricos. Ja individuos cuja preferéncia é represen-
tada por uma funcdo IARA assumem menos riscos a medida que se tornam mais ricos.
Finalmente, individuos representados por fungoes CARA assumem o mesmo risco absoluto
independente de sua riqueza.

O conceito de aversao ao risco absoluta é adequado para comparacoes de atitudes em
relagao ao risco relacionadas a desfechos de ganhos e perdas absolutas em relagao a riqueza
atual. Entretanto, também é interessante avaliar atitudes relacionadas a risco de desfechos
de ganhos e perdas percentuais a atual riqueza. Este conceito de aversao proporcional estd

formalizado na Definicao 2.14:

Defini¢ao 2.14. Dada uma fungao utilidade Bernoulli u(-), o coeficiente de aversao ao

risco relativo em x é

Portanto, 7g(z) = xra(x). Fungdes com aversio ao risco relativa crescente (IRRA®)
implicam que o individuo assume um menor risco em relagao a desfechos de ganho ou
perdas percentuais & sua riqueza atual a medida que fica mais rico. Ja fungoes com aversao

ao risco relativo decrescente (DRRAS®) implicam que o individuo assume um maior risco

2Em inglés: Decreasing Absolute Risk Aversion
3Em inglés: Increasing Absolute Risk Aversion
1Em inglés: Constant Absolute Risk Aversion
SEm inglés: Increasing Relative Risk Aversion
SEm inglés: Decreasing Relative Risk Aversion
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em torno de ganhos e perdas percentuais & sua riqueza atual a medida que fica mais
rico. Finalmente, fungdes com aversdo ao risco relativo constante (CRRAT) implicam que
individuos assumirao o mesmo risco em relagao a desfechos de ganho e perda percentuais

a sua riqueza atual, independente se esta mais ou menos rico.

2.2 Métodos de Monte Carlo

A simulacao de Monte Carlo é uma ferramenta utilizada na precificacdo de opcdes e outros
derivativos quando nao é possivel calcular analiticamente seus valores. Além disso, é
aplicada em célculos de medidas de risco em problemas de gestao de portfélio de ativos
(Glasserman, 2004). Neste trabalho, o comportamento da taxa de retorno dos ativos sera
representado através da geracao de caminhos aleatérios fundamentados nos métodos de
Monte Carlo.

Algumas propriedades do comportamento do preco de um ativo serdo abordadas na
secao 2.2.1. E importante mencionar que a correlagao entre os ativos de risco serd con-
siderada na construcao do modelo proposto. Portanto, serao introduzidos fundamentos
da geracao de numeros aleatérios multivariados, apresentados na secao 2.2.2. Finalmente,
a secao 2.2.3 é destinada aos fundamentos e alguns métodos de geracao de caminhos
aleatdrios, que sera utilizada para a construcao da arvore de estados da modelagem do
problema. Os fundamentos e métodos apresentados a seguir podem ser encontrados com

maior detalhes em Hull (2002) e Glasserman (2004).

2.2.1 Comportamento do Preco de um Ativo

A evolucao do valor do portfélio de ativos de um plano de previdéncia depende, dentre
outros fatores, do desfecho do preco dos ativos detidos a cada periodo de decisdo. Uma
simulacao de Monte Carlo de um processo estocastico ¢ um procedimento para gerar
desfechos aleatérios deste processo (Hull, 2002). Os principios do comportamento do prego

de ativos relacionados aos métodos de Monte Carlo serdo introduzidos nesta segao.
Processo de Wiener

Conforme apresentado por Hull (2002), o tipo de processo seguido pelo prego de um ativo

"Em inglés: Constant Relative Risk Aversion
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é chamado Processo de Wiener. Este é um tipo particular do processo de Markov, com
média zero e taxa de variagdo de 1 por periodo. E utilizado em fisica para descrever o
movimento de uma particula que estd sujeita a um grande nimero de pequenos choques
moleculares e é algumas vezes referido como movimento Browniano aritmético. A varidvel
W segue um movimento Browniano aritmético se possui as duas propriedades (ver Hull

(2002), pagina 218):

Propriedade 2.1. A variacdo AW durante um pequeno periodo de tempo At é

AW =VAtZ

onde Z é uma variavel aleatéria normal padrao ¢(0, 1).

Propriedade 2.2. Os valores de AW, para qualquer dois intervalos de tempo distintos At,

sao independentes.

Da propriedade 2.1, tem-se que AW segue uma distribui¢ao normal ¢(0, \/Xt) e, da pro-
priedade 2.2, tem-se que W segue um processo de Markov. No limite, quanto At — 0,
AW se torna dW. Este é o processo de Wiener bésico, com taxa de retorno esperada de
0 e variancia 1. Um processo de Wiener generalizado para a variavel x pode ser definido
em termos de dW como

dr = pudt + odW,

onde p e o sao constantes. O termo p implica que x possui uma taxa de retorno esperada
de p por unidade de tempo. J& o termo odW pode ser entendido como uma perturbacao
ou variabilidade no caminho seguido por z por unidade de tempo. A quantidade da

perturbacao ou variabilidade é o vezes o processo de Wiener basico.
Movimento Browniano geométrico

Seja Sy o preco de um ativo no instante ¢, ; a taxa de retorno esperada sobre o ativo
composta continuamente e o a volatilidade do prego do ativo. De acordo com Hull (2002),

pode-se, assim, reescrever o processo de Wiener para o incremento percentual de um ativo
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quando At é pequeno, também chamado movimento Browniano geométrico, como:

ASSt pAt + oVALZ. (2)
t

Esta equacao mostra que o incremento percentual no preco de um ativo, para um intervalo

de tempo pequeno At, é normalmente distribuido com ¢(uAt, o/ At).
Lema de Itd
Segundo Glasserman (2004), o processo de It6 é semelhante ao processo generalizado de

Wiener, com os termos p e ¢ dependentes de x e t, como mostra a seguinte equagao:

t t
Xt:Xo—i—/,quT—i—/aTdWT, 0<t<T. (3)

0 0
Serda utilizado agora o Lema de It6 2.1 (ver Glasserman (2004), pagina 546) para derivar

o processo seguido pelo prego S de um ativo.

Teorema 2.1 (Férmula de It6). Seja X um processo de Ité como em (3). Seja ¥y = O'tO'tT.

Entao Y, = f(t, Xy) é um processo de Ité com

dy;, =
d
8f(Xt7 t) 8f(Xt7 i Xt7 ’Lj
ot d”; 0z ; axzaxj dt
Af (Xi,1) Xt Xt : 0% f(Xy,t)
— ) ’ 1 ’ E’L]
; "2 jzzl oriow; 0 )T
L 0f(X,1)
ty )
Zd 4
izl 8$Z Jt Wt ( )
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Yt = f(XOaO)

tod
af(XTvT) )
+/Zﬁm07dWT

¢ d

af 7T j
/ Z Z &Uﬁxj T] dr

0 =1 7J_

Se f nao possui dependéncia explicita em ¢, entao que Y; = f(X}), a equagao (4) pode

ser reescrita e simplificada para

axt s dt + Zaf( )’dW (5)

IL'
J =1 v

d
= (S U 225

i=1

Utilizaremos o Lema de It6 para derivar o processo seguido por log .S, conforme feito

por Hull (2002), paginas 226 e 227. Seja Y = log .S, das equacoes (2) e (5) tem-se

of Of  1%f 5 of
df <as HS + G+ 5 5630°S” ) di 4 S50 SAW,
_ Ry 1
= (s S+0- 350 S>dt+SanWo

1
= <u — 2(;2> dt + odW,

A distribuigao do retorno esperado log g entre o tempo zero e algum tempo futuro 7' é,

entao, distribuida normalmente com

1og§§~¢[(u—)Tof]

Reescrevendo o processo de It6 para log % tem-se que

2
logST u—a— T+oVTZ
So 2

e, consequentemente,

Sy — Soe{ (u—ﬁ)TJFm/TZ}
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Propriedade lognormal

Este tépico pontua algumas caracteristicas interessantes do comportamento de S apre-
sentadas por Glasserman (2004), paginas 94 e 95. A equacao (6) permite observar que
St segue uma distribuicao de probabilidade lognormal. Os momentos de uma variavel

lognormal podem ser calculados utilizando a identidade bésica

para a funcao geradora de momento de uma normal padrao. Assim, se Y segue uma

distribuicao lognormal, entao Y ~ LN (,u, 02) e possui
ElY] = e(“+%g2), var(Y) = 2nta” ((302 - 1) .

E vélido notar que o valor esperado do retorno percentual sobre todo o periodo T,

log %‘57 se difere da variacao percentual esperada no preco da agao no mesmo periodo:

o2
E [log i’ﬁ} = (,u — 2) T # log (EE;S;T]> =uT.

Isso acontece quando no momento do célculo da esperanga da equacao (6):

BlSz] = B [spellmzot)TrovT2}]
= SR [el(nmie)T4ovT2} ]

- (em)e(%amE {ewﬁm]) (7)

tende-se a fazer

E [e"ﬁz— =1,

pois

E [aﬁZ: =0.

Entretanto, este termo possui uma distribuicao lognormal. Como este tipo de distribuigao,
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diferentemente da distribui¢do normal, é assimétrica, da equagao (7) tem-se que
E [e”ﬁz} >0=e2oT

2T

., _1 -
Este termo ird compensar o termo e~ 27 * na equagao (7), fazendo com que

E[S7] = So (ewT)e(—%a?T)E [ewm])
- S, (emT)e(—%a?T)e(%a?T))
= SpeD)

Aplicando novamente estas observagoes em (7), tem-se

(St/So) ~ LN ([,u, - 202} T, O'ZT)

E[St] = SpetT, Var(St) = 152 (e”QT — 1>

Portanto, p age como uma taxa média de crescimento para .S, um tipo de taxa de
retorno composta continuamente. Entretanto, quando é analisado um tinico caminho
aleatdrio, pode-se chegar a conclusoes distintas. Sabe-se que em cada caminho, o retorno

esperado possui o seguinte comportamento:

St 15
log — — - = T
%50 (M 2 )
— log — .
T %5,
Quando p — %02 > 0eT — 00, 0 prego da acao em um tunico caminho tende a infinito
(St — oo) assim como E[Sr] = SpetT — co. Entretanto, quando p— 102 < 0e T — o0,
St — 0 mesmo que E[S7] = SpetT — o0o. Isso acontece devido ao aumento da assimetria
do formato da distribuicao da lognormal quando T" — oco. Grande parte da ocorréncia
estd proximo de 0. Entretanto, eventos raros da calda da distribuicao lognormal de valores

significativamente grandes fazem com que E[S7] = Spe#T .
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2.2.2 Geragao de Nimeros Multivariados

Em muitas aplicacoes de simulagoes de Monte Carlo relacionadas a precificacao de ativos ou
derivativos correlacionados, é necessario gerar sequéncias de numeros aleatérios normais
multivariados. Existem trés propriedades da distribuigdo normal multivariada que sao

vélidas mencionar (ver Glasserman (2004), pagina 65):

Propriedade 2.3 (Propriedade de Transformagao Linear:). Qualquer transformagao linear

de um vetor normal é igualmente normal:

X ~N(u,X) = AX ~ N(Ap, ALAT).

Como Z é uma variavel aleatoria normal padrao, da equacao anterior tem-se que

X=p+AZ X ~N(u AAT).

Sejam Z1, Zs, ... varidveis normais padrao independentes, tem-se

X1 = m+AnZ

Xo = po+ AnZy+ Ay

Xa = pa+AnZ1+ ApZa+ ...+ AgaZa

(8)

Para viabilizar o método de geragao de niimeros normais multivariados é preciso encontrar
matriz A, tal que AAT = . Isso pode ser feito com a fatorizacdo de Cholesky, que veremos

mais a diante.

Propriedade 2.4 (Férmula de Condicionamento). Suponha que o vetor parcionado (X[}, Xg))

¢ normal multivariado com

Xpj I3 Y1 2o

X9 ITp) 1] 2]
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e suponha Xy tenha posto completo. A equagao que dé a distribuigao de X[;; condicional

aX[Q]:l'é

(XX =) ~ N(pp) + 2[12]2[_251 (z — ), 2[12}E[§§]E[21])- 9)

A matriz de covariancia ¥ de uma distribuigao normal multivariada (N ~ (u,X)) pode

Ser expressa como

o1 P11 P12 ... Pid o1
09 P12 P22 P2d 02
Y= ,
o} P1d P2d --- Pdd 0d

onde o; ¢ a volatilidade do ativo 7 e p;; é a correlacao entre o ativo i e j.

Propriedade 2.5 (Funcao Geradora de Momento). Se X ~ N(u, ) com X de d-dimensdes,

entao

E[e(soTX)] — o1Tot30T )
para todo ¢ € R¢.

Fatorizacao de Cholesky

As equagoes derivadas de X = pu+ AZ em (24) foram construidas a partir de uma matriz
triangular inferior A. Esta representacdo de ¥ como AAT, onde A é uma triangular
inferior, é chamada de fatorizacao de Cholesky de ¥ deste que esta seja é positiva definida.

Seja ¥ uma matriz de covariancia 2x2 representada como

2
01 g102p
Y=

2
g102p0 gy

Assumindo que o1 > 0 e g9 > 0, o fator de Cholesky é

o1 0

pos /11— plo

A=
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e é possivel ver facilmente que

01 0 g1 PO

poa /1 — p309 0 +/1—p?09

=2

Entao, as equagoes em (8) podem ser escritas, neste caso de duas dimensoes, como

X1 = m+to

Xo = p2+poaZi+ /11— ploaZs

Para o caso generalizado onde a matriz de covariancia possui dimensao d x d, a resolucao

da equagao

All A11 A21 . Adl

A A A .. A
5 o1 Ago 22 2

An A ... Aw Agq

que sao as expressoes para se chegar ao fator de Cholesky.

2.2.3 Geragao de Caminhos Aleatérios

Esta secao é destinada a métodos de simulacao de caminhos de uma variedade de processos
estocdasticos importantes na engenharia financeira. O intuito é apresentar métodos em que
a distribuicao conjunta dos valores simulados coincide com a distribuicao conjunta dos

processos de interesse. Ela esta fortemente baseada em Glasserman (2004).

Construgao de Caminhos Aleatorios
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Sabe-se que W ~ N(0,1) quando t = 1. Na verdade, para qualquer intervalo de tempo t,
W ~ N(0,t). Seja tyg =0 e W(0) = 0 os parametros iniciais de um movimento Browniano
aritmético. Os valores gerados na construgao de um caminho aleatério de um movimento

Browniano aritmético sao

W(tig1) = W(ts) + /tiv1 — tiZia, 1=0,---,n—1, (10)

onde Zy,Z,,- -+ sao varidveis aleatérias normais padrao. Para a equacao (2), que segue
um movimento Browniano geométrico S ~ BM (u,02), os valores subsequentes gerados

deste processo é dado por

S(tiv1) = S(t:) + p(tipr — ti) + on/tiv1 — tiZiya, i=0,---,n—1

De (10), temos que o vetor (W (t1),---, W (t,)) é uma transformacao linear do vetor de
incrementos (W (1), W(te) — W(t1), -, W(t,) — W(tn—1)). Como esses incrementos sao
independentes e normalmente distribuidos, da Propriedade 2.3 de Transformagao Linear da
distribuigao normal multivariada temos que (W (ty),- -+, W(t,)) possui uma distribui¢ao
normal multivariada. E necessario, portanto, achar a média e matriz de covariancia deste
vetor.

Visto que W (t;) é um movimento Browniano aritmético, sabemos que E[W (¢;)] = 0.
Para a matriz de covariancia, consideraremos primeiro qualquer 0 < 7 < t < T'. Usando a

independéncia dos incrementos achamos que

Cov[W(r),W(t)] = Cov[W(r),W(r)+ (W(t) — W(r))]

= Cov[W(r), W(r)] + Cov[W(7), (W (t) — W(r))]

= 0+7=1 (11)
Seja C' a matriz de covariancia de (W (t1),---,W(t,)), desta forma temos
Cz'j = min(ti, tj). (12)

Uma vez que sabemos que o vetor (W (t1),---,W(t,)) possui distribuigao N(0,C),
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podemos reescrever as equacoes em (8) com p = 0. Assim, o vetor (W (t1),---, W (tn))
pode ser gerado como AZ, onde AAT =C e Z = (Zy,---,Z,)". O fator de Cholesky é,

entao

VG0 0
| v e 0

Vit Viz—t1 ... I =t

A matriz A representa, neste caso, o desvio padrao de cada passo simulado.
Construgao de Pontes Brownianas

A equagao (10) fornece a evolugao de W respeitando a sequéncia t1,ts, - - -. Entretanto, é
possivel simular a evolucao de W em outra ordem, desde que seja levada em consideragao
a distribuigao condicional dado os valores ja gerados. Segundo Glasserman (2004), essa
flexibilizacao é 1til para a aplicagdo de técnicas de reducao de variancia e métodos de
discrepancia baixa.

A construgdo de uma ponte Browniana se d4 quando geramos, primeiramente, o ponto
final (W (t,)), depois o ponto mediano (W (t|,/2))) e, apds, demais pontos (W (t|,/4)),
W (t|3n/4))s -+ ), sucessivamente seguindo esta légica.

O primeiro passo para a construgao das pontes é encontrar a matriz de covariancia dos
pontos. Suponha 0 < t < 7 < t e considere que queremos gerar W (s) dado que W (t) =z
e W(t) = y. Da solucdo em (11), podemos achar a matriz de covariancia entre os vetores

(W), W(r), W(t)), que é

E necessério, entdo, achar a distribuicdo de W (r) condicionada a W (t) = z e W(t) = y.
Para isso, conforme apresentado por Glasserman (2004), é necessario fazer uma permuta
no vetor (W (t), W(r), W (t)) para poder aplicar a Propriedade 2.4 da Férmula de Con-

dicionamento, para poder calcular E[W (7)|W(t) = x, W(t) = y|] conforme equagao (9).
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Obedecendo ao termo (12),

Wi(t) T t t
~1
t T —7)x T —
E[W(T)|W(t)::c,W(t):y]:0—(t T) i t (¢ )(;E) Oy
Yy

tt t ]l (r—tt—1)
¢t D

W) =, W) =) ~ v (LD =0 EZIEET) g

Uma vez que temos a solucao para um caso especifico, podemos generaliza-lo. Suponha
T <7< - <71 e W(n) =z, W(r) =z, -+, W(7x) = 2. Suponha também que
T; < T < Ti+1. Queremos gerar W (7) condicionado a esses valores. Entao, similarmente a

(13), temos

(W(n)IW(r1) = 21, W(72) = 22, -+, W(Tk) = 2) ~

(Tiv1 — 7Tz + (7 —7)xina (1 — 7)) (i1 — 7)
N ( (Tit1 — i) T (Tir— i) )

Visto que se W (1) segue uma distribuigdo normal, temos consequentemente W (7) =

1+ oZ. Mais especificamente:

(i1 = T + (T = T)wi (1 = 7i)(Tit1 — 7)
Wir) = (Tit1 — ) " \/ (i —m)

Finalmente, podemos agora gerar W (t) em qualquer ordem e construir as pontes Brow-
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nianas.

2.3 Programacgao Dinamica Estocastica

A programacao dinamica estocastica é uma técnica desenvolvida por Bellman (1952) para
solucionar problemas de tomadas de decisao realizadas sequencialmente sob incerteza. Sua
contribuicao foi significativa para a popularizacao desta técnica e para sua transformacao
em uma ferramenta sistematica.

Existem dois problemas fundamentais que podem ser formulados nesta situagdo: aque-
les que buscam maximizar o retorno obtido em um dado horizonte de tempo; e aqueles
que buscam minimizar o tempo ou custo requerido para executar uma atividade. Estes
problemas geralmente sao complexos, mas podem ser divididos em subproblemas mais
simples. O desfecho da decisao tomada é desconhecido, mas pode ser antecipado de al-
guma forma (e.g., através de uma fungao de distribuicao de probabilidade). Geralmente,
acontece um trade-off entre custo presente e custos futuros (ou lucros presentes e lucros
futuros). As decisoes possiveis de serem tomadas sdo ranqueadas com base na soma do
custo presente e custo futuro esperado, assumindo que decisbes 6timas sdo tomadas nos
estagios subsequentes.

Bertsekas (2005) apresenta o algoritmo da programacao dinamica que pode ser apli-
cado a problemas para a obtengao de controle 6timo, problemas de decisao Markovianos,
otimizacao combinatoria e tomada de decisdo sequencial sob incerteza. A seguir, serao in-
troduzidos conceitos e o algoritmo da programacao dinamica estocastica com base no livro
de Bertsekas. Posteriormente, serd explorado o problema de selecao de portfélio modelado

como um problema de programacao dinamica estocastica.

2.3.1 Parametros e Variaveis

A seguir, serdo introduzidos alguns conceitos importantes para a modelagem do sistema

dinamico de um modelo bésico.
Estagio de decisao

O momento da tomada de decisao, chamado estdgio, é assumido como discreto. Ele é

denotado por £k = 0,1,...N — 1 sendo N o nimero de periodos em que o horizonte de
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tempo é dividido ou o niimero de momentos de tomada de decisdo.
Variavel de estado

O estado em que o sistema se encontra sintetiza informacgoes passadas que sao relevantes
para otimizacoes futuras. Ele pode representar, por exemplo, o nivel de estoque em um
certo periodo, o nivel de degradacao de uma maquina, ou a riqueza de um investidor. O
estado do sistema, denotado por por xj, é uma varidvel, pois depende de outros fatores
que serao explorados a diante. O conjunto de estados possiveis a serem alcancados no

estdgio k é denotado por Z%. Portanto zp C 2.
Variavel de controle

O controle cj, representa uma decisao tomada no estagio k. O conjunto de controles
possiveis de serem selecionados quando o sistema se encontra no estado xj é denotado por
Ck(xg). Isto é, ¢ C Ck(xg) para todo xp € Zj e para todo k. O conjunto de controles

possiveis a serem selecionados no estigio k é denotado por %, onde Cy(zx) C 6.
Estados da natureza

A varidvel de estado da natureza (também chamado de perturbacao ou ruido) é um
parametro aleatério. O estado da natureza wy é caracterizado por uma distribuicao de
probabilidade Py(-|x, cx) que pode depender explicitamente de xj e ¢, mas nao de valores

de estados da natureza anteriores wg_1...wq.
Dinamica do sistema

A dindmica do sistema é a forma como este evolui ao longo dos estdgios em fungao dos

parametros e varidveis associados. Sua forma é dada por

Tk+1 :fk‘(l'k‘?ck’ywk’)a ]{3:0,1,...,N—1,

onde fi é a funcao que descreve o sistema e, em particular, o mecanismo em que é atuali-

zado.
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Funcao custo (ou funcgao lucro)

A funcdo custo é aditivada no sentido que o custo ocorrido no estdgio k, denotado por
9k (xg, g, wi ), é acumulado ao longo dos estdgios. O custo total é dado por

N-1

gn(zN) + Z 9k (ks Chy W),
k=0

onde gy (x ) é o custo terminal incorrido no final do horizonte de tempo. Entretanto, como
a presenca de wy, o custo depende de uma varidvel aleatoria e nao pode ser otimizado com
base apenas em sua média. O problema é entao formulado como uma otimizacao do custo

esperado
N-1

E gn(an) + > gelae, crwe) |
k=0

onde a esperanca esta relacionada a distribuicao de probabilidade das varidveis aleatérias
envolvidas. A otimizacdo acontece sobre os controles cg,cq,...,cy_1. Cada controle é
escolhido com algum conhecimento prévio da varidvel de estado x, seja este conhecimento

exato ou dado uma informacao relacionada.
Politicas admissiveis

A classe de politicas, também conhecidas como leis de controle, consiste em uma sequéncia
de funcoes

™= {007 01, "'79]\/—1}7

onde 0} atribui ao estado xp o controle ¢ = Ok (xy), tal que O (xg) € Cr(zk) para todo
xr € ). Estas politicas sdo chamadas admissiveis. O conjunto de todas as politicas

admissiveis é denotado por II.
Politica e custo 46timos

Dado um estado inicial xy e uma politica admissivel 7 = {6y, ...,0n_1}, os estados xj

e estados da natureza wy sao varidveis aleatorias com distribuicoes que segue o seguinte
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sistema de equagoes:
Tpr1 = fr(zr, Op(zr), W), k=0,1,....N — 1.

Entéo, para uma dada funcao g, o custo esperado de 7 iniciando em xq é

N-1

Jr(z0) = E |gn(@n) + Y grl(zn, O (wr), we) | -
k=0

A politica étima ™ é aquela que minimiza o custo, isto é
p q q )
Jr+(xg) = min Jr (o).
well

A politica 6tima 7* estd, portanto, relacionada a um estado inicial fixo x¢. Entretanto,
um aspecto interessante do problema bésico da programacao dindmica é que é tipicamente
possivel achar uma politica 7* que é simultaneamente étimo para todos os estados. Este
ponto serd explorado posteriormente para o problema de portfélio 6timo.

O custo 6timo depende de x( e é denotado por J*(x¢), isto é:
J*(z9) = min Jr(zp).

2.3.2 Algoritmo de Programacao Dinadmica

O principio da otimalidade é a base da técnica de programagao dindmica. Sua formalizagao

estd na Definigao 2.15 (ver Bertsekas (2005), pagina 18):

Defini¢ao 2.15. Seja 7* = {6}, ...,0y_,} a politica étima para o problema basico, e
assumindo que quando utilizando 7*, um dado estado z; ocorre no periodo i com proba-
bilidade positiva. Considere o subproblema onde o sistema esta no estado x; no periodo ¢

e o objetivo é minimizar o “custo de ir”do periodo ¢ até o periodo N dado por
N-1
E gn(2n) + Y gr(@e, Ok(zn), wi) | -

k=i

Entdo, a politica truncada {07,0;, ,...,0%_,} é 6tima para este subproblema.
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O principio da otimalidade sugere que uma politica étima pode ser construida por par-
tes, primeiro construindo a politica 6tima para o subproblema do iltimo estigio, depois
estendendo a politica 6tima para o subproblema que envolve os dois tltimos estégios, e as-
sim por diante até que a politica 6tima seja construida para todo o problema. O algoritmo
de programacao dindmica segue esta logica, procedendo sequencialmente o problema de
tras para frente. Sua formalizagao é dada na Proposigao 2.4 (ver Bertsekas (2005), pagina

23):

Proposigao 2.4. Para cada estado inicial g, o custo 6timo J*(xp) do problema bésico
é igual a Jy(zg), dado pelo tltimo passo do seguinte algoritmo, que é processado de trés

para frente no tempo do periodo N — 1 até o periodo 0:

In(zN) = gn(2N),
Jk(.ka) = min E [gk(azk,ck,wk) + Jit1 (fk(a;k,ck,wk))] , k=0,1,....N —1, (14)
e, €Ck (1) Wk
onde a esperanca é calculada em relagao a distribuicao de probabilidade wg, que depende
de z, e ¢;. Além disso, se ¢, = 65 (x)) minimiza o lado direito da equacao (14) para cada

xy, e k, a politica 7* = {6, ...,03_,} é 6tima.

A prova desta proposigao pode ser encontrada em Bertsekas (2005) (pdginas 23 e 24).
Idealmente, é bom usar o algoritmo de programacao dindmica para obter a expressao de
Ji analiticamente. Entretanto, nao é possivel obter uma solugao analitica em varios casos
praticos e se torna necessario recorrer a execucoes numéricas do algoritmo. O esforgo com-
putacional é proporcional ao nimero de possiveis valores de x, portanto para problemas

complexos, este esforco pode ser considerdvel.
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3 Previdéncia

Uma vez introduzidos conceitos importantes para a selecao de portfolio, o Capitulo sobre
a formacao de um plano de previdéncia pode ser apresentado com maior embasamento.
Ele esta organizado da seguinte forma: A segao 3.1 apresenta como estao estruturado os
principais planos de previdéncia oferecidos atualmente. A se¢do 3.2 apresenta o mercado
brasileiro de titulos publicos e suas caracteristicas principais. Na secao 3.3, serd apre-
sentada a teoria classica da selecao de portfélio, que fornecerd grande parte da estrutura
necessaria para a formulagao matematica do problema. Finalmente, na secao 3.4, serao
apresentadas algumas recentes pesquisas relacionadas a selecao de portfélio associadas a

esta pesquisa.

3.1 Planos de Previdéncia

Segundo Sundaresan and Zapatero (1997), os planos de previdéncia dos setores publico
e privado possuem papel chave no funcionamento dos mercados financeiros. Estes pla-
nos fornecem um mecanismo para que consumidores economizem e podem influenciar os
incentivos a aposentadoria. Conforme mencionado por estes autores, dada a dimensao
dos ativos de previdéncia, ndo é surpreendente que fundos de previdéncia como classe
sao as instituicoes de investimento dominantes no mercado de capitais: um percentual
significativo de acoes e ativos de renda fixa sao detidos por fundos de previdéncia. Estas
observacoes sugerem que a valoragao e politicas financeiras de planos de previdéncia devam
ser de grande interesse para tomadores de decisao e pesquisadores.

Existem dois tipos béasicos de planos de previdéncia: planos com beneficios definidos
(DB?®) e planos com contribuigoes definidas (DC?). Embora nio sejam exclusivos de planos
de previdéncia social ou privado, podem estar mais associados a algumas destas classes.
Os planos DB e DC serao explorados nas segoes 3.1.1 e 3.1.2, respectivamente. A secao

3.1.3 é destinada a uma discussao sobre os planos social, privado e doméstico.

8Em inglés: defined-benefit
9Em inglés: defined-contribution
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3.1.1 Previdéncia com Beneficios Definidos

Segundo Blake et al. (2001), um plano DB tipico oferece uma previdéncia que estd re-
lacionada ao salario final alcancado pelo membro do fundo logo antes de se aposentar e
estd indexado a inflacao até a sua morte. Os riscos associados sao suportados pelo patro-
cinador do plano, que geralmente é uma grande empresa, ao invés de serem suportados
pelo membro. Entretanto, este tipo de plano possui baixa portabilidade. Entao, quando o
membro muda de emprego, ele pode estar sujeito a uma previdéncia bem menor. A baixa
portabilidade dos planos DB cria um desincentivo a mudancas de emprego e, portanto, é
um obstéculo consideravel a flexibilidade do mercado de trabalho.

Rauh (2006) fez uma andlise dos impactos dos planos DB do ponto de vista da empre-
sas patrocinadoras. Segundo o autor, empresas que patrocinam planos DB devem fazer
contribuicoes financeiras ao fundo de previdéncia de acordo com férmulas especificas legais.

Segundo este autor, se o valor de mercado dos ativos do fundo de previdéncia é maior
que o valor presente descontado dos pagamentos prometidos aos funcionarios, o plano é
considerado “sobrefinanciado”. Empresas com planos sobrefinanciados nao precisam fazer
contribuicoes aos fundos. Elas podem escolher fazer, mas até um certo limite.

Por outro lado, Rauh (2006) menciona que se o valor de mercado dos ativos for menor
que o valor presente descontado das obrigacoes, o plano de previdéncia é considerado
“subfinanciado”. Neste caso, é exigido que empresa faga contribuigoes de acordo com uma
funcao nao linear complexa. Estas contribui¢oes causam um impacto direto nos recursos
financeiros da empresa. Se a empresa possui restrigoes financeiras, as contribuigoes exigidas
podem também afetar sua capacidade em investir em capital novo, de conduzir pesquisa

e desenvolvimento, e de fazer novas aquisigoes.

3.1.2 Previdéncia com Contribuigoes Definidas

Ao contrario dos planos DB, Rauh (2006) ressalta que os planos DC nao sofrem de pro-
blemas de portabilidade, ja que é facil de ser transferido entre empregos. Entretanto, é
imposto ao membro um conjunto de riscos e outros problemas. O membro pode ter que
pagar taxas excessivas e outros custos impostos pelo provedor do plano, como taxas ad-

ministrativas, de gestdao do fundo, de marketing, etc. O membro suporta o risco do preco
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dos ativos, como o risco de perda no valor do fundo de previdéncia devido a queda no
preco dos ativos especialmente no periodo logo antes da aposentadoria. Ao se aposentar, o
membro também suporta o risco da taxa de juros da economia. Se ao aposentar, as taxas
estiverem baixas, a receita da aposentadoria serd permanentemente baixa. Além disso,
também existe o risco associado a inflacdo nao antecipada apds a aposentadoria.

Emms and Haberman (2008) apresentam uma divisao de duas fases nos planos DC.
A primeira fase é chamada de fase de acumulacao (ou fase pré-aposentadoria), quando os
membros fazem contribuigoes ao fundo de previdéncia. Estas contribuicoes sao investidas
em um portfélio de ativos com um perfil de risco particular. A segunda fase é chamada
de fase de distribuigao (ou pés-aposentadoria), quando os membros recebem uma receita
periddica do fundo a fim de proporcionar suporte financeiro na velhice.

Segundo Cairns et al. (2006), uma estratégia popular de alocagao de ativos para a
gestao de risco durante a fase de acumulacao de um plano de DC é a “estilo de vida
deterministico”. Nesta estratégia, as contribuicoes sao totalmente investidas em acoes.
Entao, em uma data predeterminada (e.g., 10 anos) antes da aposentadoria, as agdes
sao gradualmente substituidas por titulos em uma taxa igual ao inverso da duragao do
periodo de troca (1/10 anos, ou 10% ao ano). No momento da aposentadoria, todos os
ativos detidos sdo titulos, que sdo entao vendidos para fornecer uma renda vitalicia de
previdéncia. O objetivo desta estratégia é reduzir o impacto na previdéncia de uma queda
catastréfica no mercado de agoes logo antes do investidor se aposentar e para cobrir o risco

da taxa de juros inerente a decisao de aquisicao anual.

3.1.3 Previdéncia Social, Privada e Doméstica

A politica de alocacao dos planos de previdéncia social é uma questao ainda em aberto.
Lucas and Zeldes (2009) apresentam dois pontos de vista em relacdo a como os fundos de
previdéncia social devem investir. A primeira linha acredita na préatica de investimentos
altos em agoes de maior risco e com maior retorno esperado, argumentando que o maior
retorno esperado ird reduzir futuras receitas fiscais necessarias e também ird reduzir o
déficit do fundo ao longo do tempo. Ja a segunda linha defende uma abordagem mais
conservadora, que busca reduzir a volatilidade dos niveis de financiamento e a probabi-

lidade de déficit durante crises econémicas, quando os recursos governamentais ja estao
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restringidos.

Segundo Heijdra and Romp (2009), os avangos feitos na redugao do processo de morta-
lidade tém impactado os sistemas de previdéncia. Em particular, os planos de previdéncia
social na maioria dos paises desenvolvidos oferecem promessas que nao podem ser cum-
pridas sem significantes reformas do sistema. Sem estas reformas, os sistemas atuais sao
insustentdveis do ponto de vista fiscal. Nesta linha, Lacomba and Lagos (2009) citam as
principais propostas para neutralizar os futuros problemas financeiros, como aumento das
taxas, corte de beneficios, adiamento da idade de aposentadoria.

Neste sentido, Rauh (2006) diz que os contribuintes passam, entao, a considerar os
riscos e retornos dos planos de previdéncia social quando estao formando seus préprios
portfélios. Assim, podem ajustar as alocagoes feitas nos fundos sociais através mudancgas
em seus préprios portfélios. Portanto, os regimes de previdéncia estao atualmente pas-
sando por duas grandes transigoes, conforme apresentado por Blake et al. (2001): uma
substituicao de previdéncia social para previdéncia privada; e, dentro dos fundos privados,
uma substituicdao de planos DB para planos DC. Estas mudancas envolvem a transferéncia
dos riscos ja comentados dos contribuintes e patrocinadores dos planos DB para os mem-
bros individuais dos planos DC.

O recente declinio dos planos tradicionais de previdéncia DB com consequente migragao
para planos DC e reducao dos beneficios dos planos sociais como adequagao a sua susten-
tabilidade também sao temas abordados por Pang and Warshawsky (2010), entretanto do
ponto de vista dos planos de previdéncia domésticos. Segundo estes autores, planos DC
sao, em muitos casos, geridos pelos préprios participantes.

Em seu estudos, os autores chegam a conclusoes semelhantes a aquelas apresentadas
por Cairns et al. (2006): A incerteza associada a despesas com saide nao asseguradas
geralmente levam a maiores precaucoes nos investimentos. Assim, participantes racionais
de portfélios domésticos devem substituir seus ativos de risco (agdes) para ativos livres de
risco (titulos) ao longo do tempo, dado o nivel desejado de exposigao ao risco.

De acordo com MadDonald and Cairns (2009), planos de previdéncia DC vém crescendo
em todo o mundo, tanto em sistemas de previdéncia privada quanto social. Seguindo esta
tendéncia, serd avaliado neste trabalho o portfélio 6timo de alocacao de um plano DC, que

¢é aplicavel aos sistemas de previdéncia social, privado e doméstico.
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3.2 Titulos Publicos

Os titulos publicos tém como objetivo principal captar recursos para o financiamento
da divida puiblica de um pais, assim como financiar atividades governamentais (Tesouro
Direto, 2013). Eles constituem uma importante classe de investimento em renda fixa.
Muitas vezes sao tidos como ativos livres de risco em problemas de selegao de portfélio,
pois sao considerados pelo mercado como ativos de baixissimo risco.

Exemplos de aplicagao de titulos piblicos como ativos livres de risco podem ser en-
contrados em: Topaloglou et al. (2008), que consideram a taxa de retorno de um titulo
ptblico de um més como a taxa livre de risco; e Brown and Smith (2011), que consideram
o retorno médio de um titulo publico de trés meses como a taxa livre de risco. Outros
artigos como o de Canakoglu and Ozekici (2010), Fu et al. (2010), Nocetti and Smith
(2011) e Jin and Zhang (2013) também utilizam titulos de forma genérica como referéncia
para a taxa livre de risco.

No caso particular desta dissertacao, os titulos serao considerados como ativos de risco
no segundo caso de comportamento miope a ser descrito posteriormente. Nesta linha, estao
os trabalhos de Campebell and Viceira (2001) e Ekeland and Taflin (2005). Portanto, é
importante compreender os diferentes tipos de titulos que sao ofertados pelos governos
e suas particularidades. Na segao 3.2.1 serd apresentada o mercado brasileiro de titulos
publicos, com recentes alteragoes de regra e principais caracteristicas. Na secao 3.2.2 serao

apresentados os diferentes tipos de titulos ofertados pelo Tesouro Nacional brasileiro.

3.2.1 Mercado brasileiro de titulos publicos

Até pouco mais de dez anos atras, pessoas fisicas s6 podiam comprar titulos ptblicos
brasileiros através da aquisi¢do de cotas de fundos de investimento de bancos, corretoras
e outras institui¢oes financeiras. O volume minimo de compra era de aproximadamente
R$50.000,00.

Em 2002, um programa de venda de titulos ptublicos para pessoas fisicas diretamente
através da internet, chamado Tesouro Direto. Pequenos investidores passaram a poder
comprar um minimo de 20% de uma unidade de titulo, cerca de R$100,00, um valor

significativamente inferior ao modelo anterior ao programa. Além disso, os investidores nao
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estavam mais sujeitos a altas taxas de custédia cobradas pelas instituicoes intermediarias,
que cobravam valores préximos a 2% ao ano sobre o valor investido. Com a compra direta,
as taxas de custddia cairam para valores entre 0% e 0,5% ao ano (Tesouro Direto, 2011).
Em 2012, novas mudancas foram anunciadas pelo Tesouro Nacional. Entre as principais
mudancas entao: reducdo limite minimo de compra, que passou para 10% de uma unidade
de titulo, cerca de R$30,00; possibilidade de agendamento de compras mensais, neste
caso sem pagamento de taxa de negociagao; reducao da taxa de negociagao, que passou

de 0,10% para 0,05% sobre o valor investido a partir da terceira compra realizada pelo

agendamento prévio.
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Figura 3: Novos investidores cadastrados no programa Tesouro Direto - Janeiro/2002 até
Setembro/2012
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Figura 4: Total de investidores cadastrados no programa Tesouro Direto - Janeiro/2002
até Setembro/2012

abr/03
jul/03
out/l
jan/
abr/
jul/o4
out/
jan/
abr/
jul/
out/05
Jjan/06
abr/06
jul/06
out/06
jan/07
abr/07
jul/o7
out/07
jan/08
abr/08
jul/08
out/08
jan/09
abr/09
jul/09
out/09
jan/10
abr/10
jul/10
out/10
jan/11
abr/11
jul/11
out/11
jan/12
abr/12
jul/12

A popularizacdo do programa tem atraido cada vez mais investidores, conforme mostra
a Figura 3. A Figura 4 mostra o constante crescimento do total de investidores cadastra-
dos. As recentes mudancas foram feitas, entre outras razoes, para incentivar a poupanca
de longo prazo (ver Figura 5); democratizar o acesso a compra de titulos ptblicos; e para
oferecer uma alternativa de aplicagao financeira com rentabilidade competitiva e segura.

O Tesouro Nacional permite o acesso publico de diversas informacgoes sobre estatistica e
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formacao de pregos, fornecendo uma maior transparéncia ao investidor. Cada vez mais
brasileiros se sentem atraidos pelo programa do Tesouro Direto, embora nao estejam com-

pletamente preparados para decidir sobre sua carteira.

5%

66%

OAté 1ano [@EDela5anos MAcimade 5anos

Figura 5: Prazo de vencimento dos titulos adquiridos no programa Tesouro Direto - 2011

3.2.2 Titulos publicos ofertados no Brasil

Pequenos investidores sao cada vez mais incentivados a montar sua prépria carteira de
acordo com seus objetivos, combinando diferentes titulos com diferentes datas de venci-
mento. Muitos investidores tém optado por fazer depédsitos periddicos para a formacao de
uma, previdéncia. Assim, o investidor detém maior controle sobre a escolha entre rendi-
mento e risco tolerado. Entretanto, a decisao sobre a composicao nem sempre é trivial.
O desconhecimento das regras e caracteristicas dos titulos constitui uma grande barreira
para aqueles que estdo iniciando investimentos no programa. Além disso, pequenos in-
vestidores ja experientes podem nao tomar a melhor decisao sobre qual titulo comprar e
quando comprar.

Sao cinco tipos de titulos pubicos oferecidos que podem ser divididos em trés categorias:
prefixados; indexados no IPCA'; e indexados na SELIC'. As duas primeiras categorias
oferecem opg¢ao de cupons semestrais de juros, o que proporciona um fluxo de rendimentos

periédicos.

197ndice de inflagdo calculado mensalmente pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE),
que reflete a variag@o dos precos das cestas de consumo das familias com renda mensal de um a 40 salarios
minimos, nas regides metropolitanas de Belém, Fortaleza, Recife, Salvador, Belo Horizonte, Rio de Janeiro,
Sao Paulo, Curitiba, Porto Alegre, Brasilia e Goiania.

"Taxa média ajustada dos financiamentos didrios apurados no Sistema Especial de Liquidacdo e de
Custédia (Selic) para titulos federais. Para fins de cdlculo da taxa, sdo considerados os financiamentos
didrios relativos as operagoes registradas e liquidadas no préprio Selic e em sistemas operados por camaras
ou prestados de servico de compensagao e de liquidez.
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Cada tipo de titulo também pode ser oferecido com diferentes datas de vencimento.
Se o investidor carregar o titulo até a data de vencimento, o retorno serd aquele acordado
no momento da aquisicao. Entretanto, ele pode optar por vender o titulo para o Tesouro
Nacional antes de sua maturacao. Neste caso, serd pago ao investidor um valor de mercado,
que depende de variagoes na economia. Portanto, os titulos sdo sujeitos a desvalorizagoes de
seu valor real, pois nao acompanham completamente variagoes na economia e podem gerar
prejuizos ou ganhos inesperados se liquidados antes do vencimento. Os titulos oferecidos
no Tesouro Direto sdo os mesmos oferecidos as instituicoes financeiras, e serao descritos a

seguir, conforme Tesouro Direto (2011).
Titulos prefixados
LTN: Letras do Tesouro Nacional

Investindo em titulos prefixados, o investidor sabe exatamente qual serd o retorno do
investimento se carregar o titulo até o vencimento. Entretanto, como esta categoria nao
acompanha variagoes na economia, como a inflacao ou taxa basica de juros, o investidor
estd sujeito a perdas do poder aquisitivo. Este tipo de titulo é adequado a um perfil menos
conservador, indicado para investidores que acreditam que a taxa prefixada serd maior que

a taxa de juros bésica da economia.
NTN-F: Notas do Tesouro Nacional - Série F

Assim como a LNT, o investidor também sabe exatamente qual retorno tera ao final do
contrato e também estd sujeito a desvalorizagoes nominais do titulo, dadas as variacoes
na inflagao e taxa béasica de juros. No caso da NTN-F, o investidor recebe semestralmente

cupons de juros.
Titulos indexados no IPCA
NTN-B: Notas do Tesouro Nacional - Série B

Investindo em titulos indexados no IPCA, a rentabilidade contratada é um valor prefixado
adicionado & taxa anual do IPCA. Portanto, é oferecido ao investidor um retorno real

acima da inflacdo e protegido contra suas variacoes. Este titulo também oferece cupons
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semestrais de juros, o que aumenta a liquidez possibilitando reinvestimentos. Entretanto,
se o investidor nao levar o titulo até o vencimento, também estd sujeito a perdas, ji que

uma parcela do retorno contratado é prefixado.
NTN-B Principal

A NTN-B Principal se diferencia da NTN-B por nao oferecer cupons semestrais. Assim,

a parte do retorno prefixado é superior neste titulo se comparado ao anterior.
Titulos indexados na SELIC
LFT: Letras Financeiras do Tesouro

Este titulo oferece um retorno ao final do contrato indexado totalmente a taxa de juros da
economia, a SELIC. E indicado para investidores mais conservadores que desejam titulos
que flutuem em funcao da expectativa da SELIC. Também oferece um fluxo simples de

pagamento, pois nao existem variacoes que fornecem cupons semestrais de juros.

E interessante notar que, na verdade, os titulos publicos nem sempre sao ativos de baixo
risco. De fato, se o investidor nao carregd-lo até seu vencimento podera realizar prejuizos
consideraveis. Além disso, os titulos ndo acompanham completamente variacGes na eco-
nomia, como alta e queda da inflacao e da taxa bésica de juros. Portanto, mesmo na data
de vencimento, podem ocorrer perdas em relacao ao valor real do titulo. Finalmente, é
necesséario conciliar os prazos de vencimento oferecidos com o horizonte de investimento.
Nem sempre existem titulos disponiveis para compra que acompanham o horizonte de

investimento exato determinado pelo investidor.

3.3 Selecao de Portfdlio - Teoria Classica

A teoria de selecao de portfélio desenvolvida por Markowitz (1952), Mossin (1968), Sa-
muelson (1969) e Merton (1971) é considerada por muitos pesquisadores (e.g., Brandt
(2010), Canakoglu and Ozekici (2010), Fu et al. (2010) e Brown and Smith (2011)) como
importante base para a formulagao das estratégias de investimento atuais. A formulagao
do problema de formacao de um plano de previdéncia terda como base esta teoria de selecao

de portfolio.
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A literatura sobre selecdo de portfdlio se inicia com o problema de média-variancia
proposto por Markowitz (1952), que serd apresentado na segao 3.3.1. A secao 3.3.2 é dedi-
cada a formulacao do problema de selegao de portfélio através da programacao dindmica
estocdstica, com base nos trabalhos pioneiros de Mossin (1968) e Samuelson (1969). A
secao 3.3.3 possui importancia particular, pois apresenta o conceito de miopia introduzido
por Mossin (1968), que serd utilizado na formulagao proposta neste trabalho. Finalmente,
a segao 3.3.4 apresenta o portfélio 6timo proposto por Merton (1971). A discuss@o sobre
o portfélio 6timo e as implicagoes em relacao ao comportamento miope é essencial para a

formulagao proposta.

3.3.1 Paradigma de Markowitz

O problema de selecao de ativos para a composicao de um portfélio foi primeiramente
apresentado por Markowitz (1952). Este autor introduziu a importancia da diversifica¢ao
para a reducao da variancia do retorno do portfélio. Em seu trabalho, Markowitz mos-
tra que uma combinacao linear de diferentes ativos pode gerar um portfélio com mesmo
retorno esperado que um tnico ativo equivalente, porém com menor variancia. Portanto,
a diversificacao contribui para a reducao da variancia, embora esta nao possa ser comple-
tamente eliminada devido a existéncia de correlacao entre o retorno dos ativos. Existe,
entao, uma taxa na qual o investidor pode aumentar o retorno esperado permitindo que a
variancia aumente, ou pode reduzir a variancia aceitando um retorno esperado menor.

O problema de média-variancia proposta por Markowitz (1952) possui a seguinte for-
mulacao: Seja e; o retorno aleatério do i-ésimo ativo, onde 7 = 1,...,d. Seja o0;; a co-
variancia entre e; e e; (logo 0y é a variancia de e;). Seja A; o percentual do recurso do
investidor que é alocado ao i-ésimo ativo, onde >, A; =1 e A; > 0. A esperanca retorno

e variancia do portfélio R é dado por

d

d d
E[R] == Z )\ZE [67,] [§] V&I‘(R) == Z Z Uij)\i)\j-

i=1 =1 j=1

Segundo Brandt (2010), a escolha do portfélio depende da tolerancia ao risco do in-
vestidor. Para incorporar o trade-off 6timo do investidor entre o retorno esperado e risco,

o problema de média-variancia pode ser formulado de uma maneira alternativa como a
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seguinte maximizacao da utilidade esperada:

onde b é a medida do nivel de aversao ao risco relativa do investidor.

Segundo Brandt (2010), o paradigma introduzido por Markowitz (1952) captura dois
aspectos fundamentais do problema de escolha de portfdlio: diversificacao e trade-off entre
retorno esperado e risco. Porém, existem varias objecoes a este paradigma. Entre elas,
Brandt (2010) ressalta que o problema de média-varidncia representa apenas um caso
particular de maximizacao da utilidade esperada de uma utilidade de poténcia. Esta
especificacao de preferéncia é problematica, pois nao é monotonicamente crescente com a
riqueza. Além disso, segundo este autor, o problema de média-variancia é um problema

miope, um comportamento que serd explorado na secao 3.3.3.

3.3.2 Formulagao Dinamica

Segundo Samuelson (1969), até entdo, grande parte das andlises de selegao de portfélio,
sejam de abordagens de média-variancia ou outros tipos mais gerais, buscavam solucionar
o problema em um tnico periodo de decisao. Os trabalhos de Mossin (1968) e Samuelson
(1969) se coincidem no tempo e mostram como resolver o problema de sele¢ao de portfélio
através da programacao dinamica estocdstica recursiva, processando de trds para frente
conforme a abordagem de Bellman (1952). A formulagdo do problema de selegao de
portfélio através da programacgao dinamica estocastica serd apresentada nesta secao, de

acordo com a formulacao apresentada por Bertsekas (2005).
Problema de um periodo

Mossin (1968) caracteriza o modelo de um tunico periodo através da seguinte estrutura:
O investidor toma a decisao sobre seu portfélio ao inicio do periodo e aguarda até o fim
deste, quando a taxa de retorno de seu portfélio se materializa. Ele ndo pode realizar
nenhuma mudancga intermedidria na composicao de seu portfélio. O investidor toma sua
decisao com o objetivo de maximizar a utilidade esperada da riqueza ao final do periodo

(riqueza terminal).
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Varidveis e parametros
e z0: Riqueza inicial disponivel para investimento;
e d: Numero de ativos de risco;
e ¢;: Taxa de retorno do ¢-ésimo ativo de risco, onde ¢ =1, ...,d;

e s = ¢": Taxa de retorno do ativo livre de risco.

Controle

A varidvel ¢; representa a quantidade investida no i-ésimo ativo de risco. A quantidade
investida no ativo livre de risco é dada por (xg—c1—...cq). Inicialmente, ndo ha restrigdes na
quantidade ¢;, portanto é possivel fazer empréstimos no ativo livre de risco para aplicagao

em ativos de risco.
Dinamica do sistema

A riqueza ao final do primeiro periodo é dada por

d
x1 = s(xg—c1— ... —cq) + Zeici
=1
d
= sxo+ Z(ei — 5)¢
i=1

Fungao objetivo

Seja u(x) uma funcao utilidade Bernoulli, a fungao objetivo é dada por

d
max E |[u | sxo+ Z(ei —s)¢
¢, €C(x0) €i i1

Politicas admissiveis

No problema de sele¢ao de portfdlio, 6% representa um possivel montante investido no

i-ésimo ativo que atribui ao estado de riqueza xj o controle ¢, = 6i(xy). Portanto, a
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politica m = {6y, ..., 0n_1} representa uma sequéncia de alocagoes em ativos de risco.
Funcao custo dtima

Seja J(xg) o valor 6timo do problema, aplicando o algoritmo de programacao dinamica

tem-se

J(rg) = max E |u| sxg+ e, — S)c;
= s B (sm0+ St

Problema de Multiperiodos

O problema de selecao de portfélio de multiperiodos possui a seguinte estrutura: O in-
vestidor determina um momento no futuro em que planeja consumir qualquer montante
de riqueza disponivel que possuir. As decisées de investimento continuam sendo tomadas
com o0 objetivo de maximizar a utilidade esperada de sua riqueza terminal. Entretanto,
agora o horizonte de tempo é subdividido em N periodos. A cada um destes periodos,
novas decisoes podem ser tomadas sobre a composicao do portfélio, isto é, a riqueza atual

pode ser reinvestida no inicio de cada periodo (Mossin, 1968).
Varidveis e parametros

e N: Numero de periodos em que o horizonte de tempo foi dividido;

k: Estagios de tomada de decisao, onde k =0,1,..., N — 1;

e 1;: Riqueza disponivel para investimento no estdgio k;

d: Numero de ativos de risco;

e¥: Taxa de retorno do i-ésimo ativo de risco durante o k-ésimo periodo;

e s = e"F: Taxa de retorno aleatoria do ativo livre de risco durante o k-ésimo periodo.

Controle

A variavel cf representa a quantidade investida no ¢-ésimo ativo de risco no k-ésimo estagio
de decisdo. A quantidade investida no ativo livre de risco é dada por (zj — cf — ...ck).

Igualmente, nao ha restricoes na quantidade c,’f.
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Dinamica do sistema

A riqueza ao final de cada periodo é dada por
d

k k
Tyl = SpTk + Z(ei — Sk)C;-
=1

Funcao objetivo
O objetivo é maximizar E[u(zy)], a esperanca da utilidade terminal da riqueza z.
Funcdo custo otima

Seja J(xg) o valor 6timo do problema, aplicando o algoritmo de programacao dinamica

tem-se

In(zN) = u(zN),

d
Ji(xg) = max E [Jk+1 (skwk + Z(ef - sk)cf>] )

k k
c; €Ck (1) €; i—1
Politica e funcao custo otimos

Seja 92(&%) o montante investido no ativo ¢ no periodo k, 9}; atribui ao estado xj; o controle
cr = 0i(xr). Seja m = {0y, 01,...0n_1} uma politica admissivel, tal que 7 C II, onde I é o
conjunto de todas as politicas admissiveis. Através do algoritmo de programacao dinamica,

pode-se encontrar o valor 6timo para Jy(xg) dado por:
I (xo) = max J (),
well

onde 7 = {6, 607,...05_,} é a politica 6tima.

Para funcoes utilidade Bernoulli da familia HARA, u(z) possui o coeficiente de aversao
ao risco positivo. Portanto, Jy(xy) = u(xy) é concava, continua e duplamente dife-
rencidvel. Utilizando o Teorema 3.1 (ver Bertsekas (2005), pagina 467), é possivel mostrar

que Ji(z)) também é concava, continua e duplamente diferencidvel.

Teorema 3.1. Se ¢ : R — R € concava, entio a fungio J(x) = E[p(x + w)], onde w €
w
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um vetor aleatorio em R™, é uma funcdo concava que fornece o valor esperado e € finita

para todo x € R™.

Aplicagao para Ji(xg). Seja Jy—1(xn—1) a fungao custo do estdgio N — 1 do algoritmo de
programacao dindmica, tem-se:
JN—l(I'N—l) = max EeNfl [u(:BN)]

C,ILV71€CN_1(IN)

= max E [¢(z + w)]
CivilecN_l(xN) w

Portanto, Jy_1(xy_1) é também concava, continua e duplamente diferencidvel. Por

inducao, o mesmo se aplica a Ji(xy) para todo k =0,1,..., N — 2. O

Esta propriedade sera utilizada na secao 3.3.4.

3.3.3 Miopia

O comportamento miope possui uma importante participagao neste trabalho. Ele foi
primeiramente apresentado e discutido por Mossin (1968). Segundo o autor, quando a
sequéncia 6tima de decisoes do investidor é obtida como uma série de decisoes de um
tnico periodo (comegando no primeiro periodo), cada periodo é tratado como se fosse
o anterior, entao ele se comporta miopiticamente. Com miopia, o investidor baseia a
decisao de cada periodo na riqueza inicial e na distribuicao dos retornos apenas, com
o objetivo de maximizar a utilidade da riqueza final daquele periodo desconsiderando o
futuro completamente.

A relevancia deste comportamento estd na sintetizagao de problemas de multiperiodo
em problemas de um tnico periodo de decisd@o. Assim, segundo Mossin (1968), o pro-
blema de gestao seria significativamente simplificado. Portanto, é valido isolar as fungoes
utilidade em que tal comportamento é 6timo.

Para identificar estas funcdes, o autor utilizou a medida de aversao ao risco de Arrow
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(1965) e Pratt (1964) para considerar a aversao ao risco do decisor em diferentes pontos

de riqueza. A funcgao utilizada

=a+bx (15)

é o inverso da funcao de aversao ao risco absoluto e, geralmente, é chamada de fung¢do de
tolerancia ao risco. As functes utilidade que satisfazem esta funcéo sdo as exponencial,

logaritmica e de poténcia, que possuem as seguintes estruturas:
Exponencial: —e(=%/®) parab=0e a > 0;
Logaritmica: log(z + a), para b = 1;
Poténcia: (b—%) (a+ ba:)(_%), parab#0eb# 1.

Mossin (1968) classifica os comportamentos miopes em dois tipos: miopia completa e

miopia parcial.

1. Miopia completa
A miopia completa é caracterizada pela escolha de funcoes utilidade com parametro
a = 0. Neste caso, o efeito do tempo pode ser descartado. A miopia completa
também acontece pela existéncia de um ativo livre de risco com taxa de retorno
r = 0. Neste caso, o valor monetario ao longo do tempo nao muda. Em ambos os
casos, o investidor age como se o periodo imediato fosse o iltimo perido e nenhum

ajuste na composicao do portfélio é necessario.

2. Miopia parcial
A miopia parcial é caracterizada pela existéncia de um ativo livre de risco com taxa
de retorno r # 0. Neste caso, a informagao sobre a distribuigdo de probabilidade
futura dos ativos de risco é desnecesséria, sendo apenas relevante a informacao futura
sobre a taxa livre de risco ;. O investidor pode tomar sua decisao imediata como se
toda a riqueza resultante fosse investida na taxa livre de risco para todos os periodos
subsequentes. Entao, mesmo que nao seja 6timo se comportar como se o periodo
imediato fosse o ultimo (como na miopia completa), o investidor pode se comportar

como se a decisao imediata fosse a ultima.

A relacdo entre as condigOes necessarias e suficientes para otimalidade na presenca de

miopia e a funcao de tolerancia de risco é apresentada na Tabela 1:
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Tabela 1: Funcao de tolerancia ao risco e o comportamento miope

Taxa livre de risco

Condigoes necessarias e suficientes para otimalidade em

Miopia Completa

Miopia Parcial

r=20

—u/(z)/u"(x) = a+ bz

r#0

—u/(z)/u"(z) = bx

—u/(z)/u"(x) = a+ bz

sem ativo livre de risco

—u/(z)/u"(z) = bx

3.3.4 Portfélio Otimo

Merton (1971) derivou o portfélio 6timo para mais fungoes utilidades, sem se restringir ao
comportamento miope. Em seu trabalho, é mostrado que a solucao 6tima pode ser encon-
trada analiticamente através de calculos estocasticos assumindo tempo continuo. Segundo
ele, quando os ativos sao gerados através de um movimento Browniano geométrico, o caso
onde existem dois ativos (livre e risco e de risco) pode ser utilizado sem perda de gene-
ralidade. Nesta seg@o, o portfélio 6timo proposto por Merton serda apresentado e suas
implicagoes para o problema de multiperiodo serao discutidas.

Assumindo que os pregos dos ativos seguem um movimento Browniano geométrico e
aplicando o Lema de It6, Merton (1971) deriva a equagao diferencial parcial de otimalidade
para Ji(zj) para uma utilidade u(x) qualquer, desde que concava, continua e duplamente

diferenciavel. A alocagao 6tima para um ativo é entao dado por:

= U e ] )
o°sE | SN—1--+Sk+41

= 7(# — 5%) by + B —
o2 | SN—1---Sk+15k
_ W—SH__%@W]
o2 Jy ()

E valido notar que a equacdo de portfdlio 6timo (16) depende da funcdo de tolerancia
ao risco discutida anteriormente, entretanto para Ji(zy). Conforme apresentado na se¢ao
3.3.2, a fungao Ji(xy) é concava, continua e duplamente diferencidvel, e portanto também
possui uma fungao de tolerancia ao risco como Jy(zy) = u(xy). As fungdes utilidade
Bernoulli possuem portfélio 6timo dado pela equagao (16) e, portanto, satisfazem a funcao

de tolerancia ao risco para Jy(z):

(k) a

- = + b(L’k,
J () SN—1.--Sk+15k

N -1, (17)
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Outro fato importante de ser notado é que o parametro a da funcao utilidade é descon-
tado pela taxa de retorno do ativo livre de risco s = e€"* quando s; > 1, tanto na funcao
do portfélio 6timo quanto na fungdo de tolerancia ao risco para Ji(xy). Isto significa, que
quando N é grande, nos estagios iniciais a — 0 e o portfélio étimo se aproxima daquele
da politica completamente miope onde a = 0. Entao, conforme mencionado por Bertsekas
(2005), a politica parcialmente miope torna-se assintoticamente miope.

Esta é uma caracteristica que o presente trabalho busca explorar e, portanto, ela sera

retomada na formulagao matematica do problema na secao 4.1.

3.4 Selecao de Portfdlio - Literatura Atual

A formulacao do problema desenvolvida no Capitulo 4 estd diretamente relacionada com
esta secdo, em que métodos e conceitos recentes importantes serao apresentados. A lite-
ratura atual associada a presente pesquisa pode ser dividida em trés temas: Aquelas pes-
quisas direcionadas ao estudo da arvore de estados e como esta pode ser sintetizada para
que o tempo computacional requerido para a solugao do problema seja adequado (se¢ao
3.4.1); aquelas pesquisas que abordam a importancia da representagao da correlagao entre
os ativos na formulacdo do problema (se¢do 3.4.2); e aquelas pesquisas que consideram a

selecao de portfdlio contemplando os diferentes titulos publicos como ativos de risco.

3.4.1 Arvore de Cenarios

Segundo Topaloglou et al. (2008), a maior vantagem dos programas estocésticos é que estes
nao estao restritos a nenhuma suposicao particular sobre distribuigao de probabilidade para
as variaveis aleatérias do modelo. Eles podem acomodar distribuicoes discretas arbitrarias
que sao expressas através de drvores de cendrio. Assim, a arvore de cendrios representa a
evolucao das varidveis aleatérias multivariadas durante o horizonte planejado.
Entretanto, conforme colocado por Topaloglou et al. (2008), o tamanho do programa
estocastico de multiperiodo cresce substancialmente com o nimero de nds da arvore. Em
problemas deste tipo, deve ser dada atengao para limitar o fator de “ramificagdo” para cada
no e, consequentemente, o nimero total de cendrios para manter o tamanho do programa
de otimizacao dentro de limites computacionalmente trataveis. Métodos alternativos de

procedimentos para a geracao de arvores de cendrio podem ser encontrados no trabalho
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de Dupacova and Romisch (2003) e Heitsch and Rémisch (2003), baseados nas medidas
de probabilidade das varidveis aleatorias.

Outro trabalho que apresenta alternativas para problemas em que o espago de estados
é grande é aquele apresentado por Brown and Smith (2011). Segundo estes autores, grande
parte das formulagoes de selecao de portfélio nao consideram os custos transacionais de
compra e venda de ativos. Na pratica, estes custos podem ser significativos e impactar o
valor do retorno esperado ji que, a cada estdgio, o portfélio deve ser rebalanceado (casos
com comportamento nao miope). Este trabalho apresenta estratégias de heuristicas para
solucionar o problema de selecao considerando o custo de transacao. Estas heuristicas
sao baseadas em modelos de otimizacao mais simples em associagao com a programacao
dinamica estocéstica, o que reduz o tempo computacional requerido originalmente.

Linha de pesquisa envolvendo a representagao através de arvores de cendario incluem
também estudos sobre métodos de Monte Carlo aplicados a este problema. A pesquisa de
Detemple et al. (2005), por exemplo, compara o desempenho de dois métodos de Monte
Carlo aplicados ao problema de sele¢ao de portfdlio: o primeiro método foi proposto por
Detemple et al. (2003) e é chamado de Monte Carlo com Derivadas de Malliavin'?; e o
segundo método foi proposto por Brandt et al. (2005) e é chamado de Monte Carlo com
Regressao.

Segundo Brandt et al. (2005), embora seu método (Monte Carlo com Regressao) seja
complementar ao método de Detemple et al. (2003), eles sdo conceitualmente diferentes.
Detemple et al. (2003) apoiam-se na suposi¢do de mercado completo para expressar o
problema dindmico como um problema estatico e entao usar a simulacao para avaliar as
esperangas através de métodos de Monte Carlo. Em seu método, Brandt et al. (2005)
utiliza a regressao através da simulacao para resolver recursivamente o problema de pro-
gramacao dinamica.

No método de Brandt et al. (2005), o autor simplifica o problema de portfolio 6timo

expandindo a funcao valor Ji(z) em uma série de Taylor para o valor atual zj crescendo

120 cslculo de Mallivian é o cdlculo de variacdes no processo estocdstico. Ele se aplica ao processo de
Wiener, isto é, a varidveis aleatdrias e processos estocasticos que dependem de trajetérias de movimentos
Browinianos. A derivada de Mallivian, que é um dos elementos deste cédlculo de variagdo, mensura o efeito
de pequenas variagles na trajetéria do movimento Browniano de uma fungdo de Wiener. A introdugao
sobre este cédlculo e a proposicao sobre o portfélio 6timo derivado de sua aplicagdo sdo detalhados em
Detemple et al. (2005)
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com a taxa livre de risco s até o final do horizonte k = N —1 fazendo u(sy—_i...spz)). Com
a expressao da derivada da expansao de Taylor igualada a zero, o autor utiliza métodos
de regressao para estimar os parametros desta fungao e encontrar o portfélio 6timo. Para
encontrar a riqueza atual x, é utilizada a simulagao de Monte Carlo para gerar os caminhos
aleatérios segundo fi(zg).

As vantagens do método de Brandt et al. (2005) em relagao a demais métodos, conforme
exposto pelos autores, estd do fato de este método conseguir lidar com problemas em que
a distribuicao condicional dos retornos depende de um grande nimero de variaveis com
dindmicas que potencialmente dependem do caminho ou de dinadmicas nao constantes (nao
miopes). De acordo com estes autores, varios outros métodos recorrem a preferéncias com
aversao ao risco relativa constante (CRRA), que s@o miopes, ou & sua extensao realizada
por Epstein and Zin (1989), para eliminar a dependéncia das politicas de alocacao sobre
a riqueza e assim fazer o problema independente do caminho (miope). Mais importante
ainda, varios destes outros métodos nao conseguem lidar com o grande niimero de variaveis
com dinamicas complicadas, que surgem em muitos problemas de selecdo de portfélio

realistas.

3.4.2 Correlagao

A importancia da diversificacdo e efeitos da correlagdo para tomadas de decisdo sobre
alocagao de ativos é ressaltada por Topaloglou et al. (2008). Segundo estes autores, o
acesso a ativos internacionais é um interesse comum entre empresas multinacionais e ins-
tituigdes financeiras (e.g., bancos, empresas de seguro e fundos de previdéncia). Os be-
neficios deste tipo de investimento citados neste trabalho sao: a possibilidade de maiores
lucros em eventos de melhor desempenho em mercados estrangeiros; maior possibilidade
de diversificacao através de um maior conjunto de ativos disponiveis.; e exposicao reduzida
a riscos sistémicos devido a baixa correlacao entre os ativos.

De acordo com Canakoglu and Ozekici (2010), na maioria dos problemas de decisoes em
multiperiodo, a taxa de retorno dos ativos durante os consecutivos periodos sao assumidas
como nao correlacionadas. Na realidade, esta suposicao nao é correta e a correlacao entre
as taxas de retorno deve ser considerada. A taxa de retorno dos ativos nos mercados

financeiros é aleatdria e existem vérios fatores economicos, financeiros, sociais e politicos
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que afetam sua distribuicao de probabilidade conjunta. Este artigo discute uma formulacao
do processo de mercado através de uma cadeia de Markov.

Segundo You and Daigler (2010), estudos de diversificagdo geralmente empregam cor-
relagdo constante para examinar os beneficios da diversificagao. Entretanto, esta aborda-
gem ignora o fato de a correlacao frequentemente variar com o tempo e assim desviar da
correlacao constante.

Neste presente estudo, a correlacdo entre os ativos serd considerada. A geracdo dos
retornos dos ativos correlacionados serd realizada através da geragao de niimeros multi-
variados introduzidos na secao 2.2.2, conforme apresentado por Glasserman (2004). Em
Haugh, M. (2010), pode ser encontrado um guia de como realizar aplica¢oes de geragao de
movimentos Brownianos correlacionados utilizando a decomposigao de Cholesky da matriz

de covariancia.

3.4.3 Selecao de Portfélio e Titulos Publicos

Campebell and Viceira (2001) mencionam que pouca atencao tem sido dada a portfélios
6timos de titulos ptblicos para diferentes tipos de investidores. Uma razao para esta lacuna
na literatura pode ser a grande dificuldade em se caracterizar estratégias de portfélio étimo
para investidores de longo prazo. Segundo estes autores, a teoria classica de selecdo de
portfélio estd baseada em suposicoes de que a taxa de juros da economia é constante ao
longo do tempo, assim como a taxa da inflagao. Portanto, o retorno dos titulos é assumido
como deterministico e todos os titulos sao perfeitamente substituidos por dinheiro.

Nesta mesma linha, Ekeland and Taflin (2005) apresentam a mesma lacuna entre as
abordagens tradicionais de gestao de portfélios de titulos e de agoes. Segundo estes autores,
a gestao de portfdlios de titulos se baseia em conceitos como duragao, sensibilidade e
convexidade, enquanto a gestao de portfélio de acoes se baseia em maximizacgao da utilidade
esperada.

Ekeland and Taflin (2005) ressaltam que a teoria classica de selecao de portfélio nao
se aplica diretamente a portfélios de titulos devido a diferencas significativas entre o com-
portamento dos titulos e agoes. Uma importante diferenca citada é o fato de que os titulos
vencem em uma data predefinida apés a qual eles se desaparecem do mercado, enquanto

que as caracteristicas das agdes nao mudam, com a excecao de reagdes ao noticiario de
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negdbcios ou decisoes de gestao.

Outra diferenga relevante citada por Ekeland and Taflin (2005) esta no fato de que o
tempo de vencimento pode assumir valores infinitos, entao existe uma infinidade de titulos
diferentes. Uma primeira consequéncia destas diferencas é que o preco da acao depende
apenas do risco que ela carrega (risco de mercado), enquanto que o prego do titulo depende
tanto do risco que ele carrega (risco associado a taxa de juros, risco associado a inflagao)
quanto do tempo de maturagao.

Assim, conforme apresentado por Ekeland and Taflin (2005), a andlise matemética
de um portfélio que inclui agoes e titulos é complicada pelo fato de que os precos para
cada um destes tipos de ativos evoluem ao longo do tempo de acordo com regras diferentes.
Uma dificuldade adicional, devido a dependéncia do vencimento, é que algumas estratégias
possiveis para acoes nao estao disponiveis para titulos: a estratégia simples de “buy-and-
hold”, por exemplo, resulta na conversao de titulos para dinheiro no vencimento.

Em nosso conhecimento, as pesquisas existentes sobre selecao de portfélio com a pre-
senca de titulos nao consideram todo o conjunto de titulos disponiveis. Conforme citado
anteriormente, grande parte das pesquisas consideram apenas titulos prefixados como re-
presentacao de um ativo com taxa livre de risco. Dentre aqueles que consideram titulos
como ativos de risco, Campebell and Viceira (2001) por exemplo, estudam os efeitos do
risco de inflagao em portfolios étimos de titulos. Isto é feito comparando a solucao de
um modelo em que apenas titulos indexados na inflacao estao disponiveis com um modelo
onde existem apenas titulos com retornos prefixados. Em ambos os modelos, ndo existem
opcoes diferentes de maturidade ou opgoes de pagamentos de cupons. Ja Ekeland and
Taflin (2005) consideram titulos prefixados que nao pagam cupom com diferentes datas de
vencimento.

Para contornar esta lacuna sobre o comportamento dos diferentes titulos ptblicos, serao
utilizados métodos paramétricos. Através destes métodos, pode ser possivel aproximar o
comportamento das taxas contratadas para cada titulo em cada estdgio de decisao, assim
como estabelecer um modelo de preco de venda do titulo em casos oportunos de liquidacao
antes do vencimento.

No préximo capitulo sera apresentado o modelo matematico da formulacao da pergunta

de pesquisa apresentada no Capitulo 1.
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4 Formulacao do Modelo

Neste Capitulo, serd apresentada a formulacao matematica para responder a pergunta de
pesquisa introduzida no Capitulo 1. A se¢ao 4.1 é dedicada a formulacao do problema e a
uma discussao das principais suposicoes referentes a esta formulacao. Na secao 4.2, serd

descrita a estrutura do modelo formulado.

4.1 Formulacao do Problema

Esta pesquisa propoe a formulacao de um modelo de apoio a decisdo para o planejamento
de um fundo de previdéncia com contribuigoes definidas. Uma novidade desta formulagao
estéd no fato de que o modelo proposto capta a mudanca de comportamento do investidor,
que é miope nos primeiros periodos da fase de contribui¢cdo e se torna nao miope nos
ultimos periodos.

Conforme mencionado na secao 3.3.4, politicas ndo miopes se tornam-se assintotica-
mente miopes nos periodos iniciais quando o horizonte de tempo € suficientemente grande.
Esta é uma caracteristica que o presente trabalho busca explorar para sintetizar o problema
de formacao de uma previdéncia. No problema da previdéncia, o nimero de periodos N
do horizonte de tempo pode ser suficientemente grande para que a politica 6tima de uma
utilidade que nao é completamente miope se aproxime da politica miope nos estagios ini-
ciais. Assim, o problema pode ser sintetizado nos estagios iniciais sem a necessidade de
restringir o conjunto de utilidades possiveis a apenas utilidades miopes. Portanto, a se-
gunda evidéncia de subotimalidade dos fundos de previdéncia apresentada na Introducao
pode ser contornada através desta abordagem.

Outra novidade proposta nesta formulagao é utilizacdo de métodos paramétricos para
aproximacao da funcao custo Ji(xy) para os estdgios finais, em que as politicas étimas nao
sao constantes. Esta formulacao permite a construgao de um modelo que ndo depende da
construcao da arvore de cendrios e, consequentemente, reduz significativamente o niimero
de estados necessarios. Entao, esta abordagem pode ser adequada para contornar o pro-
blema de formulagoes em que o ntimero de estados cresce exponencialmente com o aumento
do nimero de estagios, conforme apresentado na Introducao e discutido na secao 3.4.1.

Portanto, oferecemos um modelo para obtencao de uma solucao satisfatéria tratado
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computacionalmente de forma eficiente. Estas duas abordagens propostas serao descritas

na secgao seguinte (4.2), ao final da formula¢ao matemadtica proposta.

Suposicoes do modelo
As principais suposicoes do modelo estao listadas a seguir e serao discutidas posterior-

mente:

1. A alocacao de recursos no portfélio de ativos pelo investidor é sensivel ao retorno

esperado deste portfolio;
2. Taxa de retorno das agoes possui distribuicao de probabilidade lognormal;
3. O ativo cujo retorno é livre de risco serd representado por titulos publicos;

4. Taxas geralmente cobradas pelas instituigoes financeiras, relativas a movimentacao

de ativos e a gestao de fundos, nao sao consideradas.

Precificacdo neutra-ao-risco

Assim como em vérios trabalhos relacionados a selegao de portfélio (e.g., Topaloglou et al.
(2008), Canakoglu and Ozekici (2010), Fu et al. (2010) e Brown and Smith (2011)), ndo sera
utilizada a precificagdo neutra-ao-risco para replicar o comportamento a taxa de retorno
dos ativos de risco (agoes).

Segundo Hull (2002), a precificagdo neutra-ao-risco deve ser independente de qualquer
variavel que é afetada pela preferéncia de risco do investidor. Entretanto, o valor da taxa
de retorno esperada p depende de preferéncias sobre risco. Quanto maior for o nivel de
aversao ao risco do investidor, maior u deve ser para uma dada agdo. Ao contrario, na
precificagdo neutra-ao-risco, Hull (2002) ressalta que o retorno esperado sobre todos os
ativos € a taxa livre de risco r. Neste caso, os investidores nao requerem um prémio que
os induzam a tomar riscos.

Conforme colocado por Hull (2002), esta suposi¢ao de precificagdo neutra-ao-risco é
importante para simplificagoes na precificacao de derivativos e nao deve ser considerada
no problema de selecao de portfélio, ja que este ultimo estd baseado nas preferéncias de

risco dos investidores representada pela fungao utilidade u(-).

Processo estocdastico do retorno das agoes
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Segundo Glasserman (2004), apesar do fato de que a grande maioria dos modelos assumem
que os ativos possuem caminhos de amostras continuos, muitos estudos tém encontrado
evidéncias da importancia de saltos nos precos e argumentam a favor da inclusao destes
saltos nos modelos de precificagao. Entre as pesquisas sobre selecao de portfélio que
consideram saltos em seus modelos estdao He and Meng (2012) e Jin and Zhang (2013).
Em nosso modelo, nao serao considerados os saltos. Entre as pesquisas que, assim
como esta, nao levam em consideracao os saltos, estao Topaloglou et al. (2008), Canakoglu
and Ozekici (2010), Fu et al. (2010) e Brown and Smith (2011). Este ponto serd revisitado

no Capitulo 6, como oportunidade para futuras pesquisas.

Titulo publico como ativo livre de risco

Nesta pesquisa em particular, serao explorados os trés casos de comportamento miope
apresentados na Tabela 1, da secao 3.3.3. Estes trés casos sao: taxa de retorno do ativo
livre de risco igual a r = 0; com taxa de retorno r # 0; e um 1ltimo modelo onde nao
exitem ativos livres de risco disponiveis para investimento.

No segundo caso, onde r # 0, o ativo livre de risco considerado serda um titulo ptblico
com prazo de investimento suficientemente longo em relacdo ao horizonte de tempo do
plano de previdéncia considerado. Conforme mencionado na secao 3.2, esta suposicao de
retorno deterministica em relacao aos titulos ptublicos esta presente em varias pesquisas.

Entretanto, esta suposicao pode ser relaxada para representar a realidade de forma mais
precisa, pois nem sempre um ativo com retorno deterministico estd disponivel (terceiro
caso). Conforme mencionado na segao 3.2.2, os titulos publicos ofertados no Brasil nao
possuem retornos que refletem completamente as variagdes na economia.

Os titulos prefixados estao sujeitos a desvalorizagoes em seu valor real, pois nao acom-
panham as variacoes na taxa de inflagao. Isto é comum para grande parte das economias
emergentes cujas taxas de inflagdo muitas vezes sao significativamente altas e nao podem
ser desconsideras. O mesmo acontece com os titulos indexados na taxa bésica de juros
da economia, que também nao acompanham a taxa de inflagdo. Ja os titulos indexados
na taxa de inflacdo ndo acompanham as variagoes da taxa bdasica de juros da economia e,

portanto, também estao sujeitos a desvalorizacoes ao longo de sua vida.

Tazxas de movimentacdo e de gestdo desconsideradas
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Segundo Brown and Smith (2011), grande parte dos modelos formulados para determinar
estratégias de investimento 6timas consideram ambientes que assumem a inexisténcia de
custos transacionais. O mesmo também acontece com as taxas administrativas cobradas
para gerenciar fundos. Esta pesquisa segue em linha com esta suposi¢cao, embora estes
custos possam ser significativos e impactar a composicao do portfélio étimo.

Ainda segundo Brown and Smith (2011), sem os custos transacionais, a alocagao 6tima
depende tipicamente apenas da riqueza do investidor mas nao da composicao do portfdlio.
Entretanto, com os custos de transacdo, o portfélio 6timo depende também da posicao
inicial nos ativos, e a dimensao do espago de estados é pelo menos tao grande quanto o
nimero de ativos considerados. O resultante problema de programagao dinamica passa a
sofrer da grande dimensionalidade e se torna muito dificil de ser resolvido com mais de

um ou dois ativos.

4.2 Modelo de Otimizagcao de Portfdlio

Nesta secao sera apresentada a estrutura matemética do modelo proposto. A secao 4.2.1
¢ dedicada a formulacao do problema tradicional. Na secao 4.2.2 é apresentada a for-
mulacao matematica referente & abordagem proposta de sintetizagao dos periodos iniciais
em um unico periodo de decisao. Por dltimo, sera apresentada na secao 4.2.3 a abordagem

proposta de aproximagao da fungao Ji(x) utilizando um modelo paramétrico.

4.2.1 Modelo Tradicional

Horizonte de decisao
O horizonte de tempo considerado na fase de acumulacao de um plano de previdéncia
DC foi dividido N periodos. Os estagios de decisao sobre a alocacdo do montante a sao

indexados por £k =0,1,...,N — 1.

Ativos disponiveis para investimento
Na formulagao do modelo genérico, serao considerados dois tipos de ativos: agbes e um

ativo livre de risco. Seus comportamentos serao agora descritos.

Acdes
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Seja d o nimero de agoes disponiveis para investimento ao longo de todo o horizonte de
tempo. Seja S} o preco da acao i no estdgio k, a taxa de retorno da i-ésima acao no

k-ésimo periodo é dada por
Si
el — k+1
k= "oi -
S,
Sabe-se que Siy1 é uma varidvel aleatéria que segue uma distribuicao lognormal, con-
forme apresentado na secao 2.2.1. Através da simulacao de Monte Carlo, o processo

estocastico seguido por €%, quando os ativos sao correlacionados, pode ser representado
k> ’

através da seguinte expressao:

i i 1 ;2
er = eXP{(Mk ~ 5% > + [AkZ]z},

onde A é a matriz obtida através da fatorizagdo de Cholesky apresentada na secao 2.2.2,

u}; ¢é a taxa de retorno esperada da acao ¢ durante o periodo k e o,’; ¢é a volatilidade da

agao ¢ durante o periodo k. Esta expressao pode ser encontrada em Haugh, M. (2010).

Ativo livre de risco
Existe um ativo livre de risco com retorno s = e"* por periodo. Este retorno representa

um investimento em titulos piblicos de longo prazo de investimento.

Variaveis de Decisao: Controles

Seja gr a contribuicao definida do investidor ao plano de previdéncia no estagio k. O
controle c}; representa o montante investido na acdo ¢ = 1,...,d no periodo k. Nao é
necessario controle para determinar o montante investido no ativo livre de risco, ja que

este pode ser obtido através das varidveis anteriores por:

d
(@ + 9k) = > Chs
=1

onde x representa o estado em que o sistema se encontra, isto é, representa a riqueza do

investidor ao inicio do k-ésimo periodo.

Estados da natureza

A cada estdgio, os estados possiveis da natureza (ou perturbacoes aleatérias) sdo gera-
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dos através da simulagao de Monte Carlo. Cada desfecho o = Z representa um valor
possivel para a varidvel normal padrao Z, conforme apresentado na secao 2.2.1. Portanto,
representa um cendario para a taxa de retorno de cada ativo e};. A partir deste desfecho, a
variavel de estado xj pode ser determinada através da fungao de dinamica do sistema fy,

que sera descrita a seguir.

Dinamica do sistema

Dada uma riqueza inicial zg = 0, e g¢ representa a primeira contribuicao realizada pelo
investidor ao fundo de previdéncia, dada uma politica admissivel 7 = {6, 01, ...,0n_1}
e uma perturbacao o, o estado xp é uma varidvel aleatéria com distribuicées definida

através seguinte dinamica de sistema

Th+1 :fk (mk7gk70k(xk)70k)7 k:0717"‘7N_17

ou
d d
Torr = selgr T — D ch)+ > chek
=1 i=1

d
= silgr +ox) + > ch (eh — sk) -
=1

Restrigoes da dinamica do sistema

Nesta formulagao, nao serao consideradas possibilidades de empréstimos monetarios para
investimento no plano de previdéncia assim como nao serao consideradas possibilidades de
posigao vendida. Segundo Jin and Zhang (2013), a teoria cldssica de selecao de portfélio
nao considera estas restrigoes e, portanto, nao se pode utilizar os resultados fechados

propostos. As equagoes das restri¢oes sao:

1. Restrigoes a posicao vendida:

c?c >0 para todo i =1,...,d e para todo k =0,..., N — 1; (18)
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2. Restricao a empréstimos:

d
Zc}i <z + gk para todo k=0,...., N — 1. (19)
i=1

Funcao objetivo

Seja u(x) uma funcdo utilidade Bernoulli da classe HARA. O objetivo é maximizar a

esperanga da utilidade da riqueza terminal u(zy) sobre c}z, . cg:

Elu(zn)],
onde u(z) satisfaz a equagao (15) de tolerancia ao risco:

=qa+ bx.

Algoritmo de programacao dinamica

Aplicando o algoritmo de programacao dinamica apresentado na secao 3.3.2, tem-se

In(zn) = u(zN),

Ji(ze) = max ElJpp (2h41)]
ChsensCy
d . .
= c??ﬁg E |Jgt1 (sk(gk + xg) + 2102 (e}C — sk)>] .
1=

A esperanca é calculada em relacdo a variavel aleatdria e};. gr € a contribuicao definida
do investidor ao plano de previdéncia. Note que g nao é funcao do estado, apenas do
estdgio. Em outras palavras, a contribui¢do do investidor ndo depende do valor do fundo

de previdéncia e sim do horizonte de tempo.

Politica e fungao custo 6timos
Seja 0}; (zx) o montante investido na agao i no periodo k, 0}; atribui ao estado xj o controle

d = 0. (zy). Seja m = {6,01,..0n_1} uma politica admissivel tal que m C II, onde
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IT é o conjunto de todas as politicas admissiveis. Através do algoritmo de programacgao

dinédmica, pode-se encontrar o valor 6timo para Jy(xg) dado por:

Jrex (o) = max Jy (),

mwell
onde m = {6, 07,...05_,} é a politica 6tima.

Arvore de cendrio

A arvore de estados se inicia no estado inicial xg. A cada estagio, os estados possiveis da
natureza sao gerados através da simulagao de Monte Carlo. Cada desfecho o representa
um cendrio possivel da taxa de retorno de cada ativo, do valor da taxa de inflagao e do valor
da taxa de juros. A partir deste desfecho, a varidvel de estado xj pode ser determinada
através da fungao de dindmica do sistema fy (2, Ok (xk), oK)

Existem n desfechos possiveis para cada né xp_;. A varidvel n é determinada pre-
viamente e representa o numero de caminhos aleatérios gerados na simulagao de Monte
Carlo. n deve ser grande o suficiente para que haja convergéncia da esperanca do valor de
Jr—1(zK_1). E valido notar que n nao estd vinculado a um determinado estagio k. Logo,

o numero de desfechos o é 0 mesmo para cada né xp_1.

| Conjunto Oy

noé
inicial

Conjunto Oy
==

K=0 K=1 K=N-1 =N

Figura 6: Forma geral de uma arvore de cenarios

O conjunto de estados da natureza Oy (zj_1) determina todos os desfechos possiveis de
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um determinado estado anterior xj_1, para cada controle possivel. Isto é, op C Og(xp—1).
O conjunto de estados da natureza O}, contém todos os possiveis desfechos de um dado

estégio, isto é, Ok (zk—1) C Ok. A Figura 6 ilustra uma arvore de estados tradicional.

4.2.2 Sintetizacao dos periodos iniciais

Retomando a equagao (17) referente & funcao de tolerancia ao risco para a fungao custo

Jk(l‘k)
J/
_ ﬁ(xk) _ a + bz, k=0,1,...N —1,
J () SN—1.-.Skt15k

pode-se perceber que, quando s > 1, o termo

a —0 quando N — oo.

SN—1---Sk+15k
Para um dado ¢ e um dado k* tal que

a a
<eg, faz — se =0.
SN—1:--Sk*+1Sk* SN—1:--Sk*4+1Sk*

Consequentemente, a funcao de tolerancia ao risco para a funcao de custo J(xy) terd
a forma desejada que exibe o comportamento miope, conforme Tabela 1 apresentada na
secao 3.3.3:

!
G R T

Ji (k)
Portanto, o subproblema de programacao dindmica de k = 0,1, ..., k* pode ser sinte-
tizado em um subproblema de um tunico periodo de decisdo. A funcao objetivo para o

estdgio inicial passa a ser maximizar, sobre os controles ¢}, ..., cf)l:

E [Jg (wx+)] -

A Figura 7 ilustra a arvore de cenarios apds a sintetizagao dos primeiros periodos com
comportamento miope. Observa-se que os nds entre os estdgios de decisao k =0 e k = k*
sao eliminados com este procedimento, o que naturalmente reduz o esforco computacional

requerido para se obter uma solucao satisfatéria.
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Figura 7: Forma da arvore de cendrios em que os primeiros periodos exibem comporta-
mento miope

4.2.3 Aproximacao de Ji(xy)

O portfélio 6timo pode ser encontrado algebricamente através da derivada primeira da
funcao objetivo em relagao aos controles. Os controles 6timos sao aqueles que estao asso-
ciados ao méaximo da fungao custo 6tima Ji(xg), ou seja, quando a derivada primeira em
relagdo a estes é zero. Por exemplo, para encontrar os controles étimos em kK = N — 1 é
necessario fazer:

OE[u(zn)] B

i
ocly_4

E

d
(63\[—1 —sn-—1)u’ <5N1(9N1 +aN —1)+ Z C§V—1(€§V—1 - 5N1)>] =0, (20)
i=1

onde E[u(zn)] = Jn(zn), conforme visto anteriormente. Este célculo muitas vezes nao é
trivial e geralmente a simulacao de Monte Caro é utilizada para realiza-lo.

Nesta proposta, iremos utilizar o método aproximacgao paramétrica para aproximar
Jy(xx) sem recorrer a simplificacdo de E[u(zy)] = Efu(sy_1...5k+121+1)], utilizada por
Brandt et al. (2005) e Canakoglu and Ozekici (2010) (secdo 3.4.1). Naturalmente, eli-
minando esta simplificacdo, espera-se que a solucio obtida possua maior acurdcia. Além

disso, quando nao existem ativos livres de risco disponiveis para investimentos (terceiro
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caso da tabela 1), esta aproximagao nao pode ser feita, pois nao existe um ativo com re-
torno deterministico s;. A principal vantagem em aproximar Ji(zy) estd na eliminagao da
construcao da arvore de cenarios e, consequentemente, reducao do esforco computacional
requerido.

Conforme apresentado na segao 3.3.2, a fungao custo Ji(zx) é concava, continua e
duplamente diferencidvel para todo zj se u(zy) pertencer a familia HARA. Assim sendo,
Jix(z1) pode ser aproximada sem a necessidade de se construir toda a dinamica do sistema
(drvore de cendrio) para obter quais possiveis estados em k seriam alcangados dada a
sequéncia de conjuntos de desfechos Og, O1, ..., O e dado o conjunto de controles possiveis
c}; C Ci(zk).

Para melhor compreensao e formulagao matematica, os passos desta nova abordagem

serao descritos a seguir:

Passo 1
Seja X um conjunto de estados arbitrarios para qualquer k& de tamanho 2. Para cada

xj € X, onde j = 1,..., (), realiza-se uma simulacao de Monte Carlo para calcular
Jy_i(zj) = max  Elu(an)], (21)
onde a esperanca é obtida sobre as varidveis aleatérias 63\/—1 (retorno da agao i em N —1).

. . ~ . *1 *2 *(2
Realizado este procedimento, serao obtidos os valores Jy_;, JA7_q, .- JNZ -

Passo 2
A fungao custo 6tima J3_;(xn—1) pode ser estimada através de um modelo paramétrico

conforme equagao (22), ao invés de ser calculada algebricamente através da equagao (20):

In_i(zn-1) = 5?\7—1 [U ($N71511\7—1)] ) (22)

onde /89\771 e 6}\74 sao os parametros do modelo.
Conforme apresentado por Montgomery and Peck (2001), estes parametros podem ser
estimados utilizando a minimizacado de minimos quadrados néo lineares. Seja jj{,_l(:p N-1)

o valor da funcao custo estimada no estado xzy_1. Seja, por exemplo, escolhida uma
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utilidade de poténcia em que a funcao custo em N — 1 tenha a seguinte estrutura:
S 0 1 1 (1-1/b)
In_1(zn-1) = By_1 b=1 (a+ By_1bx) :
Portanto, o valor estimado j}:{_l(x ~N—1) pelo modelo paramétrico é uma funcao de:
IN 1 (en-1) = f(Bn-1,2;).

O objetivo é estimar os parametros do modelo Sy_1 a partir da minimizagdo da Soma dos

Quadrados dos Erros

N

SQE(B Z(‘]N 1(@N-1) = JJV—1($N*1)>2

j=1

- 2
Z < (eno1) = By <bi1> (a+ﬁ11\f—1b$j)(l_l/b)> ‘

j=1

.

.

A solucéo para o seguinte sistema de equacdes nao lineares deve ser encontradas:

OSQE _
OB

9SQE _
By

Entretanto, como as varidveis deste sistema sao nao lineares, o problema pode ser abordado

através da utilizacao de uma expansao em série de Taylor de primeira ordem, do tipo:

FB) = F(BO) + f(BO) (B - BO),

onde ﬁ(o representa o vetor com os elementos ﬁo(o e ﬁ}\gol e (0) representa a condicao
inicial do algoritmo a ser apresentado (passos m = 0,1,...).

Seja v =0,1. Seja
OIB)| (5, gO).

K., =
Y 357 v

B=p)
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A representacao vetorial pode ser definida como:

f(8) = £(80)+KO(p-pO)
= O+ KO- g0,

Seja J o vetor com os valores Jﬁ_l,J}QQ_l,...,J;{,Q_l obtidos no Passo 1. A Soma dos

Quadrados dos Erros pode entao ser escrita como:

SQE(B) = 3 [£0 + KO (5 - 5O)] |2
= IO - £9) - KOAg|?

= 39 -KOAg|?,

onde AS = (8—B0)eJ ©) = (J— fw)). A solugao de minimos quadrados lineares é entao
dada por

5= 80 4 <[K<o>]T[K(o>]>*1 KO]T 30,

Um processo iterativo pode ser criado seguindo a seguinte dinamica:
-1
glm+1) — gm) 4 ([Kw)]T[K(m)]) KT gm), (23)

O algoritmo de estimagcao dos parametros 8 consiste em atualizar os estimadores utilizando
a equacio (23) até o algoritmo convergir. Ou seja, até que |3+ — 0| < ¢ onde € é
um nivel de tolerancia especificado pelo uusudrio. O software R possui uma funcéo nls()

que realiza este algoritmo para estimar os parametros do modelo paramétrico.

Passo 3

Uma vez obtida a expressao numérica de J3_;(zn—1) retorna-se ao passo 1 e executa a
sequéncia de passos sucessivas vezes para k = N — 2, N — 3,...,k* + 1, k*, alterando a
equagao (21) por

T () = max B [T (are)] (24)

CporeesCly
Portanto, o algoritmo de programacao dinamica sera executado recursivamente para

se encontrar a aproximagao da funcao custo até se obter a fungao custo 6tima J}'. (xy+) em
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k*. A partir deste estdgio, o problema é sintetizado em um problema de tnico periodo de

decisdao conforme descrito anteriormente.

O Xj,: arvore tradicional

) x,];: abordagem proposta

! Ji

1
|
1 0 «

o! ) Tk Curva de regressdo

Wi et
: Tie e 2" para J§4
| -
| 2 e
né ! I
ol
inicial | R4

1 g
1
1
1

o,
1
1
1
1

1. el :
| IS R I B x x, X; x Riqueza xy
2 0
k=0 k=k' k=N ! /

Figura 8: Tlustracao da abordagem proposta

A Figura 8 ilustra a abordagem proposta. No diagrama & esquerda, os pontos pretos
representam os estados arbitrarios xj. Nota-se que, com esta abordagem, o nimero de
estados nos periodos k = k*,k* + 1,..., N é reduzido significativamente. No grafico a
direita estd ilustrada a curva para a aproximacao de J;(xy).

No préximo Capitulo (5), serao apresentados os resultados obtidos com a uma aplicagao
numérica do modelo proposto, explorando os trés casos de miopia da Tabela 1 e abordagens

propostas.
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5 Exemplo Numérico

Nesta secao, serd ilustrada a aplicagao do modelo formulado no Capitulo anterior para
um exemplo numérico para os trés casos de comportamento miope apresentados na secao
3.33. E investigada a adequacao do modelo paramétrico para aproximar a fungao custo
Jr(xg), assim como os impactos no valor do portfélio 6timo e na sua composigao quando
aplicada a sintetizacao dos primeiros periodos em um tunico periodo de decisao. Portanto,
serd verificada a pertinéncia das duas abordagens propostas anteriormente.

Na segao 5.1, os principais parametros do exemplo numérico sao apresentados. Cada
caso de comportamento miope foi explorado e os resultados encontrados sao apresentados

e discutidos na secao 5.2.

5.1 Parametros do Modelo Basico

Horizonte de tempo e ativos

Neste exemplo numérico, a duragao de um periodo de decisao equivale a um més. O
horizonte de tempo considerado foi de 10 anos (N = 120). Foram considerados como
ativos disponiveis para investimento trés acoes contadas na Bolsa de Valores de Sao Paulo,

dos setores Financeiro (PSSA3), Energético (CESP6) e Petroquimico (BRKMS5).

Volatilidade

Com objetivo de ilustracao, as observacoes dos pregos das agoes foram realizadas entre os
dias 01 de novembro de 2012 e 31 de outubro de 2013, totalizando 247 dias de observagao.
Foram descontadas das taxas de retorno diarias a inflacao referente a este periodo. A
volatilidade destes ativos, por periodo, foi calculada de acordo com Hull (2002), paginas
239 e 240. Seja [ + 1 o niimero de observacoes e seja S; o preco da i-ésima acdo ao final

do t-ésimo intervalo de tempo observado, seja
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a taxa de retorno desta acdo. O desvio padrio de ¢} é dado por

l

1 . 1 Loy
5; = -1 ;(%)2 - 71(1 ) (; Qt> :

Seja 7 o comprimento do intevalo de tempo em meses. Assumindo que existem 21 dias de

negociacao por meés, a volatilidade da agdao por més é dada por:
of = 5;V/21.

A volatilidade por més das trés acoes consideradas foram o = < 0,032 0,040 0,042 ),
respectivamente.
Retorno esperado
L
Seja ¢; = Y q; a média da taxa dos retornos observados. O retorno médio esperado das
t=1

acoes por periodo é dado por:

pi =21 % g;

Os retorno esperados encontrados foram ui = < 0,0085 0,0089 0,0087 >, respectiva-

mente.

Correlagao
A correlag@o entre os ativos 1 e2,1e3,e2e3é pp = ( 0,25 0,30 0,16 >, reespecti-

vamente. A matriz de covariancia entre as trés acoes consideradas é:

0,00065 0,00014 0,00015
Yk = 0,00014 0,00050 0,00072
0,00015 0,00071 0,00039

Ativo livre de risco

Além das trés acgoes, foi considerado um ativo livre de risco no modelo béasico. Tradicio-
nalmente, o ativo livre de risco é representado por um ativo com menor propabilidade de
default. Para ilustrag@o, para representar o ativo cujo retorno é deterministico, foi esco-

lhido um titulo publico indexado na infla¢do sem pagamento de cupons (NTN-B Principal)
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com taxa de retorno IPCA+6% ao ano, onde rp = 0,06/12. Isto é, um retorno real de
s = exp{0,06/12} ao més. O ano de vencimento deste titulo é para 2030, maior prazo

oferecido em outubro de 2013.

Contribuicao definida
A contribui¢ao definida feita pelo investidor é g = 100. Embora neste modelo os parametros
relacionados aos ativos e a contribuicao definida sejam constantes ao longo do tempo, esta
simplificagdo pode ser facilmente alterada.

Os parametros oy, g, Pk, Tk € g foram considerados constantes ao longo do horizonte
de tempo. Esta é uma simplificacao e diferentes valores ao longo do tempo podem ser

atribuidos a estes parametros, desde que seu comportamento seja deterministico.

Caminhos aleatérios gerados

Na simulagao de Monte Carlo realizada para a obtencao de J}; conforme expressao (24)
relacionada ao Passo 1 da segunda abordagem proposta, foi utilizada a simulacao de quasi-
Monte Carlo. Este método de baixa discrepancia apresentado em Glasserman (2004) é uma
alternativa a simulagdo de Monte Carlo comum para acelerar a convergéncia. O software
utilizado R possui um pacote para gerar sequéncias de quasi-Monte Carlo baseados na

sequéncia de Sobol (ver Glasserman (2004), paginas 303 a 307).
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Figura 9: Caminhos aleatérios gerados na simulagao versus esperancga escontrada

Foram simulados n = 1000 caminhos aleatérios que representam os cendrios possiveis
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da varidvel aleatéria e} (taxa de retorno da agao i durante o perfodo k). Para a escolha
do ntimero de simulagoes a serem realizadas, foi feito um teste de convergéncia do valor
da fungao custo Jy_1(zny—_1 = 1100), que esta ilustrado na Figura 9. Pode-se verificar que

este valor oscila menos com o aumento do nimero de caminhos aleatérios gerados.

Controles admissiveis

As alocacoes dentre os ativos disponiveis admissiveis considerados foram percentuais de
2%. Isto significa que para um determinado ativo pode-se investir 0, 2%, 4%, ..., 98%, 100%
do montante disponivel para investimento. Dadas as restricbes do problema de posicao
vendida (equagao (18)) e a empréstimo (equagao (19)), sdo 23.426 controles admissiveis

para qualquer estado.

5.2 Anadlise dos Resultados

Nesta secao, serao analisados os resultados obtidos para o modelo numérico para os trés
casos de comportamento miope: quando existe um ativo com taxa de retorno livre de
risco com 7 # 0 (5.2.1); quando néo existe tal ativo (5.2.2); e quando a taxa de retorno
deste ativo é 1, = 0 (5.2.3). Devido a caracteristica recursiva da programacao dinamica,
primeiramente serd avaliada a abordagem paramétrica para aproximacao da funcao custo
6tima J;(xy). Posteriormente, serd avaliada a abordagem que explora o comportamento

miope nos primeiros periodos de decisao para sintetiza-los em um tnico periodo.

5.2.1 Caso com 7 # 0

O primeiro caso relacionado ao comportamento miope a ser analisado é aquele onde existe
um ativo cujo retorno ¢ livre de risco e este é diferente de zero. Este é o caso mais presente
na literatura e pode ser encontrado, por exemplo, em Detemple et al. (2005), Brandt
(2010), Topaloglou et al. (2008), Fu et al. (2010) e Jin and Zhang (2013).

A funcéo utilidade escolhida para ilustrar este caso é a de poténcia, dada pela expressao

1
- (1-1/b)
<b 1) (a + bx) .

Serao comparados seis cendrios, combinando os seguintes parametros: a = 0, a = 20,
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a = 1000, b =0,1 e b = 0,5. Desta forma, serd possivel analisar os diferentes resultados
obtidos quando os parametros da utilidade escolhida variam. Observa-se que os cenarios
com a = 0 sao aqueles que geram alocacoes miopes.

Quando ri # 0, fungoes utilidade com o parametro a # 0 sdo parcialmente miope, ou

seja, a utilidade terminal pode ser aproximada por

Eu(zy)] = E[u(sn-1---Sk+1Tk+1)]- (25)

Esta aproximagao serd comparada aos demais resultados obtidos no modelo nimero pos-

teriormente nesta secao.

Aproximacgao da fungao custo 6tima
Os resultados obtidos referentes & abordagem de aproximacao da fungao custo Ji(x) serao
agora apresentados e discutidos. Os valores escolhidos arbitrariamente para o conjunto X,

onde z; € X sao:

X:<10 100 200 500 1.000 5.000 10.000 50.000 100.000 250.000 500.000)-

A Figura 10 mostra a curva de aproximacao de J;(xy) para k = N —10, ..., N —50, N —100.
Os pontos em preto representam os valores de J;(x;) e, a partir destes pontos, a curva foi

aproximada através da expressao paramétrica 22:

Ji(zk) ~ By <bi1) (a + bziBL)

1-1/b

A Figura 11 mostra o diferente comportamento do parametro estimado Bg entre os
cenarios. Quanto maior o valor do parametro a da funcao utilidade, menos acentuada ¢é a
queda no valor de Bg Quanto maior o parametro da funcao utilidade b, maior é o valor de
/3’2. A anélise para BA,% é diferente. Os valores estimados para ¢ = 1000, tanto com b= 0,1
quanto com b = 0,5 sdo significativamente préximos, mas nao sao coincidentes. J4 para
valores menores de a, quanto menor b for, menor sdo os valores estimados para B,g

Esta evolucao da dinamica de J;(x)) pode ser verificada na Figura 12. Nesta Figura, o

grafico a direita apresenta as mesmas informacoes que o gréafico a esquerda, entretanto para
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um intervalo de z; menor, ampliando as curvas. A curva preta representa u(zy), a azul
representa (Jy_10(xn—_10)), a verde representa (Jy_o0(xn_20)) € assim sucessivamente até

k = N —50. As curvas em cinza representam a funcao custo em N — 100, N —200, N — 300

e N —400.
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Varificagdo da adequagdo

Para avaliar a adequagao da aproximacao da fungao custo étima J}(x,), é necessério avaliar
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Figura 12: Evolugao da curva de custo 6timo ao longo do horizonte de tempo

os indicadores deste modelo. Para estimar os parametros f3,, foi utilizado o ambiente
R, em particular, a funcao nls(), com o algortimo de minimos quadrados nao lineares
apresentado na secao 4.2.3.

Como esta é aproximagao sem uma componente de erro aleatério, pode-se calcular o
valor de R? para também verificar a adequacdo. Este valor revela o quao bem representada
a funcao custo estd através da expressao paramétrica sugerida. Isto é, o quanto da curva
estimada é ajustada através da equacao paramétrica que nao é ajustada através de uma
média simples das observagoes (J}(x;)). Informagoes adicionais sobre o R* podem ser
encontradas em Montgomery and Peck (2001).

Seja J}(z;) a média simples das observagoes J;(z;), j,:(a:]) o valor estimado de J}(x;)

através do modelo paramétrico para os mesmos pontos x;. Seja

L 2
SQnes = Y (i () = Ti(ay))

j=1

o . 2
SQres = O (Ji(2) = Ji(xy))

j=1

SQrotal = SQReg + SQRGS'

O valor de R? é dado por:
. SQReg

R? = .
SQTotal
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O valor encontrado para o modelo da curva paramétrica em k = N — 1 foi de 0,9999887.
Isto significa que a equagao paramétrica explica aproximadamente 100% da funcao custo
Jr(z) que a média simples entre as observagoes nao explica. Portanto, a abordagem

proposta se mostra adequada.

Alocacao dtima

A Figura 13 mostra a alocagdo 6tima para um mesmo estado (xx = 1.100) ao longo do
horizonte de tempo para os diferentes cendrios obtidos. Observa-se que a alocagao étima
nos perfodos iniciais do problema se aproxima assintoticamente daquela miope (quando
a = 0). Esta caracteristica é aquela discutida na segao 4.2.3 e sera discutida posteriormente

nesta secao.
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Figura 13: Comparacao da alocagao étima para um mesmo estado x; = 1.100 ao longo
dos estagios de decisao para diferentes parametros da fungao utilidade

E interessante notar também na Figura 13 a interferéncia do ativo livre de risco no
portfélio 6timo. Considerando os graficos com b = 0,1 (graficos inferiores), é possivel
verificar a mudanca no comportamento da alocacao nos ativos 2 e 3 a partir do momento

em que o montante alocado ao ativo livre de risco deixa de ser nulo.

Retorno esperado do portfélio
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A taxa de retorno esperada em relacao a politica 6tima de alocacao para cada cendrio estd
na Tabela 2. Para os cenarios com b = 0,5, as taxas obtidas sao similares para valores
diferentes de a, o que indicaria que a escolha da utilidade miope é razoavel. Entretanto,
isto de fato nao se aplica a todos os casos. No caso onde b = 0, 1, o cenario onde a = 1000,
a taxa de retorno obtida é, aproximadamente, 4 pontos percentuais superior a aquela
quando aplicada a alocacao miope.

Desta forma, fica explicita a importancia de se modelar o problema para utilidades nao
miopes. Nestes casos, por ser considerada a possibilidade de reinvestimento ao longo do
tempo, o montante alocado a ativos de maior risco é superior, o que faz com que o retorno
esperado do portfdlio seja também superior. Portanto, a escolha de utilidades miopes é

sempre igual ou subdtima & escolha de utilidades nao miopes.

Tabela 2: Retorno esperado do portfélio para diferentes parametros da funcao utilidade
Pardametrob | a=0 a=20 | a=1000
b=0.1 13,05% | 43,07% | 47,11%
b=0.5 63,57% | 63,58% | 63,79%

Esfor¢o computacional requerido

A principal diferenga entre o tempo computacional requerido para resolver o problema
resolvido tradicionalmente pela arvore de cendrios e pela abordagem proposta de apro-
ximacgao da funcao custo estd no numero de estados necessarios a serem percorridos por
estdgio. A Tabela 3 mostra esta diferenca para o exemplo numérico. Nota-se que niimero
de estados a serem percorridos na formulagao proposta é constante ao longo dos estagios de
decisao. Entretanto, o mesmo nao acontece na formulagao tradicional através da arvore de
cendrios, onde o nimero de estados a serem percorridos cresce exponencialmente ao longo

dos estagios de decisao.

Tabela 3: Numero de estados percorridos para um tnico controle admissivel

Numero de Estados
Estagio | Abordagem proposta | Arvore tradicional
0 11 x 1000 1000
1 11 x 1000 10002
2 11 x 1000 1000°
3 11 x 1000 1000%
4 11 x 1000 1000°

O tempo computacional requerido para gerar os estados em N = 1 na abordagem
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tradicional é inferior a 10 segundos'. J4 para gerar os estados em N = 2 na abordagem
tradicional ultrapassa 3 horas. O tempo computacional requerido em minutos para resolver
o problema de programagao dinamica combinado com simulagao de Monte Carlo através da
abordagem proposta de aproximagao da funcao custo é apresentado na Tabela 4. Nota-se
que, independe dos parametros a e b, os tempos requeridos para se resolver todo o problema
de 120 periodos foram inferior a 15 minutos. Isto representa uma redugao significativa de
esforco requerido quando utilizada a abordagem proposta.
Tabela 4: Tempo computacional requerido total requerido em minutos

Parametrob | a=0 | a =20 | a = 1000

b=0.1 0,06 | 12,16 | 11,96
b=05 0,04 | 7,22 1,96

Tabela 5: Tempo computacional requerido médio por estado em segundos
Parametrob | a=0 | a =20 | a = 1000
b=0.1 3,76 | 6,08 5,98
b=0.5 2,45 3,61 2,48

O tempo médio requerido por estigio em segundos é apresentado na Tabela 5. Os
tempos médios para b = 0, 1 sao superiores a aqueles requeridos para b = 0, 5 pois o espago
de controles admissiveis é maior neste caso. A diferenga estd na alocacao de recursos para
o ativo livre de risco. Quando b = 0,5, os controles 6timos ao longo dos estados e estagios
sao zero para este ativo. Contudo, para b = 0,1, os controles 6timos para este ativo é

diferente de zero em varios momentos de decisao.

Sintetizacao dos periodos iniciais

A principal vantagem de se sintetizar os periodos iniciais estd na reducdo dos estdgios
considerados no algoritmo de programacao dinamica recursivo, que ¢é interrompido em
um determinado estdgio k*. A partir deste estdgio, a funcao custo Jy«(zr+) passa a ser
aplicada aos demais estagios antecedentes N = 1,...,k* — 1. Portanto, o portfdlio étimo

05 no estagio inicial k = 0 é aquele que:

max El[Ji(x1)]= max E|[Jp(xp=
céECo(xo) [ 1( 1)] Céeoo(xo) [ k ( k )]

1305 tempos citados sdo referentes a: Software R, processador Intel CORE i5, 4GB de meméria
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Figura 14: Parametro a descontado ao longo dos periodos

Conforme mostrado anteriormente na Figura 13, as alocagdes nos estagios iniciais do pro-
blema se aproximam daquela miope. Este fato, que foi discutido na segao 4.2.2, j4 era espe-
rado. Esta é a caracteristica esta pesquisa busca explorar. Isto acontece pois o parametro
a é descontado pela taxa livre de risco sV > 1 até que se torne suficientemente préxima
de zero. Na Figura 14 estd ilustrado a evolucio do termo a/sV~*. Conforme apresentado,

este termo decresce exponencialmente se tornando assintoticamente zero.

Retorno esperado do portfélio
Para avaliar o impacto da escolha de diferentes valores para k*, é necessario avaliar a
variagdo na taxa de retorno esperado do portfélio. A Figura 15 mostra as diferentes taxas
de retorno esperada liquidas para os diferentes cenarios e valores de k£*. Em todos os
graficos, o primeiro ponto a esquerda representa a taxa de retorno do portfélio étimo
quando a alocacao é miope. O segundo ponto representa a taxa de retorno quando nao
¢ utilizada a abordagem de sintetizacao dos periodos iniciais. Estes valores sao aqueles
mostrados anteriormente na Tabela 2. Os demais pontos representam as taxas de retorno
quando aplicada a abordagem de sintetizagao escolhendo k* = 10, k* = 20, k* = 50 e
k* = 100, sendo este tltimo o ponto mais a direita.

Nestes graficos é possivel ver a diferenga entre a alocagdao miope e nao miope através da
diferenca entre o primeiro e segundo ponto. Conforme analisado anteriormente, a alocagao
miope gera sempre um valor esperado igual ou menor a alocagao nao miope. A variacao

entre o segundo ponto (sem sintetizacao), terceiro (k* = 10) e quarto ponto (k* = 20)
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Figura 15: Comparacao dos retornos esperados para diferentes valores de k*

se mostra nao relevante. J& para o quinto ponto (k* = 50), a variagdo é percebida,
aumentando significativamente no sexto ponto (k* = 100).

Estas taxas podem ser consideradas superestimadas, pois quanto maior for o valor es-
colhido para o estdgio k*, menos avessa ao risco serd a fungao custo Jy«(xp+). Portanto,
maior serd o montante investido em ativos de maior risco. Esta suposicao pode ser ve-
rificada através do calculo do coeficiente de aversao ao risco absoluto e relativo para um
mesmo valor do portfélio.

O coeficiente de aversao ao risco relativo para a fungdo custo Ji(zp) quando uma

utilidade de poténcia é escolhida é dado por:

B —xUH(xk) B Tk}
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Fazendo-se a derivada parcial da equagao (26) em relacdo a B,i, tem-se:

Orp(xr) axy,
OBy (a+ Bibxy)?

> 0.

Pode-se entao concluir que, quando o valor de ﬁ,i aumenta, para um mesmo valor de
portfélio xy, os coeficientes r4(xy) e rr(zrg) aumentam. Conforme mostrado na Figura
11, os valores de 611, aumentam ao se aproximar do estdgio inicial £ = 0. Isto mostra
que, de fato, a funcao custo se torna mais avessa ao risco, tanto absolutamente quando

relativamente, ao se aproximar dos estdgios iniciais.

Esfor¢co computacional requerido

Os tempos computacionais totais requeridos para resolver todo os problema de 3 ativos
de risco e 120 periodos, quando aplicada a abordagem de sintetizagao dos estagios iniciais
estdo exibidos na Tabela 6. O tempo reduzido é proporcional ao nimero de periodos
eliminados do problema. Entretanto, deve-se ter atencao ao erro aceitavel em relacao ao

valor esperado do portfdlio.

Tabela 6: Tempo computacional total requerido para diferentes valores de k* em minutos

b=0,1 b=0,5
Cendriok* | a=0]a=20|a=1000 | a=0 | a=20 | a = 1000
Sem 0,06 | 12,16 11,96 0,04 7,22 4,96
k* =10 0,06 | 11,15 10,96 0,04 6,62 4,55

k*=20 | 0,06 | 10,13 | 9,97 | 0,04 | 6,02 4,13
=50 | 0,06 | 7,09 6,98 0,04 | 4,21 2,89
k=100 | 0,06 | 2,03 1,99 0,04 | 1,20 0,83

Aproximacao da riqueza terminal
Conforme apresentado no inicio desta se¢ao, quando 7 # 0, utilidades ndo miopes se com-
portam como parcialmente miopes (ver Tabela 1). Portanto, pouco esforco é necessério, ja
que a fungao custo para qualquer periodo sera a propria utilidade terminal. Desta forma,
o portfélio 6timo 67 no estdgio inicial £ = 0 é aquele que:

max Eu(sy_1...s171)].

céECo(xo)

Esta aproximacao foi utilizada em Brandt et al. (2005) e Canakoglu and Ozekici (2010).
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As taxas de retorno esperados do portfélio 6timo quando aplicada esta aproximacao da
riqueza terminal estao exibidas na Tabela 7. Para a = 0, o resultado é sempre o mesmo,
pois esta é a alocagao miope. Diferentemente, para a # 0, os resultados obtidos com a

aproximacao da riqueza terminal sao superiores, apesar de préximos.

Tabela 7: Retorno esperado do portfélio comparando com aproximagcao da riqueza terminal

Abordagem Proposta Elu(zy)] =Eu(sy-1...Sk+12k+1)]
Parametrob | a=0 a=20 | a=1000 | a=0 a=20 a = 1000
b=01 | 43,05% | 43,07% | 47,11% | 43,05% | 43,00% 8. 75%
b=0.5 63,57% | 63,58% | 63,79% | 63,57% | 63,58% 63, 89%

Este é um indicio de que esta aproximagao é adequada para o caso de 1, # 0, embora
atencao deva ser dada para garantir que a diferenca entre os valores esperados do portfélio
esteja dentro de limites aceitaveis. No préximo caso de comportamento miope, que serd
discutido na préxima segao (5.2.2), esta aproximacao nao pode ser realizada, pois um ativo

livre de risco nao esté disponivel para investimento.

5.2.2 Caso sem ativo com retorno livre de risco

Os titulos publicos no Brasil, assim como em outros paises emergentes, estao sujeitos a
um risco maior risco associado em comparagao as economias desenvolvidas. Investimentos
neste tipo de ativo nem sempre podem ser considerados como livre de risco, conforme
discutido na secao 3.2. Outros tipos de investimento com menor risco associado, como a
caderneta de poupanca, nao sao competitivos e da mesma forma também estao sujeitos ao
risco do pais. Portanto, é interessante analisar o modelo de otimizacao de portfélio que
nao possua um ativo com retorno livre de risco.

Neste caso, é suposto a estacionariedade do preco dos ativos de risco, j4 que a auséncia
de um ativo livre de risco poderia indicar aumento da demanda por ativos de risco. A
principal alteracao entre o modelo basico para este caso esta na dindmica do sistema. Esta

deve ser alterada para a seguinte expressao:
d
Tht1 = Z CLE-

=1

A aproximagao realizada através da equagao (25) utilizada por Brandt et al. (2005) e

Canakoglu and Ozekici (2010) nao pode ser realizada neste caso pois o ativo com retorno
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sk nao estd disponivel para investimento. O comportamento parcialmente miope nao
acontece neste caso, portanto a aproximagao da riqueza terminal através da equagao (25)
nao pode ser realizada. Assim, a abordagem de aproximagao da funcao custo Ji(xg) se

torna ainda mais importante.

Tabela 8: Taxa de retorno liquida esperada para o portfélio étimo

Cenérios com b =0, 1 a=0 | a=1000 A
Com ativo livre de risco r, # 0 | 43,05% | 47,11% | 4,06 p.p
Sem ativo livre de risco 54,27% | 62,35% | 8,08 p.p

As taxas de retorno esperadas no caso onde nao estdo disponiveis ativos cujos retornos
sao livre de risco estao na Tabela 8. Pode-se observar o aumento na taxa de retorno
esperada tanto para a alocacao miope a = 0, quanto para a alocacao nao miope a = 1000.
Isto se deve ao fato de um maior percentual ser alocado aos ativos de maior risco, ja que
nao estao disponiveis ativos sem risco.

E interessante notar a variacao na taxa de retorno esperada entre o portfélio miope e
o nao miope, que dobrou de 4,06 para 8,08 pontos percentuais. Neste caso, o parametro
a nao é descontado no tempo pela taxa livre de risco, em contraste ao caso anterior onde
ri # 0. Portanto, nao é possivel afirmar que a politica ndo miope se aproxima daquela
miope.

A Figura 16 ilustra a comparacao entre o controle étimo do cenario com um ativo com
retorno livre de risco (discutido anteriormente na se¢ao 5.2.1) e do cendrio sem este ativo.
E interessante notar que, ao se aproximar dos estdgios iniciais, o percentual investido no
ativo 3, aquele de maior risco e retorno, aumenta quando nao estd disponivel o ativo livre
de risco (gréfico inferior a esquerda). Da mesma forma, o percentual investido no ativo
livre de risco para o cenario em que este esta disponivel aumenta nos estagios préximos
ao estagio inicial. Portanto, a taxa de retorno esperada para o cendrio sem o ativo livre
de risco deve, de fato, ser maior.

O grafico superior a direita é um bom exemplo do impacto da auséncia deste ativo
na evolugao do controle 6timo ao longo dos horizontes para um mesmo valor de portfélio
x. Pode-se ver que a curva rosa, que representa o cenario sem o ativo livre de risco com
a = 1000 e b = 0,1, cruza a linha pontilhada em roxo que representa também o cenario

sem o ativo livre de risco, entretanto com a politica miope (a = 0 e b = 0,1). Este fato
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Figura 16: Comparagao dos retornos esperados para diferentes valores de k* na auséncia
de um ativo com retorno livre de risco
nao acontece no caso discutido na secao 5.2.1, onde o parametro a é descontado pela taxa

livre de risco e a alocagao étima se aproxima da alocacao miope.

5.2.3 Caso com rp =0

O caso quando 7, = 0 é importante, pois representa um modelo a ser aplicdvel para os
paises com economias desenvolvidas. Nestas economias, muitas vezes a taxa de retorno
dos titulos de longo prazo sao proximas de zero e sao utilizadas como a taxa do ativo cujo
retorno é livre de risco.

Quando a taxa de retorno do ativo livre de risco é r; = 0, este ativo passa a nao ser
competitivo em relagdo aos demais ativos de risco. Isto significa que o investidor age da
mesma forma como que este ativo nao estivesse disponivel para investimento. Portanto,

os resultados obtidos a partir do exemplo numérico sao exatamente os mesmos a aqueles
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apresentandos na secao anterior (5.2.2).
Uma pergunta a ser feita neste caso é se a aproximacao da riqueza terminal através da
equagao (25) é adequada ou nao. Como neste caso sy = 1, esta aproximagao implicaria

em utilizar a utilidade terminal em todos os demais estdgios como func¢ao custo pois:

Efu(zy)] = Eu(sy-1---Sk+12+1)] = E [u(xgs1)].

Portanto, o algoritmo de programacao dinamica passaria a ser

In(zn) = u(zN),

Ji(zr) = max  Elu(zr1)],
ck€Ck (k)

pois

Ji1(Trg1) = w(Tpy1)-

o
S
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Figura 17: Comparacao dos parametros estimados entre abordagem com aproximagao da
riqueza terminal e sem esta aproximacao

A utilizacao da aproximacao da riqueza terminal levaria ao comportamento miope, pois
o controle étimo seria o mesmo para todo valor de portfélio ignorando o estdgio em que
o problema se encontra. A Figura 17 mostra a diferenca entre os parametros B,Z obtidos
com e sem a aproximacao da riqueza terminal. Pode-se observar a diferenca das dinamicas
de Ji(zk). E interessante notar que, de fato, quando aplicada a aproximacao da riqueza

terminal, a funcao custo é igual & utilidade terminal, onde os parametros 62 = ﬁ,i =1.
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Figura 18: Comparagao das alocagoes 6timas entre abordagem com aproximacao da ri-
queza terminal e sem esta aproximagao

O impacto da utilizacao da aproximacao da utilidade terminal também pode ser visto
na Figura 18. Da mesma forma como mostrado na se¢ao 5.2.1, a aproximagao da riqueza
terminal gera uma maior alocagdo em ativos de maior risco, o que faz com o que valor do
portfélio esperado seja superestimado em relagao a aquele onde a aproximacao da riqueza
terminal nao é aplicado.

Pode-se concluir entdo que a aproximagao da riqueza terminal através da equacao (25)
distorce o comportamento do problema, tornando-o miope. Além disso, gera impactos que
nao podem ser desprezados na composi¢cao do portfélio étimo. Como consequéncia, o valor

esperado do portfélio étimo é superestimado.
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6 Discussao Final

A combinacao das técnicas de programacao dinamica estocastica e de simulacdo de Monte
Carlo ainda é uma drea de pesquisa ativa e em evolugao. Problemas de selecao de portfélio
como a formacao de um plano de previdéncia geralmente recorrem a estas técnicas para
encontrar uma alocacgao satisfatéria. Muitas pesquisas utilizam a utilidade miope para
simplificar o problema em um tnico periodo de decisao, como em Fu et al. (2010), Chi-
arawongse et al. (2012), He and Meng (2012) e Jin and Zhang (2013). Outras pesquisas
recorrem a aproximacao da riqueza terminal (utilidades parcialmente miopes) para tornar
o algoritmo independente da &rvore de cendrio, como por exemplo, Brandt et al. (2005) e
Canakoglu and Ozekici (2010).

A contribuicao desta pesquisa estd na formacao de um modelo de apoio a decisao
que represente a formagao de planos de previdéncia com contribuigoes definidas que seja
adequado tanto para a escolha de utilidades miopes quanto nao miopes e que seja com-
putacionalmente tratado de forma eficiente. Para isso, utilizaram-se caracteristicas do
comportamento nao miope para a sintetizacao dos periodos iniciais do problema de pro-
gramacao dinamica, reduzindo o nimero de estagios do problema e, consequentemente, o
esforgco computacional requerido. Esta abordagem proposta também é interessante pelo
fato de estar em linha com a mudanca de comportamento miope para ndo miope exibida
pelos planos de previdéncia com contribuicao definida.

Para a segunda abordagem proposta, que é complementar a esta, foi utilizado um
método paramétrico para aproximar a expressao numérica da fungdo custo do algoritmo
de programacao dindmica. Desta forma, foi possivel reduzir o niimero de estados da arvore
de cenarios, o que contribui significativamente para a reducao do esforco computacional
requerido para a resolucao do problema.

As duas abordagens propostas foram testadas e suas adequagoes foram confirmadas. A
sintetizacao dos periodos iniciais geram composig¢oes do portfélio e taxa de retorno esperada
proximas a aquelas sem a aplicacao da sintetizacdo. As taxas de retorno esperadas obtidas
com esta abordagem sao superestimadas, mas desde que o niimero de periodos a serem
sintetizados seja escolhido com atencgao, a abordagem apresenta resultados satisfatorios.

Os testes aplicados a abordagem de aproximacao da fungdo custo também indicam a
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adequacao desta segunda abordagem proposta. Os erros de aproximacao sao minimos e
podem ser ignorados.

Através de um exemplo numérico explorado no Capitulo 5, foi possivel mostrar as dife-
rencas na composicao da alocagao étima e na taxa de retorno esperada do portfélio étimo
entre a escolha de uma utilidade miope e de uma nao miope. Os resultados apresentados
indicam que a escolha de uma utilidade miope gera uma taxa de retorno esperada que é
igual ou menor a de uma utilidade ndo miope. A diferenca entre as taxas de retorno espe-
rada podem ser significativas dependendo da escolha dos parametros da funcao utilidade
e nao podem ser desprezadas.

A aproximacao da riqueza terminal também foi examinada e os resultados obtidos
mostram que esta simplificacao da arvore de cenarios pode gerar taxas de retorno esperadas
de portfélios superestimadas. O impacto desta aproximacao na composicao da alocagao
otima é significativo e, em casos especificos, pode apontar para um comportamento miope
de forma nao correta.

Grande parte das pesquisas sobre selegdo de portfélio considera apenas o caso onde
existe um ativo cuja taxa de retorno é livre de risco e esta é diferente zero. Exemplos de
trabalhos nesta linha sio Topaloglou et al. (2008), Canakoglu and Ozekici (2010), Fu et al.
(2010), Brown and Smith (2011), Nocetti and Smith (2011) e Jin and Zhang (2013). O
caso com ativo livre de risco com taxa de retorno zero e o caso com auséncia de ativos livre
de risco sao pouco explorados. Entretanto, os modelos que consideram estes dois casos
podem, muitas vezes, representar melhor as caracteristicas dos mercados desenvolvidos e
dos mercados emergentes, respectivamente.

Esta pesquisa também possui contribuicGes neste sentido, pois examina todos os trés
casos referentes ao ativo livre de risco. As diferencas na composicao e taxa de retorno espe-
rada do portfélio foram examinadas. Os resultados obtidos através do exemplo numérico
mostram que as abordagens tradicionalmente utilizadas pela literatura (utilidade miope e
parcialmente miope) podem néo ser adequadas quando nao estao disponiveis ativos com
taxas de retorno livre de risco ou quando esta taxa é zero.

Em relacao as suposicoes do modelo proposto, acredita-se que aquela sobre a distri-
buicao lognormal da taxa de retorno dos ativos de risco pode ser facilmente relaxada. A

escolha desta distribuicao nao altera a aplicabilidade das abordagens propostas. Portanto,
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a utilizagao de técnicas mais avangadas para a escolha da distribuicao dos retornos e da
escolha sobre o periodo oberservado dos pregos das acoes ird contribuir para que o modelo
proposto se aproxime ainda mais do mundo real sem a necessidade de uma reformulacao.

Ja a relaxacao da suposicao sobre auséncia de custos transacionais e custos adminis-
trativos deve ser examinada com atencao. Dependendo do ambiente econdmico e valor do
portfélio, estes custos podem ser significativos e implicar na obtencao de alocacoes dis-
tintas. A consideracao destes custos no modelo proposto implicaria na necessidade de se
avaliar nao sé o valor do portfélio ao longo do tempo, mas também variacoes em sua com-
posicao. Isto é, os estados do problema devem representar o valor do portfélio associado
a uma determinada composicao. Neste caso, a formulagao proposta nesta pesquisa, que é
independente da arvore de cendrios, pode nao ser adequada.

Um importante ponto a ser considerado como pesquisa futura é a utilizacao de técnicas
de Monte Carlo aplicadas a financa mais avancadas. A escolha arbitraria dos valores de z;
que compoOe o primeiro passo da aproximacao da funcao custo deve ser revista. Segundo
Glasserman (2004), métodos de Monte Carlo de baixa discrepancia sao dependentes da
dimensionalidade do problema. Consequentemente, as ferramentas utilizadas para desen-
volver e analisar os métodos de baixa discrepancia sao muito diferentes daquelas utilizadas
na simulacao de Monte Carlo comum. Desta forma, a evolucao da presente pesquisa nesta
linha iria contribuir para uma representacao mais precisa da taxa de retorno dos ativos de
risco.

Planos de previdéncia privada com contribui¢bes definidas geralmente oferecem ao
investidor fundos com diferentes niveis de risco e ele deve escolher um de acordo com seu
perfil de risco. Nos tultimos anos do contrato, montantes predefinidos sao retirados do
fundo e reaplicados em ativos de menor risco. Uma importante contribuicao esta pesquisa
estd na formulacao de um modelo de selecao de portfélio com decisoes em multiperiodo.
Através desta formulacao torna-se possivel avaliar diferentes opgoes de investimento em
momentos predefinidos do contrato, como alternativa ao reinvestimento exclusivo em ativos
de menor risco. Esta evolucao na proposta do modelo se torna interessante quando o
retorno alcancado pelo fundo ao longo da vida do contrato difere daquele inicialmente
esperado pelo investidor.

Finalmente, é importante mencionar que o retorno esperado de problemas de selecao
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de portfélio que utilizam funcgoes utilidade é aquele dado pelo equivalente certo. Isto é, o
retorno obtido através da esperanca das utilidades da riqueza terminal. Pela desigualdade
de Jensen (equagao (1)), este retorno é sempre igual ou menor ao retorno obtido pela utili-
dade da esperanca da riqueza final. Esta diferenca entre o equivalente certo e a esperanca
do valor do portfélio nao esta evidente na literatura pesquisada e é a esséncia do problema

de escolha sob incerteza.

89



Referéncias Bibliograficas

Arrow, K. (1965). Aspects of the Theory of Risk-Bearing. Yrjo Hahnsson Foudation.

Bakula, M., Pecarié¢, J., and Perié¢, J. (2012). On the coverse Jensen inequality. Applied
Mathematical and Computation, 218:6566—6575.

Bellman, R. (1952). On the theory of Dynamic Programming. Proceedings of the National
Academy of Science of the United States of America, 38(8):716-719.

Bertsekas, D. P. (2005). Dynamic Programming and Optimal Control, volume 1. Athena

Scientific, 3 edition.

Blake, D., Cairns, A., and Dowd, K. (2001). Pensionmetrics: stochastic pension plan
design and value-at-risk during the accumulation phase. Insurance: Mathematics and

Economics, 29:187-215.

Brandt, M. W. (2010). Handbook of Financial Econometrics, volume 1, chapter 5, pages
269-336. Elsevier.

Brandt, M. W.,; Goyal, A., Santa-Clara, P., and Stroud, J. (2005). A simulation approach
to dynamic portfolio choice with an application to learning about return predicability.

Review of Financial Studies, 18(3):831-873.

Brown, D. B. and Smith, J. E. (2011). Dynamic portfolio optimization with transaction

costs: Heuristics and dual bounds. Management Science, 57(10):1752-1770.

Cairns, A., Blake, D., and Dowd, K. (2006). Stochastic lifestyle: Optimal dynamic asset
allocation for defined contribution pension plans. Journal of Economic Dynamics and

Control, 30:843-877.

Campebell, J. Y. and Viceira, L. M. (2001). Who should buy long-term bonds? American
Economic Review, 91(1):99-127.

Canakoglu, E. and Ozekici, S. (2010). Portfolio selection in stochastic market with HARA

utility functions. Furopean Journal of Operational Research, 201:520-536.

90



Chiarawongse, A., Kiatsupaibul, S., Tirapat, S., and Beijamin, V. R. (2012). Portfolio

Selection with quatitative input. Journal of Banking and Finance, (36):489-496.

Detemple, J., Garcia, R., and Rindisbacher, M. (2003). A Monte-Carlo method for optimal
portfolios. The Journal of Finance, (58):401-446.

Detemple, J., Garcia, R., and Rindisbacher, M. (2005). Intertemporal asset alocation: A

comparison of methods. Journal of Banking and Finance, (29):2821-2848.

Dupacové, N. and Rémisch, W. (2003). Scenario reduction in stochastic programming:

An approach using probability metrics. Mathematical Programming, 95(3):493-511.

Ekeland, I. and Taflin, E. (2005). A theory of bond portfolios. The Annals of Applied
Probability, 15(2):1260-1305.

Emms, P. and Haberman, S. (2008). Income drawdown schemes for a defined-contribution

pension plan. The Journal of Risk and Insurance, 45(1):739-761.

Epstein, L. G. and Zin, S. E. (1989). Substitution, risk aversion, and the temporal behavior

of consumption and asset return: A theoretical framework. Fconometrica, 57:937-969.

Fonseca, R. and Rustem, B. (2012). International portfolio management with affine poli-

cies. European Journal of Operational Research, 223:177-187.

Fu, C., Lari-Lavassani, A., and Li, X. (2010). Dynamic mean-variance portfolio selection

with borrowing constraint. Furopean Journal of Operational Research, 200:312-319.

Glasserman, P. (2004). Monte Carlo Methods in Financial Engineering. Springer-Verlag,
New York.

Haugh, M. (2010). The Monte Carlo Framework and Financial Applications. Disponivel
em: http://www.columbia.edu/ mh2078/MCS_Framework_FEegs.pdf.

He, C. and Meng, W. (2012). Dynamic portfolio choice under the time-varying, jumps, and
knight uncertainty of assets return process. Journal of Systems Science and Complexity,

25(5):896-908.

91



Heijdra, B. and Romp, W. (2009). Retirement, Pension, and Ageing . Journal of Public
Economics, 93:586—604.

Heitsch, H. and Rémisch, W. (2003). Scenario reduction algorithms in stochastic program-

ming. Computational Optimization and Applications, 24(2-3):187-206.

Hull, J. C. (2002). Options, Futures and Other Derivatives. Prentice Hall, Upper Saddle

River, New Jersey, 5 edition.

Jin, X. and Zhang, K. (2013). Dynamic optimal portfolio choice in a jump-diffusion model

with investment constraints. Journal of Banking and Finance, 37:1733—-1746.

Lacomba, J. A. and Lagos, F. (2009). Defined contribution plan vs. defined benefits plan:

reforming the legal retirement age. Journal of Economic Policy Reform, 12(1):1-11.

Lucas, D. J. and Zeldes, S. P. (2009). How should public pension plans invest? The

American Economic Review, 99(2):527-532.

MadDonald, B. and Cairns, A. J. G. (2009). Getting feedback on defined contribution

pension plan. The Journal of Risk and Insurance, 76(2):385-417.
Markowitz, H. (1952). Portfolio Selection. The Journal of Finance, 7(1):77-91.

Mas-Colell, A., Whinston, M., and Green, J. (1995). Microeconomic Theory. Oxford

University Press, London.

Merton, R. C. (1971). Optimum Consumption and Portfolio Rules in a Continuous-Time
Model. Journal of Economic Theory, (3):373-413.

Montgomery, D. C. and Peck, E. (2001). Introduction to linear regression analysis. Wiley-

Interscience, New York, 3 edition.

Mossin, J. (1968). Optimal Multiperiod Portfolio Policies. The Journal of Business,

41(2):215-229.

Nocetti, D. and Smith, W. T. (2011). Price uncertainty, saving, and welfare. Journal of

Economic Dynamic and Control, 35:1139-1149.

92



Pang, G. and Warshawsky, M. (2010). Optimization the equity-bond-annuity portfolio
in retirement: The impact of uncertain health expenses. Insurance: Mathematics and

Economics, 46:198-209.
Pratt, J. (1964). Risk Aversion in the Small and Large. Econometrica, 32(1/2):122-136.

Rauh, J. D. (2006). Investment and financing constraints: Evidence form funding of

corporate pension plans. The Journal of Finance, 61(1):33-71.

Samuelson, P. A. (1969). Lifetime Portfolio Selection by Dynamic Stochastic Program-

ming. The Review of Economics and Statistics, 51(3):239-246.

Sundaresan, S. and Zapatero, F. (1997). Valuation, optimal asset allocation and retirement

incentives of pension plans. Review of Financial Studies, 10(3):631-660.

Tesouro  Direto  (2011). Cartilha  Tesouro  Direto. Disponivel — em:

http://www3.tesouro.gov.br/tesouro_direto/download/Cartilha-TesouroDireto_2011.pdyf.

Tesouro Direto (2013). Primeira Vez no Tesouro Direto? Disponivel em:

http://www.tesouro.gov.br/tesouro_direto /primeiravez.asp.

Topaloglou, N., Vladimirou, H., and Zenios, S. (2008). A dynamic stochastic program-
ming model for international portfolio management. FEuropean Journal of Operational

Research, 185:1501-1524.

You, L. and Daigler, R. T. (2010). Is international diversification really beneficial? Journal
of Banking and Finance, 34:163-173.

93



