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Resumo

Nessa dissertagdo trataremos de sistemas quanticos puros, bipartidos de dois g-dits (di-
mensdes arbitrarias). Nesses sistemas, estudaremos a complementaridade entre as grandezas
locais Previsibilidade e Visibilidade (que quantificam as propriedades de particula e onda de
cada subsistema) e a Concorréncia (que quantifica o emaranhamento entre os g-dits). Em
um trabalho anterior |Quantitative complementarity relations in bipartite systems. Optics
Communications, Vol 283, (2010); e arXiv.org, e-print quant-ph/0302075 (2003)] que trata
de sistemas de dois g-bits (2x2), Jakob e Bergou descobriram que esta complementaridade
pode ser quantificada por uma igualdade a unidade. Mas quando o sistema é de dois g-dits ha
um desacordo na literatura em relagao & normalizagao da informagao local (Previsibilidade
e Visibilidade) dos subsistemas |Quantitative wave-particle duality in multibeam interfero-
meters. Phys. Rev. A, Vol 64, 042113 (2001)] e [Complementarity and entanglement in
bipartite qudit systems. Phys. Rev. A, Vol 76, 052107 (2007)]. Neste ultimo artigo, Jakob e
Bergou escolheram a nao normalizacao e encontraram uma expressio que quantifica a com-
plementaridade entre as informacoes locais e nao locais, porém uma nio tao simples, como
no caso de dois g-bits. Tentamos ver o que acontece se escolhermos versdes normalizadas
da Previsibilidade, Visibilidade e Concorréncia e encontramos uma férmula alternativa que

quantifica a complementaridade em termos de uma igualdade & unidade.

Palavras-chave: Complementaridade, Visibilidade, Previsibilidade, Concorréncia, Emaranhamento,

q-dits, sistemas bipartidos.



Abstract

In this work, we will deal with pure, bipartite quantum systems of two g-dits (arbitrary
dimensions). In these systems, we will study the complementarity between the local enti-
ties Predictability and Visibility (that quantifie the properties of particle and wave of each
subsystem) and the Concurrence, (that quantifies the entanglement between the g-dits). In
a previous work |Quantitative complementarity relations in bipartite systems. Optics Com-
munications, Vol 283, (2010); and arXiv.org, e-print quant-ph/0302075 (2003)] concerning
systems of two g-bits (2x2), Jakob and Bergou have found that this complementarity can
be quantified by a beautiful equality to one. But when the system is two g-dits there is a
disagreement in the literature concerning the normalization of the local information (Pre-
ditability and Visibility) of the subsystems |Quantitative wave-particle duality in multibeam
interferometers. Phys. Rev. A, Vol 64, 042113 (2001)] e [Complementarity and entanglement
in bipartite qudit systems. Phys. Rev. A, Vol 76, 052107 (2007)]. In this last paper, Jakob
and Bergou have chosen the non-normalization and have found an expression that quantifies
the complementarity between local and non-local information, but not a so simple one, like
it has been found in the two g-bits case. We have tried to see what happens if we choose
normalized versions of the Preditability, Visibility and Concurrence and we have found an

alternative relation that quantifies the complementarity, in terms of an equality to one.

Keywords: Complementarity, Visibility, Predictability, Concurrence, Entanglement, g-dits, bi-

partite systems.
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Capitulo 1

Introducao

Ondas e Particulas tem um papel muito bem definido e distinto na fisica cléssica. Porém
varios experimentos no regime quantico, (isto é, com poucas particulas) mostram que isso
nem sempre ¢ verdade. Em experimentos de interferometria de dois caminhos, como a
fenda dupla de Young e o interferémetro de Mach-Zender, observa-se que quando nao se
possui informagao sobre o caminho percorrido (caracteristica de particula), had um padrao de
interferéncia, uma visibilidade das franjas de interferéncia da "entidade quantica"(quantom)®
submetida ao experimento. Isso foi observado experimentalmente para fétons [1], [2]; e para
entidades que se acreditava ter somente comportamento corpuscular como elétrons [3], [4];

neutrons [5], ions [6], 4tomos [7]; e até mesmo moléculas [§].

Curiosamente, se uma informagio completa sobre o caminho do quantom é obtida, entao
perde-se o padrao de interferéncia do quantom. O que nos leva a crer que as caracteristicas
de onda e particula nao podem ser medidas mutualmente e completamente em um mesmo

aparato experimental.

Em 1928, Niels Bohr introduziu o conceito de Complementaridade [9]:

! Quantom é um termo que tem sido usado para designar a particula, ja que "particula"geralmente é
usado para designar elementos corpusculares e estamos lidando justamente com o comportamento dual
onda-particula da matéria.
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"... Embora agora os fenomenos fisicos (quanticos) transcendem o ambito da explica-

¢ao segundo a fisica classica, todas as provas devem ser expressas em termos classicos. O
argumento é simplesmente que pela palavra "experiéncia"nos referimos a uma situagdo na
qual podemos dizer aos outros o que aprendemos e que, portanto, tudo que diz respeito
as disposigoes experimentais e resultados das observagoes deve ser expresso em linguagem

inequivoca com a aplicacao adequada da terminologia da fisica cléssica.

Este ponto crucial (...) implica na impossibilidade de qualquer separacgao nitida entre
o comportamento de objetos atéomicos e a interacdo com os instrumentos de medicao que
servem para definir as condicdes em que os fendémenos aparecem... Por isso, as provas obtidas
sob diferentes condigoes experimentais nao podem ser compreendidas dentro de um tnico
cenario, mas devem ser consideradas como complementares, no sentido de que apenas a

totalidade dos fendmenos esgota as informacoes possiveis sobre os objetos."?

Embora a Complementaridade, como introduzida por Bohr, seja um pricipio qualitati-
vamente demostrado, seria importante quantificad-lo para casos que forem possiveis. Desta
forma, recentemente descobriu-se que principios de complementaridade poderiam ser quanti-
ficados [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16]. E no que diz respeito a Dualidade Onda-Particula,
para sistemas bipartidos de dois g-bits (em geral, um subsistema sendo o sistema a ser estu-
dado e o outro o aparato de medicao), descobriu-se [17] que ela esta intimamente relacionada
com a medida de emaranhamento Concorréncia [18], [19], na forma de uma igualdade para

sistemas puros (equagao 2.14).

O objetivo dessa dissertacao é discutir a generalizacdo desta complementaridade para
dimensodes arbitrarias (discretas, finitas e numeréveis) nos sub-sistemas. Trataremos de sis-
temas bipartidos, cujo sistema global é puro e os subsistemas possuem dimensdes finitas,
discretas e arbitrarias (q-dits) e estudaremos a complementaridade entre as grandezas locais

Previsibilidade, Visibilidade (que quantificam as informagoes locais sobre o caminho e inter-

?Tradugao propria de: "...however far the (quantum physical) phenomena transcend the scope of classical

physical explanation, the account of all evidence must be expressed in classical terms. The argument is
simply that by the word "experiment"we refer to a situation where we can tell others what we have learned
and that, therefore, the account of the experimental arrangements and of the results of the observations must
be expressed in unambiguous language with suitable application of the terminology of classical physics.

This crucial point (...) implies the impossibility of any sharp separation between the behaviour of atomic
objects and the interaction with the measuring instruments which serve to define the conditions under which
the phenomena appear.... Consequently, evidence obtained under different experimental conditions cannot
be comprehended within a single picture, but must be regarded as complementary in the sense that only the
totality of the phenomena exhausts the possible information about the objects."
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feréncia, respectivamente) e a grandeza nao local Concorréncia, que mede o emaranhamento
entre os dois sub-sistemas.

H4 uma divergéncia na literatura quanto a normalizacdo ou nao dessas grandezas, em
[20], Jakob e Bergou chegam em uma relacao de Complementaridade para sistemas de dois
g-dits, porém por nao usarem de normalizacoes a relagdo de complementaridade encontrada
possui uma, interpretagao nao tao clara como no caso de dois g-bits. Nesse trabalho sera
investigado o que ocorre quando normalizamos a Previsibilidade, Visibilidade e Concorréncia.
Descobrimos que é possivel encontrar uma relacdo de complementaridade nos mesmos moldes
do caso de dois g-bits, uma expressao com interpretacdo mais imediata e passivel de ser
testada experimentalmente.

No capitulo 2 sera feito o estudo para um sistema bipartido de dois g-bits (2x2), onde
aproveitaremos para introduzir o significado das grandezas envolventes, explicando porque
podemos considerar a Previsibilidade como uma medida do carater de particula e a Visibi-
lidade como uma medida do cardter de onda do sistema quéantico.

No capitulo 3, serd mostrado como Diirr em [21]| generalizou a Previsibilidade e Visbi-
lidade para um sistema de dimensdo discreta, finita e arbitraria. Serd mostrado também
como Jakob e Bergou em [20] chegaram em uma generalizacdo equivalente para a Previsibi-
lidade e Visibilidade e usando a I-Concorréncia [22] (a generalizacao da Concorréncia para
subsistemas de dimensoes arbitrarias) chegaram em uma formula para a complementaridade
de um sistema quéantico de dois g-dits.

O capitulo 4 se trata da principal parte deste trabalho, nele serd feita uma discussao
sobre usar ou nao de normalizacdo para a Previsibilidade, Visibilidade e Concorréncia ge-
neralizadas. Serd mostrado que, caso seja feita a normalizacdo, é possivel chegar em uma
igualdade que quantifica a Complementaridade de um sistema quantico puro de dois ¢g-dits.

No capitulo 5 seré feita a conclusao.

Por fim, no apéndice A é feita uma revisdo dos conceitos béasicos de sistemas quanticos

compostos e emaranhamento.



Capitulo 2

Complementaridade em sistemas de

dois g-bits

Nesse capitulo serao primeiramente introduzidos os conceitos de Previsibilidade, que nos
d4 uma medida das propriedades de particula do quantom e Visibilidade, que nos d4 uma

medida das propriedades de onda do quantom.

Para tanto, usaremos um estado quantico (quantom) de dois niveis que modela um
interferometro de Mach-Zender [23|, onde cada caminho possivel do féton é um nivel do
quantom. Para os casos de um quantom puro ou misto serd mostrado como a Previsibilidade
e a Visibilidade se relacionam, isto é, a quantificagao da famosa relagao de Dualidade Onda-

Particula.

Posteriormente passaremos a tratar de um sistema quéntico composto (dois g-bits), no
qual o outro subsistema pode ser, por exemplo, um medidor de caminho ao longo do in-
terferdbmetro. Serd mostrado como o emaranhamento influencia o carater de onda ou de

particula do quantom, relacao conhecida como Complementaridade.

E importante que o leitor esteja familiarizado com o estudo de Sistemas Quanticos Com-

postos e Emaranhamento, esses conceitos sao discutidos no Apéndice A.



CapriTULO 2. COMPLEMENTARIDADE EM SISTEMAS DE DOIS Q-BITS )

2.1 Previsibilidade e Visibilidade

Considere um féton em um interferometro Mach-Zehnder (MZ).

1 Bs-1 1 Espelho

Espelho N 2

[N}
(=
o
[

Figura 2.1: Interferémetro Mach-Zehnder

O feixe de fétons entra pelo caminho 1 no primeiro divisor de feixe! (BS-1) ndo neces-
sdriamente simétrico, isto é, ele pode dividir o feixe em proporgoes desiguais. Em seguida
os feixes sdo refletidos pelos espelhos e, no deslocador de fase? (PS) é implementada uma
diferenca de fase ¢ entre os feixes dos caminhos 1 e 2. No segundo divisor de feixe (BS-2)
os feixes serao divididos simetricamente e observaremos a intensidade de fétons no detector
D-1. O efeito de qualquer reflexdo (BS ou espelhos) é acrescentar uma fase de /2 no feixe
refletido.

Modelamos o interferémetro por um sistema quéntico de dimensao dois (um g-bit). De
forma que cada dimensgo/nivel representa um dentre os dois caminhos possiveis para o féton.

Desta forma, considere um sistema quantico de dois niveis, puro ou nao. O seu estado
sera representado por um operador densidade p € S (Hilbert-Schmidt).

A Previsibilidade P; e a Visibilidade V; sao assim definidas (tomando-se as raizes posi-

tivas):

P3 = [Tr (p52)]° = (p11 — p22)’ (2.1)

V2 = 4[Tx (561 = [2p1]?, (2.2)

Do inglés Beam Splitter.
’Do inglés Phase Shifter.
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1 0 0 1
onde 6, = ;0. = e pi; ¢ o elemento ij de p .
0 —1 00

Se o sistema em questao for puro, entdo ele pode ser representado por um vetor |U) e 7,
digamos na base ortonormal "caminho": |¥) = a|1) + b|2), com |a|> + |b]?> = 1. Entdo o

seu operador densidade sera:

al <2

. 2 . . ) 1| laf*  ab*

pu = (V) V] = [a]”[1) (| + ab® [1) (2] 4+ a™b|2) (1] + [b]7 2) (2] =
2) \ a*b [bf?

Assim, utilizando 2.1 e 2.2, teremos a Previsibilidade e a Visibilidade, nesta base, para

um estado puro de dois niveis:

P2 = (laf? — b?)” (2.3)

Vi = |2ab]?. (2.4)

2.1.1 Consideracoes sobre a Previsibilidade

Repare que se |a|? = 1 (= |b]*> = 0) ou |b|> = 1 (= |a| = 0) entdo o quantom® encontra-se
com probabilidade 1 em um nivel/caminho ou em outro, ou seja, temos total conhecimento
de que o quantom estd em algum nivel (consequentemente ele nao se encontra em um estado
superposto) e Py = 1 (Vg = 0). Por outro lado, se |a|? = |b|?> = 1/2 entdo o quantom se
encontra com igual probabilidade nos dois niveis (em um estado perfeitamente superposto)
ePy =0 (Vg =1).

Além disso, pode-se ver por 2.3 que a Previsibilidade é o moédulo do valor esperado
do observéavel 6., que mede o caminho do quantom (com autovalor 1 para o caminho |1)
e autovalor —1 para o caminho |2)). De forma que a Previsibilidade ¢ uma medida do
conhecimento acerca de que o ente quantico se encontra em algum nivel/caminho (mesmo
que ndo saibamos em qual nivel /caminho), isto é, uma medida da informacao que obtemos
sobre o caminho, ou de forma mais geral, sobre as populagoes dos niveis.

Esses niveis podem representar além dos caminhos em um interferémetro Mach-Zehnder

(MZ) [23], fendas em um experimento de interferometria de fenda dupla, niveis de energia

3 A partir daqui, passaremos a tratar o "foton"por "quantom", para fins de generalizacio.



CapriTULO 2. COMPLEMENTARIDADE EM SISTEMAS DE DOIS Q-BITS 7

em um atomo de Rydberg [24] ou ainda populagdes de fotons em cavidades em um modelo
de Jaynes-Cummings [25].

Temos a idéia intuitiva de que elementos corpusculares nao se encontram em dois lugares
a0 mesmo tempo, portanto a sua permanéncia em um nivel exclui a possibilidade de sua
permanéncia em outro nivel. Isso significa dizer que, intuitivamente, objetos corpusculares
se encontram com certeza (probabilidade 1) em algum nivel. FEssa idéia, aparentemente
6bvia, nos leva a associar a previsibilidade com o carater de particula do ente quéintico em

questao.

2.1.2 Consideragoes sobre a Visibilidade

De forma analoga, associaremos a visibilidade com o carater ondulatério do ente quantico.
Vimos que quando o quantom se encontra em um estado perfeitamente superposto: Vg = 1
e quando temos total conhecimento de o quantom se encontra em algum nivel Vy = 0.
Considere novamente o féton no interferometro M7 mostrado na figura 2.1. Modelado por
um sistema quantico de dimensao dois (um g-bit) na base ortonormal "caminhos"{|1), |2)}.
O quantom estd inicialmente no estado |1) e a acdo de cada aparato estd especificada a

seguir:

1) B a1y b2y SREEIEE Geiog |1y — p|2)

BS-2 .
=22, e

1
V2 V2

Portanto, apos passar pelo interferometro MZ, o estado final |[¥y) do nosso quantom

() +2) —o—= (1) +i[2)).

sera:

;) = \1@ (—aeid’ _ b) 11+ \}5 (mewj _ ib) 12). (2.5)

A intensidade I detectada em D-1 seréd proporcional & probabilidade P, de encontrarmos

o quantom em |1). Pelos postulados da Mecanica Quéntica temos:

P, =[Py ?
= [|a|2 + |b> + 2Re (ab*ei‘z’)]

1
2
% (10 + 2 + 2Re (jaljple e 9)) |
1

=3 [la|® + 0> + 2a||b] cos (¢q — dp + ¢)] - (2.6)
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Variando ¢ obtemos diferentes probabilidades, calculemos entdo a grandeza:

Jmazr _ Imm leax _ lezn 2| ||b|
— = — = a .
Jmaz 4 [min leax + lem

Lembrando de 2.4, observamos que a grandeza acima é idéntica a Visibilidade do quantom
(foton) logo apods sair de BS-1. Ou seja, a Visibilidade (como foi definida) é uma previ-
sao do padrao das franjas de interferéncia do quantom, caso este passe por um processo
de interferéncia. Essa considerac¢do justifica o nome Visibilidade (das franjas) e podemos

escrever:
Jmer _ Imzn

= Jmazx Jmin : (27)

De fato, experimentalmente é assim que medimos a visibilidade de um quantom. Se, ao
invés de um interfer6metro MZ usassemos um experimento de interferometria de fenda dupla
(Young), a andlise seria andloga. O estado logo apos BS-1 seria equivalente ao estado logo
apés a fenda dupla e variar ¢ em um PS é equivalente & variar a posi¢ao em quem analisamos
choques no anteparo, isto é, a diferenca de fase em um experimento de fenda dupla é dada

pela diferenca de caminhos percorridos pelo quantom ao sair de cada fenda.

Essa definicao de Visibilidade 2.7 foi usada por Diirr em [21]| para generalizar a Visibili-

dade para um sistema de n niveis, como serd mostrado na segao 3.1.1.

2.1.3 Dualidade onda-particula

Considere um estado puro ¥ € 7. Observe que, por 2.3 e 2.4, temos:
P2+ V3 = (Ja]? = |b2)% + 4la2b]? = (Ja]? + |p?)* = 1. (2.8)

Desta forma, vemos que o conhecimento sobre o caminho (Py) e a possibilidade de
superporsi¢ao e, consequentemente, obter um padrao de interferéncia (Vy) sdo grandezas
complementares no caso puro, isto é, o sistema quantico se comporta "em parte"como

onda, "em parte"como particula. De maneira que essas caracteristicas obedecam a equacao

2.8.

Considere agora um sistema misto representado por p € J£S. Nesse caso, usando 2.1 e
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2.2 teremos:

P2+ V3 = (p11 — p22)” + 4l p1a*

= pi1 + P39 — 2p11p22 + 4p12par

= pl1 + P2y + 2012021 +2 (Ip12f” — p11p22)

Tr(p?) —det(p)<0

A igualdade, como ja visto, valendo para o caso puro. Esse resultado serd analisado no
final da préxima sub-secdo, onde sera definida a Pureza de um sistema quéntico.
A desigualdade

PI+Vi<l1 (2.9)

é batizada como Relacdo de Dualidade para um g-bit.

2.1.4 Pureza

Observe que podemos escrever:

o4 = = (05 +i0y), (2.10)

onde 6, = e oy =

Assim, usando 2.10 em 2.2, vemos que a Visibilidade de um sistema de um g-bits pode
ser escrita como:

V2 = [Tr (o) I° + [T (56, (2.11)

E entdao a Pureza Q; de um estado quantico p de um sistema de um g-bit é definida por:

QF = P; +V; = [Tr (p6:)]° + [Tr (p6.)]* + [Tx (65,)]*. (2.12)

Essa grandeza (a soma quadratica dos valores esperados dos observaveis representados

pelas matrizes de Pauli) é justamente o médulo do vetor da esfera de Bloch [26] para um

sistema de dois niveis .

‘observe que 04, oy e 0, juntamente com I» (Identidade 2x2), sdo geradores de SU(2). Bergou e Jakob,
em [20] usaram desse fato para generalizar a Previsibilidade e a Visibilidade para sistemas de n, isto &,
usando geradores de SU(n). Essa demonstracgio estéa feita na segao 3.2.1.
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Desta forma, Q; nao deve ultrapassar a unidade (como ja havia sido demonstrado) e &
invariante sob transformacfo unitaria. Isso é importante, pois a evolucdo temporal de um
sistema isolado é uma transformacao unitaria, o que significa dizer que a Pureza é conservada
quando a evolucao do sistema é desse tipo.

Além disso, essa invaridncia nos mostra que apesar de a Previsibilidade e a Visibilidade
serem medidas locais no quantom, isto é, dependentes da base utilizada para modelagem
do sistema, a sua soma quadratica (Pureza) nao é, e independe da escolha de base. Isso é
esperado, ja que a Pureza se trata de uma medida sobre o conhecimento (informacio) total
possivel de se obter sobre o quantom [27]. Isto ¢, quando o estado é puro é possivel prever
o resultado do experimento.

Observamos que, no caso misto, a Previsibilidade e a Visibilidade continuam sendo parci-
almente excludentes, porém a anulacao de uma ja nao mais implica na unitariedade da outra.
De fato, no caso extremo (estado completamente misto), se p1; = po2 = % e p12 = p21 =0,
teremos @ = 0 e nenhuma informacao sobre o caminho ou possibilidade de interferéncia. Tal

fato pode estar relacionado com o emaranhamento e serd explicado na préxima secao.

2.2 Complementaridade em sistemas de dois g-bits

Nessa se¢ido abordaremos a questdo que fecha a secdo anterior. Antes de proseguir, o leitor
deve estar habituado com estudo de sistemas quanticos compostos, uma breve revisao é dada

no apéndice A.

2.2.1 Emaranhamento e Concorréncia

Comnsidere um sistema quantico bipartido puro, cada subsistema de dois niveis (dois g-bits).
o sistema composto sera representado por |¥) € 4 ® %5, onde dim (7)) = dim (H#p) =
2. Cada subsistema é representado por sua respectiva matriz densidade reduzida: ps =
Trp (|U){¥|) e pp = Tra (|¥)(¥|), onde Trp & o trago parcial sobre o subsistema A (idem
para B).

Os subsistemas A e B serdo separéveis se, e somente se Tr (ﬁzA) =Tr (,623) = 1. Comple-

mentarmente o sistema estard emaranhado se, e somente se Tr (ﬁi) =Tr (,ﬁzB) < 1.5 Desta

A igualdade dos tracos dos quadradosdos operadores densidade reduzidos é garantida pela invariancia
do trago sob permutagao ciclica e uso da base de Schmidt, para melhores esclarescimentos veja o apéndice
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forma, um bom quantificador do emaranhamento no caso de um sistema de dois g-bits é a

Concorréncia ([18], [19]) Cy:
Cy =4/2(1=Tr (p%)). (2.13)

Observe que 0 < Cy < 1, sendo Cy = 0 no caso em que |¥) é separdvel e Cy = 1 no caso

[N

completamente emaranhado, ie, Tr (,514)2 =

2.2.2 Complementaridade

O que sera apresentado aqui foi originalmente publicado por Jakob e Bergou em [17]. Uma

forma geral de escrever o estado |U) € ) ® #3, onde dim (7)) = dim (H#p) = 2 &
W) =al00)+b|01) + c|10) + d|11) ,

onde foi adotada a base ortonormal formada pelos produtos diretos dos auto-vetores do
observével de interesse de cada subsistema (i.e., |ij) = |i)y®|j), com |iy e 4 e |j) € HAB) e

la|? + b2 + |c|? + |d|> = 1. Assim, o operador densidade do sistema composto sera:

(00| <01] <10] (11|

|00Y { |a]* ab* ac* ad*

. |01) | ba* |b|> bc*  bd*
pu = |¥) (¥ =

|10y | ca* cb* |c]? cd*

|11y \ da* db* dc* |d|*

e os operadores densidade reduzidos de cada sub-sistema serao:

0] 1]

. 10> [ |a|* +|6]* ac* + bd*
pa =Trp (|¥){¥|) =
1)\ a*c+b*d |c|? + |d|?

0] 1]

R 0Y [ |al]® + || ab* + cd*
p = Tra (|¥){¥]) =
1>\ a*b+c*d  |b]? + |d|?
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Podemos usar 2.1 e 2.2 para calcular a Previsibilidade e Visibilidade de cada sub-sistema:

Pa=|Tr(pad:)| =1 (laf* + b]*) = (Ie[* +|d*) |
Pr = |Tr (ppd2) | = | (lal* + |c?) — (b + |d]*) |
Va =2|Tr(pacy)| = 2|lac* + bd*|

Vp =2|Tr(pad+)| = 2|ab* + cd*|.

Por 2.13 podemos calcular a Concorréncia para o sistema composto:
Cy = 2|ad — bc.
Finalmente, ¢ um ficil exercicio mostrar que C2 + P2 + V3 =1eC2 + P4+ V% =1 ou
C2+Q2=1,comk=AB. (2.14)

A equagao 2.14 é chamada de Equac¢do da Complementaridade para um sistema de dois g-
bits. Com ela podemos tentar responder a questao do final da sub-secao 2.1.4: a informacao
estd sendo compartilhada entre os subsistemas e esse emaranhamento pode ser visto como
o responsavel pela perda de pureza de cada subsistema. Extrapolando um pouco, pode-
se dizer que um sistema completamente emaranhado com outro (sendo o global puro), de
dimensao maior ou igual & sua, ndo possui nem Previsibilidade nem Visibilidade, nao possui

"propriedades individuais".

5Veja os préximos capitulos.



Capitulo 3

Complementaridade em sistemas de

dois g-dits

3.1 Visibilidade e Previsibilidade por Durr

Nessa secao seré descrito como em 2001 Durr [21| generalizou a Previsibilidade e Visibilidade

para um sistema quéntico de dimensao finita arbitraria.

3.1.1 Visibilidade

Como visto em 2.1.2, para um interferometro de 2 fendas/caminhos (n = 2), que configuram
estados quénticos ortogonais ij (isto é, {i[j) = d;;) a probabilidade do quantom sair do

interferometro no estado (caminho) |1) é!:

L= AWy [P = QA W1 = (A pgl1)

5 {1+ 2lpiz]cos arg (p12) + o]} ()

onde p1o € elemento 5 de p, que representa o estado logo ap6s o primeiro divisor de feixes
(BS-1). A Visibilidade de p ¢ dada por 2:

Jmaz _ Im'm

V= Jmaz 4 Imm

= 2[p12], (3.2)

'"Repetindo 2.6, em termos dos elementos da matriz densidade py
2Repetindo 2.7, s6 que novamente em termos dos elementos da matriz densidade pg

13
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onde os valores de méaximo e minimo sdo obtidos variando a fase ¢ no deslocador de fase(PS).
Sera feito algo semelhante para o caso de multiplas fendas/caminhos (n arbitrario).

Considere um interferometro de n fendas como o da figura:

Espelhn 1

Espelha 2

Espelho n-1

Espelhon

Figura 3.1: Interferometro de n fendas

Analogamente ao caso de 2 fendas, o primeiro divisor de feixes (BS-1) divide o quantom
em razoes arbitrarias, gerando o estado puro |¥) a ser analisado e representado pelo opera-
dor hermitiano de densidade p (O sistema n-partido apos BS-1 é o escolhido para base de
estados na representagdo matricial).

Em seguida "espelhos" (ou algo similar) redireciona os feixes e antes de entrar no segundo
divisor de feixes (BS-2), cada feixe é submetido a um deslocador de fase® (PS) que lhe aplicaré
um deslocamento de fase ¢ ao k-ésimo feixe, que pode ser controlada. O BS-2 tem uma
razao de separacgao igual a % para cada feixe e aplica um deslocamento de fase que depende

dos indices dos feixes de entrada e saida. O efeito de cada aparato segue abaixo:

BS; = W)

PS =) e k) (k|
k=1

e O it
BSy =), <; Tn Ij>> <kl

k=1

Do inglés Phase Shifter.
4Como no caso de dois g-bits, no qual o BS-2 aplica uma fase de 5 ao feixe refletido e uma fase 0 ao feixe
transmitido.
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onde |1) é o estado inicial, |¥) = >, a;|i), ou em termos do operador densidade: p =

i1 251 Pij [ s pij = asaf
5

Desta forma, o estado final serd”:

WY = BSy PS |¥)

[2 (26 ji |J>> |] lzm |1><z|];am|m>

l

e ¢kg

[2(E )z

J

_ \}ﬁ Zefi(@ﬁ*d)kj)ak 1) (3.3)
k,j

Assim como no caso de duas fendas (caminhos), a intensidade do feixe do quantom sera
proporcional & probabilidade deste deixar o interferémetro em uma das saidas, digamos o

estado |t):
L= (W) Vst

(Z e~ (Prtrt) ) (Z etilditon), *) 7

como temos controle sobre as fases aplicadas ¢ e ¢; nos deslocadores de fase, para simplificar

faremos a renomeacio: ¢p + oy — ¢ € O + oy — ¢;. Assim a Intensidade 1 sera:

I = 26—1‘(%—@51) akazk _ *EPkle i(pr— ¢z)

k.l —— 1,k
Pkl
ainda podemos usar pp = |pkl|eiarg(pkl) e o fato de p ser hermitiano, isto &, p = pl =

pik = pi; = arg (pi) = —arg (prr) e Tr(p) = 1 para escrever:

)
1 )
=4S p+ 3 |oleor—trmston)]
N o
K2t Kzl
-
1
=_ql+2 2 |pri| cos [¢r, — ¢y — arg (pri)] ¢ - (3.4)
o
\ k<l

Note que quando n = 2 teremos 3.1, como esperado. Da mesma forma que 3.2, gostariamos
de ter uma férmula para a Visibilidade generalizada que seja continua dos elementos do
estado do quantom p, mas que seja baseada no padrio de interferéncia I 3.4 e reflita o

carater ondulatério do quantom, isto é, a Visibilidade V deve:

5A partir de agora, os superescritos nos somatorios serdo omitidos para simplificacio.
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e Atingir o minimo global quando I = %:
A vigibilidade deve ser minima quando nao ha nenhum padrao de interferéncia, ou seja,
0 quantom se comporta exclusivamente como particula. O comportamento esperado
de um feixe de n particulas ao passar com um aparato de n fendas é se dividir igual-
mente pelas fendas sem interferéncia, isso corresponde & uma intensidade (nimero de

particulas) de % para cada fenda.

e Atingir o maximo global quando p for puro e p;; = %, Vi:
O fato de p ser puro (p? = p) significa que podemos prever completamente o resultado
do experimento de interferéncia, se todas as populagdes forem iguais (p;; = %, Vi)

isto é, ndo obtivermos nenhuma informagao sobre qual caminho o quantom percorreu,

entdo esperamos o maximo padrao de interferéncia e portanto a maior Visibilidade.

e Ser insensivel ao se redefinir os pontos zeros das fases ¢; e a numeragao dos estados:

De fato, a Visibilidade deve ser independente do sistemas de coordenadas escolhido.
Considere <f>¢ a média da fun¢ao f (¢p1, do, ..., dyn) sobre todas as fases ¢;’s:

Py = (zi)n fﬂ 4, fﬂ abn .. | " dou f

0 0

Assim, usando 3.4 obtemos a média de I: <I>¢ = % e sua variancia:

(AN = (I =)D,

2
<{71l > lowi] cos [pr — &1 — arg (Pkl)]} >
I£k s

iz Z |pri]? cos? [pr, — ¢y — arg (Pkl)]>
]

v Nizk

+ % > pwil cos [y, — & — arg (p)] | oik| cos [¢1 — o — arg (Plk)]> +0
6

l#k

1 1 1
2 > 2lpwil? cos” [pr — 1 — arg (pkl)]> =3 > 2|ﬂkl|2§
¢

1#k Ik

1
=3 > lowl. (3.5)

l#k

Observe que se os feixes sao incoerentes, isto é, pg; = 0 para k # [, entao <(AI)2>¢ = 0. Por

outro lado, se |py| = L VI, k |k # | entdo <(AI)2>¢ atinge seu maximo: "5l

n3
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Assim, a variancia da intensidade <(AI)2>¢ ¢ uma medida da quantidade de interferéncia
e entdo da caracteristica de onda do quantom.

Normalizando-a chegamos na proposta para a Visibilidade, que atende aos requisitos

v:a¢(nfl)«An%¢ (36

ou ainda em termos dos elementos de p

n
= 2
V=== el (3.7)
£k

Observe que 3.7 se reduz ao caso conhecido para um g-bit (equagao 2.2) quando n = 2.

desejados:

Uma observacao importante é que essa formula obtida por Durr é relacionada com uma
grandeza experimental, a varidncia da intensidade, o que é intuitivo e fornece uma aplicabi-

lidade experimental imediata.

3.1.2 Previsibilidade

De forma analoga & Visibilidade, para representar o carater de particula de um quantom de

dimensao n procuramos uma fun¢ao continua P das probabilidades p;;’s, tal que:

e Deve atingir seu méximo global quando p;; = 1 para algum i (o que, pela unitariedade
do trago de p, todos os outros elementos da diagonal principal serdo nulos): Nesse caso,
sabemos com certeza o caminho do quantom, o que é esperado do comportamento de

uma particula.

. . s . D l .. .
e Deve atingir seu minimo global quando p;; = - Vj: Caso em que todos os caminhos
sdo igualmente provaveis e, entdao, nao temos nenhum conhecimento sobre o caminho

do quantom.

e QQualquer mudanca no sentido de equalizar as probabilidades p;;’s deve contribuir para
uma diminuicao de P: Qualquer mudanca deste tipo implica numa diminuicao do
conhecimento sobre os caminhos e,portanto, deve implicar em uma diminuicao da

Previsibilidade.

Fagamos entao um estudo sobre a distribui¢ao de probabilidade dos caminhos p;;. Denotemos
a média por:

Uiy =
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onde f; é uma distribuicao de probabilidade discreta. Assim, o valor médio das probabili-

dades de cada caminho sera:
1 1 . 1
Pij); = HZP” = T(p)=—.
J
O espalhamento rms (isto ¢, o desvio padrdo da probabilidade de cada caminho) é uma

possivel medida da Previsibilidade, por satisfazer as condi¢oes citadas anteriormente. Desta

forma, a medida de Previsibilidade sugerida por Durr é o espalhamento rms normalizado:

P = nilg(%—i)Z- (3.8)

Observe que podemos usar Tr (p) = Z pj; = 1 para manipular 3.8 e reescrevé-la como segue:

2

2 n 1 2

P S (o) :n_ll—NZ%]
J J

1
=— |- <ijj> + 05 | = — [ <Zpﬂ + 2%%) +anﬂ
| J J 7>
.
= n—1 2 < p]_j Z 2pjjpzz]

j>i

= D (s — o) (3.9)

Assim, vemos que a Previsibilidade generalizada calcula explicitamente a soma das diferengas
quadraticas entre as populacoes. Por 3.9 é facil verificar também que a Previsibilidade assim

definida se reduz ao caso conhecido de um ¢-bit (equagao 2.1) quando n = 2.

3.1.3 Dualidade Onda-Particula

Sobre a Pureza Qi = 773 + Vg esperamos duas coisas (como no caso de dois g-bits): primeiro
que ela respeite a relacdo de Dualidade Onda-Particula Q; < 1, a igualdade valendo no
caso puro; segundo que Q, seja invariante sob transformacao unitaria e, desta forma, nao

depender da base em que escrevemos p. Q; de fato satisfaz esses pré-requisitos, observe:
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1 1
2 _ E 52 2 12
h T 1 (pii = pjj) +2<1+ n—l) |pij]

7>t 7>t

1 1
Zp%i o1 Z PiiPjj + — Z PijPji + 2 PijPji
i J#i J#i VE

1
= Y pijpii + o 2. (piipii = piipsi)
i?j

1]
=T (57) + [T () - (1
1

n—1

[nTr (p*) —1]. (3.10)

Como Tr (ﬁ2) ¢ invariante sob transformacao unitaria, entao Q; também sera. Além

disso, como % < Tr (,62) < 1, os extremos valendo nos casos de menor e maior Pureza,
teremos para os valores de Q5: 0 < Q; < 1, como esperado. Portanto, as condigdes para a
medida de Pureza foram satisfeitas.

Assim como no caso de dois niveis, aqui também Q; serd o moédulo normalizado do vetor

na esfera de Bloch generalizada para n niveis. 6

3.2 Complementaridade por Jakob e Bergou

Nessa se¢ao serd descrito como em 2007 Mathias Jakob e Janos Bergou (que serao referidos
como os autores) chegaram em uma relagdo de complementaridade para sistemas bipartidos
de dimensoes arbitrarias. O aqui descrito é uma adaptagdo do artigo original dos autores

120].

3.2.1 Previsibilidade e Visibilidade a partir de SU(n)

Observe que no caso de um sistema quantico um ¢-bit (dimensao 2), na sub-segao 2.1.4 a
pureza do sistema, dada pela equacdo 2.12, é também o mdodulo do vetor de Bloch (no espago
de dimensao 3). Q% é ainda a soma quadratica dos valores esperados para os geradores de
SU(2).

Baseados nessas observacoes, para generalizar a Previsibilidade e Visibilidade para um

sistema quantico de dimensao n, os autores usaram o vetor de Bloch no espaco de dimensao

De fato, esse foi o caminho tomado por Jakob e Bergou em [20] para generalizar a Previsibilidade e a
Visibilidade para dimensoes arbitrarias. Essa demonstracao encontra-se na préxima segao.
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n? — 1, que esta unicamente relacionado, de forma completa e determinante a um sistema
quantico de dimensao n ([26], [28], [29] e [30]).
Foi feito o uso de um conjunto de operadores obtido em [?], que formam trés grupos

(A} = ({a}, {0}, {&}) denotados por u, v, w e definidos por:

ik = 17 <kl + k) (] (3.11)

O = =i (|7) (k[ = [k Gil)

l
i = <j1|j><j|—zu+1><1+1|) .
A relacdo entre N\ e os u's, v’s e w’s é dada pelo ordenamento (5\1,...,5%2,1) =
(U12y ..., 012, ..., Wp—1) = X. Onde 1 < j<k<nel<Il<n-1,de forma que se-
jam 2(5) + (n — 1) = n? — 1 operadores A, onde () = 2'(nn7l1)'

Tais operadores sao chamados de matrizes de Pauli generalizadas, sdo também operadores

que geram a algebra SU(n). Eles satisfazem as seguintes propriedades:

Assim, qualquer matriz densidade p pode ser expressa como uma combinacdo linear de

matrizes Ay:

SRS

n

T B 1. -
p= =T, 4= S e = = (I, + =7 X)),
p= ity R G0k = (1+ 57 3)

onde o vetor de Bloch associado é 7

7= (<il>, . ,<in2,1>) . (3.12)

O comprimento do vetor de Bloch ndo normalizado |7]? representa uma medida da quan-
tidade de informacao contida no sistema:

n%—1

2= ) ) =2 (Tr () — i) <2z (3.13)

n
k=1

TAlguns autores (|32], [33]) preferem normalizar o vetor de Bloch, desta forma teriamos p =

%(Lﬂm/%v?ﬁ).
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J& o seu comprimento normalizado nos dd uma medida da pureza Q do sistema, formula
identica & obtida na secao anterior 3.10:

n

Q2 = mh?lz = % (TI" (ﬁQ) — n) . (3.14)

A igualdade em 3.13 é obtida se o sistema for puro. E sabido que nem todos os vetores
de Bloch representam estados quanticos (para vetores normalizados a maior esfera que s6
contém estados validos [31] tem raio § ), pois os elementos da matriz densidade devem
obedecer |pjx|* < pjjpr-

"8 e propdem que a

Os autores se referem a |7]? como "propriedade de particdo tnica
uma parcela de |72 deve ser atribuida o carater de particula (Previsibilidade) P? do sistema
quantico, enquanto ao restante deve ser atribuido o cardter de onda (Visibilidade) V2.

Reescrevendo |7]? em termos das matrizes de Pauli generalizadas temos: 3.11:
n—1 n
42 PN EENT RN
72 = D0 Kl + Y5 (Kagl? + Kogol?) - (3.15)
I=1 k=1
i<k
Os autores argumentam que obviamente a Previsibilidade deve estar relacionada com
os valores esperados do grupo {w}, que detectam populacoes. J4 a Visibilidade deve estar
relacionada com os valores esperados dos grupos de geradores {u} e {0}, que medem cor-

relacOes. Assim, segue a proposta dos autores para a generalizacao da Previsibilidade Py, e

Visibilidade V, para um sistema de n niveis:

(p]? = 2 (i P — i) (3.16)
j=1

Vi = >0 (Kagol? + Kogol?) =2 7 Il (3.17)
k1 k1
<k otk

s LM

n—1
Py |
l

Ja a relacao de Dualidade Onda-Particula entre Py, e V), sera:

D*=Pl+Vi=2 (Tr (p*) — 1> < 2n=1) (3.18)

n n

A igualdade valendo no caso de p puro.
Observe que as definicbes de Previsibilidade e Visibilidade, assim como a relacao de
Dualidade obtida pelos autores sao idénticas as obtidas por Durr na secdo anterior, exceto
pela normalizagao que os autores preferiram nao usar para preservar a interpretacao de que

P? 4 V2 representa uma quantidade (e ndo porcentagem) de informacdo contida no sistema.

8single partite property
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3.2.2 Concorréncia e Complementaridade

Considere agora um sistema quantico bipartido ¢4 ® % cujos subsistemas possuem di-
mensoes finitas e arbitrarias ng4 e np. Para generalizar a Concorréncia, os autores usam um
artificio de "engenharia reversa', isto é, supoe que deve existir uma relagdo de Complemen-
taridade entre as propriedades de particio tnica (locais) D? = P? + V? e 0 emaranhamento
do sistema composto medido pela concorréncia generalizada C124 - Essa relagao deve ser da
formas:

2 (nk - 1)

P2 V24 (cffg)Q ~- D24 (cf;g)Q <= (3.19)

onde k = A, B. A igualdade é satisfeita se, e somente se, o sistema global for puro. Outra

forma de escrever essa relacdo seria:

N2 2(ma—1) 2(ng—1
Pi+vi+7>§+v%+2(cg;) < (n;;‘A ) 4 (”EB ) (3.20)

Considere o sistema global puro. Nessa situagdo a relacao 3.19 é saturada e podemos

chegar na féormula para a Concorréncia generalizada:

(cﬁ,"g)Q S22 ) g 20wl (Tr (}) - 1) —2(1-Tr (p2)). (3.21)

ng ng ng
Observe que para um sistema global puro? temos 0 < Tr (pi) = Tr (pQB) < %, onde

n = min(na,np). Entdo, a Concorréncia assim definida tera os valores:

0< (cﬁﬁ%)z L2n=h

n

A Concorréncia obtida por Jakob e Bergou é idéntica a I-Concorréncia, obtida & partir

do inversor universal por Rungta et al em [22]:

(c5) = V/2vavs (1 - Tr ) (3.22)

contanto que a escolha das constantes seja ¥4 = vp = 1. Jakob e Bergou argumentam que
esta deve ser a escolha correta, pois assim a Concorréncia se reduz ao caso conhecido no caso
de dois g-bits e ndo depende explicitamente das dimensoes dos subsistemas '°.

De acordo com os autores, a Concorréncia, assim como a Previsibilidade e a Visibilidade,

nao devem ser normalizadas, e entdo ter uma dependéncia explicita em suas féormulas das

90 que segue é garantido pela decomposi¢ao de Schmidt
10Nesse caso, como se trata de sistema global puro, pela decomposi¢io de Schmidt, se vé que s6 importaria
a dimensao do sub-espaco de menor dimensao
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dimensoes dos sub-espacos pois, caso contrario, uma simples adi¢do de uma dimensao extra
nao utilizdvel em algum sub-espago mudaria seus valores. Essa normalizacdo é a diferenca
entre as generalizacoes da Visibilidade e Previsibilidade feita por Durr, em [21] e os autores.
Essa discussdo sobre a dimensido é o tema principal desta dissertacdo e seréd elaborada no

préximo capitulo.



Capitulo 4

Uma visao alternativa da relacao de

Complementaridade de dois g-dits

A discussao que se segue é divergente na literatura e talvez seja o principal ponto deste

trabalho.

Ao generalizar a Previsibilidade e a Visibilidade para um sistema de dimensao discreta
e arbitréaria, Jakob e Bergou em [20] chegam em expressoes que nao dependem da dimensao
do espaco de estados nao sendo também normalizadas entre 0 e 1, desta forma a soma entre
a Visibilidade e a Previsibilidade é idéntica ao mdédulo do vetor de Bloch para o estado e
representa a quantidade de informacao contida nele. Porém, é esperado que a Previsibilidade
nos traga uma informacgao sobre o carater de particula do quantom e a Visibilidade sobre o
carater de onda, de forma que s6 podemos interpretar os ntmeros oriundos dessas expressoes
se tivermos em maos os valores maximos possiveis para elas, e estes valores dependem da

dimensao do espago de estados.

Ja em [21], Durr obtém as mesmas expressoes para Previsibilidade e Visibilidade porém

dependentes da dimensao do espaco de estados de forma a serem normalizadas entre 0 e 1.

24
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Desta forma, essas expressoes para Previsibilidade e Visibilidade fornecem imediatamente
a porcentagem do conhecimento respectivamente sobre os caminhos/populagbes (carater
de particula) e interferéncias (carater de onda). O leitor pode questionar: "é estranho e
nao faz sentido que a Previsibilidade ou Visibilidade mudem simplesmente por adicionarmos
dimensoes nao utilizaveis (eg. uma fenda tampada em um experimento de Young ou um nivel
atdmico que nao serd ocupado) no modelo do sistema". Porém, ao modelar o sistema, se
for adicionada uma dimensao nao utilizavel estaremos adicionando uma informacao sobre as
populagoes (ou caminhos), estaremos dizendo que exite uma populacdo zero em determinado
nivel (ou um caminho nao percorrido) de forma que é esperado que isso altere o valor a
Previsibilidade.

Considerando entao importante a normalizacio da Previsibilidade e Visibilidade, seria
possivel imaginar uma expressao também normalizada para a Concorréncia e, consequénte-
mente, uma nova relagao de Complementaridade. Isso sera feito a seguir.

Tendo em vista a discussao que nos precede, é imperativo ressaltar que no que se segue
todas as dimensées consideradas sao utilizaveis. Uma dimensao utilizavel é aqui definida
como uma dimensdo capaz de armazenar uma informagcao relevante para a modelagem do
sistema, o que em geral se faz na pratica. Por exemplo, em um sistema composto por uma
cavidade eletromagnética e um atomo de Rydberg, este possui varios niveis, mas ao descrever
o espago de Hilbert para o seu quantom (modelar o sistema), o descrevemos com dimensao
igual a 2, pois somente dois niveis (o fundamental e o excitado, em geral descritos por |g) e

le)) sdo interagentes com a cavidade.

4.1 Uma Concorréncia Normalizada

Como ja dito anteriormente, a generalizacao da Concorréncia 2.13 para sistemas bipartidos
de dimensoes arbitrarias se chama a I-concorréncia, e foi feita originalmente por Rungta et
al em [22], por meio do inversor universal.

De acordo com [22], para um sistema bipartido |¥) € ) ®.¢5 com dimensoes arbitrarias

dim (%) =l e dim (#3) = k, com | < k, a Concorréncia sera:

Co = yfvavp [1 - T (33)] (4.1)
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onde v4 e vp sdo constantes que aqui serdo escolhidas de forma que a Concorréncia seja
normalizada, isto é, 0 < Cy < 1. Assim, a nova proposta para Concorréncia de um sistema,

de dois g-dits sera:

Co = [y [ (72)] )

Observe que tal definicdo se reduz ao caso conhecido de dois g-bits 2.13 quando [ = 2. E
importante ressaltar que [ é a menor dimensao utilizavel entre os subespacos ¢4 e H#R".

Jakob e Bergou, em [20], definem uma Concorréncia que mede a quantidade de informacao
compartilhada entre os subsistemas, a nossa escolha de v4 e v nos permite interpretar a
Concorréncia como a porcentagem de informagcao compartilhada em relagao a quantidade de

informacao passivel de compartilhamento.

4.2 OQutra féormula para a Complementaridade em sistemas de

dois g-dits

Com essa nova proposta de interpretacao para a Concorréncia generalizada, podemos sugerir
uma, outra férmula para a Complementaridade, uma que talvez se assemelhe mais & conhecida
no caso de dois g-bits.

Para um sistema bipartido puro |V) € s ® % com dimensoes arbitrarias e utiliza-
veis dim () = [ e dim (#B) = k, com [ < k. Utilizando as seguintes féormulas para a
Visibilidade V,;

Previsibilidade P, Pureza Q,,, e Concorréncia Cy:

pcH pcH
v2 —af1e Dlpisl? o — > (pii = pig)°
o = n—1 Pijl s e T 1 Pii — Pjj) >
7>t 7>t
l
2 2 2 2 2
[ seC=A
Onde n = . As relacoes de complementaridade sugeridas sao:
k se C =B
Cy+9Q3, =1 (4.3)
E(Lk)CG+ Q3 =1, (4.4)

' A dependéncia somente da menor dimenséo entre os sub-espacos pode ser entendida pela decomposicio
de Schmidt, pois estamos lidando com um espago global puro
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onde
1_
1—

~I=

(k)= (4.5)

Bl

Observa-se que para o sub-sistema de maior dimensao surge a necessidade de se acres-
centar um "termo de escala"menor que a unidade £ (I, k). Isso ocorre porque o sub-sistema
de menor dimensao nao é capaz de "roubar"toda a pureza do sistema de maior dimensao,
em outras palavras, mesmo que os quantons estejam totalmente emaranhados, nao é possivel
obter toda a informacéao sobre o quantom de maior dimenséo realizando medidas no quantom
de menor dimensao. Uma melhor interpretacao desse fator £ (I, k), em termos da informagao
compartilhada entre os quantons serd dada na sub-secdo que se segue.

Para demonstrar 4.3, basta usar 4.2 e 3.10 para o subsistema A (dimensao [):

l ) 1 ,
Ch+ Q5 = [1=Te(03)] + 7= [1Tr () —1] =1.

A demonstracao de 4.4 é simples se for observada a ac¢do de £ (I, k).
4.2.1 Interpretagao de £ (I, k)
A informacdo mutua compartilhada entre os dois subsistemas é dada por 2:
S(A:B)=S(A)+S(B)—S(A,B).

Considerando a entropia linear, teremos para os subsistemas e o sistema composto 3:

S(A,B) = S (pu) =1 = Tr ((|@)(¥])*) =0.

Considere agora que o sistema esteja maximamente emaranhado, isto é, Cg = 1 =
Tr (/3124) =Tr (;323) = % Teremos entao para a méxima informagao compartilhada entre os

subsistemas:
1
SMT(A:B) =2 (1 — l) . (4.6)
Agora imagine que, ao invés de estar completamente emaranhado com o subsistema A

de dimensao [, o subsistema B esteja completamente emaranhado com um subsistema A’ de

?Para o leitor que ndo esteja acostumado com teoria da informacio é recomendada a leitura de [27].
3Este resultado para o sistema composto é esperado ja que no caso ele é puro e, portanto, possui entropia
(desinformagao) nula.
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dimensdo igual a sua, isto é, dim (/) = k. Entao a informacao compartilhada entre eles

sera:

smar (AT B) =2 (1 — i) : (4.7)

Desta forma, identificamos £ (I, k) e somos capazes de dar uma interpretagdo para ele:

Smer (A : B)

E(Lk) = Smaz (47 B)’ (4.8)

Percebemos que & (I, k) representa uma quantificacdo (em termos de uma porcentagem )
da maxima informacao que o subsistema de maior dimensao é capaz de compartilhar com o
subsistema de menor dimensdo. Ou ainda, representa a propor¢ao da maxima pureza que o

sistema de menor dimensao consegue "roubar"do subsistema de maior dimenséao.



Capitulo 5

Conclusao

Nesse trabalho estudamos a quantificacao do principio da complementaridade para inter-
ferometros. Analisamos a Complementaridade entre as caracteristicas de onda (Visibilidade),
de particula (Previsibilidade) e o emaranhamento (Concorréncia) com um possivel aparato
de medida.

Vimos no capitulo 2 que, no caso em que o interferdmetro possui dois caminhos/fendas
e o detector também tem dimensao 2 (2 g-bits), essas grandezas se relacionam de forma
complementar por uma igualdade "pitagérica" 2.14. Tal fato quantifica a complementaridade
como proposta por Bohr em [9].

Em seguida, no capitulo 3, fizemos uma revisao da literatura sobre a generalizacao desta
relagao de complementaridade para interferometros com n caminhos/fendas e detectores de
dimensao também arbitraria (dois g-dits). Vimos que Jakob e Bergou em [20] generalizam a
Previsibilidade e Visibilidade através dos geradores de SU(n) e discutem o caso em que ha
emaranhamento com outro subsistema. Usando a I-Concorréncia generalizada [22], chegam
a uma relacao de complementaridade 3.19. Porém tal relacao nao é tao elegante quanto a
igualdade "pitagorica" no caso de um sistema de dois g-bits. J4 Durr, em [21], generaliza as
férmulas para a Visibilidade e Previsibilidade para um interferémetro de n fendas, obtendo
formulas com contetdo idéntico as obtidas por Jakob e Bergou, porém normalizadas & uni-
dade, o que facilita sua interpretacao e aplicabilidade experimental. Porém Durr ndo discute

0 caso em que hd emaranhamento com um outro subsistema.

No capitulo 4, fizemos uma discussdo sobre a normalizagdo ou ndo dessas grandezas,

29
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e estudamos o que acontece quando normalizamos também a I-Concorréncia, no caso em
que ha emaranhamento com outro subsistema (por exemplo, um aparato de medida). Des-
cobrimos que fazendo isso é possivel obter uma férmula para complementaridade entre a
Previsibilidade, Visibilidade e Concorréncia em um sistema quéntico bipartido de dimensdes
discretas, finitas e arbitrarias (dois g-dits) que se assemelha a rela¢ao "pitagoricaobtida no
caso de dois g-bits. Ao fazer isso surge naturalmente um termo de escala que chamamos de
¢(l,k), onde [ e k sdo as dimensodes dos subsistemas.

As nossas relagoes de Complementaridade 4.3 e 4.4 nao diferem em conteudo da obtida
por Jakob e Bergou em 3.19, mas facilitam a interpretacao e aplicabilidade experimental.
Assim, o proximo passo deste trabalho seria sugerir um experimento que pudesse testar
as relagoes 4.3 e 4.4. Isso talvez possa ser feito usando fibras 6ticas para construir um

interferdometro de n caminhos como o da figura 3.1.



Apéndice A

Conceitos Importantes

Nesse apéndice seréd feita uma revisao sobre temas importantes para a leitura desta
dissertacdao. Serdao abordados temas inerentes ao estudo de sistemas quanticos compostos.
Grande parte do aqui presente foi inspirado na referéncia [34]. E necessario que o leitor esteja
familiarizado com fundamentos de Mecanica Quéntica, notagao de Dirac, operador densidade
e fundamentos de Algebra Linear. Outro assunto importante para o bom entendimento dessa
dissertacao (que nao seré abordado nesse apéndice) ¢ fundamentos de Informacao Quantica,

para tanto é recomendada a leitura de [27].

A.1 Sistemas Quanticos Compostos

Sistemas quénticos compostos sdo aqueles constituidos de duas ou mais partes, como duas
particulas de spin % (dois g-bits); n particulas de spin 1 (n g-trits); um atomo de hidrogénio
com um préton e um elétron; ou ainda um elétron passando por uma fenda dupla com um
detector de caminho nas fendas (também dois ¢-bits). Nesse trabalho serdo tratados somente
sistemas bipartidos com sub-sistemas de dimensoes discretas e sistema global puro. O ente

quantico (particula, foton, etc) caracterizado pelo sistema serd chamado de quanton.

31
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Considere /4 e 7 os espacos de Hilbert! dois subespacos tomados separadamente, com di-
mensdes arbitrarias (mas finitas) e bases ortonormais {|m{(MY}, m = 1,2,..., Ny e {|[n(M)}, n =
1,2,..., Ns.

O espago de Hilbert para o sistema composto é dado pelo produto tensorial dos subespacos:
H = 4 Q H e pode ser construido a partir das bases de J4 e J4, isto é, qualquer vetor

|¥) € A pode ser escrito como:
8 = 3 D)@ 1@y = 3 Conn man.

Os produtos internos de J# e 9% levam a um produto interno em . dado por:
{mn|m/n"y = {m|m"y{(n|n"y = S Onn - (A1)

Assim, o produto interno de |¥) com outro elemento de 57, digamos |¥') = > C/  |mn),

sera:

(WU = 3 CrnCrap = (VD)7

A.2 Estados Emaranhados

Observe que todos os pares de estados pertencentes aos subespagos 4 e %3 fazem parte de
J€, isto é, para todos os pares |¢p1) ® |p2) com |p1) € JA e |p2) € 5 é facil encontrar os

coeficientes Cy,, basta escrever |¢1) e |¢2) nas bases {|m(D)} e {|n)}:

[61) = D Am M 1)), [d2) = D vm [n2))
m n
= |61 ®|¢2) = D Ymn [mn).
m,n

Reciprocamente, um estado de ¢ poderé ser escrito na forma fatorada, isto é, como pro-
duto direto de estados das particoes, se seus coeficientes de expansao C,,, forem da forma
YmYn. Por exemplo, considerando o caso de dois g-bits, o estado % (|01) + |00)) pode ser
escrito como % |0>® (|]1) + ]0)) e, portanto, é considerado um estado produto. J& o estado
% (|00 + |11)) nao pode ser escrito de forma fatorada.
Os estados do espaco composto ¢ que nao podem ser escritos de forma fatorada sdo cha-

mados de estados emaranhados. Esta denominagio foi dada por Schrodinger em 1936.

!Espaco vetorial completo, (isto é, toda sequéncia de Cauchy é convergente) com produto interno.
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Para dois g-bits, os estados maximamente emaranhados? sdo os chamados estados de Bell:

|B1) = \}5 I+ +1==)) , [By) = \;5 (I+=>+1-+) (A.2)

1

|B3) = NG (I+=>—=1=)) e [By = \}5 (I++> ===

A existéncia dos estados emaranhados se torna mais curiosa e assustadora se considerarmos
o postulado do Colapso. A medida em um subsistema (quanton) faria com que o estado
global colapsasse e entao poderiamos inferir o estado do outro subsistema (quanton), inde-
pendente de onde ele estiver, essa troca instantanea de informacgdo, de carater nao local,
incomodou (e incomoda) muita gente, levando Einsten, Podolski e Rosen a elaborarem o
famoso paradoxo EPR [35], que anseia por caracterizar a Mecénica Quantica como teoria
incompleta. Em 1964, Bell [36] desenvolveu suas famosas desigualdades, que tornaram pas-
siveis de comprovagao os carateres de realidade e localidade da mecénica quantica. Para um

apanhado histérico e melhor compreensao do assunto é aconselhéavel a leitura de [37].

A.3 Traco Parcial e Operador Densidade Reduzido

Quando um estado |U) € 7 = S ® 73 nao estd emaranhado, isto é, podemos escrevé-lo da
forma fatorada |U) = |¢1) ® |p2), entdo o estado de cada subsistema pode ser representado
por seu respectivo vetor de estado |¢1) ou |p2). Mas e quando |¥) for emaranhado? Como
representar os subsistemas?

Para respoder a essa pergunta, primeiramente lembre-se que o estado global, digamos |¥) =

Y m.n Cmn mny também pode ser representado pelo seu operador densidade

o] ’ I
pv = T " T;L CrnCrrrr My {m'n/| (A.3)

de forma que o valor esperado de um observavel O ¢ dado por (O) = Tr(pgO). Calcule-
mos entao o valor esperado de um observavel A que atue somente no subespaco 41, isto é,

A = Al ®ﬁ2:

20 emaranhamento sera quéantificado nas segdes seguintes.
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(Ay="Tr (flp\y) = Z (mn|Apy|mn)

= > Gl dy @ Tolmny (n'n!|pwlmny = Y Cmn| (JAimy @ [n')) m'n | pumm)
= 7 (m| Ay’ S ' [P mny = 3 (ml Ay |y (/) py lmn)

= " (m|Arm!y (1Y) Im) = Y (m| Ay jm)y

= TI'1 (fllﬁfyl)) . (A4)

Onde Tr; indica o trago sobre o subsistema 1 e [)S) ¢ a matriz densidade reduzida do

subsistema 1, que é o obtida tomando-se o traco parcial sobre o subsistema 2, isto &,

(m[p |m’y = 3 (mnpy|m'ny, (A.5)

ou explicitamente (usando A.3):

) = Tra(pe) = Y| pu |n"

nl/

= 2" | D] ConCryy lm) (/| [ I
n m,n

m/ .n’

= Z Cmnc;,:/n/(sn”nén”n’ |m> <m'|
m,n

m' n’
n//

= Y ConnCrp [y {(m’] .

m,m’
n

Por A.4, vemos que operador densidade reduzido ﬁg) desempenha para o subsistema 1 o

mesmo papel que o operador densidade pgy desempenha para o sistema global, nesse sentido

(1)

pode-se dizer que py,’ representa o subsistema 1. O subsistema 2 é tratado de forma anéloga.

Observe que o traco parcial sobre o subsistema 2 nao depende da escolha particular da base

de %, de forma que o operador densidade reduzido ,651,1 ) também nio dependerd e a notagao

/351,1) = Try (py) € justificada.
O operador densidade reduzido possui as mesmas propriedades de hermiticidade ?, ndo ne-

gatividade e unitariedade do trago que o operador densidade global, porém nem sempre

3Portanto, autovalores reais.
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o operador densidade reduzido é idempontente*, quando for, existira um vetor pertencente
ao subespaco em questao, digamos |¢1) € 4, tal que ﬁ$) = |p1){p1]| e ﬁg) representard o
estado puro |¢).

Veremos pela decomposigao de Schimdt que se o estado global for puro, entao os operadores
densidade reduzidos dos subsistemas possuem os mesmos autovalores e, portanto, a idem-
poténcia de um implicara na idempoténcia do outro®, desta forma ambos os estados dos

subespagos serdo puros e poderdo ser representados por vetores em J4(|¢1)) e H(|p2)).

Isso inplicard que o estado global é fatoravel (|¥) = |¢1) ® |p2)) e, assim, ndo emaranhado.

A.4 Decomposicao de Schmidt

Considere um sistema quéantico puro, bipartido |V) € ¢ = J# ® 7, cujos subsistemas
possuem dimensdes arbitrérias de forma que (sem perda de generalidade) dim(.747 < 743).
Sejam {|m)} e {|n)} bases de J# e % respectivamente. O vetor de estado |¥) pode ser

escrito como a soma dupla:

[T) = " Cou [,

onde Cpy = (mn|¥) e (U|U) = 3 |Cppp|> = 1.
A decomposicao de Schimidt para o estado |¥) trata-se de uma escolha (muito) particular
de bases de 4 (|uMY) e de 75 (|uP)), escolhidas especiamente para o estado global |¥),

tal que a sua expansio se torne uma soma simples:

Ty = >y, [y @ ). (A.6)

(1)

Essas bases especiais sao as bases dos autovetores dos operadores densidades reduzidos py,

(2 . ) . " .
e p&,) e a soma simples so é possivel porque esses operadores hermitianos, nao negativos, de

trago 1, possuem os mesmos autovalores. Esses fatos serao demonstrados a seguir.

(1)

O primeiro passo é obter os autovetores do operador densidade py,” do subespago de menor

. ~ (1), " .
dimensao 7. Como p&,) é hermitiano, pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal

de 7] formada pelos autovetores de pAEI}), digamos {|u(M)}. As outras propriedades de /3&,1)

(nao negatividade e trago unitario) garantem que seus autovalores (digamos, {P,}) sejam

“Isto é, um projetor. Ou seja, (/351,1))2 =

5Um operador idempotente possui um autovalor igual a 1 e os demais nulos.

~(1
)
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nao negativos e somem 1. Resumindo:

A1) = Byl (A7)
WOy = 6,0, (A.8)
P, =1 (A.9)
w

Para obter a base ortonormal do espago de maior (ou igual) dimensdo .74, formada pelos

A(2)

autovetores de py’, serd usada uma aplicacdo (que depende do estado global |¥)) Sy :

{|{VY} — 4 definida em uma base ortonormal {|n(®} de % por:

Su 1Dy = 3@ (D@ @) = ). (A.10)

(2)

A seguir serd demonstrado que os vetores |/1(2)> sao autovetores de py,

(1)

iguais aos autovalores de py,

com autovalores

P [A®) = Tey ([w) () (Z [nt) () (Q)I\P>>

2<WW®M@WMWMM%W@(ZW%M%%®>

I ! n!
SRR

= Z GO/ @ [0 B | DN 50, (i In Py [n/ )y

,U/ n/ n//

n

[P0, =l (1= P16,

S 2O ) (W] On ) OB [

T
nhut n

= > P (e |0) (0@

/
TL,/J

= Pu Y On ]y [

=P, |i?y. ¢ q d
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Resta demonstrar que os autovetores {|i(?))} de [’5&2) sao ortogonais, de fato:

U
onm

———
GO = X @) ) (O]

n’,n

= > On®) (uWn®|w)
= 2 GO0y (| Dn @)y

N ~(1
— [Tra(pu)] = ulp 1’y
= PM/%M/. C. q d

(1) (2)

Assim, os autovetores de py’ sao levados por Sy aos autovetores de py’, com os mesmos
autovalores. Mas a dimensao de 5% pode ser maior que a de 777, e os restantes autovetores

de ﬁg)? Por A.9, a soma dos autovalores compartilhados é 1, portanto, devido as condig¢des

(2 ~ . s (2
sobre psp) de nao-negatividade e trago unitario, os autovetores restantes de ,051,) possuem
autovalores nulos e pertencem ao seu ntcleo.

Outra propriedade importante decorrente do fato dos operadores densidade compartilharem

0s mesmos autovalores é que, como Tr [(ﬁg))Q] = Z# Pﬁ, entao®

A(1 A(2
Te [ (64)2] = T [(65))?] (A11)
Podemos entdo definir uma base ortonormal de 7% normalizando {7i(?}, isto é (para P, # 0:

1

12y = —— |i®) = D) = 5.

E

Assim, o estado puro |¥) terd a seguinte expansao, conhecida como decomposicao de
Schimdt:

) = YD) pOn@w) = 3710 @ )
o

1,
_ Z N <|M(1)> ® |M(2)>) . (A.12)

Observe que se ,551,1) for idempotente’, entdo possui somente um autovalor nao nulo e igual

(2)

a 1, o mesmo ocorrerd com py~°, que possui os mesmos autovalores, assim os estados dos

subespagos JA e % serdo puros e a decomposicdo de Schimdt para o estado global sera:

) = 1D = D@ | = 1) (4.13)

5Lembrando que nesse caso o estado global & puro.
2
A1 (1
"Ou seja, pEI,) = <p$1,)>
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Ou seja, o estado global |¥) ndo serd emaranhado. Por outro lado, é imediato que se
|¥) nao for emaranhado entao os estados dos subespagos serao puros e terdo operadores
densidades idempotentes. Desta forma, temos uma condicao necesséria e suficiente para o

emaranhamento de um estado global puro, bipartido:

|¥) emaranhado < ﬁg) # (ﬁg))Q, onde j € {1,2}. (A.14)

A.5 Medidas de Emaranhamento

Pode-se pensar que o estado |¥) estd tdo mais emaranhado quanto mais "diferente"[)g) é
. N 2
de (ﬁg))z, ou quanto mais distante Tr {(ﬁ@) } estd de 1, j4 que o traco é idependente
()

da base em que os py’’s sao representados. Assim, o emaranhamento nulo ocorre quando

[)EI{) for puro, isto é, temos o maximo de informacao possivel sobre os subsistemas tomados

N 2
separadamente, nesse caso, Tr {(ﬁ&p) ] =1.

P lad h Axi : do piV : i
or outro la 0, O emaran amento maximo ocorrera quando p\I/ represental uma mistura

estatistica, isto &,

(1) _ 1 1)
P = Gmay)

nesse caso possuimos o minimo de informacao possivel dos subsistemas separadamente e

(6] -[6Y]- st

seu valor minimo®.

A.5.1 Medidas Entrépicas de Emaranhamento

Desta forma, como entropias medem incertezas associadas a sistemas, medidas entrépicas

dos operadores densidades reduzidos sao boas medidas de emaranhamento. Dois exemplos

comuns de entropia sio a entropia linear?:
, . A\ 2
$1p9) =T || - v [(ﬁ&?) ] =1-YF2 (A.15)
o

8Lembrando que dim(74) < dim(s%4).
9Limitada e nio aditiva
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com alcance 0 < 57 < %, onde N é a dimensdao do menor subespago; e a entropia de

Von Neumann!?:

Sun(p§)) = = Te [ 10g, (55) | = . Prlogs (). (A.16)
n

com alcance 0 < Sy, < logy(N).
Para um bem fundamentado estudo sobre entropias e teoria da informacao quéntica é acon-

selhada a leitura de [27].

A.5.2 Concorréncia

Para sistemas de dois g-bites, uma simples medida de emaranhamento é a Concorréncia
([18], [19]), intimamente relacionada com a entropia linear.

Considere um estado puro |¥) € 74 ® 4, com dim(s4) = dim(.4) = 2. a Concorréncia
de |U) é definida por:

Cy =\/2 {1—Tr<(ﬁg))2)}, com j € {1,2}, (A.17)

possuindo valores entre 0 e 1. Um bom exercicio é verificar a unitariedade da Concorréncia
para os estados de Bell A.2.
Para um melhor estudo sobre sistemas quénticos compostos e emaranhamento, que inclui

casos em que o sistema global nao é puro, ¢ aconselhavel a leitura de [34].

10N30 limitada e aditiva
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