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RESUM O

Na transicdo do século XIX para o século XX, a matemética conguistou desenvolvimentos importantes.
Contudo, a esses desenvolvimentos, seguiu-se a descoberta de paradoxos, entre eles os conhecidos paradoxos de
Russell e de Cantor, que abriram as discussdes sobre os fundamentos da matemética. Estas discussdes visavam
encontrar uma fundagdo segura, livre de erros e imprecisdes, para esta ciéncia. O Intuicionismo, uma alternativa
para a matemédtica classica, teve origem nas ideias construtivistas expostas pelo matemético holandés L. E J.
Brouwer, e tinha como consequéncia a rejeicdo do Principio do Terceiro Excluido. Tal rejeicdo esta baseada,
sobretudo, na tese de que o0s objetos mateméticos sao construces mentais e, por conseguinte, narejeicéo de um
ambito suprassensivel e pré-existente de entes mateméticos. A ssim, o objetivo do presente trabalho é mostrar que
essa tese depende do modo pelo qual Brouwer compreendia trés conceitos fundamentais para a matemética, a
saber, infinito, verdade e existéncia. A seguir, mostraremos as consequéncias da rejeicdo do terceiro excluido na
aritmética. Veremos que, pelo menos no caso da aritmética, a rejeicdo do terceiro excluido ndo seria suficiente
para evitar inconsisténcias. Discutiremos as traducgdes de duplas negagdes apresentadas por Kolmogorov, Godel
e Gentzen e, por fim, apresentaremos uma prova da equiconsisténcia da aritmética intuicionista e classica.

Palawras-chave: Intuicionismo. Principio do Terceiro Excluido. Verdade. Bxisténcia. Infinito. Traducdes de
Dupla negagdo. Equiconsisténcia.



ABSTRACT

During the transition from the XIX to the XX century, mathematics got important developments. However, these
developments were followed by the discovery of paradoxes, including the known paradoxes of Russell and
Cantor, who opened the discussion on the foundations of mathematics. These discussions aimed to find a secure
foundation free of errors and impreciseness for this science. The Intuitionism, an alternative to classical
mathematics, was originated in the constructivist ideas exposed by the Dutch mathematician L. E J. Brouwer,
and has resulted in the rejection of the Principle Excluded Middle. This rejection is mainly based on the thesis
that mathematical objects are constructs of the mind and, therefore, the rejection of one supersensible and
preexisting field of mathematics entities. We aimin this work to demonstrate which that thesis depends on the
way in which Brouwer includes three fundamental concepts to the mathematics, namely, infinite, truth and
existence. After, we demonstrate the consequences of the rejection of Excluded Middle in arithmetic. We will
see, at least in the case of arithmetic that rejection of the Excluded Middle would not be enough to avoid
inconsistencies. We also discuss the translations of double negations performed by Kolmogorov, Gentzen and
Godel and, finally, we will introduce a proof of the equiconsistency of intuitionistic and classical arithmetical.

Keywords: Intuitionism. Principle of the Bxcluded Middle. Truth. Bxstence. Infinity. Translations of double
negations. Equiconsistency.
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1. INTRODUCAO

Em 1907 o matemdtico holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881- 1966)
defendeu sua tese de doutorado intitulada Over de gronddagen der wiskunde. Nesse trabaho
ele comecou a desenvolver o pensamento intuicionista e sua critica a légica matemgtica,
contrapondo-se a poscdo de mateméticos como, David Hilbert. O periodo de
desenvolvimento das primeiras nogdes do Intuicionismo esta influenciado por uma forte
producdo académica nas &eas de fundamentos e filosofia da matemética em meados dos
seculos XIX e XX, hga vista o surgimento de trés escolas em um periodo de 30 anos, o
Logicismo®, o Formalismo® e o Intuicionismo, defendendo pontos de vistas diferentes sobre
como estabelecer uma fundagdo segura, livre de conceitos imprecisos e erros, para a
matemética.

A tentativa de estruturar a mateméatica como uma ciéncia segura remonta a Grécia
antiga, quando Platdo formuou sua Teoria das Formas’defendendo a existéncia de um
mundo abstrato e imutavel no qual estariam todos o0s elementos mateméticos, e caberia ao

o Logicismo em Filosofia da M atematica representa, basicamente, uma teoria que concebe a matemética como
uma extensao da logica, neste sentido, a matematica é redutivel a l6gica. Bertrand Russell, Alfred N. Whitehead,
Richard Dedekind e Gottlob Frege foram defensores desta escola matemética. O Logicismo foi responsével por
varias descobertas acerca da Aritmética e Teoria dos conjuntos, tendo como percursores Dedekind e Frege. A
propagacdo dos trabalhos do Logicismo foram promovidas e impulsionadas, em partes, pela descoberta de
alguns dos paradoxos; dentre eles o Paradoxo de Russell que mostrou que o sistema desenvolvido por Frege, na
tentativa de mostrar que a aritmética pode ser obtida por meios estritamente [6gicos sem 0s recursos daintuigao,
era inconsistente por possuir um axioma que nos permitiria provar qualquer coisa dentro do sistema. O sistema
de Frege permitia que se definisse um conjunto a partir da propriedade_ ser um conjunto que ndo pertencea s
mesmo, isto é, grosso modo, um conjunto R= {x : x € X}, assimR € R se, e somente se, R ¢ R. O Paradoxo de
Russell foi motivado pelo Paradoxo de Cantor (relativo ao maior ndmero cardinal) criado no final do século
XIX, como parte das pesquisas de Cantor a respeito dos conjuntos infinitos e que foi aiometizado por Frege na
Begriffsschrift. Bertrand Russell procurou provar que havia uma falha na demonstracéo de Cantor, no sentido de
que ndo existe um cardinal maior que todos os outros, e uma falha no sistema de Frege. Como desenvolvimento
da Teoria dos Conjuntos por Zermelo e Fraenkel, ZFC, dando prosseguimento ao Logicismo, 0s problemas
relacionados as inconsisténcias ou incoeréncias na Teoria dos conjuntos de Cantor puderam ser resolvidas.
Cf. SILVA, Jairo J. da, 2007, p.123- 142.
%A escola Formalista, em que se insere o Programa de David Hilbert como uma tentativa de reformular as bases
da matemética, comegando pela aritmética, de forma rigorosa, seguiu a ideia de que 0s enunciados matematicos
e légicos podem ser considerados como consequéncias de certas regras de manipulagdo. Para tanto Hilbert
propds reduzir a matemética a um conjunto finito e completo de adomas, e provar a consisténcia destes axiomas.
O programa de Hilbert sofreu grande prejuizo com o Teorema da Inconmpletude de Godel, que mostrou que um
sistema completo e consistente de axiomas para toda mateméatica seria impossivel.
% A Teoria das Formas ou Teoria das Ideias foi desenvolvida por Platdo em seus didlogos através de seus
personagens (principalmente Socrates) e defende que a realidade mais fundamental é composta de ideias ou
formas abstratas. Para ele, estas ideias sao 0s Unicos objetos passiveis de oferecer verdadeiro conhecimento. As
ideias ou formas estariam no mundo inteligivel, fora do tempo e do espaco e sua natureza seria inacabéavel e
imutével. Em contrapartida a este mundo, no mundo comum os objetos da realidade se organizariam de acordo
com estas ideias ou formas primordiais, porém sao apenas imitagdes imperfeitas.
Cf. RICKLESS, Samuel, Jul/2011.
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metemético descobrir estes objetos. As ideias de Platdo movimentaram discussdes acerca dos
fundamentos da matemética por muito tempo, apesar de atuamente poucos mateméticos
acreditarem completamente no reino puro das idelas de Platdo, o0 pressuposto de que a
matemética esta em um dominio fora desse mundo é muito presente. Segundo Jairo José da
Silva,

Hoje poucos ainda aceitam seriamente o reino puro de ldeias de Platéo, a suateoria
da reminiscéncia, e outras idiossincrasias da sua filosofia, mas a imagem da
matemética como uma ciéncia de um dominio fora desse mundo ao qual ascendemos
pelo pensamento ¢é ainda a “filosofia” natural dos matematicos. Os fildsofos de hoje
procuram arduamente transformar este estereGtipo numa filosofia articulada.
(SILVA, Jdiro J. da, 2007, p.43)

Em contraposicdo a esta perspectiva para a estruturagdo da matemética como
ciéncia, surge o construtivismo, que rejeita a ideia de que os objetos mateméticos estariam em
uma redidade independente da mente humana, e dfirma que estes sdo congtruidos. O
surgimento dos métodos congtrutivistas também remontam a Grécia antiga, especificamente
a0 filbsofo Aristoteles, que foi o primeiro sistemetizador da l6gica formal, colocando o
homem como construtor do mundo matemético. Mas o construtivismo ganhou énfase apenas
no comeco do séeculo XIX, quando os matemdticos trabalhavam com a pretensdo de
desenvolver a teoria dos ndmeros reais em termos da aritmética dos nUmeros racionais, e
reduzir a aritmética dos racionais a aritmética dos inteiros ndo-negativos, processo conhecido
como aritmetizacdio da andlise’, tentando assm eliminar problemas com as definicdes de
conceitos, tais como a de infinitesimais.”

O Intuicionismo foi, dentre as vertentes do Construtivismo®, a meis difundida,
afirmando que a matemdtica deveria ser reconstruida sob o edificio da mente humana. Assm

Brouwer, o fundador do Intuicionismo, relega a existéncia de objetos mateméticos

“ Em poucas palavras, podenmos afirmar que Aritmetizag&o da andlise consistenareducéo de conceitos daanélise
aconceitos aritméticos.
°A nocgdo de infinitesimal foi formulada inicialmente por Gottfried W. Leibniz e surgiu com a defini¢céo original
de derivada e integral. Na histéria da matemética, o infinitesimal é concebido como um namero tdo pequeno
quanto se queira, porémmaior que zero. Contudo, este conceito desencadeou discussdes entre mateméticos, pois
parecia levar contradicbes e inconsisténcias em andlise aritmética; por este motivo, estudiosos consideram a
noc¢do de infinitesimal um dos fatores que levaram a génese do retorno ao construtivismo no inicio do século
XX. Cf. CARVALHO, TadeuF.de, D’OTTAVIANO, itala M. L., 2006, p. 13- 43.
¢ Como exenplos de abordagens que estdo baseadas em ideias construtivistas podemos indicar: o Finitismo de
David Hilbert e Paul Bernays; o Bishop's Constructive Mathematics, programa de andlise construtiva de Andrey
Markov e Errett Bishop; e a Constructive Recursive Mathematics de Nikolai A. Shanin.
Cf. van DALEN, D., TROELSTRA, A.S, 1988, p.1- 4.
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independentes da mente e a transcendéncia de verdades matemdticas. Apoiando-se na ideia de
gue os objetos mateméticos devem ser construidos pela mente humana, através de métodos
construtivos, e a verdade de uma proposicao matemética é afirmada a partir de sua prova. Para
0 programa intuicionista a matemética deveria ser reconstruida fundamentada na intuicdo
basica da matemética e independente da linguagem meatemética, a légica, que seria necesséria

apenas paraacomunicacdo de resultados mateméaticos.

theoretical logic as well as logistic are empirical sciences and that they apply
mathematics; consequently they can yield no information whatsoever on the
organization of the human intellect; there would be better reasons to reckon them
under ethnography than under psychology. (BROUWER, L. E J., 1907, p.74)

Na critica dirigida a linguagem, os intuicionistas alegam que a légica é secundaria
com relacdo a matemgdtica, caracterizando uma colecdo de principios que sdo descobertos a
posteriori para redlizar os procedimentos e operagbes matemdticas. ‘“Formal language
accompanies mathemetics as the weather-map accompanies the atmospheric processes.”
(BROUWER, L. E. J, 1937, p. 451.) Esta critica a linguagem metemédtica, em especial a
l6gica, concomitante com a concepcdo matemdtica intuicionista trouxe implicacbes para a
prética diaria da metemdtica que apresenta algumes divergéncias com relacdo a matemética
cléssca. Uma destas divergéncias € a rejeicdo do principio do Terceiro Excluido (dagui em
diante denominado 'TEX') que permitiu a matemética intuicionista construir a Teoria do
Continuum, a Teoria dos Conjuntos, a Aritmética etc. com base na matemética construtivista.
A rgecdo do TEX também posshilitou o deservolvimento de nogdes fundacionais da
metemética que amparam a rejeicdo desse principio e confirmam a visdo intuicionista desta
ciéncia, possivel devido as nogdes de tempo e espaco adquiridas de Kant. As intuicdes puras
do espaco e tempo desenvolvidas por Kant permitiram a Brouwer definr a matemética como
resultado de nossas experiéncias mentais conscientes que se apresentam em séries temporais
fintas. No entanto, Brouwer rejeita a no¢do de espaco de Kant e compreende que a Unica
redidade possivel seria a sua propria consciéncia, 0 mundo e mesmo outras consciéncias

existem apenas como representacdes desta. Neste sertido afirme,

Intuitionistic mathematics is a mental construction, essentially independent of
language. It comes into being by self-unfolding of the basic intuition of
mathematics, which consists in the abstraction of two-ity. This self-unfolding allows
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us in the first instance to survey in one act not only a finite sequence of
mathematical systems, but also an infinitely proceeding sequence, defined by a law,
of mathematical systems previously defined by induction. But in the second instance
it allows us as well to create a sequence of mathematical systems which infinitely
proceedsin complete freedom or issubject torestrictionswhich may be variedin the
course of the progress of the sequence. (BROUWER, L. E J, 1947, p. 477.)

Nesta dissertacéo pretendemos elucidar em um primeiro momento como  as
nogbes fundacionais, como as de verdade, existéncia e infinto, da matemética foram
formuladas pelo Intuicionismo argumentando a favor a rgeicdo do TEX para dominios
infintos de julgamento, mostrando também como estas nogBes divergem da matemdtica
cléssca. Pogeriormente, pretendemos esclarecer como a rgeicdo do TEX influenciou o
deservolvimento das Tradugdes de Duplas negacdes redlizadas por Andrei Kolmogorov em
1925, Kut Godel em 1930 e Gerhard Gentzen em 1933. Apresentaremos uma Traducdo
negativa para mostrar que a aritmética classica e a intuicionista sdo equiconsistentes.
Pretendemos mostrar de que maneira a légica intuicionista se relaciona com a logica classica
a partir das Traducbes de Duplas Negaghes, e como as diferencas entre estas, baseadas na
rgeicdo do TEX, poderiam ndo dgnficar a solucdo de problemas meteméticos,
diferentemente do que Brouwer supunha na génese do Intuicionismo.

No capituo 1, apresentaremos as nogdes de verdade, existéncia e infinito,
desenvolvidas pelo Intuicionismo mostrando de que forma estas legitimam a rejeicdo do TEX
em dominios infinitos de julgamento. Apresentaremos também, brevemente, 0s pressupostos
intuicionistas para a rejeicdo do TEX para dominios infinitos de julgamento e a critica de
Brouwer a superioridade cornferida alogica em detrimento da atividade matemética.

A nocdo de verdade construida pelo Intuicionismo diverge do entendimento
cldssco. Em grande medida, isso se deve ao fato de que os primeiros partem de uma
concepcao epistémica, baseada na construcdo de uma prova pelo intelecto humano, ao passo
gue os Utimos, ancorados na perspectiva do Redlismo, compreendem a matemética como
uma realidade regida por principios preexistentes ao observador. Sendo assm, a verdade esta
baseada na correspondéncia com a redidade, endossando uma interpretacdo ontoldgica da
bivaléncia. A existéncia de objetos matemdticos independe de nos, de nossa linguagem,

pensamentos ou préaticas. Tomemos como exemplo 0 seguinte enunciado:

(A) Todas as estrelas possuem pelo menos um planeta em sua oOrbita.

15



Do ponto de vista da matemética classica 0 enunciado A necessariamente ou € verdadeiro, ou
sua negacdo (—A) é verdaderra. Pois a redidade nos assegura que, independente de termos
conhecimento sobre todas as estrelas possuirem pelo menos um planeta em sua 6rbita, a
redidade é determinada, ou sgja, a realidade nos assegura que ou A é verdadeiro ou —-A é
verdadeiro. A verdade do enunciado A independe do nosso conhecimento sobre ele, e sua
determinacdo é condicionada ap fato de termos conhecimento sobre 0 que sdo estrelas,
planetas e sabermos que ou € 0 caso para A ser verdadeiro, e ou € 0 caso para —-A ser
verdadeiro, uma vez que ndo existiria outra possibilidade. Esta visdo cléssica acerca da nogdo
de verdade é assegurada pela aceitacdo do TEX. Ta principio assegura ontologicamente, que
entre ser ou ndo ser, Ndo pode existir uma terceira possbilidade. Brouwer vai afirmar que a
seguranca dada a este principio esta amparada em nossa compreensdo sobre 0 mundo natural,
onde estabelecemos uma compreensdo da realidade baseada no principio da bivaléncia. E a
partir disso desenvolve a concepcdo de verdade intuicionista, argumentando que esta néo
poderia estar baseada na crenca em uma redidade determinada e independente de nds como a
crenca indubitdvel no TEX poderia levar acrer.

In the first place because classical mathematics uses logic to generate theorens,
believes in the existence of unknown truths, and in particular applies the principle of
the excluded third expressing that every mathematical assertion (i.e. every
assignment of a mathematical property to a mathematical entity) either is a truth or
cannot be atruth. (BROUWER, L. E J.,, 1948, p.488)

Desta forma, Brouwer formula a nocdo de verdade intuicionista a partir de uma interpretacéo
epistémica da matemédtica, exigindo que a verdade de um enunciado sgja explicada em termos
de sua prova, especificamente, provas construtivas. Se retomarmos ao enunciado A, teriamos
de acordo com a concepcao intuicionista que sua verdade depende de podermos verificar se
todas as estrelas possuem pelo menos um planeta em sua oOrbita, rejeitando ao TEX. Contudo,
€ preciso ressdtar que a rejeicdo do TEX pelos intuicionistas estéd relacionada a0 seu uso e
aceitacd0 em ambitos infintos de julgamentos, pois em ambitos fintos de julgamento
podemos verificar, caso a caso, se a verdade do enunciado se estabelece, ou se a verdade de
sua negacdo se estabelece.

Em nosso trabaho ndo entraremos em grandes detalhes sobre como foi
desenvolvida a nocéo de verdade intuicionista, nosso objetivo é tornar claro que esta nocéo,

tal como foi defendida pela metemética classica, esta de acordo com a aceitacdo do TEX
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como principio l6gico vdido. Por outro lado, o Intuicionismo, baseando-se em uma
concepcdo construtiva da matemética, ao ndo aceitar o TEX, precisa reconstruir a nocéo de
verdade amparada na ideia de verificacdo do enunciado através de sua prova construtiva.

O segundo argumento para a rejeicdo do TEX que € objeto de nosso estudo é a
nocdo de existénciaa As matemdticas condtrutivistas  divergem da matemdtica  classica
principamente no que concerne a nocdo de exigténcia, pois enquanto para esta Utima a
existéncia de um objeto matemético é assegurada por uma realidade independente da merte,
para os intuicionistas a existéncia de um objeto matemético sO € possivel quando é andlisada
em termos de construgbes mentais, rejeitando a existéncia transcendental dos objetos
matematicos. Neste sentido “existe” ¢ sinonimo de “pode ser construido”, e a exigéncia de
uma construcdo mental para a dfirmacdo da existéncia dos objetos mateméticos legitimaria a
rejeicdo davalidade do TEX para dominios infinitos de julgamento.

But | must still make one remark which is essential for a correct understanding of
our intuitionist position: we do not attribute an existence independent of our thought,
i.e., atranscendental existence, to the integers or to any other mathematical objects.
Even though it might be true that every thought refers to an object conceived to exist
independently of it, we can nevertheless let this remain an open question. In any
event, such an object need not be completely independent of human thought. Even if
they should be independent of individual acts of thought, mathematical objects are
by their very nature dependent on human thought. Their existence is guaranteed only
insofar as they can be determined by thought. They have properties only insofar as
these can be discerned in them by thought. But this possibility of knowledge is
revealed to us only by the act of knowing itself. Faith in transcendental existence,
unsupported by concepts, must be rejected as a means of mathematical proof. As |
will shortly illustrate more fully by an exanple, this is the reason for doubting the
law of excluded middle. (HEYTING, A., 1931, p.53)

O uso do TEX nas construcOes das provas de existéncia de um objeto matemético
€ negado pelo Intuicionismo, pois este ndo afirma a validade da existéncia transcendental.
Assm, o0 TEX (4 vV —A4) ndo pode ser garantido universalmente, somente quando temos meios
de operar uma construgdo mental que prove ou A, ou que prove —A. E necessiio também
tornar claro que a Reducdo ao Absurdo ndo poderia ser aceita no ambito do Intuicionismo,
pois trata-se de um método indireto de prova O entendimento intuicionista da existéncia
levou-os a construir uma interpretacdo dos conectivos e quantificadores 16gicos como
instrugdes sobre como construir uma prova do enunciado matemgdtico. Essa interpretacdo dos
conectivos e quartificadores l6gicos ficou conhecida como Interpretacéo BHK, e tenta captar

a nocdo de existénecia como construcBes mentais, usando métodos de provas diretas e exigindo
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cautela no uso de métodos de prova indiretos, como € o caso do TEX, da Dupla Negacdo e da
Reducdo ao Absurdo.

Outra nocdo matemdtica reformulada pelo Intuicionismo, a fim de legtimar a
regjeicdo do TEX, é a no¢do de infinito. Para os intuicionistas, a concepcdo classica do
conceito de infinto estaria amparada na crenca indubitavel na validade do TEX. Pois na
matemética Classica o infinito € entendido como atual. Isto significa, em poucas palavras, que
o infinito pode ser concebido como uma entidade conpleta, acabada: todos 0s seus elementos
podem ser pensados num ato Unico, ou ainda, o infinto como objeto. A crenca no infinito
como totalidade acabada, como um objeto matemético, legitimaria 0 uso do TEX. A alegacdo
de Brouwer € gque a matemética cléssica seria favoravel ao TEX por tratar dominios infinitos
usando 0 mesmo raciocinio usado em operacdo em dominios finitos. A fim de combater esta
compreensdo classica, 0 Intuicionismo desenvolve sua nogdo matemética de  infinito
entendendo-o como potencial, ou sga, um processo atraves do qual um nUMmero cresce,
impossibilitando a crenca indubitavel na validade universdl do TEX, uma vez que seria
humanamente impossivel verificarmos caso a caso um conjunto gue esta sempre a crescer.

Desta forma, os intuicionistas afirmam a validade do TEX apenas para dominios
finitos, devido a nossa capacidade de verificar neste caso se (4V—4). Mas se partirmos da
concepcdo do infinito como um processo de geracdo com uma série infinita de etapas, tendo
gue apos a conclusdo de uma etapa outra etapa € introduzida, ndo poderiamos aplicar o TEX
para resultar verdadeiro ou falso para um enunciado metemdtico, pois ndo poderiamos
verificar caso a caso se 0 enunciado se mantem ou Se sua hegacdo se mantem. Brouwer usou
contraexenplos fracos para demonstrar esta questdo, usando as Conjecturas’ de Goldbach,
dos Primos vizinhos, etc.

No capitulo 2, iremos tratar das Tradugdes de Duplas negacdes, tal como ficaram
conhecidos os trabalhos com Duplas NegagOes (dagui em diante denominado 'DN') realizadas
na década de 20 e 30. Iniciadmente apresentaremos a Traducdo de 1925 de Andrel
Kolmogorov, matemético conhecido por suas contribuicbes a probabilidade e edtatistica e a
matemética  intuicionista, tendo como exenplo, a légica de problemas, em seguida,
andlisaremos as traducOes de Kurt Godel e Gerhard Gentzen. Estas tradugOes apresentam

diversas semelhancas entre 9, como 0 uso das DN e o ndo uso do corectivo logico da

" Conjecturas sdo enunciados mateméticos para os quais ainda ndo possuimos um agoritmo de decisdo. Em
geral, estas conjecturas afirmam algo acerca de dominios infinitos. A Conjectura de Goldbach, por exemplo,
enuncia que “todo nimero par maior ou igual a 4 é a soma de dois primos”, até onde pudemos verificar esta
afirmacdo se mantem, o problema é que ndo possuimos um algoritmo de decisdo para este enunciado. Ja a
Conjectura de Primos vizinhos questiona se existe um nimero infinito de pares de primos daforma(p, p+2), em
outras palavras, se existem infinitos nameros primos cuja diferenca é 2.
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diguncdo e do quartificador existencial. A principal motivagdo para 0 desenvolvimento
destas traducOes seria encontrar uma solucdo para os problemes gque estavam abalando as
edtruturas da fundagdo da matemética entre os séculos XIX e XX, a expectativa era que
alguns problemas relacionados a consisténcia da aritmética pudessem ser solucionados no
ambito do Intuicionismo. Contudo, 0 que ambas as tradugdes tornaram evidente é que as
diferencas entre as logicas classica e intuicionista estariam relacionadas, muito mais aos
conceitos fundacionais desta ciéncia, do que as diferencas préticas em aritmética, ja que as
traducbes mostraram que se for possivel a0 TEX provar alguma contradicdo em aritmética
cladssica, o mesmo resultado poderia ser obtido sem o0 TEX na aritmética intuicionista.

Em 1925 Kolmogorov apresenta um trabalho intituado On the principle of the
excluded middie® que foi o primeiro a realizar uma interpretaco da aritmética classica na
aritmética  intuicionista, tendo como principal objetivo mostrar que o uso do TEX,
considerado ilegitimo pelo fundador do Intuicionismo, ndo teria como consequéncia uma
contradicdo. As traducOes posteriores de Godel e Gentzen ndo foram motivadas pela mesma
questdo relacionada a0 TEX, mas sofreram influencias do trabalho de Kolmogorov. Estas
apresentam uma traducdo que mostra que a totaidade da aritmética classica podia ser
traduzida na aritmética intuicionista estreitando os lacos entre estas e tendo como resultado
principal a dfirmacdo de que aritmética intuicionista € consistente, se e somente s a
aritmética classica também é consistente, elas sdo, portanto, equiconsistentes.

Por fim, apresentaremos uma traducdo (Troelstra 1996) capaz de interpretar a
aritmética classica na aritmética intuicionista. Provamos a equiconsisténcia entre o sistema de
Peano para aldgica classica e o de Heyting para aintuicionista.

Se formos bem sucedidos na redizacdo destas apresentacOes inicials, NOSSO
objetivo com este trabalho é tentar tornar claro que, contrério a0 que Brouwer pressupds ao
rejeitar o TEX para dominios infinitos de julgamento, este referido principio ndo seria a causa
de problemas relacionados aos fundamentos matematica. Mas sua rejeicdo, ainda que nado
tenha trazido uma solugdo para esses problemas, pode amparar a discussdo sobre conceitos
fundacionais para esta ciéncia, 0 que sem dlvida foi postivo para as discussdes que

contribuiram parao avanco da matemética.

®HEIJENOORT, J. (Ed.), 1967, p. 414-437.
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2. VERDADE, EXISTENCIA EINFINITO E O TERCEIRO EXCLUIDO

[..] sdo precisamenteas perguntasparaas quaisnao existem respostasque marcam oslimtesdas
possibilidadeshumanaseque tracamasfronteiras da nossa existéncia.
Milan Kundera

Ao infinito... e além.
Buzz Lightyear

Ao longo dos séculos XVIII e XIX a matemética se deservolveu fortemente, com
a introducdo de novas estruturas abstratas, 0 sucesso do método axiomeatico na geometria e na
mecanica classica e as redlizagbes axiométicas, como a axiomatizacdo da propria logica por
Gottlob Frege e também a axiomatizacdo da aritmética por Richard Dedekind e Giuseppe
Peano. Por outro lado, este desenvolvimento evidenciou alguns paradoxos no centro das
discussdes acerca dos fundamentos da matemética, como o Paradoxo de Burali-Forti,
Paradoxo de Cartor e o Paradoxo de Russell. E neste contexto que surge um matemético
holandés, Lutzen Egbertus Jan Brouwer, famoso, dentre outras coisas, pelo desenvolvimento
da topologia, que funda o Intuicionismo como um programa da matemética construtivista que
objetivava encorntrar uma manera de eimnar os paradoxos mateméticos e fundar uma
matemética respaldada unicamente no intelecto humano. Brouwer considerava como intelecto
humano a atividade da metemética realizada a partir da Intuicdo bésica da matemética, que ele
afirma ser diferente da matemdtica redlizada pelos formalistas, que ndo tinham pretensdes de
reduzir a matemética a légica, mes fundamentar conjuntamente ambas, e acreditam no
pressuposto de que as declaracBes de matemdticae da logicapodem ser pensadas como
declaracOes sobre as consequéncias de certas operacOes e regras de manipulagdo; e Logicistas,
para 0s quais a matemdtica seria uma parte da légica derivavel desta a partir de regras e

axiomas logicos.

Mathematics is created by a free action independent of experience; it develops from
a single aprioristic basic intuition; which may be called invariance in change as well
as unity in multitude. (BROUWER, L. E. J, 1907, p. 97)

O Intuicionismo, grosso modo, deve ser compreendido como um tipo de

construtivismo,
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Intuitionism will be understood here as the constructive approach to mathematics in
the spirit of Brouwer (1881-1966) and Heyting (1898-1980). The philosophical basis
of this approach is already present in Brouwer's thesis (1907) but with respect to the
mathematical consequences Brouwer (1918) is a more appropriate starting point.
The basic tenets may be summarized as follows.

(&) Mathematics deals with mental constructions, which are immediately grasped by
the mind; mathematics does not consist in the formal manipulation of symbols, and
the use of mathematical language is a secondary phenomenon, induced by our
limitations (when compared with an ideal mathematician with unlimited memory
and perfect recall), and the wish to communicate our mathematical constructions to
others.

(b) It does not make sense to think of truth or falsity of a mathematical statement
independently of our knowledge concerning the statement. A statement is true if we
have proof of it, and false if we can show that the assumption that there is a proof
for the statement leads to a contradiction. For an arbitrary statement we can
therefore not assert that it is either true or false.

(c) Mathemtics is a free creation: it is not a matter of mentally reconstructing, or
grasping the truth about mathematical objects existing independently of us (thisis in
contrast to e.g. the French empiricists; (TROELSTRA, A.S, 1938, p. 1).

Uma vez compreendida a matemética sob o ponto de vista construtivo, podemos
perceber no Intuicionismo uma concepcdo da natureza do conhecimento cientifico, que
admite apenas as construcbes de objetos mateméticos que partem da intuicdo basica da
matemética, da exigéncia de rigor na construcdo e verificagdo das provas mateméticas,
superando grandemente a apreensdo sensorial e sustentando, portanto, que o conhecimento é
construido e ndo descoberto pelo homem a partir do mundo. Brouwer explicita esta conviccéo
quando define ciéncia e faz uma andlogia comparando os principios da logica cléssica a uma
crenca, tal como uma crenca religiosa,

Science is concerned with the repetition in time of sequences in time which are
qualitatively different but may be considered as mutually identifiable. In the process
the idea is isolated so that it becomes perceptible and thereby repeatable, and this
happens after an unreligious separation between the subject and an attainable but
still unattained aim which by this act is constituted as something different fromthe
subject. The impulse to attain aims is directed in the intellect along immediately
attainable ends by means of a mathematical systems consisting of entities which are
brought forth by abstraction out of repeatable phenomena.

Anything that can appear as an attainable but still unattained aim, can be
made understandable in systens of entities, even religion, but the science of religion
is itself unreligious; it may serve to salve one’s conscience, or to be merely a game,
or to pursuesome specific purpose. And, like any unreligious consciousness, science
has neither religious reliability nor reliability in itself. In particular, a mathematical
systems of entities can never remain reliable as aguide along our perceptions, when
it is indefinitely extended beyond the perceptions which it made understandable.
(BROUWER, L. E J, 1908, p.107).
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Sob esta corviccdo Brouwer funda o programa intuicionista da metemdtica
objetivando dar alicerces a matemética a partir da ideia fundamental das intuicdes claras e
auto evidentes, com métodos de prova diretos e verificaveis. Para tanto, €le tentou resgatar a
intuicdo abandonada pela sintaxe 10gica

O Intuicionismo matemético restaurou as nogdes de tempo e espaco de Kant®
como concepcles inseparaveis da razdo humana, concepcdes que ja haviam sido recuperadas
por Henri Poincaré, Emile Borel, Pré-intuicionistas, e que segundo Brouwer estariam
esquecidas pelas demais escolas mateméticas, pelo Logicismo e pelo Formelismo.!® O Pré-
Intuicionismo foi o precursor das ideias que foram posteriormente desenvolvidas por
Brouwer. No entanto, o Intuicionismo abandonou o apriorismo kantiano do espago, e aderiu
definitivamente ao apriorismo do tempo para deservolver o Intuicionismo.

Segquindo a ideia intuicionista, a aprioridade!’ recuperada de Kart, em
matemética, sO poderia ter um dos dois significados. Primeiro, a existéncia independente da
experiéncia; e segundo, a condicdo necessdria para a posshbilidade da ciéncia. A primeira
concepcdo permite toda a construcdo da matemética como a priori, independente da
experiéncia, 0 que dentro do pensamento intuicionista € bastante problemédtico. JA a segunda
concepcdo garante que toda a experiéncia cientifica encontra seu fundamento na aplicacdo da
metemdtica intuitiva para a redidade, e neste sentido s6 podemos chamar de a priori a
percepcdo do tempo, como 0 que € comum a todas as mateméticas e suficiente para construir
toda a matemética.

A concepcdo matemdtica dos intuicionistas ndo esta ligada unicamente a fundacéo
da matemética sobre uma intuicdo dirigida aos objetos mateméticos;, mais do que isso, exige
construches e provas matemdticas executveis e capazes de originar objetos. Com edta
convicgado O Intuicionismo tenta descrever, com precisdo, a maneira como 0S enunciados e
objetos matemdticos sd0 estabelecidos, como é apresentada a existéncia dos objetos
mateméticos e como podemos verificar suas propriedades. Brouwer funda a matemética

°As intuicdes puras de tempo e espaco de Kant s3o as condicdes que possibilitamo conhecimento, ainda que o
conhecimento universal e necessario ndo se esgote totalmente nelas. Na obra a Estética Transcendental, Kant
define sensibilidade como uma faculdade da intuicdo que permite que os objetos sejam conhecidos pelo sujeito
cognoscente, distinguindo duas formas da sensibilidade: o tempo e o espaco. O tempo definido como o
fundamento que permite a percepcdo da simultaneidade das coisas e sua sucessdo; e 0 espago Como uma
estrutura inerente a sensibilidade do sujeito cognoscente que o permite conhecer os objetos exteriores a ele e
exteriores uns aos outros como relacionados espacialmente.

KANT, Immanuel, 1999, p.7- 14.

¢, SILVA, Jairo J. da, 2007, p.147- 182.

Cf. CHATEAUBRIAND, O., Fev/201L

1 ¢f. BROUWER, L. E J, 1912, p.123- 138.



intuicionista, descartando as provas indiretas™?, por isso a critica a0 TEX, e expde sua forma
de entender a origem dos objetos mateméticos, que segundo ele seriam desernvolvidos a partir
de dois atos fundamentais, conhecidos como: Primeiro Ato do Intuicionismo e Segundo Ato
do Intuicionismo.

O Primeiro Ato do Intuicionismo restringe a matemgtica, apesar de dar origem aos
nimeros naturais.’® Porque é neste momento que se origina 0 Substrato comum de toda
matemética, ou melhor, a intucdo basica da matemética; portanto, € onde se orignam 0s
sistemas mateméticos fundamentais e, neste caso, s80 0S nNUMeros naturais, pois a intuicdo
permite primeiro a regra de construcdo dos ndmeros naturais e posteriormente a de nimeros
reas. E 0 Segundo Ato do Intuicionismo permite a ampliacdo da matemética, seguida por
novos desenvolvimentos, como a atribuicdo de propriedades, tais como a igualdade, aos
objetos mateméticos. As ampliacbes das possibilidades de construcdo de objetos mateméticos
se ddo de duas maneiras, primeiramente por preceder sequéncias irfinitas, mais ou Menos
livremente, a partir de objetos mateméticos previamente adquiridos, como 0s nUMeros
naturais, por exemplo; e, segundo, permitindo espécies matemdticas, isto €, permitindo que
propriedades de espécies que foram supostas pertencendo a objetos materméticos previamente
adquiridos sgjam satisfatérias também para os objetos mateméticos que foram definidos como
iguais. O Segundo Ato do Intuicionismo estabelece a existéncia do Continuum**, que ndo
compartilha das ideias classicas, sendo resultado da nogdo de Sequéncias de Livre escolhal®

(Choice sequences).

12 provas indiretas s& métodos de prova em que assumimos como verdadeiro o aposto do que gostarianos de
provar, chegando a uma contradicdo.
13 Os intuicionistas rejeitan a definicdo impredicativa dos NGmeros Naturais, tal como realizada pelos
Logicistas, isto porque rejeitam a concepgdo de Conjunto ou Universo de Conceitos, ou seja, rejeita a ideia de
gue estabelecendo conceitos ou regras posso analisar se 0 numero insere-se ou ndo dentro destes, para entao
defini-los. No Intuicionismo os numeros naturais sdo aqueles objetos obtidos a partir de ‘zero’ por aplicar
repetidamente a operagéo Sucessor, S; e admite apenas duas regras de geragdo dos nimeros naturais:
(i)0 éumnumero natural;
(ii) se n éumnumero natural, entdo € umnuamero natural S(n);
S40 nUmeros naturais apenas agueles objetos gerados por estas duas regras.

14 Cf. BROUWER, L. E J, 1907, p. 17- 19.
15 As sequéncias de livre escolha no Intuicionismo foram desenvolvidas com o objetivo de captar aintuicéo do
continuum. No Intuicionismo, como veremos adiante, a nogdo de infinito recebe um tratamento potencial e os
objetos infinitos s6 podem ser gerados por um processo passo a passo. A sequéncia de livre escolha é uma
sequéncia infinita de nimeros, criadas com liberdade. A sequéncia de livre escolha pode ser determinada por
uma lei ou algoritmo, mas também existem as sequéncias que séo geradas sem lei. Podemos exenplificar estas
Ultimas como o processo de arremessar repetidamente uma moeda, ou permitindo que o sujeito-criador escolha
0S numeros sucessivos da sequéncia, um por um, possibilitando-os optar por qualquer nimero ao seu gosto.
Assim, uma sequéncia sem lei é sempre inacabada, e as informacfes disponiveis sobre isso sdo apenas o
segmento inicial da sequénciacriada até o momento.
Cf. BROUWER, L. E J, 1947, p.477.
Cf. BROUWER, L.EJ, 1955, p. 551, 557.
Cf. TROELSTRA, A.S, 1969, vol. 25, p. 31- 52.
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No momento do Primeiro Ato do Intuicionismo a matemdtica € completamente
separada das manipulacBes de regras e axiomas descritos pela légica, consderando-se que a
metemdtica € uma atividade essencialmente sem linguagem e que tem a sua origem e
fundamentaco na observagio do movimento do tempo. E na percepcdo do movimento do

tempo que resta aintuicdo basica da matematica.

(...) completely separates mathematics from mathematical language, in particular
from the phenomena of language which are described by theoretical logic, and
recognizes that intuitionist mathemeatics is an essentially languageless activity of the
mind having its origin in the perception of a move of time, i.e. of the falling apart of
a life moment into two distinct things, one of which gives way to the other, but is
retained by memory. If the two-ity thus born is divested of all quality, there remains
the empty form of the common substratum of all two-ities. It is this common
substratum, this empty form, which is the basic intuition of mathematics.
(BROUWER, L. E J, 1952, p. 1200).

Conmpreendendo a matemética como descrita nos dois atos do Intuicionismo, a
linguagem teria unicamente a funcdo de técnica para auxiliar a memorizacdo de construcdes
meteméticas™® e comunicdlas ou ensindlas a outras pessoas, ndo deixando por isso a
linguagem de ser passivel de erros e ndo exata. A linguagem é inadequada, sob o ponto de
vista Intuicionista, no que concerne as descricdes em relacdo a alguns principios da Logica
Claéssica que abrem espaco para a existéncia de provas indiretas de objetos e enunciados
mateméticos, como é o caso do TEX.

Um dos principais seguidores de Brouwer, Arend Heyting (1898-1980), a quem se
deve o trabaho de axiometizacdo da logica intuicionista, apesar de fazer uso da Logica em
seu trabaho, ndo deixou de entendé-la, como ja faza seu mestre, como uma forma de
comunicar, de invocar em outras pessoas, copias de construgdes e raciocinios mateméticos,

com agjuda de sons e simbolos.

Intuitionistic mathematics is a mental activity [Denkatigkeit], and for it every
language, including the formalistic one, is only a tool for communication. It is in
principle impossible to set up a system of formulas that would be equivalent to
intuitionistic mathematics, for the possibilities of thought cannot be reduced to a
finite number of rules set up in advance. Because of this, the attempt to reproduce
the most important parts of mathematics in formal language is justified exclusively

16 pretendemos explicar no decorrer do texto (secdes 2.2.1 e 2.2.2) o que significam construcdes mateméticas
como compreendidas por Brouwer.
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by the greater conciseness and determinateness of the latter a vis-a-vis ordinary
language; and these are properties that facilitate the penetration into the intuitionistic
concepts and the use these concepts in research. (HEYTING, A., 1930, p.311)

Tendo em vista estas caracteristicas da linguagem e entendendo as suas limitagOes,
enquanto comunicadora de raciocinios matematicos, ndo seria um problema a formalizagdo da
Légica intuicionista, pois a linguagem matemética ndo estaria baseada na  linguagem
cotidiana, apontada como arazdo de problemas na atividade matemética,

But it can be shown that these paradoxes rise from a same error as that
Epimenides®’, to wit that they originate where regularities in the language which
accompanies mathematics are extended to a language which is not connected with
mathematics. Further we see that logistics is also concerned with the language of
mathematics instead of with mathemeatics itself, consequently it cannot throw light
on mathematics. Finally all the paradoxes vanish when we confine ourselves to
speaking about systems which can be built up explicitly from the basic intuition, in
other words, when we consider mathematics as presupposed in logic, instead of
logic in mathematics. (BROUWER, L. E J,, 1908, p.108).

Ainda que Brouwer releve a consderacdo de que posso sujeitar a descricdo de
uma construcdo metemética, ou de uma prova matemética, a0 uso da légica como linguagem
metemdtica e mesmo estando consciente das deficiéncias da linguagem, engquanto veiculo de
comunicagdo, ainda assm, seu uso ndo pode ser irrestrito e nem abranger a todos os
principios da matemética. E, neste ponto, Brouwer objeta sobre a aplicacdo irrestrita do
TEX!®; pois este principio ndo seria vélido como um instrumento para a descoberta de novas
verdades materméticas.

Suppose that an intuitionist mathematical construction has been carefully described
by means of words, and then, the introspective character of the mathemetical
construction being ignored for a moment, its linguistic description is considered by
itself and submitted to a linguistic application of a principle of classical logic. Is it

" Trata-se do Paradoxo de Epimenides, enigma semresposta, que pode ser expresso pelo seguinte: Um acusado
dizz “Enquanto a minha mentira ndo for desvendada, continuarei mentindo”. O juiz em seguida diz “Se o
acusado mentir, seu advogado também mentira.” Por fim o advogado diz: “Quem for capaz de desvendar a
minha mentira dira averdade”. Enigma: Qual deles esta mentindo?
18 A rejeicdo do Principio do Terceiro Excluido foi feita por Brouwer inicialmente em 1908, The Unrealiability
of the logical principles, tendo como uma das consequéncias diretas a rejeicdo do Principio da DN, pois
podemos deduzr a partir do TEX a DN, e também a impossibilidade de usar a Regra de Redugéo ao Absurdo,
pois ndo seria possivel afirmarmos a nao contradicdo de uma proposicdo com a dupla negacdo desta
BROUWER. L. E J, 1908, p.107- 111.
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then always possible to performalanguageless mathematical construction finding its
expression in the logic linguistic figure in question? After a careful examination one
answers this question in the affirmative (if one allows for the inevitable inadequacy
of language as a mode of description) as far as the principles of contradiction and
syllogism are concerned; but in the negative (expect in special cases) with regard to
the principle of the excluded third, so that the latter principle, as an instrument for
discovering new mathematical truths, must be rejected. (BROUWER, L. E J,, 1912,
p.141).

Brouwer critcou a linguagem'® entendendo que a origem dos problemas
enfrentados pelos fundamentos da matemética de seu tempo estariam relacionados ap uso da
l6gica tedrica como independente da matemética, e estendeu esta critica a aplicacdo do TEX.
Segundo ele, tal principio teria sdo abstraido de observacbes repetitivas feitas em sistemes
fintos, e aplicado sem judtificativas, por inducdo, a stuacOes infinitas; isto €, as sequéncias
afirmedas repetitivamente pelas dedugbes logicas sdo construidas fora da abstracdo dos
fendmenos repetitivos na intlicdo do tempo, fora da intuicdo bésica da matemética®®. E

baseado na ideia de que os paradoxos eram ocasionados devido a linguagem, considerou que

19 A critica de Brouwer a Linguagem levou-o a tornar-se membro ativo de um movimento conhecido como
Signific Movement ou ainda Signific Circle. Juntamente com Gerrit Mannoury, fildsofo e matemético aleméo,
Frederik van Eeden, escritor e psiquiatra aleméo, entre outros, em 1922 Brouwer torna-se cofundador deste
movimento que encerrou suas reunides em 1926. O Signific Circle nunca ganhou apoio amplo e coeso de um
namero suficiente de académicos, no entanto, seus membros que representavam em média 60 participantes, ndo
podem ser acusados de falta de entusiasmo ou habilidade intelectual. O objetivo do grupo era conseguir uma
andlise detalhada da linguagem, contraria a realizada pelo empirismo lo6gico, ou ainda positivismo logico, que
carregava uma posturainstauradapelo Circulo de Viena e depois seguida e desenvolvida por outros pensadores,
com a caracteristica fundamental de reduzir a Filosofia a andlise da Linguagem; nesta corrente, entretanto,
podemos ainda distinguir duas tendéncias fundamentais no que compreende a linguagem, a linguagem como
cientifica e alinguagem como ordinéria.

“The Signific circle proclaimed in its declaration of principles a.0. that signifies contain more than
criticism of language, also more than synthesis of language, and that in opening a deeper insight into the
connections between words and the needs and tendencies of the soul, it may affect in a wholesome way the
future social and mental conditions of man. In addition to this each of the four members (Frederik van Eeden,
Brouwer, Gerrit Mannoury and S. J. van Ginneken) formulated a personal opinion.” (BROUWER, L. E. J.,1946,
p.468)

O Signific Circle, contudo, empenhou-se em combater a falta de compreensédo, interpretactes e
ambiguidades entre linguagem e sociedade, especialmente no que diz respeito a comunicacdo cientifica, e
tentaram fazer isso por meio da andlise da linguagem natural em termos diferentes dos estudos realizados pela
andlise pragmética e funcional. Trata-se, sobretudo, de um movimento de singular interdisciplinaridade que
ansiava principalmente pelo progresso espiritual e politico através de uma reforma da lingua, no entanto o
movimento foi barrado pela filosofia anglo-saxao dalinguagem, dafase analitica da filosofia.

Cf. PIETARINEN, Ahti-Veikko, Jul/2009, vol. 70, p. 467- 490.
20 Brouwer forneceu varios contra-exemplos, hoje conhecidos como contra-exemplos fracos, onde o TEX n3o
poderia ser aplicado.

“Brouwer forneceu exemplos, hoje conhecidos por fracos contra-exemplos, a lei do terceiro excluido.
Nao se tratam (nem se podiam tratar) de genuinos contra-exemplos. Neles mostra-se que se se aceitarem
determinados resultados (tipicamente argumentados classicamente com recurso a lei do terceiro excluido), entéo
decidir-se-iam conjecturas em aberto da forma YneNR(n) onde, para cada ndmero natural n, a alternativa entre
R(n) e a sua negacdo se pode averiguar ao fim de um nimero finito de passos computacionais.”(FERREIRA,
Fernando, Jun/2006, p.7.)
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0S paradoxos seriam uma mera juncdo de palavras que ndo correspondem a qualquer

construcdo matemética que possa ser efetivamente executada e verificada pelo sujeito.

Consequently logical deductions which are made independently of perception, being
methematical transformations in the mathematical system, may lead from
scientifically accepted premises to an inadmissible conclusion. The classical
approach, based on the experience that in geometry logical reasoning deduced only
undisputable results from accepted premises, concluded that logical reasoning is a
method for the construction of science and that the logical principles enable man to
construct science. (BROUWER, L. E J, 1908, p. 107)

Consideremos a Conjectura dos NUmeros impares Perfeitos??, que indaga sobre a
existéncia de nimeros perfeitos impares. Um nimero € perfeito quando, e apenas quando, é
um ndmero natural, em que a soma de todos 0s seus divisores positivos, exceto 0 proprio
ndmero, € igual a0 proprio nimero. S&0 exermplos de nimeros perfeitos (6 = 1+2+3, 28
=1+2+4+7+14, 496, 8128,..); podemos observar que todos os ndmeros perfeitos
exemplificados sdo pares, isso porque todos os nimeros perfeitos pares atendem ao algoritmo
de decisio2" (2" — 1), sendo 2" — 1 um nimero de Mersenne.??

Quando procuramos por um ndmero impar perfeito ndo possuimos um agoritmo
que produza tal nimero, tal como possuimos para 0s nUmeros pares perfeitos. Nao podemos

asserir ainstancia do TEX

3x, X € um nimero perfeito impar, ou —-3x, X € um nimero perfeito impar.

Andlisemos a conjectura, considere que Px = x € impar e x € perfeito (ser nimero perfeito
significa que x € a soma de seus divisores). Assm, se temos um nimero n podemos decidir se
Pn ou =Pn. Mas ndo possuimos um agoritmo para decidir qual dos diguntos € o caso na

disuncdo do enunciado FxPx v —7xPx. Essa é a Conjectura dos Numeros impares Perfeitos.

21 Escolhenos neste trabalho, na tentativa de elucidar e exemplificar as afirmagdes de Brouwer para rejeicdo do
TEX, a Conjectura dos Numeros impares Perfeitos, contudo as mesmas afirmacdes podem ser observadas em
outras conjecturas como a Conjectura de Goldbach, Conjecturados Primos Vizinhos, etc.
22 Ntmeros de Mersenne s3o da forma M, = 2" — 1, em que n é um ndimero natural (primo ou ndo primo), 2"
resulta em um néimero par que subtraido 1 leva ao nimero impar antecessor, a Unica exce¢do observada é o zero,
e podemos constata-la por inducdo simples: se 0 expoente n € um nimero natural, incluindo zero, deixe que
Mo=2"-1=1-1= 0, entdo temos cono resultado zero, que é um nimero par. Bxistem outras peculiaridades
relacionadas aos nimeros de Mersenne na Teoria dos NUmeros, por exemplo a semelhancga entre os nameros de
M ersenne e os NUmeros Primos.
Cf. MOREIRA, Carlos G, 2002.
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A critica desenvolvida por Brouwer, neste sentido, afirma que quando observamos
um conjunto finito de nimeros podemos decidir se 0 enunciado acima € verdadeiro ou falso,
i.e. podemos, dividindo cada um deles por seus divisores, decidir se a conjectura se aplica ou
ndo, mes quando procuramos no conjunto infinto dos NuUmeros Naturais ndo podemos
comprova-la. Note que ndo possuimos um algoritmo, como no caso dos pares, que produza
nimeros impares perfeitos. Nao temos uma ‘construgdo’ de um nimero impar perfeito, nem
uma prova de gque todo ndmero impar ndo é perfeito. Para compreendermos estas afirmacoes,
ndo podemos deixar de ter em mente, que o Intuicionismo parte da idela fundamental de que
devemos comegar de intuicOes claras e auto evidentes e de que os métodos de prova devem
ser diretos e verificaveis.

Embora o TEX ndo sga consderado pelos intuicionistas um principio de
derivacéo de verdades logicas correto, se ele estd, exclusivamente, pressupondo propriedades
de dominios finitos ele pode ser aplicado®. O problema aegado contra 0 TEX estd quando
procuramos derivar novas verdades em dominios infinitos de julgamento. Nestas condigOes,
se ndo possuimos um algoritmo de decisdo para dado enunciado, significa que ndo fomos
capazes de perceber uma sequéncia inicial comum, capaz de decidir o enunciado; ou sgja, nao
fomos capazes de construir os objetos matematicos com base nas intuicOes claras e auto
evidentes. A consequéncia maior destas consideragdes, segundo Brouwer é que o TEX deve
ser consderado valido apenas em dominios finitos, onde podemos verificar, caso a caso, a
verdade ou fasdade de cada enunciado matemético; e rgjeitado em dominios infinitos,
guando ndo possuimos um agoritmo de decisdo, pois ndo podemos conceber como
verdadeiros enunciados néo verificaveis. Note, no exemplo dos nimeros perfeitos impares,
gue para cada n dado, temos um algoritmo que decide Pn ou -Pn, mas ndo temos um

algoritmo para decidir FxPx.

Mathematics rigorously treated from this point of view, and deducing theorems
exclusively by means of introspective construction, is called intuitionistic
mathematics. In many respects it deviates from classical mathemeatics. In the first
place because classical mathematics uses logic to generate theorems, believes in the
existence of unknown truths, and in particular applies the principle of the excluded
third expressing that every mathematical assertion (i.e. every assignment of a
mathematical property to a mathematical entity) either is a truth or cannot be atruth.
(BROUWER, J. E J, 19483, p. 488).

2 BROUWER, L. E J, 1908, p. 108-110.
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Alguns comentadores argumentaram que a rejeicdo de Brouwer ao TEX ndo faria
sertido, pois dependeriam unicamente da resolugdo de dadas Conjecturas ou problemas
meteméticos para 0s quais ainda ndo conhecemos uma solugdo, € no mesmo ambito estariam
relacionadas a hipotese equivalente de que a priori todos os problemas mateméticos teriam
solucdo. A hipotese de que todos os problemas metemdticos teriam solugdo foi muito
disputada entre Brouwer e Hilbert, cuyjo Programa Formalista estava corvicto de que todos os
problemas mateméticos sdo passivels de serem solucionados e, ainda, que teriam uma solucéo
por meio de um ndmero finito de operagcBes. Brouwer, porém, rejeita esta posicdo antecipando
0 que depois veio a se corfirmar com 0 Teorema da Incompletude de Godel. Poderiamos
supor que com a solucdo de todos os problemas da matemética, seria entdo permitido o uso do
TEX como principio valido de jugamento, por parte dos intuicionistas, mes isto também ndo
seria 0 suficiente, pois necessitariamos ainda encontrar uma maneira para responder questdes
e conjecturas que podem ser pensadas no futuro.

A critica de Brouwer a Linguagem, tendo como méxima a afirmacdo de que a
l6gica depende da metemética, e a0 desenvolvimento intuicionista da fundacdo da matemética
a partir da intuicdo basca da matemética, levou a rejeicdo do TEX, que adém das
consequéncias diretas como_ a rejeicdo da DN e da Regra da Reducdo ao Absurdo?®, levou
também a mudancas nas concepcdes basicas daldgica Cléassica

O Intuicionismo formulou dentro de seus pressupostos uma nocdo de verdade
diferente da l6gica Cléssica, assm como a nocéo de existéncia e de infinito. Nesta dissertacéo
pretendemos apresentar estas nocBes na tentativa de tornar claro que tais conceitos sGo
argumentos que tentam afirmar que na concepcdo matemdtica do Intuicionismo o TEX ndo
pode sustentar-se como principio de julgamento valido para dominios infinitos. Iremos expor
agora parte dos objetivos deste trabalho acerca das ideias apresentadas a respeito da nogéo de
verdade, existéncia e infinto que procuram assegurar a rejeicdo a0 TEX e mantém as ideias

intuicionistas.

24p matemdtica intuicionista contraria & Classica, ndo aceita como equivalente uma sentenca e sua dupla
negacao, para 0S primeiros ndo € necessariamente garantido que ambos sejam validos nas mesmas
circunstancias. Podemos refletir sobre o que Brouwer afirma aqui recordando que, para o intuicionista, a
matemética ndo pode ser fundada na linguagem matemética, devido a esta estar impregnada de repeticdes
observadas na linguagem cotidiana e transferidas sem o intermédio daintuicdo bésica da matemética a operacbes
desta ciéncia e consequentemente a criagdo de novos axiomas. M as observamos que se possuimos ummétodo de
prova para x V —x, que significa ter ou uma prova de x ou uma prova de —X, uma prova de —X significa que —X
n&o pode ser provado e neste caso a DN é valida, sendo assim, x V —x &, por exemplo, uma provade x.
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2.1 A nogao de verdade intuicionista e suarelacdo com arejeicao do TEX

A compreensdo intuicionista da nocdo de verdade é diferente da forma como a
matemética classica compreende a mesimg, visto que a Uitima compreende gque a verdade esta
relacionada a correspondéncia com os fatos, enquanto para o0 Intuicionismo, devido a0 seu
entendimento da linguagem e do que sdo objetos mateméticos, provas matemdticas,
construches metemdticas etc.,, a verdade de um enunciado matemético esta relacionada,
basicamente, a sua prova dada a partir da intuicdo basica da matemética; é verdade aquilo que
pOsso provar ou aquilo que potencialmente posso provar, negando a no¢éo de verdade dada
através das caracterigticas do enunciado ou de sua relacdo com a redidade, como pretendemos
expor adiante. A verdade do ponto de vista intuicionista argumenta, principamente, a favor
da rgjeicdo do TEX, uma vez que, na falta de meios de resultar um agoritmo gque prove um
determinado enunciado, em dominios infinitos de julgamento, ndo estamos capacitados a
afirmar averdade ou falsdade detal enunciado.

Na tentativa de entendermos o que significa ser verdadeiro para o intuicionista,
com o objetivo de comprovar que a partir desta concepcdo 0o TEX de fato ndo seria
satisfatorio como principio légico de deducdo, vamos sintetizar a maneira como o0 Realismo
compreende a nocdo de verdade, na qual estd baseada a légica Cléssica e, por fim apresentar o

gue costumamos entender por verdade no Intuicionismo, fundado em Brouwer.

2.1.1 Asprincipaisdiferencas entre a concepcao de verdade Realistaelntuicionista

No deservolvimento desta secdo mostraremos que a matemética Classica
acompanha uma Vvisdo de mundo e, consequentemente, um entendimento especifico do que
signficam enunciados e objetos mateméticos, denominada Redista. Esta concepcado
permitiria do ponto de vista intuicionista a sustentagdo e aceitagdo do uso do TEX.

A concepcdo de verdade Classica € de cunho Redlista. Compreendemos que o
Readlismo matemético endossa uma visdo que afirma a existéncia de objetos mateméaticos
independente de nds, ou nossa linguagem, pensamentos ou préticas. O Rediso em

matemética. incorpora importantes escolas, como: o Logicismo® e o Formalismo®. E envolve

25 podenos, grosso modo, entender que a concepcdo do Logicismo, no que diz respeito & nocdo de verdade,
afirmam a referida nogdo levando em consideracdo as Teorias da correspondéncia, umainstancia da concepgéo
realista da nogdo de verdade. “As teorias da correspondéncia entendem que a verdade de uma proposicéo
consiste ndo em suas relagdes com outras proposi¢cdes, mas em sua relagdo com o mundo, sua correspondéncia
com os fatos”. (HAACK, S, 2002, p. 127).
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a representacdo da redlidade, do mundo natural, como independente de nds e determinada. Ou
sga, a redidade é uma forma bem definida, que existe independente da nossa capacidade de

saber onde ela esta ou como ela €27

. llustraremos  as afirmagdes a partir de um exenmplo:
(A) Todos os planetas do sistema solar, exceto o Planeta Terra, ndo possuem

vida.

Sobre a verdade enunciada em (A), naturalmente, podemos ser levados a dizer que
ndo podemos saber se (A) é verdadeiro ou falso e que talvez ninguém saiba. Porém, devemos
atentar para o fato de que ainda que ndo possamos afirmar se verdadeiro ou falso, sabemos a
respeito do enunciado, especificamente, 0 que sdo planetas, quais sdo os planetas do sistema
solar, 0 que caracteriza vida do ponto de vista cientifico, e assm vai; e, finaAlmente, sabemos
que (A) é necessariamente, verdadeiro ou falso. Assm, o enunciado serd verdadeiro no caso
de todos os planetas que constituem o sistema solar, exceto a Terra, ndo possuirem vida, e
seria faso no caso de haver pelo menos um planeta, além da Terra, que possui vida. A
redidade é, inevitavelmente, de uma maneira ou de outra, apesar de nds ndo termos
evidencias até o presente, sobre a existéncia de vida ou ndo em outro planeta além da Terra,
nds sabemos que as coisas sd0 tal como (A) descreve ou ndo s30, € que, portanto, (A) é
correspondentemente verdadeiro ou falso.

Com base neste exemplo, podemos observar que a representacdo do mundo
natural é independente de nds e determinada. Independente de termos ou ndo 0 conhecimento
de que ndo existe vida em outro planeta do sistema solar (exceto a Terra) e independente, até
mesmo, de nds um dia termos conhecimento a respeito desta afirmacéo, a realidade é tal como
€. O enunciado também é determinado no sertido de que esta definido: sabemos o0 que sdo
planetas, quais sd0 0s planetas do sistema solar, 0 que consideramos vida do ponto de vista
cientifico, etc. Sendo assm, sob este pornto de vista estariamos capacitados a aceitar 0 TEX.
Pois, nossa insténcia de (A) é verdadeira, ou sua negacdo € seguida pela nossa aceitacdo do
TEX para afirmagdes acerca do mundo natural.

Com este raciocinio redista a respeito da nogcdo de verdade no mundo natural,

podemos tentar compreender como um meatemético classico entende a nogdo de verdade para

%6 Compreendemos o Formalismo, tal como proposto no sistema de Hilbert, como uma subdivisdo do Realisno,
a medida que compreende que uma teoria formal interpretada é consistente e descreve uma dada realidade, por
exemplo, 0s nUmeros no caso da aritmética, ou as formas espaciais para a geometria. Uma teoria formal
consistente ndo admite consequéncias contraditérias, simplesmente porque é verdadeira.
Cf. SILVA, Jairo J. da, 2007, p. 183- 206.
27 Cf. DUMMETT, M., 1996, p.146.
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as afirmacdes no campo da matemética.?® Retornemos a Conjectura dos NUmeros impares
Perfeitos: ndo podemos saber, até o dado momento, se existem ou ndo nNUmeros impares que
sdo perfeitos. Por outro lado, sabemos o que € um ndmero impar, 0 que é um nimero perfeito,
0 que s80 nUMmeros naturais. Sendo assm, um matemdtico classico poderia afirmar que, ou a
Conjectura é verdadeira ou ndo exisse um ndmero particlar impar que sga perfeito.
Argumentando ainda, que nds apenas ndo sabemos, e que talvez nunca saberemos, qual dos
dois casos podem ser afirmados para a referida conjectura. Contudo, sabemos que a redlidade
matemética, precisamente o conjunto dos nUmeros naturais, € de uma maneira, temos NUMeros
impares perfeitos;, ou de outra, ndo temos nimeros impares perfeitos. Estando, portanto,
disposto aaceitar 0 uso do TEX em enunciados mateméaticos.

O matemético classico esta disposto a aceitar o TEX para enunciados
meteméticos, tais como na conjectura acima, uma vez que, a condicdo para ele afirmar a
verdade ou falsidade de um nimero impar perfeito esté associada ao fato deste nimero recair
sobre uma definicdo, no caso, ser nimero impar e ser nimero perfeito. Dada a colecdo de
ndmeros impares, colecdo infinta {3, 5, 7, 9, ...}, independente do que qualquer um possa
acreditar, ou vir a conhecer, cada elemento do conjunto de nUmeros impares € um nUmero
perfeito ou ndo & aceitando assm o TEX.?°

Na visdo redlista enunciados meteméticos sdo acerca de uma redlidade objetiva,
independente do homem, assm os enunciados da matemética sdo descricbes desta realidade e
se estdo em correspondéncia com esta redlidade, sdo verdadeiros, se ndo, sdo falsos. Porém
esta visdo redlista, aparentemente sem problemas, pode levar a confusdes, e do porto de vista
criico dos intuicionistas é este entendimento da redlidade matemética associada a0 mundo

natural que levaria aos paradoxos e aos problemes nos fundamentos da matemética.*°

This common-sensical thought is based onthe following, conscious or subconscious,
threefold belief: First, in a truth existing independently of human thought and
expressible by means of sentences called ‘true assertions’, mainly assigning certain
properties to certain objectsor stating that objects possessing certain properties exist
or that certain phenomena behave according to certain laws. (...) in the possibility of
extending one's knowledge of truth by the mental process of thinking, in particular
thinking accompanied by linguistic operations independent of experience called
logical reasoning’, which to a limited stock of ‘evidently’ true assertions mainly
founded on experience and sometimes called axioms, contrives to add an abundance
of further truths. Finally, using the term ‘false’ for the converse of true, in the so-
called ‘principle of the excluded third’ saying that each assertion, in particular each

28 Cf. GEORGE, A., VELLEMAN, D., J, 2002, p.118.
29 Cf. GEORGE, A., VELLEMAN, D.,J, 2002, p. 9L
30cf. BROUWER, L. E. J, 1908, p.108-109.
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existence assertion and each assignment of a property to an object or of a behavior
to a phenomenon, is either true or false, independently of human beings knowing
about this falsehood or truth, so that e.g. contradictorily of falsehood would imply
truth, while an assertion a which is true if the assertion is true as welll as if it is false,
would be universally true. (BROUWER, L. E J., 1955, p.551)

Para o Intuicionismo em contraposicdo a0 Redlismo, a redidade matemética néo
pode ser compreendida a partir das associagOes feitas com o mundo natural. A redlidade
matemética € uma construcdo mental humana, mas ndo se trata de uma construcdo arbitréria,
como veremos no decorrer desta dissertacdo. O porto € que, com esta visdo, h& uma mudanca
de foco na discusséo acerca da verdade, a saber, que ja ndo se trata mais de ser, ou ndo, 0O
enunciado uma descricBo correta da redidade, mas a verdade deve estar centrada na
construcdo mental e na justificacdo das propriedades dessa construcéo.

According to the intuitionist, the mathematical world does not exist determinately
and independently of us, waiting, as it were, for us to discover facts about it. It is not
clear with which metaphor to replace that of discovery, but one of creation easily
suggests itself. Thus we might say that, according to the intuitionist, the world of
mathematics comes into being in the course of our reasoning about it. This does not
mean that mathematical truths are " subjective," any more than truths about buildings
are, truths that likewise only come into being as a consequence of human activity.
Nor does it mean that "anything goes" in mathematics, any more than the created
nature of buildings means that any structure we want will stand up. But it does
suggest that the mathematical world fails to possess the kind of independence that
can make it seem a mystery how a priori knowledge about it could ever be
attained.(GEORGE, A., VELLEMAN, D. J, 2002,p.118).

A verdade na concepcgdo intuicionista de seu fundador, Brouwer, parte de dois

pressupostos basicos,

First, truth is an ontic property, which means the whatever is, is true. Thus, the word
‘true’ is synonymous with ‘real’. For instance, an object is true if it really is, an
event is true if it really happens, a process is true provided it really takes place. But
secondly, the meaning of the expression ‘there is something’ is limited, since ‘to be’
means, more or less, ‘to be experienced’. Thus, objects and qualities are true as far
as they perceived; mathematical constructions are true but only if they are carried
out; and similarly, rules and deeds are true only if the subject is aware of them.
(PLACEK, 1999, p.67.)



E assm ele constr6i um ponto de vista critico refutando o que ele considera serem

quatro teses basicas defundo Redlista danocéo de verdade, a saber:

1. That truth exists “independently of human thought and is expressible by means
of sentences called ‘true assertions’. These true assertions assign “certain
properties to certain objects or state the certain objects possessing certain
properties exist or that certain phenomena behave according to certain laws”
([Brouwer] 1955, p.551);

2. That one way extend the stock of true assertions by means of the laws of logic,
which permit one to deduce further evident assertions from an initial stock of
evidently true assertions, called adoms ([Brouwer 1955] ibid, p.551);
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3. That if the term ‘false’ denotes what is ‘converse to true’, “each assignment ofa
property to an object or of a behavior to a phenomenon, is either true or false
independently of human beings knowing about this falsehood or truth, so that
e.g. contradictority of falsehood would imply truth (...)” ([Brouwer 1955] ibid.,
p.551);

4. That any mathematical assertions is either true or false, independently of whether
anybody knows it; moreover, if the human race became extinct mathematical
truths would survive. (PLACEK, T., 1999, p.68).

Primeiramente, para 0 intuicionista a verdade estd associada a0 pensamento
humano, porque sO posso dfirmar como verdadeiro um enunciado operando uma construcéo
mental que sgja capaz de construir o enunciado, mostrando sua verdade. Segundo, N&0 POSsO
afirmar a verdade de um enunciado, ou construi-lo indiretamente a partir de deducdes. No
Intuicionismo s6 valem as deducbes diretas, que inplicam em uma construgdo mental do
enunciado, neste sentido ndo posso tomar como verdadeiro um axioma. Terceiro, para 0
intuicionista a fasdade ndo estd associada ao contr&io de ser verdadeiro, mes a uma
operacdo que resulte em absurdo, em ndo poder prosseguir com a construcdo mental deste
enuciado. E por fim ndo aceitan a ideia de que um enunciado matemético sga
necessariamente  verdadeiro ou falso independente do nosso conhecimento sobre ele, um
enunciado s é dito verdadeiro se podemos construir uma prova direta para ele e falso, se sua
construcdo resulta em um absurdo.

A critica intuicionista no que diz respeito a maneira como a Loégica Classica
compreende a no¢do de verdade de um enunciado refere-se também as tabelas de verdade. No
ambito da Logica Classica poderiamos, no que diz respeito a verdade ou falsidade de um dado
enunciado, avaliar uma sentenca tal como A Vv -A, atribundo o valor verdadeiro ou falso
seguindo as regras estabelecidas pela diguncdo. Porém para Brouwer, estas regras da
diguncdo ndo foram estabelecidas baseadas em uma construcdo matemética mental, tal como
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0 Intuicionismo esperaria, mas baseadas, Smplesmente, na nossa concepcdo do mundo
natural®!, em que dada uma sentenca disiurtiva ela é verdadeira ou falsa dependendo de sua
relacdo com arealidade.

Para o intuicionista a tabela de verdade ndo nos mostra o que significa a atribuicéo
de verdadeiro ou faso, ela aponta apenas uma justificacdo, no caso ser verdadeiro ou falso, a
um enunciado. Usamos a tabela de verdade como uma justificativa para certos enunciados
logicamente considerados, mas ao fazermos issO N80 passamos pelo crivo da intuicdo basica
da Matemdtica, que é o que judtifica a Matemédtica e a caracteriza como uma atividade mental,
sem linguagem. Na concepcdo dos intuicionistas a nogcdo de verdade classica é insatisfatoria,
pois a0 delimtarmos as condicdes em que um enunciado pode ser caracterizado como
verdade, como fazemos ao estabelecermos as regras dos conectivos logicos, diguncéo,
conungdo, negacdo, implicacdo etc., estamos determinando o sentido de um enunciado,
estabelecendo suas condicdes de verdade. Mas nds ndo conhecemos de fato o sertido do
enunciado, seu sentido sb poderia ser dado pela sua prova, e ndo pelas circunstancias em que
0 enunciado é verdadeiro ou falso.

Na visdo do fundador do Intuicionismo os problemes da matemética poderiam ser
resolvidos a medida que a aceitacéo redlista da teoria da verdade fosse abandonada. Como
vVimos, esta aceitacdo da nocdo de verdade redlista implicitamente corresponde a aceitagdo do
TEX, pois independente do nosso conhecimento de determinado enunciado, ou o enunciado é
verdadeiro, ou segue-se pelo TEX que sua negacdo € verdadeira.

From the intuitionist's point of view, in sum, a number of the philosophical problems
for which a logicist reduction was to be the solution are to be solved by abandoning
the realist perspective that creates the problems in the first place. From a classical
perspective, this amounts to throwing out the baby with the bathwater: human
limitations are being confusedly projected onto the world of mathematics, resulting
in something that "lacks the familiarity, the convenience, the simplicity, and the
beauty of our [classical] logic." (GEORGE, A.,VELLEMAN, D. J, 2002, p. 119)

31 Cf. BROUWER, L. E J, 1948, p. 480 494.
2DUMMETT, M., 1978, p. 6- 10.



2.1.2 A nocédo de verdade intuicionistae aregei¢do do TEX

Neste momento de nosso trabalho desgamos mostrar que do ponto de vista
intuicionista a verdade estaria relacionada a construcdo de uma prova fundada na intuicdo
basica da matemética. Assm, ndo poderiamos permitir que provas indiretas levassem a tomar
como verdadeiros enunciados mateméticos, e assm ndo poderiamos aceitar 0 TEX como
vaido em sistemas infinitos de julgamento.

O entendimento intuicionista da no¢éo de verdade pede que busguemos entender
0 que Brouwer, ao fundar esta matemética, entende por construgdo metemdtica, quais objetos
mateméticos sdo admitidos no Intuicionismo, como S0 construidos os objetos mateméticos, o
gue sd0 0s métodos de provas aceitavels, questdes estas que cercam sua nocdo de verdade. A
concepcdo de verdade no Intuicionismo comegca a ser construida j& no momento em que
compreendemos a funcdo da Linguagem por parte dos intuicionistas. Relembremos gue eles a
compreendem como um sistema conplicado de gestos e signos usados pelos humanos para
transmitir ordens, expressar desgjos, pedir gjuda e, finamente, levar outros humanos a terem
estados mentais semelhantes aos que carrega consigo.>® Por estes motivos, as declaragBes da
linguagem matemética seriam redlizadas por leis finitas governadas por conectivos 16gicos,
que poderiam levar qualquer um as mesmas conclusdes, ab mesmo valor de verdade, sobre

dado enunciado matemético, usando para as operacdes leis e principios l6gicos permitidos.

It is true that from certain relations among mathematical entities, which we assume
as axioms, we deduce other relations according to fixed laws, in the conviction that
in this way we derive truths from truths by logical reasoning, but this non-
mathematical conviction of truth or legitimacy has no exactness whatever and is
nothing but a vague sensation of delight arising from the knowledge of the efficacy
of the projection into nature of these relations and laws of reasoning. (BROUWER,
L. E J, 1912, p. 125).

A fucdo de tais corectivos, para Brouwer, teriam sdo desenvolvidas
relacionadas a0 fato de que as observagOes repetitivas realizadas no mundo exterior poderiam
ser derivadas dentro deste sistema logico finito e através de operacBes e principios logicos
seriamos levados a inferir  novos enunciados matemdticos.  Contudo, tais observacOes

repetitivas realizadas no mundo exterior ndo dignificam que estes enunciados tenham sSido

33 ¢f. PLACEK, T., 1999, p. 50.



determinados pela intuicdo matemética, para inferirmos novos enunciados mateméticos é
preciso gque estes tenham sido construidos de maneira direta e com base na ideia de intuicdo
metemética. >

Para o intuicionista podem exigtir trés conceitos ditintos de verdade: Primeiro, a
verdade evidente, o enunciado é verdadeiro para qualquer um gque tenha, em dada ocasido,
uma evidéncia apropriada, entendendo por evidéncia uma construgdo matemédtica intuicionista
adequada, i.e. provas diretas. Por isso, a rejeicdo do TEX e, em consequéncia, da DN e da
Reducédo ao Absurdo. N&o se trata de dizer agui que o Intuicionismo negue 0 metodo dedutivo
cldssco em g, mes e€le assume uma posicao restritiva a respeito da aplicacdo deste método
visto as consequéncias que ele pode vir a implicar, como a aceitagdo de provas indiretas
relacionadas a Redugdo ao Absurdo, DN e principalmente ao TEX.

Segundo, temos enunciados controlavels, que podem ser testados dentro de um
sstema finito de leis e principios, se sGo verdadeiros ou falsos em determinadas condicOes,
devido aposse de um método de verificagéo.

Terceiro, seriam as verdades ideais, as quais Brouwer combate, e sG0 aguelas que
acreditamos ser verdadeiras embora sua verdade ndo0 possa ser vista intutivamente
(lembrando que as verdades vistas intuitivamente sdo construidas diretamente). Sobre esta
Uitima. distincdo, sdo verdades ideais aquelas atingidas de maneira indireta, pela aplicacdo do
TEX, ou da DN. Dado uma verdade evidente para qual ha uma construcdo metemética
apropriada correspondente, h& por parte da matemética cléssica, a crenca de que podemos
derivar verdades a partir destas verdades evidentes, identificadas atravées de derivactes
redlizadas pelo TEX ou pela DN. Desta forma, pode acontecer de um enunciado ser aceito no
dominio de um argumento indireto, sendo sua demonstracéo direta ndo conhecida. Neste caso,
0 enunciado expressa uma verdade ideal, redlizada de manera indireta com a guda de
principios l6gicos como TEX e DN e que ndo temos uma demonstracdo direta conhecida™.

A verdade no Intucionsmo nd0 € uma caracteristica retirada do enunciado,
através de leis e principios. A no¢do de verdade se refere a entidades extralinguisticas, por
exermplo, construcbes mateméticas, intuicdo metemética etc. Compreenderemos 0 que Nno
pensamento de Brouwer o0 levou a regeicdo do TEX, partindo da reconstrucdo de sua
concepcdo de intuicdo, que em grande medida foi motivada por sua posicdo filosdfica®. E no
centro da defincdo de intucdo que vamos encontrar respostas sobre quais objetos

34 Cf. BROUWER, L. E J, 1948, p. 480 494.
35 Cf. PLACEK, T., 1999, p.66-67.
3 ¢f. POSY, C., 2005, p. 318 355.
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mateméticos podem ser conhecidos, ou meis amplamente, 0 que € um conceito correto de
verdade no Intuicionismo.

De acordo com Brouwer, a nocdo de verdade é relacionada a intuicdo basica da
metemética. Pois é a intuicdo que permite ordenar sensacdes e objetos percebidos na redlidade
exterior e separé-los da aparéncia de que foram originadas na realidade objetiva. A intuicdo
basica de que Brouwer fala surge no Primeiro Ato do Intuicionismo, gque deixa claro que a
linguagem matemética subordinada aformalizacdo, alégica, ndo é amatemética emsi.3’

De acordo com a tese de brouweriana, nossa consciéncia que oscila entre quietude
e fluxo de sensacOes, através da atencdo temporal e da atencdo causal, € a ferramenta que
possuimos para perceber as sensacdes.® A atencio temporal é responsavel pelo ordenamento
das sensacOes de acordo com anterior e posterior e apds 0 ordenamento €, tambéem,
responsavel por separar as sensacles da experiéncia, ou sga, as sensagfes se tornam
independentes da aparéncia de que sdo originadas na redidade objetiva, mundo exterior.
Redlizada a funcdo da atencdo temporal, a consciéncia se torna mente onde a atencdo causal
tem a funcéo de conectar as sensacOes ordenadas as suas causas e aos objetos que possuem as

mesmes caracteristicas, desenvolvendo leis para prosseguir com operagoes mateméaticas.

In the world of sensation experienced by mind, the free-will-phenomenon of causal
attention occurs. It performs identifications of different sensations and of different
complexes of sensations, and in this way, in a dawning atmosphere of forethought,
creates iterative complexes of sensations. An iterative complex of sensations, whose
elements have an invariable order of succession in time, whilst if one of its elements
occurs, al following elements are expected to occur likewise, in the right order of
succession, is called a causal sequence. (BROUWER, L. E J, 1948a, p.480.)

O fenbmeno ocorrido na mente acontece repetidamente. Assm, uma Sensacéo
percebida cede lugar a outra e mantémse na memoria, estando agui no movimento das

sensacOes aintuicao.

Mathematics comes into being, when the two-ity created by a move of time is
divested of all quality by the subject, and when the remaining empty form of the
common substratum of all two-ities, as basic intuition of mathematics, is left to an
unlimited unfolding, creating new mathematical entities in the shape of
predeterminately or more or less freely proceeding infinite sequences of

37.Cf. BROUWER, L. E J, 1948a, p. 480- 494.
38 Cf. PLACEK, T., 1999, p. 19-22.



mathematical entities previously acquired, and in the shape of mathematical species
i.e. properties supposable for mathematical entities previously acquired and
satisfying the condition that if they are realized for a certain mathematical entity,
they are also realized for all mathematical entities which have been defined equal to
it. (BROUWER, L. E J, 19483, p.482).

A intuicdo € um meio de introduzir ou criar objetos mateméticos, uma vez que o
mecanismo de sucessdo garante que, para qualquer objeto matemético, outro objeto pode ser
adicionado, seguindo a mesma intuicdo; esta, grosso modo, pode ser compreendida como um
procedimento.>

A faculdade de apreender e escolher uma lei para prosseguir com uma sequéncia
de nimeros, sendo 0 seu segmento inicial conhecido, é propriamente a intuicdo. Dado um
segmento inicial podemos ser capazes de interpreta-lo de muitas maneiras, uma delas é
encortrar  expressfes aritméticas, algoritmos de decisdo, que sdo capazes de proceder
infintamente. Podemos ver aqui mais uma evidéncia de que o TEX ndo poderia ser aceito
como principio valido no Intuicionismo, pois N0 momento em que conhecemos O Segmento
inicial de dada sequéncia de nimeros, por exemplo, devemos ser capazes de através da
intuicdo identificar um agoritmo de decisdo que resulte na verdade ou fasdade do objeto
verificado.

Vamos observar a Conjectura de Goldbach para tentarmos exemplificar qual seria
0 papel da intucdo na verificagdo e prova de um enunciado tido como verdadeiro. A
conjectura afirma que todo nimero par maior ou igual a 4 é a soma de dois primos, por
exemplo:  4=2+2; 6=3+3; 8=5+3; 10=3+7; 12=5+7, ... Veificacbes em sstemas
computacionais ja evidenciaram que até onde podemos verificar, um nimero par ‘enorme’, a
conjectura se corfirma. Para cada nimero particular dado, ha um algoritmo de decisdo. No
entanto, ndo possuimos uma efetiva demonstracdo do enunciado geral. Se o TEX € valido,
podemos por principio, afirmar que esta conjectura € ou verdadeira ou falsa, mesmo sem a
posse de uma efetiva demonstracdo.*® Contudo, na visdo do intuicionista, ndo hé nada que
possa ser dfirmado a respeito desta conjectura. Nossa intuicdo ndo poderia apreender nada
com €la, pois ndo somos capazes de interpretar uma sequéncia inicial de ndmeros pares
maiores que 4, cono 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18,..., encontrando uma expressao aritmética, um
algoritmo, que permita resutar uma construcdo mental que prove a verdade ou fasidade da

39 Cf. PLACEK, T., 1999, p. 29 e 30.
40 Aqui também temos inmplicita parte de uma critica intuicionista relacionado ao TEX, isso porque o principio
pode ser identificado como acrenga de que todos os problemas mateméticos tém solucéo.
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mesma. Sendo assm, sobre este enunciado, intuicionisticamente pensando, ndo temos
garantia de verdade.

Por outro lado, considere-se a questzo: “10002°% ¢ a soma de dois primos?” Por se
tratar de um ndmero finito observamos que possuimos um método de verificar se o enunciado
é verdadeiro ou falso. Basta resolvermos a poténcia e, posteriormente, tentarmos encontrar
dois primos que correspondam ao resultado da poténcia. Contudo, existe a ressalva de que
talvez ndo hgja tempo para redizarmos a demonstracdo, devido a fintude humana. Neste
ponto quando afirmamos a incapacidade de nosso ser de concluir uma prova devido ao curto
tempo de nossas vidas, estamos lancando a possibilidade para desenvolvermos a investigagéo
em outro sentido: a verdade edtaria relacionada a posse de uma prova ou a possibilidade de
provar no futuro? Veremos a seguir que tais aberturas na concepcdo de verdade desenvolvida
no Intuicionismo estéo relacionadas, principalmente, as respostas desenvolvidas por Brouwer
afim de manter arejeiciio do TEX.*

A critica intuicionista do TEX, como ja dissemos, € relacionada a concepgdes de
verdade, existéncia e infinto. Tais concepcbes tentam amparar a rejeicdo do TEX como
principio vélido para derivagbes logicas em sistemas irfinitos, uma vez que em Sistemes
infintos, ndo tenho como percorrer todo o conjunto e verificar se correspondem a
determinado enunciado ou ndo. Como também tentamos mostrar, a nocdo de verdade
intuicionista nega a nocao classica e entende a verdade ndo como dependendo de entidades
abstratas em um mundo suprassensivel, uma quaidade mente-independente. Ao contrario,
entende a verdade como dependente da mente, partindo do que Intuicionismo considera ser a
pura matemética.

2.1.3 A oscilagdo entre atualismo e possi bilismo da nog¢éo de verdade intuicionistana

tentativadesustentar arejeicdo do TEX

A nocdo de verdade do Intuicionismo seria menos simples do que iniciamente
poderiamos supor. A nocdo de verdade desenvolvida, principalmente respaldada nas
concepgdes de seu fundador, pode ndo ter conseguido deixar claro se a verdade trata-se de
uma nocdo atualista ou possibilista e a oscilacdo brouweriana em relacdo a tal conceito se
deve, principamente, aos argumentos desenvolvidos por ele na tentativa de manter a rejeicéo
do TEX, como pretendemos elucidar no decorrer deste texto.

“!Esta quest&o pode ser esclarecidaem
Cf. RAATIKAINEN, Panu, 2003, p. 132- 135.



A principio, podemos ser levados a comprometer Brouwer com a corvicgdo de
uma posicao atualista com relagdo a verdade. O Atualismo pode ser compreendido, em suma,
como a posicdo que leva em consideracdo a tese ontoldgica de que tudo o que existe é atual.
Na posshilidade de assumirmos mundos possivels, a tese atudlista vai aceitar como existentes
apenas agueles objetos que exitem no mundo possivel atual. Neste ambito a nogcdo de
verdade, como assumida por Brouwer, estaria relacionada a nossa experiéncia de pensamentos
construtivos atuais. Néo ha verdade gque néo tenha sdo experimentada, evidente na citacdo de
1948, que diz que

follows that truth is only in redlity i.e. in the present and past experiences of
consciousness. Amongst these are things, qualities of things, emotions, rules (state
rules, cooperation rules, game rules) and deeds (material deeds, deeds of thought,
mathematical deeds). But expected experiences, and experiences attributed to others
are true only as anticipations and hypotheses; in their contents there is no truth.
(BROUWER, L. E J, 19483, p. 488).

Observamos que neste momento, Brouwer rgeita como verdade, construcdes
metemdticas que ainda ndo foram provadas, como € o caso das Conjecturas. Aceitando tal
afirmacdo, somos levados a aceitar que 0 TEX é imediatamente rgjeitado como principio
l6gico.” O TEX, em resumo, nos diz que quando dois enunciados se opdem
contraditoriamente ndo podem ser ambos falsos, h& de se garantir que sgja um verdadeiro e a
outro falso. A tese atudlista, respaldada pela concepcdo de matemética do Intuicionismo, ndo
poderia suportar a ideia de ser hipoteticamente ou verdadeiro ou falso. Como vimos, a nogéo
de verdade intuicionista vai contra a pressuposicdo de que um enunciado matematico é
necessariamente verdadeiro ou falso independente do nosso conhecimento sobre ele; ou sga,
independente de conhecermos uma construcéo matemética para tal enunciado. De acordo com
a concepcdo intuicionista, 0s objetos mateméticos ndo podem ser entendidos em uma
reaidade que independe do nosso conhecimento, como um conhecimento a priori esperando

ser descoberto. A redlidade matemética é conhecida no momento em que a construimos.

According to the intuitionist, the mathemeatical world does not exist determinately
and independently of us, waiting, as it were, for us to discover facts about it. It is not
clear with which metaphor to replace that of discovery, but one of creation easily

42 Cf. RAATIKAINEN, Panu, 2003, p.142.
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suggests itself. Thus we might say that, according to the intuitionist, the world of
mathematics comes into being in the course of our reasoning about it. This does not
mean that mathematical truths are " subjective”, any more than truths about buildings
are, truths that likewise only come into being as a consequence of human activity.
Nor does it mean that "anything goes" in mathematics, any more than the created
nature of buildings means that any structure we want will stand up. But it does
suggest that the mathematical world fails to possess the kind of independence that
can make it seem a mystery how a priori knowledge about it could ever be attained
(GEORGE, A., VELLEMAN, D. J, 2002,p.118).

A visdo audlista foi posteriormente abandonada por Brouwer no desenrolar de
seus argumentos de critica a logica e também devido a sua disputa com Hilbert em relacdo a
existéncia de problemes insoliveis na  maetemédticaa.  Neste momento, Brouwer vai
aproximando-se da concepcdo de verdade relacionada a possbilidade de prova -
Possbilismo. A tese possbilista nega a visdo atudista de que a verdade de um enunciado
edtaria atrelada a posse atual de uma prova e, contrario a isso, aceita a hipétese de que mesmo
ndo sendo verdadeiro atualmente, podemos no futuro encontrar a verdade de dado enunciado
matemético.*®

As afirmacbes de Brouwer no ambito possbilista tentam defender que o TEX
seria um principio légico equivalente a tese de Hilbert, de que todo problema metemético
pode ser resolvido. Brouwer refuta a tese de Hilbert ja no texto The unreliability of logical
principles** em que explicitamente afirma que as provas dos enunciados metenéticos
operadas por Hilbert, através do mé&odo de prova indireta, seriam mantidos
incondicionalmente apenas sobre o principio de contradicéo.

Now consider the principiumtertii exclusi: It claims that every supposition is either
true or false; in mathematics this means that for every supposed imbedding of a
system into another, satisfying certain given conditions, we can either accomplish
such an imbedding by a construction, or we can arrive by a construction at the
arrestment of the process which would lead to the imbedding. It follows that the
question of the validity of the principiumtertii exclusi is equivalent to the question
whether unsolvable mathematical problems can exist. There is not a shred of a proof
for the conviction, which has sometimes been put forward that there exist no
unsolvable mathematical problems.

Insofar as only finite discrete systems are introduced, the investigation
whether an imbedding is possible or not, can always be carried out and admits a
definite result, so in this case the principiumtertii exclusi is reliable as a principle of
reasoning. (BROUWER, L. E J, 1908, p.109)

3 Cf. RAATIKAINEN, Panu, 2003, p. 142- 143,
“BROUWER, L. E J, 1908, p.107- 111.
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Algumes evidéncias podem levar a crer que Brouwer ao rejeitar o TEX edtaria
equiparando este principio a um tipo especial de ndo-contradicdo, por exemplo, quando ele
enuncia o TEX da seguinte maneira: “Every assgnment z of a property to a mathemétical
entity can be judged, i.e. ether proved or reduced to absurdity” (BROUWER, L. E. J,, 19483,
p. 488). Contudo, tais evidéncias estéo relacionadas a argumentacdo brouweriana de que o
TEX seria um principio l6gico equivalente a tese de Hilbert de que ‘todo problema
matematico teria uma solugdo’. Brouwer sustenta que os meétodos de prova indiretos,
aplicados por Hilbert, seriam mantidos pelo principio da néo-contradicdo, possivel devido ao
TEX. O principio da ndo-contradicdo enuncia, em resumo, que uma proposicdo ndo pode ser
verdadeira e falsa ab mesmo tempo. No caso da equiparagdo do TEX a um tipo especial de
ndo-contradicdo, o Utimo principio esta sendo entendido como enunciando, em légica
cléssica, que dado dois enunciados que se opBem contraditoriamente, (A A —-A), estes ndo
podem ser, a0 mesmo tempo, verdadeiros. Desta forma, caberia a0 TEX manter a verdade de
um e a fasidade de outro, ainda que ndo seja possivel indicar qual dos diguntos é verdadeiro

ou falso.

To elucidate the consegquences of the rejection of the principle of the excluded third
as an instrument to discover truths, we shall put the wording of this principle into the
following slightly modified, intuitionistically more adequate form, called the sinple
principle of the excluded third: Every assignment z of a property to a mathematical
entity can be judged, i.e. either proved or reduced to absurdity. Then for a single
such assertion t the enunciation of this principle is non-contradictory in intuitionistic
as well as in classical mathematics. For, if it were contradictory, then the absurdity
of r would be true and absurd at the same time, which is impossible. Moreover, as
can easily be proved, for a finite number of such assertions T the simultaneous
enunciation of the principle is non-contradictory likewise. However, for the
simultaneous enunciation of the principle for all elements of an arbitrary species of
such assertions T this non-contradictority cannot be maintained. (BROUWER, L. E
J., 1948, p. 488).

Em ta visdo, a solugdo procurada por Hilbert, com relagdo a tese de que todos os
problemas mateméticos teriam solucdo, ndo poderia ser levada a cabo dentro do pensamento
intuicionista, que ndo aceita as provas indiretas, pois estas seriam fundadas na crenca que
depositamos na logica classica.

Brouwer propde, entdo, dividir os teoremas provados da matemética classica entre
0os que sdo consideradas como ‘verdadeiros’ e os ‘ndo-contraditorios’. A questdo que pode

surgir agqui € de que neste momento Brouwer estaria sugerindo que existem trés valores de
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verdade: verdadeiro, ndo-contraditorio e falso; se considerarmos que o ndo-contraditorio
pode ser provado um dia e, assim, tornar-se verdadeiro. Entendemos que esta questdo néo é
exatamente 0 caso, ainda que levassemos em conta a visdo possibilista poderiamos chegar a
mesma pergunta, mes neste momento o que Brouwer esta fundamentando € uma afirmagéo
mais forte com relagdo anegacdo intuicionista.

No Intuicionismo, a negacdo de A é entendida como A implica o absurdo. Isto €,
na construcdo mental de uma prova para um enunciado qualquer, supondo A, se em agum
momento desta prova, nos deparamos com a impossbilidade de continuar, pois isso seria

absurdo (por exemplo, chegamos aproposicdo que 0 = 1), entdo podemos concluir ndo A.

In classical mathematics to say that a statement is ‘absurd’, means that it is
obviously false, something which has to do more with the psychological perception

of the statement than with the statement that with the statement itself. ‘Absurdity’ in
this sense is not a proper technical term of classical mathemetics*°.(DFEZ- PICAZO,
Gustavo F., 2000, p.220).

Para Brouwer existem duas maneiras de encarar a impossibilidade: a primeira é
reconhecida de imediato, a constru¢do ndo pode continuar, a segunda, por ‘ntermédio’,
mostramos que uma proposicdo A € contraditéria, reduzindo A a uma falsidade conhecida, por
exemplo, mostramos que A — 1 = 2.4

A dirmacéo da fasdade de um enunciado dada indiretamente apenas sob a
cornviccdo de que ndo € possivel expressar nenhuma prova da verdade deste enunciado,
intuicionisticamente deve ser descartada. Tendo em vista o entendimento intuicionista da
verdade, ndo faz sentido nem mesmo sob a alegacdo do possibilismo, entender que Brouwer
estaria afirmando aexisténcia de trés valores de verdade.

Na tentativa de afirmar as convicgbes a respeito da existéncia de problemas
insolivels, Brouwer formula entdo os chamados contraexemplos, ja citados em alguns
momentos no decorrer deste texto. Os contraexermplos teriam como findidade levar a

desconfianca sobre enunciados n&o-provados.

4> DFEZ-PICAZO, Gustavo F., 2000, p.220- 225.
6 Cf. GEORGE, A., VELLEMAN, D., J, 2002, p. 89- 120.



So long as this proposition is unproved, it must be considered as uncertain whether
problems like the following are solvable:

Is there in the decimal expansion of Il a digit which occurs more often than any
other one?

Do there occur in the decimal expansion of 1 infinitely many pairs of consecutive
equal digits?

And it likewise remains uncertain whether the more general mathematical problem:
Does the principium tertii exclusi hold in mathematics without exception? is
solvable. (BROUWER, L. E J, 1908, p. 110)

Os contraexenmplos fracos deservolvidos por Brouwer eram baseados em um
método geral que, grosso modo, podemos entender na seguinte proposta: reduzimos a
validade de um principio matemético a solugdo de um problema, por exemplo, temos uma
propriedade A (definida de acordo com os nimeros neturais) para a qual anda ndo pudemos
mostrar que IxA(X) nem que Vx-A(X). Tal reducéo é realizada usando, unicamente, o fato de
A induzir a um problema em aberto e ndo depende da definicdo exata de A. Assm, se um
problema aberto é solucionado, alguém pode simplesmente substitui-lo por outro do mesmo
tipo que o método ainda funciona. Podemos perceber que este método deservolvido por
Brouwer mostra simplesmente que ndo podemos provar agum enunciado neste momento,
atualmente, mes nd mostram que podeos rejeité-lo, ou melhor, provar sua negacdo.*’ Neste
sertido os fracos contraexemplos Ndo sGo um método efetivo para provar a regjeicdo do TEX
ou ainda mostrar a existéncia de problemas insoliveis em matemética para rebater a tese de
Hilbert de que todos os problemas da matemética teriam solucdo. Consciente desta convicgao,
Brouwer abandona os fracos contraexemplos e parece aderir novamente a uma forma de
atualismo com relacdo a verdade. Porém, desta vez, um atualismo meis brando, em que

desenvolve quatro casos pararefutacéo do TEX. Os quatro casos Sao:

1. a has been proved to betrue; 2. A hasbeen proved to befalse, i.e. absurd; 3. a has
neither been proved to be true nor to be absurd, hut an algorithmis known leading to
a decision either that a is true or that a is absurd; 4. a has neither been proved to be
true nor to be absurd, nor do know an algorithmleading to the statement either that
aistrueor that: aisabsurd.(BROUWER, L. E J, 1955, p. 552)

Os trés primeiros casos sdo verificaveis (judgeable), visto que é sempre possivel

observarmos na construcdo de carater finto sequéncias matemédticas finitas, passiveis de

47 Cf. DUMMETT, M., 2000, p. 32.



serem verificadas, avaliadas. Além disso, 0 terceiro caso € temporal, pois a medida que
possuimos um algoritmo de decisdo a qualgquer momento este enunciado pode encaixar-se no
cao 1 ou no cao 2. O quato caso, contudo, ndo pode ser dito temporal, pois ndo
conhecemos um algoritmo de decisdo e também corresponde a uma refutagdo para o TEX. O
exemplo de Brouwer para mostrar a refutacdo do TEX através dos quatro casos foi o Teorema
de Fermet, para o qual hoje sabemos que existe uma solugéo.*®

Na tentativa de tentarmos tornar mais elucidativo 0s quatro casos tomemos como
exemplo novamerte a Conjectura dos Numeros Inpares Perfeitos, com solugio ainda
desconhecida. Se considerarmos uma sequéncia inicial de ndmeros naturais impares, tais
como, {1, 3, 5, 7, 9, 11}, podemos facilmente avaliando cada um dos nimeros dfirmar gque se
tratam de ndmeros impares imperfeitos, porque somados seus divisores, exceto o proprio
nimero como enunciado pela regra do nimero perfeito, ndo obtemos o nimero investigado,
vega 1 tem como divisor apenas ele mesmo, 3 tem como divisores os ndmeros naturais 1 e 3,
9 tem como divisores 1, 3 e 9. Assm estamos aptos a afirmar que dentro de um sistema finito
de julgamento posso enquadrar 0 enunciado da Conjectura no caso 2, a saber, o enunciado
tem sido provado como falso. Estas afirmacOes satisfazem a refutag@o feita sobre a rejeicdo do
TEX; uma vez que, o TEX pode ser consderado um principio vaido quando estamos
julgando enunciados em um dominio finto. Mas se considerarmos a sequéncia infinita de
todos 0s ndmeros naturais impares mantémse 0 quarto caso, refutando o TEX, pois ndo
possuimos um agoritmo de decisdo para resolver dado enunciado, o que significa entdo que
ndo podemos provar sua verdade, nem seu absurdo.

Como tentamos tornar claro no decorrer dessas pagines, no que diz respeito a
nocdo de verdade, ndo ha exatamente clareza da parte de Brouwer em defini-la. Pretendemos,
ainda, ter tornado claro que suas definicdes oscilam na tentativa de manter a refutacéo do
TEX como principio l6gico vélido para descoberta de verdades meteméticas. E no que diz
respeito a verdade matemdtica, seus discipulos Heyting e Dummett, também ndo foram
efetivamente elucidativos e definitivos, oscilando, assm como Brouwer, mas seus intuitos

Ndo eram exatamente argumentar em favor darejeicdo do TEX®.

“8Cf. BROUWER, L. E J, 1955, p.551- 554.
9 A nocso de verdade e existéncia oscilou no pensamento de outros intuicionistas importantes como A. Heyting
e M. Dummett como pode ser encontrado em:
Cf. RAATIKAINEN, Panu, 2003, p.132- 141
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Nestas paginas em que tratamos da questdo da verdade sob o ponto de vista
Intuicionista, que diverge em muitos aspectos da concepcdo Cléssica, tentamos elucidar que a
nocdo de verdade do ponto de vista intuicionista néo pode ser entendida como dependente de
uma redidade fora da mente, como os Redlistas supdem. A verdade matemética do ponto de
vista intuicionista sustenta que as construcdes e provas matemdticas sO sdo possiveis devido
aos Dois Atos do Intuicionismo que fundam a metemética com base na intuicdo basica da
matemética e que ndo permitem a matemética intuicionista aceitar 0 TEX como principio
vaido para juigamentos em dominios infintos. O TEX, do porto de vista Intuicionista, pode
ser encarado com o principal causador dos paradoxos que agueceram as discussdes no seculo
XIX sobre a fundagdo da metemdtica. Para Brouwer, o TEX teria sdo motivado pela
concepcao errbnea de que a matemdtica seria dependente da logica e, principamente, pela
utilizacdo sem explicacdo de principios I6gicos observados nos sistemes finitos de julgamento

e aplicados nos sistemas infinitos.

2.2 A nogéo de Existéncia intuicionista argumentando a favor da rejei¢do do TEX.

A metemdtica construtiva, € ja vimos que O Intuicionismo enquadra-se neste
campo, afirma, grosso modo, que € preciso construir um objeto metemético para provar que
ele existe. Nesta se¢do levaremos a0 entendimento do que seria a nogdo de existéncia e de que
mangra sdo construidos o0s objetos matematicos na concepcdo intuicionista. O entendimento
da nocdo de existéncia no Intuicionismo traz argumentos que mantém a rejeicdo a0 TEX e

permitem compreender como sdo entendidos 0s conectivos 16gicos.

You ought to consider what Brouwer’s program was [L. E. J. Brouwer 1907]. It
consisted in the investigation of mental mathemeatical construction as such, without
reference to questions regarding the nature of the constructed objects, such as
whether these objects exist independently of our knowledge of them That this point
of view leads immediately to the rejection of the principle of excluded middle (...).
(HEYTING, A., 1956, p.1).

As matemdticas construtivas se distinguem da matemética classica principalmente
no gue concerne a nogdo de existéncia. Neste sentido, pedem pela interpretacdo estrita da
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frase “existe” significando “nés podemos construir”>® A matemética construtivista necessita,
aém de uma renterpretacdo do quantificador existencial, uma interpretacdo de todos os
corectivos l16gicos e quarntificadores como instrucBes sobre como construir uma prova do
enunciado matemético. Foi Brouwer em sua tese de doutorado, ja em 1907, que deu as bases
de uma abordagem precisa e sistemdtica da matemética construtiva.®® A matemética
intuicionista propde fazer com que a matemética sgja uma funcdo do intelecto, uma atividade
do pensamento que pode usar a linguagem formal ou natural, para comunicar construcdes
meteméticas aos outros e para S mesmo. No entanto, a comunicagdo das construcles
mateméticas através da linguagem (formal) ndo representam a matemdtica, e Significam
menos ainda a matemética em S. Assm, um correto entendimento da metemética
intuicionista ndo permite atribuirmos existéncia independente do nosso pensamento.>?

But | must still make one remark which is essential for a correct understanding of
our intuitionist position: we do not attribute an existence independent of our thought,
i.e., atranscendental existence, to the integers or to any other mathematical objects.
(BROUWER, L. E J, 1931, p.53).

2.2.1 A nao aceitacéo da nogao de existénciaclassica

Neste momento do desenvolvimento deste trabalho trataremos da questdo da
existéncia intuicionista como uma critica a existéncia classica que legitimaria 0 uso
indiscriminado do TEX na matemética. Como vimos anteriormente, a matemética classica
aceita a nogcdo Redlista de verdade, o que sugere 0 mesmo procedimento para a nogéo de
exisénciaa. O entendimento da nocdo de existéncia Redlistay na qual esta fundada a
metemética cléssica, leva a ideia de que os objetos matemdticos existem em uma redlidade
independente do nosso conhecimento. Heyting vai objetar esta nocdo afirmando tratar-se de
uma questdo metdfisica, e que a matemdtica Nndo deve ocupar-se de assuntos metafisicos, pois

sua ciéncia deve contemplar o estudo das construcBes mentais.

0 HEYTING, A., 1931, p. 52- 61
lyan DALEN, D., TROELSTRA, A.S, 1988, p.04.
%2 Cf. HEYTING, A., 1931, p. 52- 61.



Your argument is metaphysical in nature. If “to exist” does not mean “to be
constructed”, it must have some metaphysical meaning. It cannot be the task of
mathematics to investigate this meaning or to decide whether it is tenable or not. We
have no objection against a mathemeatician privately admitting any metaphysical
theory he likes, but Brouwer’s program entails that we study mathematics as
something simpler, more immediate than metaphysics. In the study of mental
mathematical constructions ‘to exist” must be synonymous with “to be
constructed”(HEYTING, A., 1956, p.2).

Na perspectiva classica, ndo hd preocupacdo com a prova construtiva dada por
uma operagdo matemdtica. Resumidamente, bastam aproximecOes finitas baseadas em
critérios de aplicacdo e identidade®, pois a exsténcia do objeto é confirmada
independentemente de existir um pensamento construtivo sobre eles. Assm podemos atribuir
existéncia a um objeto através das informagdes sobre as propriedades do objeto, se edtas
propriedades podem ou ndo ser atribuidas ao dado objeto, o objeto existe. Andisemos a
Conjectura de Goldbach sob este quadro. Vamos considerar que Gx= se X é par e X > 2, entéo
exissemy e ztais que y e z sdo primos e z = y+z A conjectura de Goldbach pode ser descrita
como PXGx v —PXGx. Em matemética classica ainda que ndo tenhamos a informacdo sobre
qual dos diguntos se corfirmam, sabemos que existem apenas estas duas opcoes,
PxGx v— XGx, devido a aplicagdo do TEX.

E preciso termos em mente que para o intuicionista as construcdes mateméaticas
devem comecar a partir de construgdes meis sinples™ como os nimeros naturais e ir
gradualmente crescendo em direcdo a construgdes mais complicadas, como por exemplo, 9%.
Além disso, que os nimeros naturais sdo construidos em decorréncia do Primeiro Ato do
Intuicionismo. Em sintese, a nocdo de construir no Intuicionismo sO € possivel devido ao
mecanismo da intuicio bésica da matemética™, e o resutado da construcdio é fornecido a
mente, por isso ‘constru¢des mentais’: “the only possible foundation of mathemeatics must be
sought in this construction under the carefully to watch which constructions intuition alows

>3 VELLEMAN, D. J, Jan./1993, vol. 102, p. 59- 84.
> Tais construcdes devemter emmente os dois atos de Intuicionismo.
% Lembrando que, a funcdo da intuicio é limitada a construir objetos mateméticos, e é para o Intuicionismo o
Unico recurso do conhecimento matematico. No entanto, a intuicdo da matemética precisa estar despidade todo
contelido das sensagdes experimentadas pela consciéncia, que na concepcdo de Brouwer permanece lentamente
oscilando entre quietude e sensacéo, sendo o fendmeno inicial responsavel pela percepcdo do movimento do
tempo. Tais sensagdes separadas de seu conteudo sensorial possibilitam o surgimento de uma ‘forma vazia’,
denominada ‘intuicdo basica da duplicidade’, com a fung¢do de identificar mudangas na divisdo dos momentos da
vida em duas partes, uma cedendo lugar a outra. A matematica € identificada por Brouwer, como 0 recurso
primério da intuicdo, introduzindo e adicionando novas unidades ja adquiridas pela mente. A colecdo de
unidades adquiridas é retida na memdria, sendo assim este processo leva a construgdo de um nlmero natural
arbitrério.
Cf. PLACEK, T., 1997, vol. 5, p.19- 33.
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and which not, and why any other attempt at such a foundation is condemned to failure.”
(BROUWER, L. E. J, 1907, p.52).

Respaldados na ideia de que para o Intuicionismo construgdes sdo ‘construgdes
mentais’, a questdo sobre a existéncia de um objeto matematico s6 pode ser garantida se
existe uma construcdo mental para este objeto. Assm, tomando como exemplo a Conjectura
de Goldbach se faz necessaria a construcdo dos ndmeros primos e de um algoritmo capaz de

construir o enunciado de dada conjectura provando um dos diguntos.

Their existence is guaranteed only insofar as they can be determined by thought.
They have properties only insofar as these can be discerned in themby thought. But
this possibility of knowledge is revealed to us only by the act of knowing itself.
Faith in transcendental existence, unsupported by concepts, must be rejected as a
means of mathematical proof. (HEYTING, A., 1931, p.53)

Para comecarmos a entender como sd0 dadas as construgbes intuicionistas
partiremos do pensamento de Arend Heyting a respeito de enunciados mateméticos. Para
Heyting 0 enunciado é uma proposicdo matemética quando expressa a concretizacdo de uma
intencao; ou melhor, a satisfacdo de certa expectativa.>® Por exemplo, o enunciado, “existe um
nimero fmpar perfeito”, expressa a expectativa de podermos encontrar um nimero inteiro i tal
gue este nimero sgja impar e sgja perfeito. Tal expectativa, como afirmada por Heyting, néo
expressa a existéncia de ago independente de nds, mas uma experiéncia do pensamento,
assim como a negacdo deste enunciado, ‘“ndo existe nimero mpar perfeito”, expressa a
expectativa de derivarmos uma contradicdo, tal expectativa serd satisfeita através de um
procedimento de prova que leve a cortradiczo.®’

Sob esta visdo, 0 TEX ndo poderia, redmente, ser completamente aceito na
concepgdo intuicionista, pois um enunciado a vV -a seria satisfeito, apenas, se no minmo uma
das intencbes a ou -a fossem satisfeitas. Obter uma prova envolvendo TEX significa ter um
método de decisdo, para que quando dada uma proposicdo arbitréria particular, a, possamos
provar sua proposicdo ou provar sua negacdo, —a. O que nem sempre pode ser garantido

quando estamos tratando, ndo de proposicOes particulares finitas, por exemplo, a decisdo se

%6 Cf. HEYTING, A., 1931, p. 52- 61.
57 Cf. HEYTING, A., 1931, p. 52- 61.



um nimero fmpar, como o nimero 11, é perfeito ou ndo°%; mes para quando tratamos de

dominios infinitos de julgamento, como, o conjunto infinito de ndmeros impares.
2.2.2 Provas construtivassustentam a nogao de existénciano Intuicionismo

Nesta secdo iremos investigar de que maneira o0 Intuicionismo compreende gue
devam ser desenvolvidas as provas matemdticas, rejeitando os métodos de prova indireta e
estabelecendo que a existéncia de objetos e enunciados mateméticos estariam relacionados a
prova construtiva originada pelo intelecto humano, 0 que consequentemente sustentaria a
rejeicdo do TEX. Além disso, pretendemos mostrar como O Intuicionismo entende 0s
operadores logicos, com a findidade de expressar que nesta perspectiva o TEX ndo poderia se
manter.

A nocdo de provas construtivas no Intuicionismo, € em outras mateméticas
construtivas™®,  implicam em aceitar que construtivo significa a dfirmacdo de  algo
completamente especifico sobre a prova, isto € um méodo de prova que demonstre a
existéncia de um objeto matemético através da criagdo ou fornecimento de um agoritmo que
possibilite construir o objeto. Neste caso a prova de um enunciado como 3IxP(X) é construtiva
na medida que, ou temos provado uma instancia especifica de P(x), ou temos um meio
efetivo, no minimo em principio, de encontrar uma prova de P(x). No caso de um enunciado
diguntivo PVB é construtivo apenas, na medida em que ou temos uma prova de P ou temos
uma prova de B, ou temos um melo efetivo, no minimo em principio, de encontrar uma prova
de um dos dois disurtos. Dummett®® vai afirmar que a distingo entre provas construtivas e
provas ndo-condtrutivas é perfeitamente inteligivel do ponto de vista Redlista, principalmente

no que tange provas envolvendo enunciado existenciais e diguntivos.

®8 Enunciamos a Conjectura dos Nimeros impares Perfeitos no inicio deste capitulo. Recorde-se que, para um
dado numero impar é possivel determinar se ele é perfeito ou ndo. Contudo, a Conjectura dos Nimeros impares
Perfeitos enuncia que ndo existe numero impar perfeito. Ou seja, considere Px, Px= x é impar e x é perfeito.
Sabendo que, ser um namero perfeito significa que x é a soma de seus divisores. Dado um nlmero n podemos
decidir se Pn ou —Pn. Mas ndo possuimos um algoritmo para decidir qual dos disjuntos é o caso nadisjuncéo,
entdo FXPxv—IxPX.
9 Apesar das diferentes abordagens de construtivismo, podemos citar como ponto em comum entre estas a
preocupacdo em afirmarem que a existéncia de um objeto ou entidade matemdtica deve ser realizada
explicitamente, através de provas. Pois acreditam que de provas construtivas podemos, pelo menos emprincipio,
tirar algoritmos que verifiquem os elementos e construa provas que estabelecam a existéncia de um objeto.
Como exermplo de abordagens construtivistas que apresentama mesma preocupacado intuicionista, ainda que com
diferentes argumentos e fundamentos, podemos apontar as seguintes formas de construtivismo: Finitismo,
Bishop's Constructive Mathematics, Constructive Recursive Mathematics.
Cf. van DALEN, D., TROELSTRA, A.S, 1988, p.1- 4.
€0 Cf. DUMMETT, M., 2000, p. 6- 8.
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What everyone who has heard of intuitionism knows is that intuitionists want their
proofs to be constructive. The notion of a constructive proof is, however, by no
means restricted solely to intuitionistic or other forms of ‘constructivist’
mathematics: the distinction between constructive and non-constructive proofs arises
within classical mathematics, and is perfectly intelligible from a conpletely
platonistic standpoint. From such a standpoint, the distinction arises for proofs of
existential and disjunctive statements: any proof proves more than just the theorem
which is its conclusion, and to call a proof of an existential or disjunctive statement
(with without initial universal quantifiers) ‘constructive’ is to say something quite
specific about the additional information which the proof provides(DUMMETT, M.,
2000, p. 6)

Podemos tornar claro, as ideias expostas acima, observando que, o0 operador
existencial, 3, no Intuicionismo possui uma diferenca fundamental com relacdo a logica
classica®®. De acordo com o TEX, em matemética classica, para cada afirmacéo, supondo P,
ou P mantém ou -P se mantém. O que permite que 0s operadores da diguncéo e da existéncia
possam ser interpretados sem dizer ago completamente especifico sobre a prova. Um
enunciado diguntivo como P Vv B, em ldgica classica implica que =(-PA -B), que diz é
contraditorio que sgjam ambos P e B falsos, mas este ndo poderia ser 0 caso para O
Intuicionismo, pois 0 enunciado P Vv B, dgnifica que ou temos uma demonstracéo de P ou
temos uma demonstracdo de B, e o enunciado —(=PA -B) implica que a demonstracéo de
(wPA -B) leva a uma contradicdo, entdo P Vv B, intuicionisticamente, ndo poderia implicar que
=(=PA -B).

Com relacéo a0 operador existencial, a interpretacdo redlista da existéncia permite
gue um enunciado como IXP(X) impligue que -vx-P(x), pois axP(x) significa que existe um
elemento x que possui a propriedade P e o enunciado —vx-P(x), similarmente, significa que
ndo é 0 caso que para todo x, X ndo tem a propriedade P. No entanto, do porto de vista
intuicionista, =vx-P(x) ndo podem implicar IxP(x), uma vez que este tipo de interpretacdo
ndo nos diz nada especifico sobre a prova de =vx-P(x), apenas retiramos a conclusdo com
base na afirmecdo que aega, em principio, por meio do TEX, que diante de um enunciado
matemético ou 0 enunciado se mantém, ou a negativa do enunciado se mantém. A critica
desenvolvida pelo Intuicionismo, com relacdo a uma interpretacdo ndo especifica dos
operadores nas provas construtivas, redizadas no interior da metemética classica, € que esta
teria permitido que o edificio da matemética classica se construisse com base na linguagem da
metemdtica, e ndo especificamente, com base na intuicdo da matemédtica, 0 que para Brouwer

teria como consequéncia 0s paradoxos.

61 Cf. DUMMETT, M., 2000, p. 4- 5.
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Throughout the ages logic has been applied in mathematics with confidence; people
have never hesitated to accept conclusions deduced by means of logic from valid
postulates. However, recently paradoxes have been constructed which appear to be
mathematical paradoxes and which arouse distrust against the free use of logic in
mathematics. Therefore some mathematicians abandon the idea that logic is
presupposed in mathematics. (BROUWER, L. E J, 1908, p. 108).

Mas para Dummett o problema parece ir aém, pois segundo sua visdo, esta
interpretacdo, que deu bases para a matemdtica classica, tem servido como base para o
deservolvimento de outras ciéncias, como a fidgca, a linguistica e, crescentemente, da
biologia.

Dummett exenplifica o problema com edta interpretacéo a partir do exemplo de
uma prova ndo-construtiva atribuida a Peter Rogosinski e Roger Hindley.®> Considere o
teorema, “existem nimeros iracionais @ e b tais que a® ¢ racional”, sabendo que V2 é

irracional e 2 é racional temos a hipétese,

() q= vz éraciondl ouvZ"” éirracional:
Agora suponha que:

1) q-= \/fﬁ é racional, fazemos a= b= /2 e temos dois nlmeros irracionais a e b, tais

que a” é racional, portanto o teorema é verdadeiro;

(2) q-= \/E\/E e irraCionaI, fazemos a= \/7\/7 e b= \/Z e temos que (ﬁﬁ)ﬁz (\/E)Z =2
sendo 2 racional entdo temos dois ndmeros irracionais a e b, tais que a° é racional e,

portanto, o teorema € verdadeiro;

Note que a prova é ndo construtiva, porque se baseia na afirmacdo de que ou g é
racional ou q é irracional, através de uma insténcia do TEX, que ndo é vdlido em uma prova
construtiva, como sabemos. A prova nao-congtrutiva ndo cria exemplos de nimeros a e b
irracionais que corfirmem o teorema, mes limita-se a uma série de possibilidades mutuamente

exclusivas, mostrando que um deles produz o teorema desgjado, mas ndo mostra qual deles

atende a0 teorema. Para tornar esta prova condtrutiva teriamos de determinar sexfiﬁé
racional ou irracional.

62 Cf. DUMMETT, M., 2000, p.6.



Dada a necessdade intuicionista de estabelecer provas condirutivas para
demonstrar a existéncia de um objeto matemético, podemos pressupor a necessidade
intuicionista de um entendimento especifico dos operadores l6gicos para comunicacdo e
entendimento das construcbes mateméticas mentais, deixando de lado o entendimento
Redlista de tais operadores que na visdo dos intuicionistas pressupdem a ideia de existéncia
transcendente. A necessidade de estabelecer um novo entendimento dos operadores l6gicos no
Intuicionismo foi sertida ja em 1927 por Heyting, que como sabemos foi aluno de Brouwer e
estudioso do Intucionismo. No ano de 1927, a Dutch Mathematical Society (Sociedade
Matemética Holandesa) refutou a Teoria dos Conjuntos intuicionista formulada por Brouwer,
com o argumento de que as conclusdes da teoria ndo poderiam ser derivaveis em um sistema
formal universal.®® Neste sertido Heyting empenhou-se em

(i) construct such asystemand to indicate its deviations from Brouwer's theories;

(ii) to investigate whether from the systemto be constructed a dual system may be
obtained by (formally) interchanging the principium tertii exclusi and the
principium contradictionis (TROELSTRA, A.S, 1990, p.4).

O resutado do trabalho de formalizacdo (parcial) da matemédtica intuicionista de
Heyting foi publicado trés anos apds o inicio, em 1930. Esta formdlizagdo é composta pela
l6gica proposicional e de predicados intuicionista, aritmética e andlise, juntos em um grande
sistema. Anterior a formalizacdo de Heyting, em 1925 um jovem matemético russo Andrel N.
Kolmogorov empenhou-se na mesma enpreitada de Heyting, publicou a primera
formalizacdo parcial da logica intuicionista, e também fez uma extensa comparagdo com a
l6gica cléssica formal, em um artigo chamedo, On the principle of the excluded middie®*, que
por motivos misteriosos ndo se tornou conhecido fora da antiga Unido Soviética por anos.
Contudo, o resutado do trabalho de Kolmogorov (1932)%° e Heyting (1934), baseados nas
ideias de Brouwer (por exemplo, os escritos de 1908, 1924) ficaram conhecidos como
Interpretacdo BHK, que capta o dgnificado dos simbolos l6gicos no Intuicionismo, e

podenos dizer que no construtivismo, em geral. A interpretacdo BHK®® define de forma

63 |JEMHOFF, R., Ago/2013.

¢4 KOLMOGOROV, A., 1925, p. 414- 437.

%5 No ano de 1932 Kolmogorov apresenta sua teoria denominada ‘logica de problemas’ no artigo traduzido para
o inglés como, On theinterpretation of Intuitionistic Logic.

KOLMOGOROV, A., 1932, p.328-334.

® TROELSTRA, A.S, 1991, P. 150- 179.



informal do que uma prova intuicionista deve ser composta, indicando como 0s conectivos e
quartificadores devem ser interpretados, e neste sertido, capta a nocdo de existéncia
entendida como construgdes mentais exigidas pelo Intuicionismo.

Os simbolos l6gicos no Intuicionismo possuem um cardter epistémico nos termos

da existéncia de uma demonstragdo construtiva da seguinte maneira:

(1) ndo existe uma demonstracdo de 1.

(2) Uma demonstracdo de AAB consiste de uma denmonstracdo de A e uma
demonstracéo de B.

(3) Uma demonstracdo de AVB consiste de uma demonstracdo de A ou de uma
demonstracéo de B.

(4) Uma demonstragdo de A — B € uma construgdo que transforma qualquer
demonstracéo de A em uma demonstracdo de B.

(5) YXA(X) (para todo x, A se aplica a x) quando temos uma demonstracéo que
unida & construcdo de um objeto a qualquer resulta em uma demonstragdo de
A(a), isto €, que A se aplica aa.

(6) IxAXx (existe um x tal que A se aplica a x) quando podemos construr a e

demonstrar A(a), i.e. que A se aplica aa.

E preciso relembrar que a negacdo intuicionista, —-A, corresponde, ou a
impossibilidade de prossegur com a prova, ou que foi demonstrado que temos uma
construcdo que deriva falso de qualquer possivel prova de A. Sendo assm, -A é equivalente a
A—l.

Podemos argumentar criticamente sobre a interpretacdo BHK, dado que ta
interpretacéo ndo define completamente a nogdo de construcdo. A nogdo de construcdo dada
pela interpretacdo BHK permite diferentes concepcdes de construgdo.®” Contudo, mesmo em
nivel informal, ja podemos antecipar que o TEX ndo poderia ser considerado um principio
vélido de jugamento. De acordo com a interpretacdo BHK, para a dfirmacdo do TEX ser
intuicionisticamente valida seria necess&rio que 0 sUjeito, ou construisse uma prova de A, ou

uma prova de gque a suposicdo de uma prova de A leva ao absurdo, A— 1. Nos casos em que

67 A noc3o intuicionista de construcdo acaba permitindo diferentes interpretacdes por tratar-se de uma nogzo
primitiva na interpretacdo BHK. A nocdo de construcdo € a clausula base, enquanto as clausulas que
explicitamos acima s&o as indutivas. E preciso ter em mente que o construtivismo possui diferentes abordagens,
com diferentes nogdes de “constru¢do” e o Intuicionismo representa umaversdo, como pretendemos ter tornado
claro.

55



nao temos uma prova para A, nem uma prova para a sua negacdo, a declaracéo (A v -A) ndo
se sudtenta, 0 que é ilustrativo diante de algumas conjecturas conhecidas, por exenplo,
Conjectura dos nimeros impares perfeitos e a Conjectura de Goldbach.

Nesta secdo tivemos como objetivo elucidar a nogdo de existéncia do ponto de
vista intuicionista. Partimos da ideia de que a exiténcia de um objeto ou enunciado
matemético deve estar relacionada ao conhecimento de uma prova construtiva deste objeto ou
de um agoritmo de decisio que prove o enunciado. Além disso, mostramos de que maneira
sdo entendidos os conectivos logicos no Intuicionismo com O objetivo de mostrar como
seriam construidas as provas condrutives. Também pretendemos ter tornado claro que a
nocdo de existéncia atrelada a prova construtiva sustenta a rejeicdo do TEX como um
principio universal de julgamento na mateméticaa NoO Intuicionismo matemédtico o TEX
posshilita a construcdo de provas indiretas que, em geral, ndo elucidam o agoritmo de
decisdo esperado, quando tratamos da existéncia de um enunciado matemético; mes, muitas
vezes, se limtam a mostrar possibilidades excludentes baseadas na ideia de que dado dois
enunciados que se opdem contraditoriamente ndo podem ser ambos falsos, ha de se garantir

gue sgja um verdadeiro e o outro falso.

2.3 A nogéo de infinito e arejeicdo do TEX

No decorrer deste trabaho mostramos que o Intuicionismo baseado em sua
perspectiva sobre a matemgdtica refuta a concepcdo gue relaciona esta ciéncia a atividade de
descobrir novas verdades e objetos mateméticos a partir de pressupostos realizados no ambito
da linguagem matemética. Haja vista, a critica intuicionista a légica, entendendo que a
Matemética ndo poderia ser construida como subordinada a linguagem, “Logic is thus a kind
of applied mathemdtics, and is dependent on mathematics both for its linguistic subject-
metter, and for its mode of investigation” (BROUWER, L. E. J,, 1928, p. 1172-1173). Desta
forma, a matemdtica intuicionista foi deservolvida sob o entendimento de que esta ciéncia
seria possivel devido a atividade da mente humana de construir objetos e provas para
enunciados mateméticos; e evolui, principamente, com o intuito de elimnar os paradoxos
gue levantaram dividas sobre os fundamentos da matemética na passagem do século XIX

para 0 sécuo XX. Contudo, os intuicionistas ndo procuraram resolver apenas problemas
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especificos relacionados a metemética, como por exenplo, os problemas relacionados a
Teoria dos Conjuntos, mas concentraram-se na reivindicagdo por uma reconstrucdo desta, e
neste contexto o TEX foi rejeitado para dominios infinitos por, ainda, ndo ser confiavel, dado
sua aplicacdo ter sdo estendida, injustificadamente, de contextos finitos de verificagdo, onde
€ possivel testar caso a caso, para contextos infinitos em que nem sempre possuimos método
de verificagdo. Note que a regjeicdo de Brouwer ao TEX se mantém por considerar o principio
injustificado e ndo confiavel em dominios infinitos. No entanto, ele ndo conseguiu levantar
nenhuma contradicdo resultante do uso deste que fosse capaz de assegurar que o TEX seria a
origem dos problemas fundacionais da matemética.

A disputa do Intuicionismo com a matemética classica, principalmente contra o
uso do TEX como principio vélido para jugamentos em dominios infinitos, tem como uma
das principais questdes os argumentos acerca da nogdo de infinito. E envolveria a maneira
como foi construida a matemédtica classica, baseada em uma concepcdo redista, permitindo o
entendimento da nogdo de infinto como atual; e a reinvindicagdo intuicionista de que este
conceito ndo poderia ser entendido com base em uma realidade mente-independente, devendo
ser compreendido como referéncia a um procedimento em que existem séries de etapas
infinitas, ou sgja, o infinito entendido como potencial.

A dfirmacdo intuicionista propde que o infinito se da através de uma operacdo que
nos permitiria mostrar a possibilidade infinita de uma colecdo de nimeros. Por exermplo, um
intuicionista ndo dfirmaria a exiténcia de uma totdidade de ndmeros naturais, mes
conceberia uma operacdo pela qual, sucessivos nUmeros naturais seriam construidos até onde
se querra. Neste sertido, podemos compreender o tratamento potencial do infinto como a
possibilidade de contar nimeros naturais, baseado nas regras de construgdo destes nimeros.®

A proposta intuicionista levanta dlvidas sobre o entendimento da nocdo de
infinito construida pela matemética classica, e refuta que tal concepgdo estaria argumentando
em favor da utilizacdo, sem restricdo, do TEX em dominios infinitos de julgamento. Neste
texto daremos uma breve introducdo de como a nogdo de infinto desenvolvida pela
matemética classica, sustentada por uma concepcdo redista, permitiu 0 uso do TEX e como o
Intuicionismo entende gque a concepcdo classica levou a problemas no cerne da fundagdo desta
ciéncia, argumentando a partir dai em favor da concepcéo de infinito potencial que ndo nos

permitiria aplicar o TEX como principio dejulgamento valido em dominios infinitos.

%81 embrando que, os numeros naturais sdo aqueles objetos obtidos a partir de ‘zero’ por ap licar repetidamente a
operacdo sucessor, S. O Intuicionismo admite apenas duas regras de geracdo dos nameros naturais: (i)0 € um
namero natural; e (ii) se n € umnumero natural, entédo é umnumero natural S(n). S&o nUmeros naturais apenas 0s
objetos gerados por estas duas regras.
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2.3.1 A criticaintuicionista a nogdo de infinito atual e em favor do potencial

Como tentamos elucidar anteriormente, o infinito atual compreende uma colegéo
de objetos como uma totalidade definida e determinada. Com este entendimento, o infinito €
entendido como a existéncia por conpleto de uma entidade metemédtica com um ndmero
infinto de elementos. Em contrapartida, vimos que o infinto potencial pode ser
compreendido como um procedimento que segue uma lei de geracdo e com serie infinita de
etapas, 0 que dgnificaria, que concluida uma etapa, ha sempre outra posterior que necessita
ser redizada, e como exemplo podemos entender o processo de contar nUmeros naturais
{1,2,345..}.

Desgjamos neste momento do nosso trabalho, apresentar brevemente como foi
desenvolvida a nogdo de infinito atual na fundagd da matemética. Com isso, pretendemos
elucidar que a nocdo de infinito atual foi assimilada pela Teoria dos Conjuntos de Cantor, que
deu margem para o descobrimento de paradoxos no interior da matemdtica. A partir da
descoberta dos paradoxos no trabalho de Cantor o Intuicionismo passou a colocar em divida
as bases da fundagdo matemdtica e a tragar novos deservolvimentos para esta ciéncia,
argumentando fundamentalmente a favor da nocdo de infinito potencial. Com isso, esperamos
findlizar, mostrando que a rejeicdo intuicionista a0 TEX, como principio de julgamento vélido
para dominios infinitos, foi amparada pela concepcdo deinfinito potencial.

A distingdo entre os conceitos de infinito atual e infinito potencial foi inicialmente
idedlizada por Aristételes®® no deservolvimento de seus questionamentos acerca do Paradoxo
de Zendo™, e se deu como uma tentativa de resolver o problema acerca da compreensdo da
ideia de espaco, como finito, e de tempo, como infinito. Para ele, 0 tempo era infinito por
adicdo, isto €, ndo existindo nem ponto inicial, nem ponto final, qualquer ponto poderia ser
reconhecido como ‘agora’, em resumo, o “infinito existiria potencialmente, porém nao
atualmente”.”’ Estas ideias de Aristoteles ofereceram o plano de fundo para que o filésofo
medieval S&0 Tomés de Aquino formulasse, muitos anos depois, a distingdo entre infinito
potencia einfinito atual.”?

9¢Cf. MOORE, A.W., 1990, p. 36 39.

0 Paradoxos de Zendo sdo exemplos atribuidos a Zendo de Héia e tratam-se de argumentos utilizados para
provar a inconsisténcia dos conceitos de multiplicidade, divisibilidade e movimento. Exemplos cléssicos dos
paradoxos formulados por Zendo s&o: a corrida entre o herdi Aquiles e atartaruga; e, o paradoxo daflecha.

Cf. EVES, H., 2008, p. 417-418.

L Cf. MOORE, A.W., 1990, p. 40.

"2Cf. MOMETTI, A. L., 2007, p.2-3.



A disputa entre a concepcdo de infinito atual e potencial despertou interesse, tanto
no campo da filosofia, quanto no da matemética. E neste contexto o entendimento do infinito
como atua foi, por muitas vezes, rejeitado,”® sobretudo, por causa dos paradoxos’™® que este
conceito parecia desencadear. Contudo, no comego do sécuo XIX o metemético Bernard
Bolzano (1781-1848) foi um dos primeiros™ a defender a existéncia de um irfinito atual, em
sua obra Paradoxos do infinito, publicada postumamente em 1851.“Here Bolzano argued in
detal that a host of paradoxes surrounding infinity are logically harmless, and mounted a
forceful defense of actual infinity” (FERREIROS, José, 2012). Nesta obra ele enfatizou
também que o conceito de equivaléncia entre dois conjuntos era aplicavel tanto a conjuntos
finitos, como infinitos.”® Porém, as ideias de Bolzano s6 ganharam evidéncia no século XIX,
quando foram desenvolvidas por Georg Cantor.

Cantor propds uma teoria dos conjuntos, Teoria dos conjuntos de Cantor’’, com o
intuto de permtir que mateméticos trabalhassem de forma consistente com conjuntos
infintos. Para ele, o conceito de conjunto poderia ser compreendido, grosso modo, como
uma colecdo definida de objetos, chamados de elementos ou membros do conjunto. E por
objetos entendia nmeros, outros conjuntos, etc.. Podemos considerar a Teoria dos Conjuntos
de Cantor um marco importante, ndo apenas para a matemética de maneira geral, mas também

para seu autor, pois foi a partir dela que Cantor chegou a0 desenvolvimento dos nUmeros

3 Na histéria da matemética e da filosofia muitos fizeram a defesa da noc&o de infinito potencial, dentre eles:
Aristételes, Sdo Tomés de Aquino, Thomas Hobbes, |. Kant, etc.
Cf. MOORE, A.W., 1990, p.36- 63.
" Podemos citar como exenplo de paradoxo resultante do entendimento do conceito de infinito atual os
Paradoxos de Cantor e Russell. O paradoxo de Cantor foi descoberto por Cantor em 1895 e pode ser sintetizado
da seguinte forma: considere U o conjunto de todos os conjuntos e P(U) como o conjunto das partes de U. E
natural termos como hipétese inicial que U é o conjunto de maior cardinalidade, pois “é o conjunto de todos os
conjuntos”. Mas se P(U) tem cardinal estritamente maior do que o cardinal de U, como foi provado pelo proprio
Cantor, sendo assim, contrariamos a hipétese inicial de que U sejao maior conjunto.
Cf. MOORE, A.W., 1990, p. 54.
Cf. CONIGLIO, M. E, 1997, p. 3-4.
S Apesar de fazermos referéncia a Bolzano como um dos primeiros mateméticos a desenvolver uma teoria em
favor do infinito atual, ele ndo foi o Unico, podemos citar também os filsofos da ldade média Gregorio de Nissa
e Nicolau de Cusa, o desenvolvimento do célculo infinitesimal de Cottfried W. Leibniz e Isaac Newton e os
mateméaticos contermporaneos Georg F. Bernhard Riemann e Richard Dedekind e outros.
Cf. FERREIROS, José, Jul/2001.
Cf. MOORE, A.W., 1990, p.65- 69.
6 Cf. MOORE, A.W., 1990, p. 112-113.
" Esta teoria foi desenvolvida por Cantor nas décadas de 1870 e 1880 e foi o primeiro desenvolvimento dateoria
dos conjuntos, que sofreu reformulacdes em seus principios basicos até o desenvolvimento dateoria axiomatica
dos conjuntos, ZFC (Teoria dos conjuntos de Zermelo e Fraenkel). A teoria dos conjuntos de Cantor é uma
teoria semi-axdomética, por nao ter sido desenvolvida axiomaticamente, e pretende ser uma compreensdo
informal dos conjuntos, como colegdes de objetos, chamados de elementos ou membros do conjunto. Por outro
lado, ateoria axiomatica dos conjuntos refere-se a fatos sobre conjuntos e seus membros que séo demonstraveis
apartir de listas definidas de axdomas.
Cf. CONIGLIO, M. E, 1997, p. 3-6.
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trandfinitos, seu objetivo com este trabalho era dar um tratamento rigoroso a no¢do de infinito

atual. Os ndmeros trandfintos sdo indicados pela letra X (Aleph) do alfabeto hebreu e
designam acardinalidade’ dos conjurtos irfinitos.

Cantor dizia que dois conjuntos tem o mesmo ndmero cardinal se, e somente se,
podem ser colocados em correspondéncia biunivoca. Provou que o conjunto dos
inteiros, o dos numeros naturais, 0 dos numeros racionais e o dos numeros
algébricos tém todos o mesmo cardinal infinito Xy. Ademais, foi capaz de mostrar
gue o conjunto dos numeros reais tem umcardinal maior que X, e que, efetivamente,
h&a uma infinidade de numeros cardinais transfinitos, dos quais ¥ é 0 menor.”®
(GUNDLA CH, Bernard B., p. 70).

Nesse trabaho, o resutado do desenvolvimento da teoria dos ndmeros transfinitos
€ dgnificativo, pois a partir dele foi possivel pensar o infinto como entidade conpleta e
redlizar operacles entre nimeros trandfinitos, entre elas o uso do TEX.

O trabaho de Cantor formulou uma ideia intuitiva da definicdo de conjuntos
como colegdes de objetos, porém esta ideia teria possihilitado o surgimento de paradoxos,
como Paradoxo de Burdi-Forti, de Richard, etc., resutados principalmente do uso
indiscrimnado das nocdes de conjunto, ndmero cardinal e ordinal, etc.. Mas apesar destes
paradoxos, 0 mais duro golpe na teoria foi desvelado por Bertrand Russell. Quando Gottlob
Frege apresentou um sistema axiomdtico no qual a versdo formelizada da Teoria dos
Conjuntos de Cantor poderia ser interpretada, Russell formulou o conhecido Paradoxo de
Rusell®®. Esta descoberta refletiu nas bases da fundacdo da metemética e levantou

8 A cardinalidade de um conjunto finito pode ser, emresumo, compreendida como o nimero de elementos deste
conjunto, por exemplo, A={0,1,3,5,7} possui cardinalidade igual a 5, que é denotado por |JA|F5; ou ainda a
cardinalidade do conjunto @, que também é conjunto finito é igual a |@|=0. Contudo, para conjuntos infinitos esta
definicdo simples e intuitiva de cardinalidade n&o poderia ser aplicada, isto porque para estabelecer a
cardinalidade de um conjunto infinito € necessério estabelecer correspondéncia biunivoca entre os objetos que
serdo contados e 0s numeros naturais, considere o exemplo, dois conjuntos A e B possuem a mesma
cardinalidade, denotado por A~B, apenas se existir uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de A e os
elementos de B. Esta abordagem foi desenvolvida por G. Cantor e levou a crer que existem diferentes tamanhos
deinfinito e que o conjunto infinito de menor cardinalidade é o conjunto dos nimeros naturais.
Cf. GOMIDE, Anamaria, 2010, p.147-151.
"9 GUNDLA CH, Bernard H., 1994.
8 O paradoxo de Russell mostra que podemos derivar uma contradi¢do do sistema axiomético apresentado por
Frege. Considere-se 0 conjunto M como sendo "o conjunto de todos 0s conjuntos que ndo contémasi proprios
como membros”. Formalmente, A é elemento de M se e apenas se Ando é elemento de A, ou seja, M = { AJA¢A}.
De acordo com o sistema de Cantor, M € um conjunto bem definido. Se assim temos que: (i) M contém a si
mesmo? Se sim, ndo é membro de M de acordo com a defini¢do; (ii) por outro lado, supondo que M ndo contém
a si mesmo, entdo tem de ser membro de M, de acordo com a definicdo de M. Assim, as afirmaces "M é
membro de M" e"M néo é membro de M" conduzem a contradicdes.
Cf. BVES, H., 2008, p. 673-677.
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desconfiancas com relacdo a matemédtica e a logica classica. Neste contexto, o Intuicionismo
passou a conceber que a Visdo matemdtica sustentada pela suposicdo de que existiria uma
redidade matemética independe de nos e do nosso mundo concreto ao redor seria insuficiente
para dar conta dos novos problemes levantados por esta ciéncia. Desta forma, nocles
metemdticas, como a no¢do de totdidade infinita, ou sgja, de infinito atual, foram colocadas
em dvida, por serem defindas a partir de um ponto de vista baseado, justamente, nesta
crenca em uma realidade independente da mente.

A aceitacdo de uma realidade independente do nosso conhecimento, para o
intuicionista, nos permitiria afirmar e aceitar 0 TEX, ndo apenas como meio de verificacdo em
conjutos fintos, mes também no tratamento de enunciados mateméticos em dominios
infinitos. A razéo para 0 uso injustificado do TEX em dominios infinitos seria sustentada pela
concepcdo de uma totalidade infinita determinada, condizente com a nogdo de infinito atual.
O entendimento do infinto como atual nos permitiria aceitar 0 TEX e nos possbilitaria
inclusive, por exemplo, entender que uma colecdo de ndmeros infinitos poderia receber o
mesmo tratamento que qualquer outra declaracdo do mundo corncreto, por exemplo, uma
declaragdo do tipo: ‘hoje estd chovendo’. Sendo assim, quaisquer afirmagdes a respeito de
uma colecdo de nimeros seriam, determinadamente, ou verdadeira ou fasa, e issoO
independentemente de nds conhecermos uma demonstragdo direta que confirme quais casos

Se manteriam.

Benacerraf and Putnam go on to suggest that the realism of most mathematicians
regarding number theory might be explained by the fact that we can imagine
procedures for determining the truth or falsity of any first-order statement of number
theory, if we are willing to consider procedures that involve performing infinitely
many operations. For example, we could determine the truth value of Goldbach's
conjecture by simply checking the (infinitely many) cases of the conjecture, one by
one. Of course, it is impossible for us to actually carry out such a procedure. But
most mathematicians would say that it would be a mistake to take the inability of
human beings to performinfinite computations as implying that statements about the
outcomes of such computations are not meaningful. As Bertrand Russell said,
performing infinitely many computational steps is not logically impossible, but only
"medically impossible” (VELLEMAN, D. J,, Jan/1993, vol. 102, p. 61-62).

Sabemos que o Intuicionismo rejeita 0 argumento de que podemos conferir
verdade ou fasdade a um enunciado que envolva procedimentos infinitos apenas por
verificar, umaum, muitos casos do dado enunciado. Pois 0 Intuicionismo regjeita 0 TEX

como um principio de jugamento vaido em enunciados infintos. Além disso, no
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Intuicionismo conferir verdade ou falsidade a procedimentos infinitos para os quais ainda ndo
possuimos uma prova iria cortra a intuicdo matemdtica, e a favor da aceitacdo de uma
redidade determinada e independente da nossa atividade mental, que possbilita o tratamento
atual do infinito.

Intuitionists hold that it is unavoidable once one insists, as they do, that infinite
collections cannot be actual. For intuitionists, who believe that mathematical reality
is not fully fixed and independent of us but instead remains to be determined
through our mathematical activity, the only kinds of collections that can intelligibly
be spoken of as actual are ones whose construction it would make sense to imagine
ourselves completing, if only in principle. Any given finite process is one we can in
principle complete, and so any finite collection can intelligibly be treated as actual.
By contrast, we cannot, even in principle, complete an infinite process: for a process
to be infinite just is for it never to come to an end, for it to make no sense imagining
its completion. (GEORGE, A.,VELLEMAN, D. J, 2002, p. 96-97).

No Intuicionismo a construgdo dos objetos € finalizada a partir da possibilidade de
distinguirmos na demonstragdo de um enunciado matemético entre o processo de geragcdo e a
conclusao®!, identificando uma regra de geracdo para a definicdo de um algoritmo de decisdo
capaz de demonstrar o enunciado, infinito potencial. Por outro lado, na matemédtica classica, e
na Teoria dos conjuntos, o infinito compreenderia estruturas infinitas como completas,
assumindo sua totalidade, como se fosse possivel apresentar um processo infinito completo, o
infinto com um objeto. Um exenplo deste tipo de tratamento seria, segundo os Intuicionistas,
0 uso dos quartificadores em alguns enunciados que percorrem totalidades infinitas, e que
podem ser avaliados como verdadeiros ou falsos, mas que ndo apresentam um metodo de
verificacd0.%> O argumerto Intuicionista contra esta vis3o é que a declaracio de valores de

verdade para quantificadores subentenderia que podemos considerar processos infinitos como

81 Nesta dissertagdo ja nos referimos & forma como o Intuicionismo compreende o processo de construcéo de
objetos matematicos, afirmando que, a medida que, conhecemos o segmento inicial de uma dada sequéncia de
numeros devemos ser capazes de através da intuicdo identificar um algoritmo de decisdo que resulte naverdade
ou falsidade do objeto verificado. Ou seja, a prova de um enunciado matemético compreende a necessidade de
saber identificar uma regra de geracdo em uma sequéncia de nimeros e a sua conclusado, ou seja, um algoritmo
de deciséo.

82 Os intuicionistas ndo rejeitam o uso dos quantificadores, haja vista a formalizaggo intuicionista apresentar uma
interpretacdo para estes. A critica intuicionista é realizada com relacdo ao julgamento de totalidades infinitas
para as quais nao possuimos um método de verificagdo. Um exemplo seria a quantificacdo sobre o conjunto de
nameros impares que séo perfeitos, como ndo possuimos um método de verificagdo para tal, ndo podemos
afirmar que “o conjunto de ntimeros impares ndo possui nimeros perfeitos™. Por outro lado, temos o exemplo do
conjunto infinito de numeros pares, para o qual temos um algoritmo de decisdo, e podemos afirmar “o conjunto
de nimeros pares possui numeros perfeitos”.
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possiveis de serem findlizados, porém nem sempre este pode ser 0 caso quando ndo temos um
método de verificacdo e reconhecemos que o infinito € um processo de geracdo sem fim.

Assim, contréria aos fundamentos da matemética cléssica, a intuicionista € a favor
de uma posicdo antirredista, que pretende reformular as bases fundacionais desta ciéncia,
entendendo que a redidade matemdtica € determinada pela nossa atividade matemética capaz
de construir objetos materméticos e, assim,

Consequently, a totality cannot sensibly be viewed as actually infinite. Its infinitude
is always potential: it consists really of a principle which, given any collection (and
of course, the only collections one can actually be given are finite ones), will
generate an element of the totality not contained in that collection. (GEORGE, A.,
VELLEMAN, D. J, 2002, p.97).

Para os intuicionistas 0os objetos mateméticos sdo construcdes mentais, o que
significa que a existéncia de objetos mateméticos depende de uma construgdo mental que o0s
demonstre. Os objetos matematicos sdo concebidos como a possbilidade de certas operactes
mentais. Compreendendo objetos mateméticos desta maneira, ndo poderiamos aceitar a
possibilidade de determinar valor de verdade para enunciados que envolvem guartificacéo
sobre totalidades matematicas infinitas. Admitir que o infinito tratar-se-ia de um processo
para gerar uma sequéncia infinita de construcbes mentais implicaria a garantia de podermos
operar apenas em termos, ou de uma operacdo sobre 0 proprio processo, ou de uma operacao
sobre um segmento inicial da sequéncia infinita, ou de uma combinacdo de ambos 0s
processos. Nestes termos, podemos observar que a matemdtica cléssica aceita a aplicagdo de
uma operacdo sobre uma totalidade infinita abstrata que depende de todos os elementos da
totalidade, como no caso da determinacéo dos valores de verdade para quarntificadores. Mas
este ndo pode ser 0 caso no Intuicionismo, uma vez que esta determinacdo ndo diz nada com
relacdo amaneira como 0s objetos matematicos sdo gerados.

A concepcdo da matemética classica com relacdo ao infinito contradiz, segundo o
Intuicionismo, a compreensdo mais natural de infinito como possibilidade de constructes
mentais de certo tipo, hgja vita o tratamento dado aos quartificadores. A matemética
intuicionista, de manera geral, compreende que os enunciados da nossa linguagem
metemdtica significam por referéncia a operagdes que nds podemos, em principio, redlizar;
enquanto os mateméticos cléssicos acreditam que podemos dar Sgnificado através de

referéncias a operacoes que ndo podemos obter em uma demonstracéo direta.
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Assm, se por um lado a matemética classica compreende os objetos e entidades
mateméticas como abstratos, como parte de uma redlidade objetiva e determinada; por outro,
a matemgdtica intuicionista compreende os objetos e entidades matemdticas como construcdes
mentais. A compreensdo classica dos objetos e entidades matemdticas gira em torno da
aceitacdo da existéncia de uma totalidade completa, o infinto atua. Em contrapartida, o
Intuicionismo ndo vai aceitar a existéncia de uma totalidade infinita completa, afirmando que
o infinito € apenas a possibilidade inscrita na regra, identificada em um dado segmento inicial
de nlmeros e gue nos permite continuar indefinidamente a aplica-la, a regra ndo nos impede
de continuar. Mas o irfinito ndo tem fim, ndo esta determinado, portanto a aplicacéo do TEX
ndo teria acance diante da impossbilidade de determinarmos valor de verdade ou fasdade
de um enunciado relativo a uma totalidade, em que o processo de aplicacdo da regra que o
geraria ndo poderia ter fim.

Pretendemos ter esclarecido que a concepcdo de infinto como potencia ndo
permtiria a aceitacdo intuicionista do TEX como principio de julgamento vaido para
dominios infinitos. Pois a no¢do de infinito potencial ndo nos permitiria parar um processo de
geracdo, a menos que sgjamos impedidos por incapacidade fisica, vortade, ou por sermos
seres finitos, de forma que, ndo poderiamos ter garantias de que o TEX possa determinar
valores de verdade ou falsidade a todo o processo. No entanto, € preciso termos em mente que
diante de dominios finitos de julgamento ou apos a identificacdo de um algoritmo que permita
concluir a operacdo, podemos aplicar o0 TEX e determinar se dado enunciado se mantém ou se
sua negacdo se mantém.

Neste primeiro capituo tivemos a intencdo de apresentar ideias basicas do
Intuicionismo  matemético argumentando que as nogdes de verdade, existéncia e infinito
sustentam a rejeicdo do TEX. O Intuicionismo matemdtico construiu uma critica a matemética
classca, em especid, a0 uso da légica como independente da atividade matemética,
acreditando que o0 uso da logica e a concepcdo redista da matemética cléssica teriam
possbilitado os paradoxos com relacdo aos fundamentos desta ciéncia e que, além disso,
teriam levado a crenca indubitivel no TEX como principio légico de julgamento de
enunciados matematicos em dominios finitos e infinitos. AsSm o construtiviSmo  intuicionista
estabelece 0s conceitos que ddo base & matemética, as nogles de verdade, existéncia e
infinto. E estas sdo desenvolvidas sustentando a rgjeicdo ao Principio do Terceiro Excluido

para jugamento de enunciados matematicos em dominios  infinitos.



3. ASTRADUCOES DE DUPLA NEGAGCAOE O TERCEIRO EXCLUIDO

Traduzr uma parte
Na outraparte

_ que éuma questéo
devidaou morte_
serg arte?

Ferreira Gullar

No capituo anterior deste trabalho, vimos que o Intuicionismo deservolveu
nocdes matemdticas como as de verdade, infinito e existéncia com vistas a argumentar pela
ndo corfiabilidade no TEX como principio vaido de julgamento em dominios infinitos. Com
isto, 0 Intuicionismo desgjava reconstruir a matemética sobre bases intuitivas, e sua fundacéo
esta inserida em um periodo de estudos mateméticos e logicos do século XIX e XX que
evidenciava 0 desgo de encortrar solucBes alternativas para esta ciéncia, objetivando permitir
novos desenvolvimentos e solucionar problemas relacionados a teorias mateméticas, como 0s
paradoxos na Teoria dos conjuntos. Dentre as correntes mateméticas que procuravam
encontrar solucdes para os problemas fundacionais desta ciéncia esta o Formalismo.

O Formdlismo, do matemético alemdo David Hilbert®®, foi inspirado pelo
sentimento de fundar a metemética em um sistema axiomético®*, e tal objetivo foi decorrente,
em grande medida, do sucesso dos sistemes de axiomatizaggo da aritmética e da geometria.®®
Assm, Hilbert acreditava que o fundamental para um sistema formal, como por exemplo, a

aritmética ou a Teoria dos Conjuntos, sefia a demonstracdo de sua consisténcia®, e

8 David Hilbert e Brouwer, a partir de 1907, comecam uma discuss&o acerca dos fundamentos da matemética e,
em especial, a respeito do TEX. Mas além da conhecida disputa entre os matematicos Hilbert e Brouwer com
relagdo ao TEX, reconhecido pelos intuicionistas como um principio equivalente a tese de Hilbert de que todos
0s problemas mateméticos teriam uma solugdo construida a partir de um namero finito de etapas, como ja
assinalamos no capitulo inicial deste trabalho; estes matematicos também discordaram acerca das nogoes
intuicionistas, como por exenplo, a nocdo de verdade. Para Hilbert a rejeicdo do TEX, proposta pelos
intuicionistas, levaria ao fim da matemética.
Cf. POSY, Carl, 1998, vol. 11, p. 291-325.
Cf. BROUWER, L. E J, 1927, p.490- 492.
8 A ideia de construir um sistema fundacional axiomético para a matemética obteve tentativas de G. Frege, G
Peano, posteriormente, de D. Russell e outros.
Cf. SILVA, Jairo J. da, 2007, p. 125- 136.
8 Podemos citar como exemplos de sucesso na axiometizagdo da aritmética e geometria os resultados da
Algebra Booleana, o Continuo Real de G. Cantor e Richard Dedekind e o sistema axiomético para os NOmeros
Naturais de Guseppe Peano.
Cf. BURRIS, Stanley, May/20009.
RECK, FErich, Sep/2011.
8 Em I6gica chamanmos de teoria consistente aquela que ndo produz uma contradicgo. Uma teoria é consistente
se, e apenas se, hdo exista formula A tal que A e sua negagdo sejamdemonstraveis a partir dos axomas dateoria,
usando método dedutivo.
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desenvolveu seu programa conhecido como Programa de Hilbert®’

com este propdsito, ou
sgja, demonstrar a consisténcia da Aritmética por meio de métodos finitérios.

O Programa de Hilbert pretendia provar, em suma, que uma férmula l6gico-
matemética ndo poderia ser contraditoria, se obtida a partir de um conjurto conveniente de
regras para a obtencdo de férmulas aceitavels, usando simbolos. Neste sstema uma formula é
contraditoria se for do tipo “A e ndo-A”, onde A é alguma formula do sistema. Quando
podemos mostrar a imposshilidade de extrar uma formula contraditéria do Sstema,
chegamos & consisténcia do sistema.®® Apesar do projeto de Hilbert ter sido parciamente
frustrado pela descoberta de Kurt Godel, em 1931, do Segundo Teorema da Incompletude que
afirmava, em sintese, que um sSistema axiomético consistente ndo poderia provar sua propria
consisténcia, as ideias de Hilbert ndo foram completamente frustradas, pois a partir destas
comecaram a ser desenvolvidas as primeiras tradugdes. Podemos entender o termo traducdes
como “‘uma ferramenta de trabalho que nos propicia uma forma alternativa e sugestiva para a
andise dos sistemas l6gicos e de suas inter-relagdes.” (FEITOSA, Hércules de A., 1997, p. 2).

Impulsionado por este contexto, criou-se a confianca de gque alguns dos problemas
meteméticos de natureza fundacional, como o da condsténcia da aritmética, pudessem ser
resolvidos no ambito do construtivismo intuicionista. A hiptese de interpretar Sistemas
l6gicos classicos em sstemas lGgicos intuicionistas  permitiia a  relativizacdo de tais
problemas, ou sgja, permitiria resolver parcidmente o problema no ambito de outro Sistema,
N0 caso 0 gSstema intuicionista. “A proposed way out of the difficult is to base the as if
method on an appropriate formal system, and use the Brouwer method to prove that the
formal system is without contradiction.” (SZABO, M. E., 1969, p.19) Motivados por esta
possibilidade, mateméticos como, Andrei Kolmogorov, Gerhard Gentzen e Kurt Gode,
desenvolveram teorias para interpretar Sistemes logicos classicos em  sistemes  l6gicos

intuicionistas.®®

80 Programa de Hilbert foi proposto em 1921 e tinha como principal objetivo reformular as bases da
matemética de forma rigorosa, comegando pelo campo da aritmética. Ha vérias diferencas entre a proposta de
Hilbert e o Intuicionismo dentre elas uma fundamental, o fato de que o primeiro pretendia reformular a
matemética a fim de liberta-la dos paradoxos em seus fundamentos, seguindo um raciocinio classico; o segundo
pretendia uma reconstrucdo das bases mateméticas partindo de pressupostos construtivistas e daintuico bésica
da matemética. Para Hilbert, toda a matemética poderia ser reduzida a um niimero finito de axiomas consistentes,
em que, qualquer proposicao da matemética poderia ser provada dentro desse sistema, e 0 sistema poderia ser
considerado completo.

8 Cf. EVES, H., 2008, p. 682-684.

8daPAZ, Maria N. de M., 2002, p. 18.



O método de interpretar um sistema l6gico em outro, frequentemente, um sistema
classico num sistema intuicionista, teve como motivagcdo a demonstracdo da
consisténcia relativa do primeiro sistema com relagdo ao segundo. Contudo, este
método tem tido suas aplicacBes estendidas e tem propiciado a obtencdo de
interessantes resultados l6gico-matematicos. (FEITOSA, HérculesdeA., 1997, p. 7)

Um dos primeiros resuitados que envolveriam um método de estudo de inter-
relacbes entre sstemas logicos por andlise de traducdo foi apresentado por Andrei
K olmogorov, em 1925, no texto On the principle of excluded middle®®, esta axiomatizagdo
conhecida como Logica Geral do Julgamento seria, segundo 0 matemético, uma formalizacéo
das ideias de Brouwer e antecedeu o trabalho de formalizacdo da légica intuicionista de
Heyting™, apresentado em 1930. Kolmogorov tinha a intencdo de provar que a matemética
cldssca poderia ser reinterpretada sob um prisma brouweriano, o que legtimaria tal
metemdtica intuicionisticamente. E, sobretudo, provar que o TEX, usado na matemética

cléssica e considerado ilegitimo por Brouwer, ndo teria como consequéncia uma contradicdo.

Can we in a simlar way, after we have placed some restrictions on their real
interpretation, again give a meaning to all those formulas of mathematics that are
proved by an illegitimate use (that is, a use outside the domain in which they are
applicable) of formulas of the special logic of judgments, in particular by use of the
principle of excluded middle? (KOLM OGOROV, 1925, p. 427.)

Para responder a eda Utima questdo Kolmogorov formulou, inicialmente, um lema
apresentando uma prova de que para toda negacéo temos uma tripla negacdo, e a partir deste

resultado, que mostraremos na proxima secdo, ele interpretou a matemética classica através de

% Em 1925, aos 22 anos, Andrei Kolmogorov publicou a primeira formalizagdo parcial da légica intuicionista e,
neste artigo, também fez uma extensa comparagdo com a ldgica classica. Algumas evidéncias indicam que
Kolmogorov teve contato com o Intuicionismo através de Alexandrov ou Urysohn, que eram amigos intimos de
Brouwer, estas evidéncias indicam, inclusive, que o jovem matematico russo entrou em contato com textos que
sO haviam sido publicados em holandés pela Dutch Royal Academy of Sciences (Real Academia Holandesa de
Ciéncias).
Cf: van ATTEN, Mark, April/2009.
A traducdo em inglés do artigo de Kolmogorov pode ser encontrada em:
Cf. HEHIJENOORT, J. (Ed.), 1967, p. 414-437.
°1 O trabalho de Kolmogorov ficou desconhecido por anos fora do territério da Unio soviética e ndo podemos
afirmar se Heyting tinha conhecimento deste artigo. Feitosa afirma sobre o texto de Kolmogorov,
“E provavel que devido ao fato de ter sido publicado em russo, apesar da sua elegancia e coeréncia de
apresentacdo, ndo tenha influenciado, num primeiro momento, novos resultados sobre interpretacGes entre
I6gicas, nem tenha sido devidamente valorizado quanto ao mérito de ter abordado e analisado problemas de
fundamental importancia para o desenvolvimento da logica no século XX.” (FEITOSA, Hércules de A., 1997,
p.7).
Cf: van ATTEN, Mark, April/2009.
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uma fungdo K e entendeu a imagem desta fungdo como pseudomatemética, demonstrando que
toda formula que é provada na matemética classica tem a sua correspondente também provada
na pseudomatematica.

O resutado do trabalho de Kolmogorov levantou pontos interessantes para as
traducbes pogteriores desenvolvidas por K. Gode e G. Gentzen, também conhecidas como
traducbes de Duplas negacdes®? Neste trabalho pretendemos apresentar as traducdes
desenvolvidas por Godel no artigo, On intuitionistic arithmetic and number theory®®, e por
Gertzen, no texto On the relation between Intuitionistic and classical®®. As traductes destes
dois autores apresentam semelhancas com o trabalho de Kolmogorov, a saber, que toda
proposicdo da aritmética que classcamente provavel possuiu uma traducdo que €
intuicionisticamente  provavel; aém disso, mostram que se a aritmética intuicionista for
condstente a aritmética cléssica também sera Sobre este resultado Gentzen afirma,

Intuitionist arithmetic differs from classical arithmetic, purely exernally, by
accepting only part of classical predicate logic as admissible. Intuitionist predicate
logic may be extended to classical predicate logic by including, for exanple, the law
of the excluded middle (U is true or U is false) or, aternatively, the law of double
negation (if U is not false, then U is true). (GENTZEN, G, 1935, p.53)

O trabalho desenvolvido por Kolmogorov em On the principle of excluded middie
contribuiu também na axiometizacdo da légica intuicionista formulada por Arend Heyting.®®
Embora o trabalho final do matemético russo sgja relativo ao célculo proposicional e menos
preciso com relacéo ao calculo de predicados, em 1925, Kolmogorov ja havia desenvolvido a
primeira interpretacdo da aritmética classca na aritmética intuicionista, e alguns de seus
resultados séo incorporados pelo trabalho de Heyting. Devemos ressaltar, contudo, uma
diferenca, a axiometizacdo de Heyting ndo rejeita o Ex Falso®, como rejeitou o primeiro; e,
além disso, que o trabalho de Heyting apresenta uma axiometizacdo da aritmética intuicionista

92 Cf. FEITOSA, Hércules A., 1997, p. 11- 22.
Cf. daPaz, MariaN. de M., 2001, p. 22- 27.
93¢Cf. FEFEFERMAN, Solonmon (Ed.), 1986, Vol. I, p. 282- 296.
O titulo original do texto de Godel é Zur intuitionistichen Arithmetik und Zahlen theorie (GODEL, K., 1933).
% GENTZEN, G, 1935, p. 52-67.
% A axiomatizacdo de Heyting pode ser encontrada en
HEYTING, A., 1956, p.97- 114.
%Ex Falso ou Principio da Explosdo é uma lei da I6gica classica, permitida no Intuicionismo, que afirma que
“gualquer coisa pode ser derivada de uma contradicd0”, em outras palavras, expressa que, Uma vez que uma
contradicdo foi afirmada, qualquer proposicdo pode ser deduzida dela. Em simbolos, A A =A + B, para
quaisquer A eB.
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equivdlente a aritmética de Peano (metemética e logica cléssica), porém usando a logica

intuicionista e sem fazer uso do TEX, como elucidaremos no decorrer deste trabalho.

Pretendemos neste capitulo mostrar a tradugdo de Kolmogorov e sua influéncia
para 0 desenvolvimento da traducdo de Duplas Negagbes de Godel e Gentzen, bem como
apresentar brevemente as traducOes destes autores. Veremos um resultado interessante no gque
concerne o dominio da aritmética, a saber, a aritmética classica € consstente se, e somente se,
a aritmética intuicionista o for. Por fim, apresentaremos uma prova de que a aritmética de
Heyting e a de Peano sdo equiconsistentes. Nosso principal objetivo é mostrar que a rejeicéo
do TEX pelos intuicionistas ndo parece ter levado a solugdo de problemas fundacionais da
matemética, pelo menos no que diz respeito a aritmética, uma vez que Seu Uuso nao teria
levado a contradicdes. E, por fim, tornar claro que a aritmética de Heyting, apesar de ndo usar
o TEX, compartiha com aritmética classica a mesma linguagem de primeira ordem, os
mesmos  axiomes ndo-l6gicos, assm como, conectivos, quarntificadores, paréntesis e variaveis

individuais. Se acrescentarmos a aritmética de Heyting o TEX teriamos a aritmética de Peano.

3.1 As tradugdes de Duplas negacdes

Nesta secdo pretendemos apresentar as traducgbes desenvolvidas de maneras
digintas e independentes por Kolmogorov (1925), Godel (1933) e Gentzen (1935).
Pretendemos mostrar que o resultado de Kolmogorov que demonstra a validade da eliminacéo
de DN em sstemas intuicionistas inspirou as demais tradugdes, assm como, temos a intencéo
de obter um sstema para traducdo, inspirado no sistema destes trés autores, que nos permita
mostrar que a Aritmética intuicionista € condgtente se, e somente se, entdo a aritmética
cléssica também é consigtente. Portanto, 0 TEX ndo caracterizaria um problema da aritmética

clédssica, como Brouwer parecia pressupor.

3.1.1 A traducao de Kol mogorov

Brouwer argumentou que o uso do TEX na metemdtica seria ilegitimo para
julgamentos em dominios infinitos. Inicialmente ele tentou mostrar esta ilegitimidade através

dos contra-exemplos fracos e posteriormente com contra-exemplos fortes formulados a partir
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da nocdo de sujeito criador.®” Além disso, trabalhou na fundamentacdo de nogdes constrtivas
gue argumentaram a favor da rgeicdo do TEX, como pretendemos ter elucidado, e na
reconstrucdo de partes da matemética sem o uso do mesmo principio, como o Continuum®, a
aritmética dos inteiros”™, etc. Contudo, apesar de seus esforcos, Brouwer se deparou com
enunciados mateméticos que ndo podem ser provados sem o TEX.!?° Tal impossibilidade de
provar alguns enunciados mateméticos sem o uso do TEX, para Brouwer ndo nos permitiria
retirar as dividas com relagdo a0 uso deste principio, mas este fato acabou instigando o jovem
matemético Kolmogorov, que viu nesta questdo uma oportunidade para tentar explicar porque
0 uso do TEX ndo teria levado a contradicdes na matemética classica

O contexto da publicacéo do artigo de Kolmogorov reflete a disputa de Hilbert e
Brouwer com relagdo ao TEX.1! Ele pressupde que a questdo da legitimidade do uso do TEX
para julgamentos mateméticos poderia ser aliviada, a partir da compreensdo de que as
concepcdes intuicionista e formalita da matemética, que se manifestam em  opinides
diferentes nos jugamentos dos enunciados, entre verdadeiros ou falsos, e na derivagdo de
novos enunciados mateméticos, fossem compreendidas. Para tanto, €le apresentou o sistema

% 0 sujeito criador (Creating Subject) é um matemético idealizado por Brouwer capaz de construir objetos
mateméticos e demonstracdes para enunciados mateméticos a partir de dados obtidos daintuicdo matematica. O
processo de construcdo de objetos ou de demonstracéo de enunciados se da emconsonanciacomaintuicao do
tempo, que de acordo como fundador do Intuicionismo, seria fundamental para a atividade matemética.

“This idealized mathemetician, also called creating subject by Brouwer, is involved in the construction
of mathematical objects, and in the construction of proofs of statements. This process takes place intime. So at
each moment he may create new elements, and at the same time he observes the basic facts that hold for his
universe so far. In passing from one moment in time to the next, he is free how to continue his activity, so the
picture of his possible activity looks like a partially ordered set (even like a tree). At each moment there is a
number of possible next stages.” (van DALLEN, D., 2001, p. 232).

Cf. BROUWER, L. E J, 1948, p. 478- 479.
%Cf. BROUWER, L. E J, 1907, p. 17- 29.
BROUWER, L. E. J, 1928, vol.ll, p. 1186-1197.
99¢f. BROUWER, L. E J, 1907, p.15 17.
190 Um exemplo de um enunciado matemético que n& pode ser provado sem a ajuda do TEX é dado pelo
Teorema de Cantor-Bendixson, que afirma que na reta real todo conjunto fechado € a unido disjunta de um
conjunto perfeito e um conjunto enumeravel. Outros exemplos séo dados por Kolmogorov em:
Cf. KOLMOGOROQV, A., 1925, p.436- 437, 85 e §6.
101 O contexto histérico da publicagio da obra de Kolmogorov é resultado da repercusséo do debate entre Dav id
Hilbert e Brouwer. No ano de 1923, David Hilbert publicou um artigo, Die logischen grundlagenkrise der
mathematik, que tenta justificar o uso de quantificadores existenciais e universais para o dominio infinito, em
particular, tenta justificar que o principio (-vxA)—3x—A, derivado do TEX, poderia ser usado para justificar a
existéncia de Ix—A, a partir da impossibilidade da ndo-existéncia, —vxA. Este resultado foi denominado por
Hilbert Argumento Transfinito (terminologia também utilizada por Kolmogorov no artigo de 1925). O trabalho
de Hilbert foi refutado por Brouwer, e também pelo aluno de Hilbert, Hermman Weyl, com a alegacéo de que
ndo seria possivel tratar o ‘quantificador universal’ aplicando, em dominio infinito, a mesma semantica usada em
dominio finito; ou seja, ndo seria legitimo extrapolar para somas infinitas os teoremas que séo validos para
somes finitas. Podemos observar que, a afirmacdo de Brouwer contra o Argumento Transfinito, seria a mesma
usada pelo intuicionista para a rejeicdo do TEX, pois 0 argumento é umainstanciado TEX que, segundo ele, ndo
poderia ser legitimo, j& que sua validade teria sido aceita a partir de seu uso no ambito de dominios finitos de
verificagao.
Cf: COQUAND, Thierry, 2004, p.19- 21.
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de Célcuo proposiciona de Hilbert'®?

, mostrando quais destes axiomas néo poderiam ser
expressos no Intuicionismo. Com isso, pretendia conseguir mostrar que toda concluséo finita
obtida por meio de um uso transfinito do TEX seria correta e poderia ser provada mesmo sem
0 seu uso. O sstema de Hilbert tal como apresentado por Kolmogorov seria composto por
quatro axiomas da implicacdo e dois axiomas para a negacéo, mais as regras de Substituicdo e
Modus Ponens (MP).

1. A—(B—A),
{4—>U—-B)}>(4-B);
{4->B-0O)}>{B—(4—-0O)};
(B—-C)—{(4—B)—>(4—C)}
A—(—A—B)
(A—B)—{(—~A—B)—4;}

A partir disso, Kolmogorov analisa, seguindo um ponto de vista intuicionista,

A T

estes seis axiomas, na tentativa de formular a partir deles um sistema axioméatico, denominado
B, gque sga capaz de captar a intuicdo matemética e o significado dos conectivos 16gicos para
0 Intuicionismo.

Kolmogorov aceita todos os axiomas da implicagdo de Hilbert, até mesmo o
primeiro axioma da implicacdo que ascendeu com a logica simbdlica, argumentando que este
seguiria com obviedade intuitiva a partir de uma correta interpretacéo da ideia de implicagéo
l6gca. No Intuicionismo, a formua 4—(B—A) indica que dada uma demonstracéo de A, é
possivel construir uma demonstragdo, que transforme essa demonstracdo de A, em uma
demonstracdo de (B—A). O problema com o sistema axiomdtico de Hilbert estaria na
interpretagdo dos axiomas da negacao.

No Intuicionsmo a negacdo € definda como absurdo, expressando a
impossibilidade de considerar o enunciado verdadeiro, por exermplo, —A indica que A leva a

uma. contradiczo.}%Sob estas condicBes K olmogorov andlisa que 0 axioma 5, assm cono o

192 0 Sistema de 6 axiomas Hilbert é referente ao artigo de 1923, Die logischen grundlagenkrise der mathematik,
gue tem suatraducdo parao inglés em:

Cf. EWALD, W., 199, vol. I, p. 1134- 1148.

103 Kolmogorov comenta em seu texto, que a interpretacdo da negacdo entendida como absurdo teria sido
estendida pela l6gica classica para uma segunda interpretacéo, que expressa a negagdo através dareducédo auma
contradicdo, por exemplo, assumimos que A é verdadeiro e derivamos uma contradicdo, entdo temos que - A é
verdadeiro. Ee afirma também que alguns enunciados mateméticos ndo poderiam ser demonstrados sem a gjuda
dasegundainterpretacéo da negacao.

“In so far as the negation of a judgment is the product of direct examination, the second interpretation,
which takes its point of departure in the idea of the impossibility of the synthesis that creates the judgment, is
actually closer to the substance of the matter than the first, which rests upon the purely formal idea of
interdiction. But, when a negation is obtained as the result of a derivation, the reduction of thefirst interpretation
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axioma 1 da inplicagdo, sO apareceu com a ascensdo da logica simbdlica, contudo, este ndo
poderia ter qualquer fundamento intuitivo, pois dfirma algo sobre a consequéncia de algo
impossivel, temos que aceitar B se 0 julgamento verdadeiro de A é considerado falso.

O Ex falso foi objeto de algumas discussdes no Intuicionismo, neste artigo de
1925 o principio foi rejeitado por Kolmogorov®, mas em seu trabalho de 1932'%° acabou
sendo aceito; também foi estudado e aceito por Heyting em seu trabaho de 1930'%; e
defendido por Brouwer em 1948b.1%’A aceitacio de Brouwer pode ser compreendida de uma
maneira bastante natural, no Intuicionismo € comum introduzirmos uma proposicao especia
para o absurdo, ‘| ’, que nos permite denominar um enunciado negativo ‘=4’ como ‘A—.l ’;
com a regeicdo do Ex falso poderiamos ser levados a acreditar que no Intuicionismo ndo
exissem enunciados negativos, e assm deixariamos de ter uma condicdo especiad para a
negacdo. Tendo em vista esta condicdo, o primeiro axioma da negacdo poderia ter Sdo aceito
por Kolmogorov, pois ganharia o carater intuitivo desgjado, uma vez que uma formalizacéo
elegante do axioma 5 de Hilbert seria 1 —A, estando de acordo com a condicdo especial da

=~ 108

negacao
Kolmogorov também regjeita o segundo axioma da negagdo. O axioma 6, de

Hilbert, expressa o TEX na forma em que é usado em derivagdes. O TEX afirma que ‘ou A é
verdadeiro ou —A é verdadeiro’ € 0 axioma apresenta uma instancia deste enunciado ao
afirmar que, ‘se B segue de A e de - A, entédo B € verdadeiro’.
Elimnados os axiomes da negacdo, Kolmogorov oferece um axioma denominado
Principio da Contradicao,
(A— B)— {(A—> —B)— —A}

to the second is no longer necessary and, in the case of mathematical judgments, is sometimes even impossible.
In fact, many negative judgments in mathematics are proved by means of a reduction to a contradiction,
according to the schema 6—A, = A |= & and cannot be proved in any other way.”(KOLMOGOROV, A., 1925,
p.420).

Com isso, ele parece indicar que a matematica intuicionista poderia seguir um raciocinio cléssico
através da reformulac@o de alguns enunciados matematicos, 0 que se torna claro quando ele propée umcélculo
proposicional para o Intuicionismo a partir dos axiomas propostos por Hilbert.

Cf. COQUAND, Thierry, 2004, p. 23- 24.
104 A rejeico de Kolmogorov ao Ex False poderianos levar tambémalevantar umaincoeréncia emseu trabalho.
Ao rejeitar este principio em sua generalidade, ele deixa de assumir uma de suas particularidades que pode ser
exemplificada no seguinte enunciado: “Se 3,15 € 0 seguimento inicial de , entdo 3,1 € seguimento inicial de ”,
e que pode ser compreendida de maneira muito intuitiva.
Cf. FERREIROS, José, Jul/2001.
105 KOLMOGOROV, A., 1932, p. 328- 334.
1% HEYTING, A., 1930, p. 311- 327.
197 BROUWER, L. E. J., 1948B, p. 478- 479.
Cf. van DALLEN, 2004, vol. 59, p. 247- 257.
108 cf. COQUAND, Thierry, 2004, p. 22- 23.
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gue expressa a negacdo, de forma intutiva, como impossibilidade de uma construcdo que
permita que qualquer demonstracdo de A resuite em uma demonstracéo de B e —B.
Formulado o Principio da Contradicdo, Kolmogorov desenvolve a Légica Geral

de Julgamento*?®, sistema B:1°

1. A—(B—A);

2. {4—(A4—B)}—(A4—B);

3. (4->(B-O)}={B—> (-0}

4, (B—»C)—{(4—B)—U4—-0)}

5. (A— B)—{(A— —B)— —A4}

E asregras de Substituicdo e Modus Ponens.

No sstema B néo é possivel derivarmos o TEX. Por outro lado, no dominio finito,
sabemos que 0 TEX é aceito como principio l6gico de jugamento. E, aém disso, estamos
conscientes de que a rgeicdo do TEX para dominios infintos teve como uma das
consequéncias a reeicdo da DN, porque a patir da DN podemos derivar o
TEX.*K olmogorov pressupde que, como o TEX, a DN também poderia ser véida para

dominios finitos'!?, e a partir disso, ele acrescenta a0 sistema B 0 axioma:

6. W4 — A. (Dupla Negacdo)

109Kolmogorov afirma que a Logica Geral do Julgamento deve ser compreendida como:

“In what follows we understand by the general logic of judgments the science that investigates the properties of
arbitrary judgments independently of their content, so far as their truth, their falsity, and the ways in which they
are derived are concerned. (Each judgment is regarded as an unanalyzable element in the investigation.) The
general logic of judgments is formally expressed with the help of symbols for arbitrary judgments, A, B, C,...,
of the symbol for implication, 4 — B, and of the symbol for negation, —A.”(KOLM OGOROV, A., 1925, p.418)
110 tualmente sabemos que o sistema B é equivalente ao sistema intuicionista minimal de Johansson, podendo-
se denominar o sistema B como Logica minimal intuicionista.

Cf. FEEITOSA, Hércules, 1997, p. 8.

111 Uma provade que podemos partir da DN e chegarmos ao TEX é:

—(4V —A) — hip6tese — suponha TEX éfalso.

[A]° hipétese — suponha A= V

AV —A4 —regra de introdugdo da Vv

Contradicéo (3) e (1)

—A descartamos a hipdtese dalinha 2 nalinha 5, pois se A levaauma contradi¢do, A= F

AV —A, mas de —4 aplicando introducdo da V obtemos novamente 4V —A4

. Contradicéo (6) e (1)

Note g a Unica hipétese ainda vigente é 1. Ha é descartada e obtemos

8. —— (AV —4)

9. Agorasimaplicamos DN e concluimos 4V —A.

112 “Kolmogorov afirma, sem apresentar prova, que o uso da elimina¢do de duplas negacgdes seria legitimo para
as proposi¢des finitirias da matematica. Entretanto, ele ndo define a no¢do de ‘proposicdo finitaria’, deixando
apenas implicito que proposi¢des tais como x= Yy, X<y, dentre outras, sdo dessa natureza.” (da PAZ, Maria N. de
M., 2001, p.20).

NogkwNE
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Tendo como resultado o que denominou Légica Especial do Julgamento, sistema
H. Kolmogorov mostrou em seu trabaho que o sstema H é equivalente ao célculo
proposicional de Hilbert.!™® No sistema ele consegue ainda derivar 0 TEX expresso na
formula (4—B)—((—A—B)—B),

Formula (A—B)—((—4—B)—B) which comes close to the principle of excluded
middle, means: if B follows from the truth of A and from its falsity as well, then it
cannot be false. Indeed, if we assumethat B is false, A cannot be true, since B would
follow from A; but from the falsity of A the truth of B would follow.
(KOLMOGOROV, A., 1925, p. 424- 425))

Para alcancar seu objetivo principal, a saber, mostrar que 0 uso do TEX pela
metemdtica ndo teria como consequéncia uma contradicdo, Kolmogorov retorna ao trabalho
de Brouwer de 1923'* que nos autoriza a considerar férmulas negadas, do tipo =A, como
formulas regulares, para as quais a DN pode ser aceita. De maneira que formulas regulares
S0 do tipoA, tal que -—A—A, sga vdlido. As formulas simples do sistema H, do tipo A, sdo
reguares e nestas a DN mostrou ser vaélida. Seguindo o mesmo raciocinio, Kolmogorov
mostrou, a partir dos axiomas de B, que para formulas negadas, como —A, a DN tanmbém é
verdadeira '

Na demonstracgo, Kolmogorov explicitou que formulas regulares do tipo A e B
podem ser subgtituidas por formulas negadas como -A, tal como assumido por Brouwer em
1923, e a partir disso conseguiu derivar formulas triplamente negadas, —-——A, que implicam
formulas negadas, —-A, representando uma instancia da elimnacdo da DN. O resuitado desta
demonstragcdo pode ser escrito na forma,

Onde A’ representa uma formula negada. A consequéncia imediata desta demonstragdo € que
no dominio de B o uso da DN vale para férmulas negadas. Assim temos:

Lema 1. Se A € uma formula negada, entdo a férmula --A—A é verdadeira em B.

113 K olmogorov mostra que o sistemaH é equivalente ao Célculo Proposicional de Hilbert ent
Cf. KOLMOGOROV, A., 1925, p.423- 424.
14 ¢cf. BROUWER, L. E J, 1923, p. 251-256.
15 A demonstracdo de que a eliminacdo da DN é verdadeira para férmulas negadas a partir do sistema B é
encontrada no texto de Kolmogorov, p.425- 426. As regras sdo Substituicdo e Modus Ponens.
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Esta denonstracdo da validade da DN para formuas negadas levou
Kolmogorov a cumprir com parte de seus intuitos. Contudo, €le precisou mostrar também que
a DN é verdaderra para formulas compostas do tipo, 4A—B, 0 que redlizou desenvolvendo uma
demonstragdo que evidencia que uma formula tal qual A’>—B’ tem as mesmes caracteristicas

116 Obtemos assint:

de A’ e que, portarto, aregra daDN é verdadeira.
-—-(A’>—>B’)—(A’—B’)

Comisso é possivel obtermos o seguinte lema:

Lema 2: Se as formulas —A’—A’ e —B’—B’ sdo verdadeiras em B, entdo a féormula

--(A’—>B’)—(A’—>B’) também é verdadeira em B.

Mas com este resuitado Kolmogorov ainda ndo consegue esclarecer que o0 uso do
TEX, condderado ilegitimo por Brouwer, na matemética cléssica ndo teria levado a
contradicbes. Para chegar a este resultado, €le constr6i a0 lado da matemética classica uma
maetemética que denominou pseudomatemética. A pseudomatemdtica € a imagem de uma
funcBo K cuja interpretacdo nos permite compreender que para cada férmula do tipo A, - A,
(A—B) da matemética classica existe uma imagem na pseudomatemética que dfirma a sua

dupla negacdo. Ademais podemos definir recursivamente afuncéo K como:
K(A) = gt A, Se Aé atdmica.
K(=A) = gt ~(=K(A)).
KA—B) = gt +(K(A)—K(B))
Temos, portanto, que:
Lema 3. Se A’ é congtituida apenas por implicacfes e negacdesA’s, A’,, ..., A’y SA0 todas
formulas atbmicas de A’ e (-—A’1—A%), ..., (--A’,—A’,) sA0 verdadeiras em B, entéo

-—A’>—A’ também o é.

Estes resultados levam Kolmogorov a seguinte indagacéo,

118 A denonstracso de que as férmulas A’>—B’ permitem a dupla negacso partir do sistema B é encontrada no
texto de Kolmogorov, p. 426- 427.
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Can we in a similar way, after we have placed some restrictions on their real
interpretation, again give a meaning to all those formulas of mathemetics that are
proved by an illegitimate use (that is, a use outside the domain in which they are
applicable) of formulas of the special logic of judgments, in particular by use of the
principle of excluded middle? (KOLMOGOROV, A., 1925, p.427).

Para responder a esta questdo ele mostrou que as formulas de B possuem correspondentes na
pseudomatemética, tal como a definicdo de K, e ademais que estas podem ser obtidas pela
subgtituicdo de --A, —--B, ..., por A’, B’,..., gracas aos lemas 1, 2 e 3, o que dignifica que todo
teorema do sistema H possui uma tradugdo e esta é um teorema do Sistema B.

Teorema 4: Se -y A entdo g K(A).

Desta forma, Kolmogorov conclui que podemos estender o dominio da
pseudomatermética para todos os axiomes da metemiética’’. Considerando I’ como o conjunto

congtituido pelos axiomas da matemética, temos:

Teorema 5: Toda férmula da pseudomatematica que corresponde a uma formula provada a

partir deT" € provada a partir dasférmulas de K(I'), onde K(I') = {K(B)|B € T'}.

O Teorema 5 levou Kolmogorov a conclur que toda formua da metemética
cléssca possui como imagem uma formula duplamente negada na matemética. E estendeu
este resuitado a légica de predicados de primeira ordem ao acrescentar 0 axioma VxA—A(t) e
aregra dageneralizacdo universal. Define entéo afuncdo K para o quantificador universal,
K(VXA) = gt VXK (A)

Este resultado findliza a questédo principal colocada por Kolmogorov: se pudermos
derivar uma contradicdo na pseudomatemética, também poderiamos derivar uma contradicdo
na matemética classica, de acordo com o Teorema 5. Contudo, ndo podemos garantir que a
metemdtica intuicionista sgja realmente consistente. Mas apenas que a matemgdtica classica é
consstente se, e somente se, a matemética intuicionista o for.

Ainda que a possibilidade de derivarmos uma contradicdo pelo uso do TEX na

metemdtica cléssca Signifigue a posshilidade de derivarmos  uma  contradicdo  no

17 precisamos ressaltar nestetrabalho que quando Kolmogorov usou os termos matemdtica e pseudomatematica
estava se referindo a um campo especifico desta ciéncia, a aritmética. Neste trabalho nos restringimos a este
campo, por isso deixamos em aberto as seguintes questdes pertinentes ao tema: Este resultado poderia ser
estendido para a anélise? Caso aresposta seja negativa, por qué?
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Intuicionismo, esta constatacdo ndo implica que o referido  principio ndo  leve,
necessariamente, a contradicdes. A traducdo nos indica que, o significado dos conectivos,
formulas, regras e o raciocinio l6gico, desenvolvidos pelo Intuicionismo podem  ser
reformulados seguindo um raciocinio classico sem perder o cardter intuitivo, permitindo,
desta forma, que a matemética classica possa ser interpretada de acordo com a concepcao

matemética desenvolvida pelo Intuicionismo.

3.1.2 A traducéo de Godel

A traducdo do matemético austriaco Kurt Godel é resultado de sua apresentacdo
no Menger's colloquium em Viena na data de 21 de junho de 1932, neste coloquio Godel
discute a relagdo entre a aritmética de primeira ordem classica e intuicionista, mostrando que
se uma férmula é classicamente vaida, e contém apenas 0s conectivos logicos da negacdo e
da conjuncdo, entdo sua traducdo € intuicionisticamente vdlida. O resultado deste artigo foi
publicado origindmente em 1933 no texto, Zur intuitionistischen Arithmetik und Zahlen
theorie.'®A relacdo de Godel com o Intuicionismo néo estd encerrada neste artigo. Embora
ele ndo se consderasse intuicionista fez importantes contribuicbes para a logica intuicionista,
tais como, a relacéo da logica intuicionista com a ldgica polivalente e a interpretacdo do
célcuo proposicional intuicionista no caculo modal.*°

O trabaho de GoOdel evidencia um resuitado antecipado por Kolmogorov em
1925, pois também apresenta uma traducdo que insere negactes na frente de cada subformula.
Porém, apesar das semelhancas, o trabalho de Godel apresenta formulas construidas pelos
operadores logicos, da conjuncdo e da negacdo, e em Kolmogorov, como vimos, as formulas
sd0 congtituidas pela implicacdo e negacdo. N&o podemos afirmar com precisdo se Godel ja

conhecia o trabalho de Kolmogorov.

Godel’s paper had been anticipated to a not inconsiderable extent by Kolmogorov
(1925). Kolmogorov describes a translation which consists in simultaneously
inserting — in front of each subformula. For the —, — fragment of propositional
logic he gives full details; the treatment of the quantifiers is only sketched. Thereis
a careful introduction by H. Wang to the English translation of Kolmogorov's paper
in van Heijenoort 1967, although Wang perhaps slightly overstated the case for
Kolmogorov's anticipation of Heyting and Gddel. Kolmogorov's paper, written in

118 O texto de Godel 1933 possui uma vers3o traduzida, com notaintrodutériade A. S. Troelstra, em:
FEFERMAN, Solomon (Ed.), 1986, Vol. |, p. 282- 296.
119 ¢f. KENNEDY, Juliette, Jul/2011.



Russian, attracted little or no attention and was apparently unknown to Godel.
(TROELSTRA, A.S, 1986, p. 284).

O trabaho de Godd teve seus reflexos estendidos para aém do Intuicionismo,
pois uma das consequéncias de sua traducdo, como evidenciado por Bernays'®®, é ter
mostrado aos membros da escola de Hilbert (Formalismo) que os principios intuicionistas vao
além dos principios finitistas'?!, levantando como aternativa a0 Programa de Hilbert,
golpeado pelo Segundo Teorema de Incompletude, desenvolvido pelo proprio Godel, o uso do
raciocinio intuicionista para a metamatemdtica. “Godel's paper showed the members of the
Hilbert school that there were dternatives to fintistic reasoning as a bads for
metamethematics, and also  that  intuitionistic  principles went beyond  finitism.”
(TROELSTRA, A.S., 1986, p.284).

O texto em que GoOdel define sua interpretacdo da aritmética classica na
intuicionista comeca mostrando a distincdo entre os simbolos classicos e os simbolos
intuicionistas que neste texto ndo sera mantida para facilitar a leitura. Em nosso trabalho
usaremos os simbolos A, V, V, 3,—, - para operadores logicos, A, B, C, ..., para variaveis
proposicionais e x’, y’, z’, ..., para variaveils. Além disso, denominaremos o0 sistema de Logica
proposicional cléssica como (CPC) e o sistema de Légica proposicional intuicionista como
(CPI).

Para comegarmos a definir a traducdo de Godel é necess&rio ressaltarmos que em
seu trabalho ele retorna a um fato fundamental descoberto por Glivenko em 1929'%?, que
mostrou que, se a falsdade de um dado enunciado da légica proposicional é demonstravel na
l6gica cléssica, entdo esta mesma falsidade € demonstravel na légica intuicionista; em outras

paavras, Gliverko expds que CPC A se e apenas se, CPl - =-A1% E partir deste

120 TROELSTRA, A.S, 1986, p. 282.
121 0 termo finistista, como apontado por Troelstra, deve ser entendido como as manipulagdes finitas da
matemética que podem ser apresentadas com combinagdes igualmente finitas.

“Here the term ‘finitistic’ should be understood in the sense of Hilbert or Herbrand (e.g., 1930);
finitistic mathematics may be characterized as the mathemetics of finite manipulations of finitely presented,
combinatorial configurations. (TROELTRA, A.S, 1986, p.283).

122 ¢f. van ATTEN, Mark, A pril/2009.
123 Note que o resultado demonstrado por Valery Glivenko em 1929 é similar ao resultado demonstrado por
Kolmogorov em 1925, a saber:
(i) Se A éumteorema da Légica proposicional cléssica, entdo ——A é umteorema da Logica proposicional
intuicionista.
(i) se-A é umteorema da Légica proposicional classica, entdo —A é umteoremada Logica proposicional
intuicionista.
Cf. van ATTEN, Mark, April/2009.
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resultado Godel definiu recursivamente uma traducéo, que denominaremos Go, da CPC na

CPI. A traducdo Go pode ser definida como se segue:

GO(A) = g A, Se A é uma varidvel proposicional.
Go(-A) = gt "GO(A).

Go(A—B) = gt ~(Go(A)A—~Go(B))

Go(AAB) = gt GO(A)AGo(B)

Go(A4VB) = gt 7(-Go(A)A—Go(B))

Observamos que a traducdo de Godel apresentou como imagem da funcdo Go,
formuas que sio adequadamente transformaedas em formulas constituidas apenas por
conjuncoes e negagdes, como conectivos logicos. Além disso, podemos notar que ele usou na
subgtituicdo  equivaléncias da logica classica, por exemplo, (4vB) tem como formula
equivdlente vélida em logica cléssica -(-AA—B), ou anda, (4—B) que é equivdente a

=(4AA—B). Comisso, Godel pode definir seu primeiro teorema:

Teorema 6. Se A é uma formula vélida de CPC, entdo Go(A) é valida também na CPI.

A partir desse teorema Godel péde passar a cumprir com seu objetivo principal de
estender este resuitado para a aritmética, a qual ele considerou com pequenas modificacBes o
sistema de Herbrand de 1931'?* para a aritmética classica, e o sistema de Heyting de 19301%

para a aritmética intuicionista.

The goal of the present investigation is to show that something similar holds also for
all of arithmetic and number theory, delimited in scope by, say, Herbrand’s axioms.
Here, too, we can give an interpretation of the classical notions in terms of the
intuitionistic ones, that all propositions provable from the classical axioms hold for
intuitionism as well. (GODEL, K., 1933, p. 287- 289).

Godel mostra 0 sistema de Herbrand com quatro grupos de axiomas ndo-logicos, conferindo-
lhes pequenos acréscimos. O Grupo 1 € composto por axiomes néo logicos;, o Grupo 2 por

uma nstancia do esquema da indugdo; o Grupo 3 consiste em ‘definigdes de axiomas’ para

1241n: HEIJENOORT, J. (Ed), 1967, p.526- 581.
125 HEYTING, A., 1956, p. 13- 31.
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funcbes, nos permitindo computar os valores das fungdes para cada conjunto de argumentos, e
o Grupo 4 é composto por todos os enunciados universais provados apenas por meios
finitarios.'*® Ao sistema de Heyting ele acrescentou as variavels X, Y, Z, ..., para nimeros
naturais, justificando que

Heyting’s has no number variables, but only variables X, y,... for arbitrary objects.
This leads to certain complications for what follows, and we can avoid these by first
introducing into Heyting's System variables x’, y’, z’,... for natural numbers in a
way such that every proposition containing variables of the new kind is equivalent to
one without them; (GODEL, K., 1933, p. 289 e 291).

E também adicionou os axiomas do grupo 3 e 4 de Herbrand e os operadores da quantificacéo
que percorrem sobre as variavels numéricas deste sistema. Neste trabalho chamaremos de H?
o sistema expandido de Heyting.

Com a defingdo dos Sstemes aritméticos classico e intuicionista e suas
respectivas modificacfes, Godel passou a apresentacdo da traducdo do sistema de Herbrand
em H’, considerando inicialmente esta traducdo para os termos numéricos (denominaremos

termos numéricos como ti, t, ..., t,), COMo Se segue:

GO(X) =gef x’

Go(0) =¢er 1

Go(t+1) =ger S(t)

Go(f1 (t1...tn) =der (f1(Go(t1)...Go(tn))

Posteriormente Godel estende a definicdo da funcdo Go para formulas numéricas,

daseguinte forma:

Go(t1 =t2) =ge GO(t1) = Go(t2)
Go(=A) =g "GO(A)

Go(A—B) =g =(Go(A)A—Go(B))
Go(A4AB) =gt GO(A)NGO(B)
Go(4V B) =gt ~(=Go(A)A—Go(B))

126 A definicdo formal de quais axiomas pertencem a cada grupo é dado por Godel em:
Cf. GODEL, K., 1933, p. 289- 291



GO(VXA) =gt Vx 'Go(A)

Com edta tradugéo Godel demonstra os seguintes lemes:

Lema 7: Para cada formula Go(A) de H’, tem-se que > ~—~Go(4)—Go(A).

Lema 8. Se Go(A) e Go(B) sdo formulas numéricas de H’, entdo gy (Go(4)—Go(B)) <

—~(Go(A)N—Go(B)).

Godel dermonstrou os dois lemas acima a partir dos axiomes da aritmética de
Heyting 1930 e de resutados aceitos intuicionisticamente, como pode ser conferido nas

paginas 289- 295 de seu trabalho. E em consequéncia destas demonstrages ele obtém que:

Teorema 9: Se uma formula A é deduzivel no sissema estendido de Herbrand, entdo a sua
traducéo Go(A) é deduzivel em H’.

Godel comenta que a partir da demonstracéo do teorema 9 podemos concluir que
“the system of intuitionistic arithmetic and number theory is only apparently narrower than
the classical one, and in truth contains it, albeit with a somewhat deviant Interpretation.”
(GODEL, K., 1933, p. 295), o que de fato é verificado como um corolério para os lemas 7 e
8, se 0 sstema de Herbrand é uma formula com 0s conectivos V, A, e — como primitivos,
entdo o sstema de Herbrand € um subsistema de H’, este resultado € uma prova tecnicamente
smples da conssténcia da aritmética classica relativa a aritmética intuicionista. E  afirma
ainda que, o raciocinio intuicionista tem restricdes genuinas apenas no que concerne a andlise
da teoria dos conjurtos, e que estas restricbes ndo estariam relacionadas a rejeicdo do TEX e

sim aproibicdo de conceitos impredicativos, como fica evidente na passagem,

The reason for this is to be found in the fact that the intuitionistic prohibition
against restating negated universal propositions as purely existential propositions
ceases to have any effect because the predicate of absurdity can be applied to
universal propositions, and this leads to propositions that formally are exactly the
same as those asserted in classical mathematics. Intuitionism appears to introduce
genuine restrictions only for analysis and set theory; these restrictions, however, are
due to the rejection, not of the principle of the excluded middle, but of notions
introduced by impredicative definitions. The above considerations, of course,
provide an intuitionistic consistency proof for classical arithmetic and number
theory. (GODEL, K., 1933, p. 295).
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Esta ditima conclusdo de Godel, com relagdo a restricdo do uso do TEX assumida
pelo Intuicionismo, também foi parcialmente antecipada por Kolmogorov em 1925. O Utimo
mostra que se 0 uso deste principio resultasse em alguma contradicdo na aritmética classica
esta poderia ser derivavel por meio da tradugdo na aritmética intuicionista. Tal resuitado
assemelha-se a0 apontado por Godel que entende que a rgeicdo do TEX ndo poderia
significar uma restricdo, ou ainda, um principio que levaria a contradicdes, na matemética
intuicionista, Visto que seguindo um raciocinio intuicionista podemos obter um Sistema

aritmético que contém ateoria dos nimeros e a aritmética classica.

3.1.3 Traducéo de Gentzen

A traducdo de Gentzen surge na literatura em 15 de marco do ano de 1933, no
artigo intitulado On the relation between Intuitionistic and classical logic'?’. Este trabalho
apresenta um texto rigoroso e completo, em que é desenvolvida uma interpretacdo da logica
cléssca na logica intuicionista. O trabalho de Gentzen oferece algumes diferencas formais
com relagdo ao trabalho de Gddel, como a escolha dos conectivos logicos (A, =, — ¢ V) e 0S
sstemes aritméticos. Porém, apesar das diferencas, ele optou por ndo publicar imediatamente
seu texto ao saber da publicacdo, no mesmo ano, do trabalho do Ultimo, publicando-o dois
anos depois.?

Gentzen comega seu texto mostrando quais sistemas formais da aritmética cléssica
e intuicionista pretende usar e ressdlta que a diferenca fundamental entre estes sistemas estaria
relacionada a rejeicdo do TEX, bem como, em algumas circunstancias, da DN, por parte do
Intuicionismo. Como sistema formal para aritmética classica ele usou a Teoria dos ndmeros
naturais de Peano, mais a Logica de predicados de primeira ordem classica, desenvolvida por
Hilbert-Ackermann em 1928; e para o sstema formal da aritmética intuicionista a logica
deservolvida por Heyting Em seguida apresentou, assm como fez Kolmogorov, uma
demonstragdo de que a eimnagdo da DN seria vdida para uma longa extensdo da logica
intuicionista. O trabalho de Kolmogorov refletiu no texto de Gentzen, que comecou
mostrando que se a lel da DN é intuicionisticamente vdida para certas proposicdes, entéo
também se mantém igualmente valida para a conjuncdo destas duas proposicies, para a
implicacdo destas duas proposicOes, para a negacdo de uma proposicdo arbitréria, e também

para quantificacéo universal destas proposicdes. Em sintese temos que:

127.57ABO, M. E. (Ed.), 1969, p.53- 66.
128 f. van ATTEN, Mark, A pril/2009.
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Teorema 10: Se ——A4—A4 e ——B—B sao formulas verdadeiras na logica intuicionista, entéo
as formulas (——(ANB)—(AAB)), (——~(A—B)—(A—B)), (———4A——A) e (- Vx4A—>VXA)
também sdo verdadeiras.

Na prova deste teorema Gentzen demonstra separadamente cada uma destas

proposicdes'®®. E como consequéncia disso obtém como resuitado:

Teorema 11: Se A é uma formula sem os simbolos V e 3, e se todas as suas férmulas
elementares sdo prefixadas por -, entdo ——A—A é uma férmula intuicionisticamente

valida.**°

O teorema 11 levou Gentzen a acangar um resultado que relaciona as formulas

da aritmética classica a aritmética intuicionista pelo uso daeliminacdo da DN, a saber que:

Teorema 12: Uma ‘figura de prova’ da aritmética classica com uma formula final A pode ser

transformada em uma ‘figura de prova’ da aritmética intuicionista com a formula final == A.

Com relagdo ao termo “figura de prova”, Gentzen indicou que deveria ser
compreendido como o resultado de quatro etapas. A primeira nos indica que cada formula ou
€ um axioma, ou é resultado de formulas anteriores derivadas através da aplicacdo das regras
de inferéncia, com a condicdo de que cada formula sgja usada exatamente uma vez para se
obter uma nova formula, esta condicdo sO ndo € vdlida para a formula fina. Segundo, a
eliminagdo dos simbolos vV e 3 devem ocorrer através da substituicdo de toda férmula do tipo
AV B por = (=AA=B) e 3IxA por - (Vx-A) tomando cuidado para que

We must now examine to what extent the new figure which has resulted in this way
has remained a correct derivation and, where this is not the case, modify the figure
accordingly. For this purpose we examineg, first, the application of the operational
rules and, second, the axiom formulae (4.221, 4.222)*!. (GENTZEN, G, 1933, p.
61)

129 A prova de cada uma das proposicdes deste teorema pode ser encontrada emdetalhes no texto de Gentzen:
Cf. GENTZEN, G, 1933, p. 59 e 60.
130 A prova deste teorema é encontrada em Gentzen, e segue facilmente do teorema 2.1.10.
Cf. GENTZEN, G, 1933, p. 60.
131 As férmulas axiomas a que Gentzen faz referéncia como 4.221 e 4.222 em nosso texto sdo a etapa 1 e a
substituicdo dos axiomas Vv ¢ 3 naetapa 2.
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Na terceira etapa Gentzen indicou que devemos prefixar duas negagdes em todas as formulas
atbmicas. E na Utima etapa que as varidveis proposicionais devem ser substituidas pela Regra
da Subdtituicdo, de maneira que todas as ocorréncias das férmulas do tipo -—-B—B estejam de
acordo com o Teorema 11. Desta forma, ele pretendia obter uma figura de prova intuicionista
cuia formula final € Ge(A).

Em consequéncia destas consideracbes Gentzen define a seguinte traducéo

implicitamente:

Ge(A) =gt 7A, se A é uma formula atbmica
Ge(=A) =ger “Ge(A)

Ge(A—B) =4t Ge(A)—Ge(B)

Ge(4AB) =gt GE(A)AGe(B)

Ge(4V B) =4t ~(~Ge(AN~Ge(B))

Ge(VXA) =gt YXGE(A)

Ge(aXA) =gt VX Ge(A)

Esta definicdo nos possibilita concluir o seguinte teorema:

Teorema 12: Uma figura de prova da aritmética classica que termina com a formula A, e
ndo possui os conectivos V e 3, pode ser transformada em uma figura de prova da aritmética

intuicionista tal que sua formula final seja Ge(A).

Na demonstracéo deste teorema Gentzen afirmou que esta poderia ser redlizada
através da conclusdo de etapas extremamente tediosas. Contudo evidencia que o caminho para
construi-la deve seguir rigorosamente as quatro etapas de transformecdo de uma figura de
prova cléssca em uma figura de prova intuicionista “The somewhat tedious arguments
required for the proof of theorem (...) contain nothing new, all we need to do is carry them
out rigorously for the case at hand.” (GENTZEN, G., 1933, p.61) Podemos notar que a
traducdo de Gentzen mostra uma fungdo que possui como imagem uma derivacdo da
aritmética classca para a aritmética intuicionista inclundo férmulas duplamente negadas,
assm como fez Kolmogorov e Godel, no entanto, seu trabalho apresenta a validade da DN
para uma extensdo maior de conectivos logicos e consideragdes que conferem a esta traducéo

mais smplicidade na definicdo da interpretacdo do que o trabalho dos demeis avtores.



Os resuitados imediatos da dermonstragcdo do teorema 12 podem ser expressos nos

seguintes teorenes:

Teorema 13: Uma figura de prova da aritmética classica cuja formula final ndo contém

variaveis proposicionais, e ndo contém os simbolos V e 3, pode ser transformada em uma

figura de prova da aritméica intuicionista com a mesma férmula final.

Este teorema 13 segue como consequéncia imediata do teorema 12 e nos indica
que cada proposicao definida da aritmética, que ndo contém os conectivos ‘ou’ e ‘existe’, e €

classcamente provavel, também é intuicionisticamente provavel. Gentzen explica ainda que,

By a ‘definite proposition’ we mean a proposition whose formula contains no
propositional variables. ‘Provability’ should always be understood as provability in
our formal system of arithmetic. Proofs using techniques from analysis, for example,
are not included. (GENTZEN, G, 1933, p. 65).

Este resutado pode ser consderado como consequéncia da vaidade da DN para as
proposicdes atbmicas da aritmética, como indicado por Gentzen na introducdo de seu

trabalho, assm como também podemos concluir que:

Teorema 14: Se a aritmética intuicionista for consistente, entdo a aritmética classica

também sera.

Este teorema pode ser entendido de manerra informal como estando em
consonancia com 0 Segundo Teorema da Incompletude de GoOdel, que indica a
impossibilidade de mostrar a consisténcia de um sistema formal com base em seus proprios
axiomas e mostra, assm como a traducdo de GoOdel, uma aternativa ao Programa de Hilbert,
por apresentar a possbilidade de mostrar a consisténcia de um Sistema relativa a outro
sstema, no caso especifico, a conssténcia do sistema da aritmética classica relativa ao
sstema da aritmética intuicionista; ponderando que néo seria possivel mostrar o contrério, ou
sga, a conssténcia da aritmética intuicionista tomando a aritmética classica como consistente.

Desta forma, ele ndo contradiz 0 Segundo Teorema da Incompletude de Godel.3? Além disso,

132 Cf. GENTZEN, G, 1933, p. 67.



reafirma 0 que apresentou na introducdo de seu artigo, que a aritmética intuicionista difere da
cléssica apenas externamente, pois a logica de predicados intuicionista pode ser estendida a
l6gica de predicados classica com ainser¢éo do TEX.

Ademais, segue deste teorema 14 o seguinte resultado:

Teorema 15: Para toda formula A da logica de predicados de primeira ordem, existe uma
formula classica equivalente a A, que € derivavel no Intuicionismo se, e apenas se, A é

derivavel classicamente.

O teorema 15 enuncia que se edtivermos usando a logica de predicados de
primeira  ordem toda formua classcamente vdida possuiu uma traducdo vdida
intuicionisticamente, em outras palavras, este enunciado torna claro que toda férmula valida

na aritmetica classica é derivavel, por meio datraducdo, na aritmética intuicionista.

Finalizada a apresentacdo da traducdo de Gentzen concluimos esta segdo que tinha
como intuito mostrar as interpretacbes de Kolmogorov, Godel e Gentzen, da aritmética
cldssca na aritmética intuicionista, bem como as relacOes entre estes dstemas, que Néo
implicam, necessariamente, que o0 TEX deva ser rgeitado pelo Intuicionismo na tentativa de
apresentar uma solugdo para 0s problemas relacionados a fundacdo da matemédtica, mes

mostram que adiferenca entre estes sistemas néo poderia estar relacionada ao uso do TEX.

3.2 TraducBes da légica intuicionista na légica classica

Nesta secdo pretendemos apresentar a definicdo de uma traducdo capaz de
fornecer uma interpretacdo da aritmética intuicionista na aritmética classica, esta traducdo esta
baseada nos trabalhos independentes de K olmogorov, Godel e Gentzen, todavia sera capaz de
possibilitar a0 nosso trabalho facilidade nas provas, sem perda de rigor. Em seguida temos a
intencdo de demonstrar que a aritmética cléssica e a aritmética intuicionista s8o
equiconsistentes.

Antes de apresentarmos a definicdo da traducdo que denominaremos Traducgao
Kolmogorov-Godel-Gentzen € necessario fazermos algumas consideracOes gerais. Esta
definicdo, apesar de estar baseada no trabalho destes trés autores, estd4 fundamentada no
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trabalho redizado por A. S. Troelstra na obra Basic Proof Theory’*® e se assemeha
enormemente a traducdo de Gentzen, 193334 como poderd ser percebido, pois permite a
ocorréncia dos operadores logicos da A, — e V, e exige que as formulas com conectivos V e 3
sgjam transformadas em suas equivalentes classicas, tal como foi redlizada na tradugdo de
Gentzen. A novidade desta interpretacdo estA em apresentar como conectivo primitivo 0
absurdo, L. A Tradugcdo Kolmogorov-Godel-Gentzen produz formulas negativas, o que

dgnifica que produz formulas em que as letras sentenciais ocorrem negadas (sendo

A=A—-U).

Definicio: A é negativa se, e somente se:
() férmulas atdbmicas ocorrem negadas em A,
(i) Atem apenas os operadores V, A, — ¢ V;

Provamos que se A é uma formula negativa, entdo -—-A—A.

Lema 16: Se A é uma formula negativa, entdo ~—A—A é uma formula valida para o sistema
135

intuicionista.
A prova é por inducdo sobre a complexidade de A. Usamos os teoremas ———A—-A,
--(A—B) — (—A—--B), -=(AAB) — (—AA--B), =VXA—-Vx--A, todos validos
intuicionisticamente.

Definimos agora a Tradug&o Kolmogorov-Godel-Gentzen como:

G(A) =ge A, e A é atbmico.

G(L) =qer L.

G(A—B) =gt (GA—GB).

G(-A) =gt G(A—1) = G(A)—L =-G(A).
G(AAB) =g (GAAGB).

G(4VB) =g ~(-GAA-GB).

G(VXA) =get VXGA

G(IXA) =gt "VX-GA

133 TROELSTRA, A.S, 199, p. 39- 42.
13457ABO, M. E (Ed.), 1969, p.53- 66.
135 Este lema foi demonstrado nos trabalhos de Kolmogorov, Godel e Gentzen de maneiras distintas. Nesta secéo

ndo o demonstraremos, visto que esta etapa jafoi realizada anteriormente.
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Nesta traducdo sdo produzidas formulas negatives. Considerar L como um
operador logico primitivo estd em consonancia com o0 dSgnficado desgado  pelo
Intuicionismo. A negacdo assumida desta forma ndo permite ambiguidades com relacdo ao
seu significado. Podemos perceber com agumes observagbes que Heyting, um dos primeiros
intuicionistas  preocupados com a formalizacdo desta metemdtica, jA expressava em seu
trabalho a preocupagdo em captar a negagdo como a impossibilidade de concluir a verdade de

um determinado enunciado, como fica claro no trecho abaixo:

Strictly speaking, we must well distinguish the use of ‘not’ in mathematics fromthat
in explanations which are not mathematical, but are expressed in ordinary language.
In mathematical assertions no ambiguity can arise: ‘not’ has always the strict
meaning. ‘The proposition p is not true’, or ‘the proposition p is false’ means ‘If we
suppose the truth of p, we are led to a contradiction’. (HEYTING, A., 1956, p. 18)

A dirmacdo de Heyting mostra a necessidade de esclarecermos a negagdo como
absurdo, impossibilidade; contudo, sua declaracdo pode ser entendida de forma ambigua
quando ndo compreendemos claramente o termo ‘contradicao’ de acordo com a concepgdo
intuicionista. O termo contradicdo pode ser entendido significando, por exemplo, que duas
proposicdes que manifestam ideias opostas, A e —A, ndo podem ser ambas verdadeiras. Sendo
assm, para evitar estas ambiguidades Heyting aponta para a necessdade de esclarecermos a
contradicdo como termo primitivo, “l think that contradiction must be taken as a primitive
notion. It seems very difficult to reduce it to simpler notions, and it is aways easy to
recognize a contradiction as such. In practically all cases it can be brought into the form 1=2.”
(HEYTING, A., 1956, p.98.)

Em um sstema formal, quando exprimimos o dgnificado da negacdo como
absurdo, de maneira primtiva, consegumos atender a exigéncia intuicionista de assumirmos
este operador como um sinbnimo da impossbilidade, sem dependermos da explicitacdo de
termos da negacdo como, a contradicdo, que poderia levar a ambigudades. Um exemplo da
negacdo definida como absurdo pode ser ilustrado como: suponha que temos um enunciado
a=b. Se em determinado momento da construgcdo da prova em que este enunciado é uma
hip6tese chegamos ao resuitado de que a>b resultamos uma contradicdo do enunciado a=b,
ou sgja, estamos concluindo aimpossibilidade de a=b ser verdadeiro.

Outros resuitados relacionados a definicdo indutiva da Traducdo Kolmogorov-

Godel-Gentzen sdo dois teoremas que demonstram a conexdo entre a aritmética classica e a
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intuicionista. A demonstragdo destes dois resultados € necessaria para acancarmos 0 Nosso
objetivo principal, a saber, demonstrar que a aritmética intuicionista e classica sd0

equiconsistentes. Os dois teoremas podem ser enunciados como:

Teorema 17: . A & G(A).

Teorema 18: SeI' Fc A, entdo G(T') - G(A), onde G(I') ={G(B) Be I'}.

O teorema 17 diz que uma férmula A € teorema da logica classica se, e somente
se, existe uma correspondente na Tradugdo Kolmogorov-Godel-Gentzen, G(A), que também é
teorema da logica classica. Ja o teorema 18 dfirma que se temos uma prova de A, a partir do
conjunto de premissas I' na légica classica, entdo temos uma prova na logica intuicionista da
traducdo de A, G(A), a partir do conjunto de premissas formado pelas traductes das formulas
deT.

As demonstracoes dos teoremas 17 e 18 serdo redlizadas baseadas em sstemas de
Deducdo Natural.™*® Denominaremos o sistema de Deducdo Natural classico como Nc, e o
sstema intuicionista como Ni. As regras vdlidas para estes sistemas sG0 as regras usuais de
introducdo e eliminacdo mais regras para negacdo (absurdo) que caracterizam cada sistema.

O dgstema Nc é composto pelas regras: IA, EA, I—, E—, 1V, EV, Reducdo ao
Absurdo (RAA ou absurdo cléssico), Iv, Ev, 13, E3. E o gstema Ni é composto por: IA, EA,
I—, E—, Iv, EV, 1; (absurdo intuicionista ou Ex falso) 1v, Ev, 13, E3. Podemos notar que
ndo existem grandes diferencas entre estes sistemas, mas vale ressdtarmos que a diferenca
fundamental é reflexo da diferenca fundacional entre as concepgdes intuicionista e cléssica da
matemética.

No sistema Ni ndo temos como regra a RAA, que funciona como a dupla negacéo
gue, como vimos, permite provar TEX. Em Ni temos o absurdo intuicionista, L1;, que permite
concluir qualquer proposicéo a partir de uma contradicéo, isto €, de L.

Os resultados que neste trabalho sero obtidos através do sistema de Dedugéo
Natural podem ser obtidos com demonstracfes que usam 0 método axiomgético. Para tanto,
devermos considerar que o sistema Ni é equivalente a0 sistema axiomético de Hilbert abaixo,

esquemes de axiomas 1 a 9. O sistema Nc é formado pelos esquemas de axiomas 1 a 8 mais 0

138 As provas aqui apresentadas seguem TROELSTRA, A. S, 1996, p. 29- 34.
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esquema de axioma 10. O modus ponens é usado como regra de inferéncia em ambos 0s

sistemas.

1. A—(B—A)

2. (A—(B—C)—(A—BY—(A—C)
3. (AAB)—A

4. (ANB)—B

5. A—>(B—(AAB))

6. A—>(AVB)

7.B—(4VB)

8. (A—C)—((B—C)—((4VB)—C))
9. 1A,

10. (A—U) — U)—A (ie. —A—A, dado que -A € A — U)

Na demonstragdo dos teoremas 17 e 18 optamos por usar 0 sstema de Deducéo
Natural por acreditarmos que este sistema confere ao nosso trabalho a vantagem de que as
deducbes sdo mais simples do que o0 uso do sistema axiomético. Além disso, as regras
inferenciais do sistema de deducdo sdo mais intuitivas do que a introducéo de sentencas em
uma prova, como acontece em provas redlizadas através de um sistema axiomético.

A primeira etapa na demonstragdo dos teoremas 17 e 18 € indicar de que forma
podemos substituir as regras V e 3 que sd0 classicamente derivavels a partir de outras, dadas
as eguivaléncias classicas

A vB= =(-4A—B);

IXFx= ~vx-Fx.

Como exenmplo, mostramos como eliminar uma aplicagéo daregra Ev.
A B
& v

C



A regra EV pode ser simulada com —(—4A-B) no lugar de 4V B.

A B

Jﬁ -C é: -C

-A -B
—(—AN —B) —AN —B

C

Assm, as aplicagdes de EVv, Iv, EJ e |3 em uma prova cléssica podem ser ignoradas, uma vez
gue podem ser subgtituidas pelas regras correspondentes na linguagem sem os operadores
l6gicos J e V.

Em um segundo momento, temos que transformar uma prova de ' A em Nc para
uma prova de GI' GA em Ni. Para concluirmos esta efapa usaremos as mesimes regras,
exceto a RAA. Além disso, usaremos neste caso 0 lema 16, ou sgja, ~——A4—A. Por exemplo:
Uma aplicacdo de E— torna-se:

A A—B G(A) G(4)—G(B)
B G(B)

Assm, uma aplicacdo de RAA torna-se:

-A - GA
! !
A -GA--G4—-GA
GA

O uso do lemal6 em GA, tal como segue em -—~GA—GA, pode ser realizado, pois
0 resutado da traducdo produz uma formula negativa. Desta forma, podemos concluir a

demonstracdo dos teoremas 17 e 18:

Teorema 17: . A < G(A).

Teorema 18: SeI" ¢ A, entdao G(I') + G(A).

A partir do teoremal?7, obtemos o inverso de 18: Se G(I') - G(A), entdo temos I' ¢ A.
Portanto, " ¢ A ¢ valido se e apenas se G(I') - G(A) é valido.
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Com a conclusdo da demonstracdo dos teoremas 17 e 18 e a partir da definicdo da
Traducdo Kolmogorov-Godel-Gentzen podemos concluir que toda férmula negativa da
aritmética que ndo contém os conectivos V e 3, e € classcamente demonstravel, também é
intuicionisticamente  demonstréavel. Redlizamos esta etapa quando definimos e demonstramos
uma figura de prova que transformou formulas vélidas classicamente em figuras de prova com
formulas duplamente negadas que sdo vadidas intuicionisticamente. A consegquéncia imediata
da traducdo nos permite afirmar a conexdo entre légica classica e intuicionista que ndo esta
encerrada na rejeicdo e ndo-uso do TEX pelo Intuicionismo, uma vez que a demonstracéo
destes resultados evidencia que, se 0 TEX levaria a contradicbes na logica cléssica, estas

contradicbes poderiam ser derivadas na légica intuicionista.

Na proxima etapa de nosso trabalho pretendemos, apoiados nos resultados atingidos
nesta secdo, demonstrar que a aritmética classica e a intuicionista sG0 equiconsistentes, em
outras palavras, temos 0 objetivo de mostrar usando a aritmética de Heyting (intuicionista) e
os Axiomas de Peano (classica) que a aritmética intuicionista € consistente se, e somente se, a

aritmética classica também for consistente.

3.3 A aritmética Intuicionista e a Aritmética Classica sdo equiconsistentes.

Nesta secdo iremos apresentar a Aritmética de Heyting, como aritmética da l6gica
intuicionista, e a Aritmética de Peano, como aritmética da logica classica. Assm como
usaremos a Traducdo Kolmogorov, Godd e Gentzen, que definimos na secdo anterior, para
mostrar que a aritmética classica e intuicionista s8o equiconsistentes. A aritmética de Heyting
e a Aritmética de Peano compartilham a mesma Linguagem de Primeira Ordem, assm como,
0S mesmos axiomes ndo-logicos. Podemos apontar como a principa diferenca entre estes
sstemas a Filosofia matemética que fundamenta cada uma delas. Se por um lado, a aritmética
de Heyting esta baseada em uma nogdo construtivista da matemética que acredita que esta
ciéncia é uma atividade mental, baseada em dois atos essenciais, 0 Primeiro e 0 Segundo Ato
do Intuicionismo, que dao origem aos objetos e operagbes mateméticas, por outro, a
aritmética de Peano esta baseada em uma visdo redlista da matemética, que acredita em uma
redlidade regida por principios mateméticos preexistentes que independem do observador.
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A aitmética € uma das &eas mais antigas da matemdtica, sua formalizagdo foi
muito apreciada no século XIX, neste sentido foram realizados os trabalhos do metemético
deméo Hermann Grassmann, que em 1860 chegou a conclusdo de que algumas proposicoes
da aritmética poderiam ser derivadas da operacdo sucessor e da indugdo; e anos depois, em
1888, o matemético Richard Dedekind também realizou um trabaho sobre esta questéo.
Contudo, a formelizacdo mais conhecida foi redizada por Giuseppe Peano®®’, que
desenvolveu um conjunto de axiomas conhecidos como, axiomas de Peano, para as regras e
operacdes da aritmetica.

O interesse pela formalizacdo da aritmética no Intuicionismo surgiu com o auno
de Brouwer, Arend Heyting, que ao publicar uma série de artigos de extrema importancia para
o Intuicionsmo em 1930'%®, conmpostos pela formelizacio da Légica Proposicional
Intuicionista, IPC, e da Légica de Predicados Intuicionista, 1QC,**° também realizou a
formalizacdo da aritmética intuicionista, substituindo nos axiomes da aritmética 0 uso da
l6gica cléssica pela logica intuicionista. Este trabalho ficou conhecido como aritmética de
Heyting e € comumente abreviada como, HA.

A HA é a formdlizagdo do Intuicionismo matemético para a teoria dos nimeros
naturais'*®. Nesse trabalho Heyting apresenta os axiomes ndo-ldgicos da aritmética de Peano
usando a logica intuicionista. Em outras pdavras, estes sistemas compartiham a mesma
relagdo binaria para igualdade ‘=’; a constante zero, O; a funcdo sucessor, S e as fungdes
multiplicacdo e adicdo. Por isso, podemos considerar a HA como uma restricdo da aritmética

141

cléssca™"" A aritmética de classica, PA, foi desenvolvida por Giuseppe Peano e publicada em

1889 na obra Os principios da Aritmética apresentados por um novo método'*?. O uso dos

axiomas de Peano na aritmética intuicionista é justificado por Heyting,

While you think in terms of axioms and deductions, we think in terms of evidence;
that makes all the difference. | do not accept any axioms which | might reject if |
chose to do so. The notion of natural numbers does not come to us as a bare notion,
but from the beginning it is clothed in properties which | can detect by simple
examination. Those properties which you describe by Peano’s axioms are among
them, as I shall show you. Let ‘N’ be an abbreviation for ‘natural numbers’. The first

137 E preciso ressaltar que os primeiros axiomas de Peano, desenvolvidos para a axiometizagdo da aritmética,
foram realizados por Richard Dedekind.
138 Os escritos de Heyting relacionados ao IPC e IQC, além daaritmética e andlise estdo ent
HEYTING, A., 1956, p.13- 31
139 yan ATTEN, Mark, A pril/2009.
10 HEYTING, A., 1956, p.13- 31.
1L MOSCHOVAKIS, J., Jul/2010.
142 Em latim: Arithmetices principia, nova methodo exposita.
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two properties (1 is an N and if x is an N, then the successor of x is an N) can
immediately be seen to be true by carrying out the generating construction.
(HEYTING, A., 1956, p. 13- 14))

A HA pode ser consderada uma restricdo da PA, dado que, ao usar a légica
intuicionista, Ndo estamos autorizados a aceitar o TEX como principio universamente valido
para esta aritmética. Existem férmulas na forma Av-A que sdo decidiveis pela HA. Um dos
exemplos mais simples é VxVvy(x=y V =(x=Y)), a qual pode ser provada por inducdo. Além
disso, se adicionarmos tanto TEX quanto DN ao conjunto de axiomes de HA temos uma
teoria equivalente a PA.

Os axiomas logicos e as regras de HA sdo formulados na Logica de Predicados de
Primeira Ordem Intuicionista, 1QC. Na HA os axiomas néo-logicos possuem as propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva da ‘=’; os axiomas que caracterizam ‘0’ como o nimero
natural e afuncdo sucessor, S, caracterizada como uma funcdo um-a-um**

Para demonstragdo da equiconsisténcia entre HA e PA consideremos 0s seguintes
axiomas de Peano:

1. vx=(0= )

2. VXVY(SX = Sy — x=y)

3. Vx(x+0=0)

4. VXVY(X+Sy = JX+Y))

5. vx(x*0=0)

6. VXVY(X* Sy = (X*y) + X)

7. A(0) A VX (AX — ASX) — VXAX

143 0 que Heyting considera fung&o um-a-um pode ser compreendido como o processo de comparar um nimero
natural construido em um determnado tempo, com outro ndmero natural construido em outro tempo. Esta
comparagdo € vdlida no Intuicionismo uma vez que Heyting compreende os niimeros naturais como evidentes,
construidos a partir de um processo puramente mental.
“FORM. You spoke repeatedly of equal natural numbers. What does that mean? Is not a definition of equality,
based for instance on a one-to-one relation, necessary?
INT. Indeed this point needs some clarification; it forces me even to revise somewhat our notion of a natural
number. If a natural number were nothing but the result of a mental construction, it would not subsist after the
act of its construction and it would be impossible to compare it with another natural number, constructed at
another time and place. It is clear that we cannot solve this problem if we cling to the idea that mathematics is
purely mental. | n reality we fix a natural number, x say, by means of a material representation; to every entity in
the construction of x we associate, e.g., a dot on paper. This enables us to compare by simple inspection natural
numbers which were constructed at different times.” (HEYTING, A., 1956, p. 14- 15)
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Com base na definicdo indutiva da Tradugdo Kolmogorov, Godd e Gentzen
podemos estabelecer que, para todo A, se A € axioma de PA, entdo HA + G(A). O esquema
(Av-A) — (—A—A) éintuicionisticamente valido. No sistema HA aformula

(18) YXVY(X=yv—(x=Y))

€ Vdida intuicionisticamente, mesmo produzindo instancias do TEX. Mas isso porque, como
vimos, para todos os nimeros n, temos gque n = n v =(n = n). De (1a) provamos em poucos

passos

(28) VXVY(—(x=y) — (x=Y)).

Vale lembrar que a DN é derivavel do TEX. Assm, de cada instdncia acima de n=n v = (n=n)
provamos —-—(n = n) — (n = n).

Agora precisamos provar gque as traducfes dos axiomas de Peano sdo vélidas em HA.

G(¥X ~(0 = X)) = VX ~=(0 = )
HAE VX ===(0 = &)

G(VXVY (X=Fy — x=Y)) = VXVY (=(X=Fy)—>—(X=Y))
HAF VXVY (-=(SX=Sy)——(X=y))

O axioma 7 de Peano indica o Principio da Indugcdo, que como vimos €&
necessario para demonstrarmos alguns casos especificos, que em logica classica seriam
realizados através do TEX e da Reducéo ao Absurdo. Sua traducdo €
G(A(0) A VX(AX — ASX) — VYXAX) — GA(0) A YX(GAX — GAXX) — VYXGAX
Que também é uma instncia do Principio da inducéo.

A partir destas premissas podemos findizar a demonstragdo da equiconsisténcia
entre HA e PA. Suponha que HAF G(A). Logo, PA+ G(A). Dado que ¢ A< G(A). Portanto,
PAFA.

Assm se HAF G(A), entdo PAKFA.
Agora suponha que PAFA.
Pelo Teorema, G(PA) i G(A). Masparatodo A € G (PA), HA + A.
Entdo, HAFG(A).
Assm se PAFA, entdo HAF G(A).
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Portanto,
PAFA s, e somente se, HA-G(A).

Dado que G(L) = 1, PAFL se, e somente se, HA- L. Esta assm provada a equiconsisténcia
da aritmética de Peano e a de Heyting.

O resutado da demonstragcdo de equivaléncia entre HA e PA mostra que, aém
das smilaridades compartilhadas entre estas duas teorias para 0s nUmeros naturais, todas as
formulas vélidas em uma, possuem uma correspondente vdlida na outra. ApOs a prova de
Godel dos Teoremas da Incompletude ficou estabelecida a impossbilidade de um sistema
axiomético provar sua propria consisténcia, mas as TradugBes de duplas negacOes
apresentaram  uma  solucdo parcial para esta questdo, evidenciando a possbilidade de
demonstrarmos a consisténcia de um Sistema relativa a outro Sistema, como acontece no €aso
das teorias aritméticas HA e PA. A aceitacdo de Heyting dos axiomas de Peano, baseada na
judtificativa de que tais axiomes seriam evidentes no processo de construcdo de objetos
mateméticos, reafirmam ainda de que maneira 0s raciocinios classico e intuicionista sGo
semelhantes quando ndo usam demonstractes impredicativas.

Com relacdo a impossibilidade do uso do TEX pela légica intuicionista e sua
aceitacd0 em casos especificos na HA, isso € naturalmente justificavel, uma vez que o dado
principio é aceito pelo Intuicionismo para dominios fintos de julgamento e sentencas
atbmicas de identidade a = b envolvem, claro, dominios finitos. Ademais, a demonstracéo de
equivaléncia entre estas duas teorias mostram que a rejeicdo do TEX pelo Intuicionismo ndo
resultou em mudancas substanciais na aritmética. Pois a equivaléncia entre estas duas teorias
evidenciam que, se algum axioma do sstema leva a contradicdo, entdo, este mesmo axioma

poderia, através da Traducdo Kolmogorov, Godel e Genzten, ser derivada no outro sisterma.



4. CONSIDERACOES FINAIS

O Intuicionismo foi fundado a partir das ideias do metemético L. E. J. Brouwer,
Seus intuitos iniciais estavam relacionados principalmente aos avancos mateméticos do século
XIX e XX que levantaram novos problemas para esta ciéncia, relacionados, principalmente, a
Teoria dos conuntos e a Aritmetizacdo da andlise. Mas as idelas intuicionistas ndo se
restringiram apenas a tentar encontrar respostas para as questfes que abalavam a metemética
no periodo de sua fundacdo. Edta filosofia da matemética e logica que diverge das ideias
cléssicas acerca dos fundamentos da metemética e da atividade matemadtica, ainda inspira
trabalhos na contemporaneidade.

As teorias intuicionistas influenciaram o deservolvimento da teoria do significado
de Michael Dummett, para quem o sgnificado de uma lingua deveria ser capaz de descrever
de que maneira 0 conhecimento se manifesta através do uso que fazemos das frases.
Baseando-se nesta concepcdo Dummett defendeu que o principio da bivaléncia, ancorado no
redismo da matemética cléssica, identificaria o significado de uma frase apenas baseado em
sua condicdo de verdade, tendo dificuldades para lidar com as frases indecidiveis. A partir
disso, ele afirmou que uma teoria do significado deveria ser capaz de identificar o significado
de uma frase com agum aspecto de seu uso, em sumg, 0 Signficado de uma frase €
determinado pelo que conta como verificagdo da frase, posicdo que vai a0 encontro da
defendida pelo  Intuicionismo.’**  Podemos citar também o deservolvimento da teoria
intuicionista relacionada a ciéncia da computacdo, especificamente, a interpretacdo BHK, que
permitiu 0 desenvolvimento de um programa metodoldgico para a computagdo baseada na
nocdo de prova*® Outro deservolvimento no ambito da metemdética intuicionista é a Teoria
dos Tipos de Martin Lof**®, introduzida pelo metemético sueco Per Martin L6f em 1971,
como uma dternativa para os fundamentos da metemética baseados nos principios do
construtivismo  matemético. Desta forma, podemos observar que o Intuicionismo ndo se
restringiu a solucdo dos problemas relacionados a crise da matemética nos seculos XIX e XX,
mas acompanhou novos desenvolvimentos que contribuem para discussdo de problemas

atuais em Filosofia e Matemética. Diante deste quadro, tornou-se relevante para nos

144 ¢f. SILVA, Jairo J. da, 2007, p. 158- 164.

145 Cf. COQUAND, Thierry, 2004, p. 32- 34.

148 Esta teoriatambém é conhecida como Teoria dos Tipos Intuicionista.

Cf. NORDSTROM, Bengt. PETERSSON, Kent. SMITH, Jan M., 1990, p. 01-09.
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estudarmos a Filosofia da Matemética intuicionista e principalmente a rejeicdo do TEX
defendida por esta escola.

O Intuicionismo ficou conhecido, em grande medida, por sua reeicdo ao TEX,
pois esta levou a calorosas discussdes acerca dos fundamentos da metemética, principalmente
com as posicdes contrérias a intuicionista, como as do Formalismo e do Logcismo. Além
disso, como defendemos ao longo deste texto € a partir da rgeicdo do TEX que o
Intuicionismo  deservolve nogBes mateméticas fundamentais para o  entendimento  da
metemética intuicionista e que permitiram a formalizacdo da légica intuicionista, bem como,
0s desenvolvimentos posteriores, como as TraducOes de Duplas Negagoes.

No decorrer desta dissertacdo tivemos como objetivo inicial a apresentacdo das
nocdes de verdade, existéncia e infinito que fundamentam a matemética intuicionista fazendo
um pequeno paraelo entre estas nogdes e o entendimento da matemética Cléassica, na tentativa
de eucidar de que maneira estes dois pontos de vista diferem em aspectos essenciais. Para
argumentar a favor da regjeicdo do TEX em dominios infinitos de julgamentos, os principais
intuicionistas do periodo fundacional, Brouwer, Heyting e Kolmogorov, criaram condicbes
para sustentar a rejeicdo deste principio e reconstruir a ciéncia metemética. Esta proposta de
reconstrucéo implicou na necessdade de dar bases solidas para esta ciéncia baseadas na ideia
de intuicdo. Com isso em mente, propusemos uma andise dos conceitos fundacionais
deservolvidos pelo Intuicionismo, com vistas a entender porque a rgeicdo do TEX
possibilitou o deservolvimento de parte da matemética intuicionista, que acabou culminando
no desenvolvimento das TraducBes de Dupla Negacdo inicial mente proposta por K olmogorov.

A regjeicdo do TEX proposta pelo Intuicionismo comegou a ser esbocada por
Brouwver quando percebeu o papel que a Légica, como linguagem matemdtica, estava
ocupando com os trabalhos dos Logicistas e Formalistas no comeco do século XX. Para ele, a
ciéncia matemética estava tornando-se subordinada a logica, uma vez que as respostas para 0s
problemas relacionados a atividade matemética estavam sendo procurados no ambito da
l6gica. Para tanto, ele se empenhou em andisar as bases para a fundagdo da matemética,
utilizando-se da linguagem matemética, ou sgja, da logica, apenas como uma ferramenta para
comunicar resultados mateméticos. Dessa forma, Brouwer fundou o Intuicionismo como um
programa construtivista.

O condrutivismo em matemética defende que a existéncia dos objetos
mateméticos e a verdade dos enunciados mateméticos sO podem ser estabelecidos a medida

gue podemos construir tais objetos e provar (construtivamente) a verdade ou falsdade dos
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enunciados matemdticos. Neste sentido, o Intuicionismo desenvolve uma nocdo de verdade
levantando-se contra o principio de bivaléncia, defendido pela metemética classica, que
afirma que um enunciado matemético €, necessariamente, verdadeiro ou falso independente
de termos meio de conhecer qual dos casos se mantém, e argumentando que a verdade de um
enunciado matematico ndo poderia estar atrelada a sua condicdo de verdade que leva em
consderacdo seu agjustamento com uma redidade suprassensivel previamente existente.
Portanto, a verdade de um enunciado matemético deve estar relacionada a existéncia de uma
prova direta capaz de decidir este enunciado, isto €, o0 matemético deve ser capaz de verificar
caso a caso, ou apresentar um algoritmo que o possibilite decidir se 0 dado enunciado € ou
verdadeiro, ou falso.

Brouwer observou que a nocdo de verdade ancorada no principio da bivaléncia
teria nos permitido depostar uma crenca indubitavel na validade universal do TEX e nota
também que edta crenca edtaria relacionada ao fato de que, em condicOes finitas seria possivel
verificarmos se dado enunciado é verdadeiro ou se sua contraposicdo é verdadeira**’ Tal
possibilidade de verificacdo em dominios infinitos o levou a restringir a rejeicdo a0 TEX a
enuciados em dominios infintos de julgamento. Sendo assm, seria  necessario
reconstruirmos a nocdo de verdade intuicionista sem fazer uso deste principio e em
consonancia com a ideia de prova para determinacdo da verdade ou falsdade de um
enunciado.

O TEX enuncia que dado um enunciado A, ou é o caso que A € verdadeiro, ou € o
caso que —A é verdadeiro. A afirmacdo deste principio nos permite entender que mesmo sem
conhecer a prova de um enunciado metemético este, necessariamente, ou sera verdadeiro ou
sua negacdo sera verdadeira. Mas o Intuicionismo pontua que esta condicdo ndo poderia ser
estabelecida sem termos meios de provar que ou A é verdadeiro, ou que —A € verdadeiro. E
com base nestes pressupostos teodricos que construimos nossa argumentacdo na tentativa de
mostrar que a no¢do de verdade tal como concebida pelo Intuicionismo argumentou a favor da
rejeicdo do TEX, pois lancou os pressupostos tedricos que evidenciaram porque a vaidade
deste principio poderia ser colocada em dlvida, quando estamos reconstruindo a fundacéo da
matemética dentro de uma visdo construtivista.

Seguindo com 0 mesmo intuito de mostrar as nogdes fundacionais da mateméatica
intuicionista que argumentaram a favor da rgeicdo do TEX, fizemos um pardelo entre a

nocdo de existéncia classca e intuicionista. Para o0s classicos a nocdo de existéncia

147 - . q o . . .
Ressaltamos que em dominios finitos “enormes” a possibilidade de aplicar o verificacionismo se torna

inviavel, devido anossafinitude.
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desenvolveu-se respaldada na concepcdo redlista defendendo que os objetos mateméticos sao
entidades reais e gque sua existéncia ndo dependeria do nosso conhecimento sobre eles, em
outras palavras, 0s objetos matemdticos sdo ertidades independentes da mente. Em
contrapartida, o Intuicionismo entende que objetos mateméticos s existem a medida que
podemos congtrui-los. Baseado na ideia de construgdo, 0 conceito de existéncia de um objeto
matemético depende da mente humana, por isso a denominacdo construcdes mentais.

O entendimento da nocdo de existéncia a partir do conceito de construcOes
mentais permitiu 0 deservolvimento da Interpretacdo BHK que captou o significado dos
conectivos e quantificadores l0gicos de acordo com as ideias intuicionistas. Com esta
interpretacéo, o uso do TEX nas construgbes das provas de existéncia de um objeto
matemético € rejetado em contextos infinitos, pois garantiia a existéncia de objetos
transcendentes, 0 que é negado pelo Intuicionismo. O referido principio afirmaria que a
demonstracéo de (A v —A) consiste em uma demonstracdo de A ou em uma demonstracdo de
-A, e é claro que em dominios finitos podemos obter uma demonstragcdo de A ou de -A (ou
pelo menos apresentar um algoritmo que decida entre A e =A em um nimero finito de passos).
Por exemplo, dado um conjunto finito {1, 2, 3, 4, 5, ..., 200} de ndmeros neturais, podemos
demonstrar que a Conjectura de Goldbach se mantem, ou sgja, todo nimero par maior que 4
nesse conjunto é a soma de dois ndmeros primos. Contudo, existem problemas mateméticos
gue ndo podemos demonstrar quando estamos em dominios infinitos, como € o0 caso da
préopria Conjectura de Goldbach, e outras conjecturas, por ndo possurmos meios de operar
uma construcdo que ou demonstre A, ou gque demonstre -A.

A nocdo de existéncia intuicionista fortalece a ideia de que o TEX ndo poderia ser
vadido universalmente. Ndo existem garartias de que o uso do TEX sga vdido para dominios
infinitos quando rejeitamos a ideia de que objetos mateméticos existem independentemente de
termos uma construgdo de tais objetos, ou sga, livre do nosso conhecimento acerca da
existéncia destes. Consequentemente, a existéncia intuicionista apoia a rejeicdéo ao TEX por
conceber a exigténcia a partir das construgbes mentals e por reetar a existéncia
independentemente da mente.

No que concerne a rejeicdo ao TEX a nogdo de infinito também foi determinante.
O infinito intuicionista foi construido com base na ideia de infinito potencial, acompanhando
a exigéncia de que a matemética sgja reconstruida com base na intuicdo. Neste sentido, o
infinto  completado, entendido como um conunto que contem um ndmero infinito de

elementos, ndo poderia ser aceito, porque ndo NOs Mostra como estes objetos sdo construidos,
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sendo uma nogdo ndo-construtiva. Para a matemética intuicionista o infinto  deve  ser
compreendido como a aplicacdo de uma regra de construcdo com série infinita de etapas, o
que dgnifica que, concluida uma etapa, ha sermpre outra posterior que necessita ser
consgtruida, e como exenplo podemos entender 0 processo de contar nUMeros naturais
{1,2345..}.

A compreensdo da nogdo de infinto como potencial € favoravel a rejeicdo do
TEX, pois este conceito requer uma regra de geracdo identificada em um segmento inicial de
nimeros que nos permitiria cortinuar indefinidamente a aplicar tal regra. Dessa forma, a
aplicacdo do TEX seria impossbilitada pela nossa incapacidade de determinar o valor de
verdade ou falsdade para um enunciado matemético em que o processo de aplicagdo ndo tem
fim A aegacdo intuicionista € que o entendimento do infinto como totalidade definida e
determinada é conivente com a aceitacdo universal do TEX, pois utiliza do mesmo raciocinio
usado para dominios finitos. Em dominios finitos € possivel determinarmos, verificando caso
a caso, qual dos diguntos se mantem. O infinto como totalidade permite que determinemos
um valor de verdade ou fasidade para determinado enunciado matemético, pois este é
entendido, em sintese, como um objeto. Sendo assm, a ndo aceitagdo ao TEX por parte dos
mateméticos intuicionistas € fundamentada em uma concepcdo da matemética como uma
ciéncia e atividade que exige a construcdo dos objetos mateméticos e a demonstragdo de sua
verdade ou falsidade estando em concordancia com o entendimento deinfinito potencial.

A rgeicdo a0 TEX pelo Intuicionismo foi motivada principaimente pela tentativa
de superacdo de problemes relacionados a fundacdo da matemética e pela superacdo da
dependéncia a légica como linguagem matemética. Mas as implicacbes desta rgjeicdo sdo
essenciais para 0 entendimento de nocBes matemédticas fundamentais para esta ciéncia. As
nocbes de verdade, existéncia e infinito S0 cruciais a matemdtica, pois determinam como
devem ser interpretados os valores de verdade de um enunciado; 0 que S80 objetos
mateméticos, e, como devem ser interpretados os enunciados mateméaticos de acordo com seu
dominio, sgja este finito ou infinto. Dessa maneira, podemos entender que estas nogoes
sustentam a rejeicdo do TEX, a medida que, mostram porque 0 uso do TEX ndo poderia ser
védlido diante de uma atividade metemética que ndo € condizente com a crenca em uma
redidade determinada e independente da mente; a existéncia de objetos mateméticos
transcendentes; e a existéneia de uma totalidade infinita definida e determinada. A matemética

intuicionista estd ancorada em uma prética matemética que preza pelas ideias de construcéo e
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prova, 0 que levou a rgeicdo do TEX, visto como fonte de problemas, e em contrapartida
reestruturou afundacdo da matemética com nogdes que déo suporte para esta néo-aceitacao.

No capituo 3 apresentamos as traducdes de Duplas Negacdes que foram
redlizadas por contemporéneos de Brouwer, os matematicos A. Kolmogorov, K. Godel e G.
Gentzen. Tais trabalhos surgram em um contexto de tentativa de demonstrar a consisténcia
da matemética cléssica relativa a matemética intuicionista. Contudo, € preciso ressatar que a
primeira traducdo readlizada por Kolmogorov em 1925 também tinha como objetivo mostrar
gue o uo do TEX, consderado ilegitimo pelo Intuicionismo, ainda ndo teria resultado
nenhuma contradicdo. Esse trabaho apresenta diferencas com relagcdo aos trabalhos
posteriores, de Godel e Gentzen, principalmente no que diz respeito a escolha dos conectivos
e quantificadores logicos, e a escolha dos sSstemas axiométicos da aritmética classica e
intuicionista. Nao foram apresentadas em detalhe as provas de Kolmogorov, Godel e Gentzen,
mes apenas as linhas gerais eideias basicas.

Nosso intuto com as Tradugdes de Duplas NegagOes foi mostrar de que maneira a
l6gica intuicionista, baseada no pensamento filosofico e matematico do Intuicionismo, se
relaciona com a logica classca, fundamentada no redlismo matemético. Para tanto,
apresentamos  as traducbes, que de maneiras independentes, mostraram que podemos
estabelecer que para toda férmula vdlida classicamente, existe uma formula derivavel, na
traducdo, que € intuicionisticamente vdlida. Posteriormente, apresentamos uma prova mais
detalhada, baseada em Troelstra (1996), da equiconsisténcia da Aritmética de Peano, relativa
aum sistema aritmético intuicionista, Aritmética de Heyting.

A findidade destas apresentacdes tedricas relacionadas as traducbes foi elucidar
gue a regeicdo do TEX pelo Intuicionismo ndo traria a solucdo para os problemas da fundacdo
da metemdtica, como Brouwer inicialmente parecia pressupor. Além disso, procuramos
eclarecer que as diferencas entre estas duas filosofias da matemédtica estariam fortemente
relacionadas as definicbes de nogbes fundacionais desta ciéncia, por exemplo, as nogdes de
verdade, existéncia e infinto matemético, e também em como Sdo redlizadas as
demonstracbes matemdticas, e ndo sinplesmente a0 deservolvimento da  linguagem  10gica
gue fundamenta estas, como fica evidente na demonstragdo da equiconsisténcia entre HA e
PA.

Nosso trabalho ndo teve como objetivo afirmar que o TEX ndo levaria a
contradicbes na matemética. Mostramos gue a rejeicdo do TEX pelo Intuicionismo ndo livra a

aritmética de chegar a contradicbes, uma vez que, através das TraducOes de Dupla negacéo
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constatamos a posshilidade de obtermos intuicionisticamente férmulas  correspondentes as
formulas validas classicamente, 0 que no caso de uma contradicdo, se obtida classicamente,
seria também obtida intuicionisticamente. Por fim, podemos dfirmar que a rejeicdo ao TEX
pelos intuicionistas abriu um caminho para a filosofia e para a metemética com muitas

possibilidades para engendrar novos desenvolvimentos e campos de discussoes.
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