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RESUMO

Derivamos un Hamiltoniano efetivo H para eletrons em ban
da estreita semi-cheia. Este contém termos de uma-particula (banda) e
de duas-particulas (correlagao), que sao escolhidos simultaneamente de
modo a satisfazer o principio variacional da Mecanica Estatistica para
a energia livre. Os cdlculos s3o feitos para um sistema gran-canonico
~ de eletrons s de uma rede com atomos do tipo Hidrogénio fixos, em regi
me de baixa temperatura. O uso do prinbipio-variacional nos permitiu ob
ter informacGes ndo s sobre estados mais baixos, como também sobre es

tados mais excitados.



ABSTRACT

We have derived an effective Hamiltonian H for narrow
half-filled energy band electrons. It contains one-particle terms (band)
as well as two-particle terms (correlations) which are chosen
simul taneously to satisfy the variational principle of Statistical
Mechanics for the free energy. The calculations were done for a gran-
canonical system of s-electrons in a lattice of fixed Hydrogen-like
atoms, in the low-temperature region. The use of the variational
principle has allowed us to obtain information on the lowest states,

as well as on the excited ones.



CAPTTULO T

INTRODUGAO

Neste trabalho Aapresentamos a deducao de um Hamiltoniano
aproximado para eletrons em banda estreita, baseada no principio varia
cional da Mecanica Estatistica para a energia livre!’2.

Eletrons em banda estreita sao, por exefnplo, os eletrons

d dos metais de transigdo e de seus oxidos, eletrons f em terras raras
e outros, onde os atomos magnéticos encontram-se relativamente bastante
afastados de modo que a superposicdo ("overfap") entre as fungoes de on .
da dos eletrons seja pequena; os niveis atomicos sao po'uco modifica
dos?’*°5, decorrendo dal a estreiteza da banda. Neste caso, a energia
cinética dos eletrons & pequena quando comparada com a  energia maxima
de interacd@o entre eles e o movimento de um eletron & altamente depen
dente da posigdo dos eletrons vizinhos®’®. Diz-se entdo que tais elg
trons estdo altamente correlacionados e que a repulsiao coulombiana e;
tre eles correlaciona seu movimento de tal modo, que eles tém uma te;
déncia maior de se localizarem junto a um determinado sitio (Gtomo), te;
do portanto caracteristicas atémicas*. Mais precisamente esta situag?i;
ocorre quando a distancia média entre os eletrons & bem maior que o raio
orbital do eletron no atomo livre?, os niicleos estdo muito afastados e
a densidade eletrdnica & baixa. No caso dos metais de transicdo, por
exemplo, a largura da banda d € de 1 a 4 eV* e a repulsio  coulombiana
entre eletrons de um mesmo atomo € da ordem de 10 eV®.
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Basicamente, € a correlagdo eletrdnica em banda estreita
que determina as propriedades ‘elétricas e magnéticas desses materiais,
una vez que nesses casos esta banda esta proxima do nivel de Fermi®.
Nos 6xidos de metais de transigdo a banda 2p dos Ions oxigénio esta com
pletamente cheia,a banda 2s do metal estd acima do nivel de Fermi e por
tanto vazia, enquanto a banda d proveniente do metal esta parcialmente
cheia®.

0 fato de entre os cristais de banda estreita encontrar
mos situagbes tdo distintas quanto isolantes antiferromagnéticos  como
Cr,05, MnO, FeO, Fe,0; e NiO, metais antiferromagnéticos como ReOS,TiO,
VO, Cr e Mn, metais ferromagnéticos como Croz, CoSZ, Fe, Co e Ni, torna
impossivel a formulagao de uma teoria satisfatoria do tipo um - eletron
ou eletron - independente (aqui usaremos as terminologias um-eletron e
eletron-independente indistintamente e significando a mesma coisa) que
explique cada uma destas propriedades®’®’?. O problema principal €
que em muitos dos isolantes magnéticos a banda estreita € semi-cheia e
portanto as teorias do tipo eletron-independente prevém propriedades me
talicas para estes materiais®’*’5'7, Tome-se como exemplo o MnO. A tem
peratura ambiente ele tem uma estrutura cristalina do tipo NaCl, de mo
do que a banda 3d & subdividida pelo campo clibico cristalino em duas ou
tras bandas: a tZg’ mais baixa, que & seis vezes degenerada, e a e_,
mais alta, que € quatro vezes degenerada. O acoplamento spin-Orbita Po
de ainda subdividir a banda t2g em duas outras que s3o quatro e duas ve
zes degenerada, respectivamente. O MnO contém cinco eletrons 3d por cé
lula wnitdria e portanto ndo existe um meio simples de se evitar que h;
ja uma banda parcialmente cheia, sendo portanto esperado, de acordo co;
teorias de uma-particula, ou melhor, teorias de banda, que ele seja me
tilico. Mo entanto a condutividade do MnO & da ordem de 1071 @em)™! o

que o torna um excelente isolante.

Uma anélﬁse das tentativas de aplicar teorias do tipo e
letron-independente a cYistais de banda estreita foi feita por varios

autores.’)v7v819110

e nao nos estenderemos mais neste sentido. A conclu
sd0 a que se chega®’’ é que os modelos do tipo eletron-independente, ao
substituirem a correlagao eletrdnica por potenciais efetivos, superesti

mam as propriedades de itinerancia dos eletrons e, embora sejam aplica
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das com sucesso em cristais de banda larga, nao alcangam sucesso, nem
mesmo qualitativamente, quando aplicadas e eletrons em banda estreita’.

Por outro lado nao podemos tratar o problema com modelos
localizados, como o Hamiltoniano de Heisenberg, que superestimam os €
feitos de correlagdo e ndo serdo capazes de explicar, por exemplo, fend
menos de transporte‘. Unm modelo para a interagdo de eletrons em banda
estreita devera conter necessariamente os efeitos de correlacao e o0s
efeitos dé banda explicitamente®.

Neste trabalho estamos interessados em materiais isolan
tes de banda estreita parcialmente cheia. Embora nosso estudo se refi
Ta particularmente a eletrons s por simplicidade de tratamento,temos em
mente, por exemplo, como ja dissemos, os eletrons d dos oxidos dos me

tais de transigao.

Antes de comentarmos algumas tentativas de formulagao de
um modelo aproximado que leve em consideragao os dois aspectos acima re

426>7  devemos caracterizar me

feridos dos eletrons de banda estreita
lhor o modelo considerado "exato" e no qual se baseiam essas tentativas.
Isto sera feito no Capitulo II. No Capitulo III falaremos resumidamen
te dos modelos propo'stos por Hubbard* e Anderson®. No Capitulo IV apre .
sentaremos o modelo proposto por Silva’ que € baseado no 'principio vari
acional da Mecanica Estatistica. Este modelo foi estudado por Silva ’
" no caso especial de dois atomos fixos com um eletron por atomo e o nos
so principal objetivo nos capitulos seguintes sera generalizar seus Te
sultados para o caso de um numero arbitrario de sitios. Assim, no Capi
tulo V discutiremos as equagoes de estacioriaridade que decorrem do prin
cipio variacional e no Capitulo VI restringiremos estas equacgoes para o
regime de baixas temperaturas. Finalmente, no Capitulo VII discutire

mos nossa solugdo para estas equagoes.




CAPITULO 1T

0 HAMILTONIANO "EXATO"

O Hamiltoniano exato que descreve um sistema contendo um
nimero arbitrario de atomos de varios elementos & complicado demais pa
ra que possamos usa-lo mesmo como ponto de partida para as aproximagoes
a serem feitas. No entanto, varias simplificacGes podem ser introduzi
das sem perda de generalidade.

Inicialmente desprezamos a gexisféncia de fonons, por sn_g
plicidade de calculo, de modo que cada eletron esteja sujeito ao poten
cial repulsivo dos demais eletrons e ao potencial atrativo dos nicleos
fixos em sitios da rede. Neste modelo, o Hamiltoniano que "descreve o
sistema de N, eletrons e N, sitios € :

y i 1
b T T

P2 2

=S . &)
rij

2l
ij
- = LI s iR sz
Na primeira somatoria de (1) Pi/Zm € o operador energia cinética do i-e
simo eletron e V(r i) € o potencial atrativo "visto" por ele, devido aos
niicleos. A segunda somatOria representa a interacdo coulombiana entre
' . -y
os eletrons e o simbolo ]- indica que, na somatdria, os termos para os
quais i = j sdo excluidos. No Hamiltoniano (1) nao incluimos interagio
magnética entre os eletrons e niicleos e consideramos a inexisténcia tam
bém de campos externos, por simplicidade.



Se resolvemos o problema de um eletron sumetido - apenas
ao potencial periddico $ V(ri), encontramos um conjunto completo e orto
normal de fungoe's do tipo eletron-independente, {d’i(?))’ as fungoes de
Bloch, e que podera ser usado para a obtengdo de outro conjunto comple
to e ortonormal {W (r)} as fungoes de Wannier, conveniente para ser usa
do como base para se escrever as auto fungoes do sistema. Se C e Cw
sdo operadores criag@o e destruicao de eletrons no estado Wi (r)com spin
o, o Hamiltoniano (1) pode ser escrito como :

g1

=}1lh =g, > Y Y ov.. .
i1 ij 10 jo * 2 1,5.k,1 go* ijk1 10 Jcr lcr Cka

(2)

Os primeiros termos s3o do tipo um-eletron, os Ultimos termos sdo inte
ragoes entre os eletrons ou do tipo dois-eletrons e,

2

_ d3.> * z Pl W - 3)
hij = j b o wi(r) 1 ; + V(Tl) j(r) »

Vi = Ids* d'%, W, \rl) A (rz) ( ) W, (rl) W (rz) . )
T12

Neste ponto introduzimos uma nova simplifica¢do. Conside
remos que a rede seja formada por atomos do tipo do Hidrogénio, com um
nivel n3o degenerado como & o nivel s do dtomo de Hidrogénio (tem ape
nas a degenerescéncia de spin). Estaremos, portanto, lidando com uma
banda s semi-cheia. Embora, como ja citamos, nos casos reais o nivel
de interesse seja geralmente o d ou o f, o nivel s & comumente usado na
literatura e contém os aspectos fisicos mais importantes do problema®’"
7212 Como ja mencionamos, o conjunto das fungoes de Wannier {Wi(?‘)} é
o conveniente para se escrever as auto fungdes do sistema. Isto porque
a situagdo que nos interessa aqui € a de uma grande separagio entre os
atomos e neste limite as fungdes de Wannier se parecem muito com as fun

gOes atomicas'l.
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As fungbes de Wannier sdo definidas a partir das fungdes
de Bloch 4>“£(_f) da seguinte maneira®!

-1/2 -ﬁ.ii

W@ =N, Je @ ©OF

onde Ry € a posigdo do sitio i, e X, vetor de onda, pertence a primeira
zona de Brillouin. As fungOes de Wannier, W, (¥) sdo ortogonais, 1oc311
zadas em torno do sitio i e tendem para as fungoes s no limite atémico'?,
o que justifica a conveniéncia de sua escolha.

O Hamiltoniano (2) pode ser escrito de um modo mais con
veniente se agrupamos os termos semelhantes nas duas somatérias’:

Ho By ey o By g ©
onde
1
E [11 Ny + VNN, + 7 i;j Vijij NiNj] . @
- coo# Viss: (No= + Naz o * oc.

Hl i}; g [hlj V1131 ( ic * JO') - k#g,j vlka Nk] Clo CJG B (8
H=17y (Ci5 Ciz + iz C;2) Ci Cs N
2 Z izj g Vijii ic “jo © “jo “io’ “iojo Nig jo] k ®

=1 1
Hy =3 § Viijk ( i kg * Ckc CJG) cmCJc Tigklaczv V13kJ. io Jo lo Cko

(10)
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N; = C;ccioé o operador nimero de particulas no sitio i com sping o &
o spin oposto a 0 e N; = N;, + N, & o operador nimero de particulas no
sitio i. A Ultima somatdria na equagdo (1) contém todos os demais ter
mos de H ndo incluidos explicitamente nos primeiros termos. hyqy € uma
energia associada a cada particula, V' = V;44j corresponde a  interagao
coulombiana entre dois eletrons em um mesmo sitio e Vijij € a interagao
coulombiana entre eletrons de sitios distintos i e j. Os termos em H,,
l-I2 e HS dependem da superposicao entre as fungoes de onda dos eletrons
€ ndo encontram analogos clissicos!?.

Quando a distancia entre os nicleos € grande, todos os
termos que dependem da superposigdo entre os orbitais atOmicos sao  pe
quenos. Os coeficientes de H1 sao proporcionais a superposicao e em HZ,'
vy jji € proporcional ao quadrado da superposi¢io entre os orbitais atd
micos de i e j¥'**7° 1%, 0Os. termos de Hq sdo considerados de ordem supe
rior a dois. A superposicdo S;; entre.duas fungBes ¥, ('fl) e v (?2) é
dada pela integrall?:

3 * a3
Si = Jwi(?l) v; (?2) e, A%, [¢5))

Por exemplo, para a banda d dos Oxidos dos metais de transigdo, S para
vizinhos mais proximos tem um valor tipico entre 1/10 e 1/20 "de modo
que os coeficientes de H; sdo de ordem 107! ev**. 0s termos de Hj sao
de ordem zero em S7.

O Hamiltoniano (6) no limite de pequena superposigao S'
sera o ponto de partida para todas as aproximagoes que faremos nos -pro
ximos capitulos.



CAPITULO 111
0 HAMILTONTANO DE HUBBARD E 0 MODELO DE ANDERSON

Em 1963, num artigo chamado "Electron comrelations in
navow energy bands", J. Hubbard" propos um modelo para eletrons em
bandas estreitas, cujo Hamiltoniano leva hoje o seu nome. Em verdade o
mesmo Hamiltoniano ja havia sido anteriormente discutido por des Cloi
seaux na década de 50 e também por Gutzwiller em 1963. Mas foi Hubbard

o Unico que tentou mais rigorosamente deriva-lo.

O Hamiltoniano de Hubbard &:

B )
B = 15 o5 Cio G0 * U3 Ny - 12)

A primeira parte de HH consiste de termos de uma-particula (banda) e a
segunda parte, de termos de duas-particulas (correlagdo). Este Hamilto
niano & altamente atraente pois € o Hamiltoniano mais simples que 1leva
em conta efeitos de banda e correlacdo explicitamenteS.

Segundo o modelo de Hubbard, os eletrons sao permitidos
saltar de sitio em sitio e tem uma energia de correlagao quando. estao
no mesmo sitio. O Hamiltoniano de Hubbard tem sido amplamente usado e
uma revisdao sobre sua aplicagdo pode ser encontrada, por exemplo, nos
artigos de Khomskiy® e Adler®. A maioria das vezes seu uso € feito de
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maneira puramente fenomenologlca ou seja b (commente chamada de in
tegral de transferéncia, para i # j)e U sao tratados como parametros a
justaveis de acordo com os dados experimentais. £ interessante notar
que neste sentido fenomenolSgico ele pode ser apropriado para outras
larguras de banda, dependendo da razdo b /U. Se, por exemplo, esta ra
z3o for muito maior que um, tem-se que o efelto de banda & muito mais
* importante que o efeito de correlagdo. E justamente esta propriedade de
ndo se restringir a apenas bandas estreitas, que tem atraido um nimero
grande de estudos das implicacdo do modelo de Hubbard, porque € inte
ressante conhecer como fazer a conexdao, conceitualmente e também quanti )
tativamente, entre um sistema de eletrons localizados ou em banda muito
estreita e um de eletrons que se movem em bandas muito largas.

Outro aspecto do Hamiltoniano de Hubbard € o de sua deri
vagdo. Segundo o proprio Hubbard, em seu trabalho original, b e U nao
sao simplesmente parametros ajustaveis, mas obtidos do Hamlltomano (2)
através de uma série de aproximacdes®. Inicialmente o Hamiltoniano (2)
€ escrito na representacdo das fungdes de Bloch ¢§(;):

as La» . a3

onde as somatdrias nos vetores de onda s@o na primeira zona & Brillouin

ak e ap, s3o os operadores criagao e destruigdo de eletrons na fungdo
de Bloch com vetor de onda % e spino e,

: 2 _
- j &F oy (B [ I ey ] g @ , (14)

e

h

=¥

r o2
3> 3>
d’r,d (r)cb*(r)( )¢+(r)¢+(r) -
VE Kk, J fl rz‘s( v ¥, 1 2 (15)

Em seguida & feita a aproximagdo de Hartree-Fock do Hamiltoniano (13),
que consiste em transformi-lo em outro, HHF’ de forma
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HHF=2€§C§0C§0' G
Ko

sendo que

ek* = hK + xi R an

com

g = % Y CVggp - vezee) as

onde v & o nimero de ocupagdo médio do estado k.

Usando a relagao (17), o Hamiltoniano (13) fica:

= - ) ab ap +1 V e 3 a >
o %c (e = ) 2, 3 2§l,§§,ﬁs’§4o%vflizksf4 a’kloaﬁzcta?“c'akz'c’.

19)
Na representacao das fungGes de Wannier (5), o Hamiltoniano (19) fica“:

_ ): Z + 1 2 2 + 4
H =35 6 %0 %0 * 2 1,5k1 0o'Vijka Cio €010 %o -

(2v

11 - +
ikt 6 P51 7 Vi1 V51 Cio Gko (20)

onde

ij ij ij ? (2
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1 - ->
== ) € . R.. 22)
bij st rexp ik R1J (
® ;
M5 L @ vagy - Vi (23)
e
=1 yv A 24
Vi1 N _2*  &xp i k.§31 24
k
No caso especifico de banda estreita, as funcGes de
menor -

Wannier sdo muito parecidas com as fungGes s e portanto de raio
que a distancia interatdmica. Assim Hubbard* argumentou que a interagdo
intra-atamicavllll = U, € muito maior que os demais coeficientes do ti
PO Vg €M (20) e que entdo foram desprezados. Nesta aproximagao, o Ha
miltoniano (20) fica reduzido a (12) depois de desprezar-se uma constan
te aditiva. Note que deste modo bi' , 0 termo de banda das teorias de

um-eletron, € obtido independentexﬁente da correlagdo U entre os ele

trons.

A repulsao coulombiana intra-atomica U para os 6xidos
dos metais de transicdo € aproximadamente 10 ev3’*’!5S mas se  levarmos
em consideragido efeitos de blindagem devido a eletrons de outras bandas,
0 que & uma consideragdo mais realista, seu valor fica reduzido para a
proximadamente 5 ev*. Excluindo a interag@o coulombiana V;s;; entre ele
trons de sitios vizinhos, os termos desprezados em (20) s3ao da ordem de -
S ou §° (bij € da ordem de 0,4 ev para vizinhos mais proximos2’*).

A teoria daperturbagcao de segunda ordem na energia (Cap.
II da ref. 1), quando aplicada ao Hamiltoniano de Hubbard, mostra que,
para os estados mais baixos, este Hamiltoniano € equivalente ao Hamilto

niano de Heisenberg.
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o=-33..8 .3
Heis. iij ij it % (25)

onde a integral de "exchange" Jij , chamada "exchange” de Heisenberg,&®:

_ 2,
5 =g (26)

onde a integral de transferencia bij € dada por

=h.. + ] (2v 27

bj5 = hy; L PG~ Viaga

No entanto a mesma teoria de perturbagio aplicada ao Hamiltoniano (6)
leva a um Hamiltoniano equivalente ao dado em (25), mas com a integral
de "exchange" Jij dada por S:

2
Zti. .

Ji5 = Vissi - Tﬁ777?§§;;7 (28),

ij " Pyt Viggi #Xi,j Vi1jl (29

tij € uma integral de transferéncia que pode ser chamada de exata.

Comparando a integral de "exchange" de Hubbard (26) com
a do Hamiltoniano exato (28), vemos que os dois resultados s3o distin
tos. Além disto Silva’ notou due, quando a distancia interatomica Ri'
fica muito grande, ou seja, no limite atomico, o valor de Jij dado em
(28) tende exponencialmente a zero, enquanto o valor correspondente pa
ra o Hamiltoniano de Hubbard, equagdo (26), oscila senoidalmente com um
comprimento de onda da ordem do comprimento de onda de Fermi e tende a

zero segundo uma poténcia de Rij'
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Para efeito de ilustragdo do que acabamos de dizer, con
sidere o caso de dois sitios e dois eletrons (molécula de Hidrogénio) .
Da expressdo (27) obtemos:

b1z = hip * (Bvpggn * vy Vppon * Wi T Vinaz T Vizzz T Vinez”

T ViV

ou melhor:

by =hyp * (Vg * Ving * g1 T Vi Vit

As fungbes de Wannier sao reais e portanto Vi122 = Vigo1- D@ expressao
(24) obtemos que vy, = 1/2 pois Ve € igual a um e k € zero ou eah Des.

R
ta forma obtemos: 12

b, =h

3
12tV t 2

1.
12 V221 T 7 V1212 (30)

Todos os termos a direita da equag@o (30), exceto Vi212° sao. proporcio
nais 3 superposig@o entre as fungbes s dos dois sitios e portanto se
comportam como exp - ¢R,, para grandes distancias entre os sitios!3. A
grandeza V1212 representa a interagao coulombiana entre os eletrons e
se comporta como I/R‘12 para grandes separagdes®®. Deste modo by, temes
sencialmente um comportamento do tipo 1/R12, e consequentemente a sepa
ragao entre os dois e;tados de mais baixa energia, 2J12 =4 blZ/U’ pre
vista pelo modelo de Hubbard (veja a figura 2 ), se comporta com 1/R12
diferindo bastante do comportamento exponencial obtido diretamente do
Hamiltoniano exato (2) e dado em (28).

0 estado fundamental do Hamiltoniano de Hubbard & isolan
te, superando assim a principal dificuldade encontrada nas teorias do
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tipo eletron-independente, mas, como a integral de "exchange" dada em
(26) € sempre negativa, ele prevé apenas estados antiferromagnéticos,
ndo conseguindo explicar a existéncia de estados ferromagnéticos.

P.W. Anderson® elaborou uma teoria bem mais complicada
que a de Hubbard, cujo Hamiltoniano em baixas = temperaturas €& o de
Heisenberg, com o "exchange” Jij igual a:

Vesez 3 (31)

onde U, a diferenga em energia quando um eletron vai do sitio i ao s_I_
tio j, eV - vijij

. A integral de transferéncia bij € calculada a par
tir de um Hamiltoniano de Hartree-Fock, no qual os estados ocupados tem

spins paralelos (Anderson deu o nome de "exchange" cinético ao termo
- Zbi:? /U e de "exchange" potencial a Vijji)' Assim, se os estados "ocu
pados sao W“, Woss WM, ceeecieees WL, tem-se
bij = Wig | Bp Olppe Wopo coeeee W | Wy > =

3 |
= hyy ¢ mz L [ <wic,_wm|vleo, Wop> -
TS Wi lv]wmf’ wjd>] 2 (32)
onde

3 2
- 3> 3> * > _e -> >
W, wmlv[wn, wj> = J a7 W (W) (7)) [ —-——rlz ] wn(rl)wj (r))- (33)

Para o caso especifico de dois sitios, por exemplo, tem-se:
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bip = Wig[hpQiyye Wop|Wpe> =

"
o~ N

> - | =
Wy W] V| Waon W™ = Hyge Wl v|W 4, w20>}

m=1
=2 * Viaz * V222 T Viniz T Vizpz cpvac =t
(34)
hio * Viim * V1222 ¢ pog 8=
hlZ , paa ¢ =4
bl = : (35)
: -4
hig # 2vyggp » pa®

Pode-se mostrar que o "exchange" de Heisenberg calculadc
a partir de (31) ndo € o mesmo que o exato (28), qualquer que seja a es
colha de bJ!-:i em (35). Lembrando que a integral de transferéncia exata ¢
ty, = hyy * Vyyy » existe uma diferenca entre t;, € by, que & de  pri
meira ordem na superposigao, acarretando um erro apreciavel no "exchang
cinético. Uma discussdo mais detalhada pode ser encontrada na referénc:

™.

O problema principal com estas tentativas"’® de se i
cluir efeitos de correlagdo € que o termo de banda & sempre escolhid
de maneira associada conceitualmente a eletrons independentes’.
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CAPITULO TV

0 MODELO VARTACTONAL

Seguindo Anderson® e Hubbard*, Silva’ e Silva-Kaplan!® Y v
reconheceram a importancia de termos de duas particulas que ndo pode
riam ser aproximados mesmo que grosseiramente por potenciais efetivos
do tipo uma-particula. Além disso Silva propds que as previsdes fossem
feitas a partir de um Hamiltoniano efetivo H, simplificado, que conti
vesse ambos tipos de termos: de uma-particula e de duas-particulas. Os
termos de uma-partigula em H dariam a estrutura de bandas e seriam esco
lhidos variacionalmente e simultaneamente com os termos de duas-particu
las. Silva’ derivou inicialmente um Hamiltoniano efetivo F[H na forma do
Hamiltoniano de Hubbard" e em seguida sugeriu um outro Hamiltoniano me
lhor que o primeiro e que incluisse, além da repulsdo coulombiana entre
eletrons de um mesmo sitio como no caso de Hubbard, um termo que repre
sentasse o "exchange" potencial entre eletrons de sitios vizinhos. Este
Gltimo modelo foi explorado para o caso especial de dois sitios com um
eletron por sitio e o nosso principal objetivo neste trabalho & genera
lizar os resultados obtidos, para um nimero arbritario de sitios.

V.1 - 0 modelo variacional para banda estreita
0 que Silva’ e Silva-Kaplan'® propuseram foi aproximar o

Hamiltoniano (6) por um Hamiltoniano tentativa H que incluisse as con
tribui¢Ges acima mencionadas:
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= & 1
= JYb..C.C. +7J UN,N. -—z 2 .cc , (36)
Cij o 1Tic%e T g itTiv 2 ij oo ij 10 i jo jo

onde os parametros b 50 Ue U i devem ser determinados de modo a satis
fazer o principio vanacmnal da Mecanica Estatistica'’? para a energia
livre:

L, tr [(H' - H') exp (-BH" )], 37)
tr exp (-8H")

FH)< FH) = -g¢ In tr exp-(-Bl:{’) 1o+

F(H) € a energia livre de um sistema de volume V, descrito pelo Hamilto
niano H, @ temperatura t e potencial quimicom :

Fi) = - 61 1n tr exp (-8H') , (38)
H' =H-uN , (39)
8=t . 0

Estamos portanto lidando com um conjunto gran-candnico. Segundo o prin
cipio acima, H' & uma aproximagdo arbitrdria para H' e os operadores do
lado direito da equagao (37) devem ser representados no espago das auto

funcdes. de H'. Uma demonstracdo da relacdo (37) € apresentada no apéndi

ce ().

A energia livre aproximada F(I?Dé um limite superior rigo
roso para o valor exato da energia livre do sistema e desta forma, se
ﬁ' depende de parémetros))‘ , 0 melhor Hamiltoniano aproximado pode ser
determinado minimizando-se F(H) com relagao a tais parametros, ou seja:
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et “1n

A interpretagdo dos resultados obtidos, a compreengdo da
natureza das aproximagdes feitas e suas justificativas sio mais facil
mente entendidas quando usamos este método?. O uso do principio variaci
onal nos permite obter informagdo sobre o sistema na vizinhanca de um
determinado estado de equilibrio, ao contrdrio de outros métodos, como
o principio variacional de Rayleigh-Ritz, que s6 fornece informagdo so
bre o estado fundamental.

) Uma outra vantagem do principio variacional € que os re
sultados obtidos com o seu uso, embora possam depender da temperatura t
e do potencial quimico p, ndo destroem a coeréncia entre a Mecanica Es
tatistica e a Termodindmica'®, nos permitindo determinar parametros ter
modindmicos aproximados usando o Hamiltonianoaproximado H do mesmo modo
que se faz com o Hamiltoniano exato!®.

Considere, por exemplo, a entropia de um sistema de volu

me V, potencial quimico p e temperatura t 'S:
S=i%%-}iv-)—=-ktrplnp, (42)

onde F(t,u,V) € a energia livre do sitema e p € o operador densidade:

- exp (-BH' . y
P = et (A s

0 uso do principio variacional para determinar H' permite a obtengdo de

um valor aproximado para a entropia'®:

§=-SEC&WY) - _xtrp5mb, (44)

&t
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onde

b =X (i) )

tr exp(-gH")

Isto pode parecer Gbvio mas ndo €, uma vez que o melhor A' pode depen
der da temperatura e do potencial quimico. Afirmativas errdneas contra
T1as a respectiva coeréncia se encontram na literatura!®.

Como o potencial quimico & uma propriedade bem definida
de um sistema, podemos escolher H' tal que

H' = i (46)

Na tentativa de simplificar consideram-se apenas interacdes entre vizi

nhos mais proximos no modelo H:

H=b N. + UJ N, N +b ‘jycc. -
11§ i § it iy 12<i§'>0 ig Jo

j oo cre. (4n

-1y )
<1ij>ga’ To”dar Yo" Jo

2 12

onde <i,j> significa que i e]j sdo vizinhos mais proximos. '

- . ) .
Em (47), os termos contendo b12 e UlZ sere‘lo con51de?'ado‘s- como Lmna. per
turbagdo aos primeiros termos. Para facilitar a aplicagao da teoria de

perturbagio, reescrevemos o Hamiltoniano H (47) do seguinte modo:

(48)

ﬁ=ﬁ0+H1+H2

onde
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H =b N. +U JN, N,
°o. 11 z i 12 Ny (49)
H o=b "ictc. :
17 P L IG0 : (50)
;12 == % Ulz 2‘ z Cf C. C+ C: (51)
) <ij> oo’ ic7i0" " jo

Ho’ Hl e H, s30 considerados de ordem S°, B @5 respectivamente.

O problema de determinar o melhor Hamiltoniano tentativa
ficou entZo reduzido essencialmente i determinacdo de quatro parametros:
bll’ U, b12 e U;,, que deverdo satisfazer 3 condigdo de minimo da energi
a livre, equagao (41).

Na equacao (47) C;c e Gy 530 os operadores criagao e des
truicdo de particula com spin o nas fungGes de Wannier Wi(?). Estas fun
¢oes sao definidas em (5) a partir das fungdes de Bloch que sao determi
nadas a menos de um fator de fase. Poderiamos entdo, em principio, deter
minar as melhores fungoes Wi(i") com o uso do principio variacional. No
entanto Silva’ mostrdu que se impomos a condigdo de que as funcdes de
Wannier, assim como as fungOes s, sejam reais, invariantes sob inversao
de ﬁi e tendam continuamente para as funcbGes s no limite atdmico, entdo
as funcOes de Wannier ficam unicamente determinadas, ndo havendo necessi

dade de parametriza-las.

A determinacdo de by,, U, b, e U, nos dard a melhor a
proximagao na forma do Hamiltoniano H(47) para o Hamiltoniano exato H

).

V.2 - 0 "methor". Ham&l&f)’mlana de Hubbard

Silva’ e Silva-Kaplan'® aplicaram o principio variacional :
(37) ao Hamiltoniano H (47) fazendo inicialmente U12 = 0 para un conjun
to canonico de N S eletrons em banda s, em baixas temperaturas. Neste ca
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so o parametro b11 ndo & relevante e nem pode ser determinado variaci
onalmente pois é apenas um deslocamento na energia total. O Hamiltonia
no (47) ficou entao formalmente idéntico ao Hamiltoniano de Hubbard; o
uso do principio variacional-pemitiu assim que fosse determinado o "me
Lhor" Hamiltoniano de Hubbard’:

. 1
=b,, ) YCiC._ +UYN,N., , (52)
HH 12 <_i'j>§ i07ja :)l: it iy
onde agoré
V.
- 1221
bip =y k=) (53)
12
. _
= - 1221
U=V=vp) 0§ (54
12
1, & definido em (29) e o "exchange" cinético ki) é:
-2 ¢2 .
" LB (55)

12 - (V=vyp19)

Note que (53) e (54) nao sdo os mesmos de Hubbard.

Estes resultados s3o mais satisfatorios que os obtidos
por Hubbard sob varios aspectos. Primeiramente a teoria da perturbagdo
mostra que em primeira ordem as auto fungGes de l‘-.lH correspondentes aos
primeiros estados excitados de A= ﬁH - uN s3o uma mistura de estados
com um eletron em cada sitio e estados com um sitio desocupado e outro
com dois eletrons. A ratfo desta mistura € blZ/U' A mesma teoria da per
turbacdo aplicada ao Hamiltoniano H (6) exato leva a uma conclusdo ana
loga mas a razdo da mistura & t;,/(V = vj,;,). Ora, de (53) e (54) con '
cluimos que
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Y. bo o
U V=) 9

indicando que o principio variacional ajustou as auto fungdes de I-‘H e de
H, em primeira ordem. Além disto podemos facilmente inferir de (53) e
(54) que ’

- 2b, 2t

i 7 _ 12
T V217V

R ¥ (57)
" V1212

A comparagao de (57) com os resultados (26) e (28) mostra que a integral
de "exchange" Jij dos dois Hamiltonianos, e conseguentemente a separagao
entre os auto valores dos estados mais baixos de HH e H sdo  exatamente
os mesmos em segunda ordem’. No entanto, os resultados (53) e (54)falham
quando v1221>1(127"°. Neste caso U poderia ser muito pequeno ou mesmo ne
gativo o que contrariaria a suposicao inicial de que U>0>> b12’ essenci
al para a aplicagao de teoria da perturbagdo usada na obtengao destes re
sultados. Silva’ e Silva-Kaplan'® consideraram que esta dificuldade seri
a eleminada se o Hamiltoniano (47) fosse usado sem alteragdo, isto &,com
U12 # 0. Esta tentapiva foi feita e a dificuldade eliminada no caso sim
ples de dois sitios com um nimero médio de um eletron por sitio, para um
conjunto gran-candnico de eltrons. A generalizagdo destes resultados pa
Ta um nimero arbitradrio de sitios, € nosso objetivo nos capitulos seguin
tes, de onde o problema de dois sitios e o de U, =0 ("mehon" Hubbard)
surgirdo como casos particulares.
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CAPTTULO V
EQUAGDES DE ESTACIONARIDADE

A condigdo de minimo da energia livre F(H),equacdo (41),
pode ser colocada em uma forma mais conveniente?:

. o i ) )
0=2EM 1 (Tr exp-8H')” Tr 2- exp-gil’ + Tr > [(H'-H') . (exp-gi").
: N n

oA
-1 . . .
. (Tr exp-gH') ] ; _ ‘ ' (s8)
0= Eﬁ) = [Tr (exp—Bﬁ') Il (exp Bl:l'x) M (exp—Bﬁ'x) d.x] o
oA . 0 oA

- . - AP | =
. [‘I‘r exp—[SH']'l + Tr -gi- [(exp—BH') (Tr exp-BH') ] (H'-H") -
a s

s ai:[. - = 3
- Tr [(exp—BH ) —] (Tr exp-gH') (59)
: N e :

J

onde usamos a seguinte relagao demonstrada no Apéndice (1) :

2 exp. A(e) = exp. Ale) r (exp- AE))RE) (exp A(e)X) dx . (60)
9 0 3
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Introduzindo em (59) o operador densidade definido em (45), temos :

H ~ M - e = b ~ ~9H'

0= O w1 5 [ (exp gt M exprgiin) ax + T B) (WA ot

A o 2N 2N 2
1)

Usando uma representagao onde ' seja diagonal, o primeiro termo do 1?_.
do direito da relagdo (61) fica :

1 ~ 1 -
Tr p Io (exp BH'X) %‘:% (exp-BH'x) dx = E 5 Jo(exp BH!X) (g_)n(exp‘ﬁﬂ;lx)dx

-1 G . (62)

Usando este resultado em (61)obtemos :

0 = 2EE _ pr @0yq-ir) (63)
a n
Mas

LI [(i exp-gil') (Tr exp-gH') - (exp-gi') Tr (& exp-sﬁ')] .
A F2N N

. [ Tr exp-sl-l' )]"2 . (64)

Ent3o, usando (60), temos:
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-~ 1 -
3 ={_B(exl)—ﬁﬁ') J (exp BiI'x) 2. (exp-gii'x) dx . Tr exp-8H' +
a o N
-~ - 1 - ~I -~
+ B(exp-pH') Tr [(exp-BH') J (exp BH'X) L (exp-BH'X) dx] .
) A

. (Tr exp—Bﬁ')'2 3 . ) (65)
i 1 1
% -._3g5 0 o
2 .55 Qa6 Jo @, (66)

onde definimos

Q00 = (exp.8H)H (expgitr) . 67)
a

Usando a relagdo (62) em (66), obtemos :

1

B g3 0 ax + 8 51r G
= B P Jo Q, () dx + B pTr (oa—)‘—) . (68)

Desta forma a relagdo (63) fica :

2 1 . -
0=-FH _ 51 [BJ Q, () dx (H‘—H')} + B[Tr S(H'-Fl')] r G2 |
5 :

DY A
(69)
Finalmente, a condigao de minimo (41) fica :
. ~ S SRR ;
< Qa0 G - <ot B, o, (70)
o

onde <A> = Tr(pA) é a média térmica do operador A.



26.

Se g% comuta com H', a intergral em (70) pode ser efe
tuada facilmente e obtemos :

<&@y @ -<Ms iy -0 . (71)
oA I

Esta Ultima simplificagdo ndo € geralmente possivel mas (70) pode ser
colocada em formd mais operacional : sejam |y> e |v> duas auto fungoes
quaisquer de H' e, <y|Alp> = Aw,<y|A[y> = A_ elementos de matriz de
um operador A. Entdo a equagao (70) fica :

1 1 ~
= ar = T = LS
o, [, oo, - La, | qeomy,-J 5 e,

+Y¢ DYHYQW(M)W-O . (72)

Multiplicando a primeira e a segunda somatorias da relagao (72) por
1=Tr5=‘§pw,0btem05 : ’ :

1 1 - -
Lse, | qume- | @ f-w & +i @& -0
w Y%y O(Q)‘())Y_ o MY Y WY vy i
(73)
onde trocamos y por Y nas duas Gltimas somatdrias de (72). A segunda in

tegral ‘em (73) & :

1 .

1= L, By = [ s 0 &5 el 0 o

- aﬁ' -
L-f & . )
27N Gy

A primeira integral em (73) € :
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3
w I qop,

1

=i i xy @ g - 7
ne ] v o @& ), (Cpsiy 0 de (&
_ iy == =0z ]-1 ol g
L= § e 8@ - Hw)]- 10 |8, - Hm)] (;)Wj Hy, - (76) .
Levando (74) e (76) em (73), obtemos :
. N =1 -
o F g Z[ = =nl [-._-,] 'L
Lap, 15 {[ew sy - p]-1] s i G o
BHY: mn i e s
+ (5_)1 @ - H - H )} 0 an

En (17) podemos separar a somatdria emw em termos para os quais @ =y

e w #Y. Como

lim SRX-L g,

X
X0

obtemos :

t e | ] [ '._~.]_ CO- A LA LN,

w 5% wi‘v{exp By [B(HY “’)] G e oy "
A v

SR *“v"} -9 i

A equagdo (78) & geral. Para o caso em que estamos interessados

H' = H - uN:. Entdo, fazendo H‘JJE Ellf’ encontramos
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Eexp-B[E+E-u(N +N)] { BE-E)]-I
Yo v w.vm%[e"" R

. 8 - By @R ] . @ “E)-(H - ] ” 9
[CY ) (ax)w H, (’M)Y [(Ew E) - @, -H) 0. (79

Apds o calculo dos elementos de matriz da equagdo (79),
obteremos quatro equagdes para A = b5 U, b12 e U, respectivamente e
que, uma vez resolvidas, nos fornecerao os valores destes parémetros em
termos dos hij e vijkl' 0s quais sao supostamente conhecidos.
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CAPITULO VI

REGIME DE BAIXA TEMPERATURA

O regime de baixa temperatura é determinado pela pas
sagem do sistema de um gstado de ordem magnética para um estado paramag
nético. Isto ocorre quando a energia térmica média dos eletrons & da
ordem do "exchange" de Heisenberg®, de modo que kt €, no maximo, da or
dem do quadrado da superposu;ao S? entre as fungdes de ‘onda dos eletrons
vizinhos. Nesta faixa de temperatura apenas o estado fundamental de H-uN
e seus primeiros estados excitados deverdo ser relevantes na resolugao
da equagdo (79). Antes de tentarmos determinar mais precisamente quais
serdo estes estados, vamos caracterizar melhor os auto estados de H sob
o ponto de vista da teoria da perturbagao, tratando I:Io , dado por (49),

como Hamiltoniano nao perturbado.

Seja G, um conjunto degenerado de estados de H > [;po
um destes auto estados e Etb o auto valor correspondente. SeJa [v> um au
to estado de H originado de G'p e E'J' o correspondente auto valor; Se P
& o operador projetor de uma fungdo de onda qualquer em G e Q'p (1-7 )09_
perador que projeta fora de G‘p, a teoria da perturbagdo em segunda or

dem na energia fornece SCapltulo II da ref. 1):

v =, [1 =g qu1 0,9, - U, &) - Q) Uq > . (80)
‘41 = <y, ](H + H + H H1 Qu,Uq,Qq,Hl) l¢o> i (81)



ou
By=Ey tEy+ B,
onde

B = <yl B lv>
Ej = <y ﬁl lu,>

§ = | @ - T, BQfl,> -

(82)

(83)

(84)

(83)

Cy € a constante de normalizacdo de |ve f{pé un operador que atua do se

guinte modo®:

<Y, | Q AlY,>

% o eEi#Ef;
Vol UyQy Alty> = I (Ey - Ep

0 se B2 = B0

Y Y

(86)

onde A & um operador Heﬁnitiano qualquer. O elemento de matriz de um

operador B qualquer é obtido de (80) :

m

v

By = <VBly>=C

- = ' - TR
- <y, |1 QY Blyy> +-<y,[B U, (Q H - BD) UQHly> +

-~

WY

+ <yl Q0 Q- B DyBlv,> +<vg [y Q0,8 0o Iv> ] :

¢, [<w Bl v - <y, 12 B Iy -

(87)



Os auto estados de H_ a serem usados sdo formados por es
tados caracterizados pelo nimero de ocupagao e pelo spin de cada sitio
e 530 escolhidos de modo a fazer os auto estados de H serem ortonormali

zados. A condigao de ortonormalizagio & :

wly> =8 . (89)

e pode ser obtida de (87) se fazemos B igual ao operador identidade.

0 estado findamental [n > de Flo - N, para un numero mé
d;o de um eletron por sitio, tem todos os sitios com nimero de ocupagao
1 e E:’\ = Nsbll' Os primeiros estados excitados de ﬁo - pN tém um
desnivel da ordem de U para o estado fundamental e, a menos que este ﬁ}_
timo ndo contribua para a equagdo (79), devem ser desprezados’. De fa
to, o primeiro estado excitado |¢°> de l:lo obtido a partir de |n°> trans
ferindo-se um eletron de um sitio para outro sitio ja ocupado tem ener-
gia_Eg = Nsbll + U. Assim, o desnivel entre os estados correspondentes
de H) - wN é:

0E = (B - wNy) = (B - WN) =U . (89)

Um desnivel igual ocorre para cada nova transferéncia de eletrons em

1n°>. Por outro lado, os estados de Ho obtidos a partir de |n°> introdu
zindo ou retirando um eletron do sistema sdo representados respectiva

mente por |n° +1>e |n° - 1> e seus auto valores sao :

By =by Mg+ 1+ U -
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o _
B =0 O - 1) (1)

Pode-se mostrar’ que o potencial quimico u necessario para fazer com

que o sistema descrito por ﬁo tenha, em média, um eletron por sitio & :

- U
Weby + o (92)

Entdo o desnivel entre o estado fundamental de l:!o - uN e os estados com
Ng+1le Ny - 1 eletrons € U/2. Estes resultados ndo devem ser altera
dos significativamente ao acrescentarmos a perturbagdo H +H,a H,.

Para A =b;; , g—;l =N=IN;. Este & umoperador que sG
tem elementos na diagonal e portanto a equagao (79) fica :

YX\U exp-8 [Ew +E - ulN, +_Ny)] N, [(Ew SEY =i 8 Hy)] = 0. (93)

A equagdo (93) sG ndo sera identicamente nula se ly> e ly> tiverem um
nimero diferente de eletrons. Apenas neste caso entao, os estados pro
venientes dos estados excitados [nj + 1> e ]no - 1> de l_-lo serdo relevan
tes. Como ficara claro no calculo dos elementos de matriz envolvidos
na equagao (79), uma simplificacdo aniloga ndo pode ser feita para os
demais parametros. Concluimos entdo que, para A = by [y>e |y>na e
quagao (79) devem pertencer a Gn e/ou Gm1 ou a Gn e/ou Gn—l’ enquanto
que, para A = U, b12’ e U12’ ly> e |p> deverdo pertencer a Gn‘

Antes de prosseguirmos com o calculo dos elementos de ma

triz da equagdo (79), algumas simplificagGes podem' ser feitas. Nesta e
quagdo, se A € U, by ss UPS ly> e |v> devem pertencer a G, como ja
concluimos. Como H - € nulo quando [y> e |w> pertencem a G, e sdo dife

rentes (veja Apéndice 3), vemos que, na somatdria entre chaves da equa
¢@o (79), |w> deve originar dos estados excitados de }n°> e portanto

(EY -E) é da ordem de -U. Desta forma :
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exp B(E, - E) -1 _ 1

: O (94)
B(E, - E) B(E, - E)

e a equagao (79) fica :

4 -8 Sl ke @y ol [ p) -
“'“[exp T’ uNf’)]“’(lsm'ﬁm) (Sx)m“”“+(ax)m[ i

-\, - i%n)] =0 . (95)

onde |m> e [n> pertencem a G .

Uma analise da equagao (87) mostra que apenas os estados
|w> provenientes do pri.ri\eiro estado excitado de |n°> serdao relevantes
pois se |w> originasse do segundo estado excitado de |n°> . (%l;‘l)m -
seria necessiramente de ordem superior a dois,e como kt € no maximo de
ordem dois, a somatoria em |w> ultrapassaria a precisdo do termo diago
nal em (95). Podemos finalmente, escrever as equagoes de estacionarida
de para A = blz' U e.IJ:L2 no regime de baixa temperatura :

1)k 3H.
o [ o 5 - K T

OH, = - (i =0 ,
+ (a)‘)m [(En E) - (Hy l-gn)]} (96)

onde |¢> origina de |¢°> que por sua vez, & caracterizado pela existén
cia de um sitio duplamente ocupado, outro sitio desocupado e os demais
com nimero de ocupagdo Jgual a um.

Por outro lado, para A = bll a equagao (93) (ou (97)) no
mesmo regime de baixa temperatura fica :
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m’§+1 % -B[Em * Epep - uENg + 1)} [(Em L A N Hn+1)]

n-1

- m,:zx—l eXP-B[Em *+ B -oulaNg - 1)] [(Em ~HJ ~ (R4 = H )] =0,

(CH)]
onde consideramos apenas os primeiros estados excitados com nimero de
eletrons diferente do nimero de sitios.

A seguir passamos a uma melhor caracterizagdo das fun
GOes de onda e a resolugdo das equagdes de estacionaridade (96) e (97).
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CAPITULO VII
RESOLUGCAO DAS EQUACDES DE ESTACIONARIDADE

Sejam [n0> e |m> dois estados pertecentes a G . A condi
gdo de ortonormalizagdo, <min>= §mn fornece:

<mn> = Can(<m°|no> + <m0[H1QU LQH]_]no>), (98)

ondeQ‘“=QnEQeme= nEU.

2

b
_ 12 ' -
<m|n> = € C [ om + == <m | (<§.j> g.ciﬁcj )Q.
' +
(Y .ZCC)In>]. 99)
dps & a0 00’ o

b2 . .
12 + +

<m|n> = C C [ Gm * =5 <molcidcjd'cjccic]no> ] . (100)

Seja A o operador Hermitiano,



= 0 + +

Escolhemos entdio as auto fungdes pertencentes a G como sendo auto  fun
¢oes de P AP, . A relagiio (100) fornece entio:

2 blzz
<m|n>—Cn[1+TAn}5m , 102)
onde
= 1 =
Ay =@ |P AP In>=a |Aln> . (103)
0Os auto valores de H pertecentes a Gn podem ser obtidos de (81):

0 _ H ! =
By = @y lHying> = Nobyy (104)
1 i ' +
El = @ |H [n> =b;, <in R g SN GRS (105)

0 operador C;ach aqui transfere um eletron de um sitio para outro jia )
cupado criando assim um estado excitado ao atuar em |n°>. Portanto

El=0 . (106)

E} = @, lfyng> - <, 1, QU Ing> =

2

i y 12
=<n H,ln > - =% A
ot Zl 0> ] n (107)
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mas em (107)
<n0{I:12[n0> = % Uy ,<n, | 2 1 ¢ C, C (108)
<ij> o' ioi Joﬁ_‘jd o
<n ]ﬁ ]n > = - 1 U + + .
02 2 U1 2 IO NG+ ColsoCialioll > (109)

onde G & o spin oposto de ¢. Somando e subtraindo dentro dos parentesls
em (109) o seguinte termo

+ +
Nicy(l Njc) = Ciocjccjccia . (110)

obtemos:
0 [ lm> = % ( X S-N =
<ij> o
=Yy a-Llu NN a1
2 12°n 2 712 swp ’

onde N_ & o niemro de vizinhos mais proximos de um sitio da rede. Levan
do (111) em (107) temos:

) A -5 U12 NSNvp (112)

2 = (=
E=GU,-

e, finalmente, o auto valor de energia até segunda ordem &:

bz
=N v L + -1z
E =Ny b, -5 U, NN s +GUL, A (113)
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As auto fungdes sio dadas pela’relagdo (80). Notando que a equagdo (111)
implica que QnHZ[n°> = 0, obtemos:

|n>= cn (2% lj'nQraﬁl * Bnonﬁll‘"nQnﬁl)lnf . e

1 bz Da equagdo (106) vemos que [np> e
5 Upp - %2) A sdo auto funcGes e auto valores respectivamente, do Ha

miltoniano efetivo:

b2
-d .12
Hee = G Upp - 59 PAP, (115)

Hef pode ser expresso em termos dos operadores de spin se relacionamos
estes operadores com os operadores criac@o e destruigdo aue temos usado,
da seguinte maneira®’7:

*o =g, = . (116)
CipCiy =S54 = Six *'1 S5y

*c =5 =S, -1sS. 17
CiyCip =55 = Six ~ 155
1 - - ' (118)
2 ( Ni Ni+) iz

Substituindo estes valores no operador A, equagdo (101), obtem-se®’”:

. 4
caddu. -2 v 8 .5 (119)
s =2 G Uz u)lfj( i 5 .

que & o Hamiltoniano de Heisenberg, a menos de uma constante aditiva ir
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relevante, com integral de "exchange" para vizinhos mais proximos dada

por:
2
b
= 1 .12
CTAR RS LT R i I 120)
A condicao de ortonormalidade para os estados In+1> e
In-1>é:
by
- - - 2 _
a3l ;1> Cep (1+ G Ag) =6, (121)
= = 4 In ’
An?l Do 5 ) o‘CJonl JO' ioto ¥ = (122}

<1J> co

onde escolhemos as auto fungoes pertencentes agG g1 Somo sendo as  auto

fungGes de P . 2 ZCC cic, P
1<1>0d.1o nlJGlonl

Os auto valores de |n + 1> e |n'- 1> também podem ser ob
tidos de (81): '

Egﬂ = b 0N + 1) + U, (123)
B, =by0 -1 , | (124)
Bl = T * 1|H In adia 1% Eblz o . 1!C10C301no M (125); °
Ao contrario do que ocorreu com E1 , a aplicagdo do operador ClO'CJO em

Ino + 1> pode simplesmente transferlr um eletron de um sitio duplamente
ocupado para outro com apenas um eletron obtendo um estado pertencente a

1 30 & a i .
Gn+1 . En+1 nao e, entao, necessariamente nulo e obtemos:



El'. =bp

n+l - 012 dnel
onde
‘ ' N
- »
_e (in> §<n0 1]Cich0]no +1> .

Analogamente encontramos:

1 =
En1=P12%1
onde
a = 2' ):<n° = 1j¢t c. In_ - 1>

n-1 4j> o io “jo''o

Por outro lado,

2 iN.

2 = q -
EZ., <ng + 1[H,)[n  + 1>
b7z <n +1] 5§ G f: R, CiCln +1>
-5 ° <ij> o' 19 30 +17jo ic' "o
2

E2,, =<n_+ 1|i,|n p1s o212,
n+l ] 2% U “n+l  °
Mas, em (131),

i, |n 1 115 7 o
<+ 1H,|n  + 1> = -7 U <n +1] § J (

<ij>o

ic jo

40.

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)
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- Chie, ichey in, + 1>

107jo7jo "io (132)

. -~ * 2 % : i
I.A fun?ao Ci_acjocjacialno + 1> € necessariamente igual a zero se o sitio
1 0u j esta duplamente ocupado. Entdo,

;
A= + + - !
hel = Dt 11(%) }; Cia%5cCpCig * Nig(L = Njgding + 1>, as3

com N.1 =N, =1.
Comparando (132) com (133) temos:

. ~ . '
<n_+ 1|H)n_+1>=-3U._<n_ +1]| TN N+
o] 2V 271270 <ij> o i jo
o oul; =2)
.
1
+ '2. Niln0 +L UL AL (134)
<ij>
0= N;=1)
= 1 _ 1 -
oy * 1,y + 1> = - 5 U, [ 2N NN - 2N ] *3UL AL,
e | 1 135
== U N Np * U A - (135)
Assim:
) 1
1 -z . 136
By = (70T ) A - 7% N Ny (136)

Analogamente obtemos: ‘)

it - . 137
2 u12 (Ns 2) NVP
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Finalmente, para os auto valores da energia, temos:
b2
E . = 1
el TP Mg+ D v Usbyya )+ (50 - 2) Ay
-lu NN
2712 s vp ot ’ 3 €58

E .=b . 1 _ 12 =
n-1 TP (g D+ by a5+ (32U, - ) A,

[

-5 U, N -2) NVP . (139)

As auto fungOes sdo obtidas da equagao (80):

o3 1>=0C [ * n+1Qn,1“1“U-1 b1z a1 -

Qn+1 l) QTL‘.]. 1] Iﬂo 31> . A (140).

Os elementos de matriz relevantes de H sao obtidos substi
tuindo-se o operador B da relagao (87) pela expressdo (6). Os calculos
estdo no apéndice (2). O resultado &:

1 p i
= = N += it N_N
H, =<m[Hn> {h]l s 2 <i):j> Vijij "7z s “wp V1221 *

12 1
. [_u_ V= vip1) * 7 Vi221 ~ 2 R U . 4

H =<n+1Hn+1>=h 1(N +1)+v+ 2

L i 2 .(142)

131) vp V121
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. (143

H =< - - x .." 1y -
h-p = - 1 - 1> = hyy O - 1) ‘“zizj Vijij T Np V1212

Os elementos de matriz que envolvem In 7 1> foram calculados apenas na
diagonal de acordo com a equagdo (97). Além disto, para estes elementos,
ndo calculamos as contribuicoes de primeira e segunda ordem pois estes
" termos ndo sdo simples o suficiente para serem tratados. No entanto isto
nao nos impedird de escrever as contribuicdes principais da equagdo (79)
para os quatro parametros.
0 calculo de ( -g—*; I também esta no apéndice (2) e 0s Te

sultados sdo:

- 5
8H, _ 12
TR e (144)
3 3b2 %
3H _ 12 .12
( 3b, In u? B T M ¢ GH45)
~ ’ A b2 2
oH = (-l A2 o Llp2 .1
(EIE)m_ (T-zN N+ @, - 74 * 7N N A) . (146)
onde
-l g |i q @ Qf
B = 5 < |H; Q H Q Hn> (147)
12
=1 H H 3
D = = < [H; Q) H, Py Hjn> (148)
12°12
= e . [, % i s s (149)
n U..b2 o2 %1 ¢ 1'%
12°12

Os estados |¢> sdo dados por:
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|¢> c¢[1 Uy By - U, (E:p Q H U¢Q¢H1J|¢o> . (150)

A condigdo de ortonormalizagdo &:

<ple'> = C2 [1 12 - 151)
[¢ i | + o, Ay ] 8p=1 (

onde

A¢ = <% I z i ,ClCCJGQ decld [¢o a5z

<ij> oo

® 1
= o : Yt c. .
|¢ > € auto estado do Hamiltoniano efetivo P¢ 'X_]>co' io JOQ¢ Jo ¢,

Para os auto valores de H pertencentes a G ® temos:

Eg = <g[H l¢> =by N+ U (153)
By = <bolHyl0g> =byp 2y (154)
onde

. : 155)
() <‘1501 <12J> g Cla Jc' CE83)

Ndo sera necessario calcular E; pois somente estamos interessados na au
to fungdo. Podemos agora calcular os elementos de matriz que envolvem

|¢> em (96):

H =CC

bn = CnCs [ <¢0[H|mo> - <¢0[H U QH [m0> - <¢O]H1 Q¢ U¢ H]m°> +
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* <bolH Uy @y Ty Q FyIm> + <q, IR, Q, U, Q, - EPT, Himg> +

+ <o JH; Q¢ U HU h Q ﬁll m0>']

(156)
‘e
(% )mq) = G [<m 135 16,> - <my laH 0yQp Fiy 15> -
- <m JH) Q, mBA’¢>+<mlH Q HlQmAmB)\ 45>
+ mol% GACH H - E¢)_ﬁ¢ﬁ1]¢o> +
+ <m_|f 63—§GQH]¢> 1s7)
1 Qm mor ¢ ¢ 1'7o ¢

Uma analise destas duas Ultimas equacoes e da equag@o (96) mostra que a

penas as contribuigOes principais de (156) e (157) sao releva.ﬁtes para é
contribuic@o principal de (96). Definimos entdo

E) (55 np Yo = 1 @i} 1o il (158)

Os calculos estdo no apendice
ordem sao: -

J -
<¢_[H, |m >
1z = o 1 o
[ t2 * T 212~V b, (159).

(2) e os valores encontrados em primeira

<¢|H|m> =
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b (b
=2 (12 .
Iy U [ T M2~V “12]“m , (160)
| A m(\; -~V et | A (161)
b1, U Mz "Vt A
b, (b
ety )
Ty,=v [ 0 (212 =Y “12] O - Fp) - (ae2)

Finalmente obtemos a condigao aglﬂ) para A =byq, U, by, e Up, respecti
vamente, usando as equagbes (96) e (97) e os elementos de matriz relevan

tes:

mgﬁl Cexp -8 (B + By ~u@Ng+ D]}y = byy + Npvyppp + V- U

+ 3 {exp-B[E +E _y -u@N -1}y -by+

X 1212)= 0. (163)
m,n-.

N _v.
vp

. b. b
kt "12 12
I (e -8C, + B - 2uNl[- T 7 X Ay + 7 YA Ay A)) = 0, (160)

m,n

2b
§ [exp -8, +E - 2uN)) [XExa - —Lyam-a)]=0, aes)
m,n -

A
mzn[ oxp -8 (B, + B, - 2uNS)][(~23-%-va NOY (A, - AD) =0, (166)

onde definimos:

x=31—2(v -+t (167)
o (1212 12

b2, b2
1 12 P12 1 2t
YeqUp - [T O Vi) 7V - 2202 1. e
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A solugdo das equagdes (164), (165) e (166) &:

X=0 |, (169)

Y=0 . (170)

hn-b11+N v1212+v-u=0 ) (171)

11~ Pt Np V12 70 - a72)

by =Ry *Np V212 . a3
u=v . (174)
o8
Y— _ ars
12~ V= vy51)) !
2t2.. W v

12 V1212 - K12 V1212

U, = v —i2 1212 Ly 12 1212 176)
1221 = (

12 " Ve s e W= V00

onde K, éo ”axchange"t):inético definido em (55).

Como as equagdes (163)-(166) somente contém as contribui
goes principais, o mesmo ocorre com os parametros dados em (173)-(176).
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. As equagGes (169)-(172) estdo de acordo com os resultados
encontrados por Silva’. Se fazemos X = 0, Y=0eU, =0 encontramos o
resultado ja comentado no Capitulo 4.2 para o "mdh}w/zt" Hamiltoniano de
Hubbard para um conjunto candnico de N_ eletrons, sendo as equagdes (171)
e (172) sem sentido neste caso. 0 casosde dois sitios é encontrado se fa

) Z‘.?'“°5 I:’vp =1 em (173). De passagem notamos que se U = U;, = 0 o Hamilto
niano H conteria apenas termos de uma particula e a aplicagdo do princi
pio varia;ional nos levaria a aproximagdo térmica de Hartree-Fock?.

Comparando a equagao (169) com o resultado (159)vemos que
H om = 0 até primeira ordem. Ji haviamos encontrado que H ™™ 0 para
m # n, donde concluimos que o principio variacional permitiu "diagonall
zan" o Hamiltoniano exato na representagdo das auto fungbes de H. Em ou
tras palavras, as auto funges de H se comportam como auto fungSes de H.
Podemos mostrar isto de outro modo: Da equagdo (169) concluimos que:

b t
i P , am
U ) w v1212 o

que '€ o mesmo resultado obtido em (56) indicando que, em primeira ordem,
as auto fungOes de H'e H foram corretamente ajustadas. (Note que apesar
de termos introduzido o termo f-lz em FlH as auto fungGes de He I:IH tem o
mesmo comportamento) .

Da relagao (141) temos:

. Hm (178)
=0 N
R
3 H 2b '
m _ 12 =
e [—U— (VJ Vi1 "tz o, 179)

3 H b .
_’"=%[—l1,l(v— 1212)-tlzJ =0 , (180)
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Ay

55 -0 181
30}, (181)

A segunda igualdade das equagdes (179) e (180) seguc de (169). Vemos as
sim que o principio variacional da Rayleigh-Ritz & automaticamente satis
feito, como era de se esperar!’2, Note pordm que obtivemos um resultado
bem mais geral, que forneceu informagdo também sobre os estados  excita
dos do sistema. Assim, da equagdo (169) podemos escrever:

1 biz blZ 1
zV2 T =T Y2 * 7 Vi1 0 (182)
ou

b2 t
1 12 12 1
SU, - =2=-—2f 42y . (183)
2712 = 3

U v V1212) 2 1221

Comparando esta Ultima relagdo com (28) e (120) vemos que as  integrais
de "exchange" correspondentes a H e H sdo as mesmas, indicando que, até
segunda ordem, os auto valores dos primeiros estados excitados de H - uN
e de H - WN coincidem, a menos de uma constante irrelevante. No entanto
este resultado nao esta restrifo a condigao v1221>K12 obtida para o "me
£Lhon" Hamiltoniano de Hubbard Hy, como ja havia notado Silva’ quando es
tudou o caso particular de dois sitios.

As equagoes (171) e (172) sdo equivalentes a:

0 _ 0 _i0_

B - Eper = Hp - Mo ass
e

0 _ 0 _ .0 _

B-E,-H-H, - (185)
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Mas H; s H;d e Hr?x-l sdo exatamente os auto valores de H em ordem zero,
isto &, no limite atdmico. Desta forma estas equagdes garantem que o des
nivel entre o estado fundamental de H - BN e os estado com N5 + 1 e
N, - 1 eletrons € igual ao desnivel correspondente em H - uN. Note — que
podemos obter o "melhor" Hamiltoniano de Hubbard para um conjunto gran-
candnico de eletrons se usamos os resultados (53) e (54) obtidos por Sil
va’ para determinar b, na equagdo (163). A solucdo obtida ndo sera mais
equivalente a (184) e (185) o que & uma outra vantagem de temmos usado o

potencial de "exchange”, H, em H.

2

Se tentassemos obter o melhor Hamiltoniano H para um con
junto candnico de eletrons, a equagdo (163) ndo teria significado pois
nao existiriam estados com NS: 1 eletrons e, como as equagoes (164)-(166)
nao sdo independentes, teriamos que aumentar a ordem da perturbagao usa
da. Isto levaria a complicagbes andlogas 3s encontrada no calculo  das
corregbes de segunda ordem em Hn;l.

Finalmente notamos que, no limite atdmico o potencial quj.'_

mico p, correspondente ao Hamiltoniano H & 7:

. v v v
Bo=hpta* jzl Vij15 TPt 7t Np V1212 (186)

e consequentemente o potenciai quimico ﬁo para um sistema descrito pelo
Hamiltoniano H &:

Nl

. (187i

P (188)
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Para ilustrar a discussdo anterior considere o caso da mo
1écula de Hidrogénio (2 sitios e 2 eletrons) em que o Hamiltoniano exato
(6), o Hamiltoniano proposto H(47) e o Hamiltoniano de Hubbard (12)podem
ser exatamente diagonalizados. Isto esta feito no apéndice (3) e nas fi
guras 1, 2 e 3 representamos, de maneira comparativa, seus auto valores,
usando resultados obtidos pelo principio variacional.



CAPITULO VITI
CONCLUSAO

Estudamos um modelo para um sistema gran-candnico de ele
trons em banda estreita baseado no principio variacional da Mecinica Es
tatistica. Este modelo ja havia sido proposto por Silva’, que conside
rou a insuficiéncia de modelos anteriormente propostos (Capitulo III) e
o estudou no caso particular de dois sitios e uma banda semi-cheia. Ex
plicitamente, estudamos o seguinte Hamiltoniano .

tlcte ¢,

= I I I 1 )
H'=ibyy g N+ U5 Nip Ny * Byp s 6 CieCiom 7 Yz <is oo CiaCior GoChe

Este Hamiltoniano é uma aproximagio para descrever os eletrons em uma
banda s semi-cheia de atomos de tipo Hidrogénio fixos em sitios de uma
determinada rede. Considerando que nesta situagdo os eletrons sio des -
critos exatamente pelo Hamiltoniano H(2), determinamos a melhor aproxi
magdo na forma de H impondo a condigdo que by;, U, by, e U, satisfacam
ao principio variacional da Mecanica Estatistica :

) < B = -87'm 1 exp (1)) » %)—ﬂ

onde F(H) € a energia livre "exats” para o sistema. Desta forma obtive
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mos 0s seguintes resultados:

u1 = hyy * NG vy,

u=v
. v
b12_ (;—T;) t12 s
1212
V.
- 1212
Yz =Vt D K
1212

Em cada uma das expressdes acima estdo representadas apenas as contri
buigbes principais de cada parametro, pois nao nos foi possivel determi
nar corregoes de ordem superior (bll' U, b12 e Ulé sdo da ordem S°, S°,

S', S2, respectivamente, onde S € a superposigdo.entre orbitais s de si
tios vizinhos e definida em (11) ). No entanto, estes resultados sao sa
tisfatorios, pois superam as dificuldades apontadas nos modelos anteri
ormente propostos por Hubbard e Anderson (Capitulo III) e no modelo va
riacional simplificado (o "mefhor" modelo de Hubbard) proposto por Sil
va’ (Capitulo IV.2). Deste modo, as fungdes de onda dos primeiros esta
dos excitados do Hamiltoniano H e do Hamiltoniano proposto H, foram ajus.
tados até primeira ordem e os auto valores de energia correspondentes,

dados pelo Hamiltoniano de Heisenberg com integral de "exchange"” dada

em (28) e (120), respectivamente, foram ajustados até segunda ordem. A
1ém disto, o principio variacional de Rayleigh-Ritz para o estado fundg.
mental do sistema foi satisfeito.

0Os resultados anteriormente obtidos por Silva’ para o'me
Lhon" modelo de Hubbard e para o modelo proposto H no caso simples de
dois sitios foram obtidos como casos particulares de nossos resultados.

0 uso do principio variacional nos permitiu ainda obter
informagdes sobre os estados mais excitados do sistema, mesmo no limite
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de temperaturas proximas de zero. Assim, os auto valores de energia

dos estados com N+ 1 e Ng- 1 eletrons de H e H sao os mesmos em OT
dem zero.

_ Estas conclusdes nos levam a crer que o uso do Hamilto
niano H para obter previsdes fisicas para o sistema de eletrons em ques
tao fornecera resultados satisfatorios. No entanto, em muitos dos ca
sos de interesse, os eletrons ocupam bandas d, o que torna possivel a
presenga de mais de dois eletrons em um mesmo sitio e seria portanto,
conveniente acrescentarmos no Hamiltoniano tentativa H, termos represen
tando interagdes entre eletrons de bandas distintas.
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APENDICE T ~

0 PRINCTPIO VARIACIONAL

DA MECANTCA ESTATISTICA PARA A ENERGIA LIVRE

Considere um operador hermitiano qualquer A, fun§50 de
um parametro 6, A = A(9). Definimos:

£(8) = - c In Tr exp A(B) " 1.1)

onde c € uma constante positiva. Temos entao a seguinte propriedade de
convexidade de £(8) :

[ '
. aE(B) 0 , entao £(8) < £(0) + 8 LN e 1.2)
302 39v 6=0

A seguir vamos mostrar que a condigdo (1.2) € satisfeita e recai na e
quagao (37) se fazemos uma escolha adequada para o operador A(8). Com
efeito: i ‘)

1-1
) o o [Tr exp A(G)J 2 Tr exp A(B) . 1.3)
. EL)
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€ consequentemente

1

26(0) _ _ r 1= 32
—«—laez c LTr exp A(G)J ; Tr exp A(B) +
3 ’ } r Y
*c [; Tr exp A(S)] lTr exp A(B)] s 1.4)
ou

o A T Yo

0? L a2
: 2 -}
_[omr e ac Tr exp A(6) ) (1.5)
T @

Mas
9 _ )
—= Tr exp A(B) = Tr — exp A(8) . (1.6)
L] 38
Neste ponto abrimos um paréntesis para encontrar uma expressao para
339- exp A(8)'. Considere um operador A(8) . x onde x € um outro parame
tro:
2 exp (A(®)xX) = A(8) exp A(®)X , a.n
X
entao

2 exp A(®)x ;= (%é—gl) exp A(B)x +

2949 exp A(8)x =8
x | 8 8 x )



+A(9) Lew x , (1.8)
’ L]

3

— exp A(B)x =0 se x=0 . (1.9)

EL]

Supondo que

2o ARX - (exp A(B)X) . V(O) (1.10)
29

a relagao (1.8) fornece :

3 _(exp ABIX V(B) . A(g) (exp A8)) V(B) + 3A®) oxp A@)x . (1.11)
38

3x

donde
i ave) . /
A(8) (exp A(8)X)V(8) '+ (exp A(8)x) 200 = A(8) (exp A(B))V(8) +
b3

3AB) exp AG®) x - 1)
L]

ou

3VO) - (exp - A®)X) %l (exp A@)X) . - 1.13)
ax ;
J

v(e) =0 se x=0 (1.14)

e, portanto
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o
v(e) = J (exp - A®)x) 2AC) (o AE)x) dx . (1.15)
° 20

Substituindo (1.15) em (1.10) e fazendo x' = 1, obtemos a expressio de
sejada :

1
e A®) [ (o - A0 LA "9(9’ (exp A@)X) dx -
o d

(1.16)

2 exp AG)
38

Fazendo A(®) = B + 6C, 28 - ¢ ¢ usando o resultado (1.16) em (1.6)

obtemos : 8

. 1
3 Tr exp A(B) . Tr 28X AG®) . Tr (exp A(8) f (exp - A(B)Xx) C
2 Py Jo

(exp A(8)x) dx . 1.17)

Usando uma representagao em que A(8) seja diagonal, obtemos :
3T A !
2 emAL) - | o Ay NN TN,

= le e A)C, (1.18)

3 Tr exp AB) _ 1r (exp A(B)C . : (1.19)
38 '
Consequentemente

2 . .
2 TrexpA@®) = 2 Tr (exp A(®) C =
282 38
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1 .
= Tr (exp A(e))H (exp - A(8)x) C (exp A(8)x) dx] ol (1.20)
[¢]

32 .
5—9—2- Trexp A®) = | (exp Am)[ Jo (exp - Amx) Con (exp A X) de Cm =

m,n
= A 1
RGO W [——————em h A (.21)
’ . A - Ay .
2T ep AR ARG - 1 lgyl? e U U (1.22)
20 m,n An - Am
Como
1im - | &, (1.23)
Xy x5 '
obtemos :
2 TrepAl) - J Cepa + I IC |2 (eXpAn)-(exw\n)._
362 n o D opdg ™ - A
(1.24)
Substituindo (1.19) e (1.24) em (1.5), obtemos : .
32 £68) .. ¢ [Trepr(B)]--l{z CIZ1 exp A + Y -
. 082 n
, J
7 [X exp (A, *+ A) Can] (I exp Am)"}. (1.25) .
T . m .

onde
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5 'c |z (exp A - (exp A . . (1.26)
b ST
-2
2O 1 - g [Tr exp A(e)] ) [cf1 exp (A+A) - exp (A+ A) CmCrJ+
302 m,n

ool

2
=-c [Tr exp A(e)] { N [exp (At An)] (C3- CCy) + Y % (exp Am)} .
i .27

Na relagao (1.27) apenas contribuem termos para os quais m#n. Além dis
to, para cada par m = i, n = j existe um par correspondente, m = j, n=i
de modo que podemos agrupar a somatoria do seguinte modo:

% 2 . X . )
T e fremao] iz 3 fow o a] g 2600
. m>n

+ [El (exp Am)] Y | | ' (1.28)

e finalmente temos :

. -2
32£(8) _ _ [ ] 1 ] . @54
—_392 ) c |[Tr exp A(8) 7 mzn exp (A+ A) (o C)%+
men
+1 (expA) YL . ' . (1.29)
m :

2
E facil ver de (1.26) que .Y>0 e portanto temos : %—gz(ﬂi 0. Deste mo
do vemos que a condigdo (1.2) € verdadeira. Se escolhemos
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c =87 A®) = - @HE) - -8 [ﬁ' + 9 (H'-Fl')] '

§

obtemos :

£08) = FH) < -8™" In |Tr exp (-git') + &1IT (H-it) exp CBHDT
Tr exp (-gH')

(1.30)

Fazendo 8 = 1, obtemos a relagao (37) para o referido principio varia
cional.
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APENDICE 11

Calewlo de Hmn

Sejam |m> e |n> dois auto estados de H pertencentes a G,.

Usando a relagao (87), temos :

—-——Eml=<_m-[lﬂn—>=<m]H|n>—<m!HﬁQﬁ1[n>-<mlﬁiQﬁH[n>+
ccC cc o7 .7 o o o )
m-n m-n

+ <m [H U Q Hy[n> +<m |H; Q UH QUHn> +<m|H QUHQH[n> ,

2.1)
onde Q, =Q, =Qe ﬁm = fln = 0. O primeiro termo em (2.1) & :
. 1
<m|H|n > = g B <m[N; |n> + E A\ <m0|Ni+Ni+]no> tz izj vijij<mo|NiNj]no> +
ly ' o OB . N, [0 o Ol
7L v <I?IOJCJE?CZFC“’CJG Nighjo o )

Os demais termos de H sdo irrelevantes, pois sao de ordem superior a

dois.
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1y 1 ! . C C._In
hio N.§ +> § v +=>5, ) v.... <m!C;\C 10]00
11. s mn 2 ij ijij mn 2 oo ij ijji o)
y N (2.3)
Vijji <mOINJo a Nig )+ Nlonolno

Devido 3@ condigdo de ortonormalidade, equagdo (102), temos :

<m, |H|n >

= 1 + 1 1 s
(hyy Ns - 7§ 1515 * 7 Vizz1 A~ 7 V1221 N M) °m

0 segundo termo em (2.1) € :

<m |H U Q Hy [ng

+

vy

C: C. Ci

ic~jo jo! Cig

Vikik Mk

. n

]

o

(2.4)
b
12 ¢
= s N._. + N._) +
z U <i};'j>c)(:3' .<m0[[ 1] VllJl ( 1o JG)
(C e C ,)|n> : ) (2.5)

io“jo jo!' Civ

> & auto fungao de Ny + Njc? ede N, parak =1i,j ,

com valor igual a um. -Entdo :

<m |H U Q H;Ing

onde ty j
termo em

<m |H; QU Hln, > = ==

b A : ) bs €
12 [ 12412
>=-—=% |h,, +V + Y v A§ =-=222A§
U 12 1121 KA1,2 1k2k| “n"mn U n m
(2.6)

é definido em (29). De modo analogo concluimos que o terceiro
(2.1) € :

b

12

Y12 % m - (2.7)
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0 quinto e 0 quarto termo em (2.1) sio nulos pois, sendo proporcionais
a by,, na aproximagdo desejada apenas os termos de H_em H (6) sdo rele
vantes. Mas |n> e |m > sdo auto funges de H, de r(r)modo que

<mO|H Q,=0 e Q, H[n0 . 0 sexto e Gltimo termo de (2.1) &:

~ ~ A A b2
<m |H, QUHU QH,|n> = 22
L1 Q QHIn> == g:q ();0' <mo| e qo'Q Phy, N+

. L
+) VN, N + > i
Ei: 1y 2 gj gy o ]Q qucpc| o

=_U_2- qu og (hllS+V+ 2 V1313 1212) m]C 'chopclo

2.8)
2

bi,
<m, IH QUHUQ H In> = F hyNg*+V+ 5 <§J>V131J'_ V121,2] A8

(2.9)

Finalmente, notamos que os termos de HS em H (6) nao contribuem para a
equagdo (2.1). Somando (2.4), (2.6), (2.7) e (2.9) obtemos :

= b2

_ 2 15 1z 1
Hn =G ((hllNS *32 ZJ vijag) @+ 7 2 A b # [2 V1221

by ' b1, 1 ;
=@ fa e U Y212 T J Az Ns va} S (2.10)
Usando o valor de Cn dado em (102) temos :

2b
1y 12 %
Hp={bhpNs* 2 izj Vijij " 3 V1221 Ns Mp * [z e T,
b2

Vv =5 A b (2.11)
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Calculo de Hm 4 ¢ Hm- ;

Hm’sl _ = a
=< £ 1jHm + 1> - 2<mt1[H; Q U Hlm ¢ 1> +
me1

+<m x 1|H1 QUHUQ Hl|moi 1> - 2<mx 1|Hl QU (Ex;tl" HQ U H]mot .
(2.12)

0 quarto termo em (2.12) & nulo pois [mo*—'1>§ auto fungdo de H_, que é
o lnico termo relevante de H neste caso.

<mtl |Him+1> = <m +1|

c2 &

-
(o + JVNr 3 T vy Nl lImget> + &y
mt1 1 1)

(2.13)

onde S+1 representa os termos de ordem um e dois e que nao serao calcu-
lados. Neste ponto separamos os elementos de matriz correspondentes a
[m*1> e a |m-1> em (2.13) obtendo :

' .
<l [H|m+1> = hy; (Ng#1) + V + 3l Visij * Mp Vizz (2.14)
1]
- N +ls' -
<am-1[H[m-1> = hy; (Ng-1) + 5 gj visij - Mp Viz1z - (2.15)

Devido & sua complexidade, nem todos os termos incluidos em S+1 puderam
ser simplificados. Considere, por exemplo, o terceiro termo em (2.12):

- -~ ' »
<m t1|H; QU gj Vija3 N M

1 e g I,
= — <m _*1|H .... N. N. H, |m 1> ,
W ].“o ! 1 Q gj v1313 1] Q l| o
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|mo+1> € uma combinagdo linear de estados-base de l'{o. Todos estes ele
mentos da base contém um sitio duplamente ocupado e cada termo do tipo
Cpocqj de 1:11 transfere um eletron de um sitio para outro produzindo um
outro estado tal que o auto valor de ): N N depende de qual sitio da
base estava duplamente ocupado e qual a sua locahzagao em relagao aos
sitios p e q. Portanto, uma simplificacdo do elemento de matriz acima
citado envolveria um conhecimento mais preciso dos auto estados [mo+1>,>
o que, pela condicdo de ortonormalizacdo (121), corresponde a diagonall

zar o operador ’

A=P . ] I.C .
m+l Gj> co ig! 30 Qmﬂ Jo io m+1

o que ndo € geralmente possivel. Raciocinio analogo se aplica  tambem
para o estado |m°- 1>.

Cateulo de ( )

oH >
“Gn . <n| In aHA

= |3H[n>+<n IH QU

“ng UQ H |n > -
2 A
an Cn
- 2<n lHlQ U—[n >+ 2<n ]HlQ UH 802 o In S o (2.16)
H _ 1 5 = S _
Para A = by,, — =g — Hj. Entdo o primeiro termo de (2.16) € nulo e
127 5 P2
temos
aH
— |n> - = 5 o A B V)
<zl 2 i QUf |n>--2 <n |8 QUH |n>+
iy, ‘& B 1M 1 1
¢ b12 i v
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=—2_ it Qf, Qf
bur o1 1> -

2. = 5
J < [H; QHlln°> :

. (2.17)
12
entao
o b2 2b
oH S L] 12
<n|*|n> B A, 2.18
ax nooy n B
com B definido em (147).
Para A = U12, oH 2 e temos
DN U
X2
<n]83H | n>

12 1 A 00RE © fi '

= =E._<no]H1 QUH, UQHn; +U—<no]H2[no> - (2.19)

n 12 . 12
Usando (111) temos :

<nlagH | n> b2
12 e VAR | An-l Ng Npp (2.20)
& v o2 2
Dn & definido em (148).
= b2, 1 1 1} 1
3H _ 1 Ll a2 2 = ]
«|=—|n> = —= (@O, Kot o NgNp A + (2 A Re Nyp 9=
3U U 2 2 ‘A 2 g
12 -
. (2.21)

ol
o
2]
®
>
1
s
W
3
i~
Z

. N. emos :
1fN1+ ek
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QUN, N..UQILIn> . . (22

As demais contribuig¢Ges sido nulas pois ]n > contém apenas um eletron em
cada sitio. Entdo temos:

2
" 3H b12 ’
n[ ln> b ol T (2-23)

Caleulo de H b ate primeina ondem.

—n%; M—— <¢0}H]no> - <¢O|H fJnQnﬁllno>. -

- <00 [, Q U Hn> ) (2-29)
Nao existe contribuicdo de ordem zero em (2-24) e portanto temos:

<do|Hn > = i% g [ 4’0[010 jolPo” *

11]1 ¢ I(N N ) (CIO’CJ(J)[n P k;‘g,j Vikjk<¢’ IN k io ]Oln >] ?

; t (2-25)

12 o
<¢01H|n0> = t]_z Z Z <4 [Cm ngno> = b_12 <¢°IH11no> . (2-26)

0 segundo. termo de (2-24) é:

& o _1
<<bolﬂ UnQnHIlno> i) <d’o[ ): h11 N; + X v N1+ 1&
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+
[N
~1

[h N +V+!'-.}:'V

H -27
1’ & <t lFiy Ing> (@2

ijij = V1212 ]

=

0 terceiro termo de (2-24) é:

P g -

< H = -

8 QuUMHInG> = - § <aoH}Q, [ Loy + DV NNy, +
.2 2' N.N: | |n > (2-28)
2 i Yy 4 o :

.00 - 1y’ =
<¢OIH1Q¢U¢Hln°> T (hlle +5 i};j 1JlJ)<¢ [H ln > (2-29)

Obtemos entao:

. b <¢_|H, |n >
. - - 12 _ o1 0o
Hy, = <olH[n> = [ tiz * 7 Ora12 ] b, (2.30)
Calculo de (a—;l) até primeira ordem.
EDS n¢

b 28
(Xno _ 'axl“” gL I¢ -

Cc C oA

n ¢ n ¢
- B 5,0 18> - D lHQT, Mo - (2-31)

oA 97 1 3}\

Para A = b;, , 0 segundo texmo de (2-31) € nulo e temos:
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m!aaH [¢> = b_i;”‘lﬁl!” = $<n 'Hl|¢ > - %«1 [HlQnH [6g> - (2-32)
Para ) = U12 0 primeiro termo de (2-31) € nulo e temos:
<n]3U [¢> —izm’ﬂ [¢> = = lemojfiz%%ﬁlwf -

Fi; SNCCATR D (2-33)
<n oL |¢> - U—llz—U a0, log> - g n, Q0> - (2-34)

Para A = U o primeiro termo de (2-31) também € nulo e temos:

m!%l@ =i X <ng IH Q, U\I1+ 1+]¢ > - ) < iN; 1+U¢Q |¢°> , (2-35)
e = - %mo!ﬁi!¢o> ‘ (2-36)
Caleuto de 1,

- Z <nl l¢><¢lH:n> . (2-37)-
Para A = U, (2-36) e (2-30) fornecem:
Iy=- b_tljz [t12 * l'Dfljz("lzlz = ] A (2-38)
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Para A = b12 , (2-32) e (2-30) fornecem:

b
. J12 = _ )
Ib12 ) b2 [ Yt Oz ] molH1I¢o><¢o!H1!no> s (2-39)
¢ %12 4 )
foy " [t MVi212 = V) | A (2-40)
Lt [ 12 U ‘1212 ] n

Finalmente, para A = U12 , (2-34) e (2-30) fornecem:

b
)
Iy =

Lo & ool -V) (0. - F) (2-41)
Wods [ 12 * 7" O1212 @ -Fp |

Com Dn e Fn definidos em (148) e (149) respectivamente.
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APENDICE 111
0 CASO DE D01S STTIOS

No caso especial de dois sitios (molécula de Hidrogénio)
o Hamiltoniano exato (6) se reduz a :

Ho=hyg (NpHN) VO ON N Ny Npy )+ vpgpp NiN, +

+ +
* g (hyz * vigz Mg+ M) (G * Cpelyg) +

1 -+ + + +
* Vi (Z, [z ©5%5 * €35%15) C1oCa0 * CoCig) = NiaMpy) - 3.1

Este Hamiltoniano pode ser facilmente diagonalizado. Seja [0> o estado
de vacuo e considere a seguinte base de fungoes :

[1,2> = cJ, 0> , (3.2.2)
[1,2> = ¢}, l0> , (3.2.b)
[1,3> = C5,l0> , 1 (3.2.0)
1,45 = GG, l0> , (3.2.9)



12.1> = ¢[,C;, o>
l2,2> = ¢},c;, lo>
12,3> = ¢],C5, lo>
|2,4> = ¢} ,C; lo>
12,8 = ¢}, lo>
12,6> = ¢;,C) . |0>

* + +
13,1> = C;,C c;, 10>

1471y

F F
13,2> = ¢},C,C), 0>

14714

+ + L
13,3 = €3,C1, G, 10>

+ + +
[3.4> = C3,C1, Gy

lo>

[4,1> = 3, C1,Ch, 0>

2472471t
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(3.3.a)
(3.3.b)
(358.¢)
(3.3.d)
(3.3.e)
(3.3.1)

(3.4.3)
(3.4.b)
(3.4.0)

(3.4.4)

(3.5)

Aplicando o Hamiltoniano (3.1) a cada uma destas fungoes base,obtemos ;

H|1,1> = h,1,1>
H|1,2> = h[1,2>
H|[1,3> = h[1,3>
H|1,4> = h11]1,4>

H|2,1> =

H|2,2> =

+

+

(4™ ) 113
(g™ V21) 1140
(g Vi) 111>,
(t" Vi) 112> -

(Zhy4V15127V12200 127>
(2hy1+V19137V12200 122

H[2,3> = (Zh11+v1212)|2,3> + 52(12,6? +12,55) - v

H|2,4>

H|2,5>

(2h11+v1212)|2,4> - t12(|2,6> +12,55) - v

122!z

1221123

(2h11+ V) |2,5> + t12(|2.3> - |2,85) + v122112,6>,

H|2,6> = (2h11+ V) |2,6> + t12(|2-3> - 12,8) + V1221|2v5>‘

(3.6.a)
(3.6.b)
(3.6.¢)
(3.6.d)

(3.7.a)
(3.7.b)

4 (B:74c)

(3.7.9)
(3.7.e)
(3.7.£)



H|3,1> = (3h +V+2v
H|3,2> = (3h11+y+zV
H[3,3> = (3h) +V+2v

H|3,4> = (3hn+v+zv

H|4,1> = (4hy+2V+av,

Por combinacgao
correspondente

H(|1,1>+]1,3>)
H(]1,1>-11,3>)
H(|1,2>+|1,4>)

H(]1,2>-]1,4>)

Das equagoes (3.7), obtemos uma diagonalizagao parcial :

H|2,1>

linear das equacoes (3.6) podemos diagonalizar a

1212 Viz20) 13517 +
12127 V12210 132> +
1212 V12210 353> +

1212712200 134> +

(21120133

(t12*V1121) 134>

(t15*Vy121) 132>,

(t2*V1921) 132>

1212 ~ P00 140>

aos estados com um eletron :

(hyy* o ryma) (Jo,0% # 11,3 ,
= Byt Vi) (B2 - 11,5) .

(hy1*t 57 V121) (152>

+

|1,45)

= (hyyty,*Vygp1) (1,25 - [1,45) .

11 "12 "112

(Zhy1#V) 5157 V1 2210 1251

H|2,2> = (21515712200 1222

H(]|2,3>+(2,4>)
H(|2,4>-|2,3>)

H(|2,5>-2,6>)
H(|2,6>-2,5>)

(2h1*V12127 V12210 (
(Zhy1%1212

|2,3>+|2,4>) ,

76.

(3.8.a)
(3.8.b)
(3.8.¢)
(3.8.d)

(3.9)

parte

(3.10.a)
(3.10.b)
(3.16.c)
(3.10.d)

(3.11.a)
(3.11.b)
(3.11.¢)

*V]991) (12,4>-12,3>)-21,,(|2,5>+]2,6>) ,

(3.11.4)

(2h11+V+V1221) (|2,5>+|L6%-2t12(12,4>-|2,3>),(3.11.e)

(2h11+V—V1221) (]2,6>-12,5>) .

Das equagoes (3.8), obtemos :

(3.11.£)
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H(]3,1>+]3,3>)

(31111+V+2v1212-v1221+t12+v1121) (13,1>+]3,3), (3.12.a)

H(]3,1>-|3,3>)
H(]3,2>-]3,3>)
H(]3,2>-]3,45)

(3h11+v+2v1212-v1221—tlz-vlm)(l3,1>-|3,3>), (3.12.b)
(3h11+V+2v1212-V1221+t12 V11210 (13.2>4]3,4), (3.12.¢)
(3"11+V+2"1212“’1221“Hz"’1121)(|3’2>' 13,4>), (3.12.d)

Diagonalizando o bloco correspondente as equagdes (3.11.
d) e (3.11.e), obtemos todos os auto valores e auto fungdes do Hamilto
niano (3.1). Os resultados estao na Tabela I.

0 potencial quimico do sistema para o caso de um nimero
médio de eletrons igual a dois € dado por :

Trlexp -B(H - WN)IN
Tr exp -B(H - uN)

<Ng>= 2 (3.13)

ou
1+ [exp %B[(V+2V1212_V1221)]{{ex1)6(rlZ_v1121)+ exp -B(t);7V1127)) expBo-
= [expB(ty,*vy 7] exP ~B(E15*Vy ;)] exp 3 Ba}- exp 480 = 0,  (3.14)

onde colocamos

v V1221
7

pehy by tV,, m g to (3.15)

11

e o deve ser determinado. No caso em que kt << t12 - V121> encontra
mos para o os valores’: :
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@ == SV, se [1'12[ > |v1121'| (3.16.a)
e

= - '
o s' t, se |t12] < |V1121| i (3.16.b)

onde se s' sdo o sinal de t,e V18 respectivamente’. Na Tabela I
estao representadas as auto fungdes de H em termos de @ e na Tabela II
0s auto ve_ilores de He H - uN. Os estados de nimeros 6,7 e 8 saoos sin .

gletos e os estados 9,10 e 11 sdo os tripletos.

O Hamiltoniano H (47) também pode ser diagonalizado de
modo analogo ao Hamiltoniano exato. Na Tabela III representamos as au
to fungoes de H para os singletos e na Tabela IV, os auto valores de H
e de H - {iN, onde {ié 0 potencial quimico que fixa o nimero de eletrons
igual a 2.

U
= _ 12
u= bll + -5 . (3-17)

N

obtido da condigao

F>= Ir [exp - 8(1:! = 1~JN)]N - 2 (3.18)
Tr exp - B(H - pN)

As auto fungoes e auto valores dos estados com Ne 74 2 e dos  tripletos

sao obtidos da Tabela I, fazendo as transformagOes convenientes.

Finalmen(té, os auto valores do Hamiltoniano de  Hubbard

(17) podem ser obtidos dos auto valores de H fazendo-se U, = 0.

12

Nas figuras 1,2 e 3 colocamos os auto valores de H - uN,
ﬁH - uNe H = uN utilizando para bll’ U, U12 e b12 os valores de termina
dos pelo principio variacional, isto €, equacdes (53) e (54) para i:lH e
(173) a (176) para H.



NUMERO DO | NOMERO DE

AUTO FUNGAO DE H
ESTADO ELETRONS ¢

L 0 |0>
2 1 g s~ 1585
3 1 2 Y2(11,25 - |1,45)
4 1 27Y2(1,15 + [1,35)
5 1 27Y2011,25 + [1,45)
6 2 M [(12,8> - |2,3>) + C (|2,5> + [2,6>)]
7 2 M+[(|2,4> - 2,3) + ct(]2,5> + |2,6>)]
8 2 2712(12,65 - |2,5>)
9 2 12,1>
10 2 12,2>
11 2 2712(12,3 + |2,8%)
12 3 27 Y2(13,15 - |3,3)
13 3 2 Y2(13,2> - |3,45)
14 3 2712(13,15 + [3,35)
15 3 27 M2(13,25 + |3,45)
16 4 |4,1>

TABELA 1 : AUTO FUNCDES DE H PARA DOIS SITIOS

1/2
onde C¥ = ;77— {(V1212- V) £ [(V—v1212)2 + 16 tiz] },

1]
—
—
+
—~
(@)
I+
-
N
—

+
M
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dhyy + 2V * Vg5 - Dog

JTMERO DO AUTO VALOR DE §.
e Tano H AUTO VALOR DE H - N
0
1 0
2 hy, =t + v v V1221
117 Y12 T Vg 2 " Vi1t Tttt
3 A "
4 hyp * t1 = Vi1 A . WS
Z " V121247 ttizVaa
5 " T
e
6 E- i V- F
. o Ayl gy 5 28
. - ZhyyV-2vy512*V1201 *E 20
8 1t Vo Vi TIPS
9 2h11* V1212 " V1221 B b P
10 " "
1 "
_ L v Vieal P
12 3V Viza b Vi 77V 2 V112173
- " "
i V1221 _
14 {3hy WV 0V T Y T2 Vit Y
15 Fon =
16 -4y

TABELA 11 : AUTO VALORES DE H E DE H - uN PARA DOIS SIT10S

onde : E*

1
~% [(V Vi) *

J

. 1/2
2
[(V -vig)* * 16 t12] }* ti212 * Pyy) -
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QuEr0 D0 | NOMERO DE
" ESTADO ELETRONS AUTO FUNCRO DE A
/’
6 2 M (12,45 - |2,35) + E(|2,55 + [2,65)]
. =
7 2 M (12,85 - ]2,35) + C*(l2,5> + [2,6)]
8 2 2—1/2(|2,6> - 12,5%) ,
-

TABELA 11T : AUTO FUNGDES DE H PARA DOTS STTI0S

- u.,=-U U,-U 2 1/2
BCT I e VR P ¥ 1
onde : C { 7 s [( 5 ) +4 blZ] %TZ_ s
M = [1 + (EiJZJ . . - As demais auto funges sao as mesmas da

das na Tabela I para o Hamiltoniano H.
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ESTADO AUTO VALOR DE H AUTO VALOR DE H- uN
1 0 R
U
2 byy - oM a3
11 blz 7+ > b12
3 b .
U.
4 U, 12
b1 * Py, "7t 7 P
5 " .
- U, - U)? 1/2
6 N U [ 12
*hat | i
e U, - ) 1/2
7 - U 12
E g 7 by,
8‘ 2by, + U U,
1 g, 5 W -u
1? " _H
]
u,; Y2
12 by +U- U, - b, 3 LI I W
13 " "
2y, +U-U, +b Juy e,y
14 1 12 * P12 g =g 12
15 L "
16 abyy * 20+ 2Up, 0
TABELA 1V : AUTO VALORES DE H E H - W
=)= 1/2
“_Eg wryy | [Gp -0 LY
onde : E” = 2byq * 7 = 12
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e Il ilv

i 0

1121l

0 4l
- 2v + 2|V + 2V e T e
1212 nal* ¥oa vy,
el ®
= o1 * 2yl
v 1
12 Y. 1
J (12,13 7" Via12 * 7 V121t bz 1t vl
v 1
[ — i i i . X -
Vi (2 2" Viz12 * 7 Ve " 1tz |+ 2
i ; V. 1
(4:5.14,15) - 5 = Vygp * 7 Viza1 ~ 1ty |+ 2vyppl

(9,10,11) V-Vt Zlvnzll

"———_ 2
4t12

i (6) -V-v +2|v. .+ 2y - g
1212 1121 1221 7 Vv,

FIGURA T: AUTO VALORES DE H - u N PARA D01S STT10S E NOMERO MEDIO DE E

LETRONS IGUAL A Z.
Consideramos t;,<0, vy;34<0, [t 1> V31511 € kee<litgpl = fvyggy Il De
acordo com a referéncia 7.
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AN T
o e b
e (1.18) N
S (2032,13) =Y wiih )
v’ & . 21
R CER TR S N
(¢.10,11) -u
- ab?
6 .
®) ) U .

GURA 2: AUTO VALCRES CE H, - 1 N PARA OIS SITICS E NQMER NEDIO DE E
LETRONS TGUAL A 2. -

Ue b12 s3o os valores obtidos pelo principio variacional. De acordo

com a referéncia 7.



85.

12
8 U2 * 0
. ee— (8) U,
(1,16) 0
u, 1
’:— (2-3.12-13) = 2 o 3 Ul2 + ]blzl
— LI -
(4,5,14,15) >+ 3 U, |b12|
(9,10,11) -U ‘"’iz

—_— ® -Ur g, -t

FIGURA 3: AUTO VALORES DE H - u N PARA DOIS STTIOS E NOMERO MEDIO DE
LETRONS TGUAL A 2.

[m

b“. U, blz e U12 sdo os valores obtidos pelo principio variacional. De

acordo com a referéencia 7.



