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RESUMO

Este trabalho estuda o conservadorismo na analise de estabilidade e no projeto de contro-
ladores fuzzy para sistemas dinamicos do tipo Takagi-Sugeno. O enfoque foi direcionado
para a formulacao de novas funcoes de Lyapunov parametrizadas e também priorizando
a busca e a proposicao de solugoes para descrever numericamente condigoes de analise e
sintese no contexto de desigualdades matriciais lineares.

Tais modelos sao de grande interesse pois uma grande classe de sistemas dinamicos
nao-lineares pode ser modelada, aproximadamente ou com exatidao, sobre dominios com-
pactos, por meio da combinacao de modelos lineares, localmente validos interpolados por
meio de fungoes de pertinéncia. Dessa forma, sistemas nao-lineares podem ser trata-
dos com formalismo por meio do chamado controle por ganho escalonado, combinando
diversas ferramentas numéricas disponiveis para sistemas lineares, permitindo solugoes
numéricas escalaveis e sistematicas para o problema de controle. Isso representa uma
grande vantagem em relagao ao formalismo do controle nao-linear direto, realizado por
meio de técnicas como a linearizacao por realimentacao ou backstepping, no qual as
solugoes sao especificas para cada problema. O preco pago pela menor complexidade
no projeto do controlador fuzzy é um maior conservadorismo, resultando em um desem-
penho inferior ou culminando em projetos nao factiveis.

Progressivamente, sistemas Takagi-Sugeno deixaram de ser vistos apenas como sis-
temas multi-modelos com forte caracteristica politépica, sendo relevante, atualmente, a
caracterizagao de seu comportamento nao-linear. Esta tese contribui ao propor novas
funcoes de Lyapunov, parametrizadas pelas fungoes de pertinéncia, visando caracterizar
melhor o comportamento variante dos sistemas TS. Outro contribuicao é a proposta e
a investigacao de solucoes numéricas que estabelecam um compromisso entre reducao
do conservadorismo e eficiéncia computacional no que tange a traducao das condigoes
de andlise e de sintese tedricas para o contexto das ferramentas numéricas que tratam
Desigualdades Matriciais Lineares. Em suma, esta tese busca aproximar os contextos
nao-linear e fuzzy, ao propor metodologias que sejam menos conservadoras.

Palavras-chave: Desigualdades matriciais lineares; sistemas fuzzy Takagi-Sugeno; con-
trole fuzzy; sistemas nao-lineares; estabilidade no sentido de Lyapunov
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ABSTRACT

This addresses conservativeness in stability analysis and fuzzy control design of dynamic
systems in Takagi-Sugeno form. The emphasis in on new parameterized Lyapunov func-
tions and in the search and development of solutions to recast the analysis and synthesis
conditions into the framework of Linear Matrix Inequalities.

Such systems are of great interest because a large family of nonlinear dynamics can be
modelled, approximately or exactly, in compact domains, by means of a combination of
linear models locally valid interpolated with membership functions. In this way nonlinear
systems can be treated with the formalism of gain-scheduling control, combining several
numerical tools dedicated for linear systems, allowing numerical solutions for the control
problem that are scalable and sytematic. This is a great advantage in comparison with the
formalism present in direct nonlinear control, by means of techniques such as feedback
linearization and backstepping, in which the solutions are customized for each control
problem. The price paid for the less complex design procedure is more conservativeness,
resulting in worst performances or even unfeasibility.

Progressively, Takagi-Sugeno systems have been seen less and less as simply multi-
model systems with strong polytopic characteristic being relevant nowadays take into
account they time-varying and nonlinear features. This work intends to contribute in this
sense by proposing new Lyapunov functions that are able to better characterize these
relevant properties of fuzzy systems. Another contribution is propose and investigate
numerical solutions that reduce conservativeness as the the computational demand is kept
low when the task is to recast the analysis and synthesis conditions into the framework
of Linear Matrix Inequalities. In short, this thesis tries to bring together the nonlinear
and fuzzy fields by means of less conservative methodologies.

Keywords: Linear Matrix Inequalities; Takagi-Sugeno fuzzy systems; fuzzy control;
nonlinear systems; stability in Lyapunov sense
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

All models are wrong, some models are useful.!
—GEORGE E. P. BOX

Notoriamente, o conceito de realimentacao exerce um papel central na teoria de con-
trole. O controle por realimentagao é capaz de estabilizar sistemas dinamicos instaveis;
reduzir sua sensibilidade tanto frente a distirbios, quanto frente a variagoes paramétricas;
além de acelerar sua resposta transitéria [Oga02]. Todavia, no tecido tramado pela
histéria da tecnologia, desde de tempos remotos [Mic96], o controle por realimentagao
¢ um fio muitas vezes despercebido [Ber(2]. Embora seja relevante em diversos campos
da engenharia, seu impacto geralmente s6 é percebido pelas inovacoes tecnoldgicas que
impulsiona. Um breve histérico do impacto causado pelo controle por realimentacao no
século passado, traduzido por meio de inventos, é muito bem apresentado em [Ber02].
Nao obstante sua relevancia para engenharia, o controle por realimentacao esta presente
na natureza desde uma escala molecular, nos mecanismos de homesotase que regulam
nossa temperatura ou glicemia; passando pelos processos que regulam cadeias alimen-
tares em diversos ecossistemas; chegando a uma escala global, na dinamica do clima,
regulada pelas interacoes entre atmosfera, oceanos e continentes [AMOG].

Apesar dos sistemas em malha-fechada oferecerem diversas vantagens com relagao
ao funcionamento em malha-aberta, o controle por realimentacao pode desestabilizar
dinamicas estaveis. Além disso, ruidos indesejaveis de sensores podem ser introduzidos no
sistema caso nao sejam adequadamente tratados. Dessa forma, o conceito de estabilidade
possui uma papel fundamental no controle por realimentacao [Mic96, Ste03]. Geralmente,
um projeto de sistema de controle possui trés etapas: inicia-se com a sele¢ao, por parte
do projetista, de um modelo matematico capaz de descrever adequadamente o sistema
de interesse; a partir dai comega o projeto do controlador, propriamente dito, que devera
garantir estabilidade e desempenho mensurados segundo algum critério; finalmente, o
compensador projetado é testado, antes de sua implementacao, em simulagoes numéricas
ou por meio de ensaios em protétipos, plantas piloto, cabegas de série [Lan99].

Modelos, por natureza, buscam descrever de forma aproximada os sistemas que re-
presentam, enfatizando determinadas caracteristicas em detrimento de outras [Agu07].
Nao-linearidade é uma caracteristica quase ubiqua aos fenomenos tratados em engenharia
mas, normalmente, é preterida em favor de modelos lineares mais simples, com validade
local. A razao para isso pode ser atribuida a segunda etapa do projeto, afinal nota-se
um descompasso entre os controles linear e nao-linear. Embora um vasto formalismo

!Todos os modelos estdo errados, alguns modelos sdo titeis
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matematico e diversas abordagens existam para sistemas nao-lineares [Kha01, SLI1], fer-
ramentas numéricas sao escassas. Ao contrario, para sistemas lineares ha um grande
arsenal computacional, capaz de auxiliar a tarefa do projetista de controle até mesmo
para sistemas de larga escala [Ben04].

Nesse contexto, os sistemas fuzzy do tipo Takagi-Sugeno (TS) [T'S85] representam
uma alternativa interessante. Em um modelo TS, a dinamica nao-linear é representada
como a combinagao fuzzy de modelos lineares, localmente validos. O modelo resultante
representa a dinamica original, no espaco de estados, como uma combinacao convexa
de matrizes lineares, invariantes no tempo, ponderadas por fungoes de pertinéncia nao-
lineares, variantes no tempo [TWO01].

Do ponto de vista da capacidade de modelagem, foi estabelecido teoricamente que
sistemas T'S sdo aproximadores universais [Wan92]. Além disso, existem diversas ferra-
mentas numeéricas para determinar modelos TS a partir de dados armazenados, veja por
exemplo [JSMS00, YSL10] e referéncias. Atualmente, uma nova tendéncia sao modelos
fuzzy altamente adaptativos, obtidos em tempo de execugao, a partir de fluxos de dados
[LCG11]. Modelos com exatidao total também podem ser obtidos analiticamente com a
técnica da nao-linearidade setorial [OTWO01, TW01, TTOWO01]. J& do ponto de vista de
controle, é possivel tratar esse problema nao-linear de forma rigorosa, com o formalismo
do caso nao-linear direto. Todavia, a grande vantagem em se considerar uma dinamica
nao-linear no formato de um modelo dinamico TS é a possibilidade de se empregar fer-
ramentas numéricas e técnicas adotadas no contexto de sistemas lineares incertos ou até
mesmo variantes no tempo [TWO01, Sal09].

Contudo, quando o controle fuzzy foi introduzido a perspectiva era diferente. O
controle fuzzy comegou na década de 70 [MAT75]%, sendo um dos primeiros desdobramentos
praticos da teoria de conjuntos e légica fuzzy, que fora proposta na década anterior
com o trabalho seminal de Zadeh [Zad65]. Inicialmente, o controle fuzzy surgiu como
uma estratégia de controle livre de modelos, buscando mimetizar matematicamente o
conhecimento e raciocinio de um operador humano atuando sobre a planta [SGB05].

Embora representasse avangos na época e tenha sido amplamente adotado em diversas
aplicagoes industriais, principalmente no Japao [Mam93], a auséncia de mecanismos para
avaliar tais controladores com relagao a robustez e a estabilidade foram grandes criticas
a essa metodologia. O controle fuzzy baseado em codificacao de regras enfrentou grande
resisténcia, assim como a teoria de sistemas fuzzy em geral, veja relatos do préprio Zadeh
em [Zad08]. Todavia, foi um novo paradigma, que langou um novo olhar sobre a teoria
de controle e abriu novas fronteiras, conquistando seu lugar [Mam93].

Isso é reafirmado pelo fato do controle fuzzy ser uma especialidade da teoria de con-
trole que possui, por sua vez, diversas sub-areas [Fen06]: controle fuzzy pela codificacao
de regras; controle neuro-fuzzy; controle fuzzy adaptativo; controle fuzzy por modos desli-
zantes; e finalmente, o chamado controle fuzzy baseado em modelos TS, assunto estudado
neste trabalho, que vem sendo intensamente pesquisado desde a década de 90 [TS92].

20 leitor pode encontrar uma versao republicada na fntegra em [MA99].
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1.1 CONTROLE FUZZY BASEADO EM MODELOS TS

No controle fuzzy baseado em modelos TS, a metodologia de projeto segue um padrao si-
milar aquelas dos controles classico e moderno. Primeiramente, um modelo é obtido mas,
ao contrario da abordagem convencional, as nao-linearidades sao essenciais e nao somente
condicoes de contorno. Em seguida, busca-se determinar o controlador estabilizante que
atenda as restrigoes de projeto.

Nos estagios iniciais das pesquisas acerca do controle fuzzy baseados em modelos TS
as metodologias de projeto do controlador nao eram construtivas [Fen06]. Controladores
eram projetados com a finalidade unica de estabilizar os sub-modelos locais, usando
técnicas tipicas de sistemas lineares como alocagao de pélos [Oga02]. Em seguida, era
verificado se a combinacao fuzzy desses sub-sistemas estaveis resultara em um sistema
globalmente estédvel. Isso nem sempre é verdade, sendo necessarias novas rodadas de
projeto/verificagdo em caso de falhas.

Com o advento de ferramentas numéricas eficientes para lidar com problemas de pro-
gramacao semidefinida (SDP), o panorama foi modificado drasticamente, tornando o pro-
jeto de controlador bem mais sistematico. O desenvolvimento de metodologias baseadas
no conceito de estabilidade no sentido de Lyapunov para sistemas nao-lineares, incertos ou
multi-modelos teve forte correlacao com o aprimoramento de tais ferramentas numeéricas.
De fato, certos problemas no formato SDP admitiam solugoes analiticas, como por exem-
plo o controle Hs e Hy, [DGKF89], através da solugao de equagoes de Riccati. Contudo,
o grande impulso pra a solucao de casos mais abrangentes veio com o desenvolvimento
de algoritmos eficientes e pacotes computacionais amplamente disponiveis [PGO7].

Basicamente, uma vez obtido o modelo TS e definindo-se uma funcao de Lyapunov
candidata, as condig¢oes de andlise e de sintese sdo descritas por meio de restrigoes (de-
sigualdades de Lyapunov) que devem ser atendidas para todo o universo de discurso
do modelo. Esse problema tem dimensao infinita, mas devido a caracteristica convexa
dos modelos TS caso as desigualdades sejam satisfeitas, simultaneamente, em todos os
vértices do modelo, para a mesma funcao candidata, garante-se a solugao do problema
para quaisquer combinagoes. Em outras palavras, um conjunto de desigualdades de Lya-
punov acopladas dever ser resolvido [VB97].

Portanto, a tarefa de projetar um controlador é traduzida como a resolucao de um
problema de programacao semidefinida, cujas varidveis de decisao sao os parametros da
funcao de Lyapunov candidata e do compensador que garantem estabilidade. Em um
problema de programagao semidefinida [VB96], busca-se minimizar uma funcao linear
sujeita a restricoes nas quais a combinacao afim de matrizes simétricas deve ser semide-
finida (definida) positiva. Quando as restrigoes sao desigualdades lineares nas variaveis
matriciais tem-se um problema na forma de LMIs [VB00, BEGFB94]. No caso de con-
troladores estabilizantes o problema devera ser factivel. Quando o objetivo vai além de
simplesmente garantir estabilidade em malha-fechada, os critério de desempenho sao ex-
pressos na forma de fungoes de custo a serem otimizadas. Um breve resumo dos conceitos
relacionados a LMIs pode ser visto em [Moz08, Capitulo 3].
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1.2 CONCEITOS PRELIMINARES

Uma introducgao resumida aos conceitos de conjuntos, logica e sistemas de inferéncia fuzzy
pode ser vista em [Moz08, Capitulo 2]. Para uma leitura mais aprofundada recomenda-se
[JSM97, CP00, Ros04]. O modelo fuzzy Takagi-Sugeno (TS) consiste em um sistema de
inferéncia capaz de descrever, de forma exata ou aproximada, sistemas dinamicos nao-
lineares por meio de um conjunto de sistemas dinamicos lineares, localmente validos,
interpolados de forma convexa. Embora originalmente proposto por [TS85], o modelo
TS também é conhecido na literatura como modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK). Isto se
deve aos trabalhos subsequentes [SK88| relacionados a metodologias desenvolvidas para
identificacao desse tipo de modelo. Pela primazia historica, adotar-se-a neste trabalho a
nomenclatura modelo TS.

Considere um sistema dinamico nao-linear e afim, em tempo continuo, descrito pelas
equacoes a seguir:

w(t) = fx(t)) +g(x(t))u (1.1)

sendo x(t) € R™ o vetor de estados; u(t) € R™ o vetor de entradas; y(t) € R? a saida
medida.
O modelo TS é dado por um conjunto de r regras Se-Entao:

SE ¢ EP E FHEDPLE -+ E ¢*(t) E D

z(t) = Ajx(t) + Bju(t) (1.2)
y(t) = Cix(t)

tal que R;, 1 € R, denota a i-ésima regra fuzzy. Na regra R; as variaveis linguisticas
sao representadas por @;, Jj€S; ¢(t) € Qj, denotam as varidveis premissas avaliadas
no instante ¢; (); representa o intervalo de validade de cada varidvel premissa, sendo que
Q1 X Qa X --- X Qg é o universo de discurso; A;, B; e C; sdo matrizes constantes, reais e
de dimensoes apropriadas, representando o modelo local da regra R;.

As variaveis premissas podem ser funcoes dos estados, distirbios externos, condigoes
de operacao e até mesmo a variavel tempo. Em geral, as varidveis premissas nao sao
fungoes do vetor de entradas para evitar um processo complicado para defuzzificacao
de controladores fuzzy [TWO01]. Para simplificar a notagao, as varidveis premissas sao
agrupadas no vetor

ENTAO

q(t) = [¢'(t) ¢ - ¢(1)]. (1.3)
No antecedente das regras avalia-se o grau de compatibilidade de ¢’ (t) aos respectivos
conjuntos fuzzy das variaveis lingiiisticas (I>§-, obtendo-se graus de pertinéncia ,uj-(qj(t)).
O grau de ativagao do antecedente da regra R; é dado por

wilq(t)] = Huﬁ-(qj(t))- (1.4)
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Portanto, a norma-t adotada para determinar o grau de ativacao do antecedente é
o produto algébrico dos graus de pertinéncia. Vale ressaltar que é necessario que ao
menos uma regra do modelo esteja ativa, ou seja, pelos menos um grau de ativagao é
estritamente positivo, garantindo as seguintes propriedades

wilg(t)] = 0,Vi € R, Y wilq(t)] > 0. (1.5)

i=1

O consequente induzido por cada regra R; é uma ponderacao do modelo local
wilq(t)] [Aiz(t) + Biu(t)]
wilq(£)]Cx(t)

A etapa de agregacao é dada simplesmente pela média ponderada das regras. Assim,
o modelo TS final é dado por

(1.6)

consequente induzido i : {

#(t) = Zhi[Q(t)] [Aiz(t) + Biu(t)] (1.7)

y(t) = 3 hfg(®)]Ci(t),
i=1
sendo que a ponderacao normalizada de cada regra é dada por:

hala(t)] = % (1.8)

que satisfaz a propriedade do simplexo unitario

Z hilg(t)] = 1, Z hilg(H)] =0, hifq(t)] > 0 Vi € R. (1.9)

A propriedade da derivada temporal das fun¢oes de pertinéncia pode ser facilmente
verificada como a seguir:

%(Zhi[qu)}) = L) (1.10)

© (hla0)) = Y hilat] = 0 (1.11)

i=1 =1

Quando o sistema encontra-se em malha-aberta, também chamado sistema nao forcado,
tem-se a descrigao
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i) = A(Ma(t) = 3 hfa()] Aw(t (1.12)

y(t) = Cat) =3 hla(®]Cia(®)

Portanto, o modelo TS busca modelar a dinamica nao-linear em (1.1) por meio da
interpolacao de modelos dindmicos lineares. Para nao carregar a notacao®, deste ponto
em diante, a dependéncia das fung¢oes de pertinéncia h;[g(t)] com relacdo as varidveis
premissas e ao tempo serd considerada implicita, sendo que serao indicadas apenas por
h;. O mesmo ird ocorrer para o vetor de estados, para os sinais de controle e saida, sendo
denotados apenas por x,u e y, respectivamente. O conjunto das fungoes de pertinéncia
também serd indicado pelo vetor

h = [hl h2 cee hr] . (1.13)

O chamado controle PDC é dado pela combinagao fuzzy, usando as mesmas fungoes
de pertinéncia, de controladores lineares do tipo realimentacao completa de estados

u=K(h) = Z hiK;x, (1.14)
i=1

sendo K; matrizes constantes, reais e de dimensoes apropriadas, que representam os
ganhos de realimentagao de estados. Como o sistema TS é nao-linear o controlador PDC
também o sera. Além do controle PDC [TWO01] ha outra configuracdo chamada nao-
PDC, veja por exemplo [TOWO07]. O controle PDC resulta no sistema em malha-fechada
a seguir

& = A(h)x+ B(h)K(h)x = ZT: 27’: hihj[A; + B;K;| (1.15)

i=1 j=1

y = C(hz=> hCiu.
=1

1.3 FONTES DE CONSERVADORISMO E DESAFIOS

Embora o controle fuzzy baseado em modelos TS seja uma sélida ponte que une os contex-
tos nao-linear e linear em uma tnica esfera de agao, combinando formalismo matematico
com ferramentas numéricas, a distancia dessa travessia ainda é grande, podendo ser en-
curtada. A distancia que os separa é medida pelo conservadorismo da abordagem TS.
Neste trabalho, entende-se por conservadorismo a imposigao de restricoes mais exigentes,

3E também para simplificar o trabalho do autor
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durante analise de estabilidade ou projeto de controlador para um certo sistema, do que
o conjunto necessario e suficiente que assegura uma determinada condicao de projeto.

Uma das fontes de conservadorismo deve-se ao carater suficiente do método direto de
Lyapunov, também conhecido como segundo método de Lyapunov [Lya92]. Caso um teste
de andlise de estabilidade, baseado em uma condicao necesséaria e suficiente, falhe para
uma determinada funcao candidata nada pode ser concluido com relagao a instabilidade,
pois outra funcao de Lyapunov nao testada pode existir, fornecendo o certificado de
estabilidade. Dessa forma, a proposta de novas fun¢oes de Lyapunov, mais complexas,
que resultem em maior capacidade de andlise e de sintese e, simultaneamente, envolvam
outras fungoes como casos particulares, é uma maneira de encurtar tal distancia. Vale
enfatizar que essa dificuldade também esta presente no controle nao-linear, contudo nele
ha uma colecao maior de fungoes a disposi¢ao, bem como de métodos para obte-las.

No contexto de sistemas fuzzy as escolhas sao mais restritas pela necessidade de trata-
las no contexto de LMIs: func¢ao de Lyapunov quadrética [CTU00, TANYO01, TWOL,
ANO06, MCP*07, APA*08]; fungao de Lyapunov linear por partes [CRF97, JRA99, Fen03,
FCSZ05, TO10J; fun¢do de Lyapunov fuzzy [Jad99, THWO03, BGM10]; fun¢ao de Lya-
punov fuzzy no formato integral [RWO06]; fun¢do de Lyapunov baseada na variagdo de
k passos [KWGO8]; e, mais recentemente, fungoes de Lyapunov polinomiais nos estados
[TYOWO09, TOWO09]. Nota-se que a medida que as fungoes adotadas sdo mais complexas,
maiores dificuldades se apresentam na formulacao de condigoes LMI. Haja vista que a
fungao proposta em [TYOWO09] nao pode ser tratada via LMIs, sendo necessario usar
ferramentas numéricas de SDP para resolugao de problemas SOS.

Outro fator esta relacionado ao conservadorismo das condicoes de estabilidade e a ca-
pacidade computacional para verifica-las. Os métodos disponiveis para solugao de LMIs
sao muito eficientes, sendo capazes de resolver um conjunto de restrigoes acopladas em
um tempo nao muito superior ao gasto para verificar a mesma quantidade de restrigoes
isoladamente [VB97]. Contudo, mostra-se em alguns problemas que existe uma para-
metrizacao para a funcao de Lyapunov candidata que assegura estabilidade mas, mesmo
assim, a verificacao computacional falha, sem que uma das possiveis solugoes seja encon-
trada [TWO01]. Nesse caso, o que se observa é um grau de conservadorismo nas condigoes
de estabilidade. Para um pequeno nimero de regras, é possivel que tais condigoes de
estabilidade sejam bem sucedidas, mas a medida em que um modelo com mais regras é
testado, aumenta-se o acoplamento entre as varias restrigoes, nao havendo éxito na busca
de uma solucao factivel. Portanto, nao se requer, necessariamente, a troca da funcao
candidata, mas apenas que as condicoes de estabilidade sejam mais brandas®.

Para lidar com esse aspecto numérico, uma estratégia amplamente estudada [TTW98,
KL00, TPA00, TAAO1, TAA03, XQ03, FLK*06, MCP*07, MOP07, SA07, MOP09,
MOP10] é o uso de variaveis matriciais livres, os chamados termos de relaxagao do lado
direito em [MOP09]. Formas de incorporar tais termos e relaxar o projeto de controlador
ocuparam bastante espago na tultima década nos meios de comunicagao da comunidade de
controle fuzzy. No caso da funcao de Lyapunov quadratica, uma solucao aparentemente
definitiva foi proposta em [MOPO09] na forma de sequéncias de LMIs com certificado

4Ditas também mais relaxadas ou ainda menos conservadoras.
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de convergéncia. A medida em que um parametro cresce é possivel convergir assintoti-
camente para condigbes necessarias e suficientes. Todavia essas conclusoes sao validas
apenas para funcoes quadraticas.

Ainda assim a verificagdo numérica é motivo de atencao. Mesmo com a disponibi-
lidade de cada vez mais recursos computacionais, solugoes que teoricamente reduzem o
conservadorismo podem ser numericamente intrataveis. E importante ter como obje-
tivo a redugao no conservadorismo, sem comprometer demasiadamente a complexidade
numérica, tendo em vista a quantidade de regras e ordem do modelo investigado.

Uma questao pertinente, que diz respeito a validade da abordagem TS para dinamicas
nao-lineares, é o fato de que modelos TS muitas vezes aproximam a dinamica nao-linear
original em regides compactas, nao possuindo validade global. Dessa forma, o que vale
como estabilidade global para o sistema TS tem carater apenas local para o sistema
nao-linear original [Sal09].

Uma outra fonte de conservadorismo, investigada somente recentemente, consiste no
uso parcial da informacao relativa as fungdes de pertinéncia [Sal09]. Grande parte dos
trabalhos trata os sistemas TS enfatizando sua caracteristica politépica, preterindo sua
natureza variante no tempo. Considere um sistema nao-linear, identificado por Zy. Tal
sistema pode ser representado, exatamente, por um modelo TS denotado por Zrg, cujos
vértices sao dados por pares (A{ , Bif ). H& um conjunto unico de fungoes de pertinéncia,
indicado por hrs_nr, capaz de combinar as matrizes locais (A{ , Bif ) para estabelecer a
equivaléncia univoca entre Zrg e Zn7..

Todavia, quando as condicoes de estabilidade nao levam em conta informacgoes adici-
onais das funcoes de pertinéncia, considerando apenas sua caracteristica convexa, como
ocorre com a estabilidade quadratica, a nogao de estabilidade serve nao somente para
Zrg, como também se estende para a familia de modelos

=g = :&:Zhi (A{:L’—FB{U),
i=1

composta por modelos T'S que possuem os mesmos vértices de =7g e um conjunto qualquer
de fungoes de pertinéncia, as quais satisfazem (1.9).

Embora isso seja vantajoso do ponto de vista da formulacao das LMIs e forneca certa
robustez com relacao a hrs_nz, a abordagem torna-se conservadora, pois inclui-se na
andlise outros sistemas nao-lineares além de =Zy;. Pode haver uma funcao de Lyapunov
candidata que assegure estabilidade apenas para Zrg, mas nao para toda a familia E{FS.
No contexto direto de sistemas nao-lineares a abordagem é menos conservadora pois é
aplicada com maior especificidade para o sistema em questao. i.e., a contraposicao entre
uma solugao “artesanal” (controle nao-linear) contra outra ‘industrializada” (controle

fuzzy).

1.4 OBJETIVOS E ORGANIZACAO DO TEXTO

O objetivo principal deste trabalho é a proposta de novas condi¢oes LMI para: i) analise
de estabilidade de sistemas T'S; ii) projeto de compensadores fuzzy estabilizantes PDC.
Em ambos os casos, busca-se que as condi¢oes propostas sejam menos conservadoras.
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Atuando principalmente nas funcoes de Lyapunov candidatas e explorando a informacao
relativa as fungoes de pertinéncia busca-se aproximar os contextos nao-linear e fuzzy.
Para reduzir o custo computacional, ou mesmo para tratar novas dificuldades, geradas
pelas novas condicoes de andlise e sintese, solugoes numéricas sao propostas para traduzir
tais condicoes no contexto de LMIs.

Sao fornecidos conjuntos de condi¢oes que se encontram entre dois extremos, sempre
com o enfoque na reducao de conservadorismo. Em um extremo, encontram-se condigoes
que visam reduzir o conservadorismo ao maximo, sem preocupacao com O preco a ser
pago. E feita uma andlise de complexidade das condigoes, permitindo quantificar esse
custo maior, i.e., qual o aumento de demanda computacional. No outro extremo sao
apresentadas condigoes mais competitivas, nas quais o custo computacional foi uma pre-
ocupacao. Embora sejam mais conservadoras que as condi¢oes de alto custo propostas
no outro extremo, sao mais relaxadas quando comparadas a literatura recente. Ainda
possuem como vantagem uma demanda por esfor¢o computacional da mesma ordem de
complexidade da literatura recente, sendo em alguns casos até mesmo inferior.

O texto divide-se em dois grandes blocos. No Capitulo 2 o enfoque é dado na analise
de estabilidade de sistemas TS. A Secao 2.1 revisa os principais conceitos com relacao a
analise de estabilidade com funcoes quadraticas; essa revisao bibliografica continua com
as funcoes de Lyapunov fuzzy na Secao 2.2; na Segao 2.3 algumas lacunas existentes no
contexto atual de funcoes de Lyapunov fuzzy sao preenchidas, conduzindo as primeiras
condicoes de estabilidade propostas; as solucoes numéricas para aproximar sistemas TS
e nao-lineares com base nas informagoes existentes nas fungoes de pertinéncia sao o as-
sunto da Secao 2.4; a andlise de complexidade é assunto para a Secao 2.5, na qual sao
apresentadas solucoes numeéricas capazes de, simultaneamente, reduzir conservadorismo e
complexidade computacional; finalmente, ataca-se o conservadorismo na abordagem TS
com a proposta de duas novas fungoes de Lyapunov na Segao 2.6.

No Capitulo 3 o tema é o projeto de compensadores fuzzy na forma PDC baseado
em LMIs. As Segoes 3.1 e 3.2 fazem uma revisao bibliografica, abordando as vantagens e
desvantagens do controle fuzzy baseado nas fungoes de Lyapunov quadratica e fuzzy. Um
destaque é feito na Segao 3.2.1 para fungao de Lyapunov fuzzy na forma integral. Em
seguida a Secao 3.3 apresenta solugoes numéricas e propoe novas metodologias para sintese
de controlador fuzzy baseado nas func¢oes de Lyapunov fuzzy. Finalmente a Se¢ao 3.3.2
traz comparagoes numéricas das condigoes propostas com relacao as principais abordagens
presentes na literatura. Em seguida, na Secao 3.3.3, trés exemplos de simulacao ilustram
o desempenho das metodologias de projetos de controlador propostas para sistemas nao-
lineares. O Capitulo 4 traz as conclusoes e perspectivas futuras.



CAPITULO 2

ANALISE DE ESTABILIDADE

| know that many will call this useless work L.
—LEONARDO DA VINCI (The Notebooks of Leonardo Da Vinci)

A analise de estabilidade de sistemas fuzzy TS no sentido de Lyapunov serd o enfoque
deste capitulo. No método direto de Lyapunov, aplicado a sistemas TS, busca-se deter-
minar os parametros de uma funcao de Lyapunov, pertencente a uma classe candidata
particular, que garanta estabilidade do sistema investigado [TWO01]. Essa busca pode ser
feita de maneira sistematica, traduzindo as condigoes de estabilidade como um problema
de programacao semidefinida, que pode ser verificado computacionlamente através de
métodos numéricos eficientes. Tal parametrizacao pode nao existir para aquela classe
especifica, mesmo em se tratando de um sistema estavel, sendo esta uma das principais
fontes de conservadorismo da metodologia [Sal09, Cap. 4].

Grande parte da sequéncia deste capitulo ird abordar as fun¢oes de Lyapunov candi-
datas, pois sao o ponto de partida da metodologia e exercem grande influéncia em todo
o procedimento de andlise de estabilidade dos sistemas TS. As principais fungoes pre-
sentes na literatura recente serao analisadas, investigando suas propriedades e potencial
inexplorado. Esse estudo conduzira a proposta de uma nova metodologia para incorporar
variaveis de relaxacao nas condi¢oes de estabilidade, promovendo a unificacao de alguns
resultados relativos a funcao de Lyapunov fuzzy, uma das contribuigoes desta tese. Final-
mente, duas novas fungoes de Lyapunov serao propostas, na tentativa de particularizar
resultados anteriores e aprimorar ainda mais a capacidade de analise de estabilidade de
sistemas T'S pelo método direto de Lyapunov, outra contribuicao.

Outra fonte de conservadorismo na andlise de estabilidade é a maneira como a busca
pelos parametros de uma dada fungao de Lyapunov é traduzida na forma de LMIs. Par-
tindo da mesma funcao candidata é possivel que uma formulagao seja bem sucedida
enquanto outra nao alcance mesmo éxito. Outro ponto é como obter, a partir de de-
sigualdades de dimensao infinita, um conjunto de LMIs finito suficiente, que pode ser
verificado eficientemente do ponto de vista computacional. Essa sera outra discussao que
ird ocupar uma parcela significativa do capitulo.

2.1 ANALISE DE ESTABILIDADE COM FUNCOES QUADRATICAS

Normalmente, a terminologia analise de estabilidade é usada, indistintamente, para sis-
temas fuzzy TS nao-forgados, ou em malha-aberta, conforme representado em (1.12), e
também para sistemas de controle fuzzy TS em malha-fechada, para os quais a lei de

'Eu sei que muitos chamaréo isto de trabalho inttil ...

10
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controle ja fora projetada previamente, como, por exemplo, na forma de controle PDC
segundo (1.15). Ambos os sistema sdo autéonomos, pois no caso (1.15) a lei de con-
trole dada por (1.14) é um caso especial de realimentacao de estados. Ainda existem
situacoes mistas. Por exemplo, pode ser feita uma realimentacao local para cada modelo
em malha-aberta, sem que este compensador local influencie os demais sub-sistemas. Ou
seja, diferente do que ocorre na topologia PDC. Mas esse caso recai na primeira forma
discutida, haja vista que se pode substituir A; em (1.12) por um outro sub-sistema A;, a
versdo em malha-fechada local definida como A; := A; + B; K;.

Em contraposicao aquelas situacoes, usa-se o termo projeto do controlador? quando
se deseja determinar os ganhos que estabilizam o sistema em malha-fechada. Contudo,
neste trabalho, ird ser adotada a nomenclatura analise de estabilidade apenas para o caso
do sistema na forma (1.12). As razdes para tal serdo explicadas na sequéncia desta Segao.

Considere os problemas: i) verificar estabilidade de um sistema TS em malha-aberta,;
ii) verificar estabilidade de um sistema T'S em malha-fechada com ganhos na forma PDC
ja projetados de alguma forma3. Essa andlise podera ser conduzida partindo de uma
funcao candidata do tipo quadratica

V =2"Px (2.1)

e, em seguida, procedendo de acordo com o segundo método de Lyapunov [Lya92].
Portanto, a parametrizacao se da na busca por uma unica matriz P, definida positiva,

que satisfaga, simultaneamente, um conjunto de restri¢oes na forma de LMIs. Para o

sistema em malha-aberta a derivada da funcao ao longo das trajetorias do sistema sera

V=i"Pr+a2"Pi = zTA)TPz+ 2" PA(h)x
= 2" [A(W)"P+ PA(h)| x
= 2T Z hi [ATP+ PA;] . (2.2)
=1

Uma vez que o conjunto h pertence a (1.9) é suficiente satisfazer o Lema a seguir, que
apresenta um conjunto de desigualdades de Lyapunov acopladas, para garantir estabili-
dade no sentido de Lyapunov:

Lema 2.1 (Capitulo 2, [TWO01]). O sistema TS (1.12) é assintoticamente estavel caso
exista uma matriz definida positiva P que satisfaca

ATP+ PA; <0,i€R. (2.3)

2Também se aplica projeto de regulador ou sintese de controle.

3Sendo que o segundo caso segue, por exemplo, os moldes da segao III.LA em [TAAO03], na qual os
ganhos do controlador PDC sao determinados usando a férmula de Ackerman, por exemplo, visando que
os sub-sistemas lineares sejam estdveis. Neste caso, o problema consiste em verificar se a combinagao
fuzzy desses controladores, estaveis apenas localmente, promovera estabilidade global, o que nem sempre
é verdade.
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Ja para o sistema em malha-fechada tem-se que

V = 2T {Ah) + B(h)K ()} Pz+2"P{A(h)+ B(h)K(h)} x
= 2" [{K(h)"B(h)" + A(h)"} P+ P{A(h) + B(h)K(h)}] z

= )Y hihy [{K]B] + AT} P+ P{Ai + Bik;}]

=1 j=1
i=1 j=1

sendo que Gy; = A; + B;K;.

Uma forma amplamente difundida na literatura fuzzy para verificar tais condigoes
consiste em separar os termos do somatorio duplo nos quais as funcoes de pertinéncia
ficam elevadas ao quadrado

Vo~ T <Z W {GLP + PGy} + > hih; {GLP + PGy + G,P + PG]-Z-}) x
i=1

1<j

i=1

i<j

sendo que Z;; :== G P 4+ PGj;.

Como h; e h; satisfazem as propriedades em (1.9), os produtos entre fungoes de
pertinéncia serao sempre nao negativos. Uma forma de validar essa expressao consiste,
entao, em garantir que os termos Z;; e Z;; + Z;; sejam definidos negativos. Note que
essas restri¢oes sao mais brandas do que exigir que cada termo Z;; em (2.4) seja definido
negativo. Essa simples reformulacao das condicoes é capaz de promover uma condicao
menos conservadora [T'S94].

Nesse ponto é possivel destacar uma diferenga crucial entre a andlise de estabilidade
para malha-aberta com relagao a forma em malha-fechada. No caso de malha-aberta ne-
cessariamente todos os termos avaliados deveriam ser definidos negativos, vide Lema 2.1.
No caso da andlise em malha-fechada o termo Z;; nao necessariamente deve ser definido
negativo para que a expressao (2.5) seja verdadeira. Isso ndo ocorre apenas nesse caso,
mas sempre que hd uma interagdo entre os sub-sistemas lineares que se manifesta na
forma de somatdrios miltiplos envolvendo multiplicacao das funcoes de pertinéncia®.

Considere por exemplo varidveis adicionais X;; tais que

4Também chamados de somatérios fuzzy em [ASO7].
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i=1

1<j
< 7 ih?X,-,-jLihithXU)x (2.7)
i=1 1<j
]’ [Xn X oo Xy, [l
A e (28)
1) (X, X o X (B
— 2T [l hol - I X[l hol -~ hd]"a (2.9)

Esse resultado conduz ao seguinte Teorema proposto em [KLOO:

Lema 2.2. O sistema TS (1.12) é assintoticamente estdavel caso exista uma matriz defi-
nida positiva P e matrizes simétricas X;; que satisfacam

Zi+ X <0, 1 €R (2.10)
X >0 (2.12)

Esse Lema nao impoe que os termos Z;; sejam definidos negativos mas considera um
polinomio

i=1

i<j

que serve como limitante para V. Assim, a matriz X deve ser definida positiva sem que
os termos fora da diagonal principal, X;; i # j, o sejam. Esse é o ponto chave que permite
redugao no conservadorismo na andlise de estabilidade para sistemas em malha-fechada
baseada na fun¢ao de Lyapunov quadratica. Polindmios desse tipo foram denominados
relaxacoes do lado direito em [MOP09], sendo investigados intensivamente nas tltimas
duas décadas como forma de reduzir o conservadorismo [TIW98, KL00, TPA00, TAAOL,
TWO01, TAA03, XQ03, FLKT06]. Um marco relevante nessa frente de pesquisa é o resul-
tado obtido por [MOPO07] e [SA07], de forma independente, que foi refinado em [MOPQ9]
com a inclusao de outras técnicas de relaxagao. A idéia advém do Teorema de Polya sobre
positividade de formas homogéneas, resultando em sequéncias de LMIs nas quais o grau
dos polinémios usados para relaxagao do lado direito cresce progressivamente até que as
condigoes obtidas, que sao suficientes, convirjam assintoticamente para necessidade. Con-
tudo, note que esse resultado se aplica apenas para a fungao de Lyapunov quadrética, ou
seja, o teste se torna necessario e suficiente apenas para essa escolha particular de funcao
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de Lyapunov candidata. Em se falhando o teste, mostra-se apenas que nao ha funcao
quadratica que garante estabilidade, mas nada pode ser afirmado sobre instabilidade.

Contudo, no caso da andlise de estabilidade para sistemas em malha-aberta o procedi-
mento de adotar termos do lado direito é inécuo. Considere por exemplo para o Lema 2.2
0 caso em que as matrizes B; sao nulas. Dessa forma, o sistema em malha-fechada recai
no caso de malha-aberta. As LMIs obtidas seriam:

ATP+ PA; +X;; <0, i €R (2.13)
ATP+ PA;+ ATP+ PA; +2X,; <0, i,jER, i<j (2.14)
X>0 (2.15)

Note que ha uma certa redundancia. Considerando o caso particular » = 2 haveria
um conjunto de 4 restrigoes

A?P—I—PAl + X1 < 0, AgP—I—PAQ + X9 < 0, (2.16)

(2.17)

ATP + PA + ATP 4+ PA, +2X, <0, [X” X”} >0

X2 Xao
A ultima restrigao pode ser rescrita, via complemento de Schur [BEGFB94, Cap. 2]:

X22 > O,XH — X12X2_21X12 > 0. (2.18)

Ora, se Xy é definida positiva entao para a segunda restricao em (2.16) ser verdadeira
obrigatoriamente tem-se A§P+PA2 < 0. Outra consequéncia devido a X5 > 0 é a neces-
sidade de X7; > 0 na segunda restrigdo em (2.18), pois tem-se o termo —X12X2_21X12 < 0.
Consequentemente AT P + PA; < 0 em (2.16). Af estd a redundancia. Na primeira res-
tricdo em (2.17) dois termos definidos negativos sao somados e a eles se soma um terceiro
termo, 2X15, para que essa soma permaneca negativa. Dessa forma o termo X5 nao
contribui como ocorria no caso de malha-fechada e o Lema 2.2 apenas repete o resultado
do Lema 2.1.

Embora nao se demonstre isso para outros resultados baseados na fungao de Lyapunov
quadrética [TPA00, TAAO1, TAA03, XQ03, FLK*T06, MOP07, SA07, MOP09, MOP10]
0s experimentos numéricos corroboram com essa conjectura: termos de relaxacao do lado
direito nao contribuem para reducao do conservadorismo na anélise de estabilidade de
sistemas TS na forma (1.12).

Portanto, conclui-se que deve haver uma distin¢ao quando se fala de anélise de esta-
bilidade para sistemas T'S na forma (1.12) ou na forma (1.15). Neste trabalho, andlise de
estabilidade serd usada apenas para o caso em malha-aberta. As LMIs para andlise de
estabilidade para sistemas em malha-fechada assemelham-se demais com as LMIs para
projeto do controlador. A diferenca, em geral, reside no fato dos ganhos serem varidaveis
de decisao quando de trata de projeto do controlador, enquanto na analise de estabilidade
sao valores ja fornecidos.
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2.2 ANALISE DE ESTABILIDADE COM FUNCOES FUZZY

A funcdo de Lyapunov fuzzy (FLF), proposta originalmente em [Jad99], consiste em
uma combinacao fuzzy de funcoes quadraticas, segundo as mesmas regras usadas para o
modelo cuja estabilidade deseja-se averiguar:

V = 2" P(h)a, (2.19)

sendo P(h) =Y, h;P,.

Um ponto interessante, destacado em [THWO03], é que as fungoes quadraticas, quando
consideradas individualmente, nao precisam ser funcoes de Lyapunov. Somente sua com-
binacao fuzzy deverd ser. A fungao usada em [Jad99] e [THWO03] se assemelha bastante
com as fungoes parametrizadas usadas para sistemas lineares variantes no tempo (LPV)
[IMP03, FAG96, GAC96]. Enquanto para sistemas LPV a varia¢do do parametro de in-
certeza é desconhecida, para sistemas TS a parametrizagao é feita com as funcoes de
pertinéncia, cuja variacao é conhecida de forma explicita, permitindo a obtencao de limi-
tantes para suas taxas de variagdo temporal, como pode ser visto em [THW03, TOWO07].
Para adotar tal tipo de funcao deve-se considerar

Proposigao 2.1. As funcées de pertinéncia sao tais que h; € C*, Vi € R.

Essa suposicao é atendida para sistemas TS obtidos pela técnica da nao-linearidade
setorial [OTWO1], uma abordagem analitica capaz de gerar modelos TS globais ou locais,
que representam com exatidao sistemas nao-lineares. Em casos de sistemas TS com
funcgoes de pertinéncia continuas cuja primeira derivada é indefinida em certos pontos, por
exemplo, fungoes de pertinéncia trapezoidais ou triangulares, as quais sao setorialmente
C!, é possivel fazer uma interpolacao polinomial, gerando novas funcoes de pertinéncia,
que fornecem um modelo com precisao arbitrariamente grande e que satisfaz a Proposicao
2.1.

Tal suposicao se faz necessaria pois considerando a derivada temporal da FLF ao
longo das trajetérias do sistema TS (1.12):

V = i"P(h)x+ 2T P(h)i+ 2T P(h)x (2.20)

= 2" [AT(h)P(h) + P(h)A(h)] z + 2" Z hy, Py (2.21)

k=1

surge a taxa de variacao das funcoes de pertinéncia, vide o termo mais a direita da
equagao (2.21).

Existem algumas maneiras de incorporar a derivada temporal das funcoes de per-
tinéncia na forma LMI. Primeiramente, serd analisada a maneira proposta por [THW03|
que considera, simultaneamente, o limite superior para cada uma das derivadas, conforme
o Lema a seguir:

Lema 2.3 (Teorema 1 em [THWO03]). Considere que |h;| < ¢;, ¥ i € R. O sistema
TS (1.12) é assintoticamente estdvel caso existam matrizes definidas positivas P; que
satisfacam
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1
Py+ 5 (AT P+ PAi + Aj P+ PiA;) < 0,0, j €R, i < (2.22)
sendo Py =", _, ¢ Py e ¢y, escalares positivos.

O resultado proposto por [THWO03] apresenta muitas vantagens com relagao a anélise
de estabilidade quadratica. Em primeiro lugar, a derivada temporal da FLF gera mais
informacoes da dinamica do sistema, através da taxa de variacao temporal das fungoes
de pertinéncia. Isso representa uma maneira menos conservadora de analisar um sistema
TS quando comparado com a estabilidade quadratica, que levava em conta apenas a ca-
racteristica politopica. Quando as fungoes de pertinéncia sao consideradas parcialmente,
como na estabilidade quadratica, garante-se estabilidade para o sistema investigado e
também para toda a familia de modelos que compartilham dos mesmos vértices, relembre
a discussao da Secao 1.3. Ao se considerar a taxa de variacao das fungoes de pertinéncia
a familia de modelos se torna mais restrita. Usando a FLF, a garantia de estabilidade
estende-se para a familia de modelos que compartilham determinados vértices com uma
taxa de troca maxima entre eles, medida pelo limitante superior da derivada temporal
das fungoes de pertinéncia. No caso da estabilidade quadratica a troca entre os vértices
de um modelo pode assumir qualquer valor, sendo até mesmo instantanea®. Portanto,
nota-se o motivo pelo qual é mais conservador garantir estabilidade por meio de funcgoes
quadraticas.

Outra vantagem é o fato de que somatérios fuzzy duplos sao gerados, a semelhanca
do controle PDC discutido na Secao 2.1, incluindo informacao da interacao entre os sub-
sistemas lineares, o que permite utilizar técnicas de relaxacao do lado direito, reduzindo
conservadorismo. Pensando estritamente do ponto de vista computacional, outra vanta-
gem ¢ a presenca de mais graus de liberdade para garantir factibilidade de um problema
de otimizagao similar.

Portanto, do ponto de vista tedrico, parece claro que a FLF é uma classe de fungoes
de Lyapunov mais ampla que a fungao quadrética tnica. De fato, se na equacao (2.19)
for considerado P, = P, V © € R retorna-se a fungao quadratica, devido as propriedades

em (1.9)

i=1 j

Uma suposicao natural seria assumir que o Lema 2.1 é um caso particular do Lema 2.3.
Contudo, do ponto de vista da traducdo da condi¢do (2.21) para as restrigoes (2.22),
dentro do contexto de LMIs, a realidade é diferente, conforme se nota do exemplo a
seguir.

Exemplo 2.1 (Exemplo 1, Segao 3, [RWO06]). Considere um sistema TS (1.12) de segunda
ordem e 4 regras, cujos parametros sao

-5 -4 —4 —4
Al_[—l a]’A2_{%(36—2) 1Ba—4) |’

50 que seria um absurdo, a menos que se trate de um sistema chaveado.
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200 % %%
X X X X
X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X X
150 X X X X XX X X%
X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X XXX X
X X X X X X X X X XXX XX
0100 X X XX XXX XX XXX XXX
X X X X X XXX XXX XXXXXX
X X X X X X X X X XXX XXXXXX
X X X X X X X X X XXX XXXXXXXX
X X X X X X X X X X X X X XX XXX XX
50 XX XXX XXX XXX X XXX
X X X X X X X X X X
X X X X X X
oF 88858800
I I 1 1 I I 1 1 1 1
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

a

Figura 2.1 Comparagao entre a andlise de estabilidade quadratica (Lema 2.1, assinalado com
o) e o resultado obtido com o Lema 2.3 (assinalado com x).

-3 —4 —2 —4
Ag:[%(%—i&) %(2@—6)]’A4:[ b —2}’
(1 —sen(z;))/2, caso |x;| <m/2,
a;(x;) =10, caso x; > /2, , Bi(x;) =1— (),
L, caso x; < /2,
hy = 041($1)042($2), hy = 041(%)52(1’2), hs = 61(331)042(552), hy = 61@1)52(1’2)-

A estabilidade foi investigada usando o Lema 2.1 e o Lema 2.3 para pares de parametros
(a,b) no intervalo a € [—10,0] e b € [0,200] considerando o limite das derivadas ¢, » = 0,85.
Os resultados sao mostrados na Figura 2.1 e revelam que usando a FLF é possivel asse-
gurar estabilidade para uma maior quantidade de parametros. Contudo, existem certos
parametros para os quais apenas a estabilidade quadratica é bem sucedida.

A primeira vista, as LMIs em (2.22) sdo menos restritivas do que (2.3) devido a
presencga de mais varidveis P;. Parece que satisfazer (2.22), usando r varidveis, é uma
tarefa bem menos drdua do que satisfazer as restri¢oes similares em (2.3), limitadas a
um unico grau de liberdade P. Contudo ha uma diferenca marcante entre essas duas
restrigoes, pois como a funcao fuzzy gera informacao da derivada temporal das fungoes
de pertinéncia, surge o termo Py em (2.22), o qual inexiste em (2.3).

Uma vez que as matrizes P; sao definidas positivas, o termo P, também o serd pois
é formado pela soma dessas matrizes ponderadas por escalares positivos. O resultado da
soma matricial em (2.22) deve ter sinal negativo® sem a contribuigao de P,. Dessa forma
a maneira como o termo Py ¢é incorporado para se obter uma formulagao LMI pode se
tornar uma fonte de conservadorismo.

Para reforcar a conjectura de que P, pode ser uma fonte de conservadorismo considere
o seguinte Lema proposto em [THWO03| cujo objetivo é relaxar as condigdes do Lema 2.3,
justamente por meio de modificacoes em Py:

6Neste trabalho adota-se a nomenclatura positivo e negativo para indicar matriz definida positiva e
negativa, respectivamente.
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Figura 2.2 Comparagao entre a anélise de estabilidade com fungoes fuzzy (Lema 2.3, assinalado
com o) e o resultado obtido com o Lema 2.4 (assinalado com X).
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Figura 2.3 Comparagao entre a andlise de estabilidade quadratica (Lema 2.1, assinalado com
o) e o resultado obtido com o Lema 2.4 (assinalado com x).

Lema 2.4 (Teorema 2 em [THWO3]). Considere que |h;| < ¢;, ¥ i € R. O sistema TS
(1.12) é assintoticamente estdvel caso existam matrizes definidas positivas P;, i € R que
satisfacam

P—P.>0,VieR—{r} (2.23)
1
P¢+§(AiTPj+}7in+A]TB+BAj) <0,i,jER, i<j (2.24)
sendo Py := 22;11 or(P, — P,) e ¢y escalares positivos.

Repetindo o experimento numérico, obtém-se os resultados ilustrados na Figura 2.2,
comparando as duas abordagens baseadas na FLF entre si, Lema 2.3 e Lema 2.4. Também
ha os resultados mostrados na Figura 2.3, que compara a estabilidade quadratica com a
condi¢ao modificada proposta no Lema 2.4.

A modificagao proposta no Lema 2.4 permite agora que o resultado baseado na FLF
envolva toda a regiao de estabilidade quadratica, o que nao era obtido pelo Lema 2.3,
compare a Figura 2.1 com a Figura 2.3. A razao para isso pode ser determinada a partir
da anélise das restri¢oes (2.23). Elas permitem que as matrizes P; sejam iguais e como
consequéncia o termo P, pode assumir valor nulo, fazendo as condicoes do Lema 2.4
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recairem nas condigoes apresentadas no Lema 2.1. Portanto, as condigoes apresentadas
no Lema 2.4 serao menos conservadoras que a estabilidade quadratica, que se torna assim
um caso particular”.

Ha um compromisso entre os Lemas 2.3 e 2.4. A Figura 2.2 mostra que hé faixas
de parametros para as quais apenas uma das condigoes é factivel, i.e., um resultado
nao é menos conservador que outro. A relaxagao imposta sobre o termo P, foi capaz
de recuperar a estabilidade quadratica, mas o preco pago foi a perda de desempenho
em outra faixa de parametros. Portanto, uma condi¢ao mais geral, que inclua todos os
resultados anteriores, ainda deve ser encontrada, sendo o assunto da secao seguinte.

Antes de prosseguir para a proxima se¢ao mais uma observacao pode ser feita com
relacao ao Lema 2.4. Para obter tais condigoes foi usada a propriedade

T

th =0, (2.25)

a partir da qual segue que

;ll = — Z hk (2.26)
k=1
Tl
Esse termo ¢ usado em [THWO03| com [ = r para obtengao do Lema 2.4. Contudo, da
forma pela qual o Lema 2.4 foi apresentado em [THWO3], essa propriedade foi aplicada
apenas para a pertinéncia de indice r, devendo ser sempre P, a matriz a ser fixada nas
LMIs (2.23). Tanto no enunciado do Lema 2.4 quanto ao longo do texto em [THWO03|
nao é feita nenhuma menc¢ao com relacao a possibilidade de outra regra ser fixada.
Porém, essa propriedade permite rescrever qualquer derivada de uma fungao de per-
tinéncia como uma combinagao das demais. Considerando (2.21) segue que

i=1 j=1 k=1

1 T T r ' '

- xTi Z Z hih; (A?Pj + PjA; + A;[Pz + PiAj) 4zt Z hiPox + 27 h P
i=1 j=1 17;%

1

_ T~
Ty

Z Z hih;Gijx + z! Z hy Pox + 2Ty P (2.28)
i=1 j=1 k=1
kAl
sendo Gyj := AT Pj 4+ PjA; + AT P, + PA;.
Usando a propriedade (2.26) para uma regra qualquer obtém-se

7Assumindo que Proposicao 2.1 é verdadeira, i.e., que as funcdes de pertinéncia sao diferencidveis ao
menos uma, vez.
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. 1 T T T . T .
Vo= xT§ SN hihiGiyr + 2"y P — 2"y hyPa (2.29)
i=1 j=1 k=1 k=1
kL kL
1 T T T .
= SL’T§ Z Z hlhj Gij -+ Z hk [Pk — Pl] x. (2.30)
i=1 j=1 k=1
k£l

Assumindo P, — P, > 0 e || < ¢, k € R — {1}, segue que

. 1 T T T
i=1 j=1 k=1
leAl
O Teorema a seguir é proposto evidenciando a idéia por tras do Lema 2.4 para quais-
quer fungoes de pertinéncias, um fato deixado a margem em [THWO03].

Teorema 2.1. Considere que |h;| < ¢;, ¥ i € R — {l}, sendo | o indice de uma das
fungées de pertinéncia. O sistema TS (1.12) é assintoticamente estdavel caso existam
matrizes definidas positivas P;,V 1 € R que satisfacam

P—P>0,VieR—{l} (2.31)
1
P¢+§ (AT P+ PjA;+ ATP,+ PA;) <0,i,j€R, i< j (2.32)

sendo P, := k1 ¢ (P — P)) e ¢y, escalares positivos.
kAl

O experimento numérico é repetido usando as condi¢oes do Teorema 2.1 paral = 1,2,3.
O caso | = 4 equivale ao Lema 2.4. Os resultados sao mostrados nas Figuras 2.4, 2.5
e 2.6 para [ = 1,2,3, respectivamente, nas quais sao comparados com o Lema 2.4. Ao
permitir que o indice [ varie, a analise dos resultados evidéncia a possibilidade de reducao
do conservadorismo com relagao ao Lema 2.4.

Nesse exemplo especifico, o resultado para [ = 4 é o mais conservador, sendo envolvido
por todos os demais, e [ = 3 gera os melhores resultados, envolvendo todos os demais.
Comparando os casos [ = 1 e [ = 2 nao ha um vencedor claro. Para valores maiores de
a o caso com [ = 2 tem melhor desempenho mas para valores menores de a o caso [ = 1
prevalece. Como esperado pela teoria, todos os casos envolvem a estabilidade quadratica.
Embora nesse exemplo ha valores de [ que conseguem suplantar o resultado do Lema 2.3
nao é possivel garantir que isso ocorrera sempre.

2.3 APRIMORANDO A ANALISE DE ESTABILIDADE COM FUNCOES FUZZY

Como a investigagao do comportamento da fungao de Lyapunov fuzzy na analise de esta-
bilidade mostrou que modificagoes no termo P, podem alterar o conjunto de parametros
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2.3 APRIMORANDO A ANALISE DE ESTABILIDADE COM FUNCOES FUZZY 22

para o qual um sistema é considerado estavel, a chave para obtencao de uma genera-
lizacao dos resultados anteriores se encontra nesse termo. Esta generalizacao ¢ um dos
resultados propostos neste trabalho.

Observando, novamente, a caracteristica das fungdes de pertinéncia em (1.9), com
atencao para suas derivadas temporais, é possivel definir o termo a seguir

X = Zh,X =0, (2.33)
i=1

sendo que X é uma matriz simétrica qualquer.
Retomando a andlise de estabilidade de sistemas T'S na forma (1.12) a partir da fungao
de Lyapunov fuzzy (2.19), considere a sua derivada temporal

V= xT% >N hihy (ATPy+ PiA; + ATPi+ PA)) x+ 2" P (2.34)

i=1 j=1 k=1

Como o termo X é nulo, pode ser somado sem modificd-la:

. 1 T T T .
V= xT§ SN hihy (ATPy+ PiA; + ATP+ PA) x+ 2" Iy (Pt X) . (2.35)

i=1 j=1 k=1

O seguinte termo majorante pode ser obtido

> hi (Pt X) <) o (Pe+ X) (2.36)

k=1 k=1

impondo-se a restricao P, + X > 0,V k € R junto ao fato \hk| < ¢g. Isso ocorre pois
no lado direito de (2.36) haverd a soma de termos estritamente positivos ao passo que
do lado esquerdo alguns termos podem ser negativos devido a possibilidade de hy, < 0.
Dessa forma, segue que:

) 1 r r r
V< zT§ > hib (A;fij + PjAi+ AP+ PA; + > o [Pr+ X]) . (237)

i=1 j=1 k=1

A partir desse resultado, baseado na metodologia proposta em (2.33) para inclusao de
variavel de folga, é possivel formular o Teorema a seguir. Esse Teorema é uma das contri-
buigoes deste trabalho, uma vez que na sequéncia sera mostrado, através de Corolarios,
que os casos discutidos até aqui sao condigoes particulares do resultado proposto.
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Teorema 2.2. Considere que |h;| < ¢;, Vi € R. O sistema TS (1.12) é assintoticamente
estavel caso existam matrizes definidas positivas P;,V i € R e uma matriz simétrica X
qualquer que satisfacam

P+X>0,VieR (2.38)
1
P¢+§(Aij+Pin+A;FP,-+P,-Aj) <0,i,jER, i <] (2.39)
sendo Py :=>""_ ¢ (Py + X) e ¢ escalares positivos.
Corolario 2.1. O Lema 2.1 é um caso particular do Teorema 2.2.

Demonstragao. Considerando X = —P, P, = P,Vi € R, o termo P, torna-se nulo nas
desigualdades (2.39), assim como desaparecem as desigualdades (2.38). Nesse caso, em
(2.39) havera r desigualdades idénticas aquelas em (2.3). As demais desigualdades serdo
do tipo

1
3 (ATP+ PA;+ ATP + PA;) <0.
Tais desigualdades sdao redundantes, uma vez que os termos A7 P+ PA; e A;FP +PA,
ja sao definidos negativos, devido as outras r desigualdades. |

Corolario 2.2. O Lema 2.3 é um caso particular do Teorema 2.2.

Demonstragao. Considerando X = 0 as desigualdades (2.39) ficam idénticas as desigual-
dades (2.22). Como em ambos os casos as matrizes P; devem ser definidas positivas, as
desigualdades em (2.38) com X = 0 s@o redundantes. |

Corolario 2.3. O Lema 2.4 é um caso particular do Teorema 2.2.

Demonstragao. Considerando X = — P, as desigualdades (2.39) ficam idénticas as desi-
gualdades (2.24), pois

r r—1 r—1
Y ou(Pi=P) = k(P = P) + ¢(Pr = P) =D (P — P
k=1 k=1 k=1
Em (2.38) exige-se que r desigualdades sejam satisfeitas. Como X = —P,, as desigual-
dades em (2.23) sao idénticas a r — 1 desigualdades em (2.38). A desigualdade restante
é P. — P, > 0, redundante. |

Corolario 2.4. O Teorema 2.1 é um caso particular do Teorema 2.2.
Demonstracdo. Segue a mesma idéia do Corolario 2.3, considerando que X = —P,. |

A Figura 2.7 ilustra, através de um diagrama de Euller, a relacdao de conservadorismo
nos resultados apresentados. O Teorema 2.2 possui como casos particulares o Teorema 2.1
e os Lemas 2.4, 2.3 e 2.1. O Teorema 2.1 engloba o Lema 2.4, afinal no Lema 2.4 ¢ feita
a escolha particular [ = r. Ambos incluem a estabilidade quadratica, o Lema 2.1, como
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Teorema 2.2

Figura 2.7 Relacao de conservadorismo nos resultados apresentados: entendimento por dia-
grama de Euller.

caso particular. Ja o Lema 2.3 é dominado completamente apenas pelo Teorema 2.2,
possuindo intersecao com os demais, mas sem que se possa garantir dominancia para
algum deles. No Exemplo 2.1, o Teorema 2.1 com [ = 4 envolveu o resultado obtido pelo
Lema 2.3, porém nao é possivel assegurar que sempre haverda um valor do parametro [
que possibilite isso.

2.3.1 Analise de Complexidade e Comparacoes Numéricas

Com a inclusao apropriada de uma unica variavel extra, o Teorema 2.2 representa uma
condicao de estabilidade menos conservadora, que ira proporcionar resultados melhores
ou, na pior hipdtese, iguais aos das abordagens discutidas anteriormente. A anélise de
complexidade comparando as condigoes discutidas e as condigoes propostas é mostrada
na Tabela 2.1. O custo computacional dessa tnica variavel matricial adicional pode ser
desprezado, especialmente na medida em que a quantidade de regras do modelo TS cresce.
Com relacao ao Lema 2.4 ha apenas uma varidvel matricial e uma LMI, de ordem n, a
mais. Ja com relacao ao Teorema 2.1, o custo computacional efetivo é bem menor pois,
para determinar a escolha 6tima do parametro [, € necessario computar um problema com
complexidade préxima a do Teorema 2.2 em um total de r vezes. Ou seja, testando para
todas as regras. Em suma, a Tabela 2.1 revela que a condigao proposta no Teorema 2.2
tem a mesma ordem de complexidade do que as demais condigoes, baseadas na fungao
de Lyapunov fuzzy proposta em [THWO03], mas ird sempre gerar resultados melhores ou,
na pior hipdtese, iguais.

O exemplo de andlise de estabilidade discutido até aqui é novamente considerado para
avaliar a reducao no conservadorismo obtido pelo Teorema 2.2. A Figura 2.8 mostra a
comparacao com a estabilidade quadratica. Nota-se claramente como a inclusao adequada
de informacao relativa a taxa de variacao é um vantagem com relacao a uma abordagem
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Tabela 2.1 Analise de complexidade para as condi¢bes LMI baseadas nas fungoes de Lyapunov
quadratica e fuzzy: L numero de linhas; V nimero de variaveis escalares; n ordem do sistemas;
r nimero de regras. (*Complexidade para uma dada escolha do pardmetro [. Se todos os pardmetros
forem testados, a complexidade devera ser multiplicada por r)

Método L V
Lema 2.1 n(r+1) 0,5(n* + n)
Lema 2.3 0,5n(r? + 3r) 0,5(n* +n)r

Lema 2.4  0,5n(r? + 5r — 2) 0,5(n? 4+ n)r
Teorema 2.1 *  0,5n(r% + 5r — 2) 0,5(n% +n)r
Teorema 2.2 0,5n(r2 +5r)  0,5(n?>+n)(r+1)

que leva em conta apenas a caracteristica multi-modelo do sistema T'S.

Em seguida, a Figura 2.9 mostra a comparacao entre o Teorema 2.2 e o Lema 2.3.
Note que embora o Lema 2.3 seja competitivo para valores pequenos de a, a abordagem
proposta ¢ mais vantajosa para todos os valores investigados do parametro a.

Na sequéncia, a Figura 2.10 mostra a comparacao entre Teorema 2.2 e o Lema 2.4,
que equivale ao Teorema 2.1 escolhendo [ = 4. Embora o Lema 2.4 seja uma abordagem
relaxada com relagao ao Lema 2.3 ainda exibe um resultado bastante inferior com relagao
a metodologia proposta. Para valores grandes do parametro a o resultado é similar ao do
Teorema 2.2, porém a medida que a vai decrescendo a vantagem obtida torna-se nitida.

Para ilustrar a comparacao entre os Teoremas propostos, escolheu-se o valor [ = 3
pois garante o melhor resultado para o Teorema 2.1. Perceba, entretanto, na Figura 2.11
que mesmo escolhendo o valor étimo para o Teorema 2.1 o resultado do Teorema 2.2 rapi-
damente o supera, na medida em que o parametro a é reduzido. Outra caracteristica que
permite assegurar que o Teorema 2.2 é superior aos demais pode ser notada ao comparar
as Figuras 2.10 e 2.11. Nao ha necessidade de ajuste de parametros no Teorema 2.2, que
em contrapartida pode ser decisivo no resultado do Teorema 2.1.

Finalmente, os resultados obtidos pelo Teorema 2.2 e pela abordagem apresentada
em [RW06| sdo comparados para esse exemplo numérico, vide Figura 2.12. A fungao de
Lyapunov proposta em [RW06] também é fuzzy, pois é gerada através da interpolagao de
fungoes quadréticas usando as fungoes de pertinéncia. Contudo essa fungao tem formato
de integral e o calculo de sua derivada de Lie ao longo das trajetorias do sistema fornece
uma expressao que nao depende da diferenciagao no tempo das fungoes de pertinéncia, ao
contrario do que ocorre em (2.21). Dessa forma as condigoes geradas nao dependem da
escolha de limitantes para as derivadas das fungoes de pertinéncia, uma facilidade. Mas
eliminar essa informacao traz a necessidade do uso de matrizes especiais para compor a
fungao de Lyapunov, o que traz certo conservadorismo. Veja em maiores detalhes dessa
fun¢ao em [RWO06] ou também mais a frente neste texto, na Secao 3.2.1.

O resultado da Figura 2.12 mostra que embora o Teorema 2.2 seja capaz de determinar
estabilidade para uma ampla faixa de parametros nao se pode dizer que as condigoes
sdo menos conservadoras, pois hd um par de parametros (-2,50) para o qual apenas o
Teorema 3 em [RWO06] é factivel.
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Figura 2.8 Analise de estabilidade por meio do Teorema 2.2 (assinalado com x) e por meio

da estabilidade quadrética (assinalado com o).
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Figura 2.9 Anadlise de estabilidade por meio do Teorema 2.2 (assinalado com x) e por meio

do Lema 2.3 (assinalado com o).
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Figura 2.10 Anélise de estabilidade por meio do Teorema 2.2 (assinalado com x) e por meio
do Lema 2.4, equivalente ao Teorema 2.1 com [ = 4, (assinalado com o).
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Figura 2.11 Anélise de estabilidade por meio do Teorema 2.2 (assinalado com x) e por meio
do Teorema 2.1 com [ = 3 (assinalado com o).
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Figura 2.12 Analise de estabilidade por meio do Teorema 2.2 com ¢; = 0,85 (assinalado com
x) e por meio do Teorema 3 em [RWO06] (assinalado com o).

Repetindo o exemplo mas considerando que a mudanca nas fungoes de pertinéncia é
mais lenta, representada por ¢ = 0,5, se produz o resultado visto na Figura 2.13. Para
essa configuracao o Teorema 2.2 consegue envolver todo o resultado do Teorema 3 em
[RW06]. Contudo nas Figuras 2.14 e 2.15 mostra-se o resultado do Teorema 2.2 para um
limitante maior. Foi adotado ¢; = 12,3, indicando que a troca de modelos é bem intensa.

Nesse caso o resultado do Teorema 2.2 tende a repetir a estabilidade quadratica e
tem um desempenho inferior a condigdo proposta em [RWO06]. Isso estd coerente com
a teoria, haja visto que a estabilidade quadratica serve para garantir estabilidade de
um sistema TS para qualquer combinacao convexa dos submodelos locais. Em tltima
instancia isso significa que a estabilidade quadratica é adequada quando se admite até
mesmo uma mudanca abrupta de um modelo para outro, i.e., uma troca instantanea
(derivada indeterminada).

Para valores ¢; > 12,3 o resultado do Teorema 2.2 permanece sempre igual ao da
estabilidade quadratica. Vale destacar que esse fenomeno de achatamento, com o resul-
tado tendendo ao resultado da estabilidade quadratica, observado na Figura 2.14, nao é
exclusivo do Teorema 2.2. Ele ocorre também para o Teorema 2.1 e os Lemas 2.3 e 2.4,
afinal tais condigoes também dependem dos limitantes superiores da derivada temporal
das fungoes de pertinéncia.

Os resultados apresentados até agora mostram que andlise de estabilidade segundo
a fungao de Lyapunov fuzzy em (2.19) é muito influenciada pelos limitantes escolhidos
para a derivada temporal das fungoes de pertinéncia. Essa caracteristica vai de encontro
proposta do trabalho, pois aproxima os resultados do contexto nao-linear direto e fuzzy,
haja vista a possibilidade de distinguir sistemas mais lentos de sistemas mais rapidos.
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x) e por meio do Teorema 3 em [RWO06] (assinalado com o).
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Figura 2.14 Anaélise de estabilidade por meio do Teorema 2.2 com ¢; = 12,3 (assinalado com

x) e por meio da estabilidade quadrética (assinalado com o).
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Figura 2.15 Analise de estabilidade por meio do Teorema 2.2 com ¢; = 12,3 (assinalado com
x) e por meio do Teorema 3 em [RWO06] (assinalado com o).

Isso nao acontece com a estabilidade quadratica ou mesmo para o resultado proposto em
[RW06]. Para enfatizar essa observagdo um outro exemplo numérico é mostrado.

Exemplo 2.2 (Exemplo 2, Se¢ao V, [TYOWO09]). Considere o seguinte sistema nao-linear
de segunda ordem

jfl = X2
To = =21 —x9 — f(t)x1(2), (2.40)

sendo f(t) € (0, k| uma fun¢ao pelo menos C'.
A dinamica em (2.40) pode ser modelada com exatidao por um modelo TS com duas

regras assumindo
0 1 0 1
A= [—2 —1] Az = {—2—/& —1} :

e considerando as seguintes fun¢oes de pertinéncia

LS (U

f(t)
; .

k

Vérios valores de ¢; no intervalo [0,2 , 2,0] foram considerados como limitantes supe-
riores para a derivada temporal das fungoes de pertinéncia. Isso significa que diferentes
fungdes f(t) foram usadas no modelo nao-linear original, indicando que a troca entre
regras fica mais rapida. Para cada limitante busca-se determinar o valor maximo do
parametro k para o qual o sistema é estavel, definido por k*.
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Figura 2.16 Anilise de estabilidade para diferentes valores do parametro ¢: por meio do
Teorema 2.2 (linha cheia); por meio do Teorema 3 em [RWO06] (linha trago-ponto); por meio da
estabilidade quadrética (linha pontilhada).

Tanto a estabilidade quadrética quanto o Teorema 3 em [RW06] determinam o mesmo
valor de k* para quaisquer ¢;, afinal tais abordagens nao dependem da taxa de variacao
das funcoes de pertinéncia. Para a estabilidade quadratica tem-se que k* = 3,82 e para
[RWO06] tem-se k* = 7,35.

Note que para uma certa faixa de ¢; o Teorema 2.2 consegue os melhores resultados.
Porém a medida em que ¢; cresce o resultado converge para a estabilidade quadrética,
sendo superado pelo Teorema 3 em [RWO06].

Dessa forma, o resultado proposto no Teorema 2.2 é uma alternativa, de baixo custo
computacional, para reducao no conservadorismo na andlise de estabilidade quadratica
de sistemas TS. Caso a informacao da derivada temporal das fungoes de pertinéncia
esteja prontamente disponivel o Teorema 2.2 deve ser a escolha, afinal essa informacao
tem papel relevante no aprimoramento dos resultados, podendo ser mais eficaz que o
resultado proposto em [RW06]. No cendrio em que os limitantes da variagao das fungoes
de pertinéncia nao possam ser determinados facilmente ha a possibilidade de uma busca
linear procurando maximizar o parametro ¢; que ainda garante estabilidade ao sistema.

2.4 SOBRE A DERIVADA TEMPORAL DAS FUNCOES DE PERTINENCIA

Na secao anterior a informacao da taxa de variagao das func¢oes de pertinéncia foi in-
cluida nas formulagoes LMIs por meio de limitantes superiores. Nesta secao este expe-
diente ainda sera adotado, contudo busca-se formas menos conservadoras de incluir tal
informacao, explorando a interdepéndencia que ha entre as fungoes de pertinencia. O
caso com duas regras e, consequentemente, duas fungoes de pertinéncia, serd tomado
como base para iniciar a discussao, mas as idéias podem ser estendidas para mais regras.

Para escrever as condigoes de estabilidade baseadas na funcao de Lyapunov fuzzy no
formato LMI, veja por exemplo (2.37), adota-se como limitante superior para V uma
forma bem simples: todas as derivadas das funcgoes de pertinéncia assumem o valor
maximo em moédulo ao mesmo tempo. Dessa forma, cada termo ¢; contribui positiva-
mente em P,. Note, baseado nas propriedades (1.9), que essa contribuigao positiva de
todos os termos nao acontece na pratica, o que torna essa abordagem conservadora. Por
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exemplo, para duas regras tem-se que

hy = —hs. (2.41)

Entao caso uma derivada assuma o valor maximo a outra deverd obrigatoriamente
assumir o valor minimo. Mesmo que esses valores sejam iguais em modulo, eles tém sinais
diferentes. Portanto o procedimento adotado na secao anterior, embora seja bastante
simples e gere um pequeno nimero de restricoes, é uma situagao de pior caso, gerando
restricoes duras no problema de otimizacao, mais exigentes do que realmente acontece na
pratica.

Uma forma de abrandar tais restricoes consiste em observar o espago gerado pelas
derivadas temporais das funcoes de pertinéncia. O entendimento desse espaco sera feito
na sequéncia progressivamente. A principio, sera considerado apenas o fato de que as
derivadas das fungoes de pertinéncia sao limitadas em modulo.

No caso de duas regras temos um espago bidimensional, no qual cada ponto é formado
por um par (hy, hy) que corresponde ao valor da respectiva derivada de cada func¢ao de
pertinéncia. Existem limites para o valor das derivadas, um superior e outro inferior,
mas que sao iguais no caso de duas regras como mostra a equacao (2.41). O limite
sera denotado por ¢;. Desta forma, os possiveis valores das derivadas das fungoes de
pertinéncia ficam confinados em um quadrado de lados 2¢;, como demarcado em cor
escura na Figura 2.17. Para o caso geral de mais regras os possiveis valores das derivadas
ficam confinadas em hiper-retangulos, ja que ha possibilidade de limitantes distintos. Um
hiper-retangulo no espaco r-dimensional serd definido através do produto cartesiano de
seus intervalos

P = [¢1_7¢ii_] X [¢2_7¢;—] X X [¢;7¢:—] CR’ (2’42)

sendo ¢; e ¢; os limite inferiores e superiores das derivadas hi, respectivamente. Um valor
para o conjunto das r derivadas esta dentro do hiper-retangulo se ¢, < h; < oF, Vi e R.

Logo a condig¢ao (2.37) deveria ser verificada para todos as possiveis combinagoes
das derivadas das fungoes de pertinéncia. Como essa regiao delimitada pelas derivadas
¢é convexa, um quadrado, para duas regras ou um hiper-retangulo, no caso geral, basta
verificar se as restricoes sao atendidas nos vértices. Temos entao restricoes que aumentam
de forma exponencial, afinal para duas regras ha quatro vértices; para trés regras tem-se
oito vértices, e assim por diante. Dessa forma, no caso geral para r regras o resultado
sdo 2" restrigoes. Essa é a idéia presente em [Jad99], cujas condigdes de estabilidade sao
apresentadas a seguir.

Lema 2.5 (Teorema 2 [Jad99]). Considere que h; < ¢;, ¥ i € R. O sistema TS (1.12) é
assintoticamente estavel caso existam matrizes definidas positivas P; que satisfacam

1 . o
P, + 3 (AZTPj + P;jA; + AJTPZ- + PZ-A]-) <0,i,J€R, 1< (2.43)

sendo Py := >, _, +¢,. Py, ¢) escalares positivos e + indica que todas as possiveis com-
binagées de +(-) e —(-) devem ser consideradas.
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Figura 2.17 Valores das derivadas das fungdes de pertinéncia (quadrado escuro): sistema com
duas regras.

Embora a idéia proposta em [Jad99] seja interessante, ja que busca caracterizar melhor
o politopo ao qual as derivadas das fungoes de pertinéncia pertencem, ela nao é menos
conservadora do que o Lema 2.3. As restri¢coes formadas para duas regras no Lema 2.5
sao do tipo

+1 P+ 9o Py + = ATP]- + PjA; + A;*-Fpi + PAj) <0,

—¢1PL+ ¢2Py + = (AT P; + PjA; + AT Py + PA;

<0,

+¢1PL— 2Py + 5 (AT Py + PiA; + A] P+ PiA,;

( )
( )
( ) <0,
( )

NN RN RN~

—¢1P1 2P2+ ATPj—FPjAZ—i‘A?R—'—PZAJ <O,

Observando atentamente o Lema 2.3 é possivel notar que das restricoes acima apenas
a restricao do tipo

+o1P1+ G2 P + 5 (ATP + PjA; + AT P, + PA;) <0,

esta presente. Mas essa condicao é de fato a mais restritiva e domina as demais, afinal
busca-se garantir que a desigualdade tenha sinal negativo mas os termos +¢1 P; + ¢2 P
contribuem positivamente, afinal sao matrizes definidas positivas multiplicadas por esca-
lares positivos, relembre a discussao sobre o termo P, na Secao 2.2. Portanto, as outras
trés restricoes estao dominadas e nao trazem informacao ao problema de otimizacao,
apenas aumentando o custo computacional. Esse raciocinio pode ser estendido para um
nimero qualquer de regras. De fato, repetindo o exemplo numérico da Secao 2.3 para
um sistema com quatro regras, podemos ver na comparacao das Figuras 2.1 e 2.18 que o
resultado obtido com os Lemas 2.3 e 2.5 é exatamente o mesmo.
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Figura 2.18 Andlise de estabilidade por meio do Lema 2.5 (assinalado com o): repeticao do
resultado do Lema 2.3 (assinalado com X).
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Figura 2.19 Valores admissiveis das derivadas das fungoes de pertinéncia: duas regras.

E preciso levar em consideracao que ha mais restrigoes impostas sobre as derivadas
das fungoes de pertinéncia. Para isso parte da equagao (1.9) é rescrita a seguir para
conveniéncia do leitor:

Z hi = 0. (2.44)
i=1

Por meio dessa equacao percebe-se que o sub-espaco no qual as derivadas das fungoes
de pertinéncia estao contidas nao é dado simplesmente por um hiper-retangulo. Os va-
lores admissiveis das derivadas temporais das fungoes de pertinéncia pertencem a uma
variedade de dimensao r — 1, dada pela intersecao do hiper-retangulo com o hiper-plano
definido pela equagao (2.44). No caso mais simples, de duas regras, temos a variedade uni-
dimensional mostrada na Figura 2.19. Para trés regras temos a variedade bidimensional
mostrada na Figura 2.20, um plano secionando o cubo em seis vértices.

Portanto as derivadas das fungoes de pertinéncia pertencem a uma variedade convexa,
ja que ¢é dada pela intersecao de duas geometrias convexas, hiper-retangulo com hiper-
plano, sendo definida através de:
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Figura 2.20 Valores admissiveis das derivadas das fungoes de pertinéncia: trés regras.

Q £ cofvh, ..., v}
, , , (2.45)
= {v eR"|— ¢ < vl < ¢y, Tl =0}
sendo ¢ = [1,1,...,1] € R", k como a k-ésima coordenada de vi e \hk| < ¢p. Por-

tanto, é possivel incluir a informacgao das derivadas temporais das funcoes de pertinéncia
usando um numero finito de vetores que indicam os vértices desse politopo, como feito
por exemplo em [GC06, CGTV07, CGTV09].

Nesses trabalhos, assim como em [OdOP09], que também adota tal solugao, nao é
mencionado explicitamente como determinar os vértices da variedade poliedral resul-
tante da intersecao do hiper-plano com o hiper-retangulo em dimensoes quaisquer. Essa
tarefa pode ser realizada com auxilio de algoritmos eficientes de geometria computacional.
Na sequéncia apresenta-se um algoritmo muito simples, capaz de determinar de forma
exata essa interse¢ao para dimensao r [LFC09]. Nao houve preocupagao com a eficiéncia
numérica pois a resolucao das LMIs é uma tarefa cuja ordem de grandeza do custo com-
putacional é muito maior comparado com a tarefa de determinar os vértices. Ao leitor
interessado em implementagoes mais eficientes é recomendada a leitura de [LEC09, Gla94].

Dois vértices adjacentes do hiper-retangulo sao indicados por v = (vy,v9,...,0,) €
u = (uy,us,...,u,). A aresta que liga ambos é indicada por a,,. A equacdo a seguir gera
todos os pontos a,,(t) que pertencem a aresta
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Ay (t) = v+ t(u —v) (2.46)

sendo ¢ € [0,1].
Quando o hiper-plano intercepta o hiper-retangulo, um ponto da aresta ira satisfazer
a equagao equagao (2.44), que define o hiper-plano, portanto;

Di1 Ui

. (2.47)
> e (U — ;)
A substituigdo de t* na equagao (2.46) resulta no ponto de intersecdo entre hiper-

plano e hiper-retangulo, ou seja, no vértice do politopo 2. O algoritmo para determinar
os vértices é dado a seguir:

t =

Algoritmo 1: Determinar os vértices do politopo €2, definido na equacao (2.45): os
pontos de interse¢ao do hiper-plano definido na equagao (2.44) com o hiper-retangulo
equacao (2.42).

Entrada: O hiper-retangulo ® e o hiper-plano.
Saida: Lista £ contendo os vértices de 2
L—{}
Calcule as arestas A(®);
para todo a,, € A(P) faga

calcule t* usando a equagao (2.47);

se 0 <t* <1 entao

| L — LU ay(t)

fim

fim

No Algoritmo 1 é necessario computar as arestas do hiper-retangulo. Uma solucao
simples é fornecida a seguir, que consiste em determinar a distancia de cada vértice aos
demais e com base nessa informacao decidir quais sao as arestas desse vértice. Para isso
considere a matriz

J
P

J
M:= |p' p2 ... Poy o

Py
que acumula as coordenadas dos vértices de ® como vetores coluna, totalizando 2" colu-
nas.
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Algoritmo 2: Determinar as arestas do hiper-retangulo ® da equagao (2.42).

Entrada: Matriz contendo os vértices p* de ®.
Saida: Lista A(®) contendo a arestas ayi, de @
A@)—{}
para todo p' € M faga
M — M —p";
Niin < O0O;
para todo p’ € M faga
n o [[p7 = p[l2;
se n < n,,, entao

fim
fim
para todo p’ € M faga
se n = |[p/ — p'||; entao
A(P) — ayips;
fim
fim
fim

Os Algoritmos 1 e 2 permitem determinar os vértices do politopo €). Esses vértices
podem ser agrupados na forma de vetores coluna em uma matriz apresentada a seguir:

v
J
Uy
m
v, vt e, . y Tty U . (248)

(>
.
[\

Vo
vl

O numero de linhas dessa matriz é igual ao ntimero de regras r, sendo esta também a
dimensao na qual o politopo se encontra. J4 o nimero de colunas m varia de acordo com
a dimensao r de maneira exponencial. Obter uma expressao fechada relacionando tais
variaveis é uma tarefa dificil. A Tabela 2.2 fornece a relacao entre a quantidade de vértices
m de acordo com a dimensao r. Um fato curioso é que para dimensoes impares o aumento
da quantidade de vértices ocorre em uma taxa mais rapida do que para dimensoes pares.
Com base nessa representacao é possivel adaptar o resultado apresentado em [GCO6]

para o contexto de sistemas TS. Relembrando aqui a derivada da funcao de Lyapunov
fuzzy (2.19), por conveniéncia, segue que:

Tabela 2.2 Quantidade de vértices m de acordo com a dimensédo r para o politopo 2.

r 2 3 4 5 6 7 8
m 2 6 6 30 20 140 70
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. 1 T T T .
V= ng SN hihy (ATPy+ PiA;+ ATP + PA) v+ 2"y Iy Pex (2.49)

i=1 j=1 k=1

Devido a convexidade de h; e h; junto ao fato de que hy, pertence ao politopo dado
em (2.45) ¢é suficiente para garantir V' < 0:

1 s
5 (ATP; + PiAi + ATP + PA;) + > Viem®uPe <0, (2.50)

k=1
parai,j €ER, 1 < jem e M.
Com base no exposto, é possivel estabelecer o Teorema seguinte:

Teorema 2.3. Considere que |h,| < ¢i, Vi € R. Osistema TS (1.12) é assintoticamente
estavel caso existam matrizes definidas positivas P;,V 1 € R que satisfacam

1 o ) .
P, + 3 (A?Pj + PjA; + A;FPi + HA]-) <0,i,j€ER, 1 < (2.51)

sendo Py =Y\ 1 Vikm)¢rPr, tal que a matriz V é dada pela matriz Vg na equagao (2.48),
sendo (k,m) o elemento da k-ésima linha e da m-ésima coluna.

Um fato notavel é a estratégia apresentada na Secao 2.3, qual seja, incluir o termo X
nas condigoes de estabilidade, nao surtir efeito quando aplicada ao Teorema 2.3 no caso
em que todos os termos ¢; sao iguais. Recordando a matriz X tem-se que

ihkx =X (th> = X.(0)=0

No caso do Teorema 2.2 como todos os termos ¢ tinham sinal positivo o termo X
era substituido por

> X #0
k=1

conferindo grau de liberdade ao problema para atenuar o efeito do termo P, definido
positivo. Nos vértices do politopo 2 o somatério das componentes deve ser nulo. Logo,
para ¢ iguais segue que:

Z Vikm)oe X = X (Z V(k,m)%) = X.(0) = 0.
k=1 k=1

Esse fato vai de encontro a discussao feita na Secao 2.2, na qual havia a conjectura
de que relaxagoes no termo P, seriam benéficas. Haja vista que a inclusao das derivadas
das funcoes de pertinéncia era feita de forma conservadora, com todos termos ¢; com
sinais positivos. Isso motivou o uso do termo X, como um tentativa de reduzir o quio
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positivo era Py. Contudo ao se incluir de forma adequada as derivadas das fungoes de
pertinéncia, i.e., explorando a propridade do politopo 2 e preterindo a condi¢ao em que
todos os escalares ¢; sao positivos, também ¢é reduzida a positividade do termo Fj. E
possivel conjecturar que o termo X buscava refletir uma propriedade inerente da relacio
existente entre as fungoes h;.

Exemplo 2.3 (Exemplo 1, Secao V.A, [TYOWO09]). Considere o seguinte sistema nao-
linear

ht) = — (g + gsen(:)sl(t))) 1(t) — Az (t)
i) = (g _ 22—1 sen(xl(t))) 1() — 2 (1) (2.52)

E possivel obter um modelo TS, por meio do método da nao-linearidade setorial
[TWO01], que representa exatamente essa dinamica:

Ri: SE z(t) é Ml ENTAO i(t) = Ajz(t)

R : SE l’l(t) é./\/l% ENTAO l’(t) = AQ!L’(t)

sendo que

Ol i B i | 59

1 +sen(x(t))

(aa (1)) = 252 L~ sen(z (t)

ol (1)) = = (2:54)

(21 (8)) = — cos(ay (1)) le(t) + 23:2(15)) - le(t) sen(zy (1)) cos(z1 (1), (2.55)

Embora vdrias trajetorias convergentes para a origem sejam observadas (veja na Fi-
gura 2.21 o retrato de fases indicado por setas e algumas trajetérias em linhas), o

que indica estabilidade, nenhuma fungao quadrdtica existe para este sistema [THWO03,
TYOWO09).

Todas as condigoes apresentadas até agora sao aplicadas com o intuito de determinar
estabilidade para o sistema do Exemplo 2.3. Para cada condicao, buscou-se determinar
o maior valor do limitante superior da derivada temporal das fungoes de pertinéncia,
indicado por ¢*. Nesse caso o limitante é tinico por se tratar de um sistema com duas
regras. O resultado é mostrado na Tabela 2.3. Dentre as abordagens que nao fazem uso da
caracteristica politopica das derivadas das fungoes de pertinéncia, o Teorema 2.2 consegue
obter o melhor resultado, conforme previsto pela discussao da Secao 2.3 e sumarizado
na Figura 2.7. Ainda dentro dessa categoria o segundo melhor resultado é obtido pelo
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Figura 2.21 Retrato de fases e algumas trajetérias para o sistema nao-linear do Exemplo 2.3.

Tabela 2.3 Valores maximos do limitante para a derivada temporal das fungoes de pertinéncia
(¢*) obtidos segundo as metodologias baseadas na fungao de Lyapunov fuzzy para o Exemplo 2.3.

Metodologia Lema 2.3 Lema 2.4 Teorema 2.1 ,—; Teorema 2.2 Teorema 2.3
o* 0,88 2,58 2,39 2,95 6,81

Teorema 2.1 com [ = 2, que equivale ao Lema 2.4, seguido pelo Teorema 2.1 com | =
1, ficando por tltimo o Lema 2.3. Superando todas as demais condigoes, encontra-se
o Teorema 2.3, obtendo um limitante duas vezes maior que aquele determinado pelo
Teorema 2.2.

Outro aspecto merece destaque no desempenho do Teorema 2.3. Se derivada temporal
de hi, mostrada na equagao (2.55) for avaliada dentro do universo de discurso do modelo,
ou seja confinando |ri| < 7/2 e |xs| < 7/2, para uma malha de pontos regularmente
espagados de 0,1, determina-se que \hl\ < 3,7. Dessa forma apenas o Teorema 2.3 con-
segue garantir estabilidade para todo o universo de discurso. Ja as outras metodologias
conseguem determinar estabilidade para universos de discurso menores.

Usando ¢; = ¢ = 4 no Teorema 2.3 as seguintes matrizes sao obtidas

p _ [0,2408 00313) , _ [0,4076 0,0163
17 10,0313 0,1723]7 "2~ [0,0163 0,0963]

para compor uma funcao de Lyapunov fuzzy que certifica estabilidade

1
V:LUT{h1P1+h2P2}l’:$T§ {P1+P2+Sel’l(l’1)(P1—P2)}l’.

Um aspecto interessante das fungoes de Lyapunov fuzzy pode ser evidenciado na
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t
Figura 2.22 Evolugao temporal de cada fungao quadratica gerada pelo Teorema 2.3 tomada
isoladamente: linha continua Vi; linha pontilhada V. Condicdes iniciais: = = [—1,2 0,6]7.
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Figura 2.23 Evolucao temporal das fungoes quadraticas geradas pelo Teorema 2.3 combinadas
em uma funcio de Lyapunov fuzzy. Condicdes iniciais: = = [~1,2 0,6]7. Note o decaimento
monotonico.

Figura 2.22, na qual a evolucao temporal das funcoes quadréticas V; = 27 Pz e VoxT Pox
¢ mostrada. Tomadas isoladamente, essas fungdes nao precisam ser Lyapunov para o
sistema. Note o comportamento oscilatério para as condigoes iniciais z = [—1,2 0,6]7. Jd a
Figura 2.23 mostra a fungao fuzzy resultante da combinacao das duas fungoes quadraticas.
Ao contrario daquilo mostrado na Figura 2.22, o decaimento é monotonico, requisito para
a funcao ser Lyapunov.

As curvas de nivel da funcao quadratica V; e da funcao de Lyapunov fuzzy sdo mos-
tradas nas Figuras 2.24 e 2.25, respectivamente. Note que em ambos 0s casos as curvas de
nivel s@o convexas, mas para a funcao de Lyapunov fuzzy nao sao elipses. A ponderacao
pelas fungoes de pertinéncia permite modificar a geometria das curvas de nivel garantindo
que o produto escalar entre o gradiente da funcao de Lyapunov fuzzy e & seja sempre
negativo, i.e., que as trajetorias saiam de um contorno para outro mais interno.

Finalmente, a Figura 2.26 mostra a comparagcao entre o resultado do Teorema 2.3 com
o resultado proporcionado pelo Teorema 2.2. Nota-se, principalmente para valores meno-
res de a, que a inclusao apropriada das derivadas das fungoes de pertinéncia explorando
sua geometria é capaz de reduzir o conservadorismo.

2.5 SOLUCOES NUMERICAS

Até o momento investigou-se a influéncia da funcao de Lyapunov candidata na andlise
de estabilidade de sistemas TS. Foi visto que a funcao de Lyapunov fuzzy é uma escolha
adequada haja visto que permite melhor caracterizacao do comportamento dinamico dos
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Figura 2.25 Curvas de nivel para a fungao de Lyapunov fuzzy. Note que sdo convexas e as

trajetérias partem de um contorno para outro mais interno.
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Figura 2.26 Anilise de estabilidade por meio do Teorema 2.2 (assinalado com o) e do Teo-
rema 2.3 (assinalado com x) usando ¢; =0,85.

sistemas T'S. Foram também apresentadas contribuicoes para reduzir o conservadorismo,
atuando principalmente no termo Py, produzido nas condigoes LMI devido a derivada
temporal das funcoes de pertinéncia. Solucoes numéricas também foram analisadas para
incluir a informacao da derivada temporal das funcoes de pertinéncia de forma pouco
conservadora. Na sequéncia, serao apresentadas solugoes numéricas que servem num
contexto geral de analise de estabilidade, visando tanto a reducao do conservadorismo
quanto do esforco computacional na solucao das condicoes LMI.

A discussao comecga com a observacao que ha um forte acoplamento entre as matrizes
da funcao de Lyapunov, P;, e as matrizes que descrevem a dinamica do sistema TS, A;,
nas LMIs das secoes anteriores. Uma vez que se impoe sinal sobre as matrizes P;, além
da simetria, hd uma reducao no grau de liberdade das LMIs que devem ser definidas
negativas, veja por exemplo (2.51). A idéia consiste em desacoplar as matrizes P; e
A;, trocando os produtos P;A;® por um produto das matrizes A; com matrizes de folga
livres, para as quais nao ha imposigao de sinal ou de simetria. Existem algumas técnicas
numéricas capazes de realizar tal tarefa e serd demonstrado a seguir que trés delas sao
equivalentes do ponto de vista de analise de estabilidade de sistemas T'S.

2.5.1 Termo Nulo

O chamado termo nulo é baseada na seguinte equagao, verificada de acordo com a
dindmica do sistema TS (1.12):

8E também suas versdes transpostas e de indices trocados
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2 [¢" My + &7 My] x [& — A(h)z] = 0, (2.56)

sendo que M; e M; sdao matrizes quaisquer de dimensao apropriada. O segundo termo
multiplicado é nulo pois & = A(h)z. Termos similares a esse podem ser vistos no contexto
de sistemas incertos [HWS05] ou no contexto de sistemas dinamicos com retardo no tempo
[SPTMO08, SPMT08, SPB0S].

Na sequencia, essa técnica serd aplicada aos principais resultados apresentados na
secao anterior: Teorema 2.2 e Teorema 2.3. Tais resultados foram elencados pois quando
a preocupacao ¢ a complexidade computacional o Teorema 2.2 apresenta a melhor relacao
custo e beneficio. Ja o Teorema 2.3 apresenta a maior reducao no conservadorismo, mas
também exige maior demanda computacional que os demais.

O objetivo é garantir que a derivada temporal da fun¢do de Lyapunov fuzzy (2.19) é
definida negativa:

V = iTP(h)z + 2T P(h)i + 2" P(h)z < 0 (2:57)

Expandindo o termo da equacao (2.56):

o Myg+at MEz—a" [MyA(R)+AT (W) M |z+2" (My+-MI ) i—3" My A(h)z—a" AT (h) M &

(2.58)
somando & equagao (2.57) e considerando o vetor aumentado ¢ = [z @7] segue que

V = ¢TE(h)¢ (2.59)

sendo

o [P(h) = MiA(R) = AT(h)MT e
(h) = P(h) — MyA(h) + MT My + My

Note que essa ferramenta permite descrever a derivada temporal da funcao de Lyapu-
nov sem os produtos entre suas matrizes com as matrizes da dinamica do sistema. Como
0 objetivo é garantir que V < 0 ainda h4 um acoplamento fraco, mas comparando com a
equagao (2.49) nota-se que ha mais graus de liberdade.

Nesse ponto o resultado da Secdo 2.3 pode ser aplicado. Adicionando a matriz X,
definida na equagao (2.33), usando limitantes positivos ¢;,7 € R no lugar de hi e se
impondo P, + X > 0,7 € R segue que

(1]

7 < er [Shoa e (Bt X) = MaA®) - ATMT e 1,
- P(h) — MyA(h) + M M, + M7

Baseado na convexidade envolvendo h e os vértices A4; é suficiente para garantir V < 0
Z,<0,i€R

sendo que
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L P, — MyA; + M My + M

Com base nesse resultado o Teorema a seguir pode ser formulado:

[1]

(2.60)

Teorema 2.4. Considere que h; < ¢;, Vi € R. O sistema TS (1.12) é assintoticamente
estavel caso existam matrizes definidas positivas P;,V 1 € R e uma matriz simétrica X
qualquer que satisfacam

P+X>0,VieR (2.61)
Z<0,YieR (2.62)
sendo =; definido em (2.60).

Retomando a equagao (2.59), o resultado da Se¢do 2.4 também pode ser aprimorado.
Devido a convexidade envolvendo tanto h quanto h, pois as derivadas pertencem ao
politopo €2 definido em (2.45), e os vértices A;, é suficiente para V' < 0 que:

E'<0,ieR, meM

sendo que

=mo._ 271;:1 V(k,m)Ckak — M A; — Afo ° (2 6 )
o P, — M A; + MY My + MY 03

Com base nesse resultado o Teorema a seguir pode ser formulado:

Teorema 2.5. Considere que h; < ¢;, ¥ i € R. O sistema TS (1.12) é assintoticamente
estavel caso existam matrizes definidas positivas P;,V i € R que satisfacam

="' <0,Vie R,meM (2.64)
sendo Z" definido em (2.63) e Vi m) em (2.48).

Antes de aplicar os Teoremas em um exemplo numérico, serd demonstrado que a
aplicacao do chamado termo nulo é equivalente a outras estratégias presentes na litera-
tura, ao menos com o objetivo de anélise de estabilidade de sistemas T'S.

2.5.2 Equivaléncia com Finsler

Nessa secao sera mostrado que para fins de analise de estabilidade a abordagem com
termo nulo ¢é equivalente a usar o lema a seguir, atribuido a Finsler [dO04]:

Lema 2.6 (Lema de Finsler). Seja w € R?, @) € C? e B € R?7*, de tal forma que
posto(B) < q. As seguintes afirmacgoes sao verdadeiras

1. w'Qw <0, VBw=0, w#0
2. BL'QB* <0
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3.3ueR:Q—puBTB <0
43X eR™™ . Q+ XB+ BTXT <0

O Lema de Finsler é usado rotineiramente em muitas aplicagoes de andlise de estabi-
lidade e controle baseados em LMI. A eliminagao de variaveis é um objetivo frequente ao
aplica-lo, partindo do item 4 para obter o item 2, removendo a matriz X, dando origem
a um corolario chamado Lema da Eliminagdo [BEGFB94]. Algumas aplicagdes da eli-
minacao de varidveis, no contexto de sistemas T'S, podem ser vistas em [DGK07, DGKO0S|
cujo objetivo é reduzir a quantidade de LMIs no projeto de controlador. Ja o Lema de
Finsler é usado em [MOP09] para melhorar a convergéncia numérica das condigdes LMI
propostas.

Outro objetivo do Lema de Finsler é a inclusao de variaveis de folga que fazem o
desacoplamento entre matrizes da dinamica e da funcao de Lyapunov, estratégia vantajosa
quando fungoes de Lyapunov parametrizadas, como por exemplo a fungao de Lyapunov
fuzzy equagao (2.19), sdo buscadas. No contexto de sistemas TS discretos veja, [GV04,
GKL09]. No caso de estabilidade quadratica ndo ha redugao no conservadorismo, como
observado em [PGO05]. O leitor pode encontrar maiores informagoes relacionadas ao Lema
de Finsler e suas aplicagbes em [GAOHI8, dOS02, dOGB02, dO04].

O Lema de Finsler sera aplicado na sequéncia para a analise de estabilidade de sistemas
TS. Assuma que

_ [P(n) P(h)
L
B=[Ah) —-I], X = M : (2.66)
e wl = [z7 7], resultando nas dimensoes ¢ = 2n e s = 2n. Em X na (2.66), L e G sao

quaisquer matrizes nao-singulares de dimensao apropriada.
A equagao (2.57) revela a seguinte equivaléncia:

V =w'Qu. (2.67)

O Lema 2.6, estabelece que w’Quw < 0 equivale a Q + XB + BTXT < 0 (item 1 <
item 4), uma vez que pela dinamica do sistema T'S:

Bw = [A(h) —I] m —i— A(h)z =0

Logo:
1 0]y [ e -

[P(h) — LA(h) — AT(h)LT . }
P(h)— GA(h)+ LT  GT+@
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Substituindo L por M; e G por M, a desigualdade acima é a mesma mostrada em
(2.59). Portanto a aplicagdo do Lema de Finsler ou do termo nulo terd os mesmos
resultados.

2.5.3 Sistemas Descritores: formulacao particular

Sistemas descritores consistem na combinacao de equagoes diferenciais e algébricas para
modelar sistemas dindmicos [Lue77, Lue78|, principalmente sistemas interconectados
como por exemplo circuitos elétricos e sistemas de poténcia. Representam sistemas mais
gerais que modelos em espaco de estados e permitem incluir restrigoes estaticas. Uma
discussao interessante sobre as vantagens de sistemas descritores no contexto de modelos
TS é apresentada em [TWO01, Secao 10.4].

O sistema TS (1.12) pode ser rescrito na forma descritora a seguir [TOWO06]:

EF = A(h)z (2.68)

sendo 71 = |27 27] e

E:{é 8} A(h):ihi/li:zr:hi B ‘_4]]

A fungao de Lyapunov fuzzy usada em [TOWO07] é uma versao modificada de (2.19),
adaptada ao contexto descritor, sendo mostrada a seguir:

V(z) = ' ETP(h)z, (2.69)

sendo

=) 8]-5ulk 2]

com Y; > 0, que garante a positividade de V(Z); Py e Ps sdo matrizes nao-singulares
quaisquer.
A derivada temporal da fungao (2.69) é dada segundo

V(z) = Z'ETP(h)z +i"ETP(h)z +z"ETP(h)i
= Z'ETP(Wz+z"ETP(h)z + 3 PT(h)Ex

Para garantir seu sinal basta que

ETP(h) + AT(h)P(h) + PT(h)A(h) <0 (2.70)

Nesse ponto, nao foi possivel desacoplar as matrizes P; das matrizes A;, como fora
obtido nas segoes anteriores. Mesmo com trocas na configuragao das matrizes E, A(h)
e P(h), que preservem ao mesmo tempo Y; na diagonal de P(h) e a equivaléncia entre
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as equagoes dinamicas (2.68) e (1.12), ndo é possivel chegar aos resultados estabelecidos
pelo Lema de Finsler ou pelo termo nulo.

Uma outra alternativa seria considerar X := P~!(h). Multiplicando & esquerda por
X7 e & direita por X tem-se que

XTETP(R)X + XTAT(h) + A(h)X <0 (2.71)

Com essa escolha ha uma matriz apropriada X com a qual é possivel desacoplar os
termos A(h) de P(h). Contudo, o termo nao-linear X7 E” P(h)X surge, inviabilizando a
formulacdo LMI. Uma maneira de contornar essa situagao foi proposta em [TOWO07] ao
modificar a funcao de Lyapunov fuzzy para a forma:

V(z)=z"ET P~ (h)z, (2.72)
Dessa forma segue que [TOWO07, Segao II1]:

d_ oo
PN = PN )

Partindo dessa funcao candidata e tomando sua derivada temporal

[P(h)] P~ (h)

V(z) = Z'ETP YWz +#TETP Y (hz + ' P~ T(h)EL
— TP T(WETP(WP Rz +iTETP (W) + 2T P~ T(h)Ex

Para garantir seu sinal basta que

—ETP~Y(h)P(h)P~ (h) + AT(h)P~"(h) + P~T(h)A(h) < 0 (2.73)
Multiplicando & esquerda por PT(h) e & direita por P(h) tem-se que

 —ETP(h) + PT(h)AT(h) + A(h)P(h) = (2.74)
—Y (k) + A(h)Pay + PLAT(h) .
Y(h) + PLAT(h) — Py~ —Ph— pm} <0 (2.75)

Portanto com a escolha feita em [TOWO7] é possivel obter desigualdades nas quais as
matrizes Y;, que devem ser simétricas e definidas positivas, nao sao multiplicadas pelas
matrizes A; da dinamica do sistema. Na sequéncia serd mostrado que partindo da fungao
a seguir :

V(z)=2"P (h)x =27 (Z h@) z, (2.76)

similar a proposta em [TOWOT7], é possivel obter a desigualdade (2.75) usando tanto
Finsler quanto termo nulo. Sua derivada temporal é dada por:

V(z) = 2" P T(h)P(h) P (h)z + 2T P~T(h)i + 2T P~ (h)x (2.77)
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Tomando o vetor £7 = [:L’T :i:T], a seguinte forma é obtida

—P~T(h)P(h)P(h)™" .} ¢

Vo) =gre =t [P ERIPIT (2.78)

O objetivo é garantir que V(x) < 0 através da imposicao de que I' < 0. Multiplicando
I' em ambos os lados por

0= [Péh) P?h)} ’

obtém-se I' = ©TTO < 0. Entdo é possivel afirmar que

oy o1 |—P(h) e
T =¢ [P(h) Jle<0 (2.79)
Finalmente, o termo nulo da equacao (2.58) pode ser subtraido para obter
Tie _ ¢T —P(h) + My A(h) + AT(h) M, °

Logo é suficiente que <0 A observagao revela que, salvo termos transpostos, a
desigualdade I' < 0 equivale a (2.75). Partindo da funciio (2.76) e seguindo os passos
mostrados a partir de (2.65) a mesma desigualdade pode ser determinada via Finsler.

Dessa forma, foi mostrado que o resultado apresentado em [TOWO07] pode ser re-
cuperado pela estratégia do termo nulo ou por Finsler, mas o contrario nao é verdade,
permitindo estabelecer a relacao

Termo Nulo < Finsler = Descritor

Vale ressaltar que a equivaléncia entre termo nulo e Finsler é parcial, uma vez que
limita-se ao itens 1 e 4 do ultimo.

2.5.4 Comparacoes Numéricas

Os Teoremas 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 sao aplicados ao Exemplo 2.1 para avaliar a reducao
de conservadorismo, conforme pode ser visto nas Figuras 2.27 e 2.28. Nota-se que em
ambos os casos os Teoremas que sao baseados nas técnicas de desacoplamento conseguem
determinar estabilidade para uma gama maior de parametros quando comparados a suas
versoes nas quais nao foram aplicadas tais solu¢oes numéricas. Contudo, a melhoria nos
resultados é pouco expressiva.

Mesmo assim outra figura de mérito para as solugoes numéricas apresentadas nessa
secao ¢ a complexidade computacional das LMIs, que pode ser medida através do nimero
de linhas e de varidveis escalares. A Tabela 2.4 mostra o nimero de linhas L e variaveis
V' com base na ordem do sistema n e no ntimero de regras 7.

A comparacao das linhas 1 e 3 da Tabela 2.4 revela a expressiva reducao na comple-
xidade numérica. Do ponto de vista das varidveis escalares o Teorema 2.4 introduz 2n?
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T T
1000 ® ® - x -x -
®® ® X X
900 ® ® ® ® % % .
@B B®Q® X X
800F® ® ® ® ® ® x X E
B OIRR R x X
700F® Q@ ®® B QQ ® x x —
PRIV X
B00F® O RO QR x X i
DR BIIBIB Q@ x x
O 500F® Q80 RIR R Q X -
BRIV IBRB O Q x X
400F® @ R 3 R RV x —
PR AIRRIAIRIBRAIB®ARAR® @ ® X X
300F¥ @RI RRAIIIIRIOIRRIIRQ X —
BRI RIRIIAIIRIIRDIARO®R} AR ® ® X
20F ¥ @ @RIV RV IV IBIDPIORRR DR X —
PP IRRIIRIINIIBIVDIAIAIDIIIB®I® Q@ X
10F® @3R3 QR FRFIFIRBIBRIRRRIIIRRIRRRARRIIR® X —
PRI IIRRRIIRRIAIIIAIRIRIAIIIIIIDIIIRDIAR®RO® O X
OF@®d 3P I3V BFIIVIIIIIFIFIIIDIFRRDAIIIVIIIB®
L L L L L L L L L
-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2
a

Figura 2.27 Efeito do desacoplamento de matrizes: resultado obtido pelo Teorema 2.2, com
acoplamento forte, assinalado com o, e o resultado obtido com o Teorema 2.4, acoplamento mais
fraco, assinalado com X.

T T T
1000 ® ® @ @ ® Q@ ® @ @ x -
PRI R ®Q x
900V ® R VR ® BV x -
BRIV X
800F® @ BV RIRBRBIIRR]R —
RRIIIFRRRRRIIIIIARRA
700F-F® @ 3RO 3RO —
RRIIIFRRRIIIRIARRR QR
B00-F® @ B3RP IVRIARRRORIERR —
RRIIIFIFIRFIIIDIIRFIRIIR;A®
O500F9 3R BRVIIIIVIIIOIRRIR® X —
PRV IIFIIFIRIIIIRIIIIRIR;II®RIAX
400F @ B BV 3PP I3 VB3V RRRR] IV X —
RO RVIAIRRRAIRARIIRNRARIIRARIIRRIR VR
300 ® VB3RPV IRV IVBIVIIBRIRRIIIEIIR® —
PR IAIRRIAIRIAIAIANRIARRAIARRIIR®RIAIA ®Q
200F @ @BV R IRV IR IBRIIIAAIORA®Q X —
PPV IRRIAIARRIRYNAIARIRRAIINRRIR}O®O
1M0FFI BBV R IVIVIIVIIIOIRRIIIRIIIFIAOIIRRI —
PRI ARIIRAIAINIIAIRIARIARIAIIARRAR ®O’]RAE
0F® 3 3RV AIVFFARIIAIARIIRFIARIRARARRIIAIIIRRARIARB®
1 1 1 1 1 1 1 1 1
-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2
a

Figura 2.28 Efeito do desacoplamento de matrizes: resultado obtido pelo Teorema 2.3, com
acoplamento forte, assinalado com o, e o resultado obtido com o Teorema 2.5, acoplamento mais
fraco, assinalado com X.
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Tabela 2.4 Complexidade computacional das condi¢ées LMI: L ntimero de linhas; V' ntmero
de varidveis; n ordem do sistemas; r niimero de regras.

Método L Vv
Teorema 2.2 0,5(r* + 5r)n 0,5(n* +n)(r+1)
Teorema 2.3 0,5(r* +r)m.n+rn 0,5(n* + n)r
Teorema 2.4 4rn 0,5(n? +n)(r + 1) + 2n?
Teorema 2.5 rn(m + 1) 0,5(n? 4+ n)r + 2n?

variaveis adicionais. Contudo, tanto o Teorema 2.2 quanto o Teorema 2.4 tém complexi-
dade O(n?). Do ponto de vista de linhas das LMIs h4 uma clara distingao: Teorema 2.2
é O(r?) enquanto Teorema 2.4 é O(r). Isso significa que para sistemas de mesma ordem,
mesmo n, nao havera grande distingao em ambos os casos. Contudo, as condigoes sao
bem mais sensiveis com relacao ao parametro r, associado ao niimero de regras no modelo
TS, que por sua vez estd associado a quantidade de nao-linearidades no sistema nao-linear
original [TWO1].

No caso dos Teoremas 2.3 e 2.5 o mesmo fato ocorre. Todavia a interpretagao desse
resultado é um pouco diferente, haja vista que ha uma relacao exponencial entre a quan-
tidade de regras r e a quantidade de colunas m da matriz Vg, definida em (2.48). A
determinacao da expressao exata do aumento do ntimero de linhas nao ¢ trivial, sendo
mostrados na Tabela 2.2 alguns valores. Portanto, mesmo havendo uma reducao do
numero de linhas no Teorema 2.5, ela nao é tao siginificativa devido ao termo m, de
crescimento exponencial.

Uma observacao final com relacao as solugoes numéricas discutidas nessa se¢ao merece
destaque. As matrizes de folga M; e M, podem ser trocadas por conjuntos M (h) e My(h).
Dessa forma haveria um termo nulo modificado

2 [2" M (h) + 2" Ma(h)] x [ — A(h)z] = 0, (2.81)
sendo My(h) :=>""_ h;Mj e My(h) :=>;_, hiM3.

Essa modificacao é capaz de reduzir o conservadorismo ainda mais, contudo nota-se um
compromisso pois as condigoes geradas voltam a ser O(r?) devido a restrigoes adicionais
que devem ser impostas. Ao leitor interessado, recomenda-se a leitura de [MPM10], no
qual foram publicados a discussao e os resultados sobre as solugoes numéricas dessa se¢ao
mas com o enfoque nos termos M (h) e My(h).

2.6 NOVAS FUNCOES DE LYAPUNOV PARA SISTEMAS TS

Nas segoes anteriores, foi dado um grande enfoque para a funcao de Lyapunov fuzzy pro-
posta em [Jad99]. Foi discutido como aprimorar as condigoes de andlise de estabilidade,
atuando principalmente nos chamados termos Pp, seja por meio da inclusao apropriada
de uma variavel, como feito na Secao 2.3, seja por meio da descricao completa da varie-
dade a qual pertencem as derivadas temporais das fungoes de pertinéncia, como descrito
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na Secao 2.4. Nessas secoes foram estabelecidos novos resultados havendo compromisso
entre desempenho e complexidade computacional. Na sequéncia, solu¢oes numéricas fo-
ram apresentadas para reduzir custo computacional, ao mesmo tempo que os resultados
numéricos eram aprimorados.

E possivel concluir, apds a discussao das se¢oes anteriores, que os termos envolvendo as
fungoes de pertinéncia sao capazes de caracterizar melhor o comportamento dos sistemas
TS, fornecendo maiores informagoes sobre variagao temporal. Dessa forma, busca-se
construir na sequéncia func¢oes de Lyapunov que sejam capazes de agregar ainda mais
informacoes, na expectativa de reduzir o conservadorismo e a distancia que separa os
contextos fuzzy e nao-linear.

2.6.1 Funcao de Lyapunov Parametrizada pelas Funcoes de Pertinéncia e por Vetor
de Estados Aumentado

Uma caracteristica comum a grande maioria das fungoes de Lyapunov disponiveis para
sistemas T'S é possuirem uma dependéncia quadratica em relacao ao vetor de estados.
Além dos casos que foram analisados, isso pode ser verificado na funcao linear por partes
[JRA99]; na fungao integral [RWO06]; na fungao em tempo discreto baseada na variacao de
k passos [KWGO08]. Em todos esses casos hd um termo matricial no niicleo multiplicado
a direita e a esquerda pelo vetor de estados e seu transposto, respectivamente.

Somente recentemente nos trabalhos [TYOW09, TOW09, SA09] surgiram fungoes de
Lyapunov cujos vetores que multiplicam um nticleo matricial nao sao apenas os estados.
No caso da fungao polinomial proposta em [TYOWO09] as entradas desses vetores sao
monomios em x. Todavia a andlise de estabilidade e o controle baseado em tais fungoes
nao recaem em condigoes LMI, sendo necessario trata-los com ferramentas computacionais
para problemas do tipo SOS, cujo custo computacional é mais elevado.

Propoe-se aqui construir uma fun¢ao de Lyapunov cujo ntcleo matricial seja multi-
plicado nao s6 pelo vetor de estados como também por termos capazes de enriquecer a
caracterizagao da dinamica do sistema T'S. Mais importante, essa nova fungao devera ser
no contexto de LMIs. Além disso, a nova funcao também sera dada como uma combinagao
fuzzy, para aproveitar as caracteristicas benéficas discutidas nas questoes anteriores.

A motivagao parte do trabalho [EHPAO05] no contexto de sistemas incertos invariantes
no tempo, no qual se propoe o uso de um vetor aumentado incluindo os estados e suas
derivadas temporais. A funcao proposta aqui tem a forma a seguir

V(z, i, h) Zh L]Z; Pﬂ H (2.82)

sendo P; € R™™ matrizes quaisquer e Py;, Pgi matrizes simétricas de mesma dimensao.
Uma consequéncia desse vetor aumentado é uma parametrizagao pelas funcoes de per-
tinéncia e combinagoes polinomiais das mesma. Para verificar isso basta substituir & por
A(h)x resultando em:

i=1 j=1 k=1
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Perceba a maior complexidade dessa fungdo em comparacdo com (2.19). Aqui a
parametrizacao se dd por meio de um triplo somatorio fuzzy. Além disso, o nicleo
matricial incluir informagcao dos vértices A;.

A derivada temporal dessa funcao pode ser escrita de forma compacta como

r 0 PM PQJ; r Pu Pg; 0 T
i=1 P, Ps; 0 i=1 0O 0 O x
(283)
A derivada temporal das fungoes de pertinéncia aparecem duas vezes nesse caso, um
aspecto interessante. Naturalmente, como ocorre na fun¢ao (2.19) e também implicita-
mente nos termos &, pois

=1 =1

Para preservar convexidade na formulacao das condicoes de estabilidade é necessario
manter os vetores na sua forma aumentada ao trabalhar com a funcao proposta. Dai
se percebe a necessidade das solugoes numéricas discutidas na Segao 2.5. No trabalho
original [EHPAO5] o Lema de Finsler é a escolha. Essa também poderia ser a escolha
aqui, contudo, por razoes que ficarao mais claras adiante, opta-se pela abordagem do
termo nulo, que também é propicia para essa nova funcao.

O termo mostrado na equagao (2.56) serd utilizado. Porém somente com ele nao é
possivel estabelecer condicoes adequadas de estabilidade, sendo definida a igualdade a
seguir

2 [2T M5 + &7 My + T M;) x [# — A(h)3 — A(h)z] =0 (2.85)

O segundo termo dessa multiplicagao é nulo segundo a equagao (2.84) .

Até esse ponto, nao ha um motivo por preterir o Lema de Finsler em favor da abor-
dagem do termo nulo, sendo equivalentes. Contudo, explorando a abordagem do termo
nulo serd possivel definir o termo seguinte

= 2[2"X(h) +3TY(h)] x [ — A(h)z] (2.86)

que serd tutil na tarefa de reducao do conservadorismo.
E suficiente para garantir sinal positivo a nova fung¢ao definida na equagao (2.82) que:

Pli [ J
>0 .8
{P% P3J i€R <2 7)

com base na convexidade entre h e o niicleo matricial. Ja a condi¢ao de derivada temporal
negativa pode ser viabilizada em um primeiro passo com a soma da equagao (2.83) com
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os termos nulos mostrados nas equagoes (2.56), (2.85) e (2.86). Em seguida, apoiando-se
na convexidade sobre h e h, limitada ao politopo definido em (2.45), é suficiente garantir

k=1 iER,jEM
sendo
_MIAZ — A?MlT [ ] o
@i = —AZTMg — MQAZ + MlT M2 + M2T — M4Az — A?MZ [ (289)
M MT — My A, Ms + MY
CMyAp — ATMT — XAy — ATXT o e
@(k,i) = —M, A, — Y A + X,? Y, + YkT ° (2.90)
—M5A, 0 0
0 ° ° P, e o
Pi = Pli Pgi + PQJ; L PZ = Pgi Pgi ® (2.91)
Py Ps; 0 0 0 O

Esse resultado ¢ sintetizado no Teorema seguinte.

Teorema 2.6. Considere que |h;| < ¢;, i € R. O sistema TS (1.12) é assintoticamente
estavel caso existam matrizes simétricas Py;, P3;, X, Y e matrizes quaisquer Py;, M,,, w =
{1,--- b} que satisfagam

P, e
>0 2.092
{P% PJ r (2:92)
©; + F; + Z Vi, <é(k,i) + pk) <0 (2.93)
k=1

1€ER,jJEM

sendo que a matriz V' é definida em (2.48) e os demais termos sao definidos nas equagées
(2.89) a (2.91).

2.6.1.1 Comparagoes Numéricas O Exemplo 2.2 é retomado com o objetivo de
comparar diversas fungoes de Lyapunov disponiveis na Literatura de sistemas TS com
a fungao de Lyapunov fuzzy e com a nova funcao proposta. Para referéncia futura os
Teoremas 2.5 e 2.6 serao indicados por T25 e T26, respectivamente. O Teorema 2.5 foi
escolhido por ser a condicao de estabilidade que agrega as solugdes numéricas da Segoes
2.4 e 2.5, sendo a menos conservadora.

A estabilidade quadrética estd representada pelo Teorema 2 em [MOP09], usando
como parametros g = d = 5, sendo referido por MOP09. Poderia ser usado o Lema 2.1,
uma vez que para sistemas em malha-aberta os termos de relaxagao do lado direito nao
sao eficazes, conforme discutido na Secao 2.1. Todavia, usa-se o resultado de [MOPQ9]
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para ilustrar essa conjectura. Como representante das fungoes de Lyapunov por partes
adota-se o Teorema 3.1 de [XSF97], indicado por XFS97. A funcao de Lyapunov fuzzy
integral também é escolhida, RW06, sendo usado o Teorema 3 em [RWO06]. Finalmente,
o Teorema 1 em [TYOWO09] é escolhido para comparagdo com uma fungao polinomial,
mesmo que esta nao possa ser obtida no contexto de LMIs, sendo usado um polinomio
de décima ordem em z, denotado por TYOWO09. Com esse grupo de abordagens todas
as funcoes de Lyapunov desenvolvidas para sistemas TS continuos, que o autor tem
conhecimento, sao representadas’.

A Figura 2.29 mostra o valor maximo obtido para o parametro k, relacionado a fungao
nao-linearidade do modelo do Exemplo 2.2, indicado por k*, para diferentes valores do
limitante da derivada temporal das fungoes de pertinéncia, ¢;. Como nesse caso o sistema
possui duas regras, esse valor, em modulo, é simultaneamente o limitante superior e
inferior.

Comparando entre si apenas os resultados que dependem das derivadas das fungoes
de pertinéncia, nota-se que ha uma clara superioridade da nova funcao proposta, T26
marcado por linha continua, sobre uma abordagem bem relaxada da funcao de Lyapunov
fuzzy, T25 marcado por linha tracejada. Embora ambos valores sejam préximos a medida
que ¢; cresce k* ainda é cerca de 12% maior com T26 em relacao a T25. Nota-se que a
redugao no conservadorismo é bastante significativa para limitantes menores das derivadas
temporais. Para ¢; = 0,8 ocorre a maior diferenca entre ambos, com o valor k£* encontrado
pela abordagem T26 chegando a ser 50% maior do que o valor determinado com T25.
E possivel concluir que a nova funcao proposta é menos conservadora sendo capaz de
caracterizar melhor dinamicas tanto lentas quanto réapidas.

Quando comparado aos resultados que independem dos limitantes das derivadas tem-
porais das fungoes de pertinéncia a nova fungao ainda é bastante competitiva. Na faixa
em que apresenta pior desempenho, ¢; > 1,9, no pior dos casos, o resultado obtido com
T26 encontra k* que equivale a 72% e a 80% dos valores obtidos com RW06 e TYOWO09,
respectivamente. J4 na faixa onde o desempenho de T26 é superior o parametro £* de-
terminado chega a ser 540% e 600% maior do que RW06 e TYOWO09, respectivamente.
Com relagao a estabilidade quadratica e a fungao de Lyapunov por partes é possivel ga-
rantir que tanto T25 quanto T26 sao melhores. Mesmo para valores maiores de ¢; do que
mostrados na Figura 2.29, T25 converge para XFS97, enquanto T26 ainda permanece um
pouco maior. Os valores extremos da Figura 2.29 sao mostrados na Tabela 2.5.

2.6.2 Funcao de Lyapunov Parametrizada pelas Funcoes de Pertinéncia e suas
Primeiras Derivadas Temporais

H&a algumas décadas, fungoes de Lyapunov parametrizadas tém sido muito utilizadas
para analise de estabilidade ou controle de varios tipos de sistemas, merecendo destaque
trabalhos pioneiros como [GAC96, FAG96, FLA96]. A funcao de Lyapunov fuzzy proposta
em [Jad99], bem como a fun¢ao aumentada (2.82), proposta na segdo anterior, também
fazem parte dessa classe. Nesse caso a parametrizacao se da com relacao as fungoes de
pertinéncia.

9A fungdo baseada na variagao de k passos propostas em [KWG08] é dedicada & sistemas discretos.
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40

—— T26
31 ----T25 I
+  MOP09
30} o XFS97 |
\ - TYOW09

\ = - RW06

Figura 2.29 Comparacao entre diversas fungoes: nova funcao proposta T26; funcoes de Lya-
punov fuzzy dependente, T25, e independente, RW06, de limitantes; funcdo de Lyapunov por
partes XFS97; estabilidade quadratica MOPO09; e fungdao de Lyapunov polinomial TYOWO09.

Tabela 2.5 Valores maximos do parametro k para diferentes limitantes ¢;.
Métodos ¢; =3,0 ¢; =0,2
MOPO09 3,82 3,82
XFS97 4,70 4,70
TYOW 6,64 6,64
RWO06 7,37 7,37
T25 4,73 29,9
126 5,33 39,8
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Haja vista a relevancia da informacao contida nas funcoes de pertinéncia para o
modelo TS global, ja que fazem um papel fundamental na interpolacao dos modelos
lineares locais, uma conjectura plausivel é de que uma melhor caracterizacao da variacao
das mesmas pode levar a uma reducao no conservadorimo. Portanto a funcao de Lyapunov
a seguir é proposta, parametrizada nao so pelas fungoes de pertinéncia mas também por
suas derivadas temporais

V(z, h,h) = aT [P(h) + P(h)] x (2.94)
sendo

P(h) = Z hiP;, P(h) = Z hiP,
1=1 i=1

cuja derivada temporal pode ser determinada como

V(z,hh) =T [P(h) + P(h)} v+ i [p(h) + P(h)} z+a” [p(h) + P(h)] i (2.95)

O termo P (h) na equagao (2.95) gera informacao relativa a derivada temporal segunda
das funcoes de pertinéncia, h;. Por isso se faz necessaria a seguinte consideracao.

Proposigao 2.2. As funcées de pertinéncia sao tais que h; € C, Vi € R.

Uma vez que as fungdes h; satisfazem (1.9), a mesma propriedade do somatério da
primeira derivada temporal das fungoes de pertinéncia é valida para a segunda derivada:

T
Z h; =0 (2.96)
i=1
Essa propriedade podera ser explorada na sequéncia com as solugoes propostas neste
trabalho. Além disso, as segundas derivadas também serao limitadas em modulo. Por
isso os conjuntos de escalares ¢} e ¢? serdo, respectivamente, limitantes em médulo para
Como tem sido o padrao ao longo deste trabalho, em primeiro lugar serao desenvolvi-
das condigoes de estabilidade que nao levam em consideragao a caracteristica politépica
da variedade definida pelas derivadas temporais das fungoes de pertinéncia. Embora seja
uma abordagem mais conservadora, privilegia o custo computacional linear ou quadréatico.
Em seguida, condi¢oes andlogas sao obtidas, enfatizando reducao no conservadorismo
porém preterindo a preocupagao com o custo computacional.
A derivada temporal da fungao (2.94) ao longo das trajetérias descritas pelo sistema
TS é

Ve h) = o |P(h)+ P(R) + AT()P(R) + AT(R)P(R) + P(M)A(R) + P(R)A(h)| @
= 270(h, h, h)x (2.97)
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Para garantir estabilidade em Lyapunov basta que

P(h)+ P(h) >0, ©O(h,h,h)<0 (2.98)

Usando um termo como definido na equacio (2.33) e o fato |h;| < ¢! segue que

P(h)+ P(h) = P(h)+>_ hiP; (2-99)
= P(h)+ i hi (P, +Y) (2.100)
> P(h) — Z ¢i (P+Y) (2.101)

i=1

caso sejam impostas as restricoes

P+Y >0 i€eR (2.102)
Com base na convexidade em P(h) é suficiente para ter P(h) + P(h) > 0 que

P=) ¢, (P+Y)=P—-P,>0ieR (2.103)
k=1
Voltando a atengao para a condigao sobre a derivada da fungio, com base na desi-
gualdade (2.102), na equagdo (2.33) e no fato de que |hy| < ¢? é possivel garantir que

O(h,h,h) = Z hi Py, + Z hi [P + AT(h) Py + P A(R)] + AT (R)P(h) + P(h)A(h)

= > h(Pe+Y)+ > by [P+ AT(h) Py + PA(h) + X]
k=1 k=1

+AT(h)P(h) + P(h)A(h)

IA

i O (Pe+Y) + Z hy, [Py + AT (1) Py + PLA(R) + X]
k=1 k=1
+AT(R)P(R) + P(h)A(h) = ©(h, h, h) (2.104)

Ao se impor

P+ ATP, + PBA+X >0, i,k€eR, (2.105)

combinado ao fato que |h;| < ¢! tem-se
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T

@thfgz%%&+Y) or [P+ AT(h) By, + P A(R) + X]
AT (RP(R) + P(RA(h) (2.106)

- iqﬁi (Pe+Y)

+ZZhh {Z@ [Py + AT Py + DA + X + A,.TPj+Pin}

21]1

i=1 j=1
sendo ©; : Zk1¢k(Pk+ATPk+PkA +X)6P£—Zk 19 (P +Y).
Portanto, para assegurar que ©(h, h h) < 0 é suficiente que
_ 1
@+§@H@fwﬁa+g&+4ﬂ+ﬂ&yw (2.108)

O Teorema a seguir consiste em uma maneira de verificar estabilidade para sistemas
TS por meio de LMIs com base na nova fungao proposta.

Teorema 2.7. Considere que |h;| < ¢!, |hi| < ¢ Vi € R. O sistema TS (1.12) é
assintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas P;, P;, X e Y que satisfacam

Pi+Y >0,i€R, (2.100)
P, =P, >0, i€R, (2.110)
P+ Al Py + PLA+ X >0, i,k €R, (2.111)
1
Pg+§(@,-+@j+AZ.TPj+Pin+A§F1%+BAj) <0,i,jER,i<j (2.112)

sendo

Py =Y ¢p(P+Y),w=12 0;:=Y ¢ [P+ Al P+ PA; + X|
k=1 k=1

Corolario 2.5. O Teorema 2.2 é um caso particular do Teorema 2.7.

Demonstracio. Ao fazer Y =0 e P, = 0, Vi € R as desigualdades do Teorema 2.7 sdo
reduzidas as mesmas do Teorema 2.2. |
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Antes de analisar os resultados obtidos com a nova funcao proposta é possivel uti-
lizar alguma das solugbes numéricas apresentadas na Secao 2.5, seja para aprimorar os
resultados ou simplesmente reduzir o custo computacional.

A derivada temporal da func¢ao (2.94) pode ser rescrita da forma a seguir, ficando em
conformidade com a abordagem do termo nulo:

V(o hh) = €7 P(h) + P(h) + AT(h)P(h) + P(h)A(h) e ¢ (2.113)
P(h) 0

sendo &7 = [2T 27].
Considere as desigualdades (2.102) e (2.103). Assumindo que ambas sao verdadeiras
garante-se que P(h) + P(h) > 0. Usando termos como os da equagdo (2.33) ainda

garante-se que

V(x, hh) < €7 ; i (Pe+Y) + P(h) + AT(R)P(h) + P(h)A(h) e
P(h) 0

Com base na desigualdade (2.105) segue que

T 2 — 1 T = _ ‘
V(w hh) <€ b ;¢k(Pk+Y)+;¢k(Pk+AiPk+PkAz+X) °| ¢
i=1 PZ 0

(2.115)
Finalmente, com a adi¢do do termo nulo da equagao (2.56) a desigualdade permanece

inalterada
: , —~  [P2+0,— MA — ATM, .
< ¢T T t C i )
V(x>h>h')—§ ;hl|: R—MQAZ—l-MlT M2+M2T 5 (2116)
sendo
P;=> i (P+Y), ©;:=> ¢ (P + Al P + PLA; + X)
k=1

k=1
Essa condigao de estabilidade é enunciada pelo Teorema a seguir:

Teorema 2.8. Considere que |h;| < ¢, |hi| < ¢2 Vi € R. O sistema TS (1.12) é as-

sintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas P;, P;, X, Y e matrizes quaisquer
My, My que satisfacam

P+Y >0,i€R, (2.117)

P,— P, >0,i€R, (2.118)
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P+ AP+ PBA+X >0, i,k €R, (2.119)
= <0, 1€R, (2.120)
sendo
Py =) o¢r(Pe+Y),w=12 0;:=Y ¢ [P+ Al P + PA; + X|
k=1 k=1
- P, — MyA; + M My + M

Corolario 2.6. O Teorema 2.4 é um caso particular do Teorema 2.8.

Demonstracio. Ao fazer Y = 0 e P; = 0, Vi € R as desigualdades do Teorema 2.8 sio
reduzidas as mesmas do Teorema 2.4. |

Vale ressaltar que o efeito do desacoplamento no caso da nova funcao proposta é dife-
rente daquele que ocorria na fungao de Lyapunov fuzzy, no qual nao havia produtos entre
matrizes da fungao de Lyapunov e da dinamica do sistema. Neste caso o acoplamento é
parcial, pois ainda ha a multiplicacdo dos termos A; P, sendo eliminados apenas termos
A;Py.

A outra alternativa para garantir que as condigoes de estabilidade em (2.98) sejam
satisfeitas é considerar os politopos aos quais pertencem as sucessivas derivadas temporais
das funcoes de pertinéncia. A segunda derivada temporal de cada funcao de pertinéncia
também ¢ restringida por dois conjuntos de equagoes: em moddulo, gerando um hiper-
retangulo no espaco h; e pela equacao (2.96), que define o mesmo hiper-plano que havia
no caso da primeira derivada. Portanto, a variedade de dimensao r—1 é o mesmo politopo
que havia no espago h, sendo apenas que o tamanho é modificado, devido a mudanca de
limitantes sobre as derivadas.

Para garantir P(h) + P(h) > 0 é suficiente explorar a convexidade sobre h e o fato de
que h estd confinado a variedade Q definida em (2.45). No caso, deve-se ter em mente
que os limites do hiper-retangulo devem ser ajustados, trocando ¢y por ¢;. Dessa forma,
segue que

P, + Z Viemy®uPr > 0, i € R,m € M (2.121)
k=1
sendo que matriz V' agrupa na forma de vetores coluna os vértices do politopo 2, como
discutido na Segao 2.4.
As segundas derivadas temporais h também pertencem a uma variedade definida por
(2.45). No caso, deve-se trocar ¢, por #2. Explorando a convexidade em h e os vértices
dos politopos aos quais h e h estdo confinados segue que é suficiente satisfazer

_, 1
P} + 5 [0; +0; + A P; + PjA; + AT P, + PAj] <0, (2.122)

iJER, mIEM, i<j
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sendo

P} = 6iVienPe ©i1= iV [Ph + AT P+ DAl
k=1
Finalmente o Teorema a seguir enuncia mais uma condi¢ao de estabilidade verificavel
via LMIs.

Teorema 2.9. Considere que |h;| < ¢!, |hi| < ¢ Vi € R. O sistema TS (1.12) é
assintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas P; e P; que satisfacam

PZ-+J5(;>0, i ER, me M, (2.123)

_1
Pj+§[@ﬁ@j+AZ.TPj+PjAZ-+A]TPi+BAj] <0,4,j€ER, i<j l,meM,

(2.124)
sendo

k=1 k=1
Corolario 2.7. O Teorema 2.3 é um caso particular do Teorema 2.9.

Demonstracdo. Ao fazer P, = 0, Vi € R as desigualdades do Teorema 2.9 sao reduzidas
as mesmas do Teorema 2.3. |

Uma tultima condicao de estabilidade pode ser estabelecida com base na nova funcao
de Lyapunov, explorando a natureza politépica das derivadas temporais das funcoes de
pertinéncia e as solugoes numéricas da Segao 2.5. Reescrevendo a derivada temporal da
fungao (2.94) em conformidade com a abordagem do termo nulo obtém-se

P(h)+ P(h) o :
P(h)+ P(h) 0
Somando o termo nulo da equagao (2.56) e apoiado na caracteristica convexa das

combinagoes matriciais parametrizadas por h, h e h, sao obtidas as condigoes suficientes
a seguir

V(x, h,h) =€ (2.125)

>[4 Vi) Pe + Vi P — My A — AT MT .
=t r <0 (2.126)
P+ i Viwam Pr — Mo A; + MY My + MT

L k=1 J i€R, mlEM,

O Teorema a seguir pode ser enunciado, sendo um aprimoramento com respeito ao
Teorema 2.9:
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Teorema 2.10. Considere que |h;| < ¢!, |h;| < ¢? Vi € R. O sistema TS (1.12)
é assintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas P;, P; e matrizes quaisquer
My, My que satisfacam

P+ Z(bllg‘/(k,m)Pk >0,i€R, meM, (2.127)
k=1
=<0, ieR, mleM (2.128)

sendo
[(éllcv(kvm)Pk + (ﬁv(k,l)ﬁﬂ — My A; — AT M °

> " 68 Viemy P + P — MpA; + M My + MT
k=1

Corolario 2.8. O Teorema 2.5 é um caso particular do Teorema 2.10.

Demonstracdo. Ao fazer P, = 0, Vi € R as desigualdades do Teorema 2.10 sdo reduzidas
as mesmas do Teorema 2.5. |

2.6.2.1 Comparagoes Numéricas O Exemplo 2.2 é retomado pois permite analisar
com maior facilidade a relagao entre a redugao do conservadorismo e as taxas de variagao
das funcoes de pertinéncia. O objetivo consiste em avaliar o maior intervalo da nao-
linearidade do sistema, sendo identificado por k*, para valores atribuidos como limitantes
para a primeira, ¢!, e segunda, ¢?, derivadas temporais.

A Figura 2.30 mostra a comparacao entre o Teorema 2.7 para alguns valores de ¢?,
assinalados em linha pontilhada, com relagao ao Teorema 2.2, assinalado com linha cheia.
O resultado do Teorema 2.7 é sempre melhor, ou no pior caso igual, que Teorema 2.2, fato
antecipado pelo Corolario 2.5. A melhoria no resultado é mais significativa para dinamicas
mais rdpidas. Note para ¢! < 0,5 que os resultados sao bem préximos. Contudo, & medida
que ¢} cresce, o parametro k* encontrado varia bastante.

Note na Figura 2.30 um aspecto bem interessante da nova fungao de Lyapunov pro-
posta. Nela indica-se que o desempenho do Teorema 2.7 converge para o resultado obtido
com o Teorema 2.2 & medida em que a taxa ¢? cresce. A explicacdo para este comporta-
mento é analoga a explicacao da convergéncia dos resultados com funcgoes de Lyapunov
parametrizadas para os resultados da estabilidade quadratica.

Uma vez que fungoes quadraticas nao levam em consideracao a taxa de troca entre os
vértices do modelo, estabilidade é garantida para valores arbitrarios da primeira derivada
temporal das fungoes de pertinéncia. Como discutido na Secao 1.3, essa nocao de esta-
bilidade serve para toda uma familia de modelos que compartilham dos mesmos vértices
A; e possuem fungdes de pertinéncia satisfazendo (1.9), sendo este conjunto identificado
por Z7s. Ja no caso das fungoes parametrizadas padroes, como por exemplo (2.19), a
estabilidade ¢ restrita para modelos que compartilham dos vértices de =g mas cuja troca
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Figura 2.30 Analise de estabilidade dependente da primeira e da segunda derivada temporal da
funcao de pertinéncia: resultados obtidos com Teorema 2.7, assinalados com linha pontilhada,
e com o Teorema 2.2, linha cheia.

entre eles é limitada por ¢'. Considere este conjunto de modelos como =k.¢. Contudo,
nada é dito a respeito da variacao temporal da taxa de troca de modelos, ou em outras
palavras, sobre a segunda derivada temporal das fungoes de pertinéncia. Uma vez que
essa informacao é omitida, estabilidade sera aplicavel a sistemas que possuam segunda
derivada temporal das funcoes de pertinéncia quaisquer!®.

Ao se incluir a informagao da segunda derivada temporal, a familia de modelos torna-
se mais restrita, formando o conjunto Z24. Dentre aqueles modelos em =g, a fungao
proposta na (2.94) busca garantir estabilidade apenas para os modelos cuja derivada
segunda ¢é limitada por ¢*. Portanto, a nogao de estabilidade para =k.¢ aplica-se a todos
os modelos em =2, mas o contrdrio nao é verdade. Logo, a andlise segundo a nova fungao
proposta é menos conservadora.

O resultado menos conservador ocorre quando ¢? = 0, significando que a segunda
derivada temporal das fungoes de pertinéncia é nula. Essa informagao é bem relevante,
mesmo que os termos relacionados a ¢? sejam zerados. Repare a sutilieza. H& diversas
funcoes cujo limitante da primeira derivada temporal é dado por ¢'. Porém o conjunto
formado por funcoes cujo limitante da primeira derivada temporal ¢ dado por ¢' e a
segunda derivada é pequena é bem mais restrito.

As mesmas conclusoes podem ser obtidas analisando os Teoremas 2.8, 2.9 e 2.10 com
relagao a suas contrapartidas, respectivamente, Teoremas 2.4, 2.3 e 2.5, ou também pela
inspecao das Figuras 2.31, 2.32 e 2.33. Outra caracteristica desse exemplo numérico é que

OTnclusive ser instantanea, o que seria um absurdo.
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Figura 2.31 Analise de estabilidade dependente da primeira e da segunda derivada temporal da
fungao de pertinéncia junto com abordagem do termo nulo: resultados obtidos com Teorema 2.8,
assinalados com linha pontilhada, e com o Teorema 2.4, linha cheia.

para valores muito pequenos de ¢! a reducao no conservadorismo nao é tao significativa.
Contudo, para valores grandes e, principalmente, intermedidrios de ¢! nota-se o contrario,
sendo que a contribuicao nesse caso pode chegar a determinagao de um k* duas vezes
maior do que obtido pelos Teoremas que nao levam tal informacao em consideracao.

Foi escolhido o valor ¢? = 0 para a comparacao das condicoes dependentes da derivada
segunda entre si, como mostrado na Figura 2.34. Da mesma forma que acontecia com a
funcao de Lyapunov fuzzy, parametrizada apenas pela funcao de pertinéncia, progressi-
vamente os resultados melhoram com a implementacgao das solugoes numéricas discutidas
nas Segoes 2.4 e 2.5. Com linha tracejada-pontilhada (azul) esta o resultado obtido com
Teorema 2.7 que nao utiliza nenhuma dessas solucoes. O melhor resultado é obtido pelo
Teorema 2.10, linha tracejada (verde-escura), que combina ambas as técnicas discutidas.
E interessante notar que no caso dos Teoremas 2.8 e 2.9 ndao hd um vencedor bem defi-
nido. Para valores pequenos e intermedidrios de ¢! o Teorema 2.8, assinalado com linha
pontilhada (preta), é melhor que o Teorema 2.9, mostrado com linha continua (vermelha),
mas a medida que @' cresce o contrario é observado. Nao se pode concluir qual solucao
numeérica é mais eficiente entre as da Secao 2.4 e da Secao 2.5, nesse exemplo. A conclusao
mais plausivel permite afirmar que as solugoes numéricas aprimoram os resultados e que
a combinagao simultanea de ambas promove maior reducao no conservadorismo.

O esfor¢o computacional demandado pelas condigoes de estabilidade é sumarizado
na Tabela 2.6, em termo do nimero de linhas e de varidveis escalares. Nas abordagens
baseadas em técnicas de desacoplamento ha mais variaveis escalares, um esforco que
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Figura 2.32 Anélise de estabilidade dependente da primeira e da segunda derivada temporal
da func@o de pertinéncia e que explora a caracteristica politépica das derivadas: resultados
obtidos com Teorema 2.9, assinalados com linha pontilhada, e com o Teorema 2.3, linha cheia.

35
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Figura 2.33 Anélise de estabilidade dependente da primeira e da segunda derivada temporal
da funcao de pertinéncia, com base no termo nulo e que explora a caracteristica politépica das
derivadas: resultados obtidos com Teorema 2.10, assinalados com linha pontilhada, e com o
Teorema 2.5, linha cheia.
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Figura 2.34 Analise de estabilidade: comparacao entres as condigoes dependentes da segunda
derivada. Teorema 2.7 (linha traco-ponto, azul); Teorema 2.8 (linha pontilhada, preto); Teo-
rema 2.9 (linha continua, vermelho); Teorema 2.10 (linha tracejada, verde-escuro).

é pago pela reducao na quantidade de linhas, compare o Teorema 2.7 com relacao ao
Teorema 2.8 e o Teorema 2.9 com respeito ao Teorema 2.10. A ordem de complexidade
nao ¢ alterada tanto em termos de linhas quantos de variaveis, entretanto. Vale ressaltar
que ao contrario do que foi visto na Sec¢ao 2.5 nao foram obtidas condigoes de estabilidade
com dependéncia linear com o nuimero de regras r. Isso pode ser explicado pelo fato de
que no Teorema 2.8 nao ha um desacoplamento tao forte entre matrizes do sistema e da
funcao de Lyapunov.

As quatro condicoes de estabilidade propostas nessa secao buscaram representar ex-
tremos. Um dos extremos, representado pelos Teoremas 2.7 e 2.8, prima pela baixa
complexidade computacional, embora isso represente perda na capacidade de andlise. O

Tabela 2.6 Complexidade computacional das condi¢oes LMI que dependem da segunda deri-
vada temporal: L nimero de linhas; V' numero de varidveis; n ordem do sistemas; » nimero de
regras

Método L V
Teorema 2.7 (1,57% 4+ 2,5r)n (n?+n)(r+2)
Teorema 2.8 (r? +4r)n (n? +n)(r +2) + 2n?
Teorema 2.9 0,5(r? + r)nm? + rnm (n* +n)r

Teorema 2.10 (m? +m)rn (n? +n)r + 2n?
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outro extremo, Teoremas 2.9 e 2.10, visa formular as condigoes de estabilidade menos
conservadoras possiveis, enfatizando o poder de andlise em detrimento do custo compu-
tacional, que pode se tornar demasiadamente elevado dependendo do niimero de regras.

Além das condigoes de estabilidade propostas nessa secao outras podem ser obtidas
ponderando como incluir as informacoes das primeiras e segundas derivadas. E possivel,
por exemplo, incluir a informacao da derivada segunda de forma mais conservadora, a
feicao do Teorema 2.7, e incluir a informagao da derivada primeira de forma mais precisa,
como feito no Teorema 2.9. Essa formulacao hibrida, por assim dizer, foi apresentado no
artigo [MP10], no qual se encontram alguns dos resultados desta segao.

2.6.2.2 OQOutra comparagao numérica O Exemplo 2.3 é reconsiderado. Usando a
forma mais conservadora de traduzir para o contexto de LMIs as condigoes de estabilidade
baseadas na nova funcao parametrizada pelas funcoes de pertinéncia e suas derivadas,
qual seja o Teorema 2.7, é possivel garantir estabilidade para o universo de discurso
|z1| < 7/2 e |xo| < w/2. Isso nao era possivel com o Teorema 2.2, caso particular do
Teorema 2.7 obtido a partir da fungao de Lyapunov parametrizada apenas pelas fungoes
de pertinéncia, conforme foi mostrado na Segao 2.4.

Para aplicar o Teorema 2.7 ao Exemplo 2.3 a segunda derivada temporal das fungoes
de pertinéncia pode ser calculada a partir de (2.52) e (2.55). A expressao resultante é

hy = Zil [sen(z1)xy — cos(xq)] + 2sen(xy)dixe — 2 cos(xy)do
3
—19‘31 [sen(z1) cos(z1) + sen(z;)*x1 — cos(z1)] (2.129)

Calculando esta derivada para uma malha regular de pontos no universo de discurso
do modelo o valor méaximo em maédulo é 92,7. Usando o mesmo procedimento calcula-se
que a primeira derivada ¢é limitada em 3,61. Portanto, pode-se considerar com seguranca
¢t =4,0e ¢? = 95.

Usando ¢? = 95 buscou-se determinar os valores méaximos para o limitante da primeira
derivada temporal, indicado por ¢!. Os resultados encontram-se na Tabela 2.7, na qual
os resultados da Secao 2.4 sao parcialmente reproduzidos para conveniéncia do leitor. A
expressiva melhora no resultado obtido com o Teorema 2.2 em relacao ao obtido com o
Teorema 2.7, o parametro ¢! é quase duas vezes maior, pode ser explicada pelas mesmas
razoes expostas no exemplo numérico anterior. O conjunto de modelos para os quais
¢? = 95 é bem mais restrito do que assumir um valor qualquer para esse limite, sendo
mais facil a busca por uma funcao de Lyapunov.

A titulo de ilustracao duas funcoes de Lyapunov sao determinadas usando como
parametros ¢! = 4,0 e ¢* = 95 nos Teoremas 2.7 (T27) e 2.9 (T29), respectivamente:

P — 1,3334 0,0603}’ P, —

12,3297 0,0407
10,0603 0,8914 ’

10,0407 0,6197
T27:

p _ | 20658 —0,3016) 5 _ [ 20649 —0,3025
"7 |-0,3016 00014 | “* 7 [-0,3025 0,0006
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Tabela 2.7 Valores maximos do limitante para a primeira derivada temporal das funcoes de
pertinéncia (¢!) para o Exemplo 2.3. Para as funcdes parametrizadas pelas derivadas das
funcdes de pertinéncia adotou-se ¢ = 95.

Metodologia Teorema 2.2 Teorema 2.3 Teorema 2.7 Teorema 2.9
. 2,95 6,81 5,79 6,82

t

Figura 2.35 Evolucao temporal de cada funcao quadratica obtida com T26 tomada isolada-
mente: linha continua Vi; linha pontilhada V5. Condigoes iniciais: x = [—1,2 0,6]T.

P — l0,2363 0,0281} ’

0,4155 0,0185
0,0281 0,1754 ’

P = [0,0185 0,0964
T29:

. 0,2027 0,8342] 5 0,3350  0,1700

— -3 ) ) _ —13 ) )

b =10 {0,8342 0,5922] » =10 {0,1700 —0,4842}

De forma andloga a Segao 2.4 a evolugao das fungoes quadratica é considerada iso-
ladamente, sendo indicadas por V; = 27 Pz e V; = 2T P2, nas Figuras 2.35 a 2.38. As
combinagoes fuzzy, parametrizadas pelas fungoes de pertinéncia e suas derivadas, resul-
tam nas Figuras 2.39 e 2.40. Novamente ¢é possivel constatar que isoladamente as fungoes
nao sao de Lyapunov, mas sua combinacao satisfaz a condicao de monotonicidade.

Finalmente as Figuras 2.42 e 2.43 mostram as curvas de nivel para as duas fungoes
obtidas. Elas sao interessantes ao se considerar a interpretacao geométrica da estabilidade
no sentido de Lyapunov [Lei04, Segao 7.7].

0 05 1 15 2 25 3
t

Figura 2.36 Evolugao temporal de cada fungao quadrética obtida com T26 isoladamente: linha
continua V; linha pontilhada V5. Condicdes iniciais: = = [~1,2 0,6]7.
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Figura 2.37 Evolugao temporal de cada fungao quadratica obtida com T27 isoladamente: linha
continua Vi; linha pontilhada V5. Condicdes iniciais: = = [~1,2 0,6]7.

Figura 2.38 Evolugao temporal de cada fungao quadratica obtida com T27 isoladamente: linha

continua Vi; linha pontilhada V5. Condicdes iniciais: = = [~1,2 0,6]7.
4
=8 I
<2l 1
Sat .
N
0,
0 05 1 15 2 25 3
t
Figura 2.39 Evolugao temporal das fungdes quadraticas obtidas com T26 combinadas em
uma tnica funcdo que é Lyapunov. Condicoes iniciais: = [~1,2 0,6]7. Note o decaimento
monotonico.
06k 8
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Figura 2.40 Evolugao temporal das fungdes quadraticas obtidas com T26 combinadas em
uma tnica funcio que é Lyapunov.. Condicdes iniciais: z = [~1,2 0,6]7. Note o decaimento
monotonico.
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Figura 2.41 Interpretacao geométrica para estabilidade no sentido de Lyapunov. Um campo
escalar V, cujo gradiente é VV. Uma trajetoria do sistema x4 e o vetor tangente & no ponto de
intersecgao com o contorno, assinalado em pontilhado. O vetor [ é a projegao de & em VV.

Considere g, uma trajetéria do sistema do sistema em direcao a origem ao cruzar
uma curva de nivel de V', uma funcao de Lyapunov para o sistema. O vetor tangente a
xs nesse dado instante é &, resultado da substituigdo de x por x5 em (1.12). Considere
VV o gradiente de V. A Figura 2.41 ilustra essa situacao.

Considerando a projecao de & no vetor gradiente VV:

()
S AIIVVIE

¢ possivel notar pela Figura 2.41 que se trata de um vetor ortogonal ao contorno V/,
apontando para dentro do mesmo.

Estabilidade no sentido de Lyapunov é garantida caso V' e —dV/dt sejam definidas
positivas. Esse requisito é o mesmo que exigir que os vetores [ sejam negativos (ou
apontem para dentro de V', afinal [Lei04]

av dVdx
dt — dr dt
que é a mesma definicao para [ na Figura 2.41, a menos de um fator de escala.
Retomando a andlise das Figuras 2.42 e 2.43 nota-se que as curvas de nivel sao con-
vexas mas nao elipses como no caso da estabilidade quadratica. No lado esquerdo as
curvas de nivel possuem um padrao quase vertical enquanto do lado direito tém maior
curvatura. Isso se faz necessario do ponto de vista geométrico para acompanhar o perfil
do retrato de fases, garantindo que os vetores tangentes as trajetorias apontem de um
contorno externo para outro mais interno.

= (VV.i)
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2.6 NOVAS FUNCOES DE LYAPUNOV PARA SISTEMAS TS
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CAPITULO 3

PROJETO DE CONTROLADOR

Obstinacy and tenacity. Not being afraid to get embroiled in controversy.
. | can be very stubborn. That's probably been beneficial for the
development of Fuzzy I_ogicl.

—LOTFI A. ZADEH (Blair, Betty. "Interview with Zadeh, Creator of
Fuzzy Logic”. Azerbaijan International, Winter 1994 (2.4), pages 46-47)

O capitulo que segue ird abordar solucbes numéricas para viabilizar o projeto de
controladores fuzzy no formato PDC a partir de fungdes de Lyapunov fuzzy, no contexto
de LMIs. Como no caso de analise, aplica-se o método direto de Lyapunov ao sistema em
malha-fechada para em seguida determinar os parametros de uma funcao candidata que
da um certificado de estabilidade global por meio da solugdao de um conjunto de LMIs.
Na sintese, entretanto, a procura é dupla. Simultaneamente, busca-se o valor dos ganhos
do controlador que estabiliza o sistema em malha-fechada. Em suma, no projeto de um
controlador, tanto as matrizes dos ganhos quanto da funcao de Lyapunov sao variaveis
de decisao que devem tornar um conjunto de restrigoes do tipo LMI factivel.

Critérios de projeto também podem ser incluidos. Nesse caso, busca-se dentre a
familia de todos os ganhos estabilizantes aquele que otimiza uma funcao objetivo linear
relacionada a algum indice de desempenho.

Neste capitulo serao adotadas duas fungoes candidatas: a funcao de Lyapunov fuzzy
proposta em [Jad99] e a func¢éo no formato integral, também fuzzy, proposta em [RWO06].
Na primeira parte deste capitulo serao discutidas as principais dificuldades na sintese
com fungoes de Lyapunov fuzzy. Em seguida solugoes para esses desafios sao propostas.
Finalizando o capitulo exemplos numéricos e de simulagao ilustram as caracteristica das
metodologias propostas.

3.1 CONTROLE BASEADO NA ESTABILIDADE QUADRATICA

O capitulo anterior buscou mostrar o quao conservador pode ser 7 Pz, sendo P uma ma-
triz simétrica definida positiva fixa, como a escolha para funcao de Lyapunov candidata.
A simplicidade computacional do teste apresentado no Lema 2.1 poderia ser, a principio,
uma justificativa, haja vista sua com complexidade linear em relacao ao ntmero de re-
gras. Contudo testes simples e competitivos foram proposto nos capitulos anteriores, até
mesmo O(r), veja Secao 2.5. Portanto é natural questionar o porqué da estabilidade
quadrética possuir tamanha popularidade.

LObstinacdo e tenacidade. Nao ter receio de se envolver em polémica. ... Eu consigo ser muito
teimoso. Isso provavelmente foi benéfico para o desenvolvimento da Légica Fuzzy.
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Uma das respostas certamente se encontra no projeto de controlador segundo essa
funcao. Escrevendo a derivada temporal da funcao quadratica ao longo das trajetérias
do sistema TS em malha-fechada tem-se:

V = 2T {Ah)+ B(h)K(h)}" Pz+z"P{A(h)+ B(h)K(h)} x (3.
= 2" [{K(h)"B(h)" + A(h)"} P+ P{A(h) + B(h)K(h)}] = (3.

w w
[
— —

Portanto é suficiente garantir que

{K(h)"B(h)" +Ah)"} P+ P{A(h) + B(h)K(h)} < 0. (3.3)

Nesse ponto nota-se que a desigualdade nao é uma LMI, pois hd dois conjuntos de
variaveis matriciais a serem determinados que estao multiplicados: um deles composto
pelas matrizes dos ganhos K (h) e o outro pela matriz da fungao P. A simplicidade pela
qual se pode converter tais desigualdade em LMIs é o grande atrativo da estabilidade
quadrética. Primeiro, usando uma transformacao de congruéncia com a variavel W :=
P! obtém-se a condicao equivalente

Z(W)T'Bh)T + WAR)T + A(WW +B(h)Z(h) < 0 (3.4)
SN hihy (AW + WAL + BiZj+ ZBl') < 0 (3.5)
i=1 j=1
sendo Z; := K;W. Agora estd disponivel um conjunto de desigualdades lineares nas

varidveis P e Z;. Uma forma amplamente difundida na literatura fuzzy para trata-las
consiste em separar os termos do somatorio duplo nos quais as funcoes de pertinéncia
ficam elevadas ao quadrado

ZT: 27’: hihj (AW + WA + BiZ; + Z]TBZ-T) = XT: hiGyi + ZT: hih;Gi; (3.6)
i=1

i=1 j=1 1<jl

sendo

Gii = AW + WA + BiZ; + Z] Bf :
Gij = AW + WA] + AW + WAT + BiZ; + Z] Bl + B;Z; + Z! B] (3.8)
conduzindo ao Lema seguinte

Lema 3.1 (Capitulo 2, [TWO01]). O sistema TS (1.12) é assintoticamente estavel caso
exista uma matriz definida positiva W e matrizes quaisquer Z; que satisfazem

G“’ < O,'l c R, (39)

Gi; <0,4,jER, i< (3.10)

sendo que as matrizes sao definidas em (3.7) e (3.8).
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Nesse caso uma solucao factivel qualquer para o Lema 3.1 apresenta os ganhos do
controlador estabilizante, que podem ser obtidos fazendo K; = Z;W~!, e também a
funcao de Lyapunov que garante estabilidade para o sistema em malha-fechada para
esses ganhos projetados, obtida a partir da inversao de W.

Vale destacar que ao contrario do que ocorria na andlise de estabilidade, condicoes
de sintese menos conservadoras podem ser obtidas usando termos de relaxacao do lado
direito como pode ser visto em [TTW98, K100, TPA00, TAA01, TANY01, TAA03, XQO03,
Fen06, FLK*06, MOP07, SA07, MCP*07, MOP09] e referéncias.

O Lema 3.1 projeta controladores que garantem estabilidade. No contexto da funcao
quadratica existem diversos resultados que visam garantir nao sé estabilidade em malha-
fechada mas também desempenho segundo diversos critérios: custos He [MOP10], Ho,
[MCP*07, APAT08] ou 0o compromisso entre ambos [CTUO0]; restrigao de autovalores?
[ANO6]; restricao sobre a norma do sinal de controle ou sobre a saida [TWO01]; taxa de
decaimento [TITW9S].

3.2 CONTROLE BASEADO EM FUNCOES DE LYAPUNOV FUZZY: DESAFIOS

Os passos executados para obter condigoes LMI baseadas na funcao de Lyapunov quadratica
serao repetidos para a fungao de Lyapunov fuzzy da equacdo (2.19). Para garantir esta-
bilidade global usando essa funcao deve-se garantir que:

P(h) >0, (3.11)
P(h) + [A(h) + B(h)K(h)]" P(h) + P(h) [A(h) + B(WK(h)] <0  (3.12)

Nessas desigualdades nota-se a presenca de produto entre as variaveis de interesse em
P(h) e K(h), sendo necessaria uma transformagao linearizante. Uma escolha interessante
seria multiplicar a desigualdade a direita e & esquerda por P(h)~!. Tal inversa existe haja
vista que impoe-se positividade sobre P(h), resultando em

P(h)™" >0, (3.13)
P(R)"'P(h)P(h)™ + P(h)™' [A(z) + B(z)F(z)]" + [A(x) + B(z)F(z)] P(h)™* < 0
(3-14)

Esse ultimo conjunto de desigualdades é um problema de dimensao infinita com relagao
as varidveis premissas [LTLO06]. Todavia, dadas as propriedades das fungoes de per-
tinéncia, veja (1.9), esse é um problema convexo, portanto seria equivalente a um nimero
finito de restri¢oes do tipo:

X >0, (3.15)
P(h)"'P(R)P(h)™" + Xy A; + XioF] Bl + AiXi + BiF;X;, <0.  (3.16)

2Conhecido também como alocacdo de pélos, mas no caso de sistemas T'S ndo hé o conceito de pélos
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sendo P(h)~" := 327_, hiX; e P(h) pode ser avaliado como no capftulo anterior em duas
possiveis formas: usando limitantes superiores para h ou considerando a caracteristica
politépica de h. Assim posto, bastaria como na se¢io anterior definir I';;, = F; X}, como
novas variaveis, linearizando o problema.

Contudo esse expediente nao pode ser realizado pois de posse de I'j; que satisfazem
as desigualdades nao seria possivel determinar unicamente os ganhos F}, haja vista que
nao ha garantias que

szfijglzfjkPk:FﬂPl:Fj2P2:~-~:FjTPT

Essa indeterminacao é uma das questoes que impoes dificuldades na sintese de contro-
ladores tendo base na func¢ao de Lyapunov fuzzy. No trabalho de [THW03] uma solugao
¢é apresentada, baseada na técnica conhecida como completamento de quadrados. Toda-
via essa técnica é bastante conservadora, em alguns casos perdendo para a estabilidade
quadrética [TNOWO5], sendo que posteriormente os préprios autores apresentam um
método recursivo com melhor desempenho [OTWO03]. A idéia consiste em determinar
ganhos que estabilizam apenas os sub-sistemas locais fazendo com que F}; deixem de ser
variaveis e passem a ser valores conhecidos. No passo seguinte é verificado se os ganhos
sao capazes de garantir estabilidade global, ou seja, se satisfazem a desigualdade nas
variaveis Pj,. Caso a escolha nao seja satisfatoria o procedimento é repetido.

3.2.1 Funcoes no Formato Integral: Outros Desafios

Em [RW06] uma nova fungao de Lyapunov fuzzy foi apresentada:

Ve h) =2 /F . P, (3.17)

sendo que ['(0,z) é um caminho da origem até o estado atual; ©» é um vetor para a
integracgao; diy é um vetor de deslocamento infinitesimal. A fungao P(v) é parametrizada
de acordo com as mesmas fungoes de pertinéncia do modelo TS (1.12):

T
P(h) = hiP. (3.18)
i=1

Um detalhe dessa fungao: as variaveis premissas das fungoes de pertinéncia devem ser
os estados, por isso sdo indicadas por h; ao invés de h;. Nao obstante, a funcdo (3.17)
também recai na categoria de fungoes de Lyapunov fuzzy, pois depende da interpolacao
fuzzy de matrizes constantes P; por meio das funcdes de pertinéncia h;.

A proposta em [RW06] foi obter uma funcao de Lyapunov que possuisse qualidades
da funcao fuzzy de [Jad99, THWO03], destacando-se parametrizacao pelas fungoes de per-
tinéncia e a caracteristica de multiplas matrizes, mas sem que sua derivada temporal fosse
parametrizada pela taxa de variacao das fungoes de pertinéncia. Isso justifica o formato
integral dessa fungao.

Fungoes de Lyapunov no formato de integral sao utilizadas no contexto geral de sis-
temas nao-lineares [HCO08]. Em geral, tais fun¢oes ndo sdo construidas através do se-
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gundo método de Lyapunov [HC08, Cap. 3|, no qual se determina uma fungao candidata
quadrética definida positiva (ou uma combinagao fuzzy delas como na equagao (2.19))
cuja derivada ao longo das trajetérias do sistema deve ser definida negativa, em veri-
ficacao posterior. Esse método também é conhecido como método direto de Lyapunov e
foi empregado durante todo capitulo anterior.

Alternativamente, a construcao daquelas funcoes se da pelo método do gradiente
varidavel [HC08, Cap. 3|, no qual assume-se que g(z) é o gradiente de uma fungao de
Lyapunov desconhecida que satisfaz g(z)T# < 0. Caso a matriz Jacobiana dg(z)/0x seja
simétrica, entao a funcao de Lyapunov desconhecida é construida como a integral de linha
de g(x). A restricdo sobre a Jacobiana implica que a fungao de Lyapunov obtida é um
campo potencial conservativo, ou seja, a diferenca de potencial nao depende do caminho,
apenas dos pontos inicial e final. Uma vez obtida a funcao de Lyapunov resta verificar se
¢ definida positiva.

Assumindo que o gradiente da funcao desconhecida é dado como uma combinagao
fuzzy de matrizes constantes, sem depender da derivada temporal dessas pertinéncias,
tem-se que

g(x)'i =227 P(h)i.
Para garantir a condigao de simetria do Jacobiano de dg(x)/0x as matrizes P; tém a
forma especial a seguir, veja detalhes em [RW06, MPAO09]:

Py = Dy + D;, (3.19)
sendo
0 dig -+ dip
Dy = d.12 0 ‘ d?n )
dln d2n te O
G0 ... 0
0 gz ...
0 0 - don

Esta notagao indica que somente os elementos de D; (elementos da diagonal de P;)
mudam com as regras fuzzy. Os elementos da diagonal sao alterados de acordo com os
conjuntos fuzzy no antecedente das regras Se-Entao. Se uma variavel premissa pertencer
ao mesmo conjunto fuzzy em regras distintas, entao os elementos da diagonal relativos
aquela variavel serdo iguais. Contudo, seja x;(t) pertencente a conjuntos distintos nas
regras k e [. Os j-ésimos elementos da diagonal de Dy e D; (quais sejam d?fj e d‘;}j ) serao
diferentes.

Em [RWO06] demonstra-se em detalhes que (3.17) é uma funcao de Lyapunov se as
matrizes P; possuem a estrutura apresentada em (3.19). Nota-se contudo que a demons-
tracao nao segue as idéias apresentadas nessa se¢ao, baseadas no método do gradiente
variavel.
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Os desafios para sintese de controlador discutidos para a fun¢do da equacao (2.19)
permanecem, haja vista que sao inerentes de fungoes de Lyapunov fuzzy, devido a ca-
racteristica de multiplas matrizes parametrizadas. Todavia, a imposicao de uma estru-
tura adicional sobre Py, veja equagao (3.19), traz outros desafios no contexto de LMIs,
que serdo vistos na sequéncia. No trabalho original de [RWO06] sdo apresentadas apenas
condicoes BMI para projeto de controlador, baseadas em um algoritmo que depende da
escolha apropriada de alguns parametros para garantir convergéncia, restringindo sua
portabilidade para casos gerais.

Considere que na funcao integral da equagao (3.17) seja usada a combinacao fuzzy
de matrizes P; que respeitam a condi¢do da equagao (3.19). Suponha que de alguma
forma, por exemplo seguindo a maneira apresentada na secao anterior, condigoes LMIs
para sintese sejam obtidas mas que aparecam termos do tipo X; = P, *. Nao é possivel
garantir que a relagao de igualdade dos termos fora da diagonal em P; se estenda a suas
matrizes inversas X;, a nao ser em casos muito particulares. Um deles seria o caso de
todas as matrizes P; possuirem termos nulos fora da diagonal principal. Isso é mais um
empecilho na busca por condicoes de sintese estritamente LMI.

Dessa forma o controle nao-PDC também fica inviabilizado para a fungao fuzzy no
formato integral, haja vista que o controlador tem a estrutura que depende da inversa
das matrizes da funcao de Lyapunov, veja por exemplo [TOW07, GV04]. No trabalho
[LZXO08] foi feita uma tentativa de controle ndo-PDC baseado nessa fungao que recebeu
duras criticas em [GGBT10], por justamente ndo observar as restrigdes impostas pela
equagao (3.19). Foi mostrado que embora as condigoes de sintese propostas em [LZX08|
fossem factiveis para um determinado sistema TS, a simulacao em malha-fechada mostrou
que os ganhos projetados nao conseguiam estabilizar o sistema em um ponto de equilibrio
mas na verdade em um ciclo limite, o que fere a estabilidade no sentido de Lyapunov.

3.3 SOLUCOES NUMERICAS PARA SINTESE DE CONTROLE COM FUNCOES
DE LYAPUNOV FUZZY

Nesta secao serao apresentadas solucoes numéricas que permitem viabilizar o projeto de
controladores baseados nas fungoes de Lyapunov fuzzy usando somente LMIs. Pelo que
foi visto até agora a presenca de varias matrizes na fungao de Lyapunov dificultam a
linearizacao das condicoes de sintese, devido as multiplicagoes entre essas varidveis de
decisao. Portanto serao exploradas solugoes numéricas que permitem o desacoplamento
entre as matrizes dos ganhos e das funcoes de Lyapunov. Uma dessas técnicas foi vista no
Capitulo 2. Uma outra técnica apresentada em [GKO06] no contexto de sistemas incertos
também serd empregada.

Essa secao é dividida em trés partes: na primeira sera abordado o controle PDC
com base nas fungdes de Lyapunov fuzzy da equacdo (3.17) e da equacdo (2.19); em
seguida, as condicoes propostas sao comparadas com resultados relevantes da literatura;
finalmente, trés exemplos de simulacao sao considerados para ilustrar o funcionamento
das metodologias propostas.
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3.3 SOLUCOES NUMERICAS PARA SINTESE DE CONTROLE

3.3.1 Controle PDC
O controle baseado na fun¢ao da equagao (2.19) serd abordado primeiro. Tomando a

derivada dessa func¢ao com respeito as trajetérias do sistema TS em malha-fechada (1.14)
e a escrevendo em conformidade com a abordagem do termo nulo segue
(h)  P(h) £<0 (3.20)

v=¢ Li(h) 0

sendo &7 = [2T 27].
O termo nulo definido na equagao (2.56) é reescrito para o sistema em malha-fechada
2 [¢" My + &7 My] x [# — A(h)x — B(h)K (h)z] = 0, (3.21)

sendo que M; e M, sdo matrizes quaisquer de dimensao apropriada e K (h) é o conjunto de
ganhos do controlador PDC (1.14). Esse termo pode ser verificado com base na dinamica

do sistema TS em malha-fechada, equagao (1.15) rescrita aqui por conveniéncia:

A(h)x + B(h)K (h)x = ZT: XT: hihj [A; + BiK;] @

i=1 j=1

(3.22)

T =

Expandindo o termo da equagao (3.21):

o' Mz + " Mz — 2" [MyA(h) + MyB(h)K (k) + AT(R)M] + KT (h) BT (h)M] )z +

i (Mo + My )i — &7 [MyA(h) + MyB(h)K (k)] z — 2 [AT(h)My + K" (h)B" (h) M ] &
T 3T e somando & equagio (3.20) determina-se

considerando o vetor aumentado 7 = [27 i
V = ¢TE(h)e (3-23)
sendo
P(h) — MyA(h) — MyB(R)K (k) — AT(h)MT — K™ (h)BT (h) M .
P(h) — My A(h) — MyB(h)K (h) + ML My + MT
(3-24)

Portanto deve-se garantir que Z(h) < 0. Aplicando a transformacao de congruéncia

= T _ = - ]\41_1 0

seguie que =(h) < 0. Fazendo a escolha particular R = M;* e My = aM; obtém-se
a(R+ RY)

_ [RTP(h)R — [A(h) + B(h)K (h)| R — RT [AT(h) + KT(h) BT (h)]
- RTP(h)R — a[A(h) + B(h)K (k)| R+ RT

[1]1

(h)
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Condigoes lineares podem agora ser estabelecidas facilmente com as transformacoes

T(h) := RTP(h)R, S(h) :== K(h)R

resultando em

2(h) = T(h) — A(R)R — B(h)S(h) — RTAT(h) — ST(h)B” (h) .
B "[ T(h) — aA(h)R — aB(h)S(h) + RT MR+RU}
v S Ty — AR — B;S; — RTAT — STBT .
B ;;hihj [ ' kj]jz — aA;R — aB;S; + RT a(R—l—RT)]
(3-25)

Neste ponto, o efeito devido ao uso de uma das solugoes numéricas discutidas na
Secao 2.5 pode ser avaliado. Comparando (3.25) com (3.14) nota-se que nao ha multi-
plicacao envolvendo ganhos do controlador e matrizes da funcao candidata, portanto sao
desigualdades lineares. Com relacao ao projeto via estabilidade quadratica também ha
uma diferenca marcante. Nas desigualdades (3.8) os ganhos eram recuperados a partir de
matrizes Z; relacionadas diretamente com a matriz da funcao candidata . No caso das
desigualdades (3.25) as matrizes dos ganhos S; nao estdo explicitamente relacionadas as
matrizes da funcao candidata T;.

Daqui em diante, como de praxe, duas alternativas sao possiveis: considerar a si-
tuagao de pior caso com todas as pertinencias possuindo derivada méxima ou considerar
o politopo que restringe os possiveis valores de h. Adicionando a matriz X, definida
na equagao (2.33), usando limitantes positivos ¢;,7 € R no lugar de h; e impondo-se
P, + X > 0,i € R segue que

2(h) <) 0> hilyEy (3.26)
i=1 j=1

sendo

= [ k(T + X) — AR — B;S; — R"AT — STBT . (3.27)
v T, — aA;R — aB;S; + R” a(R+ RT) 327

Portanto a primeira condi¢ao para projeto de controlador fuzzy pode ser enunciada.

Teorema 3.1. Considere |h;| < ¢;, ¥ i € R e a um escalar dado. O sistema TS em
malha-fechada (1.15) é assintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas definidas
positivas P;, uma matriz simétrica X e matrizes quaisquer S;, R que satisfazem

2 <0,1€R, Eij + Eji <0,1,7eR, 1< (328)

sendo =;; definido na equagao (3.27). Os ganhos que garantem estabilidade sao obtidos
fazendo-se K; = S;R™".
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Retomando a partir da equagao (3.25) é possivel adotar a solugao discutida na Segao 2.4.
Devido a convexidade envolvendo h, h e as matrizes do problema segue como condi¢ao
suficiente para =(h)

Zn <0, = +E5 <0 (3.29)
sendo
om o | 2okt O Vi) Ts — AiR — B;S; — RTAT — SJTBZ-T ° (3.30)
T T; — aA;R — aB;S; + RT a(R+ RT) 33

e a matriz V{3 ) definida em (2.48), sendo possivel enunciar o Teorema a seguir:

Teorema 3.2. Considere |h;| < ¢;, ¥ i € R e a um escalar dado. O sistema TS em
malha-fechada (1.15) é assintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas definidas
positivas P; e matrizes quaisquer S;, R que satisfazem

BN <0,i€R, ERA4EN<0,i,jER, i< (3.31)

sendo ZJ; definida na equagao (3.30) e a matriz V() definida em (2.48). Os ganhos que
garantem estabilidade sao obtidos fazendo-se K; = S;R™*.

Antes de proceder aos testes numéricos, serdo apresentadas condi¢oes de projeto de
controlador baseadas em um outro tipo de solu¢ao numérica, diferente das solugoes pro-
postas na Secao 2.5. KEssa solucao é adequada para sintese, sendo capaz também de
converter desigualdades bilineares para desigualdades lineares. Essa solucao numérica foi
apresentada em [GKO06]:

Lema 3.2 (Coroldrio 2 [GK06]). Sejam dadas matrizes simétricas W € R"™" e G € R™*"
e a um escalar positivo. Se existirem matrizes quaisquer L € R™*" U € R"*™ e matrizes
definidas positivas P € R™*" e J € R™™" tal que a LMI a seguir é factivel

W+ BL+L'BT +J BL 0
° —U-U" aP-U| <0
° ° —J

entao U é nao-singular e K = aLU ! satisfaz a desigualdade nao-linear
W+ BKP+ PTK'B" <0.

A funcao de Lyapunov fuzzy definida na equacao (2.19) é adaptada para lidar de
forma apropriada com esse Lema na forma seguinte:

V(z,h) =" (Z hiP,) r=a"P(h) 'z =2"X(h)x (3.32)

Segundo [TOWO7], veja também Segao 2.5.3, sua derivada temporal é dada por
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Vie,h) = —2"XT(W)P(h)X(h)z+ 2" X(h)i+ i7" X(h)x
= T {=XT(W)P)X (R) + X () [A(R) + B(R)K (B)]

+[A(R) + B(h)K (h)]” X(h)} v = 27O(h, h)z.

Logo deve-se garantir que ©(h, h) < 0. Fazendo P”(h)©(h, h)P(h) obtém-se

O(h,h) := —P(h) + [A(h) + B(h)K (h)] P(h) + P(h) [A(h) + B(h)K (h)]"

A desigualdade a ser satisfeita, ©(h, h) < 0, pode ser reescrita para ficar compativel
com o enunciado do Lema 3.2
W (h) + B(h)K(h)P(h) + P(h)K™(h)BT(h) < 0

sendo W(h) := —P(h) + A(h)P(h) + P(h)AT(h). Com base na equivaléncia mostrada
pelo Lema 3.2 troca-se essa desigualdade pela forma

o W (h) + B(h)L(h) + LT(h)BT(h) + J(h) B(h)L(h) 0
O(h, i) == . —U-UT aP(h)-U| <o.
. . —J(h)

(3-33)
Antes de proceder aos Teoremas que fornecem condicoes LMI para sintese de con-

trolador compare as matrizes em (3.25) e (3.33). Em ambas as varidveis de decisao
relacionadas ao controlador , L(h) em (3.33) e S(h) em (3.25), apresentam caracteristicas
interessantes do ponto de vista do projeto de controle: tais variaveis nao sao multipli-
cadas por outras variaveis, um requisito para se obter LMIs; essas varidveis nao estao
diretamente relacionadas as matrizes da funcao de Lyapunov, ao contrario do que ocorria,
por exemplo, no projeto de controle via funcao quadratica discutido na Sec¢ao 3.1.

Uma diferenca entre (3.25) e (3.33) pode ser destacada nos termos que multiplicam
as matrizes da dinamica do sistema em malha-aberta A(h). Em (3.25) esses termos
sao multiplicados por R, uma matriz de folga nao-singular qualquer, sem restricao de
sinal. J& em (3.33) os mesmos termos sao multiplicados pelas matrizes P(h) da fungao
de Lyapunov, simétricas e com sinal positivo. Ja em (3.33) hd uma matriz de folga a
mais do que em (3.25).

Uma ultima diferenca entre (3.25) e (3.33) merece ser detalhada. Na primeira matriz
hé o termo P(h), enquanto na outra h o mesmo termo com sinal trocado. Em termos
praticos essa questao nao faz grande distingao. Para um dos termos serd necessario
considerar o limite superior (para P(h) com sinal positivo) enquanto para o outro deve-
se ater ao limite inferior. Embora possam haver dois limites distintos para cada h;

o7 < h; < &f
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um negativo ¢; e outro positivo ¢;, na pratica deve ser considerado aquele que possui
maior valor em médulo. Logo, é viavel assumir um dentre os dois cendrios a seguir

o7 < hy < —¢7, caso |6 < ||
—¢F < hy < ¢F, caso |97 | < |67

Dessa forma assumindo um limitante tinico, é possivel usé-lo com sinal positivo em
(3.25) e com sinal negativo em (3.33).

Apos pontuar algumas caracteristicas relevantes, o desenvolvimento de condi¢oes LMI
a partir de (3.33) pode ser retomado. Adicionando a matriz X, definida na equagao (2.33),
usando o fato de que h; > ¢;,7 € R e impondo P; + X > 0,7 € R, a condicao suficiente
¢é formulada

O(h,h) <> Y hih0,; <0, (3-34)
i=1 j=1
sendo
= o (Pe+ X)+ AP+ PTAT + BIL;+ LIBf +J;  BiL; 0
@ij = k=1
. ~U-UT aP,—U
[ [ ] _Jz
(3-35)

sendo ¢ um valor negativo, indicando o limite inferior da derivada temporal das fungoes
de pertinéncia.

A outra alternativa consiste em retomar a desigualdade (3.33) e explorar a convexidade
das fungoes de pertinéncia e o politopo que define os possiveis valores de suas derivadas,
estabelecendo a condicao suficiente a seguir

T

> e <o, (3-36)

i=1 j=1
sendo
> Vg Pe + AP+ PFAT + BiL;+ LBl +J;  BiL; 0
oM .— k=1
K o —U-UT aP,-U
[ ] ® _Jz

(3-37)
com a matriz V) definida em (2.48), porém considerando os limites inferiores e supe-

riores iguais para cada derivada temporal h; e ¢; como escalares negativos. Com base
nessas duas alternativas de desenvolvimento é possivel enunciar os Teoremas a seguir.
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Teorema 3.3. Considere h; > ¢;, Vi € R e o um escalar dado. O sistema TS em
malha-fechada (1.15) é assintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas definidas
positivas P;, J;, uma matriz simétrica X e matrizes quaisquer L;, U que satisfazem

@ii < 07 1€ Ra @ij + @ji < 07 Za] € R> { <] (338)

sendo ©,;; definida na equagao (3.35). Os ganhos que garantem estabilidade sao obtidos
fazendo-se K; = aL;U™'.

Teorema 3.4. Considere que h; > ¢;, ¥ i € R e que a seja um escalar dado. O sistema
TS em malha-fechada (1.15) é assintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas
definidas positivas P;, J; e matrizes quaisquer L;, U que satisfazem

O <0,ieR, O +0}<0,i,JER, i<y (3-39)

sendo O} definida na equagao (3.37) e a matriz Vi ) definida em (2.48). Os ganhos que
garantem estabilidade sao obtidos fazendo-se K; = aL;U !,

Deste ponto em diante discute-se sobre controle PDC baseado na funcao definida pela
equagao (3.17), visando estabelecer condigoes LMI, uma proposta desta tese haja vista
que existem apenas solucoes do tipo BMI para essa funcao. A técnica de desacoplamento
empregada sera o termo nulo. O Lema 3.2 nao pode ser empregado devido a necessidade
da inversao das matrizes da funcao de Lyapunov, o que nao é viavel conforme discussao
na Segao 3.2.1 sobre a estrutura especial desta fungao.

Aplicando a derivada de Lie [NvdS90] a fungao (3.17) e reescrevendo em conformidade
com a abordagem do termo nulo segue que:

P(h)

Vo) =€ oy 70 € <0 (3.40)

sendo &7 = [2T 2T].
Somando o termo nulo definido na equagao equagao (3.21) a equagao (3.40) segue que
condigao a ser satisfeita é

V(z,h) =¢"E(h)E <0 (3-41)
sendo
=) — |~ M1A(R) = MiB()K (h) — AT(h)M{ — K (h) B (h) M .
=(h) = P(h) — My A(h) — MyB(h)K (h) + ML My + ME

(3-42)

O termo Z(h) é praticamente o mesmo definido na equagao (3.24), exceto pela auséncia

do termo P(h) no bloco (1,1), relacionado & parametrizacio pela taxa de variacio das

fungdes de pertinéncia, que nao ocorre com a derivada da funcao (3.17). Por brevidade,

os passos para chegar as condigoes linearizadas sao omitidos. Seguindo exatamente os
mesmos passos feitos para se obter (3.25) chega-se a desigualdade
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2(h) <0 (3.43)
sendo
20 __ [-A(R)R — B(h)S(h) — RT AT (h) — ST(h) BT (h) °
=(h) T { T(h) — aA(h)R — aB(h)S(h) + RT a(R+ RT)}
~ —A;R— B;S; — RTAT — STBT .
— Z ' hzh,? { Tz . OéAZR o oszSZ- + RT Oz(R—i— RT)} (3-44)

=1 j5=1

Finalmente o Teorema a seguir apresenta condi¢oes LMI suficientes, baseadas na
funcao de Lyapunov fuzzy no formato integral, para projeto de controlador fuzzy.

Teorema 3.5. Considere o um escalar dado. O sistema TS em malha-fechada (1.15) é
assintoticamente estavel caso existam matrizes simétricas definidas positivas T}, restrita
pela equacao (3.19), e matrizes quaisquer R, S; que satisfazem

i < 07 (NS Rv Eij + Eji < 07 7’7.] S Rv i <j (345)

sendo Z;; definido na equagao (3.44). Os ganhos que garantem estabilidade sao obtidos
fazendo-se K; = S;R™'.

Antes de proceder as comparacoes numéricas uma, consideracao dever ser feita com
relacao as condigoes estabelecidas. Em todos os casos é necessario definir de antemao
um escalar «. Portanto pode ser necessario realizar uma busca unidimensional nesse
parametro até que seja determinada factibilidade das condiges. As condigoes propostas
no Teorema 3.1 sdo similares as condigoes observadas em [EH04] mas que tratam o caso
de sistemas incertos invariantes no tempo. No caso apresentado em [EH04] mostra-se que
caso o sistema seja quadraticamente estabilizavel entao existe um valor o que assegura
factibilidade. Conclusoes andlogas sao feitas em [GK06] com relagao ao parametro escalar
do Lema 3.2.

3.3.2 Comparacoes Numéricas

Nesta secao um exemplo numeérico serd abordado com o objetivo de comparar a reducao
no conservadorismo obtida pelas metodologias de projeto de controlador propostas com
relacao ao projeto baseado na estabilidade quadratica.

Um sistema de segunda ordem com duas regras sera considerado. As matrizes locais
sao dadas por

3,63 —1,6 _|—a —16 ~|—0,45 | b
A= [6,2 —4,3] A= [6,2 —4,3]  Bi= [ -3 ]BQ B [—3}
cujas funcoes de pertinéncia sao

hy(zy) = % <g — atan(xl)) , ho(zl) =1 — hy(xy). (3.46)



3.3 SOLUCOES NUMERICAS PARA SINTESE DE CONTROLE 86

O objetivo desse exemplo é investigar o conjunto de parametros (a,b) para o qual
¢é possivel encontrar um controlador que estabilize o sistema. Nesse sentido, o exemplo
servira como figura de mérito para comparar as abordagens propostas entre si, obtendo
uma medida da redugao no conservadorismo. A busca no conjunto de parametros ocorreu
em uma malha uniforme: b € [0,2], com espagamento 0,05 e a € [5,25], com espagamento
1. Dessa forma a abordagem menos conservadora sera aquela que consegue determinar
ao menos um controlador para a maior quantidade de pares (a, b).

Alguns parametros devem ser definidos. Para os Teoremas 3.2 e 3.4 a matriz V' da
equagao (2.48) tem a estrutura a seguir

ER
V= [—1 +1}

Para o Teorema 3.5 é necessario definir a estrutura das matrizes da funcao de Lyapu-
nov. Como o sistema possui duas regras e a variavel premissa é apenas x; para ambas
fungdes de pertinéncia, de acordo com a equagao (3.19) apenas o primeiro termo da
diagonal principal das matrizes deverd se modificado, resultando em

P, = {dll p21} . Py = {dm le}
P21 P22 P21 P22

sendo que os elementos das matrizes sao variaveis escalares.

Para representar o projeto de controlador quadraticamente estabilizante foi escolhido
o Teorema 2 em [MOPO09]. As condigoes estabelecidas na segdo anterior possuem um
conjunto de LMIs fixo. De acordo com a ordem e a quantidade de regras do sistema esse
conjunto pode crescer em quantidade de LMIs como também no tamanho de cada uma
delas. Contudo, a estrutura de cada LMI permanece a mesma. Em [MOP09] a estrutura
do conjunto de LMIs nao é fixo, mudando de acordo com dois parametros escolhidos
pelo projetista. A medida que esses parametros crescem a complexidade computacional
aumenta e as condigoes convergem assintoticamente para um conjunto necessario e sufi-
ciente. Dessa forma escolheu-se uma forma bastante relaxada do Teorema 2 de [MOP09]
usando os parametros g = d = 5. Essa escolha é menos conservadora que varias condigoes
de projeto via estabilidade quadratica, veja [MOP09, Secao II1.C|.

Com relagao aos parametros « necessarios para o projeto de controlador com base nas
condigoes dos Teoremas 3.1 a 3.4 nao foi feita uma busca otimizada individual para cada
par da malha investigada. Em outras palavras se dado um par (aq, b;) e um escalar a; que
consegue projetar um controlador, no par vizinho (ag, by) a escolha desse mesmo escalar
a1 pode nao ser bem sucedida. Contudo, pode haver outro escalar distinto as que garante
um controlador para (asg, bs). Dessa forma foi feita uma escolha fixa para o e em seguida a
varredura na malha uniforme de parametros (a, b) sem trocar o valor de a. Outro detalhe
a ser destacado é o fato que, em geral, os escalares que atendem as condigoes obtidas
via termo nulo, Teoremas 3.1, 3.2 e 3.5, nao atendem as condi¢oes obtidas via Lema 3.2,
Teoremas 3.3 e 3.4. Portanto o escalar do primeiro grupo de condigoes sera indicado por
o, e do segundo indicado por a,.

As comparagoes sao mostradas nas Figuras 3.1 a 3.6 e sumarizadas na Tabela 3.1, que
mostra a quantidade de testes bem sucedidos de acordo com cada abordagem. Em todos
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Tabela 3.1 Quantidade de testes bem sucedidos para cada metodologia de projeto. Os
resultados sao ordenados de acordo com N, que indica a quantidade de pares (a,b) para os
quais as metodologias sao factiveis.

Método N Q@ 0]
Teorema 2 [MOP09] 441  x X
Teorema 3.3 451 50,00 10

Teorema 3.1 462 0,010 10
Teorema 3.4 497 50,00 10
Teorema 3.2 508 0,010 10
Teorema 3.5 519 0,010 x
Teorema 3.3 539 10,00 1,0
Teorema 3.4 561 10,00 1,0
Teorema 3.3 577 50,00 1,0
Teorema 3.4 602 50,00 1,0
Teorema 3.1 680 0,035 1,0

Teorema 3.2 711 0,035 1,0

os casos as condigoes propostas conseguem determinar controladores para um conjunto
maior de parametros do que a condicao baseada na estabilidade quadratica.

Mesmo quando um valor elevado é atribuido como limitante para a derivada da func¢ao
de pertinéncia as condigoes propostas ainda sao menos conservadoras que a estabilidade
quadratica, veja as Figuras 3.2 e 3.5 e também as linhas dois a cinco da Tabela 3.1.
Em relacao a estabilidade quadratica, no pior caso foi verificado que Teorema 3.3, Te-
orema 3.1, Teorema 3.4 e Teorema 3.2 conseguem ainda ser, respectivamente, 2%, 4%,
13% e 15% melhores. Comparando as abordagens que independem da taxa de variacao
das funcoes de pertinéncia, nota-se que o Teorema 3.5 consegue ser 18% melhor que o
Teorema 2 em [MOP09]. A anélise revela também que no caso de um limitante elevado
os Teoremas 3.4 e 3.2 possuem um desempenho muito proximo ao resultado obtido com
o Teorema 3.5, diferindo no maximo em 5%. Quando se permite um valor menor para
a derivada das funcoes de pertinéncia nota-se a melhoria obtida com as metodologias
propostas, chegando a uma eficiéncia em encontrar controladores 70% maior.

Como visto no Capitulo 2, em se tratando de analise de estabilidade, as condic¢oes ba-
seadas na caracteristica politépica das derivadas das funcoes de pertinéncia foram menos
conservadoras do que as abordagens que baseiam-se apenas na suposicao de pior caso,
todas as fungoes de pertinéncia com mesmo sinal. Isso pode ser novamente constatado
para o projeto de controlador, conforme as Figuras 3.1 a 3.5 mostram, onde as condi¢oes
baseadas apenas em limitantes (superiores ou inferiores) sdo demarcadas com (o) e (x),
enquanto as condigoes que exploram a variedade politépica definida por h sdo assina-
ladas por (-), (o) e (x). Na Tabela 3.1 basta comparar o Teorema 3.1 em relacdo ao
Teorema 3.2 e o Teorema 3.3 frente ao Teorema 3.4.

E interessante comparar os Teoremas que dependem das derivadas das funcoes de per-
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-+ O00O000V00Q0OOODOOO XX X X X X X X XXX XX X X X X X XXX~

+O000000O0000OOOOXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

+O000000000000OXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

+O000000000000ODXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

+ + 00000000000V XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXX

+ OO0V 0O0O00OOOD XXX X X X X X X-X-X-X XXX XX X XXX~

cO0000000000VODXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

c 000000000000 ODXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

c +O0000000000ODXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

«c 00000000000 D XX XXX XXXXXXXXXXXXXXXX

+cO0000O0O0ODOOOO XXX X X X X X X XXX KX X X X X XXX~

+c 00000000000 O XX XXX XXXXXXXXXXXXXXXX

+ 0000000000 O XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXX

+ 0000000000 ODXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

¢ +O00000000OXX XX XXXXXXXXXXXXXXXXX

c 000000 OQOOOD XXX X X X X XXX XXX XX X X X XXX~

c + 000000000 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

cO0000000ODXX XX XXXXXXXXXXXXXXXXX

c 00000000 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

cO000000ODXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

c +000OQOOOD XXX X X X X XXX XXX XX X X X XXX~
1 1 1 1 1 1 1 1 1

© < o - @ © < o o
— — ~— o o o o

q

Figura 3.1 Conjunto para o qual o projeto de controlador é factivel: estabilidade quadratica,
Teorema 2 de [MOPO09], assinalado com (x); condigoes baseadas na fungao de Lyapunov fuzzy,
Teorema 3.1, assinalado por (x) e (o); Teorema 3.2, (-), (o) e (x), todos os pontos assinalados.

Parametros ¢;

= 0,035.

lea,

e e OIXX X KR K XX KX XXX XX KX X X KX X

f e P OXX XX XXX XXXXXXXXXXXXXX

Pt OXX XX XXX XXXXXXXXXXXXXX

S et DX XXX XX XXX XXX XXXXXXXXX

P P OXX XX XXXXXXXXXXXXXXXXX

e e OIXX X KR X XX KX XXX XX KX X X KX X~

Pt OXX XX XXX XXXXXXXXXXXXXX

f P OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

f P OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

F P OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

e OXX X X K KX X KXKXX KK X KK X X KK

f P OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

F P OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

f P OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

F P OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

e ODXX X X R KX XK XX K KX KK X X KX

F P OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

FPOXX XX XXXXXXXXXXXXXXXXX

FTOXX XX XXXXXXXXXXXXXXXXX

FTOXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

OXX X K KX K KKKXK KK X KX K X X XK~

1.8

1.6

1.41-

1.21-

1 1
- o 9 < o o
o o

Q o o

Figura 3.2 Conjunto para o qual o projeto de controlador é factivel: estabilidade quadratica,
Teorema 2 de [MOP09], assinalado com (x); condigdes baseadas na fungao de Lyapunov fuzzy,
Teorema 3.1, assinalado por (x) e (o); Teorema 3.2, (), (o) e (Xx), todos os pontos assinalados.

Parametros ¢;

10 e o, = 0,01.
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cOO000O0XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
cOOOOOX XXX K X X XX XXX KX KX K X KX K=
cO0O00OXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
cOOO00OXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
cO000OXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
+ +O0000XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
¢ e OOOOOX XXX X X X XX XXX XXX X X X XXX
+ +cO000O0XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
© +cO0000XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
c +cO0000XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
+ +O0000XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

¢+ OOOOOX XXX X X X XX XXX KX XX X X XXX
| I

QOOO XXX X % X X X XXX XK XXX X X X XX~

OQOOOXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

OQOOOXX XX XXXXXXXXXXXXXXXXX

QOO0 XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXX

cOO0OXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

* QOOO XXX X X X X X XXX XXX XXX X X XX~

cO00O0XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

OOOO0OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

OOOO0OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

1.8

1.6

1.41-

o - o 9 < o o
— o o o o

q

Figura 3.3 Conjunto para o qual o projeto de controlador é factivel: estabilidade quadratica,
Teorema 2 de [MOPO09], assinalado com (x); condigdes baseadas na fungao de Lyapunov fuzzy,
Teorema 3.3, assinalado por (x) e (o); Teorema 3.4, (), (o) e (Xx), todos os pontos assinalados.

Parametros ¢;

1ea,=10.

cQOO0O0DOOOX XXX X X X X X XXX XXX X X X X X XK=

cQOO00OO00OX X XXX XXXXXXXXXXXXXXXX

cO000000OXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

+ +O00000O0X X XXX XXXXXXXXXXXXXXXX

+ +O00000OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

++O00QOOOX XXX X X X X X XXX XXX X X X X X X—

$O00000O0XX X XXXXXXXXXXXXXXXXXX

+O00000O0XX XX XXXXXXXXXXXXXXXXX

cO00000OX X XXXXXXXXXXXXXXXXXXX

+OO00000OXX X XXXXXXXXXXXXXXXXXX

+O00OOOO XX XX X X X X X XXX K XXX X X X X X

cO00000O0XX XX XXXXXXXXXXXXXXXXX

+ +cO0000O0XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

cO0000OXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

cO0000OX X XXXXXXXXXXXXXXXXXXX

s OO0OOOOX X XXX X X X X XXX XXX X X X X X X—

cO0O000OX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXX

cO000O0XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

cO000O0 XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXX

cOO000OXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

cOOOO XX XX K X X X XXX XXX XX K X X X X
| I | I I |

1.81-

1.6

,
<« - ©  © S o
— ~— o o o o

q

Figura 3.4 Conjunto para o qual o projeto de controlador é factivel: estabilidade quadratica,
Teorema 2 de [MOPO09], assinalado com (x); condigdes baseadas na fungao de Lyapunov fuzzy,
Teorema 3.3, assinalado por (x) e (o); Teorema 3.4, (), (o) e (Xx), todos os pontos assinalados.

Parametros ¢;

1e a, =50.
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ee e XXX MK XX X XX XXX X XXX X X X X

fe e XX XXX XXX XX XXXXXXXXXXX

fe e XX XXX XXX XX XXXXXXXXXXX

Ce e XX XX XXX XXX XXX XXX XX XXX

fe e XX XXX XXX XX XXX XXX XXXXX

Se e XXX R K XX X XX XXX X XX X X X X X

fe e XX XX XXX X KX XX XXX XXX XXX

fe e XX XX XXX XXX XXX XXX XX XXX

fe e XX XXX XXX XX XXX XXXXXXXX

fe e XX XXX XXX KX XXXXXXXXXXX
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Figura 3.5 Conjunto para o qual o projeto de controlador é factivel: estabilidade quadratica,
Teorema 2 de [MOP09], assinalado com (x); condigoes baseadas na fungao de Lyapunov fuzzy,

Teorema 3.3, assinalado por (x) e (o); Teorema 3.4, (-), (o) e (x), todos os pontos assinalados.

Parametros ¢;

50.

10 e o, =
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Figura 3.6 Conjunto para o qual o projeto de controlador é factivel: estabilidade quadratica,
Teorema 2 de [MOPO09], assinalado com (x); condicao baseada na funcao de Lyapunov fuzzy

integral, Teorema 3.5, (x) e (o), todos os pontos assinalados. Parametro o,

0,01.
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Tabela 3.2 Parametros do péndulo invertido controlado por motor de corrente continua.
Parametros Valor

iy 0.8
o 1,0
ks -10
ko -10
ks 10

tinéncia entre si. Embora seja apenas um exemplo numérico pode-se perceber um melhor
desempenho dos Teoremas 3.1 e 3.2, baseados no termo nulo, em relagao a suas contra-
partidas baseadas na solu¢ao numérica proposta pelo Lema 3.2, quais sejam, Teoremas
3.3 e 3.4.

Uma possivel explicagao para esse desempenho pode ser atribuida a uma observagao
feita na secao anterior. Nos Teoremas 3.1 e 3.2 o acoplamento entre matrizes do sistema e
da funcao de Lyapunov praticamente nao existe. As variaveis de decisao da fun¢ao candi-
data P(h) nao sdo multiplicadas nem por A(h) nem por B(h). No caso dos Teoremas 3.3
e 3.4 ainda hé um certo acoplamento, pois embora B(h) e P(h) nao sejam multiplicados,
persiste a multiplicagdo entre as matrizes P(h) e A(h). Isso pode ser conservador pois se
impoe sobre P(h) simetria e sinal. J& nos Teoremas 3.1 e 3.2, A(h) sdo multiplicadas por
matrizes livres R, sem exigéncia de sinal ou simetria, fornecendo maior grau de liberdade
ao conjunto de LMIs.

3.3.3 Exemplos de Simulacao

Finalizando este capitulo, alguns exemplos sao apresentados nos quais sistemas nao-
lineares reais sao simulados sob a acao de controladores projetados segundo as diversas
metodologias propostas. Haja vista que as metodologias propostas visam apenas con-
trole estabilizante, sem nenhum critério de desempenho embutido na etapa de sintese,
esses exemplos terao carater ilustrativo, nao sendo dado enfoque na comparacao entre
desempenho dos controladores gerados.

3.3.3.1 Sistema Mecanico Simples O primeiro exemplo considerado consiste em
um péndulo invertido controlado por um motor de corrente continua, acoplados por um
conjunto de engrenagens, conforme ilustrado na Figura 3.7. A dinamica desse sistema é
dada segundo

i) 0
= |kysen(xy) + kaxs| + |0 | u
k‘g!L’Q + k‘4l’3 ]{55

sendo que no vetor de estados z; = 6, o angulo computado a partir da vertical; o = w =
0, a velocidade angular; z3 = I, é a corrente do motor. Os parametros foram obtidos em
[Kaw96] e sdo mostrados na Tabela 3.2.
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Figura 3.7 Diagrama esquematico do sistema mecanico nao-linear: péndulo invertido contro-
lado por um motor de corrente continua.

Um modelo com duas regras foi obtido em [TIW98]. Os vértices determinados sao

0 1 0 0 1 0 0
Al == 9,8 O ]. 5 A2 = 0 0 ]. 5 Bl == BQ = O
0 —-10 -10 0 —10 -10 10

As fungoes de pertinéncia sao

sen(x1)
By — P (:ausoxlsféo7 hy =1 I

1, caso r1 =0

Este modelo é exato para no universo de discurso |z;| < 7 [TIW98]. A derivada da
funcao de pertinéncia pode ser obtida fazendo

hlz

d d
d (sen(z1)\ _ Ty (sen(a1)) — sen(xl)ﬁ (1) _ xpcos(wy)dy — sen(wy)dy
dt B x? B x?

x1 cos(xq)xy — sen(xy)xs

2
Ty

T

Para determinar um limitante para essa derivada é necessario restringir o universo de
discurso com relagao ao estado x2. Valores tipicos de rotagao para motores comerciais de
pequeno porte variam entre 2000 a 4000 RPM [WEGO1]. Portanto, é plausivel restringir
x9 a 15rad/s. Nesse universo de discurso um limitante para hy é ¢ = 10.

Com a definicao desses parametros é possivel aplicar as metodologias propostas para
projeto dos ganhos de um controlador por realimentacao completa de estados na forma
PDC. Os resultados encontram-se na Tabela 3.3. Em termos de norma os ganhos obtidos
segundo as varias metodologia sao parecidos, nao devendo ser tao diferentes durante a
acao de controle.

As Figuras 3.8 a 3.10 mostram a evolucao temporal dos estados para a condicao
inicial 2y = [7/2 1 0]7. O controlador projetado pelo Teorema 3.1 é capaz garantir uma
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Tabela 3.3 Ganhos projetados para controle do péndulo invertido segundo as metodologias
propostas. Parametros usados a, = 1, a, =5 e ¢1 = @2 = ¢3 = 10.

Método F;

Fy =[-15,393 —3,6614 —0,0925]
Teorema 3.1
Fy =[-12,656 —3,6722 —0,0920]

Fy =[-10,312 —2,2366 0,1324]
Teorema 3.2
Fy = [-7,3570 —2,2418 0,1453]

Fy = [-16,251 —4,7964 —0,2926]
Teorema 3.3
F, =[-9,2546 —3,9219 —0,2164]

Fy =[-14,296 —4,1803 —0,1732]
Teorema 3.4
Fy = [-7,7249 —3,1489 0,0590]

Fy = [-7,7870 —1,4297 0,2742]
Teorema 3.5
Fy = [—8,5642 —2,0878 0,1395]




3.3 SOLUCOES NUMERICAS PARA SINTESE DE CONTROLE 94

- — = Teo. 34
Teo. 3.1 7]
''''' Teo. 3.5

Figura 3.8 Simulagdo dos controladores projetados com os Teoremas 3.1, 3.4 e 3.5: evolugao
temporal da posicao angular.

Figura 3.9 Simulagdo dos controladores projetados com os Teoremas 3.1, 3.4 e 3.5: evolugao
temporal da velocidade angular.

condicao de equilibrio a partir de 2s. E possivel ver que para os demais essa condi¢ao
¢é alcancada com aproximadamente 5s. Isso pode ser justificado pelos ganhos maiores
obtidos com Teorema 3.1 em comparacao aos Teoremas 3.4 e 3.5. Nota-se que o valor
da corrente chega a atingir um pico de aproximadamente 20A, mas nao foi especificado
nenhum critério de desempenho com relacao a limitagao na norma da saida nem do sinal
de controle. De qualquer forma tais valores nao sao excessivos para motores desse porte.

3.3.3.2 Veiculo Aéreo Nao-Tripulado: Helimodelo em Escala Reduzida O
desenvolvimento dos chamados VANTSs (veiculos aéreos nao-tripulados) tém crescido bas-
tante nos ultimos anos. Embora os setores militares sejam os maiores investidores, o
mercado de aplicagOes civis encontra-se em franco crescimento, sobretudo em ativida-
des repetitivas, tediosas ou perigosas para um piloto [IPT10, CCMT09]. Nesse contexto
é possivel enumerar: inspecao, tanto para localizacao de falhas ou situagoes com dano
em potencial, de linhas de transmissao ou gasodutos [Jon05, GJ05, TPM09, HZSS05]; o
monitoramento do tréfico urbano [PVKO07]; pulverizacao de plantagoes [Morl10].
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- — —Teo. 34
Teo. 3.1 _
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Figura 3.10 Simulagao dos controladores projetados com os Teoremas 3.1, 3.4 e 3.5: evolugao
temporal da corrente.

Dentre a diversidade de aplicagoes merece destaque o suporte proporcionado por esses
veiculos em grandes desastres naturais, tanto na busca por sobreviventes, quanto na coleta
de dados em ambientes hostis [SMNIO8]. Durante as etapas de socorro e recuperagao
dos danos causados pelos furacoes Katrina e Vilma no Estados Unidos, VANTSs foram
usados para avaliar o abalo estrutural em edificagoes [MPBO08]. Recentemente, no tsunami
provocado pelo pior terremoto da histéria do Japao o VANT Global Hank foi utilizado
para avaliar os danos nos reatores da usina nuclear de Fukushima [Thell, IEE11, Blo11].

Em [TKOWO8] é realizado um estudo sobre o controle automatico de um helicéptero
em pequena escala com sensoriamento embarcado. Apesar do controle completo desse
veiculo envolver seis graus de liberdade, o protétipo estudado possui dois rotores e uma
estrutura mecanica capaz de manter seu rotor principal na posicao horizontal. Dessa
forma o modelo nao-linear é reescrito como

1
v = rv+ —U, (3.47)
m
, 1
v o= —ru+aUy (3.48)
1
) = —U, .
w - (3-49)
: 1
o= U (3-50)

z

sendo z, y e z a posicao e u, v e w as respectivas velocidades; 1 é o angulo de guinada?®,
cuja velocidade angular é dada por r; U, U,, U, e U, sao os sinais de controle. A massa
total do helimodelo é m = 0,200 e o momento de inércia em torno do eixo z é I, = 0,2857.

Em [TKOWO0S8] foi adotada uma lei de controle linear para a dindmica da guinada,
haja vista que ela interfere nos demais estados mas nenhum deles interfere nela:

Uw = —aw

3Devido a estrutura do helimodelo os angulos de rolagem e arfagem sdo mantidos constantes.
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sendo a um valor positivo. Embora o valor de a ndo tenha sido informado em [TKOWO0S|
pode ser utilizado o valor de referéncia a = 1,5 no trabalho posterior [TOW09]. Isso
resulta no seguinte modelo a ser estabilizado

u o= —[%wij%Um (3.51)
v = %wu—l—%Uy (3.52)
W= %Uz (3-53)
¥ = —[% (3-54)

Estados adicionais sao incluidos para rastreamento da trajetéria de referéncia enviada
ao helimodelo remotamente:
T = [e; ey e =r—zy—y z—2]"
sendo que x,, y, e z. sao posicoes de referéncia.
Finalmente um modelo dinamico aumentado de sexta ordem com duas regras, baseado
no conceito da modelagem pela nao-linearidade setorial [OTWO01, TWO01], pode ser obtido,
sendo

0 -2 0000 0 2200 00
0 0000 —2 0 0000
0 0 0000 0 0 0000
A: A:
! 1 0 00002 1 0 0000
0 1 0000 0 1 0000
0 0 100 0] 0 0 100 0]
g o]
0 L o0
0o 0 L +7 T —
By =By = 0 0 87 h1:¢27r,h2: 27T¢
0 0 0
0 0 0]
T

r=[uvwe, e, e,

Essa modelagem é exata para no universo de discurso |¢)| < m. Note que devido a
caracteristica peculiar desse sistema, com um acoplamento parcial no qual a dinamica
de alguns estados é influenciada por outro sem que este sofra influéncia dos demais, a
variavel premissa 1) nao faz parte do vetor de estados para o modelo fuzzy. Portanto, a
metodologia proposta no Teorema 3.5 baseada na fungao do tipo integral nao pode ser
adotada, recorde a Segao 3.2.1.

A derivada temporal da funcao de pertinéncia pode ser facilmente obtida como
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Tabela 3.4 Ganhos projetados para controle do helimodelo auténomo segundo uma das
metodologias propostas. Parametros usados a,, = 0,1 e ¢1 = ¢ = ¢35 = 18.

Método F;

[ —2.0882 21,9771 —0,0000 —0,8843 —0,0050 0,0000 |
Fr=1-219771 —-2,0882 —0,0000 0,00560 —0,8843 0,0000
| —0,0000 —0,0000 -1,2924 —0,0000 —0,0000 —0,6244 |
Teorema 3.1
[—2,0882 —22,0074 —0,0000 —0,8843 —0,0050 0,0000 ]|
Fy=122,0074 —2,0882 —0,0000 0,0050 —0,8843 0,0000
—0,0000 —0,0000 —1,2924 —0,0000 —0,0000 —0,6244

Tabela 3.5 Referéncia para o voo do helimodelo decolando a partir do solo.
Referéncia Tempo
00 1]" t <60
(101" 60 <t <120
1117 120 <t <180
[0 11]
01 0]

7180 <t <240
010]" 240 <t <300

De acordo com a proposta em [TOWO09]|, selecionando-se a = 1,5, haja vista que
¥ < 7, tem-se que hy = 17,501. Portanto, pode-se adotar ¢ = 18 para efeito de projeto
do controlador. Os ganhos projetados encontram-se na Tabela 3.4.

Um voo com duragao de bmin, decolando a partir do solo, foi planejado, tendo como
referéncia os valores mostrados na Tabela 3.5. Nas Figuras 3.11 a 3.13 sdo mostrados
os sinais de referéncia em vermelho e a trajetéria descrita em azul. Note que o helimo-
delo é capaz de seguir a trajetoria sem oscilacoes em questao de poucos segundos, um
desempenho bom haja vista sua reduzida dimensao, cerca de 36x16x9cm (CxAxL).

A Figura 3.14 mostra a trajetéria completa descrita pelo VANT bem como os pontos
de decolagem, pouso e nos quais foi obrigado a pairar. Note que o controlador fuzzy
projetado é capaz de rastrear a trajetéria desejada com boa precisao.
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Figura 3.11 Controle do VANT: coordenada x. Em azul a trajetéria descrita e em vermelho
o sinal de referéncia.

-05 L
0 50 200 250 300

50 100 t(s)

Figura 3.12 Controle do VANT: coordenada y. Em azul a trajetéria descrita e em vermelho
o sinal de referéncia.

05 i i i
0

1
50 100 50 200 250 300
t(s)

Figura 3.13 Controle do VANT: coordenada z. Em azul a trajetéria descrita e em vermelho
o sinal de referéncia.
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1.5

y(m) -05

Figura 3.14 Trajetéria descrita pelo helimodelo durante o voo (em azul) e a referéncia (pon-
tilhado em vermelho). Os pontos nos quais o helimodelo descolou, pairou e pousou foram
assinalados com [.



3.3 SOLUCOES NUMERICAS PARA SINTESE DE CONTROLE 100

SNOONUONUOMUNNONONONONONONONNNNNNN

Figura 3.15 Diagrama esquemadtico da planta ndo-linear considerada, TORA: Translational
Oscillation by a Rotational Actuator.

3.3.3.3 Outro Sistema Mecanico O sistema escolhido para o teste de simulagao é
uma planta nao-linear conhecida pela sigla TORA?, sendo um benchmark de controle nao-
linear proposto em [BBC95]. O sistema consiste em um carro de massa M com liberdade
de movimento unidimensional conectado a uma mola linear de coeficiente eldstico k. O
atuador rotacional consiste em um péndulo que gira no plano horizontal do carro, com
centro de massa localizado a uma distancia € do centro de massa do carro. Portanto o
torque exercido pelo atuador ird limitar a movimentagao do carro, sendo esse acoplamento
nao-linear o mecanismo de controle. No benchmark proposto em [BBC95] ha vérias
restricoes que devem ser observadas. Aqui o interesse é somente pela estabilizagao do
sistema em torno da posicao 8 = r = 0. A Figura 3.15 ilustra esquematicamente esse
sistema.

Esse modelo é de quarta ordem sendo que seus estados sao: o deslocamento x; e a
velocidade xo = @7 de translagao do carro; o angulo do rotor x3 e sua velocidade angular
x4 = #3. A dinamica normalizada é dada por

x2 0
—11 + €x? sen(x3) —ecos(z3)
P 1 — €% cos?(z3) L= e? cos*(z3) |,
T4 0
e cos(r3)(zy — ex?sen(xs)) 1
1 — €2 cos?(x3) ] | 1 — €% cos?(x3) |

Fazendo as transformagoes

21 = x1 + esen(x3), 29 1= To + €xqcos(x3), Y1 = T3, Yo = X4

e a linearizagao parcial por realimentacao dos estados [NvdS90, KhaOl]

4Acrénimo inglés para Translational Oscillation by a Rotational Actuator.
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1

v =
1 — €2 cos(yp)?

[ecos(y1)(z1 — (14 y3)esenyr) + u]

¢é obtido o seguinte modelo auxiliar

21 = 2

Zy = —z1+e€eseny;
yr = Yo

Yo = v

Em [WL07] um modelo fuzzy TS exato é proposto para o modelo auxiliar, que possui
apenas um termo nao-linear. O universo de discurso desse modelo restringe sua validade
a —m < x3 < 7. As matrizes locais sao

0 1 00 0
-1 0 ¢ O 10 .
Ai— 0 0 0 11|° Bz— 0 ,Z—1,2,3
0 0 0 O 1
sendo que € = €, e = 2¢/m e 0,05e. O parametro e = 0,1 foi retirado também da

referéncia [WLO7].
As funcgoes de pertinéncia sao definidas como

'1 sen(xs)
——2—, 0< || <7/2
1- 2
h2: e
7 sen(x3) 19 < |y <
= 7T x m
\2 T3 ) = 3 =
po— 1Ny O<|zsl<a/2 )0, 0 < |og| < 7/2
b 0, /2 < x| <7’ 1= h, /2 <|zs| <

A derivada temporal da fungao de pertinéncia hs pode ser calculada como

. dhg dl‘g
hy = —02 .
3 das di (3-55)
sen(x — X3 COS|T .
_ sen(z) — @), (3.56)
3

sen(x3) — x3 cos(xs)

- o (3-57)

Uma vez que x3 estd confinado entre —7 e 7 o limitante da derivadas é dado por
aproximadamente 1,063. Portanto escolhe-se com certa margem de folga ¢ = 1,5 como
parametro para o projeto com os métodos que dependem das derivadas das funcoes de
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Tabela 3.6 Ganhos projetados segundo as metodologias propostas. Parametros usados a;, = 1,
ap=1e¢1=¢y=¢3=15.
Método F(h)

Fy =[2,3830 —1,3538 —2,7466 —3,2793]
Teorema 3.1 Fy = [2,3826 —1,3148 —2,7392 —3,2782]
Fy= (23757 —1,2352 —2,7242 —3,2730]

Fy=[1,3503 —0,1132 —1,1498 —2,0504]
Teorema 3.2 Fp = [1,3485 —0,1057 —1,1481 —2,0566
Fy = [1,3446 —0,0918 —1,1385 —2,0523)

Fy = [0,8054 0,0517 —0,8749 —1,2996]
Teorema 3.3 F, = [0,8060 0,0647 —0,8712 —1,3006]
F3 = [0,8068 0,0850 —0,8672 —1,3017

F = 20,7135 0,1084 —0,7882 —1,1439;
Teorema 3.4 F, = |0,7136 0,1175 —0,7868 —1,1442
F3=0,7130 0,1336 —0,7855 —1,1458]

Fy =[1,2785 —0,0990 —1,1590 —2,0609]
Teorema 3.5 Fp = [1,2890 —0,1045 —1,1627 —2,0637
Fy = [1,3062 —0,1133 —1,1594 —2,0685

pertinéncia. As simulagoes usam como condicao inicial 2° = [0,1 0,1 0 0]7. Desta forma
o sistema estd fora do ponto de equilibrio com certa velocidade inicial.

O resultado do projeto do controlador PDC para o sistema TORA segundo os Teore-
mas 3.1 a 3.5 é mostrado na Tabela 3.6. Nota-se que os ganhos sao bastantes parecidos,
todos na mesma ordem de grandeza. Os ganhos tem uma norma pequena, podendo ser
implementados facilmente na pratica, sem risco de saturacao no atuadores. Uma ob-
servacao que pode ser feita é o fato de que os ganhos obtidos pelos Teoremas 3.1, 3.2 e
3.5 apresentam uma norma maior do que os ganhos obtidos pelos Teoremas 3.3 e 3.4. H&
uma divisao entre os resultados obtidos com termo nulo de um lado e resultados obtidos
com o Lema 3.2 de outro. Contudo isso nao tem uma explicagao clara pois um fato que
se observa é que a escolha dos parametros « interfere na norma do controlador obtido.
Além disso nao foi imposta qualquer restricao sobre o sinal de controle ou o controlador,
sendo que esse fato pode ser apenas uma coincidéncia numérica.

Os resultados de simulagao do sistema segundo os Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3 sao mostra-
dos nas Figuras 3.16, 3.17 e 3.18, respectivamente. Os resultados para os Teoremas 3.5
e 3.4 sao omitidos pois os ganhos sao muito parecidos com aqueles obtidos via Teoremas
3.2 e 3.3, respectivamente.

A comparacao das Figuras 3.16 a 3.18 nao revela uma grande diferenga no resultado
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Figura 3.16 Simulagdo do controlador projetado com Teorema 3.1: evolugao dos estados.
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Figura 3.17 Simulacao do controlador projetado com Teorema 3.2: evolucao dos estados.
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Figura 3.18 Simulacao do controlador projetado com Teorema 3.3: evolucao dos estados.

da acao dos trés controladores testados, como era de se esperar ja que nao havia diferencas
grandes na norma dos mesmos. Como pode ser notado o sistema acomoda-se lentamente,
exibindo um comportamento bastante oscilatério. Embora esse tipo de comportamento
possa ser inadequado em muitas aplicacoes ele é justificavel nesse caso haja vista que nao
foi estabelecido nenhum critério de projeto que nao fosse a estabilidade assintdtica para
quaisquer condicoes iniciais. De fato até mesmo em algumas abordagens com minimizagao
de custo quadrético como por exemplo em [TANY01, DGKO08, TWO01, WLO07] esse tipo
de comportamento oscilatério e lento é observado.

Para acelerar a resposta do sistema é possivel impor uma taxa de decaimento, de forma
andloga a [BAT*10]. Para isso considere que a seguinte restrigao devera ser satisfeita

V< —29V
sendo V e V definidos em (2.19) e (3.20), respectivamente. Dessa forma segue que
e 2vP(h) + P(h) P(h)

P(h) 0

Seguindo passos similares para obter o Teorema 3.1 é possivel estabelecer o Teorema
a seguir, que garante estabilidade com uma taxa de decaimento especifica.

§<0

Teorema 3.6. Considere \hl\ < ¢;, Vi € R, a ey escalares dados. O sistema TS em
malha-fechada (1.15) é assintoticamente estavel com taxa de decaimento v caso existam
matrizes simétricas definidas positivas P;, uma matriz simétrica X e matrizes quaisquer
Si, R que satisfazem

=i < 0, 1 E R, Eij + Ejz‘ < 0, Z,j € R, ) <j (358)
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Figura 3.19 Simulacao do controlador projetado com Teorema 3.6: evolucao dos estados.

sendo
= Z;Zl ok(Ty + X) + 27T, — A;,R — B;S; — RTAT — SJTBZ.T ° ( )
=ij = T — aA;R — aB;S; + RT a(R+ RT)| 359

Os ganhos que garantem estabilidade sao obtidos fazendo-se K; = S;R™1.

Aplicando essa versao modificada do Teorema 3.1, que incorpora a taxa de decaimento
como requisito de projeto, é possivel obter o resultado mostrado nas Figuras 3.19 e 3.20.
Os parametros adotados foram ¢ = 1,5, a,, = 1 e v = 0,015. Os ganhos obtidos sao
mostrados na Tabela 3.7. Uma taxa de decaimento maior poderia ser obtida, contudo
rapidamente os ganhos ficavam elevados, com ordem de grandeza 103 para alguns ele-
mentos do vetor de ganho. Portanto, optou-se por ganhos menores, mais factiveis de
implementacao na pratica.

Na Figura 3.19 é mantida a mesma escala dos eixos para efeito de comparacao com
relacao a Figura 3.16 em termos do tempo necessario para o sistema acomodar. Usando a
técnica modificada a resposta tornou-se cerca de seis vezes mais rapida. Ja a Figura 3.20
enfatiza que os picos que os estados alcancam sao bem maiores, cerca de quatro vezes.
Claramente se percebe um compromisso entre a rapidez da resposta e amplitude dos
estados, restricao tipica em problemas de controle.

Outros critérios podem ser incorporados, assunto das propostas de continuidade no
préximo capitulo. Para limitar a norma dos ganhos do controlador poderia ser adotado
um critério de minimizacao do esfor¢o de controle.
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Figura 3.20 Simulacao do controlador projetado com Teorema 3.6: evolucao dos estados.

Tabela 3.7 Ganhos projetados para controle do TORA impondo v = 0,015 como taxa de
decaimento. Parametros usados o, = 0,1 € ¢p1 = ¢po = ¢p3 = 1,5.

Método

F;

Fy = [28,671
Teorema 3.6 [ = [28,626

F3 = [28,561

—26,038 —4,3974 —3,8828]
—23,920 —4,1324 —3,8775]

—21,344 —4,0236 —3,8760]




CAPITULO 4

CONCLUSAO

Valeu a pena? Tudo vale a pena
Se a alma ndo é pequena

—FERNANDO PESSOA (Mar Protugués)

Se de tudo fica um pouco,
mas por qué nao ficaria um pouco de mim?

—CARLOS DRUMMOND DE ANDRADE (Residuo)

Este trabalho buscou contribuir na anélise de estabilidade e projeto de controlado-
res para sistemas dinamicos na forma TS. Com um enfoque voltado para desigualdades
matriciais lineares, as metodologias propostas sao apresentadas nas formas de Teoremas
e Corolarios cuja implementagao numérica nas principais interfaces de programagao de
LMI pode ser feita de forma quase direta.

Nas tultimas duas décadas a metodologia de controle fuzzy baseado em modelos TS
se mostrou uma alternativa interessante para sistemas nao-lineares, estabelecendo um
compromisso entre o formalismo do controle nao-linear com a praticidade e abundancia
de recursos numéricos do controle linear. Contudo, o preco pago pela maior simplicidade
foi um maior conservadorismo. Atuando em algumas das principais fontes de conser-
vadorismo existentes na abordagem que combina sistemas TS e LMI espera-se que este
trabalho tenha contribuido no sentido de aproximar os controles nao-linear e fuzzy.

Uma fonte de conservadorismo que pode ser destacada é o uso inadequado, parcial
ou mesmo o desuso da informagao contida nas fungdes de pertinéncia nas condigoes de
analise e sintese. Tais condigoes baseiam-se apenas nas informagoes contidas nos vértices
e na convexidade das funcoes de pertinéncia. A estabilidade é garantida nao s6 para um
sistema nao-linear especifico, mas para uma familia de sistemas na forma (1.15), desde
que possuam os mesmos vértices A; + B, F}; e fungoes de pertinéncia quaisquer, desde que
satisfacam (1.9).

Embora fungoes de Lyapunov parametrizadas sejam usadas a bastante tempo para
sistemas fuzzy [Jad99, THWO1] certo grau de conservadorismo persistia tanto na anélise
quanto na sintese. Na Secao 2.3 foi apresentada uma solu¢cao muito simples, mas bas-
tante eficaz, para usar adequadamente a informacao fornecida pela derivada temporal das
fungoes de pertinéncia. A um custo computacional inexpressivo, condicoes de analise de
estabilidade propostas na literatura recente passaram a ser casos particulares. Quando
o custo computacional deixou de ser prioridade, uma nova solugao para incluir essa in-
formacgao de forma adequada foi proposta na Secao 2.4, reduzindo ainda mais o con-
servadorismo. Embora essa estratégia ja seja aplicada no contexto de sistemas incertos
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[GC06, CGTV09], espera-se que o tratamento geométrico detalhado dado na Secao 2.4
tenha contribuido na adaptacao para sistemas fuzzy.

Esse maior entendimento dos fatores que influenciam a dinamica de um sistema fuzzy,
bem como dos fatores que tornam analise ou sintese conservadoras, permitiu abordar ou-
tra fonte de conservadorismo. Como o método direto de Lyapunov tem carater apenas
suficiente, para a maioria dos casos, torna-se primordial ter mais func¢oes candidatas a
disposi¢ao. Caso a busca por controlador ou garantia de estabilidade falhem nada pode
ser concluido acerca da inexisténcia de controlador ou da instabilidade. Nesse sentido,
na Secao 2.6 duas novas fungoes de Lyapunov sao propostas. Embora com caracteristicas
distintas ambas buscam incluir informacoes sobre a dinamica e as fungoes de pertinéncia
para reduzir conservadorismo. Na primeira fungao, o conservadorismo é reduzido consi-
derando combinagoes polinomiais das fungoes de pertinéncia, bem como informacao de
derivada de mais alta ordem dos estados. Na segunda funcao, informagcao adicional sobre
a dinamica das fungoes de pertinéncia é incluida através de suas segundas derivadas tem-
porais. Enquanto funcoes parametrizadas apenas pela fungoes de pertinéncia sao capazes
de certificar estabilidade para uma familia de modelos que compartilham vértices e a
mesma taxa de variacao das funcoes de pertinéncia, a nova funcao é mais especifica, pois
restringe a analise para sistemas com certa segunda derivada temporal. A analise ficou
menos conservadora, mais a feicao do que ocorre na teoria de sistemas nao-lineares.

Embora as fungoes analisadas neste trabalho sejam menos conservadoras, existe uma
dificuldade maior no momento de aplicé-las para a sintese de controladores fuzzy no con-
texto de LMIs. Tais dificuldades sao apresentadas na Secao 3.2. Outra contribuicao deste
trabalho consiste em propor solugoes para esses problemas usando as solugoes numeéricas
apresentadas nas Secoes 2.5 e 3.3. Metodologias de projeto baseadas em LMIs para
fungoes de Lyapunov fuzzy sao propostas, uma novidade na opiniao do autor. As meto-
dologias sao comparadas com os principais resultados baseados na funcao de Lyapunov
quadratica, mostrando vantagens. Finalmente, verifica-se que as metodologias podem ser
aplicadas com sucesso em sistemas nao-lineares, conforme ilustrado por trés exemplos de
simulacao abordado na Segao 3.3.3.

4.1 PRODUCAO CIENTIFICA

Esta tese foi fruto de um trabalho desenvolvido ao longo de dois anos e sete meses. A
medida em que os resultados surgiam, o autor, seu orientador e colaboradores buscaram
reporta-los a comunidade académica e cientifica, por meio de artigos em periddicos ou
apresentacoes em congressos. Os resultados desta tese foram agrupados pela teméatica
e, portanto, a sequéncia na qual eles sao apresentados nao reflete a cronologia do seu
desenvolvimento. Portanto, essa Secao dedica-se a pontuar como os resultados que forma
esta tese foram apresentados a comunidade. Até o presente momento, os seguintes ar-
tigos diretamente relacionados com o este trabalho foram publicados ou aceitos para
publicacao:

e [MPSMO09] - Uma das primeiras publicagoes baseadas nessa tese. Aborda o tema
da Secao 2.3, na qual se avalia o conservadorismo na inclusao da informacao da
derivada temporal da funcao de pertinéncia. A partir dai uma solucao de baixissimo
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custo computacional é proposta que permite obter uma novo Teorema para andlise
de estabilidade. Essa nova metodologia inclui a estabilidade quadratica e outros
trabalhos da literatura como casos particulares.

e [MPA(09, MPAOS| - Apresenta a metodologia do termo nulo que permite obter
condigoes LMIs para sintese de controlador baseadas na fun¢ao de Lyapunov fuzzy,
estendendo o resultado proposto em [MPSMO09] para controle. O conteido desses
artigos esta na Secao 3.3.

e [MPAdS10, AMPO8] - Contém resultados relativos ao projeto de controladores ba-
seados na funcao de Lyapunov fuzzy integral com a adocao do termo nulo. Estao
relacionadas ao contetido da Secao 3.3.

e [MPM10] - Contém resumo da equivaléncia demonstrada na Segao 2.5, na qual
termo nulo, lema de Finsler e a forma descritora garantem os mesmos resultados
quando o tema é analise de estabilidade.

e [MP10] - Apresenta a nova fun¢do de Lyapunov parametrizada pela funcao de per-
tinéncia e suas derivadas temporais, proposta na Secao 2.6.2.

Outro trabalho foi aceito para o 18th IFAC World Congress, apresentando a nova
fungao de Lyapunov proposta na Sec¢ao 2.6.1, usando combinagao polinomial das fungoes
de pertinéncia através da informacao contida nas derivadas superiores dos estados:

o L. A. Mozelli, , F. O. Souza., R. M. Palhares, “New Lyapunov function and ex-
tra information on membership functions for improving stability conditions of TS
systems”, em 18th IFAC World Congress, Milao, Itélia.

Outros artigos indiretamente relacionados a este trabalho também foram publicados
ou aceitos para publicacao. Os trés primeiros artigos foram publicados e usam os resul-
tados de andlise de estabilidade e sintese de controle para sistemas TS com retardo no
tempo. Além disso, as novas fungoes propostas sao aplicadas a sistemas lineares variantes
no tempo no outro artigo, aceito para publicagao.

e [SMP09, SMPO0S8]: resultados que dialogam com as segoes 2.3, 2.5 e 3.3, usando
fungoes de Lyapunov fuzzy.

e [MSP11]: resultados que dialogam com as segoes 2.5 e 3.3, usando fungoes de Lya-
punov fuzzy integral.

e L. A. Mozelli, , R. M. Palhares, “Stability analysis of linear time-varying sys-
tems: improving conditions by adding more information about parameter varia-
tion” | System & Control Letters.

Merece citacao também o auxilio nos projetos de iniciacao cientifica dos alunos Rafael
Ferreira dos Santos e Gustavo Silva Castilho de Avellar, ambos sob orientagao do Prof.
Reinaldo Martinez Palhares e apresentados na Semana da Iniciacao Cientifica da UFMG,
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nos anos de 2008 e 2009. E digno de nota que o trabalho do discente Gustavo Silva
Castilho de Avellar recebeu mengao honrosa por “Relevancia Académica em Iniciagao
Cientifica - selecionado entre os melhores trabalhos da Escola de Engenharia da UFMG”.
Dessa forma, essa tese auxiliou também na formacao de recursos humanos.

4.2 PROPOSTAS DE CONTINUIDADE

O primeiro passo para sintese de controladores fuzzy via LMI baseados nas fungoes de
Lyapunov fuzzy foi dado. Um continuidade nessa linha de pesquisa seria integrar nas
metodologias propostas critérios de desempenho como minimizagao de custo quadratico,
Hs e Hoo, por exemplo. Foi visto ao final da Secao 3.3.3 que as metodologias propostas
sao flexiveis, ja que foi possivel incluir o indice de taxa de decaimento no procedimento
de obtencao do controlador.

Outra frente de pesquisa que se abre para as propostas dessas tese sao estratégias
de controle baseadas em realimentacao de saida, como por exemplo em [BGMO09]. Uma
das vantagens da realimentacao de saida ocorre em aplicagoes nas quais nao ¢é possivel,
devido a motivos estruturais ou financeiros, medir todos os estados. Dessa forma, alguns
estados medidos compoem a saida e o controlador atua baseado nessa medida parcial.
Outra alternativa é o controle baseado em estimador de estados.

Outra possibilidade seria a extensao dos resultados obtidos para a sintese de contro-
ladores na estrutura nao-PDC, veja [TOW07, CY10]. Controladores nao-PDC, embora
possuam uma estrutura mais complexa para implementagao na pratica, proporcionam
maior reducao no conservadorismo.

Finalmente, maiores investigacoes podem ser conduzidas com relagao a geometria do
espaco formado pelas funcoes de pertinéncia, para reduzir o aumento exponencial no
numero de LMIs que algumas formulagoes discutidas podem gerar.
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