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Resumo

Os métodos numéricos que utilizam ondas planas nas fun¢des de base para
aproximar a solucdo da equacdo de Helmholtz tém recebido consideravel atencdo no
eletromagnetismo computacional. Essas abordagens nao requerem a exigéncia
tradicional de cerca de dez pontos nodais por comprimento de onda para aproximar
solucdes oscilatdrias. As principais desvantagens desses métodos sao: imposicao das
condi¢des de contorno essenciais, as descontinuidades do dominio e o mal
condicionamento do sistema. O uso de ferramentas adicionais como os multiplicadores de
Lagrange e os elementos de Mortar podem ser utilizados para incorporar as condicdes de
contorno e descontinuidades do dominio, mas com aumento do custo computacional e do
numero de condi¢gdo. Como alternativa, a Formulacdo Variacional Ultra Fraca utiliza o
fluxo numérico upwind do Método de Galerkin Descontinuo. Essa técnica garante a
incorporacao fraca das condi¢des de contorno essenciais e das condi¢des de transmissao
entre meios. Essas caracteristicas tém despertado grande interesse em diversas
aplicacdes, como na solu¢do da equacao de Helmholtz. Nesta tese, investigamos a
Formulacdo Variacional Ultra Fraca para a propagacao de ondas eletromagnéticas em
malhas uniformes e nado-uniformes. Para as malhas uniformes, investigamos o mal
condicionamento do sistema global como func¢do dos graus de liberdade, os meios
heterogéneos, as fungdes de base como ondas planas e fun¢des de Bessel e o truncamento
do dominio computacional com Camadas Perfeitamente Casadas (PML). Para as malhas
ndo-uniformes, que é a principal contribuicdo dessa pesquisa, propomos uma nova
metodologia para controlar o nimero de condicdo e como predeterminar a quantidade
maxima de fung¢des de base por elemento em funcdo da maxima aresta. A metodologia
proposta é validada com a simulacao do espalhamento eletromagnético por um cilindro
condutor perfeito revestido por uma camada dielétrica. Além disso, resolvemos um
problema eletricamente grande, o espalhamento eletromagnético por um aerof6lio

condutor perfeito. Palavras-chaves: UWVF, fluxo numérico, condicionamento.



Abstract

Numerical methods that use plane waves as basis functions to approximate the solution
of the Helmholtz equation have received considerable attention in computational
electromagnetics. These approaches do not require the usual ten nodal points per
wavelength to approximate oscillatory solutions. The main drawback of these methods
are: imposing the essential boundary conditions, the domain discontinuities and ill-
conditioning of the system. Although Lagrange multipliers and Mortar elements can be
used to incorporate boundary conditions and domain discontinuities, they increase the
computational cost and the condition number. Alternatively, the Ultra Weak Variational
Formulation uses the numerical upwind flux of the Discontinuous Galerkin Method. This
scheme ensures the weak incorporation of the essential boundary conditions and the
transmission conditions between medias. These features have arisen great interest in
several applications, such as to compute the Helmholtz equation. In this thesis, we
investigate the Ultra Weak Variational Formulation for the electromagnetic wave
propagation, using uniform and non-uniform meshes. For the uniform meshes, we
investigate the ill-conditioning of the global system as function of the degrees of freedom,
the heterogeneous medium, the basis functions as plane waves and Bessel functions and
the truncation of the domain by means of the Perfectly Matched Layers (PML). For non-
uniform meshes, which is the main contribution of this research, we propose a new
methodology to control the condition number and how to predetermine the maximum
number of basis functions based on maximum edge. The proposed methodology is
validated through the simulation of electromagnetic scattering by a perfect conductor
cylinder coated by a dielectric layer. Also is solved an electrically large problem as an

example, the electromagnetic scattering by a perfect conductor airfoil.

Keywords: UWVF, numerical flow, PML, conditioning.
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Motivacao

O Método dos Elementos Finitos (FEM) classico foi proposto inicialmente por
Courant em 1942 [1], mas a aplicacdo no eletromagnetismo foi realizada por Peter
Silvester em 1969 [2]. O FEM é uma ferramenta numérica eficaz na solugao de problemas
de valor de contorno em dominios complexos, sendo a convergéncia e a precisao
dependentes da formulacdo empregada nos elementos e da malha gerada [3]. No entanto,
a precisao pode ser melhorada por meio de procedimentos conhecidos como
refinamentos tipo h, p, hp e r que aumentam os graus de liberdade para reduzir o erro de

discretizacdo [4].

Essas técnicas adaptativas ajustam os parametros do problema por meio da
estimativa do erro a fim de torna-lo menor a cada iteragdo. As alteragdes sao feitas
progressivamente até que a solugdo alcance a precisio desejada. A vista disso, o
refinamento tipo h altera o tamanho caracteristico dos elementos (h) e mantem fixa a
ordem das fung¢des de forma. Ao contrario do tipo h, o tipo p altera o grau do polindmio
interpolador (p) com o aumento da quantidade de nds dos elementos, mas com densidade
de malha constante. No refinamento hp, os parametros h e p sao alterados
simultaneamente e no refinamento tipo r as coordenadas dos nés sao realocadas e
mantem-se constante os parametros h e p [4] [5]. Esses processos adaptativos buscam
melhorar a precisdo do FEM, mas o método ainda possui limitacdes, principalmente

relacionadas a malha, como [6] [7]:

e oaumento do custo computacional;
¢ nos refinamentos tipo h e hp com a introducao de novos graus de liberdade que

exige a reconstrucdo da malha;
12



e sensibilidade a distor¢do dos elementos;
e autilizacdo de polindmio interpoladores para aproximar a propagacdo de ondas;

e asimula¢do de problemas com dominios eletricamente grandes.

Portanto, o FEM classico ndo é muito eficaz no estudo de problemas de propagacao
de ondas, pois solu¢des harmonica ndo sdo bem representadas por fungdes polinomiais
[8]. No entanto, mesmo com as técnicas adaptativas, podem ocorrer erros de dispersao e
de dissipacdo com o aparecimento de oscilagdes espurias, alteracao significativa da
velocidade de propagacdo e decaimento da amplitude [8]. Logo, em dominios

eletricamente grandes, os erros tornam-se significativos e a solu¢ao imprecisa [8].

Para contornar esses problemas, o conhecimento a priori do comportamento da
solucao pode ser incorporado nas fun¢des de base do FEM. Dentre os métodos que
utilizam essa caracteristica, trés tém recebido consideravel atencao: o Método de Particao
da Unidade (PUM) [9], o Método de Enriquecimento Descontinuo (DEM) com
Multiplicadores de Lagrange [10] e a Formulagao Variacional Ultra Fraca (UWVF) [11].

No PUM, duas técnicas foram desenvolvidas de formas independentes, o Método
dos Elementos Finitos Generalizados (GFEM) e Método dos Elementos Finitos Estendido
(XFEM) [9]. Atualmente, sdo reconhecidas como sendo o mesmo método e amplamente
utilizadas, sendo normalmente referenciadas como GFEM [12]. Esse método atenua a
exigéncia de cerca de dez pontos nodais por comprimento de onda devido ao
enriquecimento das fungdes de forma e, assim, ndo ha a necessidade de refinamento da
malha para garantir precisdo local e global [13]. No entanto, o GFEM apresenta

desvantagens, que devem ser tratadas com técnicas especificas, como [7] [14]:

e aimposicao das condi¢des de contorno essenciais;
e as descontinuidades da solugdo devido a mudanga de meios materiais;

e o aumento do nimero de condicdo do sistema.

Dentre as técnicas utilizadas, os Multiplicadores de Lagrange (LM) podem ser
empregados, mas com o inconveniente aumento dos graus de liberdade, do custo

computacional e do nimero de condi¢do do sistema.
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Nos métodos descontinuos DEM e UWVF, a continuidade entre elementos vizinhos
ndo é mantida naturalmente, mas em sentido fraco com a incorporacgao de restri¢cdes
adicionais na formulacdo. Esses métodos utilizam o conceito de fluxo numérico
decorrente do Galerkin Descontinuo (DG). Essa técnica permite a construcdo da
aproximacao global em termos das aproximacdes locais, que possuem suporte compacto,
ou seja, sao nao-nulas somente no interior do elemento. No entanto, no DEM, de maneira
similar ao PUM, as descontinuidades das aproximacdes nas interfaces entre os elementos
podem ser tratadas com multiplicadores de Lagrange, mas com 0s mesmos

inconvenientes.

A UWVF foi desenvolvida em 1994 e posteriormente investigada na solucao das
equagdes de Helmholtz e Maxwell com fung¢des de base nao-polinomiais [11] [15] [16]. A
ideia do método é dividir o dominio original em subdominios elementares com
aproximagdes que satisfazem localmente as equacgdes e as condi¢des de transmissdo sao
impostas pelo Método de Galerkin Descontinuo (DGM) [17]. Assim, as descontinuidades e
as condigoes de contorno sao incorporadas naturalmente na formulagdo. Em vista disso,
a UWVF é o DGM, sendo a terminologia “ultra fraca” devido as fun¢des de base, na

formulagao variacional, serem avaliadas nas interfaces [15] [17].

As expansdes das bases sdo normalmente feitas por ondas planas que podem ser
calculadas de forma fechada [18]. Ja com as fun¢des de Bessel, hd menor crescimento do
numero de condi¢do do sistema global, mas com a necessidade de se utilizar quadraturas

e refinamento da malha [19].

Na UWVF, o mal condicionamento do sistema estd relacionado com o tipo e a
quantidade de fun¢bes de bases e a densidade da malha [20] [21]. No entanto, o método
tem a flexibilidade para garantir o controle do nimero de condi¢cao em cada subproblema

antes de compor o sistema global [22] [23].

A UWVF apresenta caracteristicas atrativas para aplicacdes no eletromagnetismo,
podendo melhorar a precisao das solugdes com baixo custo computacional quando
comparada ao FEM em problemas eletricamente grandes. Os dois métodos utilizam a
mesma forma de decomposicdo do dominio e sao capazes de aproximar geometrias

complexas com malha ndo uniforme, mas a UWVF permite a utilizacdo de elementos
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maiores que o comprimento de onda [11]. Portanto, justifica-se a relevancia na
investigagdo da UWVF aplicada ao eletromagnetismo computacional. Além disso, nos
ultimos anos, o método tem sido analisado em diversas aplicagdes, mas praticamente
restrito a poucos grupos de pesquisa de acordo com as publica¢des disponiveis. Nesse
contexto, apresentamos na se¢do seguinte as principais publicacdes que investigam o

meétodo apds o seu advento em 1994.

1.2. Estado da arte

Em 1998, a UWVF foi aplicada ao problema de Helmholtz bidimensional com a
investigacdo da ordem de convergéncia e aplicagcdes do método por meio de processos
tedricos e simulacdes em uma malha regular [24]. Além disso, os autores mostram a

construgdo da matriz global e a inversdo do sistema por um algoritmo iterativo.

Em 2002, os aspectos computacionais da UWVF foram investigados para um
problema de actistica com o uso de elementos relativamente grandes quando comparados
ao comprimento de onda e, também, o controle do condicionamento do sistema global
[21] [25]. Além disso, a incorporagdo do conhecimento a priori da solugao do problema
no espaco de aproximacdo permitiu que a UWVF produzisse resultados precisos com
poucos graus de liberdade para um dominio computacional com varios comprimentos de

onda [16] [24].

Em 2003 a UWVF teve suas potencialidades investigadas para a solucdao de
problemas de onda bidimensionais de Helmholtz e tridimensionais de Maxwell [26]. Os
autores comparam os resultados com o FEM e concluiram que a UWVF é uma interessante
alternativa para solucdo de dominios eletricamente grandes em alta frequéncia e com
elementos da ordem de alguns comprimentos de ondas. Sendo essas caracteristicas,

atrativas nas investigacdes no eletromagnetismo computacional.

No ano seguinte, 2004, a UWVF foi aplicada na solugdo de propagacdo de ondas
elasticas em duas dimensoes para o problema de Navier [27]. Neste trabalho foram

investigados o niimero de condi¢do da matriz elementar e a convergéncia da UWVF por
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meio do erro relativo, ambos em funcdo dos graus de liberdade. Os resultados
evidenciaram a convergéncia do método com fun¢des de base uniforme e nao-uniformes
e a importancia do controle de condicionamento. No mesmo ano, o truncamento do
dominio computacional com o uso da PML foi investigado com a UWVF na solucdo da
equacgao de Helmholtz em problemas acusticos tridimensionais [28]. A precisdo alcangada
com a PML foi da ordem de 1%, sendo relatado pelos autores como sendo suficiente para
a maioria de aplicagdes em engenharia. No entanto, a camada PML deve ter espessura
relativamente grande em fun¢do do comprimento de onda e eleva o numero de condigdo

do sistema, o que acarreta em reduzidos graus de liberdade na regiao [28].

A paralelizacdo da UWVF foi investigada no mesmo periodo com o uso de clusters
na solucdo de problema tridimensional da equacdo de Helmholtz com elevado ntimero de
onda [29]. O trabalho investigou a caracteristica do método na construgao do sistema
global sem a sobreposicdao dos subdominios, ou seja, as matrizes sdo construidas para
cada elemento isoladamente. Assim, os autores mostraram a possibilidade de
paralelizacdo da solugdo e o controle isolado das caracteristicas do sistema, por exemplo,

o nimero de condicdo das partes elementares.

Em 2006, o Método Multipolo Rapido (FMM) foi acoplado a UWVF para que a
distancia entre o obstaculo e a fronteira artificial seja reduzido [22]. Essa técnica
acarretou na necessidade de refinamento da malha para uma boa representacdo da
geometria [22]. O UWVF-FMM apresentou melhoria na precisdo dos resultados na
investigacdo da solucdo de problemas com objetos de geometrias simples e dominio

computacional com varios espalhadores [22].

A investigacdo para a escolha das fung¢des de base para a UWVF foi feita em 2007
[30]. As simula¢des foram feitas para a solucdo das equagoes de Maxwell harmdénicas com
processamento paralelo. A implementacdo apresentada teve como resultado as
estimativas teoricas para o erro e para o namero de condi¢do. Além disso, a redugdo do
numero de diregdes por elemento e a parametrizacao de superficies e interfaces a fim de

evitar malhas densas [30].

A estimativa do erro foi novamente investigada em 2008 na simulacao de meios

com e sem perdas [31]. No trabalho, os autores apresentaram a convergéncia global da
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UWVF, considerado a dependéncia da densidade da malha [31]. Esse resultado foi de
suma importancia, pois até entdo era provada a convergéncia do método somente na
fronteira do dominio. Foram utilizados experimentos e provas computacionais para
sustentar as estimativas de erro para dominio computacional com e sem meio absorvente.
No entanto, os autores afirmaram a existéncia de lacunas a serem pesquisadas, como a
ndo existéncia de estimativas de erro para a presenca de singularidades e para o
refinamento simultaneo da malha e das fun¢des de base, ou seja, para a convergéncia hp

[31].

Em 2012, foram comparadas as expansdes em funcdes de Bessel e ondas planas e
investigada a convergéncia da UWVF para problemas bidimensionais [18]. Nos
experimentos as fun¢des de Bessel acarretaram em menor nimero de condi¢do para o
sistema global em comparag¢ao com as ondas planas, mas com a necessidade de uso de
quadratura. Como as bases com ondas planas podem ser calculadas de forma fechada, sao

recomendadas para erro relativo em torno de 1% [18].

Em 2013, foram investigados trés diferentes tipos de expansdes: ondas planas,
funcdes de base de Bessel e ondas evanescentes, sendo os menores condicionamentos
alcangados com as func¢des de Bessel [23]. Além disso, foram investigados diferentes tipos
de elementos de malha para melhorar o condicionamento do sistema global e diminuir os
graus de liberdade, sendo utilizados elementos triangulares, quadrangulares e hexagonais
[23]. O resultado mais preciso foi alcangcado com os elementos hexagonais regulares e
quadrados. Com numeros de onda elevados, os triangulos e hexagonos irregulares
produziram um sistema mais mal condicionado. Portanto, foi investigada a correlacdo em

o parametro de regularidade para a malha e o nimero de condigdo [23].

A investigacao da solucdo de equagdes diferenciais parciais de quarta ordem foi
feita em 2014 baseada na teoria de placa fina de Kirchhoff [17]. Neste trabalho, a UWVF
foi estendida para as equacdes de quarta ordem e foi provada a convergéncia na fronteira.
Além disso, as convergéncias h e p foram aplicadas na investigacdo numérica da
viabilidade da UWVF para experimentos com problemas homogéneos e heterogéneos
[17]. AUWVF apresentou potencialidade para resolver problemas de quarta ordem, mas

com a necessidade de controle do namero de condigao.
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No ano seguinte, 2015, foi desenvolvido um método Petrov-Galerkin Descontinuo
(DPG) com o uso da UWVF [32]. Os autores realizaram a formulacdo por meio da
decomposicdo do problema em um sistema de primeira ordem e, também, por meio do
meétodo primario DPG, ou seja, sem a decomposicdo em um sistema de primeira ordem

[33]. Assim, os autores generalizaram o método primario DPG com func¢des de teste ideais.

Em 2016, foi feito o acoplamento entre os métodos DPG e BEM. Foi considerado
um problema de transmissdo modelado por uma equacdo de difusao [34]. O método
proposto baseia-se na UWVF com trés variaveis de campo e variaveis estruturais. Neste
trabalho, os autores mostraram que o DPG pode ser acoplado ao BEM e forneceram um

método robusto para o problema de transmissao.

Conforme exposto, a Formulagdo Variacional Ultra Fraca é investigada na busca
por melhor precisdo e convergéncia. Porém, apesar de aplicacdes em diversas areas, como
na acustica [35] [36], eletromagnetismo computacional [37] [38] [39], calorimetria [40]
e Matematica Aplicada [41] [42], ainda possui indmeras lacunas para serem preenchidas.
Portanto, justifica-se o nosso interesse em investigar o método e contribuir para as
aplicacdoes na engenharia, em especial no eletromagnetismo computacional, pois essa
técnica tem caracteristicas vantajosas nas aplicacdes de propagacdo de ondas
eletromagnéticas, como a solu¢cdo de problemas eletricamente grandes e o uso de

elemento maiores que o comprimento de onda.

1.3. Principais contribuicoes

A Formulagao Variacional Ultra Fraca apresenta caracteristicas vantajosas para
experimentos em eletromagnetismo computacional como o uso de elementos de malha
com alguns comprimentos de onda, controle local do numero de condicdao do sistema
global, uso de funcdes de base por meio dos conhecimentos a priori da solu¢do do
problema, o uso de malhas nao uniforme, a incorporacao natural das condi¢des de

contorno e o uso de Camadas Perfeitamente Casadas.
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Desta forma, nossa contribuigao é feita na propagacdo de ondas eletromagnéticas
em alta frequéncia e, assim, ampliar os aspectos computacionais da UWVF para esses
experimentos. Investigamos as caracteristicas do método, como a convergéncia e
precisdo, o controle de condicionamento, a estimacdo da quantidade de fung¢des de base
por elemento, o uso de expansodes de base como sendo ondas planas e fun¢des de Bessel,

a incorporacao da PML e as aplicacdes em problemas complexos.

Ressaltamos as contribui¢des dessa pesquisa como uma estratégia para equilibrar
o controle do numero de condicdao, o custo computacional, a predeterminacdo da

quantidade de bases por elemento e o truncamento do dominio computacional.

Para o controle do condicionamento, o calculo do posto possibilita a reducao das
funcdes de base por elemento de tal forma que satisfaga ou que esteja proximo a satisfazer
a quantidade de bases que atendam o numero de condicdo pré-determinado. Caso essa
quantidade ndo seja alcangada pelo posto, as iteracdes necessarias para alcancar esse
valor sdo substancialmente reduzidas. Além disso, a previsdo das fun¢des de bases por
elemento é feita de acordo com a maior aresta do elemento. Essas técnicas aplicadas em
conjunto produzem resultado com erro relativo de 1,2% para o espalhamento
eletromagnético por um cilindro condutor perfeito revestido por uma fina camada
dielétrica. Essas contribuices foram publicadas na revista International Journal of
Numerical Modelling: Electronic Networks, Devices and Fields no artigo “Performance
analysis of the ultra weak variational formulation to compute electromagnetic fields on

nonuniform meshes” aceito em janeiro de 2017, DOI 10.1002/jnm.2228.

A principal caracteristica da UWVF é a possibilidade de uso de elementos com
varios comprimentos de ondas. Essa peculiaridade é investigada com o truncamento do
dominio computacional por meio das Camadas Perfeitamente Casadas (PML).
Estabelecemos o perfil do parametro de decaimento da camada e comparamos o
resultado para o campo préximo com a ABC e a PML. No entanto, o uso de elementos da
ordem de alguns comprimentos de onda é comprometido com a PML. Ela incorpora novos
graus de liberdade a UWVF, como a espessura, a quantidade de camadas e a ordem de
decaimento que devem ser isolados. Diante disso, optamos em investigar o parametro de

decaimento mantendo as demais variaveis da PML fixas.
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Nesta tese, realizamos experimentos em dois problemas complexos do
eletromagnetismo computacional que sdo de interesse na engenharia. Sdo resolvidos
problemas eletricamente grandes de espalhamento eletromagnético por um cilindro

condutor perfeito revestido por uma fina camada dielétrica e por um aerofélio.

1.4. Organizacao do texto

Esta tese estd organizada em quatro capitulos. O primeiro é dedicado a
contextualizacao, estado da arte da Formulagdo Variacional Ultra Fraca e contribuicoes
da pesquisa. No segundo capitulo a UWVF é desenvolvida, a PML é incorporada e seus
parametros de projetos apresentados. No terceiro capitulo sdo apresentadas as
investigacdes da UWVF na propagacdo de ondas eletromagnéticas e a aplicagdo das
contribui¢cdes do trabalho na simulacdao em problemas praticos da engenharia. Por fim, no
quarto capitulo, os resultados e contribuicdes sdo discutidos e as propostas para

continuidade da pesquisa apresentadas.
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Capitulo 2

Formulac¢ao Variacional Ultra Fraca

2.1. Caracteristicas

A Formulacgdo Variacional Ultra Fraca emprega solugdes locais descontinuas em
cada elemento da malha, sendo a continuidade da soluc¢ao for¢cada de forma fraca por meio
das condi¢cdes de contorno de impedancia [21]. Uma caracteristica relevante é a
capacidade do método produzir solugdes aproximadas com poucos graus de liberdade,
sendo essencialmente um método upwind Galerkin Descontinuo [31]. A UWVF apresenta
as caracteristicas da h-convergéncia, ou seja, a partir de uma quantidade fixa de fun¢des
de base é possivel refinar a malha e melhorar a aproximac¢do. Por outro lado, a g-
convergéncia é obtida no método por meio da variacdo da quantidade de fun¢ées de base
para a mesma densidade de malha. Essas técnicas sdo combinadas no método adaptativo
hq-convergéncia que para a UWVF deve ser associado ao controle do numero de condicao

da matriz local [31].

Diante disso, o consideravel interesse despertado pela UWVF, além das
caracteristicas de convergéncia, é devido a possibilidade de o tamanho dos elementos da
malha ser de alguns comprimentos de onda e o niumero de condicdo do sistema
controlado por elemento. Essas caracteristicas asseguram a solucdao de problemas
eletricamente grandes, o uso de malhas nao uniformes e o emprego de diferentes

expansodes das fungdes de base [21].

Portanto, a partir dessas caracteristicas, desenvolvemos a Formulacao Variacional

Ultra Fraca e apresentamos algumas caracteristicas sobre a modelagem.
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2.2. Equacoes de Maxwell

Toda a teoria eletromagnética é condensada nas quatro equag¢des de Maxwell que
podem ser representadas na forma diferencial e descrevem a inter-relacao existente entre
os campos elétrico e magnético e as densidades de carga elétrica e de corrente elétrica,

em um ponto no espaco [43]. Sdo escritas na forma harmonica como

Lei de Gauss V-D =p, (2-1)
Lei de ,Gguss para campos V-B=0 (2-2)
magnéticos

Lei de Faraday VXE =—jwB, (2-3)
Lei de Ampere-Maxwell VXH=]+jwD, (2-4)

onde j é a unidade complexa, w é a frequéncia angular, D é a densidade de fluxo elétrico,
E é aintensidade de campo elétrico, B é a densidade de fluxo magnético, H é a intensidade

de campo magnético, J é a densidade de corrente e p, é a densidade de carga livres.

A equacdo 2-1 representa a lei de Gauss que estabelece a existéncia de campos
elétricos em uma regido devido a presenca de carga elétrica total ndo nula, ou seja, o
divergente do campo elétrico é nao nulo. Na equacgdo 2-2, lei de Gauss para o magnetismo,
as linhas de campo magnético sdo sempre fechadas, ou seja, expressa a inexisténcia de
cargas magnéticas. A lei de Faraday na equacgao 2-3 descreve a inducdao de um campo
elétrico por meio do campo magnético. A equacgdo 2-4 representa a Lei de Ampere que
apresenta duas possibilidades de geragcdo de campos magnéticos: por meio de correntes

elétricas ou por campos elétricos [43].

Além das equagdes (2-1) a (2-4), as relagdes constitutivas complementam as

equagdes de Maxwell,
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D=¢-E, (2-5)
B=yu-H, (2-6)

J=o0"E, (2-7)

onde ¢ é a permissividade elétrica, u é a permeabilidade magnética e o é a condutividade

elétrica.

As equagoes 2-5 e 2-6 relacionam as respectivas densidades com as intensidades
de campos e a equacdo 2-7 relaciona a densidade de corrente elétrica com a intensidade
de campo elétrico. As grandezas ¢, u e ¢ sdo escalares para o meio linear, homogéneo e
isotropico, ou seja, suas caracteristicas fisicas sdo independentes da intensidade, da

posicao e da orientacdo dos campos [43].

Na caracterizacdo de meios heterogéneos ou diferentes do espaco livre, podemos

representar a permissividade e a permeabilidade por parametros relativos,

&
& = g’ (2'8)
U
w =, 2-9
" o (2-9)

onde ¢,, &, U, € Uy Sd0 a permissividade relativa, a permissividade do espago livre, a

permeabilidade relativa e a permeabilidade do espaco livre, respectivamente [43].

As equacdes de Maxwell, em conjunto com as relagdes constitutivas, modelam o
comportamento dos campos em determinado meio. Entretanto, na interface de separagdo
de meios distintos pode ocorrer a variagdo abrupta dos parametros constitutivos e
ocasionar na descontinuidade dos campos [43]. Portanto, neste caso, as equagodes de
Maxwell nao caracterizam adequadamente o comportamento dos campos e torna-se

necessario a analise cuidadosa no contorno [43].

23



Meio 1 (&1, 44, 07)

Meio 2 (&3, iz, 02)

Figura 2-1 - Interface de separagio entre dois meios distintos

Na figura 2-1, os campos elétrico e magnético atendem as condi¢des de contorno:

X (E;,—E,) =0 (2-10)
il x (H, — Hy) =], (2-11)
fi- (D, — D,) = ps, (2-12)
fi- (B, — B;) =0, (2-13)

onde 7 é o vetor normal a fronteira de separagdo com direcdo do meio 1 para o meio 2, J
¢ a densidade de corrente elétrica superficial e p; é a densidade superficial de carga

elétrica.

No caso do meio 2 ser um condutor elétrico perfeito o, — o, as equagdes sdo

reduzidas a [44]:

nxE, =0, (2-14)
nxH,=]J (2-15)
n-D, =ps, (2-16)
n-B;=0 (2-17)

Ainda, considerando que os meios sejam dielétricos e que ndo haja correntes ou

cargas superficiais, assim,
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anl =nXE2, (2'18)

ﬁXHl :ﬁXHz, (2'19)
A-D,=7-D,, (2-20)

Admitindo que a geometria do problema e as caracteristicas eletromagnéticas sao
invariantes ao longo do eixo z, o sistema apresentado pelas equagdes 2-1 a 2-4 é reduzido
a uma Unica componente cartesiana nesta direcao de acordo com as polarizagdes. Assim,
obtemos a equacdo de onda escalar que, em conjunto com as condi¢ées de contorno,

modelam os problemas bidimensionais.

2.3. Equacao de onda eletromagnética

A partir das equagdes de Maxwell obtemos a equacdo de onda por meio do
desacoplamento dos campos elétrico e magnético nas leis de Faraday e de Ampére. Essa
manipulacao possibilita a determinacdo da equacdo de onda e que deve satisfazer as
condi¢des de contorno [43]. Consideremos que as fontes do campo sejam exteriores ao

dominio computacional, obtemos:

1

v. (— VEZ) + kée E, =0, (2-22)
Hr

E} = EZ, (2-23)

10E;  10E; (2-24)

elon,  e20n,

A equacdo 2-22 representa o modo transverso magnético em z (TM,), ou seja, ndo
ha componente de H na direcdo z, H, = 0, mas com E, # 0. Desta forma, os campos
envolvidos nesse modo sao E,, Hy, e H,, [45]. ]a as equagdes 2-23 e 2-24 sdo as condi¢des

de transmissdo para o campo elétrico na interface.

25



Ao contrario do modo TM,, o modo TE,, transverso elétrico em z, ndo possui
componente de E na direcao z, E, = 0, mas com H, # 0. Assim, os campos envolvidos

nesse modo sdo Hy, Ey e E,, [45].

1
V. (e_ |7HZ> + kiu,.H, =0, (2-25)
r
H} = H, (2-26)
1 0H} 1 OH? (2-27)
uron,  pEony

0 modo TE, é representado pela equagdo 2-26 e as condi¢des de transmissdo na

interface por 2-26 e 2-27 [43].

As equagoes 2-22 e 2-25 podem ser reescritas de forma Unica e as caracteristicas

eletromagnéticas serem absorvidas pelo nimero de onda em um meio homogéneo.

V.Vu + k?u =0, (2-28)
ul =u? (2-29)
oul ou?

= 2-30
on, on,’ ( )

onde u representa os campos para cada modo e k = w./ &yl Lo-

A equacgdo 2-28, conhecida como equac¢dao de Helmholtz, representa a equacgao de
onda escalar. Essa equacgdo tem solucdo unica se estiver relacionada as condigdes de
contorno de Dirichlet ou Neumann, ou seja, quando se conhece, respectivamente, o valor

do campo ou da derivada normal no contorno do dominio [45].

2.4. Formulacado Variacional Bidimensional

A Formulagdo Variacional Ultra Fraca bidimensional é modelada por meio da

equacdo de onda escalar 2-28 em um dominio computacional ) com limites I.
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Figura 2-2 - Dominio computacional aplicado a UWVF.

Na figura 2-2, Q é o dominio computacional, '*BC é a fronteira ABC, I'P é a fronteira
com condicdo de contorno de Dirichlet e 'Ncom condicio de Neumann. Assim, as

fronteiras externas do dominio sdo representadas por I, sendo I' = B¢ y P y I'N,

O problema original ), figura 2-2, é decomposto em um conjunto de subproblemas
nio sobrepostos, onde cada elemento Q, seja tal que Q = UY_, Q.. Consequentemente, as
funcdes de aproximacdao podem pertencer a um espaco muito mais amplo quando

comparado com a formulagao fraca classica [25].

Figura 2-3 - Elementos triangulares adjacentes sem sobreposicao.

Na figura 2-3, a particdo possui como fronteira interna X, que representa a
interface entre elementos adjacentes, (), e (1;, e os vetores N, e NM; sdo normais as

superficies e exteriores a (), e ();, respectivamente.
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Essas hipo6teses iniciais em conjunto com a equacdo 2-28 modelam o

comportamento do campo sobre cada elemento (1,.

Viu, + k2u, = 0 em Q, (2-31)
aﬁe +jau, = Q (_a_ﬁe +jaue) +g sobre I, (2-32)

onde k, é o nimero de onda, 71 é o vetor normal para fora, a é o parametro de acoplamento
igual a Re(k,) e g é a fonte. A equagdo 2-32 representa a condi¢do de contorno
generalizada sobre a fronteira I, = T2B¢UTP UTN, onde I, é o limite do dominio
computacional sobre cada elemento, sendo I'*B¢ a fronteira absorvente, I'? a fronteira
com condicdo de Dirichlet e I'N a fronteira com condicio de Neumann [46]. As condicdes
de contorno embutidas na equacao 2-32 sdao obtidas por meio da escolha apropriada de
Q,para Q = 1acondi¢do de Neumann, Q = —1 a condicao de Dirichlete Q = 0 a condicdo

de contorno absorvente de ordem zero [18].

A partir da equacdo 2-31, a UWVF pode ser derivada da aproximacao de Galerkin
Descontinuo por meio de um sistema de primeira ordem com a introdugdo do campo v,

[18],

jkev, = Vu, (2-33)
Jkeu, =V - v, (2-34)
jkeve 'ﬁe +jau, = Q(_jkeve ' ﬁe +jaue) +9 (2-35)

Multiplicando as equagdes 2-33 e 2-34 pelo complexo conjugado de um vetor de
teste suave 7, e de um escalar ¢,, respectivamente, e integrando as equagdes sobre o

elemento Q,,

jkoVe - Ty + UV - T, dA = f U, T, dr, (2-36)
Qe 00,

koo @y + Vo - V@, dA = f v, - R, @, dr, (2-37)
Qe 00,

Somando as equagoes 2-36 e 2-37 e rearranjando os termos,

f Ve - (_]kete + V(pe) + ue(_]ke(pe +V- Te) dA = f ueﬁe T+ Ve ﬁe@ dr (2'38)
Qe 00,
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Entao, escolhemos 7, e ¢, como sendo solugdes suaves do problema adjunto de

Helmbholtz,
(=JkeTe + Vo) =0, em Q, (2-39)
(—Jkepe +V-1.) = 0. em Q, (2-40)

Portanto, a integral do lado esquerdo na equagdo 2-38 serd nula e o problema
modelado por um integral sobre o bordo do elemento. Essa reducdo da regiao de

integracdo confere ao método a terminologia “Ultra Fraca”. Assim,

f UR, T, + V, - AP, dT = 0. (2-41)
a0,

A equacdo 2-41 representa a formulacao de forma reduzida sobre a fronteira 9(},
do elemento. Nela, introduzimos os fluxos numéricos por meio da substituicao dos termos

u, e v, por i, e v, respectivamente,

j T, T, + D, - APy dl =0 (2-42)
20,
onde i, e D, sdo os fluxos numéricos nas faces interiores.

Na equacdo 2-42, os fluxos numéricos i, e ¥, devem ser escolhidos de tal forma

que as condig¢des de transmissdo sejam satisfeitas. Assim,

Ju, . Ju; .

o, +jau, = _a_ﬁ, + jauy,, (2-43)
oue . ou, (2-44)
on, —jau, = _E)_ﬁl —joau,,

As equacgdes 2-43 e 2-44 sao obtidas por meio da combinacdo linear das equacgdes
2-29 e 2-30 e representam a condi¢do de transmissao para a decomposicao do dominio

global [47].

2.4.1. Fluxos numeéricos

O fluxo numérico é uma caracteristica local que garante a conservacdao do
deslocamento da onda através das fronteiras dos elementos [48] [49]. Os modelos
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matematicos na literatura tém o intuito de melhorar o desempenho da continuidade da
energia entre os elementos adjacentes e tem motivado a avaliacdo e a comparacao dos
fluxos numéricos [50] [51]. Portanto, esses estudos apresentam orientagdes praticas que
auxiliam na escolha do fluxo numérico para alcangar o equilibrio entre a performance e a

precisao nas simula¢des numéricas [50] [52].

Diante do exposto, o modelo upwind de fluxo numérico é empregado na UWVF, pois
apresenta impacto significativo nos processos computacionais devido a incorporagdo das
caracteristicas do campo em sua formulagdo [53]. Portanto, estabelece numericamente a
direcdo de propagac¢do dos campos entre elementos adjacentes de forma adaptativa a
direcdo de propagacdo e, assim, evita o aparecimento de divergéncia na solucdo e de

oscilagdes numéricas [54].

Nesta tese é empregado o modelo de fluxo numérico upwind proposto no trabalho
de Ralf Hiptmair et al [55] devido ao desempenho da formula¢do no estudo de propagacao

de ondas eletromagnéticas [56].

Nessa abordagem, apresentamos os conceitos de salto e média introduzidos pelo
Método de Galerkin Descontinuo entre dois elementos adjacentes, Q, e ; que

compartilham uma fronteira interna X,;,

ue+ul ve+vl

) =—— ="

[[U]] = ueﬁe + ulﬁl, [[V]] =Ve: ﬁe + (4 ﬁl' (2'46)

(2-45)

onde {{-}} representa a média e [[-]] o salto.

Nas fronteiras entre elementos adjacentes, o fluxo numérico é modelado como

sendo uma combinacgao linear entre o salto e a média [18] [55],

ke
te = {{u}} - - [[v]], (2-47)
D = {(w}) - 5~ [[ul], (2-48)

onde « é o fator de acoplamento.

Substituindo as equagdes 2-47 e 2-48 na equacao 2-42,
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1 A A
f E(iaue _jkeve 'ne)(_]a(pe +]kene ’ Te) dr
z

el 1 (2-49)
+ a Gaw, — jkevy - ) (—jap, — jkefie - Te) dT = 0.
Zeg

Definindo as funcoes X, = jau, — %, X, =jou; + %, Y. = —jap, + 3:9 e
. e
Fe(Ye) =—Jja@e — azer

1 _ 1

f —X,Y, dr — f —X,F,(Y,) dI = 0. (2-50)

Zei 4 Zei o

A equacdo 2-50 representa a UWVF para as fronteiras X,;. Outrossim, devemos
constituir a UWVF para a fronteira I, = (), NI, desta forma, definimos os fluxos
numéricos como sendo ¥ = v e il = u, pois sdo aplicadas as condi¢des de contorno

conhecidas.

1 _ .
E(jaue _jkeve ’ ne)(_]aq)e +]kene ’ Te) dr

Fe (2-51)
1. . - =
- E(]aue + jkeve - ) (—jage — jkeRi, - T.) dI' = 0.
Te
Aplicando as defini¢cdes de X,, Y, e F,(Y,) na equagio 2-51,
1. 1 P

f ~X,7,dr — | =(au, + jk,v, 7,)F,(Y,) dl = 0 (2-52)

r. & r. &

A equacdo 2-52 representa a UWVF para os limites I' do dominio computacional.
Portanto, devemos adicionar as equagdes 2-50 e 2-52 e aplicando a condi¢ao de contorno

2-35,

1 _ 1
[ 2xrar-[ oxEOdar-| IxEwyar= |
a0, @ b r

SES

F,(Y,) dr. (2-53)
el a Te

S

e

A equacado 2-53 representa a Formulacao Variacional Ultra Fraca para o dominio

bidimensional o qual devemos realizar a discretiza¢do do problema.
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2.4.2. Discretizacao e sistema matricial

A equacdo 2-53 representa a formulacdo para um uUnico elemento. Portanto,
devemos somar as contribui¢des de todos os elementos do dominio computacional com o

objetivo de encontrar X, € L?(9(,),e = 1---N, sendo N o total de elementos.

N 1 N Q
Z f ~X.7, dl“—z
20, 4 l

1 —
f _XlFe(Ye)dF_f _XeFe(Ye) dr
o & re &
e=1 =1 l e

l#e (2_54)

para todo Y, € L?(9Q,).

A discretizacao do problema é obtida por meio da escolha das fun¢des de base

{(pel}qul sobre (), sendo @, a quantidade total de funcdes de base. Assim,

. 9.,
X, = Z Xoq <]a<pe,q - 65‘1), (2-55)
a=1 ¢
Qi 3
) @1,
X, = Z Xiq (]a'(pl,q + (')ﬁq)' (2-56)
q=1 ¢
Qe 3
. Pe,
v, = z Y, q (—]mpe,q + a;"), (2-57)
a=1 ¢
Qe
. 0¢e,q
Fe(Ye) = Ye,q —]0Pe,q — ET A (2-58)
q=1 ¢
Substituindo as equagdes 2-55 a 2-58 em 2-54 obtemos o sistema matricial para os
coeficientes {Xel}gfézl,
(D—-C)X =b. (2-59)

Na equacao 2-59, a matriz D é Hermitiana e esparsa em bloco diagonal e a matriz

C é esparsa em blocos. O aumento da quantidade de fung¢des de base e com refinamento
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da malha o sistema torna-se mal condicionado [21]. Portanto, utiliza-se o pré-

condicionamento do sistema por meio da multiplicagdo pela inversa de D [21].

(I—D~C)X = Db, (2-60)

onde X representa os termos procurados, e

1 e Qe
D? = =X .| -2 = 4\ dr 2-61
e ,fane a eq (]agoe,q aﬁe > < ]a(pe,q + aﬁe d ) ( )

1 a9, P
a — ' _rq —red ) ar
Cel Lel o b (]a(pl,q + on, JAPeq + on,

(2-62)
Q . 0@e,q 0@e,q
+ fre EXe’q <—]a(pe,q + on, —)APeq — o, dar,
b"=j I(_rap,, — 22\ gr (2-63)
€ L« 4 on, '

e

Com o pré-condicionamento, o custo computacional irda aumentar devido ao
célculo de D~1. No entanto, D~ também é diagonal em blocos e pode ser construida para

cada elemento, D~ = diag{D;*; D;%; D31;---; Dy},

2.4.3. Fungoes de base

Na Formula¢do Variacional Ultra Fraca as fun¢des de base sdo usualmente
escolhidas como sendo ondas planas e devem satisfazer as equagdes 2-33, 2-34, 2-39 e 2-
40. Além disso, essa escolha possibilita que as integrais da equag¢do 2-54 possam ser

calculadas de forma fechada, ou seja, analiticamente [18]. Assim,

_ (eJkdeaT  emQ,
ea _{ 0, emQ\Q, (2-64)
onde
2 -1 2 -1
d,, - < (M)n <M) ),q — 1.0, (2-65)
Qe Qe
e
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r = (x,y;). (2-66)
A equacdo 2-65 representa a distribuicdo das ondas planas que ¢é feita

uniformemente em 360°. Substituindo a expressao 2-61 nas integrais 2-58 a 2-60,

1 e Qe
D? = =X .| -4 = —e4) qr 2-67
e ,fane a eq (]agoe,q aﬁe > ( ]a(pe,q + aﬁe d ) ( )

Ceqlzf
b

1 0914 0¢e,q
—X ] —_ —_ — 4 I
a lq <fa¢l,q + aﬁe ]a(pe,q aﬁe d

el
(2-68)
Q . a(pe,q a(Pe,q
+ J;e EXe,q <]a(pe,q - aﬁe —JAPeq — aﬁe dF'
b"=j I(_rap,, — 22\ gr (2-69)
¢ ) a 4 on, '

e

As func¢des de base definidas como expressdes de ondas planas acarretam no
aumento do numero de condicao e, consequentemente, podem levar a imprecisdo dos
resultados [21]. A alternativa para minimizar os efeitos do condicionamento é a utiliza¢cdo
de ondas cilindricas como sendo fung¢des de Bessel de primeiro tipo e ordem n para as
funcdes de base [18].

_ I (ke|re —Toe])e ™, em Q,
Pen, = ) (2-70)
0, em Q\Q,

onde ry, € o centroide do elemento (), e 8 € o0 angulo sobre 1 ..

A equacgdo 2-70 apresenta fun¢des de base com menor aumento do nimero de
condicao do sistema em comparagdo com as ondas planas. Essa diminuicao é observada
para elementos com tamanho (h) inferior ao comprimento de onda (1) [55]. O aumento
da ordem n da fun¢do de Bessel aproxima as bases de uma onda cilindrica com fonte no

centroide do elemento.

A escolha de bases como sendo fung¢des de Bessel exige o uso de quadratura no
calculo das integrais [55]. No entanto, as ondas planas possibilitam que as integrais sejam

calculadas de forma fechada [23].
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Ao contrario das ondas planas em que escolhemos a dire¢do de cada base, na

expansao com func¢odes de Bessel escolhemos a ordem, determinada por

Qe_]-
— > —
Qe_l Qe_l

<n<
2 —nhET

onde n é a ordem da funcao de Bessel, Q é a quantidade bases e p a ordem atual.

Neg =p 1,

(2-71)

Na equacgdo 2-71 a variacao da ordem da fung¢do de Bessel é determinada por Q,

sendo o seu valor impar para que todos os valores de n sejam inteiros.

2.5. Integracao Analitica

As formas fechadas das equagdes integrais sdo desenvolvidas para funcdes de base
como sendo ondas planas. O desenvolvimento da forma fechada para o vetor b é feito por
meio da escolha conveniente da fonte g. A escolha conveniente da condi¢do de contorno
generalizada definida na equagdo 2-31 permite o estabelecimento das diferentes
condi¢des de contorno. Desta forma, consideramos Q = 0 que define uma fronteira ABC

com a condi¢cdo absorvente de ordem zero.

— 9 ]
b _jr “E(¥,) dr (2-72)

ABC

Assim, a fonte definida por g é expressa como,

. dy;
g = (]keui + %). (2-73)
onde u; € o campo incidente.

A substituicdo de u; pela expressao para o campo incidente na fronteira ABC, temos

que

g = jk. (1 - (nx cos 6; + n, sin Hi)) e Jke(xcosBi+ysinby) (2-74)
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Na equagdo 2-74, o termo F,(Y,) é definido como sendo

09,

on,

F(Y,) = —jag, — (2-75)

Substituindo as fun¢des de base ¢, por ondas planas, obtemos a expressao

analitica para o conjugado da equagao 2-75,

E(Y,) = Alejke((x—Gex) c0s Oyeq+(¥—Gey) sin Hqu)’ (2-76)
e
Ay = [ja — jko(ny cos Oyeq + 0y sin Byeq )], (2-77)

onde, n, e n, representam o vetor normal a fronteira, x e y estdo sobre a fronteira, G, e

Gey sdo o centroide do elemento e e Oy, a diregdo da fungéo de base.

Assim, a expressao integral pode ser escrita como sendo

b= A;ge—jke(Gexc059y6q+Geysin6ygq) j e—jke(x(cos 6;— cos Byeq) +y(sin9i—sin9y8q)) dr  (2-78)
a

A matriz D é determinada sobre o elemento central da parti¢do da unidade, sendo

a expressao repetida aqui por conveniéncia.

1 _
D =f —X,Y, dr, (2-79)
a0, &
onde,

X, = j[a + ko(1ny 08 Byeq + 1, Sin Oy )]e 7K 0ex) 05 Bxeqt (¥=Cey) sinbxeq) - (2-80)

e

T, = jla+ ke(n cS Byeq + 1y sin By )| el (=Cen) cosOreqt (r=Gey) sinbeg) (2-81)

Substituindo 2-80 e 2-81 em 2-79 e rearranjando os termos, obtemos

D= %j ejke((x—Gex)(cosBqu—COSBXeq)+ (y—Gey)(sinBqu—siHHXeq)) dr, (2-82)
a

onde,

B, = j[a + k. (nx cos Oxpq + 1, sin HXeq)] (2-83)

e

36



B, = j[a + k, (nx cos Byeq + 1Ny, sin Hqu)] (2-84)

Para completar o sistema matricial, devemos construir a matriz C,

C= f “X R dr + | =X F(Ye) dr. (2-85)
b T,

Os termos da equacgao 2-85 sdo desenvolvidos nas equagdes 2-76 e 2-77 Assim,

C = é lclf e—jkl((X—Glx) cos Ox1q+(y—Gyy) sin Bqu)ejke((x—Gex) c0s Oyeq+(¥—Gey) sin By@q) dI
a
Zei

(2-86)
+ QB f e —fke((X—Gex)(cos Oxeq—C0s Oyeq)+ (¥—Gey)(sinOxeq—sin 9y9q)) dr
Te

onde,

C, = jla — ky(ny cos Oy, + 1y, sin by, )| (2-87)

A forma fechada do sistema matricial pode ser calculada no sistema de
coordenadas do problema fisico ou por meio do mapeamento isoparamétrico. A escolha
do subespago por meio da transformacao de coordenadas possibilita a fixacao dos limites

de integracao.

2.6. Incorporacao da PML

Na solucdo de problemas abertos é necessario truncar dominio computacional na
aplicagdo da UWVF. Originalmente, a condi¢do de contorno absorvente de ordem zero tem
tratamento especial na UWVF e é feita de forma natural [24]. Para as ABC de ordens
superiores nao é possivel a incorporagao natural na UWVF. Portanto, a introdug¢ado das
Camadas Perfeitamente Casadas (Perfectly Matched Layers - PML) possibilita a
diminuicao do espag¢o computacional para solucao do problema e pode ser feita sem
alteragdes substanciais na formulagdo. Além disso, os parametros da PML podem ser
facilmente controlados para que seja possivel especifica-los a fim de evitar reflexdes

espurias para qualquer angulo de incidéncia [57].
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A PML ¢ inserida na UWVF com o uso da extensao por varidveis complexas para
que a formulagdo da UWVF nao seja substancialmente modificada [58]. Sendo que a PML

ocupa a regido com,

x € [=xo — Ly, —x0] U [x0, %0 + Ly], (2-88)
Y € [=¥o = Ly, Yo| U [yo, yo + Ly), (2-89)
onde, para cada um dos eixos do espaco coordenado, x, e Y, sdo as coordenadas iniciais

daregido PML e L, e L,, sdo as espessuras da PML em cada direg&o.

A incorporacdo da PML na UWVF ¢ feita por meio da mudanca de varaveis reais por
variaveis complexas das coordenadas espaciais [30] [37]. Desta forma, o mapeamento é feito

da seguinte forma,

( . X n
x—J—fa 1%l = %o dx para |x| = x
xl — { (])SO 0,x Lx - 0' (2_90)
Xo
\ x para |x| < x,
( . Y n
—Lja 1= Yo dy para |y| =
) = 1y 0y 0,y L, yp Y= J’o’ (2-91)
Yo
y para |y| <y,

onde gy, € 0y, sdo os parametros de absor¢do maximos em cada diregdo e n o perfil de

aumento do decaimento dentro da regido PML.

Nas equacoes 2-90 e 2-91 o perfil de decaimento dentro da regido PML deve
assumir valores inteiros. Paran > 1 podera ocorrer reflexdes espurias entre as camadas

da PML devido ao aumento abrupto do fator de decaimento entre regioes.

Definimos,
lx| — xg "
0x (%) = 0o (= , (2-92)
X
_ lyl = ¥o "
oy () = o0y () - (2-93)
y

Substituindo 2-92 e 2-93 em 2-90 e 2-91, respectivamente, obtemos
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( .
J
o = | x — w_eo J. 0,(x) dx para |x| = xo’ (2-94)
Xo
x para |x| < x,
( R
J
_Z d >
|y === [ aorayparalyl = 3, 2.95)
Yo

\ yparal|y| <y,

As equacgdes 2-94 e 2-95 representam as variaveis espaciais complexas continuas
para a PML. A mudanca de varidveis é obtida a partir da derivada dessas equacdes em

funcdo das variaveis reais. Assim,

ox'

Frie Sx(x), (2-96)

ay'

Y sy (¥), (2-97)
onde,

J
1- 2 >
5. (%) = weg 0, (x) para |x| = xO, (2-98)

1 para |x| < x,

j
1—— >
oe oy, (y) para |y| = Yo

5,() = (2-99)
1 para |y| <y,
Desta forma, as variaveis reais podem ser substituidas por
9,90 10 2100)
ox 0dx' s, Ox’
0 d 1 0
5y 5y (2-101)

Entdao, a equacdao de Helmholtz pode ser reescrita por meio da mudanca de

variaveis, como [28]

6(8y6u>+6 5 ) 4 g2 =0 2-102
0x\s, 0x) dy\sy, 0y SxSyth = (2-102)

Portanto, podemos reescrever as equagodes 2-31 e 2-32 como,
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V- (AVu,) + k2Bu, =0 em Q, (2-103)

AVu, -n + jau, = Q(—AVu, - + jau,) +g  sobrel, (2-104)
onde,
B = (5¢Sy), (2-105)
e
X 0
A== | (2-106)
° 5

Nas equacgdes 2-103 e 2-104, fazendo f = 1 e A = I as equagdes em coordenadas
complexas tornam-se em coordenadas reais. Entao, seguindo os mesmos procedimentos

no desenvolvimento da formulagdo bidimensional, temos

Xe = (o, - A, gz) (2-107)
Xo = (jauw - 4 52), (2-108)
Yo = (—jade +4.522), (2-109)
R () = (—jad. — A 522), (2-110)

As equagoes de 2-107 a 2-110 representam os termos da equagdo 2-55 com a
incorporagdo da regido PML. Portanto, o controle dos parametros s, e s, alteram os
valores de A para cada regido sem a necessidade de alteracdes significativas na

formulacao.

Por fim, as fung¢des de base devem ser escolhidas como sendo solu¢ao da equagao
de Helmholtz em coordenadas espaciais complexas. Assim, a mudanca de varidveis é

introduzida ao vetor deslocamento, ou seja,

r(x,y) > r(x,y), (2-111)

A equacgdo 2-111 representa a alteracdo necessaria nas fung¢des de base para que

elas sejam solugdo da equacao de Helmholtz 2-102.
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2.6.1. Projeto da PML

A absor¢ao da energia eletromagnética é determinada pelo fator de decaimento
presente na formulacdo da PML de tal forma que seja totalmente dissipada ao longo da
regido [37]. Nas equagdes 2-98 e 2-99 esse parametro contempla as direcoes de
propagacao x e y. Portanto, no projeto da PML devem ser escolhidas a ordem de

decaimento e a espessura da camada [59].

A reflexdo de uma onda incidente sobre a superficie PML é determinada de forma

semelhante a incidéncia obliqua em um meio semi-infinito,

R(Q) — e—2770006c059/(n+1)’ (2_112)
onde 1, é a impedancia intrinseca do espaco livre, g, é o parametro de decaimento

maximo, § é a espessura da camada e 6 é o dngulo de incidéncia.

Na equacdo 2-112, observa-se que o erro admissivel na PML aumenta
exponencialmente com o angulo de incidéncia, sendo que o valor maximo é obtido quando

6 = 90°, ou seja, R(90°) = 1, o que torna a PML ineficiente.

Portanto, para tornar a PML eficiente deve-se garantir que a reflexdo seja a menor
possivel. Desta forma, o fator maximo de decaimento deve ser elevado o suficiente para
que a atenuacdo da onda na camada reduza o erro, principalmente para valores de 6

proximos de 90°.

No projeto da PML estabelecemos inicialmente a espessura e a ordem de
decaimento e, assim, determinamos o parametro de decaimento para que nao haja
reflexdes espurias na interface. Esse parametro nao pode ter crescimento rapido ao longo

da camada em func¢ao da profundidade, pois acarreta em reflexdes entre as camadas.

A variacdo espacial do parametro de decaimento pode ser linear (n = 1),
parabélico (n = 2) ou geométrico (n = 3) [37]. Nesta tese, escolhemos utilizar o perfil

linear, pois a magnitude dos saltos entre as camadas é o mesmo.
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2.7. Contribuicado original

Dentre as caracteristicas da Formulacdo Variacional Ultra, o aumento do
condicionamento do sistema global depende da quantidade de fungbdes de
base por elemento e do refinamento da malha, coloca sérios desafios na
aplicacao do método. Nesse  sentido, este trabalho propde, como
contribuicdo original, uma metodologia para o controle do numero de
condi¢do e para a previsdo da quantidade de fung¢des por elemento. O processo para o
controle do condicionamento do sistema tem as seguintes

etapas que devem ser executadas para cada elemento:

1. Determina-se a quantidade maxima de funcdes de base para todos os
elementos;

2. Calcula-se a matriz elementar;

3. Calcula-se o posto da matriz;

4. Se o posto for menor que a quantidade de fungdes de bases, entdo o esse
valor atribuido a dimensdo da base. Caso contrario, o processo €
interrompido e retorna-se a matriz elementar; calcula-se novamente a matriz
elementar com a nova quantidade de fungdes de base;

5. Verifica-se o numero de condi¢cdo da matriz, caso seja menor ou igual ao valor
predeterminado o processo é interrompido e a matriz elementar retornada;

6. Para o numero de condi¢dao com valor superior ao previamente estabelecido,
reduz-se em uma unidade a quantidade de bases e calcula-se novamente a matriz
elementar. Esse procedimento é repetido até que o condicionamento seja menor

ou igual ao valor preestabelecido;

Por sua vez, a sistematica para a definicao da quantidade de fung¢des de base por
elemento esta relacionada com a maior aresta do mesmo. Desta forma, atribuimos a cada
elemento a quantidade mdaxima de bases suportadas. Assim, o processo descrito
anteriormente (etapas de 1 a 7) tem o custo computacional reduzido devido a menor

quantidade de fung¢des de bases impostas inicialmente por elemento (etapa 1).
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Capitulo 3

Experimentos numéricos

Neste capitulo, investigamos a Formulagdo Variacional Ultra Fraca recorrendo
a problemas em que as variaveis envolvidas possam ser isoladas e as caracteristicas do
método evidenciadas. A andlise dos experimentos é feita por meio do erro relativo,
sendo os resultados de referéncia determinados pela solucao analitica e, quando nao é
possivel obté-la, utilizamos a solucdo pelo FEM. Portanto, investigamos a UWVF em
situacdes como: malha uniforme e nao uniforme, expansao em ondas planas e fungoes
de Bessel e truncamento do dominio computacional por meio de ABC e PML. Assim,
produzimos contribuicdes relevantes na aplicacdo da UWVF no eletromagnetismo
computacional. Essas contribui¢des sdo aplicadas em dois problemas de engenharia,
sendo o primeiro no espalhamento eletromagnético por um cilindro condutor perfeito
revestido por uma fina camada dielétrica e o segundo no espalhamento

eletromagnético por um aerofdlio.

3.1. Aspectos para analise dos experimentos

O calculo do erro relativo é obtido por meio da norma — L,, sendo a solugdo

numérica comparada com uma solugdo de referéncia. A expressao desse erro é dada por:

lerll, = (3-1)

onde ||e.|[;,é o erro relativo calculado por meio da norma — L,, u,.r € a solucdo de

referéncia, U, a solugdo numeérica por meio da UWVF e Q2 o dominio computacional.
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As malhas sdo geradas por meio do software GMSH, sendo a densidade da malha
estabelecida pela maior aresta do elemento [60]. As dimensdes sdao todas parametrizadas

em func¢do do comprimento de onda no espago livre.

Os cddigos sdo desenvolvidos no MATLAB que possui precisdo de ponto flutuante
da ordem de 10715, Para a solucdo do sistema global, utilizamos o Método do Gradiente
Biconjugado por meio da funcao bicg. Essa fungdo é parametrizada como
bicg (A, b,tol,maxit), sendo a solucdo do sistema Ax = b. Afim de garantir que as
iteracOes sejam interrompidas pelo mesmo critério, parametrizamos a tolerancia como
sendo tol = 107° e 0 nimero maximo de iteracoes maxit = 1000. Portanto, com esses
parametros, podemos garantir que a interrupgao é feita quando a tolerancia é alcanc¢ada.

Caso seja interrompido pelo nimero de itera¢des, ndo ha convergéncia do resultado.

3.2. Malha uniforme

Utilizamos a malha uniforme para validar o c6digo desenvolvido e na investiga¢do
das caracteristicas do método. Optamos, inicialmente, pela propagacdo de ondas
eletromagnéticas planas em um dominio retangular, pois é possivel controlar
naturalmente as variaveis envolvidas. Desta forma, somente as caracteristicas da UWVF
sdo avaliadas. Portanto, evidenciamos o comportamento do fluxo numérico, as fun¢des de
base por elemento, o condicionamento do sistema global e o tratamento da

descontinuidade fisica dos meios.

As simulacdes sdo modeladas para o campo elétrico perpendicular ao plano de

propagacdao por meio da equacdo de Helmholtz escalar e da adequada condi¢do de

contorno,

V2u + k?u =0, em Q) (3-2)
Ju (3-3)
—+ jku =g, breTl

I jku=g sobre

onde u é o campo, k o nimero de onda do meio, 2 a derivada normal, j a unidade

on

imaginaria e g a fonte da condi¢cdo de contorno.
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O dominio computacional é definidoem Q) = {(x,y)/—-1<x<le—1<y<1}e
a malha formada por elementos triangulares com densidades h =1eh = 0,5, onde h é a

maior aresta admissivel.

h Total de elementos
1 16
0,5 44

Tabela 3-1 - Densidade da malha do dominio retangular continuo.

A tabela 3-1 relaciona a quantidade total de elementos na malha com a respectiva

densidade. Esses valores sado utilizados em todas as simulagdes no espago computacional.

3.2.1. Expansao em ondas planas

Iniciamos a investigacdo da UWVF com a simulacdo da propagacao de ondas planas
no espaco livre. Com essa proposta, consideramos a analise da precisdo do método em
funcdo da variacao da densidade da malha, do angulo de propagacdo e da quantidade de
fungdes de base por elemento. Portanto, podemos analisar o efeito do condicionamento

do sistema e da quantidade de funcdes de base na precisdao do método.

A modelagem matematica é feita por meio das equacgdes 3-2 e 3-3, sendo o termo
fonte (g) da condi¢io de contorno na equacéo 3-3 dado por:

g = % +jku’ (3'4)

cosf

— _]krl — L= l 7 A ~ LA
sendou =e Jk =k, [sena] er; [}’i]’ onde 8 é o angulo de propagacdo e r; é o

vetor posicao.
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Figura 3-1 — Dominio computacional homogéneo (), com h = 1 e fronteira absorvente I'.

Na figura 3-2 sdo apresentados os erros relativos em funcao do aumento do

numero de fun¢des de base para as densidades de malhah =1e h = 0,5.
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Figura 3-2 - Erro relativo em funcdo dos graus de liberdade para a propagacdo de uma onda
eletromagnética em meio homogéneo com polarizacdo perpendicular e angulo de direcdo de 0°.

Os resultados da figura 3-2 sao para o intervalo de funcdes de base de 1 < Q < 60.
Para a densidade de malha h = 1, o erro é da ordem de precisdo de 10~'5 para até oito
funcbes de base e, ap6s esse valor, torna-se crescente e instavel para Q > 23.
Comportamento similar é observado para a malha h = 0,5, sendo a estabilidade para até

cinco bases e instabilidade para Q > 17. Para as duas densidades de malha, o erro relativo
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é da ordem de 10~*° devido a presenca de uma fungio de base na dire¢io de propagacio
da onda em todas as simula¢des, mas com o aumento dos graus de liberdade o erro torna-
se crescente. A malha h = 1 apresenta erro relativo crescente com menos graus de
liberdade que h = 0,5, mas com maior quantidade de fung¢des de base. A Regido de
instabilidade para as malhas é devida a ndo convergéncia da solugdo do sistema. Portanto,
com esses resultados, podemos evidenciar a influéncia das fungdes de base no nlimero de

condic¢do do sistema global, bem como a sua relagdao com o tamanho do elemento.

h NDOF Erro relativo
1 64 0,54375 x 10715
0,5 44 0,74727 x 10715

Tabela 3-2 - Erros relativos minimos em relacdo aos graus de liberdade e densidade das malhas para a
propagacdo em dominio homogéneo com angulo de 0° para dire¢do de propagacao.

Na tabela 3-2 os valores minimos das simula¢des sio da ordem de 107>, O
crescimento do erro relativo com o aumento do nimero de fun¢des de base observado na
figura 3-2 é esperado em consequéncia do mal condicionamento do sistema [61] [62].
Portanto, é relevante que o nimero de condi¢do do sistema seja analisado.
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Figura 3-3 - Numero de condi¢do do sistema para propagacao em um meio homogéneo com polarizacao

perpendicular e angulo de 0° para direc¢do de propagagao.
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Na figura 3-3 o condicionamento do sistema tem comportamento crescente para
ambas as malhas, alcang¢ando valores elevados devido ao aumento dos graus de liberdade.
Para as duas densidades de malhas, os valores limites de funcdes de base, antes da
instabilidade, tém niimero de condi¢do compreendido entre 10'° e 102, Como o aumento
dos graus de liberdade, o nimero de condi¢do do sistema oscila entre esses limites e
espera-se que o erro relativo seja da mesma ordem. No entanto, comparando com os
resultados da figura 3-2, essas simulagdes estdo na regido de instabilidade do erro, ou seja,
ndo produzem resultados satisfatérios. Portanto, investigamos o posto do sistema global,
pois as quantidades de linhas linearmente dependentes influenciam a precisao.

h=1 h=05

23

20 20

17
15

15

10

10

Posto

Posto

L et

10° 10 10° 10
Graus de liberdade Graus de liberdade

Figura 3-4 - Posto das matrizes elementares na propagacdo de uma onda eletromagnética no espago livre
para o dominio homogéneo, com h = 1, polarizagdo perpendicular e dngulo de propagacao de 0°.

Os resultados da figura 3-4 revelam que os limites de linhas linearmente
independentes dos sistemas globais sdao os mesmos das quantidades de fun¢des de base
alcancadas nas simulacdes antes da instabilidade que sdao mostrados na figura 3-2.
Portanto, concluimos que a quantidade de fun¢des de base admissiveis por elemento pode
ser determinada mediante o calculo do posto das matrizes elementares e, também, pelo

controle do nimero de condi¢do pré-estabelecido [62].

Uma vez que o aumento do condicionamento do sistema esta relacionado ao grau
de liberdade, investigamos a contribuicdo de cada base na solu¢do numérica para um

elemento do dominio computacional para a malha h = 1.
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Figura 3-5 - Amplitudes das fung¢des de base para um elemento do dominio computacional homogéneo com
7,19, 21, 22,23 e 30 dire¢des para a malha h = 1, polarizagio perpendicular e angulo de propagacao de 0°.

Na figura 3-5, somente ha contribuicdo da primeira base por elemento nas
simulacdes com 7, 19 e 21 diregdes, pois ha coincidéncia entre as direcées da base e de
propagacio da onda. Nas simulagdes com 22 e 23 bases, o erro relativo é inferiora 1073 e
ja se observa uma significativa contribui¢cdo das amplitudes de todas as bases. A simulacdo
com 30 bases tem amplitudes elevadas para todas as dire¢des e o erro relativo esta na
regido de instabilidade. Contudo, o nimero de condicdo do sistema global é inferior ao da
simulacdo com 23 bases. Diante disso, investigamos o nimero de condi¢gdo das matrizes

elementares.

49



—+—7 bases ——19 bases —=—21 bases —=—22 bases —+—23 bases —— 30 bases
e -

- 1017 — e D 7 I B —
or
3
E 1014
< Z Z J— B A Z Z E—— 2 g
o 12 = - - - -
N 10
g B B B B

10
g I - — 56— ——o———¢
=]
&
IS
5
g 10°
=]
=
S 3
© 10

. + + +
10
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Elementos

Figura 3-6 - Condicionamento elementar, matriz D,, para todos os elementos do dominio computacional
com 7,19, 21, 22, 23, 24 e 30 bases para a malha h = 1 e dngulo de propagacio de 0°.

Na figura 3-6, as simulacdes apresentam condicionamentos das matrizes
elementares praticamente constantes. As bases de 7 a 23 estdo com numero de condi¢ao
inferior a 10'* e possuem erro relativo inferior a 1073, conforme a figura 3-2. Entdo,
podemos concluir que o condicionamento inferior a esse valor produz melhor precisao
nos resultados. Na regido de instabilidade do erro relativo, a simulagdo com 30 fungdes
de base tem condicionamento elevado, da ordem de 10!8. Esses resultados sio
corroborados pelas amplitudes das fun¢des de base na figura 3-5. Portanto, torna-se

necessario a analise do condicionamento das matrizes elementares para a malha h = 0,5.
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Figura 3-7 - Condicionamento elementar, matriz D,, para todos os elementos do dominio computacional
com 14 a 19 bases para a malha h = 0,5 e angulo de propagacao de 0°.

Na figura 3-7 os numeros de condicdo das matrizes elementares apresentam
comportamentos similares e oscilatérios. Portanto, a andlise do condicionamento é
comprometida. No entanto, determinamos os valores médios dos condicionamentos para

as duas densidades de malhas.
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Figura 3-8 - Valor médio do condicionamento das matrizes elementares para a malha h = 0,5, diregdo de
propagacdo de 0° no dominio homogéneo com polarizagao perpendicular.

Na figura 3-8, verifica-se que quando os nimeros de condicio ultrapassam 10%*, o

erro relativo estd na regido de instabilidade. Para a malha h =1, devido ao
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comportamento quase constante para todos os elementos, conforme a figura 3-6, verifica-
se que o limite de 23 bases esta no intervalo entre 1012 e 10*. Embora, paraamalha h =

0%, mas o erro relativo esta na regido de

0,5, o valor médio para 18 bases é da ordem de 1
instabilidade. No entanto, devido ao comportamento oscilatorio, alguns elementos
possuem condicionamento superior a 10* e levam o erro relativo a instabilidade. Desta
forma, podemos estabelecer que o limite maximo do nimero de condi¢cdo ndo deve

ultrapassar 104,

Diante disso, é fundamental investigar o erro de dispersdo ao longo do eixo central
para—1 <x <1 ey = 0. Escolhemos o experimento com erro relativo limite dentro da
regido de estabilidade para a malha h = 1, ou seja, com 23 func¢des de bases. Essa andlise
qualitativa é relevante para que seja avaliada a precisdo da solu¢do numérica antes da
instabilidade do erro relativo e, assim, determinar se a solu¢cdo numérica, mesmo com

erro relativo inferior a 1073, ndo apresenta erros de fases e amplitudes.
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Figura 3-9 - Propagacdo ao longo dareta —1 <x <1 e y = 0 no dominio homogéneo com polarizagao
perpendicular, malha h = 1 e 4ngulo de propagacao de 0°.

Observa-se na figura 3-9 a ndo existéncia de erros de fase e amplitude ao longo do
eixo central. Concluimos que para o experimento com niimero de condi¢do inferior entre
1012 e 10 o erro relativo esti relacionado as amplitudes das fungdes de base e
distribuido em todo o dominio. Desta forma, a analise qualitativa em todo o dominio é

expressiva.
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Figura 3-10 - Propaga¢do no dominio homogéneo, com polarizacdo perpendicular e angulo de propagacio
de 0°, para 20 fungdes de base por elemento e h = 1.

Qualitativamente, na figura 3-10 verifica-se que as partes real e imaginaria
possuem o mesmo comportamento e amplitude em todo o dominio computacional, ndo

sendo constatadas distorg¢des e dispersdes.

Essas investiga¢cdes da Formulacao Variacional Ultra Fraca para a propagacdo de
ondas planas em um meio homogéneo asseguram a precisio do método para esse
problema e a validacdo do cédigo desenvolvido. Além disso, podemos verificar as
caracteristicas de condicionamento do sistema global e da matriz elementar, de
contribuicao das fun¢des de base na solucao, de dependéncia linear entre as bases, de
densidade da malha e de precisdo que sdo relevantes para a aplicacio da UWVF nos

experimentos.

No entanto, observa-se que a coincidéncia entre as dire¢des da fun¢do de base e a
propagacio da onda acarreta em erro relativo da ordem de precisdo 10>, Portanto, em
continuidade as investigacGes, é relevante a analise da UWVF para experimentos onde
ndo ocorram coincidéncias entre as dire¢des em todos os experimentos. Desta forma,
alteramos a direcao de propagacdo da onda para 45° e, assim, asseguramos que haja

coincidéncia entre as direcdoes quando a quantidade de fun¢des de base é multipla de oito.
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Figura 3-11 - Erro relativo para propagacio eletromagnética em um meio homogéneo com polarizacdo
perpendicular e dngulo de 45° para direcdo de propagacio.

Os erros relativos na figura 3-11 sdo decrescentes com valores elevados para as
primeiras dire¢des das fun¢des de base e da ordem de 10~15 para oito func¢des de base por
elemento. Essa peculiaridade ocorre devido a coincidéncia entre os angulos dos vetores
de onda numérica e analitica. No caso de 16 func¢des de base, o erro é menor do que para
15 bases na malha h = 1, mas isso ndo é observado para a malha h = 0,5. Devido a
instabilidade do erro relativo ser similar a figura 3-2, optamos em realizar as mesmas

analises.

h NDOF Erro relativo
1 128 0,11234 x 10714
0,5 352 8,5627 x 10~14

Tabela 3-3 - Erros relativos minimos para a direcdo de propagagdo de 45° no dominio homogéneo com
polarizagdo perpendicular.

Na tabela 3-3, os erros relativos minimos sio da ordem de 1074, sendo que para a

malha h = 1, além de menor valor, apresenta menos graus de liberdade.
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Figura 3-12 - Nimero de condi¢do do sistema para propaga¢do em um meio homogéneo com polarizacio
perpendicular e dngulo de 45° para direcdo de propagacio.

Na figura 3-12, o nimero de condicao do sistema tem comportamento similar ao
apresentado na figura 3-3. O condicionamento do sistema é crescente com o aumento dos
graus de liberdade para ambas as malhas até a instabilidade. Paraa malha h = 0,5, espera-
se que o erro relativo para 16 bases seja menor do que para 15, mas esse comportamento
nao ocorre. Isto posto, analisamos a amplitude das fun¢des de base para a malha h = 0,5

no intervalo de 14 a 19 base.
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Figura 3-13 - Amplitudes das fung¢des de base para um elemento do dominio computacional homogéneo

com 14 a 19 direc¢des para a malha h = 0,5, polarizacao perpendicular e angulo de propagacdo de 45°.

55



Na figura 3-13, as amplitudes mais expressivas das fun¢des de base sdo
coincidentes com dire¢ao de propagacao da onda para as simula¢des com 14 a 16 bases.
No caso de 18 dire¢des, as amplitudes alcancam valores muito elevados e para 19 bases
todas sdo nulas. Para 15 direc¢des, todas as bases apresentam valores ndo nulos, sendo que

para 16 bases somente a terceira, que esta em 45°, tem valor unitario e as demais nulo.

Investigamos a seguir o tratamento da descontinuidade da caracteristica fisica do
meio pela UWVF. Consideramos a mudanc¢a de meio no mesmo dominio computacional
emx = 0,sendo k = 2w parax < 0 e k = 4 parax > 0.

Figura 3-14 - Dominio computacional para propagacido de ondas planas em um meio heterogéneo.

Na figura 3-14 o dominio computacional é dividido em duas regides, sendo o
espago livre em Q; ={(x,y)/-1<x<0e—-1<y<1} com k=2mr e em Q, =
{(x,y)/0<x<1le—1<y<1}comk = 4r. No meio (}; hd ondas incidente e refletida
e em (), somente onda transmitida. Portanto, o campo total passa a ser presentando por:

u=1u; +u,, em () (3-5)
U= Uy, emQ, (3-6)
onde u é o campo total, u; o campo incidente, u,, o campo refletido e u; o campo

transmitido.

A fonte da condicdo de contorno 3-3 é alterada para cada regido da seguinte

maneira,
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ou; ou
g = (a_nl +jkui) + (6_1: +jkur), emI; (3-7)
ou
g= a_nt + jkuy, eml, (3-8)

Na andlise inicial, o dngulo de propagacdo da onda é de 0° para o meio {; com
polarizagdo perpendicular e malhas com h =1 e h = 0,5. Desta forma, os angulos dos

campos transmitido, incidente e refletido sdo iguais.

10

07 L\ ol

Erro relativo

10-10

i | &
-15 & b
10 + VR 2

10
Graus de liberdade

Figura 3-15 - Erro relativo para propagacdo eletromagnética em um meio heterogéneo com polarizacio
perpendicular e angulo de 0° para direcdo de propagacao.

O comportamento oscilatdrio do erro relativo na figura 3-15 é devido a presenca
de ondas incidente, refletida e transmitida no dominio computacional. Observa-se que
para niimero par de func¢des de base o erro é da ordem de 10~1> e aumenta com o aumento
dos graus de liberdade. Nas dire¢des de ordem impar, o erro relativo tem comportamento
inverso, ou seja, ele diminui com o aumento dos graus de liberdade. O aumento do erro é
observado paraamalha h = 1 a partir de 19 dire¢des e a instabilidade a partir de 25 bases
e para a malha h = 0,5, com comportamento similar, tem erro crescente a partir de 15

dire¢des e instavel a partir de 19 direcdes.
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h NDOF Erro relativo
1 64 0,658 x 10715
0,5 88 0,727 x 10715

Tabela 3-4 - Erros relativos minimos para a direcdo de propagacdo de 0° no dominio heterogéneo com
polarizagdo perpendicular.

Os valores minimos para as malhas h = 1 e h = 0,5 sdo alcancados com quatro e
duas diregdes, respectivamente, e sao da ordem de 10~15, Esses resultados evidenciam
que a maior precisao da UWVF ocorre quando ha sobreposicao entre as dire¢cdes da onda

propagante e das fungdes de base.
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Figura 3-16 - Numero de condi¢do do sistema para propagacao em um meio heterogéneo com polarizagao
perpendicular e dngulo de incidéncia de 0°.

Na figura 3-16 o nimero de condi¢io do sistema superior a 1012 paraamalha h =
1 encontra-se na regido de instabilidade do erro relativo e limite maximo de 24 fungdes
de base. Ja para a malha h = 0,5, o condicionamento é da ordem de 10! para 18 e 19

fungdes de base, sendo que para essa ultima o erro relativo esta instavel.

7

Outra possivel fonte de erro na simulacdo é a descontinuidade das ondas na
interface entre os meios. Assim, verificamos qualitativamente a propagacdo da onda ao

longodareta—1<x<1ley=0.
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Figura 3-17 - Propagacdo ao longo da reta —1 < x <1 e y = 0 no dominio heterogéneo com polariza¢do
perpendicular, malha h = 1 e dngulo de propagacao de 0°.

Na figura 3-17, as partes real e imaginaria das solugdes numérica e analitica sdo
coincidentes ao longo do dominio descontinuo, sendo esse tratamento incorporado pela

UWVF. Portanto, é consideravel a analise qualitativa dos campos em todos o dominio.

Parte real - UWVF Parte imaginéria - UWVF
1
0.5
0
-0.5
-1

0 0 05 1

Parte real - Analitica Parte imaginaria - Analitica
1
0.5
0
-0.5
-1

05 05 1

-0.5

Figura 3-18 - Propagacdo no dominio heterogéneo, com polarizagdo perpendicular e angulo de 0° para 40

fungdes de base por elementoe h = 0,5.
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Na figura 3-18 os resultados analitico e numérico possuem a mesma escala de
amplitudes e ndo sdo percebidas alteracdes significativas entre eles. Esses resultados

demonstram que mesmo com a aumento do numero de condi¢dao do sistema, o método é

preciso para o problema proposto.
Na mudanca de meio, é fundamental investigar a precisdo da UWVF com
incidéncia obliqua. Nessa perspectiva, o angulo de incidéncia é alterado para 45° no

dominio da figura 3-14 e igual ao angulo de reflexdo em ;. No subdominio (},, o dngulo

de transmissao é dado por:
(3-9)

0, = sen™! (Z—l - sen 9i>, em Ty,
2

onde 6; é o angulo de transmissao, n; e 1, as impedancias intrinsecas dos meios 1 e 2,

respectivamente, e 8; é o angulo de incidéncia.
Os resultados sdo obtidos para as malhas h =1 e h = 0,5 e, por meio da equacgao

3-9, o angulo de transmissdo é computado 8, = 20,71° para 6; = 45° e k = 4w em (),.

101 t :
T }*{b—h =1-—+e—h= 0,5
=
AEES Rl
AN
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k= — N |
AR R
w
107 \ / ‘
Y A
T | ‘
]
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10
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Figura 3-19 - Erro relativo para propagacio eletromagnética em um meio heterogéneo com polarizacio
perpendicular e angulo de 45° para direcio de propagacio.

Na figura 3-19 a convergéncia ocorre a partir de treze direcoes das fun¢des de base
paraamalha h = 1 e de onze para h = 0,5. As duas densidades apresentam erro relativos
elevados até quatro fung¢des de base por elemento e decaimento até a convergéncia e
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estabilidade. Observa-se que com o aumento dos graus de liberdade ocorre o crescimento
do erro relativo até a instabilidade a partir de 23 e 18 funcdes de base para as malhas h =

1eh = 0,5, respectivamente.

h NDOF | Erro relativo
1 240 0,0155
0,5 660 0,0152

Tabela 3-5 - Erros relativos minimos para a direcdo de propagacdo de 45° no dominio heterogéneo com
polarizagio perpendicular.

Na tabela 3-5 os valores minimos dos erros relativos sdo aproximados, sendo que
a malha h = 1 tem menos graus de liberdade e para as duas densidades os valores sdo
alcangados com 15 fung¢des de base. Porém, é consideravel a andlise qualitativa do
comportamento do campo numérico, pois os valores encontrados neste problema sao
bem superiores aos das simula¢des anteriores. Portanto, é feita a analise qualitativa para

h = 0,5 com 15 fungdes de base.

) Parte real - UWVF Parte imaginaria - UWVF
0.5 .

0
05 - 0.

B 0.5 0 05 1 1 -0.5 0 05

Parte real - Analitica Parte imaginaria - Analitica

1 1 3 5
0.5 0.5]

0 {
0.5 h -0.5 :

B -0.5 0 05 1 4 -0.5 0 05

Figura 3-20 - Propagacdo no dominio heterogéneo, com polarizagio perpendicular e angulo de 45°, com 15

funcdes de basee h = 0,5.

Na figura 3-20, os resultados numérico e analitico tém comportamentos

semelhantes tanto para a parte real como para a parte imaginaria. Erro relativo para essa
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simula¢io é da ordem de 1072 e mesmo como aumento dos graus de liberdade esse valor

nao é diminuido devido ao condicionamento do sistema.

Neste problema, temos dois fatores importantes: o primeiro é que no espaco livre
ha sempre uma fung¢do de base na direcao de propagacdo da onda para a quantidade de
dire¢des multiplas de oito, sendo que o mesmo ndo ocorre no meio dielétrico; e o segundo
¢ a diferenca entre os nimeros de onda entre os meios.
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Figura 3-21 - Nimero de condi¢do da matriz elementar D, para 15 funcdes de base em fungio aos elementos
parah = 1e h = 0,5 em meio heterogéneo, polarizacdo perpendicular e angulo de propagagao de 45°.

Na figura 3-21, os nimeros de condicdo das matrizes elementares D, para as
malhas h = 1 e h = 0,5 possuem valores inferiores no meio com maior nidmero de onda,
ou seja, k = 4m, estando esse resultado de acordo com a literatura [63]. Desta forma,
torna-se conveniente o controle do condicionamento das matrizes elementares de forma

a conseguir maior quantidade de func¢des de base no segundo meio e, assim, a

possibilidade de melhor precisao dos resultados.

3.2.2. Expansdo em func¢des de Bessel

Até o momento, investigamos a UWVF com fung¢des de base como sendo ondas

planas. Nesta subsecao analisamos as caracteristicas do método quando sao utilizadas as
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funcdes de Bessel como bases. Todavia, as integrais ndo podem mais ser calculadas de
forma fechada e utilizamos a quadratura de Gauss-Legendre com 150 pontos de
integracdo sobre cada aresta. A vista disso, garantimos que nio havera a introducéo de

erros de integracao em nossas analises.

05,05 (0.5,05)

0.5,-0.5) 0.5,-05)

.f (-1,-1)
[ ]

Figura 3-22 - Dominio computacional para linha infinita de corrente no espago livre.

Na figura 3-22, o dominio computacional é de 11 para Q = {(x,y)/—0,5 < x <
0,5e—0,5<y <0,5} comk = 2r. A linha infinita é representada por f e esta localizada

em (—1,—1).

A fonte da condicdo de contorno descrita equacdo 3-3 é alterada para cada regiao

como sendo,

am
4

g=- HZ(kp), emT (3-10)

Onde I é a corrente em Ampéres, HZ é a fun¢do de Hankel de ordem zero e segundo tipo e

p € o modulo do vetor deslocamento.

Nesse problema, consideramos I = 1 A e alinha infinita de corrente esta localizada
em (—1,—1).As densidades de malhas sdo h™! = 1, 2,4, 8 e a ordem das fung¢des de Bessel

sdodadasporn =2t —1€ {1 <t < 30}.
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Figura 3-23 - Erro relativo em funcdo dos graus de liberdade para irradiacdo de onda eletromagnética
devido a uma linha infinita de corrente no espaco livre.

Na figura 3-23, indicamos as ordens iniciais e com menor erro relativo para a
expansdo com fung¢des de Bessel. Verifica-se que o refinamento da malha diminui o erro
relativo, sendo o menor valor alcan¢ado para a malha h = 0,125 da ordem de 10711, Além
disso, quanto maior o refinamento, menor a quantidade de ordens necessarias para
alcancar essa precisdao. Assim, as funcdes de Bessel apresentam uma importante
caracteristica para experimentos com elementos menores que o comprimento de onda

em que a expansao por ondas planas ndo alcan¢ca a mesma precisao.

Em continuidade, analisamos o ndmero de condi¢do do sistema global, pois essa

caracteristica, investigada anteriormente, mostra-se relevante na precisao do método.
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Figura 3-24 - Erro relativo em funcdo dos nimeros de condi¢do do sistema para irradiacdo de onda
eletromagnética devido a uma linha infinita de corrente no espaco livre.

Na figura 3-24 o condicionamento do sistema aumenta com os graus de liberdade
e, mesmo alcan¢ando valores elevados, o sistema converge com menor erro relativo para
a malha mais refinada. Observamos que o algoritmo iterativo para resolver o sistema

estagnou sem a convergéncia para a tolerancia desejada.

h-1 | Elementos Ordem da funcao Erro relativo Numero de condigao
de Bessel minimo do sistema
1 4 31 4,68 x 1078 1,58 x 1018
2 16 25 4,68 x 1079 2,15 x 101°
4 64 21 5,80 x 10710 7,78 x 10%°
8 256 17 5,23 x 10711 3,42 x 108

Tabela 3-6 - Erros relativos minimos e nimeros de condi¢do do sistema para irradiacio de onda
eletromagnética devido a uma linha infinita de corrente no espago livre.

Na tabela 3-6, verifica-se que a malha h™! = 8 apresenta menor erro relativo com
aproximadamente o mesmo ndmero de condi¢cao que os demais refinamentos, sendo que
necessita menor quantidade de ordem para convergir. Em todas as simulagdes o menor
erro é alcancado com numero de condicdo do sistema superior ao valor maximo com

ondas planas, ou seja, cond(4) < 102° e cond(4) < 10'?, respectivamente.
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3.2.3. Comparacao das expansoes

Com os resultados dessa se¢do verificamos que o refinamento da malha produz
resultados mais precisos com as fun¢des de Bessel. No entanto, essa caracteristica nao é
observada com as ondas planas, pois o aumento do condicionamento do sistema ocasiona

o aumento do erro relativo.

Observamos que o sistema com fung¢des de base de Bessel apresenta menor
sensibilidade ao condicionamento do sistema global. Entdo, comparamos o problema de
uma linha infinita de corrente fora do dominio computacional com expansdo em ondas

planas e fun¢des de Bessel.
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Figura 3-25 - Erro relativo em func¢do dos graus de liberdade com expansdo em fun¢des de Bessel e ondas
planas para uma linha infinita de corrente no espaco livre.

Com os resultados da figura 3-25 podemos observar que o aumento do
refinamento da malha melhora a precisdo do método com a expansao em fungdo de Bessel.
Essa caracteristica ndo é observada com o uso de ondas planas, verifica-se que mesmo
com o refinamento da malha ndo houve melhora da precisdo. Neste caso, observamos que
a quantidade de fung¢des de base por elemento decresce com o aumento da densidade da

malha com ondas planas.
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3.3. Malha nao uniforme

Nesta secdo investigamos a malha nao uniforme e apresentamos a principal
contribuicao desta pesquisa que é estabelecer uma metodologia para o controle do
condicionamento do sistema e na predeterminacdo do ndmero de direcdes de onda na
simulacdo de problemas em malhas ndo uniformes. Esses procedimentos impactam no
custo computacional, pois, como cada elemento representa um dominio homogéneo, a
precisao do método é alcangada com o controle do niimero de condi¢do do sistema global.
Nesse sentido, o procedimento é particularmente ttil em dominios eletricamente grandes

divididos em uma malha nio uniforme.

3.3.1. Espalhamento eletromagnético por um cilindro condutor
perfeito

Investigamos o espalhamento eletromagnético por um cilindro condutor perfeito.
A modelagem matematica do problema proposto € feita pela equacao de onda escalar e as

respectiva condicdo de contorno.

V2u+k?u=0 emQ (3-11)
ou -
I + jku = g, sobreT (3-12)

Esse conjunto de equacdes viabiliza a simulacdo numérica com a correta escolha

das variaveisu e g.

O espalhador é iluminado por uma onda plana TM, que propaga na dire¢do +x e
com numero de onda k = 2. O cilindro tem raio de 0.5A e a ABC com raio de 3.04, sendo

a malha formada por 1178 elementos e h;,,,, = 0.6814A.
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Figura 3-26 - Dominio computacional para um cilindro condutor perfeito iluminado por uma onda plana

com incidéncia normal.

Na figura 3-26, a condi¢cdo de contorno de Dirichlet est4 ao longo da fronteira I['; e
o contorno I,y € modelado pela ABC de ordem zero.
Na simulacdo variamos as fung¢des de bases nos elementos no intervalo 1 < Q <

30 e calculamos o erro relativo em todo o dominio.

10°

10

Erro relativo

10
10° 10
Graus de liberdade

Figura 3-27 - Erro relativo em fung¢io dos graus de liberdade para o espalhamento eletromagnético por um
cilindro condutor perfeito com incidéncia normal de uma onda TM,
Na figura 3-27, o aumento dos graus de liberdade acarreta na diminuicao do erro

relativo que alcanga uma estabilidade entre seis e nove bases. A partir desse valor, o erro
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relativo é crescente até a regido de instabilidade (erro maior que 1071) que nio
apresentam resultados satisfatorios.
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Figura 3-28 - Condicionamento do sistema em fun¢do dos graus de liberdade para o espalhamento

eletromagnético por um cilindro condutor perfeito com incidéncia normal de uma onda TM,

O condicionamento do sistema é crescente com o aumento dos graus de liberdade.
Comparado as figuras 3-27 e 3-28, verifica-se que o erro relativo esta na regido de

instabilidade para niimeros de condi¢iio superiores a 10>,

Tendo isso em vista, investigamos a solugdo dos sistemas matriciais A = (D — C),
cond(D—-C), e A=({—-D"1C), cond(I — D71C) em func¢ido do nimero de condigdo

maximo da matriz elementar D,, cond(D,).

69



10" !

—*Erro relativo - A:(I—D'IC) 5 510.031
—e—Erro relativo - A=(D-C) —
—2—Cond(A=(1-D"'C)) -
—=—Cond(A=(D-C))

S
\
\

=
o

[+ -
g
2 10 e
3 10 —
3 //// 'g
1§“ 8 /// <
S 10 1 =
5] - e
53 e ]
(5]
. —
s 10 0.02
e 7
S
z /

10*

—
0.0149
2

10

6 12 14

10 10° 10 10
Condicionamento Maximo da matriz De

10 10 10

Figura 3-29 - Numero de condicdo dos sistemas (I — D™1C) e (D — C) (eixo esquerdo) e erro relativo (eixo

direito) em fun¢do ao nimero maximo de condicionamento de D,.

1 melhora o

Na figura 3-29, observa-se que o sistema pré-condicionado por D~
numero de condi¢ido do sistema global. Desta forma, para obtermos cond(4) < 10*°
devemos fixar o nimero de condicio maximo para a matriz elementar como sendo

cond(D,) < 10 para o sistema A = (I — D™1C) e cond(D,) < 108 para4d = (D — C).

O processo de controle do nimero de condigao é feito pela verificagdo de cond(D,)
e, consequentemente, a remocdo de uma base até que cond(De) seja menor ou igual ao
limite predefinido. No entanto, a imposicao de um valor menor de cond (De) pode levar a
um reduzido numero de fung¢des de base e, por conseguinte, comprometer a precisao da

solucao.

Nesse resultado a precisdo ndo é afetada para cond(D,) > 10%, mas mostramos a
seguir que é mais vantajoso selecionar o limite superior para o nimero de condicdao
cond(D,) < 102, Essa afirmacio justifica-se se utilizarmos como controle inicial do
condicionamento o calculo do posto da matriz elementar para uma quantidade
predeterminada de fun¢des de bases. Esse resultado nos fornece as linhas linearmente
independentes e atribuimos esse valor como sendo as bases. Portanto, ap6s o calculo do
posto, aplicamos o processo de reducdo das bases por meio da verificacdo do

condicionamento do sistema.
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Figura 3-30 - Quantidade de fungdes de removidas ap6s a aplicagdo do posto (eixo esquerdo) e nimero de
iteracdes para o método BiCG (eixo direito) em fungdo do maximo condicionamento da matriz D,.

Na figura 3-30, o eixo esquerdo representar os valores maximos e minimos de
funcdo de base que devem ser removidas para que o condicionamento pré-estabelecido
seja alcancado apds a redugdo pelo posto da matriz. Nesta simulacao, todos os elementos
possuem incialmente 40 fungdes de base que sao reduzidas pela quantidade de linhas

linearmente independentes da matriz elementar.

Observa-se que o cond(D,) aumenta a quantidade de funcdes de base por
elemento e as tornam proximas do posto da matriz. Essa caracteristica é importante para
a escolha do condicionamento maximo do sistema por meio da andlise do custo
computacional desse processo. O nimero de condi¢do maximo de 102 acarreta em trés
iteracoes de calculo da matriz D, para alcangar o valor desejado, que totalizam em 3534
iteracdes para todo o dominio. Ja para o condicionamento de 10%, sdo necessarias 12552
iteracoes. Além disso, a convergéncia do BiCG ocorre para 586 e 351 iteracdes para o
primeiro e segundo caso, respectivamente. No entanto, essa diferenca ndao é expressiva

quando comparada como o total de iteragdes para o calculo das matrizes elementares.
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Figura 3-31 - Numero de func¢des de base ao longo do diAmetro para Cond(D,) < 1012

Na figura 3-31 sdo observadas as fung¢des de base previstas no calculo do posto e o
numero de bases com o processo de controle do numero de condi¢do cond(D,) < 102
Nesse resultado, a amostra de tridngulos é ao longo do didmetro na linha y = 0 e, para

todos os elementos, o valor do posto é superior em uma direcao de onda.
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0.117

Maior comprimento de aresta (h)

0.0561

8 10 12 14 16 18
Numero de fungdes de base

Figura 3-32 - Maior aresta dos elementos em relagdo a quantidade de fungdes de base para Cond(D,) <
1012,

Na figura 3-32 investigamos a relacdo existente entre o nimero de fun¢oes de base
e a maior aresta de cada elemento. Observa-se que podemos associar um intervalo de
variacdo da maior aresta com o maximo de func¢des de bases admissiveis por elemento.
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Por exemplo, para todos os elementos com a maior aresta no intervalo [0.0561 — 0.0117]
podem iniciar com 10 bases e, em seguida, aplicar o controle de condicionamento.
Portanto, antes de aplicar o controle do nimero de condicdo, este critério pode ser
utilizado para reduzir o a quantidade de vezes que a matriz D,, € calculada e, assim, reduzir

significativamente o custo computacional.

3.3.2. Aplicacao da metodologia de controle do condicionamento do
sistema

Aplicamos os resultados para controle do namero de condigdo e a especificacao da
quantidade de funcdes de base de acordo com a maxima aresta dos elementos na
simulacdo numérica do espalhamento eletromagnético por um cilindro condutor perfeito
revestido por uma camada dielétrica sem perdas com &, = 4, 0.54 de raio do cilindro, 0.14
de espessura do dielétrico e 31 de raio da ABC. A discretizacao do dominio computacional

tem h,,,,, = 0.68014, h,,;,, = 0.0448A1 e 870 elementos.

Parte real - UWVF

-2 -1 0 1 2

a)

10.5

Parte real - analitica

'
w
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Parte imaginaria - UWVF Parte imaginaria - Analitica
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Figura 3-33 - Cilindro condutor perfeito revestido por uma camada dielétrica sem perdas, solu¢cdo numérica

em a e c e analitica em b e d, sendo as partes real e imaginaria, respectivamente.

Na figura 3-33, os resultados sdo para a simulacdo numérica (a e c) e analitica (b e
d), sendo representadas as partes real e imaginaria. A avaliagdo qualitativa desses
resultados convalida as técnicas apresentadas para determinacdo da quantidade de
fungoes de base por elemento e o controle do condicionamento proposto neste trabalho.
0 valor maximo do numero de condi¢do é 102, que nos leva a 11066 incognitas e o
sistema pré-condicionado com niimero de condi¢do da ordem de 10°. Nessa simulag¢do, o
erro relativo é de 1,2%, que esta compativel com a literatura. Isto nos instiga em observar

no dominio computacional a distribui¢do do erro absoluto.
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Figura 3-34 - Erro absoluto para o cilindro condutor perfeito revestido por uma camada dielétrica sem

perdas, sendo a parte real em a e a parte imaginaria em b.

Na figura 3-34 sao apresentadas as partes real e imaginaria do erro absoluto.
Verifica-se que o erro maximo é da ordem de 1072 e que os valores mais significativos

estdo préximo ao cilindro.

Portanto, com esses resultados, convalidamos a técnica que desenvolvemos para o
controle do condicionamento e a predeterminacao da quantidade de fung¢des de base por

elemento a partir da maior aresta do elemento.

3.3.3. Fator de acoplamento

Investigamos o fator de acoplamento presente nas equacgdes 2-44 e 2-45 dos fluxos

numeéricos. Esses valores podem ser determinados por:

a = ko, (3-13)

o= ke +ka (3-14)
2
a = max(k,, k;) (3-15)
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As equagdes 3-5 a 3-7 representam a média geométrica, a média aritmética e o
valor maximo entre os niimeros de ondas entre elementos vizinho. Investigamos o fator
de acoplamento do fluxo numérico para a propagacdo de uma onda plana com angulo de
30° e oito fun¢des de base por elemento. A densidade de malha é variada de h™! =

2,4,6,8,10,20 e o nimero de onda do meio 2, como k = 4w e k = 10m.

k2=4TE

——Maximo l
—o—Meédia Aritmética
—5—Meédia geométrica

[y

o,
=
[l

Erro relativo

1 0-1.8

—+—Maximo
10" 1 —e—Meédia aritmética ||
—=—Meédia geométrica |

Erro relativo
|
|

10°

10"

Figura 3-35 - Erro relativo em fun¢io de h~! com variacio do fator de acoplamento como sendo o valor
maximo, a média aritmética e a média geométrica entre os numeros de ondas. Meio heterogéneo,
polarizag¢io perpendicular, angulo de propagacao de 30° e 8 fungdes de base.

Na figura 3-35, a média geométrica fornece melhor precisao nas duas simulacdes.
Para k, = 4w as médias geométrica e aritmética se igualam a partir de h = 0,1667 e o
valor maximo a partir de h = 0,125. Nesse caso, as precisdes se mantém constantes para
todos os casos. Quando k, = 107 o erro relativo da média geométrica é sempre inferior
aos das demais, sendo que a média aritmética e o valor maximo sdo aproximadamente
iguais a partir de h = 0,1. Portanto, em nossas simulagdes utilizamos sempre a média

geométrica para determinar o fator de acoplamento.
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3.4. Incorporacao da PML

Nesta se¢do investigamos a incorpora¢do da PML para truncar o dominio do
problema e, assim, reduzir o erro relativo e o custo computacional. A avaliagdo inicial para
o espalhamento eletromagnético por um cilindro condutor perfeito com a aproximagao
da ABC do objeto. Nesta simulagao, o raio do cilindro é de 0,51 e a fronteira absorvente

0,72, sendo a malha composta por 72 elementos e h,,,, = 0,25A.

0.16

0.14

F 10.12

- -0.08

- -10.06

0.04

0.02

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 3-36 - Erro absoluto para o espalhamento eletromagnético por um cilindro condutor perfeito com

incidéncia normal de uma onda TM,, e ABC distante 0,24 do espalhador.

Na figura 3-36 o erro absoluto maximo esta concentrado sobre ABC e o erro
relativo € de 3,9%. Portanto, esse resultado sustenta a essencialidade de investigacdo da

PML com a UVWF.

3.4.1. Propagacdo de ondas planas

Nesta secao investigamos o comportamento da PML para incidéncia de uma onda
plana propagando no espaco livre. Optamos por essa classe de problema devido ao
acessivel controle das variaveis envolvidas, como a direcao de propagacao. Portanto,

podemos ressaltar a analise dos parametros de projeto da PML.
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Figura 3-37 - Dominio computacional para o espaco livre Q e regido PML {py1,, UWVF-PML.

Na figura 3-37, o espaco livre () estd em —2 < x < 0 e a regido PML (Qppy) em
0 < x < 1. A onda propaga na direcao +x com k = 2m e incide sobre a interface espago
livre - PML em x = 0. A regido PML é formada por duas camadas com espessura total de

141, igualmente espacadas, e todo o dominio é limitado por uma ABC de ordem zero em T

Ainvestigacdo inicial é referente ao parametro de decaimento que esta relacionado
a condutividade maxima, sendo expresso por g,,,/(wey). A onda incidente na interface
PML propaga com um angulo de 45° no espaco livre. O nimero de condicdo maximo
admitido é de 10'2 para as matrizes elementares, controlado pelo método do posto, com

o maximo de oito fun¢des de base por elemento.
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Figura 3-38 - Erro relativo em funcdo do parametro de decaimento, UWVF-PML.

Na figura 3-38, o erro relativo é decrescente com o aumento do parametro de
decaimento. Observa-se que quanto mais refinada a malha, menor o erro absoluto
alcangado. Para todas as densidades de malha, o erro relativo aumenta e estabiliza no

mesmo patamar. Essa estabilidade é devida ao controle de condicionamento do sistema,

mas o resultado nio é satisfatorio.
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Figura 3-39 - Numero de condi¢do do sistema A = (I — D™1C) e da matriz D em funcdo do fator de reflexdo,

UWVF-PML.
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Na figura 3-39, o aumento do parametro de decaimento acarreta no aumento do
condicionamento do sistema que alcanca valores elevados. Comparando as figuras 3-37 e
3-38, quando o condicionamento ultrapassa o limite 10°° o erro relativo alcanca a regido
de instabilidade gerando resultados nao satisfatorios. Portanto, para o projeto da PML,
escolhemos um problema simples em que as varidveis envolvidas sejam possiveis de se
isolar. Encontramos a dependéncia com a malha em funcdo do erro relativo e também em
funcao do condicionamento do sistema. Desta forma, verifica-se que o uso da PML para
truncar o dominio computacional, quando aplicada com a UWVF, acarreta no aumento do
custo computacional devido ao controle do condicionamento e ao comprometimento da
precisao da simulagdo. No entanto, ressaltamos que a PML tem ampla aplicagdo em
diversos métodos numéricos apresentando melhor precisdo que o uso das ABCs e, para
projetar a PML, torna-se necessario a otimizacao dos parametros envolvidos, como a

espessura da PML, quantidade de camadas, fator de decaimento e condutividade maxima.

Diante do exposto, aplicamos esses parametros da PML na solu¢do de um problema

de espelhamento eletromagnético comparado com o uso da ABC da figura 3-33.

3.4.2. Espalhamento Eletromagnético

Nesta secdo aplicamos os parametros de projeto da PML investigados na secgao
anterior para a simulacao do espelhamento eletromagnético por um cilindro condutor
perfeito iluminado por uma onda plana com polarizagdo TM,. A onda plana incidente
propaga na direcao +x e com numero de onda k = 2m. O cilindro tem raio de 0.5A e a
interface entre a PML e o espaco livre ocorre a partir dos pontos x,y = +0.7A. A camada
PML tem espessura L = 11 e o parametro de decaimento, 0;,,,/(wey), € igual a 50. A

malha gerada tem 313 pontos e 554 elementos.
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Figura 3-40 - Parte real e imaginaria do espalhamento eletromagnético por um cilindro condutor perfeito
de raio de 0.5A e a interface entre a PML e o espaco livre a partir de x,y = 1+0.74.

Na figura 3-40 observamos similaridade entre os campos analitico e numérico nas
proximidades do espalhador. As distor¢des sdo percebidas nas proximidades com a
aproximagdo da interface entre o espago livre e a PML. Desta forma, verificamos a

distribuicao do erro sobre o dominio computacional.
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Erro absoluto - parte real Parte imaginaria
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Figura 3-41 - Erro absoluto da parte real e imaginaria do espalhamento eletromagnético por um cilindro
condutor perfeito de raio de 0.5A e a interface entre a PML e o espaco livre a partir de x,y = +£0.74.

O erro absoluto na figura 3-41 esta concentrado na regido de interface entre o ar
livre e a regido PML. Ao contrario do erro apresentado na figura 3-35 que esta distribuido
ao longo do dominio. Em vista disso, podemos eliminar a regido de concentracao do erro
e determinar o erro relativo. Desta forma, o erro relativo alcangado é de 1,01% que é
inferior ao erro relativo com o uso da ABC. Esse resultado pode ser melhorado com o

distanciamento da interface da PML e a otimizacao dos parametros de projeto.

3.5. Aplicacao

Nesta secao aplicamos a metodologia de controle do condicionamento do sistema
global para ondas planas e, também, as fung¢des de base como sendo fun¢des de Bessel.
Escolhemos a simulagdo do espalhamento eletromagnético para um aerof6lio NACA0012

como apresentado em [24].

O estudo da aerodinamica de aerofélios tem inicio com os trabalhos de Kutta
(1902) em modelos finos e de Joukowski (1905) para modelos com espessura [64]. Em
1930, o aerof6lio NACA0012 é desenvolvido pelo Comité Nacional para Aconselhamento
sobre Aerondutica (National Advisory Committee for Aeronautics - NACA). Esse aerofélio
primario tem aplicagdes na aviagdo em geral, caudas horizontais, jatos supersonicos,
laminas do helicoptero, cobertura de protecao aerodinamica e aletas de misseis e foguetes
[65].
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Os quatro digitos do aerof6lio NACAOO12 representam as suas caracteristicas
geométricas, sendo o primeiro digito (0) o abaulamento, o segundo (0) a primeira casa
decimal onde ocorre maxima distancia da superficie a linha central e os ultimos dois
digitos (12) a porcentagem da espessura em fun¢do do comprimento [66] [65]. Portanto,
o perfil escolhido é simétrico, sem abaulamento e espessura com proporc¢ao de 12% do
comprimento do aerof6lio. A equagdo que modela o perfil geométrico do aerof6lio
NACAO0012 é dada por
X, 05 x x X 3

c c c

2 x4
y = 5tc [0.2969 (E) —~0.1260 (=) — 0.3516 (=) +0.2843 (=) —0.1015 (E) ] (3-16)
onde t é a espessura maxima proporcional ao comprimento do aerofélio dado por 12%, c
é o comprimento do aerofélio, x é a posicao ao longo do eixo para 0 < x < c e y é a meia

espessura em um dado valor de x (linha central da superficie).
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Figura 3-42 - Perfil e elementos geométricos do NACA0012.

O perfil geométrico do NACA0012 esta representado na figura 3-42, fora de escala,
com comprimento de 61 e espessura maxima de 0.724. Portanto, com o uso da ABC na
simulacdo, devemos garantir que esta esteja distante o suficiente das extremidades para
que ndo ocorram reflexdes espurias. Além disso, a geometria curva do NACA0012 exige
maior refinamento sobre sua superficie para que seja bem representado na simulagao.
Essas caracteristicas geram um dominio computacional grande, uma malha ndo uniforme

e quantidade elevada de elementos.
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Figura 3-43 - Malha gerada para o dominio computacional - NACA0012.

Na figura 3-43 esta representado o dominio computacional da simulagao, sendo o
raio da fronteira ABC de 54 devido ao comprimento do NACA0012 para garantir que haja
2/ entre as extremidades e a fronteira absorvente. Na superficie do objeto a malha possui
maior refinamento do elemento hd maior quantidade de elemento para melhor

representacdo da curvatura. Portanto, a malha gerada tem 1220 nés e 2009 elementos.

A simulac¢do é para o NACA0012 condutor perfeito, iluminado por uma onda plana
TM, que propaga na direcdo +x e k = 2m. Essa escolha é baseada no trabalho de [24],
portanto, simulamos o espalhamento eletromagnético para que a relagdo entre o

comprimento do NACA0012 e o comprimento de onda seja igual a seis.

O erro relativo é determinado por meio da comparacgdo dos resultados obtidos com
a UWVF e o FEM. A simula¢do com o Método dos Elementos Finitos é obtida por meio do
software comercial COMSOL, sendo a malha gerada com 36754 elementos e 18679

pontos.
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Figura 3-44 - Espalhamento eletromagnético para o NACA0012 para onda plana incidente propagando na
direcio +x.

A simulacao da figura 3-44 apresenta as partes real e imaginaria para o
espalhamento eletromagnético pelo NACAOO12 com onda propagando nas dire¢des +x
para a UWVF e o FEM. Qualitativamente, observa-se que as partes reais e imaginarias das
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simula¢des apresentam comportamentos semelhantes. Os erros absolutos dessas partes

estdo concentrados no bordo de ataque, sendo o erro relativo de 1,05%.

Com esses resultados, a Formulacao Variacional Ultra Fraca apresenta resultado
muito proximo ao Método dos Elementos Finitos com a vantagem de utilizar 5,47% dos

elementos e 24,88% dos graus de liberdade quando comparado com o FEM.

86



Capitulo 4

Conclusoes

4.1. Conclusoes e comentarios dos resultados

Ao longo do texto apresentamos as caracteristicas da Formulagdo Variacional Ultra
Fraca (UWVF). Os resultados apresentados na pesquisa fornecem dire¢des para aplicagao
da Formulagdo Variacional Ultra Fraca em eletromagnetismo e sustentam as

caracteristicas do método.

Iniciamos nossa investigacdo usando uma malha uniforme e a expansao em ondas
planas. O uso dessas fun¢des de base acarreta no aumento do condicionamento do sistema
global com o aumento da quantidade de bases. No entanto, essas fun¢des possibilitam que
as integrais sejam calculadas de forma fechada. A coincidéncia entre a dire¢dao da base e
do campo em todo o dominio computacional acarreta no menor erro relativo. Essa
caracteristica ndo € observada na mudanca de meio, pois devido a refracao da onda, essa
coincidéncia somente ocorreu no espaco livre. Entdo, investigamos o aumento do nimero
de fungdes de base, mas o numero de condi¢do elevado do sistema impossibilitou que essa
coincidéncia fosse alcangada em ambos os meios. As amplitudes da expansdo em ondas
planas apresentaram crescimento com o aumento dos graus de liberdade. Portanto,
verificamos a existéncia de um maximo numero de linhas linearmente independentes das

matrizes elementares que possibilitam a solucao do sistema.

Investigamos ainda a expansdo com fung¢des de Bessel para a solugdo de um
problema de ondas cilindricas. Essas fun¢des acarretaram em menor crescimento do
numero de condicdo da matriz elementar e, ainda, permitiram que o limite pré-
estabelecido fosse superior ao das ondas planas. Assim, foi possivel alcangar maior
quantidade de bases em elementos com h = 0,1 do que com as ondas planas. Comparamos

os resultados com a expansdo por ondas planas e verificamos que o aumento da densidade
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da malha acarreta em melhor precisdo paras as fun¢des de Bessel. No entanto, o
refinamento nao produziu melhoria significativa com as ondas planas, permanecendo
praticamente constante em todos os casos. Desta forma, as funcoes de Bessel sdo mais
atrativas na solucao de problemas em que seja necessaria maior densidade da malha. As
funcdes de Bessel apresentam dois inconvenientes: a necessidade do uso de quadraturas
e apresentam melhor resultado para elementos da ordem de 0,1. Quanto a integracao,
utilizamos a quadratura de Gauss-Legendre com 150 pontos para todas as densidades,
pois em experimentos realizados com malhas menos densas foi necessaria essa

quantidade para convergéncia.

A principal contribuicdo dessa pesquisa é a predeterminacdo da quantidade de
fungcdes de base por elemento de acordo com a maior aresta e o controle do
condicionamento do sistema. Esses resultados foram explorados para uma malha nao
uniforme, sendo esse tipo de malha amplamente utilizada para representar dominios
computacionais. Desta forma, estabelecemos que a escolha inicial da quantidade de
funcdes de base esta relacionada com o tamanho da maior aresta. O calculo do posto da
matriz elementar pode ser substituido pela quantidade de bases por elementos e ainda
assim apresentar resultado com precisdo da ordem de 1072. Portanto, com esse conjunto
de caracteristicas, podemos reduzir significativamente o custo computacional e obter

resultado com precisdao da ordem de 1%.

Por fim, realizamos a investigacdo do parametro de decaimento das Camadas
Perfeitamente Casada (PML) préximo ao espalhador. Devido ao aumento dos graus de
liberdade com a PML, fixamos os demais parametros e verificamos o erro relativo para o
campo proximo ao objeto. Esse resultado foi comparado com a ABC de ordem zero onde
o erro ficou distribuido em todo o dominio computacional. Enquanto que com a PML o
erro ficou concentrado na interface entre os meios. Portanto, para a determinacao do
campo préximo ao objeto, a PML apresentou melhor resultado. No entanto, para o
problema de espalhamento por um cilindro condutor perfeito, a ABC pode ser colocada
distante do objeto e apresenta erro da mesma ordem que a PML. Assim, ressaltamos que
a caracteristica do método em utilizar elementos da ordem de varios comprimentos de

onda é comprometida com o uso da PML.
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As contribuicdes dessa pesquisa foram aplicadas em dois problemas de
engenharia. O primeiro foi o espalhamento eletromagnético por um cilindro condutor
perfeito revestido por uma fina camada dielétrica. Neste problema aplicamos o controle
de condicionamento do sistema e a predeterminacao da quantidade de fungdes de base a
partir do tamanho da maior aresta do elemento. O resultado foi da ordem de 1% e a
comparacao feita com a solucdo analitica. O erro absoluto esta concentrado sobre a
camada dielétrica por causa do refinamento da malha e, como solug¢do, podemos utilizar
a expansao acoplada de ondas planas e fun¢des de Bessel. No entanto, ndo realizamos essa

investigacao nesta tese.

Em seguida, escolhemos um problema mais complexo de ser resolvido e optamos
por calcular o espalhamento eletromagnética por um aerof6lio NACA0012 com
comprimento de 6. Esse problema nao tem solucdo analitica e, assim, o nosso resultado
de referéncia foi a simulagdo com o FEM para uma malha densa. Comparando o resultado
da UWVF com o FEM, verifica-se que o erro absoluto esta concentrado no bordo de ataque
e o errorelativo é de 1,05%. Esse resultado alcangado com a Formulag¢do Variacional Ultra
Fraca é obtido com 5,47% dos elementos e 24,88% dos graus de liberdade em relacao ao
Método dos Elementos Finitos. Concluimos assim que a técnica por nds desenvolvida pode
ser aplicada em experimentos geometricamente mais complexos e obter precisdo da

ordem de 1%.

4.2. Participacao em congressos

1. COMPUMAG 2015, Montreal, Canad4, 28 junho a 02 de julho. “Comparative
Analysis of the Generalized Finite Element Method and the Ultra Weak
Variational Formulation Approaches to Solve Electromagnetic Scattering
Problems”

2. EMF 2016 (10th International Symposium on Electric and Magnetic Fields), Lyon,
Franca, 12 a 14 de Abril. “Performance analysis of the Ultra Weak Variational

Formulation to compute electromagnetic fields in electrically large domains”
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4.4. Continuidade da pesquisa

Apresentamos pontos importantes como continuidade dessa pesquisa:

1. Funcoes de base: A quantidade de fun¢des de base por elemento é um limitador
do método, pois influencia no condicionamento do sistema e no custo
computacional. Portanto, é relevante que seja feita a investigacdo de outras
expansoOes que contribuam para a precisdo do método como o acoplamento entre
as expansoes em ondas planas e fung¢des de Bessel.

2. Truncamento do dominio computacional: Investigar a incorporagdo de outros
modelos de fronteiras que possibilitem o truncamento do dominio computacional
com maior eficiéncia que a ABC de ordem zero. Dentre as possibilidades, citamos
o uso de ABCs de ordem superior, pois elas nao sao incorporadas naturalmente na
UWVF. No entanto, esse procedimento pode ser possivel com alteracdo da
formulacgao original do método. Outra proposta de truncamento é a PML otimizada,
pois ela insere mais graus de liberdade no método e devem ser tratados de tal
forma que seja possivel a sua otimizacdo

3. Elementos de ordem superior: A limitacdo do trabalho dos elementos esta
relacionada com a necessidade de uma malha mais densa nas proximidades do
objeto para que geometria seja bem representado. Desta forma, destacamos o uso
de elemento curvos sobre essas fronteiras. Esse método podera acarretar em

elementos maiores na malha e apresentam menor custo computacional e

diminuicao do erro.
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4. Fluxo numérico: Nesta pesquisa utilizamos o fluxo numérico upwind que é o mais
utilizado na literatura com a UWVF. No entanto, em nossas pesquisas encontramos
outras formulagdes para o fluxo numérico, mas sem aplicagdo na UWVF. Assim, o
uso de um esquema de fluxo mais eficiente, alguns problemas encontrados com o
meétodo poderdo ser sanados.

5. Imposicio de condicbes de contorno nao homogéneas: As condigoes de
contorno de Dirichlet e Neumman sdo incorporadas ao método por meio do fluxo
numérico e, ao contrario do FEM, nao sdo impostas diretamente sobre a fronteira,
mas na equacdo integral que modela o problema. Portanto, é relevante a
investigacdo da incorporacdo dessas condi¢des ndo homogénea.

6. Formulagao 3D: Os resultados obtidos com a UWVF em 2D sdo relevantes para
dominios computacionais grandes e quando ha mudanc¢a de meio, pois o custo
computacional é inferior a outros métodos, como o FEM e GFEM. Desta forma, a
expansao do estudo para dominio tridimensional é o caminho natural a ser seguido

pela pesquisa.
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