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Resumo

O problema consiste em considerar um par emaranhado de dois diferentes
modos de um campo escalar sem massa em referenciais com aceleracao relativa
constante. Para isso consideramos esse par no vacuo, ou seja, no espago-tempo
de Minkowski, onde usamos a quadri-aceleragao relativistica constante. Devido
ao efeito Unruh, um observador acelerado imerso no estado fundamental desse
campo é capaz de detectar modos de excitacao dele e, dessa maneira, interpretar
as excitagoes como um banho térmico caracteristico da radiacao de corpo negro
com temperatura proporcional a essa aceleracdo. Investigamos que a métrica
que descreve a aceleracdo relativa dos referenciais imita a métrica usada para
descrever buracos negros, em certa aproximag¢ao. Por fim, iremos analisar que o
emaranhamento é uma quantidade varidvel que depende da aceleragao relativa
dos referenciais e, em certa aproximacao, relativa a certas regides na vizinhanca
de um buraco negro, dado que um dos referenciais é capaz de escapar da queda
em direcao ao horizonte de eventos enquanto o outro permanece em queda livre.

iii



Abstract

The problem considers a entangled pair of two modes of a massless scalar field
with constant relative acceleration. For this, we consider this pair in vacuum, in
other words, in Minkowski spacetime, where we use constant relativistic accele-
ration four-vector. Because the Unruh effect, an accelerated observer embedded
in the fundamental state of this field can detect their modes of excitation. Those
excitations are interpreted like a thermal bath caracteristic of blackbody radia-
tion with temperature proportional to their relative acceleration. We investigate
that the metric that describes the relative acceleration mimics the metric used
to describe black holes, in certain approximation. Finally, we will analyse that
the entanglement is a variable quantity which depends on the relative accele-
ration of the two reference frames and, in certain approximation, relative to
certain regions in the vicinity of a black hole, given that one of the reference
frame is capable to escape the fall toward the black hole horizon while the other
reference frame stays in free fall.
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Introducao

Para o desenvolvimento deste problema iremos revisar trés assuntos essen-
ciais que serao divididos entre os trés primeiros capitulos. No primeiro capitulo
iremos relembrar como descrevemos a algebra dos estados quanticos e dos ope-
radores e em seguida definir como podemos quantificar o0 emaranhamento para
estados puros e para estados mistos. No segundo capitulo iremos rever como é
feita a teoria quantica de campos para o caso mais simples: o campo escalar sem
massa. Também veremos como calculamos o niimero de particulas de um campo
quantico e como é definido o estado de vacuo desse campo. No terceiro capitulo
iremos observar algumas ideias da teoria da gravitagao moderna e mostrar como
é descrito o campo gravitacional de uma massa estatica, exigindo a simetria es-
férica e resolvendo a equacgao de movimento no vacuo. Finalmente, no quarto
capitulo iremos considerar um estado de um par maximamente emaranhado e
usaremos as ideias desenvolvidas nos trés primeiros capitulos para formular o
problema proposto.
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1 Emaranhamento

1.1 Introducao

Neste capitulo iremos desenvolver critérios e métodos para caracterizar e en-
tender o que sao estados quanticos emaranhados, sejam esses estados mistos
ou puros. Nos baseamos fortemente no Livro de M. A. Nielsen e I. L. Chu-
ang [2] para o desenvolvimento matematico e notacdo. Para um entendimento
conceitual mais profundo usamos como referéncia o livro de A. Peres [3] que,
curiosamente, evita o nome "emaranhamento". Deste mesmo livro extraimos
o exemplo do cristal de calcita da proxima secdo. A notagdo sistematica onde
definimos o conjunto de todos os microssistemas quanticos vem do artigo de
M. Bunge [4]. Para entender os critérios utilizados para caracterizar emaranha-
mento em estados mistos estudamos a apostila de A. F. R. de Toledo Piza [5],
os artigos de A. Peres [6], da familia Horodecki [7] e de M. B. Plenio [8].

O emaranhamento é uma forte correlagao que surge entre sistemas quanticos.
Esses sistemas podem ser compostos de subsistemas menores e descrever uma,
variedade de situacoes reais. Entretanto, quando chegarmos na generalizagao
desejada, critérios para estebelecer e quantificar o emaranhamento so se fazem
valer para sistemas muito simples como o sistema de dois niveis compostos de
dois subsistemas. Iremos chamar o conjunto de todos os microssistemas de X e
iremos chamar de ¢ € ¥ o sistema de nosso interesse. O menor microssistema
puro é o de dois niveis e é representado pelo vetor de estado

Vi) = ail0) + Bi[1) € Hy,

onde «; é a amplitude de probabilidade do nivel |0), 3; é a amplitude de pro-
babilidade do nivel |1) e H; representa o espago de Hilbert associado ao vetor
de estado. Para sistemas de duas partes i = A, B temos:

e O vetor de estado representando o sistema o4 € escrito como |1 4) € H 4,
e O vetor de estado representando o sistema opg é escrito como |¢p) € Hp.

E comum entregar o subsistema o4 para a personagem Alice e entregar o sub-
sistema op para o personagem Bob de forma que esses personagens podem fazer
operagoes locais e trocar comunicagao classica. Dessa forma, sao estabelecidos
alguns processos de medicoes quanticas a fim de otimizar algumas operagoes
classicas. Um exemplo é o algoritmo de Deutsch apresentado na referéncia [2]
pagina 32.

Pelo principio da superposi¢do podemos ter o vetor de estado |[¢)) € H =

n—1
HA®Hp que representa o sistema conjunto o escrito como |¢) = Z i) ®|7)
4,j=0
e para n = 2 temos o estado superposto representando sistemas de dois niveis.
Os coeficientes \;; representam a amplitude de probabilidade do nivel |i) ® [j).
Os vetores |1) podem representar tanto sistemas emaranhados como sistemas
nao emaranhados.



1.2 Definicao de emaranhamento para estados puros

Queremos estabelecer uma definicao que distingue estados emaranhados dos
estados separaveis (também conhecidos como estados produto). Para isso vamos
considerar um sistema composto pelos subsistemas o4 € op. Se o estado estiver
emaranhado é impossivel escrever o vetor de estado que representa o sistema
como

) = [va) ® [¢B).

Reciprocamente, se o estado puder ser descrito pelo vetor |14) ® |[¢g) entdo o
estado é separavel, o que caracteriza a auséncia de emaranhamento. Analoga-
mente, um estado puro de n partes é separédvel se puder ser descrito pelo vetor

n—1
de estado |[¢) = ® [1);)-
i=0

Exemplo: Consideremos o vetor de estado descrevendo um sistema composto

de dois niveis
1

\/§<|O> M)+ 1) |1)>.

Esse estado ndo descreve um sistema emaranhado pois se fizermos |p4) =

|¢)

1
2<|0> + 1>> e |¢pp) = |1) vemos que ele é separavel, uma vez que |¢$) =

[04) @ |¢B).

Exemplo: Os estados emaranhados mais conhecidos sdo os estados de Bell
[2]. Um dos estados de Bell é descrito pelo vetor de estado

) = 5 (1o1) + 110} ).

onde estamos usando a notacdo condensada |i) ® |j) = |ij). Para verificar que
ele estd emaranhado primeiro vamos supor que ele seja separavel e investigar a
existéncia dos coeficientes desejados. Os vetores que descrevem cada subsistema
sao

[64) = al0) + BalL),

|9B) = apl0) + Bp[1).

Se ele é separavel

|¢) = |Pa) @ |pB) = vaap|00) + aafpr|01) + Baap|10) + BaB85|11).

Entdo asap = 0, asfp = %, Baap = % e BaBp = 0, que é um sistema

contraditorio e elimina nossa premissa que diz que |¢) é separéavel. Logo o estado
descrito por |¢) é emaranhado.



O Cristal de Calcita como um Preparador de Estados Emaranhados:
Um cristal de calcita birrefringente é capaz de espalhar um feixe de luz em
duas direcoes diferentes onde podem ser colocados dois detectores a e b. Se
considerarmos um dnico féton com estado de polarizagao arbitrario descrito pelo
vetor |0) = a]0) + B]1), com |0) e |1) designando duas polarizagdes ortogonais
definidos pela orientacdo do cristal, e direcdo de incidéncia descrita pelo vetor
|z), teremos que o vetor que representa o estado do foton é |¢) = |0) ® |z).
Se também considerarmos o vetor de estado que representa o espalhamento na
direcao do detector a por |a) e o vetor de estado que representa o espalhamento
na diregao do detector b por |b). Temos que, apds passar pelo cristal de calcita,
e antes de chegar a qualquer um dos detectores, o estado do foton é o estado
emaranhado descrito por

6) = 2]0) ® |a) + B|1) @ |b).

Curiosamente, se detectarmos o féton no detector ¢ automaticamente saberemos
que o foton saiu do estado emaranhado e foi para o estado |0) e se detectarmos
o féton no detector b automaticamente saberemos que o féton saiu do estado
emaranhado e foi para o estado |1).

A Rara existéncia de Estados Puros: Os exemplos descritos nesta segao,
assim como outros exemplos envolvendo estados puros, mesmo com suas rique-
zas de detalhes teodricos, ainda sdo uma idealizacao muito simplista do mundo
real. Isso ocorre porque nesses exemplos consideramos apenas, como sistema
global, o subsistema de nosso interesse. Na verdade, os experimentos feitos a
temperatura nao-nula estao sujeitos a um banho térmico e de particulas que
podem afetar fortemente o subsistema em questdo. Dessa maneira, o sistema,
considerado nao podera ser descrito completamente por um vetor de estado mas
como uma mistura estatistica de vetores de estado. Para isso teremos que usar
o formalismo da matriz densidade, que descreve completamente o estado esto-
castico do sistema sujeito a, por exemplo, um banho térmico. Esse formalismo
também sera necessario quando quisermos descrever o estado de um subsistema
que estd emaranhado. Pois se o estado conjunto for puro e possuir emaranha-
mento entre as partes, entao o estado de cada subsistema nao podera ser descrito
por um vetor de estado mas como um mistura estatistica de vetores de estado,
independente da existéncia ou ndo de um banho térmico. Esse formalismo é
mais geral e também inclui os estados puros.

E valido notar que o nosso interesse em estudar problemas sujeitos a um
banho térmico se deve ao fato de que, mesmo no vicuo, referenciais com acele-
racao relativa notam a presenca de um banho térmico caracteristico da radiagao
de corpo negro a temperatura proporcional a essa aceleragdo. Esse efeito é
conhecido como efeito Unruh e sera o assunto do Capitulo 2.

1.3 Matriz densidade

Um sistema puro o que é descrito por um vetor de estado |¢) também pode
ser descrito pela matriz densidade

p =)l



Para o caso em que o sistema é descrito por uma mistura estatistica de estados
puros, queremos que a matriz densidade seja descrita pelo conjunto de distri-
buicdo de probabilidades {p;, [¢;)}, onde cada p; designa a probabilidade de o
sistema estar no estado descrito por |¢;). Dai escrevemos

p=>_ pilthi) (.
i
Dessa forma, podemos extrair algumas propriedades:

p & auto-adjunta: imediatamente vemos que p = p' pois
T T
(meixwi) ~Y (|wi><¢i|) = " i) il
p tem trago unitario: se tomarmos o trago de p temos

szT’/‘ |wz % sz %Wz = Zpi =1

pois para caracterizar o conjunto {p;, [¢;)} como uma distribui¢do de probabili-
dades, devemos ter Z p; = 1. Além disso, temos que a soma dos autovalores de

K3
p é sempre igual a unidade, pois a operagao do tracgo é independente da base esco-
lhida. Como p é auto-adjunta admite decomposigao espectral p = >, A;|v;) (vs].

Logo

p € positiva: pegamos um vetor arbitrario |¢) de mesma dimensdo dos |¢;) e
fazemos

(dlplo) = sz (@li) (hig) = sz [(dl1i)]? >0
pois todo p; > 0. Dai segue que todo autovalor A\; > 0.

p representa um estado misto ou um estado puro? Essa pergunta surge
naturalmente, uma vez que p pode representar tanto estados puros quanto es-
tados mistos. Se p é pura entdo p = [¢) ()| = p? logo Tr(p?) = 1. Se p é mista
entdo temos pelo menos dois \; # 0 de forma que !

. (;Aimm) (Zbaeil) - S Aol

Tomando o trago dessa equagdo Tr(p?) = Y, A?. Como os autovalores sdo todos
positivos e a soma de todos eles é igual a um, vemos que \; € [0,1] e também
que \; > A\?. Dessa forma estabelecemos o critério:

T importante notar que essa igualdade s6 vale para o caso em que os autovalores sio
nao-degenerados, no caso degenerado teriamos um termo a mais somando sobre os operadores
construidos com vetores dos auto-espagos degenerados. Porém, como queremos tirar o traco
desta equacao, esses termos nao irao contribuir.



Se Tr(p?) = 1 entao p representa um estado puro;
Se Tr(p?) < 1 entao p representa um estado misto.

A operacgao do trago parcial: Quando temos um sistema o composto de dois
subsistemas o4 e op € possivel que estejamos interessados em saber o estado
apenas de uma das partes. Para esse caso, existe uma operagao chamada de
trago parcial que pega uma matriz densidade p descrevendo o sistema conjunto
e leva em uma matriz densidade descrevendo somente o sistema de interesse, p*
ou p®. Ela é definida como

Tra(|va)(oal @ [¥)(¢B]) = (¢BlYE)|1ba)(al,

e satisfaz Trp(AQ B+ A'®@B') = Trpg(A®B)+Trp(A'®@B’). Onde [1)4) € |da)
sdo quaisquer vetores do espaco de estados de o4 e |¥p) e |¢p) sao quaisquer
vetores do espago de estados de og. A defini¢io é inteiramente aniloga para o
trago parcial no estado o 4. Dessa forma podemos extrair, do estado conjunto,
o estado de cada subsistema separado:

p* =Trg(p),

p” =Tra(p).

O leitor interessado em entender porque é essa a operacdo que extrai a matriz
densidade do subsistema da matriz densidade do sistema conjunto deve procurar
a Caiza 2.6, pigina 107 da referéncia [2].

1.4 Entropia quantica

Entropia é uma varidvel que mede a quantidade de informagao contida num
sistema. Suponhamos que descobrimos o valor de uma variavel aleatéria X. A
entropia classica H, ou entropia de Shannon, quantifica o quanto de informacao
ganhamos, na média, quando descobrimos o valor dessa varidvel. Da mesma
maneira, H quantifica a quantidade de incerteza que temos sobre X antes da
medicao. Intuitivamente, esperamos que a quantidade de informac¢ao numa dada
variavel aleatoria X nao dependa das caracteristicas dos possiveis estados, mas
sim da distribuigdo de probabilidades {p;}. A entropia de Shannon é definida

como 2

H(X)=- Zpi1092pi-

Generalizamos o conceito de entropia de distribuicoes de probabilidades cléssicas
para a entropia de von Neumann, que mede a quantidade de informagao de um
sistema quantico descrito por p, escrevendo

S(p) = =Tr(plogzp).

Para entender a semelhanca entre as entropias classica e quantica e argumentar
a validade dessa generalizacao, escrevemos a decomposicao espectral de p =

2Aqui, e quando definirmos a entropia de von Neumann, estaremos usando a convencio
que 0log20 é zero, uma vez que a func¢do xlogax ndo é bem definida para z = 0.



> Ailvi) (vi| e obtemos ?

S(p({Ni})) = — Z Ailoga ;.

Nao faz diferenca se o sistema descrito por p é um sistema simples ou composto.
No caso composto, a entropia acima definida mede a quantidade de informagao
contida no sistema conjunto.

Definimos a entropia relativa de dois sistemas separados descritos por p e
p? como *
S(plp?) = Tr(ptlogap™) — Tr(p*logzp”) > 0.

Quando consideramos dois sistemas o4 e op € comum que um dos dois sub-
sistemas, por exemplo op, seja conhecido. Entao queremos saber apenas a
entropia do subsistema o 4. Para isso definimos a entropia condicional

S(p™1p") = S(p) — S(p").

Por fim, definimos a informacdo mutua, que expressa a quantidade de infor-
magao comum a ambos os sistemas, como

S(p™ : p") = S(p™) + 5(p") = S(p).

Na se¢ao 1.6, quando formos estabelecer alguns critérios para as correlages
quanticas, sendo uma dessas correlagoes o emaranhamento, usaremos a informa-
¢do mitua e outras quantidades construidas com as entropias acima definidas.
E importante notar que a entropia de von Neumann é uma escolha e nao provém
de nenhuma construgao légica que a torne tnica ou mais adequada a problemas
em geral. No entanto, seguimos Fuentes e Mann [1], que consideram a entropia
de von Neumann como um quantificador de emaranhamento para estados puros.
Enquanto que, para estados mistos, varias medidas sao propostas e as de nossa
escolha serao a negatividade logaritimica, definida na secao 1.6, e a informagao
mutua.

1.5 Definicao de emaranhamento para estados mistos

Um estado misto de um sistema de duas partes descrito por p? € Hy4 e
pP € Hp pode ser descrito por uma matriz p € H = H, @ Hp. Caracterizamos
o estado como separével se ele puder ser escrito como [6]

p= pini©p?,
A

onde piA sao matrizes densidade do subsistema o4 € pf sao matrizes densidade
do subsistema op. Se o estado ndo for separavel entdo ele estd emaranhado.

3Dessa vez estamos considerando a matriz p como nio-degenerada, para simplificar. Para
o caso degenerado a entropia deveria incluir termos somando sobre o produto escalar entre os
vetores dos auto-espacos degenerados.

4A desigualdade é consequéncia da definicio e est4 escrita na forma de um teorema, co-
nhecido como Desigualdade de Klein e pode ser encontrado na referéncia [2], pagina 511.



Essa definicao para emaranhamento nao é uma definicdo operacional pois nao
ha procedimento ou critério geral que nos garanta a separabilidade. A fim de
procurar uma medida de emaranhamento M|p], apresentamos algumas condi-
¢Oes gerais que uma medida desse tipo deve satisfazer [5]:

e M|[p] = 0 se p representa um estado separavel;

e M|[p] é monotonico, ou seja, se A é uma operacdo que nao é capaz de gerar
emaranhamento, entdo M [p] > M[A(p)];

e M|[p] é sub-aditiva, ou seja, M[p] < M[p? @ pP];

e M|[p] & concava, ou seja, M[Ap+ (1 — N)p'] > AM|[p] + (1 — \)M[p'], para
A€ 0,1].

Para o caso em que o sistema o é composto de dois subsistemas de dois niveis,
uma quantidade que satisfaz todas as condi¢oes acima é a chamada negatividade
N|p|, que iremos trabalhar na préxima secao.

1.6 Alguns critérios de correlagoes quanticas

Uma condigao suficiente para caracterizar o emaranhamento é dada pelo mapa
positivo A que leva operadores densidade p positivos e de trago finito em ope-
radores A(p) positivos e de trago finito. Supondo que p é separavel e usando a
extensdo A ® I temos que (A® I)p =Y, piA(p) ® pP é um operador positivo.
Desta forma estabelecemos um critério suficiente, e necessério [7] para sistemas
onde dimH 4 =2 e dimHp = 2,3, para o emaranhamento:

e Se (A ® I)p for um operador positivo entdo p pode ter emaranhamento ou
ser separavel;

e Se (A ® I)p possuir pelo menos um autovalor negativo entdo p esté emara-
nhado.

Um critério algébrico simples desenvolvido por Peres [6] mostra que o mapa
de transposicao parcial T'® I fornece um mapa positivo. Tecnicamente, se te-
mos um estado de duas partes descrito por p = {pmpu,nv}, onde m,n designam
as componentes do sistema o4 e u,v designam as componentes do sistema op,
entdo podemos calcular os autovalores do operador (T'® I)p = {pny,mv} para
utilizar o critério apresentado acima. Caso encontrarmos algum autovalor ne-
gativo saberemos que o estado representado por p estd emaranhado. Como o
critério é apenas suficiente para o caso geral, se encontrarmos todos os autovalo-
res positivos ou nulos nada nos garante a separabilidade do sistema. Nos casos
onde temos dois subsistemas de dois niveis ou um subsistema de dois niveis e
um subsistema de trés niveis o critério se torna também necessario, entao se
(T ® Ip for um operador positivo entdo p é separavel [6].



Como foi adiantado na secao anterior, existe uma quantidade N, chamada de
negatividade, que mede a quantidade de emaranhamento num sistema descrito
por p. Ela é definida como a soma dos moédulos dos autovalores negativos do
operador (T'®I)p. Ou seja, se u; sdo os autovalores negativos de (T ® I)p entdo

N(p({ph) = 3 Il

A negatividade, assim como a negatividade logaritimica
1
LN(p) =1+ logs §+Xi:\ui| :
satisfazem todas as condigoes para uma medida de emaranhamento legitima.

Quando quisermos quantificar as correlacoes totais do sistema, isto é, as corre-
lacoes classicas mais as correlacoes quénticas, iremos usar a informacdo mitua,
definida na se¢do anterior.



2 Banho térmico devido a aceleracao

2.1 Introducao

O efeito que iremos estudar nesse capitulo é o chamado efeito Unruh, que foi
proposto por William George Unruh em 1976 [9]. O efeito, embora curioso, é
uma consequéncia natural da Teoria Quéantica de Campos e consiste em utilizar
a interpretacao usual de particulas de um campo quantizado para mostrar que
dois referenciais com aceleracao relativa constante discordam quanto ao estado
de vacuo do espago-tempo. Fazemos isso pelas transformagoes de Bogolyubov,
que levam os estados quanticos de vacuo de um referencial inercial a estados
térmicos de um referencial acelerado. Nos baseamos no Livro de V. F. Mukhanov
e S. Winitzki [9] para desenvolvimento matemadtico e conceitual. Estudamos as
transformacoes de Lorentz no livro de J. D. Jackson [10] e focamos nos resultados
promissores de I. Fuentes em suas notas de aula em 2010 [11].

A linha de mundo de um referencial é a trajetoria espago-temporal que ela
descreve e ela pode ser parametrizada pelo tempo proprio deste mesmo referen-
cial. Escrevemos a linha de mundo (ou quadri-vetor posi¢do) como

= (t,3,y,2).5

Derivando com relacao ao tempo préprio obtemos o quadri-vetor velocidade e o
quadri-vetor aceleragao

dat . d?at PR

e =gt =ovt = (t,2,9,2) e e =it =a" = (t,4,7,%).
De fato iremos simplificar um pouco e usaremos somente as duas primeiras
coordenadas (t,z). A parametrizagdo pelo tempo proprio implica em

i = (v,7v,0,0)

dx dt 1 . .
onde v = —, vy = — = ——— e ja estamos assumindo que as coordenadas y

dt dr V1 —'U2

e z permanecem constantes durante o movimento.

2.2 Referenciais nao-inerciais

Queremos estudar as relagoes que existem entre referenciais nao-inerciais. Ire-
mos estudar o problema onde um dos referenciais permanece inercial enquanto
o outro referencial tem aceleragdo constante em relacdo ao referencial inercial
adotado. Definir a aceleracdo constante nao é tdo imediato como na mecanica
classica e entao fazemos o uso de um novo conjunto de referenciais: os referen-
ciais co-méveis, um referencial co-moével para cada tempo ¢. Deles, temos que
a aceleracao propria do referencial acelerado é, por definicao, o vetor @ medido
no referencial co-movel em ty. As seguintes convegoes serdo adotadas:

e O referencial inercial tem coordenadas (¢, z);

5 Ao descrever o espaco-tempo relativistico, estamos usando duas convencdes: a assinatura
da métrica é (1, —1,—1,—1); e estamos usando o sistema de unidades no qual a velocidade da
luz ¢ =1.



e O referencial acelerado tem coordenadas (7, x);

e O referencial co-movel tem coordenadas (t.,z.) e ele estd definido somente
para o tempo tg.-

A parametrizacdo pelo tempo préprio implica em v*v, = 1. No referencial
co-moével definido no tempo 7y, que corresponde ao mesmo instante de tempo
to, temos

x*(19) = (70,0,0,0)

entao
v (79) = (1,0,0,0).

Derivando v*v,, = 1 temos
Iz By —
a’v, +v"a, =0

entao
a'v, =0
logo
t(m0) =0
. ) . ) ) . dic
no referencial co-moével. No referencial co-movel também temos que ¢t = e

Agora queremos mostrar que a aceleragdo ¢ a mesma no referencial inercial e
no referencial co-movel.

Bat (o) 1d(1det\ 1Pt Ldet d (1
dt2  dt.\dt. ) idr\i dr ) {2 dr? i dr dr\i
Queremos calcular isso em 7 = 79 mas () = 1 e

(L)t
dr i(TO) N iQ(TO) dr

Pat Pat
2 dr?

= —i(19) =0

T=T0

entao

como queriamos.

E importante notar que mesmo que v* = (1,0,0,0) no referencial co-mével,

dv* )
at = a # 0 pois temos um referencial co-movel para cada tempo 7.
T

Uma vez que a aceleragdo esta restrita ao eixo x temos a* = (0,a,0,0) e as
coordenadas y e z permanecem constantes durante todo o movimento. Entao
sO precisamos encontrar as fungdes ¢(7) e x(7) para descrever o movimento
completo, para isso usamos os invariantes escalares:

vhy, =1 e ata, = —a?.

Deles encontramos as relagoes

. dz
— .2 o
t=V1+zx e 1+i:2—ad7.
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Integrando a segunda encontramos
a(T —79) = sinh ™! (&(m)) — sinh™* (¢(70))-

Mas usando as condigoes iniciais 79 = 0 e Z(79) = 0 e a primeira relagio,
encontramos
t(7) = cosh(ar) e #(7) = sinh(ar).

Integrando novamente, obtemos
1 1 1
t(r) = t(0) + p sinh(ar) e  z(r) =x(0) — o + - cosh(ar).

Para obter uma forma mais simples para a linha de mundo podemos usar as
condigdes iniciais ¢(0) = 0 e z(0) = % e obter

1 1
t(r) = —sinh(ar) e x(1) = = cosh(ar).
a a
Dessa relacao vemos que referenciais acelerados movem-se em hipérboles espagco-
temporais em um diagrama (¢, x).

2.3 Transformagao de coordenadas

Queremos encontrar a transformacdo entre as coordenadas inerciais (¢,z) e
as coordenadas aceleradas (7, x). Para isso, suponha que o referencial acelerado
carrega uma barra de medi¢do (ou uma régua) de tamanho X com uma das
extremidades na origem. No referencial co-mdvel a barra de medigio é represen-
tada pelo vetor s# = (7, x0) — (7,0) = (0, x0) pois a medigao das extremidades
deve ocorrer no mesmo instante de tempo. No referencial inercial descrevemos
a barra de medicao usando o vetor s* e para encontra-lo primeiro apresentamos
as transformagoes de Lorentz

t' =t —vzx)

¥ =y(x —vt),

que deve ser entendida como sendo a transformacao de um sistema de coorde-

nadas parado (¢,x) para um sistema de coordenadas (2/,t) que adquire uma
. ~ . / ~

velocidade v. Entao temos que a matriz A“u que descreve a transformacao

! ’
- A“ch”

A = LA
# v
No entanto nos interessa a transformacao inversa

h = (Afl)“#,x“

s6 pode ser a matriz

’

que representa a transformacio de um sistema de coordenadas (¢',z') que ad-
quire uma velocidade v para um sistema de coordenadas parado (¢,z). Facil-
mente encontramos que a matriz inversa é

ar=( 1)

11



Logo,

(2)=(% 7)),

Usando as relagoes exibidas na introducao, que descrevem o quadri-vetor velo-
cidade na parametrizagao pelo tempo proprio & (1) = (¢, &) = (v, yv), e 0 vetor
que representa a barra de medicao, podemos escrever

s\ _ ([t @ 0\ _ ( @xo
st )\ i i xo ) \ txo )’
Entdo s = @xg e s' = fxq.

No referencial inercial temos que a extremidade da barra de medicdo se
relaciona com as coordenadas do referencial acelerado por

tir,x) =t(r) +s° e x(r,x) =z(r) + s
Considerando uma régua de tamanho arbitrario xo = x temos

dx dt

Hro) =)+ 5x e alr) =aln) + Tx

Usando a linha de mundo do referencial acelerado com as condigbes iniciais ja
escolhidas obtemos a transformacao de coordenadas entre o referencial acelerado
e o referencial inercial

1+ayx

(7, x) = sinh (a7) com t(0) =0
a
1 1
z(7,x) = X cosh (ar) com z(0) = —.
a a

Facilmente encontramos as transformacoes inversas

1 r+t
T(t,a:):%hlmit

1
toa) =22 — 12 — =,
x(t, x) T "

Se analisarmos o dominio e a imagem dessas func¢des de duas variaveis, percebe-
mos que as coordenadas do referencial acelerado nao sao capazes de descrever
todo o espago-tempo descrito pelas coordenadas do referencial inercial. Isso
acontece porque a funcao logaritimo nao esta definida para varidveis nulas ou
negativas no corpo dos reais, assim como a fungao raiz nao estd definida para
varidveis negativas no corpo dos reais. Logo, essa mudanca de coordenadas s6
descreve uma parcela do espago-tempo que é descrito pelas coordenadas do re-
ferencial inercial. Nesse caso, dividimos o espago-tempo em duas regides, uma
acessivel ao referencial acelerado com aceleracdo a e outra, acessivel a outro
referencial acelerado com aceleracdo —a. Ambas regides do tipo-espaco quando
vistas do referencial inercial.
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2.4 Meétrica do espago-tempo plano nao-inercial

Nesta secao queremos usar as transformacoes de coordenadas obtidas na se¢ao
anterior para encontrar a métrica do espago-tempo vista por um referencial
acelerado. Estamos considerando o espaco-tempo sem curvatura, ou seja, em um
referencial inercial a métrica para esse espago-tempo é a métrica de Minkowski

€ se escreve
ds? = dt? — da?.

Usando as transformgoes de coordenadas

1 1
t= Itax sinh (a7), x = ~tax cosh (ar).
a

e calculando as diferenciais
dt = (1 + ax) cosh (a7)dr + sinh (a7)dy

dx = (14 ay) sinh (ar)dr + cosh (aT)dx
dt*> = (14 ax)? cosh? (a7)dr? +sinh? (a1)dx? + (1 + a7) sinh (a7) cosh (a7)drdy
dz® = (a + ax)? sinh? (a7)dr? + cosh (ar)dx?* + (1 4 a7) sinh (a7) cosh (aT)drdx

obtemos a métrica do espaco-tempo plano nas coordenadas de um referencial
acelerado com aceleragao a:

ds? = (14 ax)?dr? — dx?,

conhecida como a métrica de Rindler.

No caso de uma tnica coordenada espacial, queremos escrever a métrica de
Rindler g, numa forma conforme, isto ¢, queremos que a métrica de Rindler
seja apenas uma mudanca de escala local da métrica de Minkowski 7,,,,, ou seja

uv = QQ (330)77/“/-

Onde Q? é o fator conforme que procuramos. Um dos interesses em encontrar
essa tranformacao conforme é que esse tipo de transformacao deixa as curvas
nulas invariantes®. Assim, curvas nulas em uma dada métrica sio as mesmas
em uma outra métrica conformalmente transformada. Outro interesse vem da
simplificacao das contas para o caso bidimensional que iremos comentar mais a
frente.

Observando a forma da métrica de Rindler, procuramos uma nova coordenada
espacial £ tal que dx = (1 + ax)d¢ para podermos obter em seguida

ds® = (1 + CL)<(§))2(CITT2 — de?)

6Curvas nulas sdo as trajetérias espaco-temporais descritas por particulas sem massa. O
conjunto dessas curvas forma aquilo de chamamos de cone de luz para o caso inercial. Para o
caso acelerado, esses cones se inclinam formando outro tipo de superficie mas com as mesmas
caracteristicas de causalidade dos cones.
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com o fator conforme desejado. Podemos integrar a equagao na forma diferencial
da nova coordenada

_ _dx

~ 1+ay

dg§
para obter
1
&= aln(1+ax).

O fator conforme escrito nas novas coordenadas é

(1+ax(§)) = e*.
Portanto podemos escrever a métrica de Rindler
ds® = e**(dr® — d&?)

e a nova transformacao de coordenadas

t(r, &) = %e“g sinh (a7), z(1,€) = ée“g cosh (aT).

2.5 Equagoes de movimento do campo escalar sem massa

A interpretacao de particulas surge naturalmente quando quantizamos o campo
no formalismo canonico [9]. Iremos quantizar esse campo no referencial acele-
rado e no referencial inercial na préoxima segao. Em seguida, iremos comparar
o contetdo de particulas de um estado do ponto de vista de cada um dos re-
ferenciais. Nessa secdo vamos obter as equacbes de movimento de um campo
escalar sem massa. As particulas desse campo devem ser interpretadas como bo-
sons neutros sem massa. Se quiséssemos entender o comportamento de elétrons
ou fotons nesses referenciais, deveriamos quantizar um campo de Dirac ou um
campo de Maxwell, respectivamente. Mas iremos seguir na linha de raciocinio
dos bosons neutros sem massa por simplicidade.

A acdo de um campo ¢ escrita nas coordenadas do referencial inercial é

Slota,t)) = 5 [ dtdoy/= et (0,6)(0,9),

Fazendo a transformagio conforme g,,, = Q21,, calculamos det g = Q*detn
entdo /— det g = Q?/— det 7 e a métrica inversa g"* = Q~2n"¥. Dai escrevemos
a acao do campo ¢ nas coordenadas do referencial acelerado

Slot. ) = 5 [ drdgy/=det g™ (9,0)(0,9),

=L [ et e 0,600,0

e os fatores conformes se cancelam. Logo, temos a mesma agdo para ambos os
referenciais e, portanto, mesmas equagoes de movimento.
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Concluimos que a teoria de um campo escalar sem massa em um espagco-
tempo bidimensional possui uma representacdo conforme. A invariancia con-
forme causa uma grande simplificacao da teoria bidimensional, mas note que
em quatro dimensoes o campo escalar nao é conformalmente acoplado devido a

V—det g = Q*/—detn.
Procuramos um extremo desta acao fazendo

05 =0

1

— 5 [ o] @ - @0 |asta

onde 2z =t e ' = x no referencial inercial e z° = 7 e 2! = ¢ no referencial
acelerado.

5S = / [(ao¢)305¢— (aqu))alaqs} daldxt.

Podemos integrar parcialmente cada termo dessa integral para obter
58S = / [ — 00(0p®)dp + 04 (61¢)(5¢} dz'dxt + termos de fronteira.

Iremos desprezar esses termos de fronteira argumentando que a acao nao varia
nos extremos, isto é, conhecemos as condicoes iniciais e condi¢bes de fronteira
do campo ¢.

5S = / [— D2+ afgz)] Spdax’drt =0
entao obtemos as equagoes de movimento, uma para cada referencial

o o Po_ P
o2 02 orz 02
Para obter a solucao dessas equacoes é necesséario escolher as condigoes de
fronteira para o campo ¢. Nos interessa ver o campo em todo o espaco, ou
seja, queremos que a coordenada espacial varie de —oo até +o0o0. Formalmente,
se quisermos descrever o campo em todo o espaco devemos impor as condigoes
de fronteira nas quais o campo seja zero para um dado L finito. Apods obter
a solugao, tomamos o limite para L tendendo ao infinito. Para o caso onde o
espaco é limitado, obterfamos ondas senoidais expressas por senos e cossenos
com vetor de onda dado por

2mn
k= —
L b

onde n é um namero inteiro. Dessa forma, o numero de onda k£ é um multiplo de
inteiro e os estados sdo contaveis. Quando tomarmos o limite para L tendendo
ao infinito a diferenca entre dois valores de k se torna zero e entdo teremos que
o nimero de onda k pode passar a valer qualquer niimero real.

Nesse trabalho, iremos tratar de maneira nao-formal, de modo que ja to-
maremos o limite para o espaco infinito de antemao, onde o ntmero de onda
k pertence aos nimeros reais. Mais a frente, quando precisarmos contar os es-
tados, usaremos a aproximagao onde o espago é muito grande, mas finito. Isso
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nos permitira contar os estados e construir o espago de Fock associado a eles. O
leitor que ainda nao a viu a solucao de ondas num espaco limitado deve recorrer
a referéncia [9], essencial para a compreensdo do caso que iremos tratar.

Levando em conta essa aproximagao para o espago muito grande, escrevemos
o campo no referencial inercial ¢(¢,z) na decomposigao espacial de Fourier

ot.a) = [ el

e usando a equagao de movimento obtemos

>y,

ot?

Essas equagbes (uma para cada valor de k), descrevem um conjunto de os-

ciladores harmonicos de frequéncia w = |k| e cada ¢, deve ser entendido como

um modo de momentum & do campo ¢(z,t). Esses modos podem ser escritos
usando a base de funcoes

+ k?¢r = 0.

{ 1 wt 1 iwt}
—€ , ——€ .
V2w V2w

Dai escrevemos

1 ) )
Pi(t) = T (akEMt + bke_”’t)

que sdo as solugoes para os modos do campo ¢(t,z). Agora que temos a solugio
para os modos podemos usar a decomposicao espacial de Fourier para obter o
campo. Nos interessa ver o campo ¢ ndo somente como uma funcao do espago-
tempo mas como um operador hermiteano pertencente a um espaco de Hilbert.
Agora trataremos da quantizacdo do campo ¢.

2.6 Quantizacao do campo

Na quantizacdo canonica as coordenadas generalizadas ¢(t) e os momentos
generalizados 7(t) sdo substituidos por operadores pertencentes a um espago
de Hilbert. Em seguida postulamos a relacdo de comutacao de Heisenberg em
tempos iguais para o operador campo e o operador momento 7

[¢(t), 7(8)] = .

Percebemos que com essa nova relagdo a solugdo ¢(t) = 0, que antes era per-
feitamente admissivel para ¢(t), agora nido é possivel pois viola a relagdo de
comutacao de Heisenberg. Esse é o processo para quantizar um dnico oscilador.

Para quantizar um campo, fazemos um processo semelhante, s6 que dessa vez
postulamos a relacao de comutacao para o campo

[0t 2), 7 (¢, y)] = i0(x — y).

7TEstamos usando um sistema de unidades no qual a constante de Planck h = 27 e a
constante de Boltzmann kg = 1.
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Como as variaveis sdo continuas e queremos expressa-las de forma discreta fa-
zemos a aproximacao para o espaco finito. Se quiséssemos ser mais rigorosos,
deveriamos quantizar esse campo dentro de uma caixa com volume finito para,
em seguida, levar os limites da caixa para o infinito obtendo assim a quanti-
zagdo do espaco livre que queremos. O que nos interessa aqui é que os modos
normais de Fourier sejam contaveis, por simplificacdo. Usando a transformacao
de Fourier apresentada na secao anterior, encontramos o conjunto de relagoes
de comutac¢ao para os modos do campo

[ng(t)v 7ATZ (t)] = Zé(k + l)v

uma para cada par de modos k e [.

Definimos os operadores de aniquilacdo e criacdo como

ak(t) = \/g[fﬁk(t) + :‘)ﬁk(t)}
af(t) = \/g [ék(t) - ifrk(t)}

e consequentemente encontramos as relagbes de comutagdo para os operadores
de aniquilacgao e criagdo independentes do tempo

lar, a]] = 8(k —1).
que tém evolugao temporal dada por
ar(t) = ape ™ al(t) = afe™t.

Utilizando essas representacdes para @ e a' o operador modo ¢y(t) pode ser
escrito em termos desses operadores

~ 1 L R .
¢k(t) — ae iwt + a]:kezwt ,
onde escolhemos o indice —k no segundo operador por conveniéncia. Escrevemos

esses modos quantizados na decomposi¢ido de Fourier de ¢(¢,z) para obter o
operador campo ¢(t, z):

d(t,z) = / j%ei%(t)

_ dk 1 eik;p (dke—iwt _’_&T eildt)
V271 V2w -k

e como k € (—o00,00) podemos fazer a mudanga k — —k no segundo termo do
integrando com o objetivo de torna-lo hermiteano:

- dk 1 . o
t,x) = i 67'Lwt+zkz + &T ezwtzkx) )
D= | v < ’ ¢
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Da mesma maneira fariamos para o campo nas coordenadas do referencial
acelerado (7,¢), que naturalmente tem operadores de aniquilagio e criagao di-
ferentes mas obedecendo as mesmas relagoes de comutacao:

. dk 1
R VTV

[br, ] = 6(k —1).

(Bke—itwr+ik§ + i)leiwr—il%) ’

Agora que temos o campo quantizado em ambos os referenciais precisamos
entender como é interpretada a quantidade de particulas de um campo. Em
seguida, encontraremos a transformacao dos operadores de aniquilacio e criacdo
entre os referenciais inercial e acelerado, que é a transformacao de Bogolyubov.

2.7 O ntmero de particulas de um campo

Nesta secao iremos desenvolver a interpretacao da quantidade de particulas
de um campo num certo estado. Sabemos que a energia de um tnico oscilador,
ou no nosso caso, de um modo k do campo, é

1
Enk = (2 + nk>w

lembrando que w = |k| para o campo escalar sem massa. Essa energia vem da
equagao de autovalor da atuacao do Hamiltoniano Hj, de um oscilador no modo
k nos seus autovetores

Hk|nk> = En,k|nk>

A energia de ponto zero é interpretada como a auséncia de particulas, ou
seja, o vacuo. Dessa forma, interpretamos a diferenca entre a energia do modo
k e a energia de ponto zero

AE, 1, =Ep— Eop =ngw

como sendo a energia de n particulas com momentum k. Logo ni é o nimero
de particulas no particular modo k. No entanto nao podemos nos restringir
somente a um modo particular e entdao se tivermos n particulas no modo k e
nenhuma particula nos demais modos escrevemos o estado do campo como sendo

10) @ ...®[0) ® [ng) @ |0)... @ |0)
ou de maneira suscinta
0, ...,0,n,0,...,0)

onde nj se posiciona na k-ésima posicao do vetor. Generalizamos esse estado
para o estado com n; particulas no modo k = 1, ny particulas no modo k = 2,
etc:

|1, no, .y Ny e

Agora queremos mostrar que o operador hermiteano

Ny = alag



é operador que descreve o numero de particulas no modo k no estado |ny, na, ..., g, ...).

Para isso usamos a atuacao dos operadores nesses estados
Gk|Nn1, Ny ey Ny o) = /Mg N1, N2y oy — 1, 000)

ELMnhng7 ey My o) = VN + Lng,no, coyng + 1,200,

Dai
Ni|ni,na, oo, ni, o..) = ng|ng, na, .oy Nk, ...

temos um conjunto de equacoes de autovalor para cada modo k, como procuré-
vamos.

Se quisermos saber o valor médio de particulas num determinado modo k de
um campo no estado |ny, na, ..., N, ...) calculamos a amplitude de probabilidade

(n1,ng, ooy Ny | Ng |01, nay oy gy oo

Veremos adiante que existe uma relacao entre os operadores de amqullagao e
criacao entre o referencial inercial ag, aL e o referencial acelerado bk, b Dessa
forma consideraremos o estado de vacuo visto pelo referencial 1nerc1a1 e usa-
remos os operadores do referencial acelerado para calcular o nimero médio de
particulas. Agora precisamos ficar convencidos que o estado de véicuo visto pelo
referencial inercial ndo é o mesmo visto pelo referencial acelerado.

O estado de vacuo é o estado onde o numero de particulas é zero em todos os
modos do campo, ou seja,
0, ...,0,...).

Dessa maneira, se atuarmos operadores de aniquilagao no estado de véicuo, ne-
cessariamente obteremos o vetor nulo

@xl0,...,0,..) =0 v k.

Esse é o vacuo visto pelo referencial inercial mas ainda nao sabemos como atua
o operador by nesse estado. No entanto, podemos definir o estado de vacuo visto
pelo referencial acelerado da mesma maneira

b0, ...,0,...) =0 vV ok

onde s6 saberemos que [0, ..., 0,...) # |0, ..., 0, ...)" quando encontrarmos, na pro-
xima secao, a relacao entre os operadores ay e by.

2.8 A transformacao entre operadores de particulas

Nesta se¢do obteremos a transformacao de Bogolyubov, que a transforma-
¢ao que relaciona os operadores de aniquilagao e criacao aj e ak do referencial
inercial com os operadores de aniquilacao e criacao by, e IA)Z do referencial acele-
rado. Antes de apresentar a transformacgdo queremos apenas mostrar o que de
fato queremos calcular.

80 simbolo V deve ser lido como "para todo"
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Nosso problema consiste em considerar o vicuo global visto pelo referencial
inercial |0, ..., 0, ...) e utilizar o operador que descreve o nimero de particulas do
referencial acelerado

My, = bl by,

e calcular a amplitude de probabilidade (0, ...0, |ZA)LIA)k|O, ..,0,...) que representa
o numero médio de particulas vista pelo referencial acelerado do vacuo visto pelo
referencial inercial. Escreveremos de forma suscinta o vacuo global

lembrando que, em principio, o vacuo visto pelo referencial acelerado |O)’ é
diferente de |O).

Gostariamos de repetir com outras palavras o que ja foi falado, pois é nesse
calculo que esta a ideia do efeito Unruh. A quantidade

(M) = (O|b}bi|O)

representa o nimero médio de particulas que o referencial acelerado é capaz de
detectar dado que o referencial inercial estd imerso no vacuo global. Entao s6
precisamos saber como atua os operadores by, e b). nos estados de vacuo |O).

Para encontrar as transformacoes de Bogolyubov introduzimos novos sistemas
de coordenadas conhecidos como coordenadas do cone de luz. Para o referencial
inercial fazemos a mudanca

u=t—ux v=t+zx
e para o referencial acelerado
nw=r— § vV=T-++ f

Para encontrar as relagoes entre as coordenadas do cone de luz do referencial
inercial e as coordenadas do cone de luz do referencial acelerado usamos as
relacoes j& apresentadas na secao 2.3

1 . 1
t = ~e*sinhar x = —e* coshar
a a
e obtemos
1 —ap 1 av
u=——e v = —e.
a a

Podemos calcular a métrica ds? = dt? —dxz? nessas novas coordenadas calculando
as diferenciais dt(u,v) e dx(u,v) para obter

ds* = dudv.
E calculando as diferenciais du(u,v) e dv(p, v) encontramos a métrica

ds® = eV dpudy.
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Vamos escrever o operador campo

¢(t iE (&ke—ik|t+ikw+a i|k|t— zkac)

7= /.7

nas coordenadas do cone de luz; onde ja substituimos w = |k|. Para isso, convém
desaparecer com a fun¢ao médulo dividindo a integral em duas partes, uma para
k < 0 e uma para k > 0:

1 [0 dk

Var | /2K

1 Codk (. arike | At iktikr)

4— —— | ape +a.e .
Vor /o V2k < : g

Na primeira integral podemos trocar k por —k o que muda o limite inferior de
—00 para oo, consequentemente trocamos dk por —dk, o que nos permite mudar
a ordem dos limites de integracdo e obter, ja nas novas variaveis (u,v)

~ 1 < dk R _ikv T ikw A~ —iku A~ zku)
U, V) = —— — | a_ge +a_ e +age +a .
Pluv) m/o \ﬁzk< ‘ ¢

Fazemos o mesmo para o campo (ZAS(T, €) para obter

(b(t IE) <d 1k:t+zk:w+ T iktikw>+

" 1 < dk ~ —ikv 2 iky 7 —q 7t i
¢(p,y):\/727r/0 m(b_ke k —l—bikek + bre k”—i—bEe k“).

Como u e v sdo variaveis independentes, assim como g e v sdo variaveis
independentes, além de termos o mesmo campo em qualquer das varidveis
q@(u,v) = qZA)(,uy). Podemos igualar, separadamente, os termos de frequéncia
positiva e os termos de frequéncia negativa. Igualando os termos de frequéncia
positiva

75 (e i) = o [0 (et i)
o —(age™""" +a e ) = — —— | bpe " + b e ).
27‘1’[) 2k<k k 27T' 0 m F k

No primeiro termo podemos escrever a varidvel u em termos da variavel p
e, em seguida, calculamos a transformada de Fourier de cada termo numa nova
variavel [. No primeiro,

P [ | (e vl

mas u = — e~ entdo

©du [ dk E I
/ = / {ak exp (zl,u + Z* ) + d}; exp <ilu — iae‘”‘ﬂ .

Dai definimos os coeficientes de Bogolyubov
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1 /1 [ k
= — — ) o aM
Kl 5 \/;/_ dp exp (zl,u + zae )
1 /1 [ k
= — — , _ g _pTap
Bri 5 \/;/_OO dp exp (zlu i—e )

para obter uma forma mais simples para o primeiro termo

A * dk |k
P= /% |ama + a*.].
/0 AR { k1x + Bridy,
Agora calculamos a transformada de Fourier do segundo termo
. S T S Y Y SR
S:/ il / (b e—zk/t+bTelk/L>
RV L/% o VaE\" k
< dk R Cll“(i)kei(l_k)”-‘v-éiei(Hk)#)

“) vl

mas lembrando da transformada de Fourier inversa da fungao delta de Dirac

o
5(k—1) = i/ dpe= k=0

271— — 00
L1 ™ dk . -
= — 72 —
S=5: | 75 W(bk(S(l k)+bk6(l+k))

e o segundo termo da integral desaparece pois a funcdo §(k + 1) é zero nesse
dominio de integracao. Dai escrevemos
. ©  Jk .
S = —=bio(l — k
;= (I—k)
1

V2l

Retornando na igualdade dos termos de frequéncia positiva onde tomamos a
transformada de Fourier em ambos os lados

by.

P==5S

[ Lo ] = L
Omklk klQy, \/ﬂl
I

e finalmente obtemos o operador by—; em termos dos operadores ay, e a;,

. o0
by = / dk (Oékldk + ﬁkl@)
0

e seu conjugado hermitiano EZ:l
R o0
b = / dk (aizdl + @l&k‘)
0

22



onde

1 /1 [ k
= f/ dpexp | ilp +i—e
2V k J_o a
1 /1 [ k _,
] i — i e an
277\/;/_ dp exp (zlu i—e >

Que era a transformagao que procuravamos. Desse modo, sabemos como atuam
os operadores by e b nos estados de vacuo exatamente porque ja sabemos como

atuam os operadores ay e aL nesses estados.

2.9 A aceleragao cria particulas

Nessa ultima segao gostariamos de calcular o ntimero médio de particulas
(Mp) no modo k = [ que o referencial acelerado percebe dado que o referencial
inercial esta imerso no vacuo descrito por |O). Essa quantidade é dada por

(M) = (O|M,]0).

Mas Ml = ZA);rlA)l

- l/oo dk (oz};ld;rc + 525&1@)] [/OO ds (asl&s + ,ledl)]
0 0

o0 oo
- / / dkds (a,’;laslazas +afBaalal + B agaras + B ﬁslakai).
0 0

Relembrando a atuagao dos operadores nos estados de vacuo

ax|0) =0 — (ako>>T = (Ola} =0

T
atlo) =10,...,0,14,0,...) < (a;|o>> = (Olag = (0, ..., 0, 11, 0...|
onde 1, significa o vetor |1) na posigdo k, ou seja,
0,10,0, 15,0, ) = [0) 24D @ 1) & [0

Agora calculamos

oy = ol [ [ anas (azlaszalasmzlﬂsza,tai+ﬂzlaszak&s+ﬂzlﬁszakai)|0>
0 0

= / / dkds (a,";lasl<0|dlds|0> + 0[}21551<0|5LL&1|0> + B0 (Ol agas|O)+
o Jo

i Olinaljo) )
usando a atuacgao dos operadores no estado de vacuo

(Olafas|0) =0
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(0la}al|0) =0
(Olagas|O) = 0
(Olaral|o) = (0, ...,0,1%,0,...]0, ..., 0,14,0,...) = 6(k — s)

encontramos

oy = [ [ avdsgipasti - )

Z/ dk|Bri|*.
0

Efetuar o caculo dessa integral ndo é nada simples e levamos o leitor aos
exercicios resolvidos 8.2 e 8.3 da referéncia [9], esses exercicios naturalmente
levardo o leitor também ao Apéndice A desta mesma referéncia. No entanto,
tentaremos esbocar alguns passos da solucao.

Usando a relagio de comutagao para os operadores de particulas no referencial
inercial
lay,a]] = 8(k — 1)

podemos calcular a relacao de comutacgao para os operadores de particulas no
referencial acelerado o
5(k —1) = [b, b]]

— U ds <askas+ﬁska1>,/ dr (a:l&i—kﬁjldrﬂ
0 0

= / / dsdr <aska:l [as0)] + aanBilasty] + Bsxarylal, al] + Bsk By lal, dr])
0 0

= /OO /OO dsdr (ozskozf.l(S(s — 1) — BskBmo(s — 7")>
o Jo

:/ d8<aska§l—ﬁskﬂ§l)~
0

Agora usamos esse comutador para k = [ *

50 = [ as(Jaal? = 8.

Onde agora s precisamos encontrar uma relacdo entre os coeficientes de Bo-
golyubov ag e Bs e veremos que, naturalmente, o numero médio de particulas
(M},) estard determinado.

9A divergéncia associada ao fator §(0) sera discutida adiante.
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Primeiro vamos expressar o coeficiente

1 (o)
Qg = \/T/ dpexp | ilp + iﬁe_‘”‘
2nV k J_ a

na forma de uma funcgao I', para isso fazemos a mudanca de variavel x = e~ .
Tomando a diferencial encontramos dy = —a~'e* dx. Dai obtemos

1 \/T/Wd Cay ok,
gl = —1\| — xxT e ew .
M oma N k 0

A funcao I de uma variavel x € definida por

F(ac):/ t" e tdt,
0

que é uma generalizagdo da funcdo fatorial para qualquer valor real de z. A
forma que obtivemos para o coeficiente de Bogolyubov é

1 I [
N d o—1_—pz
(&%) oma \/;/0 XX €

com ¢ e p puramente imaginarios o = —% ep= —%. Fazendo a mudanca de

varidveis y = px e calculando a diferencial dx = p~'dy obtemos

1 o
oo =5/ 20T
Qop 9ra pp (o)

e como p~? = e~ 7P reescrevemos

L [%—omop(y),

Qpp = ——
7 27ma p

Agora precisamos usar alguns resultados da teoria de varidveis complexas uma
vez que a fung¢io logaritimo tem seu argumento puramente imaginario. Escre-
vendo p = A + iB escrevemos a funcio logaritimo como '°

B
(A +iB) =In|A+iB| + i(signB) tan™" %

que s6 vale para A > 0. Mas é 6bvio que, se olharmos para p, vemos que A =0
e a integral diverge em x = 0. Portanto vamos procurar o limite de distribui¢ao
dessa integral, fazendo

o=——+¢€ p=——=+c¢€
a a

onde € > 0 e em seguida tomaremos o limite para e tendendo a zero. Dai
calculamos

Inp=1In (e - Zf) =1In <\/l;z + e2> +i(sign(—k/a)) tan™! (i)

10A fungdo sinal de uma variavel x é definida como sendo sign(z) = 1 se z > 0 e sign(z) =
—lsexz<O0.
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Assumindo que a aceleragdo a > 0 e fazendo € tender para zero obtemos

Inp=1In

’;‘ - ig(sign(k)).

Observando a forma dos coeficientes de Bogolyubov obtidos na forma integral
da se¢do anterior, percebemos que S s6 difere de aj; por uma mudanca no
sinal de k exceto na raiz m, ou seja, ay; tem (sign(k)) = +1 e By tem
(sign(k)) = —1. Retornando as antigas variaveis k e [ podemos reescrever os
coeficientes de Bogolyubov numa forma interessante

o JWE UL Y
M ora kXp a a 2a a
k I 1l
—— | —=.

Qa] < a)

1 \ﬁ il
=—4/—-exp|—In|—
B oma V kP {a
Entao, finalmente, encontramos a relagdo entre os coeficientes

a

7l
ag; = e By

Todo esse trabalho que tivemos para expressar os coeficientes de Bogolyubov
servird para efetuar o calculo da integral do nimero médio de particulas

(M) :/0 dk|Bri|?.

Para isso, ja usamos as relagoes de comutacao entre os operadores de particulas

para encontrar que
50 [ dk(mm? - ww)
0

e usando a relacdo que obtivemos entre os coeficientes

6(0) = /0 dk(€T|5kl|2 - |5kl|2)

Por fim chegamos na expressao

(M) =

A primeira vista esse ndo parece ser um resultado muito satisfatorio pois o
ntimero médio de particulas diverge. Isso ocorre porque quantizamos o campo ¢
no espaco livre infinito e §(0) representa o volume deste espago. Se tivéssemos
quantizado o campo num espaco finito, por exemplo numa caixa, entao ao invés
do fator divergente §(0) teriamos um fator proporcional ao volume desse espago.
No entanto, podemos calcular a densidade média de particulas nx no modo k

26



desse campo usando que o nimero médio de particulas é a densidade média de
particulas vezes o volume do espaco. Ou seja, a densidade média de particulas
no modo k é dada por

O vacuo Acabamos de concluir que o referencial acelerado é capaz de detectar
uma densidade de particulas enquanto o referencial inercial ndo é capaz de
detectar particula alguma. Entdo vemos que o vacuo descrito pelo referencial
inercial |O) é diferente do vacuo descrito pelo referencial acelerado |O)'. Uma
pergunta natural que surge é: qual é o vacuo correto? Para isso imaginamos
que qualquer um dos referenciais pode ter um aparato que extrai toda energia
das particulas e prepara, em seu proprio referencial, um estado de vacuo. Nesse
caso, um referencial acelerado ir& preparar o estado |O)’ enquanto um referencial
inercial ir4 preparar o estado |O). Somente os observadores que tém mesma
aceleracao do referencial acelerado concordardo que o estado de vacuo é |O) e
somente observadores inerciais concordarao que o estado de vacuo é |O). Logo,
nao existe um estado de vacuo correto, o que existe é uma interpretacao relativa
desses estados. A escolha decisiva do estado de vacuo deve ser determinada
por experimento de forma que as predigoes tedricas concordem com os dados
experimentais.

A temperatura de Unruh A densidade de particulas de um gés de bdsons
com energia F é dada pela distribuicao de Bose-Einstein

onde podemos indentificar a temperatura 7' com a quantidade 5-. Nas unidades
do sistema internacional obtemos a temperatura de Unruh como

h a

- kpc2n’

onde kp é a constante de Boltzmann. Uma interpretacao fisica desse efeito vista
do referencial inercial é que o detector acelerado estd acoplado com os campos
quanticos e perturba os estados ao longo de sua trajetéria. Essa perturbacao é
muito pequena mas como resultado o detector registra particulas. As particulas
registradas sao reais e a energia dessas particulas vem do agente que acelera o
detector [9].

Agora queremos exibir um exemplo que sugere que o efeito Unruh é uma
maneira muito ineficiente de produzir particulas pois a energia gasta pelo agente
que acelera o detector é exponencialmente grande quando comparada com a
energia das particulas registradas. Vamos considerar o exemplo onde temos um
copo de 4gua numa plataforma com aceleracao constante e queremos saber qual
a aceleracao necessaria para a adgua aumentar sua temperatura em um grau
Kelvin. Usando a férmula da temperatura de Unruh e as constantes universais
envolvidas vemos que a aceleragao necessaria para que um banho térmico de
um grau kelvin atue nas vizinhancas do copo de dgua devido ao efeito Unruh é
a~2,45.10*'m /s?!
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Movimento genérico Referenciais com aceleracao varidvel irdo, em geral,
detectar particulas no vicuo, porém com um espectro nao-térmico. Para uma
trajetoria genérica é muito complicado construir os referenciais co-méveis. Entao
podemos considerar um modelo quantico de um detector acoplado com o campo
e em seguida computar a probabilidade para obter um estado excitado desse
detector. Calculos desta espécie foram feitos pela primeira vez por W. G. Unruh
e podemos encontré-lo no livro de Birrell and Davies, §3.2.
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3 Espaco-tempo gerado por uma massa gravi-
tante

3.1 Introducao

Neste capitulo queremos mostrar como é abordado o problema do campo gra-
vitacional de uma massa estatica de acordo com a teoria moderna da gravitacao.
Quando encontrarmos a solucao para a equacao de movimento de Einstein, ire-
mos notar que essa solucao é tinica e independente do tempo, caso seja adotada
a simetria esférica, esse é o teorema de Birkhoff e a solucao é a famosa mé-
trica de Schwarzschild. Também iremos notar que existe uma singularidade
nesta solugao e essa singularidade nos conduzirad ao estudo dos buracos negros.
Esses buracos negros serdo muito interessantes mais a frente quando compa-
rarmos o espago-tempo visto por um referencial com aceleragdo constante com
o espago-tempo do buraco negro. A solu¢do que iremos apresentar é a solu-
¢ao mais simples, onde a massa que gera o campo estd estitica e nao possui
carga. Existem outras solugoes para o espago-tempo, como a métrica de Kerr,
que considera a massa girando em torno de um eixo, assim como a métrica de
Reissner-Nordstrom, que considera a massa carregada com uma carga elétrica.
Outra solu¢do muito interessante é a solugdo cosmologica de de Sitter que leva
em consideracao a expansao do universo, ou a anti-de Sitter, que considera o
universo em contracao. Uma solucao também muito interessante é a métrica de
Nariai, que contempla as solucoes de de Sitter e Schwarzschild juntas.

Néao pretendemos aqui explicar a teoria da Relatividade Geral, mas expor as
ideias bésicas do espaco-tempo de uma massa gravitante estatica e sem carga.
A referéncia que nos baseamos para desenvolvimento matematico e notacao foi
o livro de S. Carroll [12] e buscamos a demonstragdo para o teorema de Birkhoff
no livro de M. Carmeli [13].

3.2 Dinamica do espacgo-tempo

A teoria da gravitacdo moderna de Einstein considera o espago-tempo como
uma variedade diferenciavel dindmica. A estrutura do espaco-tempo é governada
pela distribuicao de matéria e energia 7T),, e, simultaneamente, o movimento das
massas é descrito pelas geodésicas desse espago-tempo. O campo gravitacional
guv € o produto interno do espago tangente em cada ponto da variedade. Dai
escrevemos um elemento infinitesimal da linha de mundo como !

ds?® = Guvdxtdx”

onde 7# = (2%, 2!, 22, 23) sdo as coordenadas escolhidas para descrever o sis-

tema. E importante notar que g,,, assim como ds?, sdo grandezas locais, ou
seja, sdo funcdes do espaco e do tempo. As duas quantidades sdo igualmente
conhecidas como a métrica do espaco-tempo.

H Estamos adotando a convencdo de Einstein dos somatoérios serem substituidos por indices
que se repetem.
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A equacao que relaciona a estrutura do espaco-tempo com a distribuicao de
matéria nele contido é a equacao de Einstein

1
R, — ERgW =81GT ).,

onde T}, é o tensor energia-momento da distribui¢do de matéria e energia,
G uma constante, I, ¢ um tensor construido com as derivadas de g,, e R ¢
simplesmente o trago de R,,,. O tensor de Ricci R, envolve derivadas primeiras
e segundas da métrica, logo, a equacao de Einstein, que é uma equacao tensorial
simétrica, nos leva a 10 equagdes diferenciais de segunda ordem acopladas.

Com a equagao de Einstein em maos nos perguntamos se podemos resolvé-la
exatamente. Antes de responder exibimos o tensor de Einstein

1
G,UJ, = RMV — QRQNV’
a equacao de Einstein escrita com ele

G = 81GT,,

e nos voltamos para a solucao mais simples: a solucao de vacuo.

3.3 Solucao de vacuo

Para encontrar a solucao de vicuo fazemos desaparecer o tensor energia-
momento

T,, = 0.

Isso é equivalente a escrever R, = 0 porque podemos aplicar a métrica inversa
na equagao de Einstein e obter

14 1 14 v
R, — §R6M =81GT,
e tomar o trago fazendo p = v:

R - %R.él =8rGT = R = —8nGT.

Dai substituimos a expressao que encontramos para R na equacao de Einstein
para obter

1
RMV = 87TG (TMV — 2Tg;,w>

e vemos que R,, =0se T,, =0.
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Resolver a equagao R, = 0 requer que mostremos a relacdo entre R, € g,,:

A A A A
R,LLV = 6,\FW, - aVFAM + FAPFZV — FVPF/))\H
onde
1
FZV == 5

é uma densidade de tensor conhecida como simbolo de Christoffel. Essas equa-
¢Oes estao escritas numa forma um pouco suscinta, conhecida como notacao de
Einstein. Na notacao usual escreveriamos

gp)\( - a)xg,uu + auguA + 81/9A,u)

3 DY A 3
or or
_ Z Nz AL 2 : A A P
R;,uj - ~ ax)‘ - a:[,’y + pard (F}\p f”’ - FVPF)\H> 5

3
1 ag v agu)\ ag}\
e == 29 © k.
me 2 /gog ( oz + Dar | Dav

A solucdo de vacuo deve ser entendida como sendo o campo gravitacional
na auséncia de matéria, ou seja, estamos considerando o campo gravitacional
externamente & distribuicdo de matéria que gera o campo. Ou simplesmente
considerando a massa que gera o campo como pontual de forma que a distri-
buicao nao engloba algum volume. O caso mais simples é o caso de uma massa
gravitante, que gera um campo com simetria esférica, por primeiros principios,
pois esperamos que o campo gravitacional s6 dependa da distancia & massa.

3.4 Simetria esférica

Estamos interessados em encontrar a métrica do espago-tempo gerado por
uma massa que, por simplicidade, colocamos na origem. O campo gravitacional
dado por essa métrica deve depender somente de sua distancia & massa por isso
exigimos a simetria esférica. O espago vazio claramente possui simetria esférica
e partimos dele para encontrar essa simetria.

A métrica de Minkowski ds? = dt? — (dx? +dy? + dz?) escrita em coordenadas
esféricas x = rsinfcos ¢, y = rsinfsin¢, z = rcosf é a métrica

ds® = dt* — dr® — r*(d6? + sin® 0d¢?).

O termo d? = dh? + sin® 0dp? é a métrica de uma esfera unitaria e queremos
que esse termo seja 0 mesmo na métrica de uma massa gravitante, portanto
sugerimos a forma

ds® = fi(t,r)dt? — fo(t,r)dr® — r?dQ?

para esse espaco-tempo.
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3.5 A solucgao é tinica

A solucao de vacuo esfericamente simétrica para a métrica é unica, e ainda
mais, ela nao depende do tempo. Esse é o teorema de Birkhoff e a solugao é a
famosa métrica de Schwarzschild

-1
ds® = (1 — 2GM>dt2 — (1 — 2GM> dr? — r2d02.
T T

Para obter a métrica de Schwarzschild a partir da equacao de Einstein come-
camos escrevendo a métrica numa forma geral
ds* = Adt? + Bdr? + Cdtdr + DdQ?
onde cada coeficiente A, B, C' e D é fungao somente do tempo e da distancia r
a massa na origem. Uma nova escolha de coordenadas
t'=1t(t,r) ' =7r'(t,r)

nos permite reescrever a métrica sem o termo cruzado

ds* = fdt'? 4 hdr' + ddQ?.

Escolhendo d de forma que o perimetro de um circulo & uma distancia r seja
27tr, temos D = r2. E escrevemos as funcdes f e h como exponenciais para
obter

ds? = e’dt? — e dr? — r2d0?
onde ja escolhemos a assinatura e retornamos aos antigos nomes das variaveis
sem linha.
Agora podemos usar a equagdo de Einstein no vacuo G, = 0 para obter
as equacgoes para v(t,r) e A(t,r). As componentes ndo-nulas do simbolo de
Christoffel sao

10 10 10\
9, = v, o _ 1ov, 0 _ 292 x-v,

eV 1= 55, 1= 55 ;

1 :}@eu—,\, 1 :laj 1 :1@ LY
0 =359, 3 01 = 579, 1= 55,0 22 ;
I, = —rsin®fe?;

2 L 2 : 3 1 3
iy = pot 53 = —sinfcosf; I'y3= o 'S4 = cot 6.

Multiplicando o tensor de Einstein pela métrica inversa obtemos o tensor de
Einstein misto

14 v 1 1%
G, =R, — S Rs; =0

Usando o simbolo de Christoffel podemos encontrar R,” para encontrar as se-
guintes componentes nao-nulas do tensor de Einstein misto

1 10X 1
G (L1 1



L a10A

1_ - _ 0
CGo = 2¢ T ot '
10v 1 1
1 aftov 1 2 ).
Gy =—e <r6r+7“2)+r2 0
1 v 1[/ov\> 1/0v 0O\ 1 0v O\
2 3 _ - -x|2 7 I e -z =~ o=
Gy =Gy = 2°¢ {8r2+2(8r> +r<87‘ 87") 20r8r}+
Ll [OA 1NN 1avor)
2¢ ot "2\ ot 20t ot |

Dessas componentes obtemos trés equagoes independentes
e (v L1 L _,
r \Or r r2

e (o 1y 1 _
r \Or r r2

oA
— =0.
ot
Somando as duas primeiras encontramos que
v O\
—+ = A= f(t).
o + o 0=v+ f)

Podemos, sem perda de generalidade, fazer uma transformacio na coordenada
temporal de forma a anular a funcido f(t). Essa mudanca é feita fazendo ¢
como uma funcdo arbitraria de uma nova coordenada t'. Apds essa mudanca
voltamos ao antigo nome sem linha. Se v + A = 0 usamos a terceira equagao
% = 0 para mostrar um importante resultado pois % = 0. Acabamos de che-
gar na importante conclusdo que o campo gravitacional esfericamente simétrico
é necessariamente estatico. Podemos integrar as outras equagoes para obter,

finalmente,

k
e =er=1-2
r

onde k é uma constante de integracao a ser determinada. No limite de campo
gravitacional fraco podemos comparar a componente gog com o campo escalar
gravitacional de Newton

_GM

p(r) = "

onde G é a constante gravitacional e M a massa do corpo que gera o campo. No
limite newtoniano a métrica esta relacionada com o potencial gravitacional de
Newton por ggo >~ 1 + 2¢. Logo identificamos a constante de integracdo como
k =2GM dai

-1
ds® = (1 - 2GM>dt2 - <1 - QGM) dr? — r2dQ?
T T

que é a solugao de Schwarzschild.
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3.6 Singularidades

Ao olharmos a soluc¢do que acabamos de obter percebemos que ela diverge em
r=0eemr =2GM. Essas singularidades podem existir devido a uma es-
colha do sistema de coordenadas ou podem existir devido a uma singularidade
da propria variedade. Para o caso r = 0 a singularidade existe na variedade
enquanto a singularidade r = 2GM pode ser contornada mudando-se para um
sistema de coordenadas conveniente. Mas essa singularidade, que é caracteris-
tica da escolha das coordenadas de Schwarzschild, nos diz algo a mais. Ela
define o horizonte de eventos desse espaco-tempo e resulta, por exemplo, do
colapso gravitacional de uma estrela extremamente densa.

3.7 Buraco negro

Em mecanica classica, é possivel imaginarmos a existéncia de estrelas que nao
emitem luz. Para isso basta que a velocidade de escape desta estrela seja igual
a velocidade da luz. Para uma estrela arbitraria de Massa M e raio r qualquer
corpo em sua superficie com velocidade radial

[2GM
Ve =
r

escapa da orbita dessa estrela. Em particular, se a velocidade de escape for igual
a velocidade da luz encontramos o mesmo valor da singularidade do horizonte
de eventos 12

2GM
2

r =

Com um detalhe adicional: essas contas classicas valem para o caso onde o
objeto a ser lancado nao possui propulsores, ou seja, adquire uma velocidade
e em seguida s6 sente a influéncia gravitacional. Esse objeto ndao pode ser um
foguete que acelera continuamente.

Um buraco negro resulta do colapso gravitacional de uma quantidade de massa
extremamente concentrada. Se a densidade da massa em questdao é constante
podemos usar que a massa total é o volume total vezes a densidade e usamos
r = 2GM /c?* para encontrar a densidade de uma massa no momento do colapso

3 8
- 2 G3M?

Apo6s o colapso os observadores externos ainda sentem a influéncia do campo
gravitacional mas nao enxergam mais a massa que gera esse campo. Resta aos
observadores externos explorar o interior do horizonte de eventos.

A caracteristica mais marcante do horizonte de eventos é que existem li-
nhas de mundo penetrando em seu interior mas nao existem linhas de mundo
saindo de seu interior. Assim, um referencial pode naturalmente entrar em um
horizonte de eventos mas jamais podera sair de la.

p

12 Apenas para fim de comparagio com a mecénica classica, retornamos as unidades onde a
velocidade da luz ¢ # 1.
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Existe outro sistema de coordenadas, mais interessante para estudar o inte-
rior do buraco negro, é o sistema de coordenadas de Kruskal. Explorar matema-
ticamente o interior de um buraco negro pode ser muito interessante e nos leva &
regides de um espago-tempo ainda nao explorado de forma experimental. Esses
resultados fazem acreditar que, ao penetrar em um buraco negro, existe uma
saida, em outra regiao do espago-tempo ou até mesmo em outro espago-tempo.
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4 Correlacoes quanticas em referenciais nao-inerciais

4.1 Introducgao

Neste capitulo nos interessa encontrar o estado maximamente emaranhado de
um par de modos do campo escalar sem massa. Para fazer isso necessitaremos
de um tratamento que inclua as duas sub-regioes do espaco-tempo descritas
por um referencial acelerado. Para esse caso, o tratamento feito no capitulo 2
se torna incompleto e a notacdo precisou ser modificada para incluir qual sub-
regido estamos considerando. O calculo dos coeficientes de Bogolyubov também
serd refeito, para que possamos relacionar esses coeficientes entre as duas sub-
regides. Para calcular os estados de particulas devido ao efeito Unruh, nos
baseamos no artigo de Matsas [14] e usamos as notas de I. Fuentes [11] como
referéncia principal.

4.2 Horizonte de eventos e sub-regioes do espago-tempo

Observando a transformacao de coordenadas entre o referencial inercial e o
referencial acelerado

1 1
t(r, &) = ;6‘15 sinh (a1), x(r, &) = Ee‘“g cosh (at),

percebemos que podemos inverté-la, quando esta for restrita & sub-regiao aces-
sivel ao referencial acelerado. Encontrando a transformacao inversa

E(t,x) = % In (az(:c2 — tz))

percebemos que a coordenada espacial £ € (0,00). A regido £ = 0 representa
um horizonte de eventos relativo ao referencial acelerado. A parte do espacgo-
tempo onde £ < 0 nao é acessivel ao referencial acelerado. Como queremos
saber o comportamento do campo, presente em todo o espago-tempo, mas visto
pelo referencial acelerado, entao precisamos retirar do estado completo a parte
inacessivel a ele. Fazemos isso usando a operacao do traco parcial apresentada
no primeiro capitulo.

Se quisermos descrever a parte nao acessivel ao referencial (7, ) podemos usar
outro sistema (7, ¢) dado pela transformacao

1z _ 1 -
t(7,¢) = ;6“5 sinh a7 x(7,8) = —56“5 cosh aT

onde a nova coordenada espacial £ € (—00,0) e ela representa um referencial
com aceleragdo na diregao oposta ao do referencial (7,£).

O sistema de coordenadas (7,£) cobre um quarto do espago-tempo com a
restrigdo |t| < z e chamaremos essa sub-regido de regido I. O sistema de coorde-
nadas (7, £) também cobre um quarto do espago-tempo com a restri¢io [t| < —x
e chamaremos essa sub-regiao de regiao II.

E importante notar que essas duas regides sdo independentes entre si e a
outra metade do espago-tempo, conhecida como universo degenerado de Kasner,

nao interessa para o problema proposto.
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4.3 Expansao do campo escalar

Nesta secao apresentaremos a expansao do campo escalar nas coordenadas do
referencial inercial e do referencial acelerado deixando explicita a independéncia
entre as regioes I e II. No referencial inercial a expansdo do campo é escrita
como

- dk i T i(kz+|k
6(t, ) :/ (akeZ(kHIkt) gl githa+lkln) )
’ oo \/Am|k| F
Podemos reescrever a expansao do campo separando os limites de integragao
positivos e negativos, para evitar o uso da fungao moédulo. Se também fizermos
a usual mudanca de coordenadas para as coordenadas do cone de luz

u=t—=x v=t+uzx,

a expansao fica equivalentemente reescrita como

(a_keiku +aikeiku +6Lk€7ikv _|_a]'f€eikv)

> dk
o) = | oo

e assim podemos separar o campo em duas partes

P(u,v) = ¢ (u) + ¢4 (v)

onde

o4 (v) = /o dk(ar fr + alf,j); fr(v) = ﬁe—uﬂ).

Na expansao do campo nas coordenadas do referencial acelerado precisamos
deixar explicita qual sub-regiao do espaco-tempo estd sendo considerada. Da
mesma maneira, fazemos a mudanca de coordenadas para as coordenadas do
cone de luz

p=1—§¢ v=1+¢(  p=7-§ v=7+¢

Desaparecendo com a fungdo moédulo, separando o campo em duas partes

QZS(,LL,I/,}_I,,D) = QZ)_(N,[_L) +¢+(Va 17)

e usando somente a parte ¢, escrevemos

02 09) = [~ |oto) (vlan(v) + 01160 0)) +00-0) (0l n0) 4 17155 ) )|

_
gk(”)_ \/m

Onde 0 é funcdo degrau de Heaviside. As coordenadas do cone de luz se relaci-
onam por

e—ik’u.
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As bases de funcoes {fr, fi'} e {gk,g;} sao solugdes completas da equacao de
onda 0"9,¢ = 0 com respeito ao produto escalar

(0,9) =i/2 (¢* m—wam*)dzw

Onde ¥ é uma hipersuperficie tipo espaco e dX* = nHd>¥ e n* é um vetor
unitario normal a hipersuperficie X.

Como as bases sdo completas, podemos escrever uma base em termos da
outra. Para a regiao I escrevemos

> dk

0(v)gi(v) = Vark

(allke—ikv + Bllkeikv>
e para a regiao II
< dk , A
0(—v)g(v) = NZrT (a{éelkv + 511156”%)
T

onde o, e B sio coeficientes de Bogolyubov correspondentes & regido I e o/
e B4 sdo coeficientes de Bogolyubov correspondentes a regido II.

E importante notar que os coeficientes apresentados no segundo capitulo ndo
sdo exatamente os mesmos apresentados aqui. Isso se deve ao fato de que
estamos usando uma construcdo um pouco diferente da usada anteriormente.
Esses coeficientes se relacionam por

I I
ay = ajy Bik = —Br-

4.4 Transformacao entre bases de funcoes

As transformacoes entre as bases de funcoes sdo dadas pelos coeficientes de
Bogolyubov que sao simplesmente projecoes entre essas bases. Para escrever a
relacdo entre as bases é necessario calcular a forma dos coeficientes mas primeiro
comecamos calculando algumas propriedades do produto escalar

(@, 9) = (¥, 9)%
(¢ ¢) = =(4% 8);
(@5 ¢%) = =¥, 9)
(a9, ¥) = a”(¢, )
(¢, at)) = a9, ¢)

onde ¢ e ¥ sdo funcoes e a € uma constante.
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Para calcular o coeficiente de Bogolyubov alIk multiplicamos a equagao

Q(U)gl(l/) _ > dk <O¢I efikv +5I eikv)
0 \/m Lk Ik
por %eik/“ e integramos em v:

o0 dU N o0 dU o0 dk . ’ . ’
0 ik'v _ I —i(k—k")v I Ji(k+k")v
/,OO 2m (W)gi(v(v))e /,oo 21 Jo  Ark (alke ke

= d e < dk / /
/O %gz(u(v))ezk v _ = <a{k5(k — k) - Bk +k )>

alIkl .
vVark!

Retornando ao antigo nome das varidveis sem linha, escrevemos o coeficiente

> dv o
alIk/ = \/47rk;’/ —27Tgl(1/(v))e’k v,
0

mas

Logo,

1 [k [ il
a{k:%\/?/o dv(av) @ ethv,

Essa integral diverge quando v = 0. No entanto, queremos saber o limite de
distribuicao dessa integral e para isso fazemos o uso da teoria de variaveis com-
plexas para contornar o polo divergente. Primeiro mudamos a fun¢io de v para
v+ i€

il

/ dv <a(v + ze)) gik(vic)
0

que ndo diverge mais quando v = 0. Agora fazemos a mudanca de variaveis

r = —ikv dv = %dx

e usamos que i = /2, Quando ¢ tende a zero

i

. ml i o
I i€2a a “/ _il g
o, = ——| — T ae Tdx.
”“ 2m/kl<k) 0

Relembrando a forma integral da funcdo gama

It+1) :/ rle " dx
0

escrevemos o coeficiente de Bogolyubov numa forma interessante
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il

.oxl - .
7 ie2a (a\ © zl)
Q. = — r(r——).
= gemls) T
Fazendo um calculo semelhante a esse podemos encontrar os outros coeficientes
de Bogolyubov
ie~ 3 [a\ @ il
I 2a a
=—— = rt——y;
= gemli) T0-%)
iess [a il
II @
o = — - {1+ —|;
= —amli) *0+)

. i i .
;g teTz (g il
= - I'(14+—).
RN <k> ( a)

E entao observamos que os coeficientes nas regides I e I tém as relagoes

7 _ —rl Ik
ik = —€ >,
I _ —zL [T
B, = —e =gy

Agora nos interessa encontrar uma nova base de funcoes { Fj;, Gy } tal que elas
sejam funcgoes de frequéncia puramente positiva, ou seja, essas funcoes devem
conter somente os modos e~ **”. A maneira de obter essas funcoes é fazendo
uma combinagdo linear entre as bases das duas regioes de forma que o termo
que acompanha os modos e**V seja zero. Usando as combinacoes

Fy(v) = 8(v)gi(v) + e~ % 6(—v)gf (),
Gi(v) = B(—v)q(P) + e~ % 8(v)g; (v),

encontramos que

2l < dk ;
Giv)=(1—e "o / ———affe kv
1(v) ( ) ==

como desejavamos.

A vantagem de encontrar essa base de fungdes é que, como elas sdo fungdes
de frequéncia puramente positiva, na expansdo do campo, os operadores que
acompanham essas fungoes sao operadores de aniquilacdo e a atuacao desses
operadores no estado de vacuo inercial é zero. Podemos inverter a relagao entre
as bases nova e antiga para obter

0wa) = — o (R - #610)
= TR O)

Finalmente escrevemos a expansao da parte ¢ (v) do campo nessa nova base
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> dk rk nk
¢y (v) = / PRy [Fk(v) (bi - 6_“%”) + Gi(v) (bif - 6_“bg) +
01—

e a

+F}(v) <bﬂ - e“a’“bgf> +GL(v) <bg” - eﬂakb,ﬂﬂ .
Com essa expansiao vemos que os operadores
_nk
Ap=bf—e o b
By, = bl —e @bt

anulam o estado de vacuo do referencial inercial.

4.5 FEstado de vacuo

Como foi mostrado no segundo capitulo, estados de vacuo do referencial iner-
cial sao vistos pelo referencial acelerado como um estado contendo particulas.
Dessa maneira, podemos considerar os estados |n)f e [n)I! com sendo os esta-
dos de n particulas no modo k visto pelo referencial acelerado nas regioes I e II,
respectivamente. Entao escrevemos o estado de vacuo no modo k como

0)e =D Anlndiln)i,

onde A, é o coeficiente que queremos encontrar. Para isso usamos que

<b,§ - e“J“bQT) 0) =0
e relembramos a atuacao dos operadores de particulas nos estados de particulas
biln)i, = Vnln — 1);
byt = v+ 1n+ 1)L
bt )i = Vnln = 1)1
b = Vi in+ Dl
Dai

I —=zkJIt Iy \IT _
(bk i ) S Ayl = 0
n
e enCOntramOS a férmula de reCOrrénCia

Apir —e % A, =0.

Logo encontramos a dependéncia de n do coeficiente

A, = Ay <e—"a’°> .
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o =403 (¢ ) bt

n

Exigindo que o estado |0)j esteja normalizado podemos encontrar Ay pois
(0]x|0)x = 1. Segue que

Fazendo a mudanca de variaveis

1
coshr =
2k
l—e @
concluimos que
. 1 _mk
sinhr = —— tanhr = e "o .
2nk _q
€ a

Por fim escrevemos o estado de vacuo do modo k& numa forma interessante

1
coshr

[0)x = Ztanh" rn)t )it

4.6 Par emaranhado com aceleracao relativa

Nesta secdo iremos considerar um estado maximamente emaranhado entre
dois modos do campo escalar. A aceleracio relativa entre os referenciais exige
que escrevamos o estado do referencial acelerado transformado, uma vez que, de-
vido ao efeito Unruh, o referencial acelerado vé um banho térmico que modifica
o estado. Vamos considerar o seguinte estado

= % (|O>l|0>k + |1>l|1>k)~

Para obter o estado transformado |1); atuamos o operador AL no estado

|¥)

de vacuo |0); pois A£|O>k = |1); e como estamos considerando o referencial
acelerado na regiao I, escrevemos

A
Dy = Ztanh"m/n—i—ﬂn—i—l)i\n)f.

coshr

A constante A deve ser determinada exigindo-se a normalizagdo do estado |1).
Segue que a constante A = cosh™ 7 para que o estado esteja normalizado
(1|g|1)x = 1. Logo podemos escrever o estado de uma particula no modo k
no referencial acelerado como

1
| =

Ztanh" rvn + 1n + 1)E|n)E.

cosh? r

Dai escrevemos o vetor de estado que descreve o sistema

11 ., NCES
) = U5 coshr Ztanh r(|0>l|n)£|n>£l + oshr |1):n + 1)£|n>£1>
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A matriz densidade que descreve o sistema puro é 7 = |1)(¥)|. No entanto,
o sistema de nosso interesse nao deve levar em conta a regido II, inacessivel
ao referencial acelerado. Precisamos extrair os estados da regiao II para obter
o estado do sistema visto pelo referencial acelerado. Fazemos isso tomando o
traco parcial

p="Trir(n).
Segue que
1 2n \/m
”:m;mh T’DOW(’"H I (I0n><1(n+1)+|1(n+1)><0n>+
n+1
+ 2t |1(n+1)><1(n+1)|}
cosh”r

onde passamos a usar a notacao condensada |0);|n), = |0n).

4.7 Correlagoes quanticas

Emaranhamento

Agora nos interessa saber se o estado visto pelo referencial acelerado se man-
tém emaranhado. Para isso usamos o critério de separabilidade desenvolvido no
primeiro capitulo: se a transposigdo parcial (T'® I)p tiver autovalores negativos
entao p estd emaranhado. Calculamos

(TeI)p = m Z tanh®" r {|On><0n|—|— c:s;—rl (1n><O(n—|—1)|—|—|0(n+1)><1n|> +
n+1
2 1+ 1) A+ D) |

Podemos diagonalizar a matriz (T’ ® I)p por bloco escrevendo o bloco 4x4 na
base [On), [0(n + 1)), |In) e [1(n + 1)). Os elementos ndo-nulos desse bloco sdo

tanh®" r
on|(T ® I)p|On) = ———,
(Onl(T & Dplom) = 2T
t h2n
(0(n + 1)|(T ® Ipl0(n + 1)) = ;“T,f tanh?r,
COS T

tanh®” r /n + 1
0 DT Hplln) = ——
O+ DI(T @ Dpfin) = P11 VIEL

tanh®” r /n + 1

)
2 cosh?r coshr

(In|(T'® I)p|0(n + 1)) =

tanh®"r n
In|(T'® I)p|ln) = —————5—,
{Inl( Joltn) 2 cosh? r sinh? r
tanh®"r n+1
in+ DT @Dpll(n+1)) = ——5———5—.
A+ DIT @ Dol + 1) = = =
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Claramente vemos que o bloco ja esta diagonal na base |0n), [1(n + 1)) e que
seus autovalores sao positivos. Resta calcular os autovalores do bloco 2x2 na
base [0(n + 1)), |1n). Segue que os autovalores sdo

tanh®" r tanh?r 4 "4 (t 2y " ) 2 N 4
= ———| tanh“r anh” r .
= 4cosh?r sinh? r sinh? r cosh? r

E facil ver que o autovalor A, é positivo para todo n. Mas o autovalor A_ é ne-
gativo para todo n. Entao, pelo critério de transposicao parcial, concluimos que
o estado descrito por p visto pelo referencial acelerado se mantém emaranhado.

Para quantificar o quao emaranhado esta o estado descrito por p calculamos
a negatividade logaritimica

LN (p) = log, (1 -2 zn: un>

onde i, sdo os autovalores negativos de (T'® I)p. Segue que

LN(p) =1o #_'_Ztanhmir < z +tanh2r>2+4
P 82 2cosh?r 2cosh?r sinh? r cosh?r )’

n

A figura 1 indica a negatividade logaritimica como fun¢do da aceleracao a
e do modo k£ do campo. Ao observar esse superficie vemos que se a aceleragao
fosse nula entao o emaranhamento teria seu valor maximo 1, como era espe-
rado pois estamos tratando de um estado de Bell. Ao aumentar a aceleracao
relativa dos referenciais, percebemos que o emaranhamento degrada e tende a
zero no limite em que a aceleracdo for infinita. Para um dada aceleracao fixa, o
emaranhamento degrada menos quanto maior for o nimero de onda.

Informacao mutua

A informagado mutua mede as correlacoes totais do sistema, isto é, as correla-
coes devido &s distribui¢oes de probabilidades classicas e as correlagoes devido
as amplitudes de probabilidades quénticas. Ela foi definida no primeiro capitulo
como

I(p) = S(p*) + S(p") = S(p).

Comegamos calculando a matriz que descreve o subsistema restrito ao modo

1

o =rp = 51001+ )

e a entropia

S(ph) = =Tr(p'log, p') = 1.

Em seguida calculamos a matriz que descreve o subsistema restrito ao modo k:
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Figura 1: Superficie representando o emaranhamento
em funcao da aceleracdo e do modo k£ do campo.

1 n+1

k 2n

=Tr :—E tanh“” r{ |n)(n| + n+1){n+1
P w 2 cosh? r -~ <| )l cosh27“| A |>

e a entropia

S(p*) = =Tr(p" log, p*) =

1 n tanh®" r n
= tanh®" r 1—}——) lo [ <1+ )}
2 cosh? r Zn: ( sinh? r B2 2 cosh? r sinh? r

Por fim calculamos a entropia do estado conjunto

1 9 n+1 tanhznr( n+1>]
Sp)=———-— tanh“" r( 1+ ——— | lo 1+
2 2 cosh? r ; ( cosh? r) 52 [2 cosh? r cosh? r

para obter a informacao mutua

1
I(p)=1- 3 log, (tanh2 r)—
1 n n
S 1+_) Io (1+ )_
2 cosh? r zn: [( sinh? r 82 sinh? r
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n+1 n+1
—|14+——)lo 14+ .
( cosh? 7‘) 82 ( cosh? r)]

Seria interessante a construcao de uma superficie para a informacao mutua
assim como foi feito para a negatividade logaritimica. Para uma anéalise menos
detalhada, observamos os graficos obtidos na referéncia [1] onde a informagao
mitua tem o valor 2 para aceleracao nula e tende para o valor 1 quando a
aceleracao tende ao infinito, isso também indica que o emaranhamento degrada
a medida em que a aceleracdo aumenta uma vez que a informacgao mutua mede
as correlagoes totais do sistema.

4.8 Meétrica proxima ao buraco negro

Nesta secao queremos mostrar a semelhanca entre a métrica de Schwarzs-
child, que descreve uma massa gravitante, e a métrica de Rindler, que descreve
a aceleracao relativa constante. Essa semelhanca esta restrita ao raio do hori-
zonte de eventos 1 = 2GM e comecamos escrevendo a métrica de Schwarzschild
bidimensional

-1
ds® = (1 — 2GJM)dtz — <1 — QGJM) dr?.
r r

Fazendo a mudanga de variaveis 22 = 8GM (r — 2GM) calculamos

_2GM
r

f =1

para r ~ 2GM ou x ~ 0. Vamos calcular a série de Taylor da funcao

2

x
@) = G tecear
Claramente vemos que f(0) = 0 e calculando a primeira derivada de f em

relagdo a x, vemos que os dois primeiros termos da série se anulam. O terceiro
termo, dado pela derivada segunda de f em relagao a x avaliado no ponto x = 0,

vale
1

8G2M?2’

Entao escrevemos a funcao até segunda ordem de aproximagao
2
x

1@ = o

Agora calculamos a diferencial de x para escrever a nova métrica

+O0(z%).

1,2

= 166202
Fazendo uma nova mudanca de varidveis y = x — 4GM obtemos a funcao

fly) = <1+4G‘UM)2

e, finalmente, a métrica escrita nas novas coordenadas

ds? dt? — dz?.
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Comparando com métrica de Rindler ndo conformalmente transformada

2
ds? ~ (1 + y> dt? — dy?.

ds* = (14 ax)?dr? — dx?

percebemos que, até segunda ordem de aproximacgao r ~ 2G'M, as métricas
sdo as mesmas. Isso significa que, arbitrariamente préximo ao horizonte de
eventos do buraco negro, podemos tomar as mesmas conclusoes que obtivemos
para a métrica de Rindler. Ou seja, se considerarmos um par emaranhado
de dois modos de um campo escalar arbitrariamente préximos ao horizonte de
eventos de um buraco negro; dado que um dos referenciais é inercial e segue em
uma geodésica em dire¢ao ao centro do buraco, enquanto o outro, acelerando-se
para evitar a queda e manter seu raio constante; entdo o referencial inercial vé
o estado maximamente emaranhado enquando o referencial acelerado (de raio
constante) vé uma degradagdo do emaranhamento, devido ao efeito Hawking,
dependendo de quao massivo é o buraco.

4.9 Consideragoes finais

Entender o emaranhamento e as propriedades da teoria quantica no contexto
da relatividade é crucial tanto da perspectiva teérica quanto da perspectiva ex-
perimental. Acredita-se que o comportamento da matéria é quantico mas tam-
bém relativistico. Logo, o espacgo-tempo relativistico apresenta, naturalmente,
um conjunto mais completo de consideracoes teodricas e alguns testes experi-
mentais necessitam de tal tratamento. No contexto da algebra de particulas,
a relatividade apresenta um grande desafio pois a vasta maioria das investiga-
¢oes da teoria quantica consideram o espaco-tempo plano e nao-relativistico.
Ao considerar a dinamica do espago-tempo, dada pela distribuicdo de matéria
nele contido, percebemos que o nimero de particulas é relativo ao movimento
dos referenciais e relativo & qual evento do espaco-tempo se questiona sobre o
nimero de particulas.

Por fim analisamos que o emaranhamento inserido no contexto da relativi-
dade possui diferencas qualitativas em relacao ao nao-relativistico. De fato, o
emaranhamento mostrou ser uma propriedade dependente do observador e ele
degrada na perspectiva de um observador acelerado no espago-tempo plano.
Esse resultado sugere que o emaranhamento no espago-tempo curvo nao deve
ser um conceito invariante, assim como nao é invariante o conceito do nimero
de particulas.
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