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Resumo

O Método sem Malha de Aresta é um método numérico recentemente desenvolvido
para solucionar problemas de contorno regidos por incégnitas que sao campos vetoriais.
Este método utiliza funcoes de forma vetoriais de aresta que satisfazem a condicao de
divergente nulo e assim geram solugoes numéricas livres de modos espurios. As fungoes
sao construidas com base em arestas ao invés de nés, associando um grau de liberdade
a cada aresta distribuida no dominio. O objetivo geral do trabalho é prosseguir com o
desenvolvimento dos métodos sem malha de aresta, almejando superar algumas de suas
deficiéncias detectadas. Para isso, sao realizados estudos mais aprofundados a respeito
do impacto da selegcao das arestas de suporte na solugao de problemas eletromagnéticos
e é proposta uma nova maneira de gerar funcoes de formas vetoriais para o método.
A teoria para o desenvolvimento dessas novas fungoes é baseado nos elementos de
Nédélec de primeiro tipo, conformes no espago H (curl;2). A formulagdo matemética
para construcao das funcoes de forma é apresentada e as principais caracteristicas do
método sao verificadas numericamente para o caso bidimensional. Verifica-se que a
solugao numérica nao é corrompida por modos espiirios e é possivel gerar aproximagcoes

consistentes mesmo quando o comprimento das arestas tende para zero.

Palavras chave: Método sem malha de aresta, Espago H(curl;(2), Campos eletro-

magnéticos, Métodos numéricos.



Abstract

The Edge Meshless Method is a recently developed numerical method to solve vector
boundary value problems. This method uses edge vector shape functions that satisfy
the divergence-free condition and thus generate numerical solutions free from spurious
modes. Functions are built based on edges instead of nodes, and it assigns degrees of
freedom to edges scattered in the domain. The objective of this work is to continue
with the development of the Edge Meshless Method, aiming to overcome some of its
detected deficiencies. For this, more in-depth studies about the impact of the support
edges selection in the solution of electromagnetic problems are carried out and it is
proposed a new way to generate vector shape functions for the method. The theory to
develop these functions is based on Nédélec’s elements of first type in the H(curl; Q)
space. The mathematical formulation to construct the shape functions is presented
and the main characteristics of the method in two dimensions are verified numerically.
It is shown that the numerical solution is not corrupted with spurious modes and that
it is possible to generate consistent approximations even when the length of the edges

tends to zero.

Keywords: Edge meshless method , H(curl;2) space, Electromagnetic fields, Numer-

ical methods.
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Capitulo 1

Introducao

Métodos sem malha sao métodos numéricos alternativos aos métodos numéricos
tradicionais, como o Método dos Elementos Finitos (FEM) e o Método das Diferencas
Finitas (FDM). Sua caracteristica principal é a auséncia de uma malha para construgao
de suas funcoes de forma. Dessa maneira, o dominio é representado por um conjunto de

nos espalhados ao invés de uma malha.

Figura 1.1: Nos distribuidos pelo dominio e sua fronteira.
Fonte: [Lima, 2016]

Dentre os métodos sem malha desenvolvidos até o momento, destacam-se o Ele-
ment free Galerkin (EFG) [Belytschko et al., 1994], o Meshless Local Petrov-Galerkin
(MLPG) [Atluri and Zhu, 1998] e os Métodos de Interpolacao de Pontos (PIM) [Liu,
2009]. Estes métodos trabalham com as formulagoes dos problemas em suas formas fra-
cas. Baseando-se em nos distribuidos no dominio do problema, constroem-se as func¢oes de
forma. No entanto, quando usamos estes métodos para resolver as equagoes de Maxwell,
os mesmos modos espirios que aparecem em elementos finitos nodais [Bossavit, 1990)]

também aparecem nos métodos sem malha, produzindo solugoes fisicamente irrealizaveis.



Outro problema é que o tratamento da continuidade dos campos na interface entre di-
ferentes materiais nao ¢ feito corretamente por funcoes vetoriais baseadas em nés. Para
contornar este problema, trabalhos na linha de métodos sem malha nodais que geram
aproximagoes com divergente nulo foram desenvolvidos recentemente. Um destes méto-
dos, proposto por [Nicomedes et al., 2017], trabalha com uma formulagdo mista através
da adigao de restrigoes com multiplicadores de Lagrange para forcar a condi¢ao do di-
vergente nulo. Neste trabalho, o autor desenvolve uma adaptacao de métodos destinados
a problemas de mecanica dos fluidos, representados pela equacao de Nawier-Stokes, aos
problemas de espalhamento eletromagnéticos. No entanto, como as fungoes sao construi-
das a partir de nés, continua-se associando um grau de liberdade a cada componente do
campo vetorial. Além disso, ha um aumento na ordem do sistema matricial discretizado
devido a presenca da restricao com os multiplicadores de Lagrange. Outra alternativa
para solucionar o problema do divergente nulo ¢ utilizar Fungoes de Base Radial (RBF)
vetoriais. Estas funcoes sao criadas a partir de nds, mas construidas de maneira a aproxi-
mar campos vetoriais atendendo a propriedade do divergente nulo. Desta forma, nao ha
modificacao da formulacao do problema, e sim no processo de construcao das fungoes de
aproximacao. O método utiliza funcoes de base vetoriais construidas a partir de fungoes
de base radial escalares. As RBF's vetoriais foram aplicadas a problemas de eletromagne-
tismo pela primeira vez em [Yang et al., 2014], especificamente em problemas no dominio
do tempo. Neste trabalho, o método sem malha utiliza uma formulacao forte e o método
da colocagao, onde o campo ¢é satisfeito em cada né distribuido no dominio do problema.
Em [Lima and Mesquita, 2017b] as RBFs vetoriais sao utilizadas para resolver problemas
eletromagnéticos harmonicos no tempo usando a forma fraca sem adigao de restrigao. Os
resultados numéricos mostraram que o método consegue reproduzir solucoes livres de mo-
dos espurios. Porém, o método mostrou-se muito dependente dos parametros de controle
das RBFs na qualidade da solucao. Esse comportamento torna o método de dificil aplica-
bilidade pratica, pois nao é possivel garantir credibilidade a solu¢cao numérica produzida,
sendo o método de pouca robustez. Outro fator que dificulta a aplicacao do método ¢é a
impossibilidade de garantir, de maneira simplificada, que as condi¢oes de continuidade na
interface entre diferentes meios sejam satisfeitas. Nestas interfaces, deveria ser imposta
continuidade apenas nas componentes tangenciais, sem impor nas componentes normais.
No entanto, o método utilizando as RBFs vetoriais garante continuidade vetoriais em

todas as direcoes.

Outra alternativa, proposta por [Lima and Mesquita, 2014, Lima and Mesquita,

2017a], é o Método sem Malha de Aresta (EMM). Como o préprio nome sugere, o método



utiliza um conjunto de arestas distribuidas no dominio para criar as fungoes de aproxima-
¢ao com a devida escolha de fungoes de base, visando garantir a propriedade do divergente
nulo. Assim, as funcoes sao construidas com base em arestas ao invés de nos, associando
um grau de liberdade a cada aresta distribuida no dominio. As funcoes de forma sao
obtidas forcando que a circulacao seja satisfeita em cada aresta de suporte e, assim, a

imposicao das condicoes de contorno de Dirichlet é feita de maneira simplificada.

O método sem malha de aresta mostrou-se eficiente quando as arestas utilizadas para
construir as fungoes de forma sao selecionadas baseadas em elementos de malha triangular
e retangular, ou seja, quando trabalhamos com trés ou quatro arestas no dominio de
suporte!, o método garante aproximacao com divergente nulo, reproduzindo solucoes livres
de modos espurios. No entanto, testes realizados com mais arestas no dominio de suporte
mostraram solugoes numéricas corrompidas por modos espurios. Além disso, a medida que
adicionam-se novas arestas, aumenta-se a possibilidade da matriz utilizada na construcao
da funcao de forma tornar-se singular e, consequentemente, a solu¢ao numérica nao poder

ser gerada.

O objetivo deste trabalho é prosseguir com o desenvolvimento dos métodos sem
malha de aresta, almejando superar algumas deficiéncias detectadas, como problemas de
singularidade e impossibilidade de acrescentar mais arestas no dominio de suporte. Neste
sentido, serao realizados estudos mais aprofundados a respeito do impacto da selecao das
arestas de suporte na solugao e sera proposta uma nova maneira de gerar as fungoes de
forma baseado no espaco H(curl;2). Ao trabalhar com esse espaco de fungoes, além de
garantir a propriedade do divergente nulo e impor continuidade tangencial sem impor
continuidade na componente normal nas interfaces entre diferentes materiais, as fungoes
de forma também serao consistentes com as funcoes de forma dos elementos de aresta
[Jin, 2002], herdando, portanto, suas boas propriedades matematicas. A metodologia
desenvolvida neste trabalho nos possibilita usar um maior niimero de arestas no dominio
de suporte (4, 5, 6, ...), para gerar as fungoes de forma, desde que se utilizem espagos
polinomiais de ordem maior. Outra caracteristica importante das novas fungoes de forma é
que quando o comprimento das arestas tende para zero, isto é, quando a aresta tende a um

ponto, ainda é possivel gerar aproximagoes consistentes para os campos eletromagnéticos

Este texto estd organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta os conceitos

relativos espacos vetoriais, em especial, Espaco de Hilbert e Espaco de Sobolev. Poste-

! Conjunto de arestas selecionadas na vizinhanca de um ponto x, que faca parte da sua regido de

influéncia.



riormente, apresenta as equacoes de Maxwell, suas leis complementares e a formulacao
matematica para problemas vetoriais harmonicos no tempo, em especial, o problema de
guia de onda, onde sera apresentada a forma forte e derivada a forma fraca para o mé-
todo sem malha. O Capitulo 3 faz uma revisao da formulacao matemaética do método
sem malha de aresta, propondo nova maneira de selecao de arestas para o dominio de
suporte e apresenta o desenvolvimento matematico para gerar as novas fungoes de forma,
baseando-se no espago H(curl;§2). O Capitulo 4 apresenta os resultados numéricos de
alguns problemas eletromagnéticos, utilizando as novas funcoes de forma. Por fim, o

Capitulo 5 traz as conclusoes e consideracoes finais.



Capitulo 2

Conceltos Basicos

2.1 Introducao

Para simplificar o enunciado de alguns conceitos e problemas apresentados no de-
correr deste trabalho, este capitulo trata de espacos vetoriais. Em principio, os espagos
analisados neste texto sao espagos de fungoes. Sao apresentados estudos sobre Espacos de
Hilbert e Espagos de Sobolev. Demonstragoes podem ser encontradas em [Debnath and
Mikusiniski, 2005] e [Guimaraes, 2006], respectivamente. A seguir define-se uma classe
especial de fungoes cuja propriedade caracteristica implica imediatamente a continuidade

uniforme de seus membros em seus respectivos dominios.

O capitulo também apresenta as equacoes de Maxwell e suas leis complementares,
fundamentais para a compreensao e resolucao de problemas eletromagnéticos. Neste sen-
tido, mostra-se a formulagao matematica para problemas vetoriais harmonicos no tempo,
em especial, o problema de guia de onda. Para esta classe de problema, sera apresentada

a forma forte e derivada a forma fraca para o método sem malha.

2.2 Espaco de Hilbert

Definicao 1 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo R. Uma aplicagao

(,):VxV SR (2.1)



2.2. Espaco de Hilbert

¢ chamada de uwm produto interno em V quando para todo uw,v,w € V e a € R, as

sequintes condicoes forem satisfeitas:

(i) (u,v) = (v,u) (A barra denota a conjugacao complezra)
(i) (u+ av,w) = (u, w) + afv, w)
(111) (u,u) >0 e (u,u) =0 se, e somente se, u =0

O par (V,(.,.)) é chamado de um espago produto interno. Todo produto interno

induz uma norma dada por

Jull = v/ (u, u). (2.2)

O par (V,]|.]]), onde ||.|| é a norma induzida, é chamado de espago normado. Uma

norma em V' é uma funcao ||.|| : V' — R, que satisfaz

(a) |[Az|| = |A| ||z|| para todo x € V e todo A € R
() lz +y| < ||lz|| + |ly|| para quaisquer x,y € V (desigualdade triangular)
(c) ||z]| =0 2=0
Todo espaco com produto interno é, de maneira natural, um espago normado. Se
um espaco normado for completo, dizemos que ele é um espaco de Banach. Por sua vez,

se esse espaco de Banach tiver sua norma gerada por um produto interno, dizemos que

ele é um espaco de Hilbert.

Uma classe interessante de exemplos de espacos de Banach sao os espacos das fungoes

p integraveis a Lebesgue, denominados de espagos LP(£2), o qual é definido por

LP(Q) = {u Q—>R:u é mensurével,/ |u(z)|Pdx < oo} ) (2.3)
Q
onde 2 C R™ é um conjunto mensuravel e p € [1, 00).

Um caso particular de (2.3) é o conjunto de todas as funcoes de quadrado integréavel,

que é um espaco de Hilbert, denotado por L%(Q2), cujo produto interno é
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(u,v) = /Qu(x)mda:,Vu,v € L*(Q). (2.4)

Os espagos L%()), juntamente com espagos de Sobolev tém um papel central na

construgao do espago H(curl; (), apresentado no capitulo 4.

2.3 Espacos de Sobolev

A teoria de Espacos de Sobolev é bastante utilizada como ferramenta para resolu-
¢ao de problemas de unicidade de solucao de equagoes diferenciais parciais e técnicas de
resolugoes numéricas, por exemplo de elementos finitos. Esses espacgos sao definidos sobre
um dominio arbitrario €2, subconjunto aberto do R™. Se u € L entao u possui derivadas
de todas as ordens em um certo sentido, chamado sentido das distribuicoes. A derivada
no sentido das distribuigbes de uma fungao u € LP(£2) pode ser definida de um modo

direto e sem muita complexidade. Podemos chama-la de derivada generalizada, entao

ou
ox;

1=1,2,...,n, se:

é a derivada generalizada de u (ou derivada distribucional), em relagao a varidvel x;;

onde C§°(2) é o espago das fungbes numéricas u definidas em €2, com derivadas parciais

/ uago dr = / _Ou wdz, para todo ¢ € CF°(Q), (2.5)
Q Q

continuos de todas as ordens e cujo suporte é compacto em €). Se isso for o caso, usaremos

a notagao: v; = g—; 1=1,2,...,n.

Quando v; também possui derivadas generalizadas entao se denota

8%u  __ Oy
0z;0x; ~ Oxj°

Analogamente, denotamos
D%y = dlely,

Oz ,...,0zn™?

com « = (aq,...,a,), oy ENe o] =a;+ ... + .
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Definicao 2 O espaco de Sobolev de ordem m, onde m € N, € o conjunto:
WmP(Q) ={u e LP(Q) | D € LP(),Ya com |a] < m}, (2.6)

onde as derivadas sao tomadas no sentido das distribuicoes e 1 < p < o0.

Prova-se que W™P(Q)) é um espago vetorial normado com norma dada por:

lallmp =3 D D%l 5 (2.7)

|a|<m

Sendo por definicao ||D%u||r) < ||ullmyp para todo u € W™P(Q) e |af < m.

Mostra-se que o o espago de Sobolev W™P(Q2) é um espago de Banach, 1 < p < 0.

2.4 Problemas Eletromagnéticos

2.4.1 As equacgoes de Maxwell completas

As equagoes de Maxwell em conjunto com as relacoes constitutivas e a equacao da
forca de Lorentz, constituem-se os alicerces da teoria eletromagnética. Pode-se escrever

as equagoes de Maxwell sob a forma local (pontual) e completas como:

= 0

VxE= _EE —  Lei de Faraday (2.8)
VxH=J+ %5 —  Lei de Ampere-Maxwell (2.9)
V-D=p — Leide Gauss da eletricidade (2.10)
V-B=0 — Leide Gauss do magnetismo (2.11)
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onde
E é 0 campo elétrico, em Volts por metro (V/m).
Héo campo magnético, em Amperes por metro (A/m).
B ¢é a densidade de fluxo magnético, em Webers por metro quadrado (Wb/m?2).
D ¢ a densidade de fluxo elétrico, em Coulombs por metro quadrado (C/m2).
J é a densidade de corrente elétrica, em Amperes por metro quadrado (A/m?).
p é a densidade de carga elétrica, em Coulombs por metro cibico (C/m?).

Além das equagoes de Maxwell, acrescentam-se as relacoes constitutivas:

D =¢E (2.12)

B =l (2.13)

onde € é a permissividade elétrica, em Farad por metro (F'/m) e pu é a permeabilidade
magnética, em Henrys por metro (H/m). As relagdes (2.12) e (2.13) valem para meios

simples (ou seja, meios lineares, homogéneos, isotrépicos e sem perdas).

2.4.2 Problemas Vetoriais Harmonicos no Tempo

Suponha que os campos elétricos e magnéticos variem harmonicamente no tempo a
uma frequéncia w e que nao existam fontes em um certo dominio 2. Os meios sao lineares
e isotropicos. Dessa maneira, podemos escrever as equacgoes de Maxwell no dominio da

frequéncia da seguinte forma.

—

V x E = —jwpH (2.14)

V x H = jweE (2.15)
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V- (eE)=0 (2.16)

V- (pH)=0 (2.17)

onde E e H sao representagoes fasoriais dos campos elétrico e magnético, respectivamente.

A equagao (2.14) pode ser reescrita como:

“V x E=—jwH. (2.18)

Tomando o rotacional em ambos os lados da equagao (2.18), tem-se:

V x (%v X E) =V x (—jwH) = —jwV x H. (2.19)

Substituindo (2.15) em (2.19), chega-se a

1 o o
V x (—v X E) —kje,E =0 (2.20)
Hr

com kg = w/€oflo-

Considere que as fronteiras do dominio sao divididasem I'; e I',,, I' = I'; UT',,, sendo
I',, a fronteira onde sao impostas as condigoes de contorno mistas ou de terceiro tipo. Em

I'y, considera-se um condutor elétricos perfeito:

ixE=0 em T, (2.21)
e em [',, aplica-se uma condigao de contorno de terceiro tipo [Lima, 2016]

1 . Lo
—A X (VXE)+7nix(ixE)=U em T, (2.22)
fhr

onde 7, é um parametro da condigao de contorno de terceiro tipo que depende da frequén-

cia e da dimensao fisica do meio onde o campo eletromagnético se propaga.
Forma forte

10
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A apresentacao do problema é feita inicialmente, utilizando-se a forma tradicional
das equacoes diferencias, forma forte, o que significa que estas equagoes devem ser satis-
feitas pontualmente, ou seja, a solucao do problema consiste em satisfazer estas equagoes,
para qualquer ponto (x,y) do dominio. Entao, dados €, j,, w, 7. e U determinar o campo

elétrico E que satisfaga:

1 - _
V x <—V X E) —kie,E =0 em 2 (2.23a)
fir
ixE=0 em T, (2.23b)
1 — — N
—M X (VXE)+7nax(ixE)y=U em I, (2.23¢)

i

com as condigoes de interface £y x 1= Ey x e Hy X 1= Hy X 7.
Forma fraca

Para obter a forma fraca do problema utiliza-se o método dos residuos ponderados.
Suponha uma funcao de teste W/t € H,(curl, ), com 7 x Wt =0 em I'y;. O residuo da
equagao (2.23a) ponderado pela fungao de teste é anulado no sentido integral, entao para
todo I?/t, tem-se:

1 — —
/ (V X (EV X E) - k:%e,E) -I/_I}tdQ = 0. (2.24)
Q T

A equagao (2.24) que pode ser reescrita como

1 — —
/ (v x (-v x E>) W dQ) — /kgeTE W dQ = 0. (2.25)
for
Q

Q

Do teorema de Green vetorial, tem-se que
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Substituindo (2.26) em (2.25), tem-se:

Mo o

]_ — — 1 —
/—(vxﬁ}t)-(vxE)dQ—/kgeTvT}t.EdQ—/—(WtxVxE).ﬁdr:o. (2.27)
Q Q r

Seja a identidade vetorial:

— q q — q
n-(WyxVXE)=VXE-(ixW;)=-W;-(ixV xE). (2.28)
Substituindo (2.28) em (2.27) e considerando que I' =T'; UT,, tem-se que:

1 _, - 1 .
/—(V X W/t) (V x E)dQ) — /kgerwt - EdQY — / —V X E-(7i X Wt)df‘ (2.29)
Q Q T

Hor

1 o =
+ — (M xVxE) Wdl=0.
r, Hr

%
Como 71 x W; =0 em I'y, a equagao (2.29) resulta em

1 - . 1 .
/—(v><v?/t)-(vxE)dQ—/kgeﬁt.EdQ+/ (A V x E)-Wdl = 0. (2.30)
Q Q T

L L

Aplicando a condic¢ao de contorno (2.23c) em (2.30), chega-se a

/i(Vth)'(VxE)dQ—/kSerwt~EdQ+/ (U =it x (i B))-Wdl = 0. (2.31)
hr
Q Q Iy

Logo, a forma fraca para o problema vetorial harmonico no tempo é escrita como:

12
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1 q ,
/M—(v X V_V>t) (V x E)dQ — /k:gerv_vﬁ - EdQ (2.32)
o' Q

—/W/t~<%ﬁx(ﬁxﬁ))dl“:—/W/t-[jdf.
Fn Fn

Quando trabalha-se com as equacoes de Maxwell na interface entre diferentes ma-
teriais, as fungoes utilizadas nas aproximacgoes dos campos vetoriais (E, H ) precisam ser
definidas no espago H(curl;$2). Para observar essa caracteristica, considere que o do-
minio ) consista de dois subdominios 2; e €2, e a interface interna dada por I';3, como

representado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Um esbogo ilustrativo da configuracao do problema.

Definindo uma fungao u € L*(2) como

uy  se x € €,
u= (2.33)

Uy se x € (.

Diz-se que u € H(d; ) se, e somente se

13
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ulp = sl para d = grad,
37X Uﬂru =n X uQ|F12 para d = curl, (2.34)
|7 uilp, =7 uslp para d = div.

Entao para uma fun¢ao em H (curl; €2), sua componente tangencial deve ser continuo
através da interface e para uma fungdo em H(div;(2), sua componente normal deve ser
continua. Dai vem a importancia da teoria dos espagos de Sobolev, utilizada como fer-
ramenta para solucao numeérica das equacgoes Maxwell. Pois, na interface entre diferentes

materiais, pode-se garantir as seguintes propriedades.

Os campos vetoriais (E, H) pertencem a H(curl; Q)

ﬁX(EQ—El) :0,

(2.35)
A x (Hy— Hy) =0.
Enquanto o fluxo (D, B) em H(div: )
iv- (Do — Dy) =0,
(2.36)
i (Dy—Dy) =0

Esses conceitos sao essencias para construcao dos espacos das fungoes de forma base-

ados na familia de elementos de primeiro tipo de Nédélec, conforme no espago H (curl; ).

14



Capitulo 3

Método sem Malha de Aresta

3.1 Introducao

O método sem malha de aresta, inicialmente proposto em [Lima and Mesquita,
2014] e desenvolvido em [Lima and Mesquita, 2017a], é uma alternativa para resolver
problemas vetoriais cuja condi¢ao do divergente nulo precisa ser assegurada. O método
propoe construir as fungoes de forma vetoriais com base em arestas ao invés de nos. As
funcoes de forma sao obtidas for¢cando que a circulacao do campo seja satisfeita em cada
aresta de suporte e, assim, a imposicao das condi¢oes de contorno e das condicoes de

interface entre diferentes materiais é feita de maneira simplificada.

Este capitulo apresenta a formulacao matemaética do método sem malha de aresta,
publicada originalmente no trabalho [Lima and Mesquita, 2014] e propoe procedimentos
para selecao de arestas de suporte, dentre um conjunto de arestas disponiveis, de forma
a evitar problemas de singularidade da matriz responsavel pela formacao das fungoes de
forma do método. Por fim, apresenta-se o desenvolvimento matematico para construgao
das novas fungoes de forma, baseado no espago H(curl;€)). Para testar as fungdes de
forma, trabalhamos com problemas no espaco bidimensional e com a ordem dos polino-
mios igual a 1. Contudo, o interessante em utilizar estas funcoes de forma no EMM ¢é a
capacidade de trabalharmos no espaco n-dimensional e a possibilidade de adicionarmos

mais arestas ao dominio de suporte, desde que se utilizem outros espagos de polinomios.

15
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3.2 Elementos Finitos de Arestas

A ideia de utilizar elementos de aresta com graus de liberdade associados as arestas
e nao aos nos, foi originalmente desenvolvida para os métodos de elementos finitos. Isso
faz que as fungoes de forma possuam fungoes de base vetoriais. Considere o triangulo
mostrado na Figura 3.1, onde os nés estao numerados de 1 a 3 e as arestas (e12, €23, €31)

sao orientadas conforme as setas.

1y (3-‘"3, ’.Us)

(z2,y2)

Figura 3.1: Tridangulo representando um elemento de aresta.

Sejam A{, A§ e A§ funcoes de forma nodais do FEM relativas aos nés 1, 2 e 3,

respectivamente. As fungoes vetoriais das arestas sao:

NG = 15(ASVXS — XSV (3.1)
N5y = ls(A5VA; — A5VAS) (3.2)
Ngi = In(ASVA] — AV (3.3)

onde l1o, lo3 e l3; sao os comprimentos das respectivas arestas.

16
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Sem perda de generalidade, usaremos a aresta ejs para provar algumas propriedades

das fungoes de aresta. Analisando o rotacional da funcao de forma de aresta, tem-se:

Vx]\7f2

V x (ASVAS — ASVXY)
= [V x (V] x VA5) = V x (VA x VA))] L2
NSV % VAS — VAS x VAS — (ASV x VAS — VAS x VAS)] I
= (VXS X VAS 4+ VA x VAS) Iy
— (VXS X VY, (34)

isto é, dentro de cada elemento o rotacional da funcao de aresta é um vetor constante.

A componente tangencial de ]\7'1@2 na aresta es3 pode ser obtida a partir de:

N 7o = (Ai723) - VAG — A5(723 - VAT) (3.5)
Como A{ anula-se na aresta egs e VA{ é perpendicular 73, os dois termos no lado
direito da equagao (3.5) s@o nulos e ]\71@2 nao possui qualquer componente tangencial na

aresta ess:

—

Je 123
N12 . l_ — O. (3.6)
12

Analogamente, pode ser mostrado que Ny, nao tem nenhuma componente tangencial

na aresta es;. Para Ny, ao longo da dire¢ao da aresta e, a seguinte expressao € aplicada:

. 12
e e = e e = e
l12
Fgl X Z Fgg X Z
e 7 e =
= —\{79- + A5 - ————
J
- )\67”12><7”31 A )\67“12><7“23 A
A AR
_ e e
= A+ A3 (3.7)

onde J é a matriz Jacobiana.

17
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Como A§ é nulo na aresta e, A\ + A5 € igual a 1 na aresta. Logo, a componente
tangencial de N f, na aresta ejo ¢ igual a 1. A fungao vetorial ng tem uma componente
tangencial constante A{ + A apenas ao longo da correspondente aresta e;s. Ao longo
das arestas restantes esta func¢ao nao tem componente tangencial. Essas caracteristicas
também se aplicam as outras funcoes de forma ]\723 e ]\731. Dai temos que o campo vetorial

@(r) dentro de um elemento é aproximado por:

@"(r) = e1Nj, + caNgy + c3 N, (3.8)
onde os coeficientes arbitrarias cq, ¢ e ¢3 devem ser considerados como valores da pro-
jecao de @"(r) nas possiveis direcoes das respectivas arestas. Esse fato justifica o nome
“funcao de aresta”’ou “elemento de aresta”. A Figura 3.2a apresenta a funcao de forma
]\7162. Veja que existem componentes tangenciais apenas ao longo da aresta ej5. A Figura

3.2b representa graficamente a soma vetorial das funcoes de forma N, ]\7263 e ]\73?1.

L) ey 3
. » PEESv, 1
£ m Y sy
N wm = g e \\
N e e = // y ¢ ® \1‘ |
— i Fl .
\\\\--‘—"""/ ' g5 f

()

Figura 3.2: (a) Fungao de forma ao longo da aresta ejp. (b) Soma das fungdes de forma

do triangulo.

Fonte: [Nentchec, 2008]

Com relagao ao divergente da fungao de forma de aresta, tem-se:

V-

_’6
Nty

l12

V- (ASVAE —

ASVAT)

V- (ASVAS) —

V- (A3VAD)

VS
0,

VS -

VA + XSV - VAS —
VS + ASV2AG —

(VA - VA + AV - V)
VA - VAL — ASV2AS

(3.9)
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onde o Laplaciano das fungoes nodais é nulo, pois o gradiente das fungoes nodais é cons-
tante dentro do elemento. Logo, dentro de cada elemento o divergente da funcao de aresta
¢ nulo e, consequentemente, este tipo de funcao é capaz de produzir campos vetoriais para

os quais a condigao do divergente nulo ¢ atendida.

3.3 Meétodo sem Malha de Aresta

Dado um campo vetorial @ definido em um certo dominio €2, deseja-se aproxima-lo
por uma funcao @". Para isto, um conjunto de arestas ¢ distribuido no interior e na

fronteira de €2, conforme a Figura 3.3.

O campo no ponto x é aproximado por um conjunto de arestas na vizinhanca de
x, chamadas de arestas de suporte. Ao conjunto de arestas da-se o nome de dominio de

suporte de x. A aproximacao @ do campo % em um ponto x é realizada como:

#(x) = Y Wb+ [ )| (3.10)

onde t; é o vetor unitario na direcao da i-ésima aresta no dominio de suporte de x, n é
o numero total de arestas no dominio de suporte, a; ¢ o coeficiente de interpolacao da
funcao W; associada a i-ésima aresta do dominio de suporte, by e by sao coeficientes de

interpolacao associados aos vetores canonicos Z e , respectivamente.

A aproximacdo @" utiliza dois termos, o primeiro refere-se & contribuicao de cada
aresta de suporte na aproximacao vetorial, o segundo termo se faz necessario para capa-
citar a aproximacao a reproduzir campos vetoriais constantes. No primeiro termo, W; é a
funcao de suporte de aresta e; que determina o quanto a aresta contribui na aproximagcao
gerada do campo vetorial. Com objetivo de analisar as caracteristicas de W; e de garantir

que a aproximacao " tenha divergente nulo, calcula-se o divergente da equacao (3.10):
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3.3. Meétodo sem Malha de Aresta

Dominio de suporte

X, :
Dominio de suporte T X,

Figura 3.3: Arestas distribuidas pelo dominio e sua fronteira. Os circulos centrados nos
pontos X1, Xg € X3 representam os dominios de suporte. As extremidades das arestas estao
representadas por pequenos circulos para facilitar a visualizacao.

Fonte: [Lima, 2016]

2

. by
Vil =V Wix)hai+ V- [E g
u ' (x)tia & y]H

V-[& gl

= Zv-(m(x) Da; =0 (3.11)

O termo referente ao segundo somatério foi anulado em virtude dos vetores [Z 7]

serem constantes. Da equagao (3.11), tem-se que

V- (Wi(x)t;) = 0. (3.12)

Através de algumas manipulagoes vetoriais, podemos escrever (3.12) como:
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3.3. Meétodo sem Malha de Aresta

V- (Wi(x)t) = Wi(x)V-t; +t; - VIVi(x)
= ;- VIVi(x) =0, (3.13)
ou seja, o gradiente da funcdo W; deve ser ortogonal ao vetor ¢;. Para isso, podemos

especificar W; de modo que varie apenas na direcao ortogonal a aresta, por exemplo, que

W; seja uma funcao da distancia ortogonal d; entre o ponto x e a aresta e;, isto é:

Wi(x) = f(di(x)). (3.14)

Dessa forma, a condicao de divergente nulo é satisfeita.

Vérias funcoes de suporte W; podem ser utilizadas na aproximacao @". Uma versao

interessante de W; é a funcao linear em relacao a distancia d;:

di(x)
dwi ’

onde dw; é o parametro que controla o alcance de W;, podendo ser visto como uma espécie

Wi(x) =1~ (3.15)

de raio de influéncia da aresta e;. Na Figura 3.4 tem-se o grafico da funcao W; linear,

considerando a aresta com pontos extremos (—10;0) e (10;0).

Eixoy 10 10 Eix0 X

Figura 3.4: Funcao W linear contida nas fungoes de forma vetoriais de aresta.

A equagao (3.10) pode ser escrita na forma matricial, como:
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3.3. Meétodo sem Malha de Aresta

i"(x) = Bl (x)a+ CIb, (3.16)
onde
Bz(X) = [Wl (X)fl, Wg(X)tQ, y Wn(X)fn]
a—= [ala as, ) an]T ‘
b=[b b

Os coeficientes a; e b; na equagao (3.16) sdo determinados fazendo com que a circu-
lacao do campo u seja satisfeita sobre cada aresta e, do dominio de suporte de x. Para

cada aresta ey, temos:

/ﬁ- 7:/#-&2, k=1,..n. (3.18)
€L €k

Substituindo (3.16) em (3.18), obtém-se

/ (Bz(at)a-i— CZb) cdl = ck, k=1,2,...,n, (3.19)

€k
onde ¢, é a circulagdo do campo @ sobre a aresta e,. A equagao (3.19) pode ser escrita

na forma matricial:

BQa + CQb = Cg, (320)

onde ¢, é um vetor que contém as circulagoes ¢ sobre as n arestas do dominio de suporte,

Bg e Cg sao dados por:

fe1 Wity -dl - fel Wi, - dl fel Z-dl fel g - dl
Wity - dl - Wi, - dl P dl j - dl

B = Je o Je . , Co= fe?x. fe2y. ' (3.21)
fo, Wiy -dl - Wi, -l o #rdb [ 9l
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3.3. Meétodo sem Malha de Aresta

O sistema de equagoes (3.20) possui n equagoes e n + 2 incdgnitas e, portanto, nao
possui solugao unica. Uma forma de tornar o sistema possivel e determinado é impor a

seguinte restri¢ao [Lima and Mesquita, 2017a]:

Cha = 0. (3.22)

Multiplicando (3.20) por Bél, apos algumas manipulacoes matematicas chega-se a:

a=B,'c, — B,'Cyb. (3.23)

Substituindo (3.23) em (3.22), tem-se:

b = Syc., (3.24)

onde

Sy = [SEBg'Bg] 'CLB (3.25)

Substituindo (3.24) em (3.23), tem-se:

a = S,c;, (3.26)

onde

Sa = [Sg'[1 — CoSy). (3.27)

Combinando (3.26) e (3.24) com (3.16), a aproximacao #" pode ser escrita como:

a'(x) = Z $i(x)c; = B(x)cs, (3.28)
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3.3. Meétodo sem Malha de Aresta

onde ¢; corresponde a funcao de forma vetorial da i-ésima aresta do dominio de suporte
e ®(x) representa a matrix das fungoes de forma vetoriais de cada aresta do dominio de

suporte:

P (z) = [¢1(x), 2(x), ... Pu(x)], (3.29)
dada por

& (x) = BI(x)S, + CTS,. (3.30)

Aplicando o operador rotacional na aproximacao ", obtém-se:

Vxi'(x) = Vx®x)c,
= [V x ®(x)]c,, (3.31)

Pela equagao (3.31), verifica-se a necessidade de encontrar o rotacional da matriz ®,

referente as fungoes de forma. Tomando o rotacional na equagao (3.30):

Vx®x) = Vx(BIx)S,+Cr's,)
= Vx (B, (x)S.)
= [V x B, (x)]S., (3.32)

onde

~

V x BY(x) = [V x Wy(x)t1, V x Wa(xX)ta,...,V x Wy(x)t,]. (3.33)

Das identidades vetoriais, tem-se

~

= (VW) x 1, (3.34)

como ; é constante, V x #; = 0. Aplicando (3.34) para cada termo da equacdo (3.33),

obtém-se a seguinte relagao

~

V x Bl(x) = [VWi(x) x t1, VIWVa(x) X Lo, -, VIW,(X) X L,]. (3.35)

24



3.4. Procedimentos de Selegao das Arestas

Logo o rotacional da funcao de forma de uma aresta é calculado como o produto
vetorial entre o gradiente da funcao W; e o vetor diretor da aresta, multiplicado pela

matriz S,.

Por construgao, as fungoes de forma da equagao (3.28) tém divergente nulo. Outra
caracteristica importante é que, como a circulacao do campo vetorial é satisfeita sobre
cada aresta do dominio, as condicoes de interface entre diferentes materiais e de contorno
essenciais sao facilmente impostas mediante distribuicao das arestas sobre as fronteiras
de Dirichlet. Numericamente, mostra-se que a circulacao das funcoes de forma sobre as

outras arestas do dominio de suporte é nula [Lima, 2016].

Essas funcoes de forma podem ser utilizadas para discretizar a forma fraca de pro-
blemas vetoriais harmonicos no tempo, como, por exemplo, problemas de propagacao
ou de espalhamento de ondas eletromagnéticas, ou a determinacao das frequéncias de

ressonancia de cavidades.

3.4 Procedimentos de Selecao das Arestas

Nesta se¢ao, serao realizados estudos mais aprofundados a respeito do impacto da
selecao das arestas de suporte na solucao e problemas de nao compatibilidade das fun-
¢oes de forma. Neste sentido, apresenta-se um procedimento para selecao das arestas de
suporte, dentre um conjunto de arestas disponiveis, de forma a evitar singularidade da
matriz de momentos, B, das funcoes de forma do EMM. Nos trabalhos anteriores a se-
lecao era feita com base nas arestas de malhas triangulares ou retangulares, sendo que o
nimero de arestas utilizadas no dominio de suporte era 3 ou 4. Usando esse procedimento,
os resultados numéricos mostraram que o EMM produz solugoes em concordancia com as
solugoes analiticas, livres de modos espirios, e que atendem a condicao do divergente
nulo [Lima and Mesquita, 2017a]. Porém, verificou-se que o nimero de arestas utilizadas
na construcao das fungoes de forma impacta diretamente a qualidade da aproximacgao
numérica do EMM. Ou seja, quando aumentamos o nimero de arestas no dominio de
suporte, surgem resultados erroneos e, em alguns casos, nao ha possibilidade de construir

as fungoes de forma devido a problemas de singularidade na matriz de momentos.

O procedimento de selecao das arestas, proposto neste trabalho, é escolher as novas
arestas de suporte, depois de verificar quais delas contém o ponto x em seus dominios de

influéncia. O procedimento é bastante simples:
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3.4. Procedimentos de Selegao das Arestas

1-passo um: As trés primeiras arestas de suporte sao selecionadas da mesma
forma que nos trabalhos anteriores [Lima and Mesquita, 2017a, Lima, 2016], ou seja,

selecionam-se as 3 arestas do elemento triangular cujo ponto x esteja no seu interior.

2-passo dois: Para acrescentar mais arestas ao dominio de suporte, além das trés
arestas previamente selecionadas, é preciso levar em consideragao a distancia ortogonal d;
entre o ponto X e a aresta e;. Entao, umas das formas de verificar se a aresta e; contém
o ponto x em seu dominio de influéncia é tracar retangulos sobre as arestas do dominio
e verificar se o ponto x encontra-se no interior destes retangulos, conforme a Figura 3.5.

A; é o parametro que controla o dominio de influéncia da aresta e;.

Figura 3.5: Procedimento de selecao das arestas do dominio de suporte. Observa-se que
as arestas ej, e, e3 e ey fazem parte do dominio de suporte do ponto x.

Seguindo o procedimento representado na Figura 3.5, consegue-se gerar as fungoes

de forma evitando singularidade da matriz de momentos. Porém, os testes numéricos
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3.5. Fungbes de Forma Vetoriais H(curl)

realizados neste trabalho constataram que os modos esptrios ainda aparecem na solucao
do problema de autovalor. Os resultados serao apresentados no capitulo 4 onde serao

discutidas as simulagoes computacionais.

Acredita-se que a razao para que solucoes espurias estejam presentes com escolhas
diferentes de arestas de suporte esteja vinculada a nao se estar trabalhando com o espaco
de aproximagoes correto. De fato, a tnica premissa adotada para construir as fungoes de
forma foi fazer seu divergente igual a zero e forcar a sua continuidade tangencial sobre
as arestas. Varias funcoes de forma diferentes poderiam ter sido escolhidas com essas
caracteristicas, mas essas nao necessariamente estariam gerando um espaco de fungoes
adequado para realizar a aproximacao da funcao vetorial. Para solucionar esta questao é
que propomos neste trabalho a busca pelo espaco de aproximacao adequado, baseado na

teoria dos espacos H (curl;)) que serd apresentada na proxima segao.

3.5 Fungoes de Forma Vetoriais H(curl)

O objetivo desta secao é desenvolver as funcgoes de forma para o Método sem Ma-
lha de Aresta, baseando-se no espaco H(curl;$2). A base deste trabalho é a mesma do
elemento de Nédélec de primeira ordem para o espago H(curl;{2) e pode ser encontrada
em [Schneebeli, 2003, Nédélec, 1980].

Seja 2 um dominio Lipschitziano, aberto e limitado com uma fronteira regular 0f2.
Sabe-se que os espagos de Sobolev H*(Q) para qualquer s € R e H(0Q) para t € [—1, 1]
sdo definidos no dominio €2 e na sua fronteira 0f2, respectivamente [Buffa et al., 2002].
Para d = 2,3 escrevemos d = 1 se d = 2 ou d = 3 se d = 3, define-se o espaco das fungoes

vetoriais H (curl; Q) como:

H(cwrl; Q) = {g e (LX) curlC € (LQ(Q))‘Z} , (3.36)

onde L?(f2) é o espago de Hilbert de funcoes de quadrado integréavel.

E necessario, inicialmente, definir alguns espacos de polinomios, comegando por Py,
espaco de polinomios de grau k, que é a imagem dos monomios de grau total igual a k

em d variaveis. Define-se, também, o espaco auxiliar:
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3.5. Fungbes de Forma Vetoriais H(curl)

i=1

d
Sk:{pe(Pk)d:p-x:O:Zpixi:O}, (3.37)

onde a dimensao desse espaco é igual a k, quando d = 2 e k(k+2) para d = 3 [Schneebeli,
2003].

A familia de elementos de primeiro tipo de Nédélec, conforme no espago H (curl; ()

¢ baseada nos espacos polinomiais:

RF = (Pp_1)? @ S* (3.38)

Estes espagos polinomiais, originalmente propostos por Nédélec, sao representados nas

seguintes dimensoes

dim(R*) = k(k +2) para d=2,

dim(RF) = w para d = 3.

Como ilustragao, considere o caso bidimensional e os espagos polinomiais de grau
k =1e k = 2. Entao, a representacao equivalente do espaco R*, representada pela

equagao (3.38), pode ser escrita da seguinte forma:

o (R
1N B

Dado um campo vetorial aproximado por @ e definido em um certo dominio €2, um

RQ — (P1)2 D {

conjunto de arestas é entao distribuido no interior e na fronteira de €2, conforme a Figura

3.3. A aproximacao do campo vetorial ¥ em um ponto x é realizada por

i (x) = Z N;(x)¢; (3.41)

28



3.5. Fungbes de Forma Vetoriais H(curl)

onde NV; é a funcao vetorial da i-ésima aresta que determina como a aresta contribui na
aproximacao gerada do campo vetorial e ¢; representa o coeficiente associado a i-ésima

aresta, cujo significado fisico é a componente tangencial de @ ao longo da aresta e;.

Os problemas analisados neste trabalho sao bidimensionais (d = 2) e considera-se
o espaco polinomial de grau £ = 1. Entao, a funcao de forma N; relacionada A i-ésima
aresta do dominio de suporte ¢ baseada no espaco R!, cuja base é dada pela equacao

(3.39), tendo portanto, a seguinte expressao:

—

N; = o

1

+ Qo + ag;

Y ] (3.42)

—X

onde ary;, ai; € arg; sao os coeficientes a serem obtidos para garantir que as fungoes de forma

vetoriais tenham componentes tangenciais apenas ao longo da aresta correspondente.

Para determinar os coeficientes das fungoes de forma (3.42), utilizam-se 3 arestas
no dominio de suporte. Para garantir que as funcoes de forma vetoriais /N; tenham com-
ponentes tangenciais apenas ao longo da aresta e;, as seguintes relacoes precisam ser

satisfeitas:

)
/Nj-tj-dlzl se j=1i

(3.43)

/Nj-ﬂdlzo sej#1i

onde t; é o vetor unitario na direcao da aresta e;.

Para Ni, tem-se:

)
/N1~f1dl:1

/ Ny - tadl =0 (3.44)

/Nl-fgdlzo
\ v €3
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3.5. Fungbes de Forma Vetoriais H(curl)

Portanto:

tl:v tly /(ytlx _Itly)dl
e1 a1 1/l1

Loz oy /(thx_xto)dl an| =10 (3.45)

€2

t?mc t3y / (yt&?c - xt?)y)dl

L €3

onde os elementos da primeira e segunda coluna do sistema sao as componentes dos vetores

unitarios associados as respectivas arestas e [; é o comprimento da aresta e;.

Solucionando o sistema de equagoes (3.45), determinam-se os parametros da funcao
de forma N;. O mesmo raciocinio pode ser utilizado para encontrar os parametros de N,
e Ng.

Para trés arestas no dominio de suporte, a aproximacao (3.41) pode ser expressa

COomao:
3
i"(x) =Y Ni(x)e; = ®(x)c (3.46)
=1
onde
C1
d(x)=[Ny Ny Ns] e c= |e (3.47)
C3

Para ilustrar graficamente as fungoes de forma geradas, considere o caso em que trés
arestas arbitrarias (ey, s, e3) s@o selecionadas para o dominio de suporte. As fungoes de

forma correspondentes sao representadas na Figura 3.6.

Pode-se utilizar essas novas funcoes de forma no EMM para solucionar alguns proble-
mas eletromagnéticos, onde o divergente nulo imposto pelas equagoes de Maxwell precisa

ser assegurado.
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Figura 3.6: Fungoes de forma em H(curl;Q2) com 3 arestas: (a) Ny, (b) Ny e (c)
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Capitulo 4

Resultados Numéricos Computacionais

4.1 Introducao

Este capitulo apresenta a aplicacao do EMM usando as func¢oes de forma vetoriais
H{(curl). Em todos os exemplos foram utilizadas fun¢oes de forma vetoriais de primeira
ordem pertencente R, isto é, com 3 arestas no dominio de suporte. No entanto, entende-se
que é possivel gerar fungoes de forma utilizando um ntimero maior de arestas no dominio de
suporte, desde que se aumente a ordem dos espacos polinomiais. Deixamos a geracao das
aproximacoes utilizando um conjunto de arestas de suporte maior para desenvolvimentos
futuros. Uma primeira tentativa, por exemplo, seria desenvolver as funcoes para todos os

espagos polinomiais apresentados por [Nédélec, 1980, Nédélec, 1986]

Quanto a organizacao deste capitulo, primeiro verifica-se a capacidade da funcao
de forma interpolar campos vetoriais. O segundo exemplo refere-se a um problema de
cavidades ressonantes, cujo objetivo é determinar as frequéncias de corte em guia de onda
que estao associados aos autovalores do problema. Por ultimo, o método é utilizado para
resolver um problema de propagacao em guia de onda, onde estamos interessados em
determinar o campo eletromagnético em uma dada frequéncia de propagacao. Para os
trés exemplos, trabalhamos com problemas no espaco bidimensional e com a ordem dos

polinomios igual a 1.
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4.2. Interpolacao de Campos Vetoriais

4.2 Interpolacao de Campos Vetoriais

Nesta secao, a funcao de forma proposta é usada para verificar a capacidade de
)
interpolar campos vetoriais. Para fins de verificacao, sera calculado o erro médio das

aproximacoes sobre um conjunto fixo de m pontos no dominio, dado por:

erro = 1 Z |i(x;) — @ ()] (4.1)

m <

—h

onde u é o valor exato e " é o valor aproximado do campo vetorial no ponto x;.

O campo vetorial que sera aproximado corresponde ao oitavo modo do campo elétrico

em um guia de onda retangular, dado por:

i = (27% + 1)[cos(mx)sen(my)T — sin(rx)cos(my)y). (4.2)

A interpolagao é computada sobre os pontos distribuidos uniformemente no dominio
[0, 7] x [0, 7], cuja unidade dimensional da geometria é dada em metros. Como estamos
trabalhando com problemas bidimensionais e considerando o espaco polinomial de grau
k = 1, as fungoes de forma sdo representadas por (3.42) e com isso podemos utilizar 3
arestas no dominio de suporte. A distribuicao das arestas no dominio de suporte é rea-
lizada de quatro maneiras diferentes. Como visto na Figura 4.1a, primeiro as arestas de
suporte sao selecionadas de acordo com as arestas de uma malha triangular, denominadas
arestas de background. No segundo caso, o comprimento das arestas ¢ reduzido em relagao
as arestas de background, conforme a Figura 4.1b, e no terceiro caso, aumenta-se o com-
primento das arestas, conforme a Figura 4.1c. Por ltimo, as arestas sao rotacionadas no
sentido anti-horario em torno do centro geométrico das respectivas arestas de background,
de acordo com a Figura 4.1d. Seja [; o comprimento das arestas de background, p é o
parametro pertencente R, que controla o comprimento das arestas de suporte, isto é, [;

multiplicado por p € igual ao comprimento da respectiva aresta de suporte.

Primeiro as fungoes de forma sao avaliadas em relagdo ao tamanho das arestas. A
Figura 4.2 mostra um conjunto de 11869 arestas distribuidas pelo dominio e na fronteira
do problema, onde (a) as arestas de suporte sao iguais as arestas de background, (b) as
arestas de suporte sao 50% menores que as arestas de background e (c) tem-se arestas
de suporte sao 50% maiores que as arestas de background. Os erros médios dos campos

elétricos aproximados sao 0,5455, 0,5451 e 0,5464, respectivamente.
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4.2. Interpolacao de Campos Vetoriais

(a) (b) c) (d)

Figura 4.1: Distribuicao das arestas no dominio de suporte, onde o comprimento das
arestas ¢ dado por (p x [;), para: (a) p = 1, as arestas de suporte possuem o mesmo
tamanho das arestas de background. (b) 0 > p < 1, menores que as arestas de background.
(c) p > 1, maiores que as arestas de background. Em (d) as arestas de suporte sdo
rotacionadas # graus no sentido anti-horario em torno do seu centro geométrico.
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Figura 4.2: (a) Comprimento das arestas de suporte iguais as arestas de background. (b)
Arestas de suporte 50% maiores que as arestas de background. (c) Arestas de suporte
50% maiores que as arestas de background.
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4.2. Interpolacao de Campos Vetoriais

O erro computado é praticamente igual para os trés casos analisados e o campo
elétrico aproximado ¢ visualmente o mesmo, conforme apresentado na Figura 4.3a. E
interessante observar o comportamento do erro a medida que o comprimento das arestas
é reduzido. A Figura 4.3b apresenta o comportamento do erro quando o comprimento das
arestas de suporte varia em relacao as arestas de background. O erro para p = 1, isto é,
para o comprimento das arestas de suporte igual ao das arestas de background, é 0,5455.
O erro para p = 0,001, isto é, para o comprimento das arestas de suporte igual a 0,001
vezes o tamanho da arestas de background, é 0,54509. Veja que hé pouca variagao no erro
quando modificamos o comprimento das arestas. Logo, pode-se inferir que o método é

praticamente insensivel a variacao do tamanho das arestas.

Uma vez que o método mostrou-se bastante estavel as variagoes do comprimento das
arestas, podemos pensar no EMM trabalhando com pontos ao invés de arestas, mas ainda
gerando aproximacgoes vetoriais consistentes que satisfacam a condigao de divergente nulo

e com componentes tangencias continuas na interface entre diferentes materiais.

35 ; ‘ : \ - ‘ : 0.5485
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ol S AT PIE TN 2T ] | osass) ,1 1
05 : o ‘ R : 0.545 ————— ‘
05 0 05 1 15 2 25 3 35 0 0.5 1 15 2
X p
(a) (b)

Figura 4.3: (a) Representagdo do campo elétrico aproximado. (b) Erro de aproximagao
vs. comprimento das arestas.

No dltimo caso, Figura 4.4a, as arestas sao rotacionadas 30° sobre o centro geomé-
trico das arestas de background. A Figura 4.4b apresenta o campo elétrico aproximado,

onde o erro médio é 0,5346.

Através de resultados numéricos constatamos que o erro de interpolacao é muito
sensivel a rotacao das arestas de suporte. A Figura 4.4c apresenta o erro de interpolagao

em funcao das rotacao das arestas. Percebe-se que, a medida que o angulo de rotacao
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aproxima-se de 90°, o erro tende ao infinito. Quando o angulo de rotagao é 90°, ha um
problema de singularidade no sistema (3.45) e, consequentemente, a fungao de forma nao

pode ser gerada.
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Figura 4.4: (a) Arestas de suporte sao rotacionadas 30° no sentido anti-horario sobre as
arestas de background, e comprimento das arestas 50% menor que as arestas de back-
ground. (b) Representac¢ao do campo elétrico, erro ¢ 0,5346. (c) Erro de aproximagao vs.
rotagao das arestas.

4.3 Frequéncias de Corte em Guia de Onda

Até o momento, foi apresentada a capacidade de aproximar campos vetoriais das
fungoes de forma vetoriais H(curl). O préximo passo é utilizar as fungoes de forma no

EMM para resolver problemas eletromagnéticos. A formulacao de um problema vetorial
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4.3. Frequéncias de Corte em Guia de Onda

harmonico no tempo foi apresentada na segao 2.4 em termos de suas formas forte e fraca.
Essa classe de problema pode ser relacionada a aplicacoes de guias de onda e cavidades
ressonantes, sendo representada por (2.23), onde geralmente deseja-se determinar os au-
tovalores w? associados as frequéncias de corte do guia. Entao, a condicdao de contorno
homogénea (2.21) é utilizada, uma vez que 02 = 9§, e a fronteira J€2,, ndo esta presente.
Assim, o problema representado na sua forma forte pela equagao (2.23), pode ser reescrita

da seguinte forma:

1 . .
Vx(—VxE)—keE =0 em ()
fir
AxE = 0 em O} (4.3)
Considere que o guia de onda tem secao transversal quadrada Q = [0, 7] x [0, 7],

cuja unidade dimensional da geometria é dada em metros e o meio interno espago livre
(vécuo), isto é, u, = 1 e ¢, = 1. Além disso, a fronteira 92 é do tipo PEC (condutores
elétricos perfeitos). Este problema possui solu¢ao analitica [Boffi et al., 1999] e é dada

por:

wr=n*+m*#0
n,m=20,1,2,3... (4.4)

Para que o método sem malha de aresta compute os autovalores numericamente, é
preciso determinar a forma fraca do problema (4.3). Entdo, com base na equagao (2.32),

a forma fraca para o problema em um dominio €2 é

1 . )
/ (#—v x E) (Y x W)dQ — k2 /(GTE) Wd2=0 VW, e H(curl,Q) (4.5)
Q r Q

ﬁ
onde W, é a funcao vetorial de teste do método dos residuos ponderados e H,(curl,€)) é

o espago de fungoes vetoriais, 4 € H(curl, Q) que satisfazem 7 x @ = 0 em 0S2.

Neste trabalho, considera-se o campo em modo TEz, isto é, o campo elétrico possui
componentes em x e y, enquanto a dire¢ao de propagacao é z. O problema original pode

ser aproximado como:

37
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E" = Y Nix)- e,

W, = Y Nix)-d;. (4.6)

Substituindo (4.6) em (4.5), obtemos o seguinte sistema matricial:

Kc = kiBc (4.7)
onde
1 - -
K = K= / —[V x NJT[V x N;]dQ,
Q Hr
B = 5= [ &[N/ (45)
Q

Como a formulagao envolve a integracao da forma fraca, expressa pela equacao
4.8, esta é efetuada numericamente neste trabalho utilizando uma malha de background
triangular e quadratura gaussiana com 4 pontos por célula, assim como nos métodos sem

malha tradicionais, por exemplo, EFG [Belytschko et al., 1994].

Primeiro o problema ¢é resolvido utilizando a funcao de forma vetorial originalmente
proposta para o EMM, equacao 3.15. Como visto anteriormente, estas fungoes dependem
da distancia ortogonal d; entre o ponto x e a aresta e;. A Figura 4.5 apresenta o campo
elétrico associado ao oitavo autovalor (w? = 8). Em (a) o problema é resolvido utilizado
trés arestas no dominio de suporte, ja em (b) o nimero de arestas no dominio de suporte
estd variando de trés a nove. O circulo na Figura 4.5b destaca os vetores corrompidos no

campo elétrico aproximado.

Os autovalores obtidos numericamente sao mostrados na Tabela 4.1, onde podemos

visualizar o modo esptrio em destaque.

O testes demonstram que com a adicao de arestas ao dominio de suporte, a solucao
é corrompida com modos espurios. Acredita-se que a razao para que solucoes espurias
estejam presentes com escolhas diferentes de arestas de suporte esteja vinculada a nao

se estar trabalhando com o espaco de aproximacoes correto. De fato, a tnica premissa

38



4.3. Frequéncias de

Corte em Guia de Onda

T T T T T T
] Jw'MfT"}I»M‘ T ;
L S L
S RETTREREN e PR i g
ek 3 5 B L el P A R SeaNel’
Folea i g p L ARRR e RS 4 T e g i
35 mfonirte 5 By s A S DG 5
Bl b xS B
i ERE NG e D e g s Hess 3 3o
2_\_\.\37;/',,’:_*1‘""*“*»"’/‘ =] ZETIRN N e 4 N
¢ |dasStilFocoonelli s |y |20 0dis % % A o
1t S WEE f i ey |
i 4o | £ o3 p (I T i i bt w5 % v =
160 Lo ARl g o N F 0L L 1 157 ot W NN o B8 B Ly L
_,//ﬂf *\\\\‘H‘_,;jj.“{\:j‘_ //ffli\\\-{;;‘}lii\___
R L Yoy 5 L g i T 4 i B
1 O T N T i B SR o i e e st T ] M T
=i . - e e A B
A ek AT RPoes cal e e s 75 19 DR S ST eyl e e I B e
L N CE = R 7 ) .| |5 S P B B v 5 Ty
DS e i peaeemie s G 4 Soae) OS” meemagy gy eemm e B0 [ L Ea s
Qé\tw’/{/,\w}* o Leup Biakted S S8 Py prEEE]
0 .f}f‘tni/m] i ol B L LN SEEESRS
0 0.5 1 1.5 2 Z5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x X

Figura 4.5: (a) Campo elétrico computado utilizando uma quantidade de arestas constante
e iguais a trés para todos os dominios de suporte. (b) Campo elétrico associado ao oitavo
autovalor computado com dominios de suporte variando, isto é, existem dominios de
suporte contendo de trés a nove arestas.

Tabela 4.1: Quatorze primeiros autovalores computados pelas fungoes de forma original

do EMM.

EMM

N De 3 (min) Exato
3 arestas

a 9 arestas (max)
1 0,9998 1,0056 1
2 [ 0,999 1,0121 1
3 1,9999 2,0179 2
4 3,9971 4,0456 4
5 4,0003 4,0719 4
6 4,9907 5,0534 5
7 | 5,0047 5,0831 5
8 7,9923 8,1054 8
9 | 8,0884 9,1610 9
10 9,0032 9,2580 9
11 9,9734 10,1128 10
12 10,0040 10,2722 10
13 | 12,9506 10,7294 13
14 | 13,0077 13,3787 13
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adotada para construir as funcoes de forma foi fazer seu divergente igual a zero e forcar a
sua continuidade tangencial sobre as arestas. Varias fungoes de forma diferentes poderiam
ter sido escolhidas com essas caracteristicas, mas essas nao necessariamente estariam

gerando um espago de funcoes adequado para realizar a aproximagao da funcao vetorial.

Agora o problema é resolvido usando as fungdes de forma H(curl). Quanto a dis-
tribuicao das arestas de suporte, segue-se a mesma estratégia usada na interpolagao do
campo, Figura 4.1. Os autovalores obtidos numericamente para cada configuragao das

arestas sao mostrados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Quatorze primeiros autovalores computado pelo EMM, onde [; é o compri-
mento das arestas de background.

EMM

N 00T x [ [0.5xG [ LOxE [Loxl | e
1| 00998 | 00998 | 0,9998 | 0,0998 | 1
2 [ 0,999 | 0,999 | 0,9999 | 0,9999 | 1
3| 1,997 | 1,0997 | 1,0997 | 1,9997 | 2
43,9960 | 3,0960 | 3,0960 | 3,9960 | 4
5 | 30997 | 30997 | 3,097 | 3,997 | 4
6 | 49916 | 4,9916 | 4,9916 | 4,9916 | 5
7 [ 50004 | 50004 | 50004 | 50004 | 5
8 | 7,9916 | 70916 | 7,0916 | 7,9916 | 8
9 | 809829 | 80829 | 80820 | 89829 | 9
10 89969 | 8,9969 | 8,0969 | 80969 | 9
11 99670 | 9,9670 | 9,9670 | 9.9670 | 10
121 99925 | 9,9925 | 9,9925 | 9,0925 | 10
13 [ 12,9449 | 12,9449 | 12,9449 | 12,0449 | 13
14| 13,0070 | 13,0070 | 13,0070 | 13,0070 | 13

Observe que os autovalores obtidos numericamente nao variam com comprimento
das arestas, ou seja, outra vez constata-se que a sensibilidade da solucao em relagao
ao tamanho das arestas é praticamente inexistente. Pelos resultados das simulagoes, a

diferencga entre as solugoes esta aparecendo a partir da décima segunda casa decimal.

Para investigar o comportamento do método em relagao a rotagao das arestas de
suporte, Figura 4.4a, diminui-se o comprimento das arestas de suporte em 50% do com-
primento das arestas de background e a direcao das arestas de suporte é rotacionado no
sentido anti-horario. Primeiro o problema é resolvido deixando todas as arestas do do-
minio e suas fronteiras livres para rotacionar. No segundo caso, as arestas da fronteira
sao fixadas, rotacionando apenas as arestas internas do dominio. Os autovalores obtidos

numericamente sao visualizados na Tabela 4.3.
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Tabela 4.3: Quatorze primeiro autovalores computados pelo EMM para diferentes angulos
de rotacao. O comprimento das arestas de suporte ¢ fixado em 50% menor que o das
arestas de background

(a) Arestas das bordas rotacionando

EMM
N =T 1=t Jo=157] Pt
T [ L0001 | L,0307 | Lo7iz | 1
5 [ 1L,0002 | L0311 | Lo78 | 1
3 [ 2,0008 | 2.0616 | 2,1427 | 2
1 [ 30972 | 4,1190 | 42803 | 4
5 | 40008 | 4.1227 | 4984l | 4
G [ 4,0930 | 51442 | 53447 | 5
7 [ 5.0018 | 51512 | 53560 | 5
§ | 70939 | 8,2357 | 8.5560 | §
9 | 5,958 | 9.2602 | 96213 | 9
10 | 5,996 | 9,2719 | 90,6324 | 9
11| 9,9702 | 10,2739 | 106738 | 10
T3 | 9,9955 | 10,2981 | 10,6980 | 10
13 | 12,0487 | 13,3352 | 13,8531 | 13
14| 13,0107 | 13,4019 | 13,0101 | 13

(b) Arestas das bordas sem rotacionar

EMM
N =T To=10 [o=15 Bxat°
T [ 1,003 | Lss6l | Loil | 1
5 [ 1,0037 | 13624 | L7868 | 1
3 [ 20049 | 25178 | 31385 | 2
1| 4,000 | 43994 | 49154 | 14
5 | 4,0036 | 4,4657 | 5,057 | 1
G | 4,0966 | 55031 | 62851 | 5
7 [ 5.0067 | 55026 | 63424 | 5
§ | 7,082 | 8.6397 | 94846 | 8
9 | 8,087 | 9,5360 | 102528 | 9
10 | 9,0031 | 95563 | 102785 | 9
T1 | 09,9736 | 10,5923 | 11,3860 | 10
13| 10,0007 | 10,7320 | 11,6852 | 10
13 | 12,0532 | 13,0761 | 14,6198 | 13
T4 | 13,0149 | 13,7637 | 14,5538 | 13

Precisa-se analisar com mais rigor o comportamento do método quando as arestas de

suporte sao rotacionadas em relacao as arestas de background, pois observa-se um aumento

consideravel no erro a partir de certo angulo de rotagao. Uma possivel explicagao para

esse fendmeno é, como as fungoes de forma sao baseadas no espaco H (curl;2), tanto seu

quadrado quanto o quadrado do seu rotacional devem ser integraveis. Porém, quando

o angulo de rotacao das arestas de suporte tende a 90° as derivadas nem sempre sao

definidas. A Tabela 4.4 apresenta o comportamento do rotacional a medida que o angulo

de rotacao das arestas de suporte tende a 90°. Nota-se, claramente, a singularidade que

ocorre quando o angulo se aproxima de 90°.

Tabela 4.4: Valores do rotacional das fungoes de forma para diferentes angulos de rotagao
das arestas de suporte.

0 | VxN V x Ny V x Ns
0° 40,43 -40,43 -10,43
10° 82,11 -82.11 -82,11
30° 93,37 -93,37 -93 37
60° 161,73 -161,73 -161,73
89° 4,63-10° | —4,63-10° | —4,63-10°
89,5° | 9.26-10° | —9.26-10° | —9.26-10°
89,9° | 4.63-10" | —4.63-10" | —4.63-10"
90,1° | —4.63-10" | 4.63- 107 4.63- 10"
90,5° | —9.26-10% | 9.26 - 10° 9.26 - 10°

91° | —4.63-10° | 4.63-10° 4.63-10°
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4.4  Propagacao em Guia de Onda

Quando se trabalha com problemas de propagacao em guias de onda, normalmente é
necessario determinar o campo eletromagnético em uma dada frequéncia de propagagao.
Suponha um guia de onda retangular, como mostrado na Figura 4.6, onde uma onda
eletromagnética, com frequéncia de operacao de 300 MHz, se propaga na direcao +z. O
problema é representado por (2.23), com algumas condigdes de contorno especificas, como

descrito a seguir.

g
=R
we
i el
S
A ol "
- s
//// ///
s i P e /,/
/ e
//// ~ 7 o
e // . / St
o B
g =3 &
.f: Sl -~ P //
[ /,/
) Y -
r N 5
< z

a=2m

Figura 4.6: Geometria do guia de onda retangular
Fonte: [Lima and Mesquita, 2017b|

Nas paredes do guia, tem-se a condi¢ao de contorno de Dirichlet (2.21). Em S,
aplica-se uma condigao de contorno de Dirichlet sobre o campo elétrico incidente dado

por:

Einc(x, z) = 2sen (%) e‘jklo’zgj (4.9)

Em Sy, o campo pode ser expresso pela condigdo de contorno do terceiro tipo (2.21)

com U = 0. Assim, o problema (2.23), pode ser reescrito da seguinte forma:

Vx(—VxE)—kiE = 0 em
s
AxE = 0 em Iy
1 . .
—nx (VX E)+9nx (VxE) = 0 em S (4.10)
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onde €2 é o dominio do problema, I'; é a fronteira do tipo PEC e S5 é a fronteira

onde é imposta a condicao de contorno do terceiro tipo com parametro v, = jky, onde
k1o = /w? — (7/a)?.

Assim, a partir da equagao (2.32), a forma fraca do problema no dominio €2 é dada

por:

1. - 3
/ (—v x E> (Y x WA — kg/(eTE) W dQ (4.11)
o \Hr Q

—/ W, - (v % (7 x E))dl =0
So

_>
onde W, é a funcao vetorial de teste do método dos residuos ponderados.

Para simplificar, o problema é resolvido em duas dimensoes, no plano z = a/2.
Tal simplificacao justifica-se pelo fato de que, como o modo de propagacao é TEig e a
onda propaga-se em +z, o campo elétrico possui apenas componente na direcao vy, isto é,
E=E,j.

Na forma fraca (4.11), é necessério calcular o rotacional do campo elétrico, dado

por:

s_ OB, O,

VXE=-— 5, Lt g% (4.12)

Além disso, o campo elétrico no interior do guia corresponde a E™¢. Tomando as

derivadas parciais requeridas no rotacional (4.12), tem-se que:

OF .
2B (2) w
oF, .
S = —jkwEpsen (%) ¢iki0z (4.14)
e seus valores absolutos maximos sao:
OF T
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OE,

— = kioEp. 4.16
—~ 10Fy (4.16)

maxr

Considerando as dimensoes do guia e a frequéncia de propagacao, tem-se que:

oL,

OE,
S 4

max ax

. (4.17)

max

Como na forma fraca (4.11) o primeiro termo envolve o produto escalar entre os

rotacionais e

IE, ? IE, ?
(W m) ~ 16 ( oy m) | (4.18)

entdo podemos simplificar o rotacional do campo elétrico (4.12) levando em conta

apenas a componente que envolve a derivada parcial em relacao a z, uma vez que a
componente que envolve a derivada parcial em relacao a x ird contribuir muito pouco no

produto escalar. Logo, o rotacional do campo sera calculado como:

. E
VxE%—%fi (4.19)

o que valida resolver o problema em duas dimensoes no plano x = a/2.

Considera-se uma frequéncia de propagacao da onda incidente de 300 MHz. A
distribuicao das arestas de suporte é feita de duas maneiras diferentes, ou seja, com
comprimento das arestas de suporte iguais a 50% e 0,1% das arestas de background. A
Figura 4.7 mostra as arestas distribuidas no dominio do problema, para comprimento

igual a 50% das arestas de background.

Uma comparacao com a solugao analitica para £, em y = 0,3m ¢ feita e mostrada
na Figura 4.8. Nesta, é possivel ver que a solugao numérica esta em concordancia com
a solucao analitica, inclusive nas fronteiras z = 0 e z = 2m onde foram impostas as
condicoes de contorno para o campo incidente e o campo transmitido, respectivamente.
O erro médio obtido para ambos os casos foi de 2,17 x 1072, a diferenca no resultado do

erro aparece na nona casa decimal.
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Figura 4.7: Conjunto de 6313 arestas espalhadas no dominio e na fronteira do problema,
arestas de suporte 50% menor que arestas background.
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Figura 4.8: Campo elétrico E, computado em y = 0,3m no x = a/2 plano.

Outra vez percebe-se que o método ¢ bastante estavel em relagao ao comprimento
das arestas. De fato, pelo os resultados experimentais é possivel verificar um menor erro
quando o comprimento das arestas aproxima-se de zero. Logo, conclui-se que o EMM
consegue reproduzir a onda em modo TE;y de maneira correta com solucao numérica
livre de modos esptrios, e que estas fungoes de forma tém erros menores quando as arestas

tendem para um ponto.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

No presente trabalho, foram apresentadas novas funcoes de forma para o Método
sem Malha de Aresta, cujo foco principal foi desenvolver fungoes que pertencam ao espago
H(curl; Q) de maneira a atender a condic¢do de divergente nulo. Em seguida, utiliza-se as
novas funcoes de forma no EMM para resolver problemas do eletromagnetismo, verificando

assim sua aplicabilidade e eficiéncia.

Como primeiro passo, fez-se uma revisao sucinta dos espacos vetoriais de Hilbert
e Sobolev que sao de fundamentais importancia para construcao do espago H(curl; ().
Também foram apresentados estudos sobre problemas vetoriais harmonicos no tempo,
onde foi apresentada a forma forte do problema e a partir do método dos residuos ponde-

rados derivada a forma fraca.

Posteriormente foi feito uma revisao do Método sem Malha de Aresta e apresentou-
se o desenvolvimento matematico para construcao das novas funcoes de forma, baseado no
espago H (curl;Y). Para ilustrar, trabalhamos com problemas no espago bidimensional e
com a ordem dos polinomios igual a 1. Contudo, o interessante em utilizar estas fungoes de
forma no EMM ¢ a capacidade de trabalharmos no espago n-dimensional e a possibilidade
de adicionarmos mais arestas ao dominio de suporte, desde que se utilizem outros espagos
de polinomios. Inicialmente, supomos que deve ser possivel desenvolver aproximagoes

para qualquer nimero de arestas.

As fungoes de forma propostas funcionaram corretamente quando aplicadas na apro-
ximacao de campos vetoriais e para resolver problemas vetoriais harmonicos no tempo.
A solugao numérica seguiu a expressao analitica esperada, livre de modos esptrios. Os

resultados também mostraram que a solucao praticamente independe do comprimento das
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arestas. De fato, menores erros sao obtidos quando o tamanho das arestas se aproxima de
zero. Este resultado pode ser explorado em trabalhos futuros, por exemplo, encontrar uma
formulacao matematica para as funcoes de forma quando as arestas tendem a um ponto
e, a partir dai, trabalhar como um método sem malha nodal, mas podendo atribuir uma
direcao, capaz de gerar aproximagoes vetoriais que satisfacam a condicao do divergente

nulo.

O método é bastante robusto quanto ao comprimento das arestas de suporte. Con-
tudo, quando as arestas de suporte sao rotacionadas em relacao as arestas de background,
observou-se um aumento consideravel no erro a partir de certo angulo de rotacao e, em
90 graus, a construcao das fung¢oes de forma falha devido a singularidade da matriz. Esse
comportamento precisa ser investigado com mais rigor em trabalhos futuros. Outros tra-
balhos futuros incluem, gerar as fungoes de forma usando espagos de polinomios com
ordem superior, e, com isso, verificar o comportamento do método utilizando mais arestas
no dominio de suporte. Por tltimo, implementar o método para problemas tridimensio-

nais.
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