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RESUMO

Holismo confirmativo é a tese de que qualquer sentenca da ciéncia pode ser confirmada ou
refutada, direta ou indiretamente, pela observagdo. O holismo confirmativo admite inclusive
gue a matematica pode ser revisada a partir de uma refutacdo por um teste empirico. O objetivo
deste trabalho é mostrar as limitagGes dessa tese no ambito da filosofia da matemética. De um
modo geral, a tese do holismo é bem aceita nas teorias cientificas, no entanto, ao confrontar
essa tese com a pratica e o desenvolvimento das teorias matematicas, essa tese se mostra
bastante limitada. A aplicacdo da matematica nas ciéncias empiricas, em alguns momentos de
descoberta, mostra que as teorias matematicas possuem mais estruturas que o vocabulario da
ciéncia aplicada € capaz de interpretar. Foram expostos os varios sentidos de analiticidade na
filosofia da matematica, pois analiticidade pode variar entre os filésofos, mas sem deixar de
lado o caréater a priori da matematica. Foram expostos também os varios sentidos de holismo
para depois circunscrever a discussdo em torno do holismo confirmativo. Depois dessa
exposicdo de conceitos, manteve-se uma filosofia da matematica centrada em estruturas que
pode rechacar esse holismo confirmativo.

Palavras-chave: Holismo. Matematica. Ciéncia. Estruturalismo. Filosofia.



ABSTRACT

Confirmational holism is the thesis that any statement of science can be confirmed or refuted,
direct or indirectly, by observation. Confirmational holism also admits that mathematics can be
revised from some refutation by an empirical test. The aim of this work is to show the
limitations of this thesis in the field of philosophy of mathematics. Generally, Holism is well
accepted in scientific theories, though, when we confront this thesis with the mathematical
practices and moments of scientific discoveries, it shows that mathematical theories own more
structure than the scientific vocabulary can interpret. It was exposed the various senses of
analyticity in philosophy of mathematics, because analyticity can vary among philosophers, but
without set aside the a priori character of mathematics. It was also exposed the various senses
of holism to circumscribe the discussion around confirmational holism. After this exposition of
concepts, it is followed a philosophy of mathematics centered in structures that can reject this
confirmational holism.

Keywords: Holism. Mathematics. Science. Structuralism. Philosophy.
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INTRODUCAO

A diferenciacdo da Matematica perante as demais disciplinas que compdem a ciéncia
em geral é reconhecida desde a antiguidade. 1sso acontece porque a principal atividade de um
matematico consiste na demonstracdo de teoremas e isso faz com que um matematico utilize
métodos distintos dos demais cientistas. Essa diferenciacdo é refletida nas justificacdes
filosoficas vindas da teoria do conhecimento sobre o afazer matematico através da natureza das
proposi¢Oes matematicas. Para Kant, a matemética € um conjunto de proposic¢Ges sintéticas a
priori. Para Bolzano, a Matemaética é tanto analitica quanto sintética a priori: A introducédo de
axiomas para a matematica é justificada de um modo sintético, mas a demonstracdo de teoremas
¢ analitica. Para Frege e Carnap, a Matematica é totalmente analitica a priori. A diferenciacédo
das sentencas nesses filésofos € polémica porque o significado de analiticidade em cada um
deles é distinto, assumindo caracteristicas de proposi¢des sintéticas em sentencas analiticas,
como no caso de postulados de significado em Carnap ou como uma consequéncia do problema
de Julio César em Frege, identificando analiticidade com sentencas que possuem justificacdo a
priori.

Por outro lado, o holismo é uma tese geral que aparece com maior forca em Quine, mas
ndo menos importantes para o entendimento do holismo neste Trabalho sdo Duhem, Putnam e
Colyvan. Holismo € uma interpretacdo que vem diretamente da pratica das ciéncias empiricas:
para a elaboracdo de uma proposi¢do que seja usada como hipo6tese ou predicdo de um
fendmeno da natureza ha a conjuncdo, num Unico bloco, de toda a ciéncia, inclusive da
matematica. Esse bloco interligado de teorias precisa manter uma coesdo de significado capaz
de interligar, numa Unica proposic¢do, o significado vindo de diversas areas da ciéncia. Holismo
semantico é a ndo diferenciacdo das sentencas em tedricas e empiricas, ou seja, entre sentencas
analiticas e sintéticas. Se nenhuma sentenca pode ser diferenciada no campo da ciéncia, entdo,
qualquer sentenca da ciéncia pode ser confirmada ou refutada, direta ou indiretamente, por um
teste empirico e isso € o holismo confirmativo. O holismo confirmativo admite inclusive que a
matematica pode ser revisada a partir de uma refutacdo por um teste empirico.

O holismo esta interligado com a tese da indispensabilidade da Matematica, tambem
defendida por Quine, Putnam e Colyvan. Essa tese afirma que 0s objetos matematicos sao
indispensaveis as teorias cientificas. No entanto, ao colocar em perspectiva a no¢do de
indispensabilidade, as teorias matematicas devem possuir um escopo de objetos restrito no

holismo. A restrigéo esta ligada a delimitacdo de objetos das teorias matematicas aplicaveis. A
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teoria de conjuntos excede qualquer aplicacdo cientifica, mas € util para a resolucdo de
problemas que vém da propria matematica e por isso € um tipo de teoria que desafia o universo
minimo de objetos possiveis para a aplicacdo na ciéncia a partir do Holismo confirmativo.

O abandono do holismo confirmativo leva também a um abandono do naturalismo na
matematica de um modo empirista que defende esse tipo de holismo, que esta baseado no
desenvolvimento das ciéncias empiricas, forcando a introducdo de normas restritivas a o que
pode e 0 que ndo pode ser considerado mais importante dentro da ciéncia como um todo. O
naturalismo de Quine e Putnam néo é normativo no sentido de dizer que determinada teoria
matematica tem mais valor em relagéo a outra teoria para a aplicacdo nas ciéncias, deixando de
fora teorias mais abrangentes que tratam de objetos que até 0 momento ndo possuem nenhuma
aplicacdo.

Uma reformulacdo no naturalismo na matematica se faz necessaria, como a feita por
Maddy, que considera as atividades genuinamente matematicas. Nesse sentido, considera-se
necessaria a introducdo do estudo da filosofia de Maddy. Em seu naturalismo, a matematica
tem uma funcdo especifica que é de demonstrar 0 maximo possivel de teoremas ainda nédo
demonstrados huma teoria de conjuntos que seja 0 mais abrangente possivel, ou seja, o principio
de maximizacdo da teoria faz com que restricbes vindas de um naturalismo que defende a
normalizagdo das teorias em modelos menos abrangentes néo seja o suficiente para resolver
todos os problemas da matematica. A matematica ndo possui um limite que a faga ser posta sob
0 mesmo escrutinio que as ciéncias empiricas como € pensado no holismo confirmativo. Ela
possui um aspecto meramente tedrico, principalmente quando a matematica é usada para
resolver problemas da prépria matematica.

No primeiro capitulo, foi tratada da nocéo de analiticidade em Kant, Bolzano, Frege e
Carnap. Sera tratada as diferentes nocOes de analiticidade desses autores e as suas concepgoes
do que é a matematica, sendo ela separada das ciéncias empiricas pela natureza das suas
proposicoes.

No segundo capitulo, foi explorado o holismo, definindo-o e posteriormente separando
em holismo semantico e holismo confirmativo, conforme divisdo proposta por Colyvan.
Mostrou-se as consequéncias do holismo na filosofia da matematica. Por fim, foi apresentada
a relacdo entre holismo confirmativo e teoria de conjuntos, principalmente olhando os
problemas de consisténcia de axiomas da teoria de conjuntos. Isso € necessario para avaliar a
defesa dos filésofos com uma visdo holistica da ciéncia de modelos construtivos na teoria de

conjuntos.
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No terceiro capitulo, apresentou-se a filosofia da matematica de Maddy principalmente
em relacéo ao holismo e o desenvolvimento da matematica. Foi relacionada a sua posi¢cao com
a concepcdo de aplicacdo da matematica em Krause e Arenhart, que divide os sistemas
axiomaticos em axiomatica concreta, abstrata e formal. Foi mostrada também as relacGes dessa
filosofia com a aplicagdo estrutural da matematica de Bueno, Colyvan e Pincock. Mostrou-se
que essa concepcdo de aplicagdo da matemética estd apartada do argumento de
indispensabilidade da matematica e do holismo confirmativo, mesmo que um desses autores,

Colyvan, seja um defensor do holismo confirmativo.
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1 A MATEMATICA NA TEIA DE CRENCAS: A NOCAO DE
ANALITICIDADE

1.1 CONSIDERAGCOES INICIAIS

A principal atividade da matematica é a demonstracéo de teoremas através, logicamente,
de axiomas. Esses axiomas possuem aspecto de verdades gerais sobre uma disciplina
matematica ou um conjunto de objetos matematicos. O universo de discurso desses axiomas
sd0 objetos abstratos que ndo fazem parte da realidade limitada ao que esta entre o espaco e o
tempo, de um ponto de vista realista. Nesse sentido, a natureza da matemaética na historia do
pensamento, na maioria das vezes, é vista como uma teoria puramente abstrata sem ligacdo com
a empiria.

Um dos debates dentro da filosofia da matematica esta na divisdo dos seus principios
em sentengas analiticas ou sintéticas a priori. Os argumentos em torno dessa classificacdo sdo
acompanhados de uma divisdo do conhecimento entre a matematica e as demais ciéncias,
tornando-a separada em relacdo ao seu estatuto puramente tedrico. Ao contrario dessa linha de
pensamento, o holismo semantico aparece rechacando essa divisdo entre as sentencas da
matematica em relacdo as demais disciplinas cientificas, alegando que ndo ha um limite muito
claro entre os varios campos do conhecimento, tornando impossivel existir um ponto exato que
delimita a existéncia de uma matematica puramente teorica e as demais ciéncias. Ndo existe
uma divisao entre sentencas analiticas e sintéticas a priori. As sentencas que se consideram
como formadas somente do ponto de vista tedrico guardam parte do repertério de significados
adquiridos na empiria.

Diante do holismo, deve-se investigar a posi¢do dos que argumentam a favor de uma
divisdo das sentencas entre analiticas e sintéticas. Serdo vistas as concep¢oes de analitico e
sintético em Kant, Bolzano, Frege e Carnap, que compreendem o periodo moderno com Kant;
0 século X1X com Bolzano e Frege; e o inicio do século XX com Carnap. N&o h4d um consenso
ao considerar a matematica um conjunto de sentencas analiticas ou sintéticas a priori, conforme
sera notado, pois 0s autores possuem concepgdes distintas dessa divisao, que é inclusive um
dos pontos de critica do holismo: a falta de um significado exato para a nogdo de analitico e
sintético. Uma vez que o argumento a favor da diviséo entre sentengas analiticas e sintéticas
ndo é um consenso, também nao o € a nocao de que o estatuto puramente formal da matematica

a afastou das ciéncias empiricas. Por isso, é preciso examinar 0s autores que sustentam essa
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divisdo, a nocdo de analitico e sintético, para entdo analisar uma defesa do holismo
confirmativo!, decorrente da critica a essa divisdo entre a diferenciacdo das sentencas em

analiticas e sintéticas?.

1.2 KANT E A MATEMATICA COMO SINTETICA A PRIORI

Antes de analisar a posicdo de Kant sobre a matematica, sera apresentada a divisao das
proposicdes em juizos analiticos e sintéticos. Vejamos como sdo definidas essas proposi¢des

nos Prolegdmenos:

Juizos analiticos ndo dizem nada no predicado exceto o que foi de fato pensado no
conceito do sujeito, porém nao tao claramente nem com a mesma consciéncia. Se eu
digo: Todos os corpos sdo extensos, eu ndo ampliei meu conceito de corpo, mas
meramente 0 decompus, pois a extensdo ja estd compreendida nele, apesar de néo ter
sido explicitamente dita no primeiro conceito do juizo; o juizo é, portanto, analitico.
Por outro lado, a proposicéo: Alguns corpos sdo pesados, contém algo no predicado
que ndo esta de fato pensado no conceito geral de corpo; portanto, isso aumenta meu
conhecimento, desde que adiciona algo ao meu conceito, e deve, portanto, ser
chamado de juizo sintético. (KANT, 2004, p. 16, 4:267, tradugéo nossa)®

As sentencgas analiticas ndo acrescentam nenhum conhecimento novo ao sujeito da
proposi¢do. Como no exemplo “Todos os corpos sdo extensos”, ndo ha acréscimo de nenhuma
informacao ao sujeito “corpo”, pois € impossivel imaginar um corpo sem extensdao. Assim,
extensdo ja pertence ao conceito de corpo e a ele esta numa relacao de subordinagdo. Sentencas
analiticas em Kant sdo vistas do ponto de vista da relacdo de subordinacdo do conceito, que
podem ser expressas numa relacao de contencao. Nos juizos analiticos, o predicado esta contido
no sujeito, portanto, o conceito do predicado esta subordinado ao conceito do sujeito. Quando
0 conceito que aparece no predicado esta subordinado ao do sujeito, entdo a relacdo é analitica,
pois a mesma acdo que se tem ao realizar um silogismo, que € inferir uma sentenca numa

conclusdo, a de inferir um conceito de um conceito maior é realizada nesse tipo de sentenca.

1 Sera descrito no préximo capitulo o holismo confirmativo.

2 Entender como aparece o conceito de analiticidade sera importante para mais tarde introduzir a discussdo sobre
0 holismo seméntico e o holismo confirmativo.

3 Texto traduzido: Analytic judgments say nothing in the predicate except what was actually thought already in
the concept of the subject, though not so clearly nor with the same consciousness. If | say: All bodies are extended,
then | have not in the least amplified my concept of body, but have merely resolved it, since extension, although
not explicitly said of the former concept prior to the judgment, nevertheless was actually thought of it; the judgment
is therefore analytic. By contrast, the proposition: Some bodies are heavy, contains something in the predicate that
is not actually thought in the general concept of body; it therefore augments my cognition, since it adds something
to my concept, and must therefore be called a synthetic judgment. (KANT, 2004, p. 16, 4:267)
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Proposi¢des analiticas sdo regidas por uma regra légica, o principio de ndo-contradicéo,
e essa ¢ a caracteristica de qualquer juizo inferido logicamente. E possivel inferir logicamente
do conceito de “tridngulo”, por exemplo, que “possui trés lados”. Assim, a sentenga “o triangulo
possui trés lados” € um juizo analitico, uma vez que “possuir trés lados” ¢ inferido do conceito
de “tridngulo”, que aparece como sujeito na proposi¢do por conta dessa relagdo de
subordinagdo. Juizos sintéticos sdo aqueles que ampliam o conhecimento ao acrescentar “mais
uma informacao” que ndo pode ser inferida diretamente do sujeito.

Além dessa divisdo na natureza da proposi¢éo, Kant introduz a divisao de dois modos
de justificacdo de uma proposicdo: ou pela experiéncia, que é todo juizo a posteriori ou é
estritamente pela razdo, que é todo juizo a priori. Sentencas a priori que sao analiticas somente
necessitam da logica para a sua justificagdo. No outro extremo, tem-se casos como 0s da
seguinte sentenca: “etileno ¢ usado no amadurecimento de frutas”, que € classificada como uma
sentenga sintética a posteriori, que precisa ser justificada na experiéncia com o gas. Por outro
lado, sentencas sintéticas a priori sdo aquelas que criam conhecimento, mas somente com 0 uso
da razdo e ndo pela experiéncia e € ai onde sdo construidas as proposi¢cfes matematicas.

Vejamos o que Kant diz a respeito nos Prolegdmenos:

Primeiramente, deve ser observado que: proposi¢des propriamente matematicas sdo
sempre a priori e ndo sdo juizos empiricos, porque elas carregam a necessidade nelas,
a qual ndo pode ser extraida a partir da experiéncia. Porém, se ndo admitir isso como
verdade, muito bem, restringirei minha proposicdo a matemética pura, o conceito do
qual de fato transmite que [a matemética pura] ndo contém conhecimento empirico,
mas somente cognicdo pura a priori. (KANT, 2004, p. 18, 4:268, colchete nosso,
traducdo nossa)*

A matematica é uma disciplina em que as suas verdades fundamentais sdo baseadas em
juizos sintéticos a priori, ou conhecimento puro, que sdo juizos que nao se justificam na
experiéncia®®, porém, a matematica estabelece as condi¢Oes para a experimentacdo (KANT,

1998, B267/A220) ou conhecimento a posteriori daquilo que pode ser numerado ou visto sob

4 Texto traduzido: First of all it must be observed: that properly mathematical propositions are always a priori and
not empirical judgments, because they carry necessity with them, which cannot be taken from experience. But if
this will not be granted me, very well, 1 will restrict my proposition to pure mathematics, the concept of which
already conveys that it contains not empirical but only pure cognition a priori. (KANT, 2004, p. 18, 4:268)

5 Um exemplo de sentenca sintética é o seguinte: “Uma linha reta é a menor distancia entre dois pontos.” Porque
nem o conceito linha reta e nem o conceito de ponto possui em si o julgamento de menor distancia entre pontos.
Uma sentenca analitica, de um modo genérico, € a do tipo “Um tridngulo possui trés lados”, o que mostra que nao
h& nenhum conhecimento novo acrescentado pela sentenca do sujeito “tridngulo” ao predicado “possuir trés lados”.
& Conhecimento puro é o mesmo que conhecimento adquirido a priori. “At issue here is a mark by means of which
we can securely distinguish a pure cognition from an empirical one. (KANT, 1998, p. 137 (B2))”
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o0 angulo de relagGes geométricas. Por manter esse carater de aplicabilidade da matemaética é
que ela deve ser construida dentro da intuicdo de espago e tempo.

Verdades sintéticas da aritmética ndo sdo deducdes logicas e sdo reconhecidas nos
aspectos intuitivos do tempo. Suas verdades sdo reconhecidas de imediato em qualquer objeto
ou multiplicidade de objetos apreendidos em qualquer relagéo de objeto correspondente a um
conceito numeérico. Por isso, cada sentenca verdadeira da aritmética € um postulado. A definicdo
de postulado em Kant é qualquer verdade que pode ser aceita de imediato por um exemplo na
intuicdo sem demonstracdo. Esses aspectos da aritmética serdo explicados de uma melhor

maneira na proxima secao desse capitulo.

1.2.1 O sintético a priori no entendimento da matematica

O papel da matematica é a construcdo de conceitos (KANT, 1998, B 177 A 138). Para
definir um namero, deve-se ter em mente que nimero é um tipo de conceito. O papel do nimero
¢ comunicar uma gquantidade e quantidades se referem a objetos. Assim, nimero € um conceito
que deve ser satisfeito com objetos. Os objetos, por sua vez, servem de base para expressar
conceitos numéricos. Vejamos de um modo melhor como esse processo ocorre no seguinte
exemplo: quando é realizada uma operacdo que resulta no nimero 5, € imaginada a relacdo
entre nimeros distintos (conceitos distintos) a partir de objetos para chegar a um conjunto de
objetos que corresponde a imagem do numero 5. Como objetos existem somente no espaco e
no tempo, sdo ou objetos fisicos que existem atualmente como tracos num papel, sementes, etc.
ou imaginados na intui¢do a priori. O conceito € um procedimento de como construir ou
organizar um objeto e como tal ele ndo existe no espaco e no tempo como 0 objeto, mas no
processo de conhecer o objeto, o conceito € satisfeito por objetos. Vejamos o que Kant pensa a

respeito disso na matematica:

Consequentemente todos 0s conceitos matematicos nao sao por si mesmos cognicoes,
exceto a medida que alguém pressupfe que existem coisas que podem ser
apresentadas a nos somente de acordo com a forma de tal intuicdo pura sensivel.
(KANT, 1998, p. 254, B147, traducdo Nossa)’

O conceito numérico é o processo aplicado a objetos na intuicdo. Quando ha o

reconhecimento de algo como instanciando uma relagdo numérica, existe um objeto ou uma

" Texto traduzido: Consequently all mathematical concepts are not by themselves cognitions, except insofar as one
presupposes that there are things that can be presented to us only in accordance with the form of that pure sensible
intuition. (KANT, 1998, p. 254, B147)



18

multiplicidade deles que séo apreendidos ou construidos a priori, a partir de um conceito
matematico. Ndmeros ndo sdo objetos, porém, ao olhar para uma multiplicidade de objetos
como representando a aplicacdo de um conceito matematico, o que ocorre € um esquema entre
um procedimento de producdo de uma ordem matematica numa multiplicidade de objetos
(KANT, 1998, B 267A 220). Quando se fala de nimero, ndo é possivel falar sem estar ligado a
um objeto, de modo a tornar a pratica matematica somente aplicada ou aplicavel a um objeto

na intuicdo. Vejamos:

[Se] eu colocar cinco pontos seguidos, ..... se torna uma imagem do nimero cinco. Em
contrapartida, se eu somente penso em um nimero em geral, que poderia ser cinco ou
cem, esse pensamento é mais a representacdo de um método de representar uma
multiplicidade (p. ex.; mil) de acordo com um certo conceito do que a imagem em si,
que nesse caso eu pude pesquisar e comparar com o conceito com muita dificuldade.
Agora essa representagdo de um procedimento geral da imaginagdo de prover um
conceito com sua imagem € o que eu chamo de esquema para esse conceito. (KANT,
1998, p. 273, B180, A141, colchete nosso, tradugéo nossa)®

O ndmero é uma producdo da imaginacdo (KANT, 1998, B182, A143). Ele é um ato
mental de coletar entidades parecidas num Gnico conceito. E preciso mostrar porque Kant no
considera a aritmética analitica a priori, mas sim sintética a priori, para diferenciar sua posi¢cao
filosofica perante as demais. Se termos como extensdo de um conceito forem usados para um
namero por alguma definicdo e por essa defini¢do for visto que dois conceitos distintos séo
equinuméricos (como em Frege), ndo é possivel considerar que uma sentenca que estabelece
essa igualdade seja analitica, pois ambas levam a procedimentos distintos de atingir
determinado nimero. O mais importante para Kant ndo é a referéncia numérica numa igualdade,
mas o procedimento para atingir determinado namero descrito pelo conceito. Numa igualdade,
tem-se dois procedimentos distintos de cada lado, ndo a igualdade de objetos numéricos.
Vejamos como Kant responde a Schultz sobre a possibilidade de considerar uma sentenca de
igualdade na aritmética como analitica:

Posso formar um conceito de uma mesma quantidade por meio de varias adigdes e
subtracdes; (note que ambos desses processos sao sinteses, no entanto) objetivamente,
0s conceitos que formo sdo idénticos (como em qualquer equacgdo). Porém
subjetivamente, dependendo do tipo de combinacao que eu penso, de modo a chegar
nesse conceito, eles sdo muito diferentes. Entdo, meu juizo vai além do conceito que

eu obtenho da sintese, porque o juizo que substitui outro conceito (simples e mais
apropriado na construcdo) no lugar do primeiro conceito, embora [esse conceito]

8 Texto traduzido: [I]f I place five points in a row, ..... , this is an image of the number five. On the contrary, if I
only think a number in general, which could be five or a hundred, this thinking is more the representation of a
method for representing a multitude (e.g., a thousand) in accordance with a certain concept than the image itself,
which in this case | could survey and compare with the concept only with difficulty. Now this representation of a
general procedure of the imagination for providing a concept with its image is what | call the schema for this
concept. (Kant, 1998, p. 273, B180, A 141, colchete nosso)
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determine o mesmo objeto. Assim, eu posso chegar a uma determinacdo Unica da
quantidade por meio de 3+5, ou 12-4, ou 2x4, ou 23, nomeadamente 8. Mas meu
pensamento “3+5” ndo inclui o pensamento ‘“2x4”. (KANT, 1967/1788, p. 129,
tradugédo nossa, colchete nosso)®

O que é enfatizado aqui é o conceito como um modo de apreensdo do objeto. Dois
conceitos ou um conceito (nUmero) e varios outros (relagdo numérica), mesmo que aplicados
aos mesmos objetos, levam a operacgdes distintas, ou modos distintos de apreensdo. Enfatizar o
conceito é enfatizar o pensamento subjetivo que caracteriza como proceder para chegar a uma
imagem numeérica. Nao € a referéncia a um objeto numérico que mais importa nas sentencas da
aritmética, mesmo porque ndo h&d um objeto genuinamente numérico. As expressdes de
igualdade da aritmética ndo estdo se referindo ao mesmo objeto, pois 0 nimero em si ndo existe
como objeto. O que ocorre é a sintese de procedimentos distintos para chegar num mesmo valor
numérico, 0 que torna as sentencas da aritmética sintéticas a priori.

Construir relagdes aritméticas, como ocorre no caso da soma, é realizar a juncdo de
conceitos numéricos para a constru¢do de novos conceitos, mas para 0 seu reconhecimento
imediato é necessario mostrar na intuicdo que determinados conjuntos de objetos podem ser
coletados e apreendidos num Unico conceito. Dai também a nocdo de que o conhecimento
aritmético depende da intuicdo no tempo, pois para realizar essa operacdo é preciso dar passos
de colecdo de objetos desde o primeiro até o Gltimo objeto e entdo mostrar que tudo isso pode
ser apreendido de uma Unica vez num valor numérico no tempo. A caracterizacdo da sentenca
2 + 2 = 4 como sintética ocorre porque na imagem do numero “2” se junta duas vezes para
formar uma nova imagem, que representa o conceito de “4”, o que pode ser mostrado na unido
de dois conjuntos de objetos distintos com dois elementos cada (KITCHER, 1992). Assim, uma
sentenca da aritmética sempre terd como ser avaliada como verdadeira de imediato porque

sempre ha a possibilidade de sua verificacdo na relacao entre objetos no espago e no tempo:

Alguém talvez pense num primeiro momento: a proposicdo 7+5 = 12 é uma
proposi¢ao puramente analitica que vem do conceito de uma soma de sete e de cinco
de acordo com o principio da contradi¢do. No entanto, numa inspec¢do mais detalhada,
é notado que o conceito de soma de 7 e 5 contém nada mais que a unificagdo dos dois
nameros em um, através da qual por nenhum meio é pensado que esse nimero sozinho
pode ser 0 que combina os dois. O conceito de doze ndo é de nenhum modo realmente

® Texto traduzido: I can form a concept of one and the same quantity by means of many different additions and
subtractions; (notice that both of these processes are syntheses, however.) Objectively, the concepts | form are
identical (as in every equation). But subjectively, depending on the type of combination [Zusammensetzung] that
I think, in order to arrive at that concept, they are very different. So that at any rate my judgment goes beyond the
concept | get from the synthesis, in that the judgment substitutes another concept (simpler and more appropriate
to the construction) in place of the first concept, though it determines the same object. Thus I can arrive at a single
determination of a quantity by means of 3+5, or 12-4, or 2x4, or 23, namely 8. But my thought "3+5" did not
include the thought "2x4." (KANT, 1967/1788, p. 129)
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pensado porque eu penso apenas nesta unificacdo de sete e cinco, e mesmo que eu
analise meu conceito de uma possivel soma pelo tempo que for, ainda assim nao
encontrarei o doze nesse pensamento. E preciso ir além desses conceitos, fazendo uso
da intuicdo que corresponde a uma das duas, tal como os cinco dedos de alguém, ou
cinco pontos, e dessa maneira adicionando as unidades do cinco, dado em intui¢do
passo a passo, até o conceito de sete. Entdo, desse modo, verdadeiramente ampliar-
se-a 0 seu conceito através dessa proposicdo 7 + 5 = 12 e adicionar-se-a ao primeiro
conceito um novo conceito que ndo foi pensado antes; isto é, uma proposicao
aritmética é sempre sintética, o que pode ser visto mais claramente no caso de nimeros
maiores. Logo, é evidente que, embora possamos mudar e misturar nosso conceito
como desejamos, nGs nunca encontraremos a soma através da mera analise de nossos
conceitos, sem fazer uso da intuicdo. (KANT, 2004, p. 18-19, A: 269, traducdo
nossa)?

Os objetos existem ou fisicamente ou sdo imaginados na intuicdo a priori de espaco e
tempo, mas imaginar um objeto ja é considerar que esse objeto existe atualmente, pois a
imaginacdo ocorre na intuicdo de espaco e de tempo (KANT, 1998, A 225/ B272). Diante dessa
nocdo de objeto, que somente existe limitado ao que pode ser intuido no espago e no tempo,
ndo existe nenhum objeto que possa ser conhecido que esteja fora do espagco e do tempo.
Supondo entdo que numero seja um objeto, ora, se assim o for, e como é de conhecimento
filoséfico que se o nimero existe, entdo ele existe num plano fora do espaco e do tempo, entdo
0 numero ndo pode ser conhecido segundo a teoria do conhecimento em Kant, pois estaria no
campo do transcendente: “Chamaremos de principios imanentes cujas aplicacdes estejam
integralmente e completamente dentro dos limites da experiéncia possivel, porém aqueles que
podem voar para além desses limites, chamaremos principios transcendentais. (KANT, 1998,
p. 385, A296 tradugio nossa)*?.

Portanto, a aritmética ndo trata de objetos matematicos e o nimero é uma propriedade
de objetos (KANT, 1998, A719/B747), predicado ou um conceito de objetos. Nimero ndo é um
objeto, mas qualquer discurso que envolva relagdes numeéricas devera conter objetos que caem

sob o conceito numérico. O nimero é o0 modo como a imagina¢do opera para perceber ou

10 Texto traduzido: One might well at first think: that the proposition 7+5=12 is a purely analytic proposition that
follows from the concept of a sum of seven and five according to the principle of contradiction. However, upon
closer inspection, one finds that the concept of the sum of 7 and 5 contains nothing further than the unification of
the two numbers into one, through which by no means is thought what this single number may be that combines
the two. The concept of twelve is in no way already thought because I merely think to myself this unification of
seven and five, and | may analyze my concept of such a possible sum for as long as may be, still I will not meet
with twelve therein. One must go beyond these concepts, in making use of the intuition that corresponds to one of
the two, such as one’s five fingers, or five points, and in that manner adding the units of the five given in intuition
step by step to the concept of seven. One therefore truly amplifies one’s concept through this proposition 7+5=12
and adds to the first concept a new one that was not thought in it; that is, an arithmetical proposition is always
synthetic, which can be seen all the more plainly in the case of somewhat larger numbers, for it is then clearly
evident that, though we may turn and twist our concept as we like, we could never find the sum through the mere
analysis of our concepts, without making use of intuition. (KANT, 2004, p. 18-19, A:269)

11 Texto traduzido: “We will call the principles whose application stays wholly and completely within the limits
of possible experience immanent, but those that would fly beyond these boundaries transcendent principles.”
(KANT, 1998, p. 385, A:296).
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construir um conjunto de determinados objetos que pode ser apreendido numa Unica cole¢do ao
mesmo tempo e nesse caso a colecdo de objetos satisfaz ao niumero imaginado. Por exemplo,
ao imaginar o numero 3, é necessario imaginar trés objetos que caem sob o conceito de 3 ao
mesmo tempo. A existéncia de objetos na imaginacdo é necessaria para a criagdo de uma
imagem do objeto a ser conceituado (KANT, 1998, A 141/ B 181).

1.2.2 O infinito e a limitacéo do entendimento da matematica

Neste momento, serdo exploradas as relagdes entre as concepc¢oes de infinito e a filosofia
da matematica em Kant. Para isso, é preciso entender como Kant relaciona objetos e conceitos
matematicos. Os objetos que a matematica lida sdo objetos sensiveis ou sdo objetos de uma
intuicdo pura. E possivel entdo perguntar se a pratica matematica esta limitada ao tratamento
do sensivel ou se a matematica pode tratar de nimeros que representam cardinais infinitos.
Numeros sempre necessitam de um objeto para serem entendidos, conforme mostra-se em
relacdo aos juizos que funcionam como postulados. O entendimento ndo é capaz de elaborar
um conhecimento sobre um conjunto de objetos infinito, pois a intui¢do ndo € capaz de elaborar
nenhum entendimento infinito. Sobre essa limitacao, ndo é possivel elaborar um entendimento
aritmético sobre um ndmero infinito, pois ndo é possivel provar que existe ou ndo uma
quantidade infinita de objetos capaz de ser apreendido numa Unica intuicdo. A intuicdo que
imagina esse numero deveria ser capaz de abarcar anteriormente todos o0s numeros
construidos*?.

Um infinito atual exige uma sintese em que todos os objetos sdo apreendidos de uma
Unica vez. Tal conceito somente é possivel no campo a priori, mas nunca sera satisfeito por
nenhum conjunto de objetos imaginaveis. Quando Kant se refere a uma quantidade infinita de
objetos, essa concepcdo € de um infinito potencial, em que uma operacdo finita pode ser
repetida indefinidamente, como desenhar uma linha reta ou adicionar sempre mais um a um
numero, mas ha o limite subjetivo que impede a prolongacéo da operacéo ao infinito ao ponto
de se considerar a existéncia de um infinito completado para todos os membros fechados nessa
operagéo.

Fazer o salto do infinito potencial para o infinito atual é fazer uma generalizag&o entre
0 que ¢ atualmente feito, contar indefinidamente, para uma totalidade que ainda nao é possivel
de ser conhecida por algum sujeito (KANT, 1998, p. 461, B436 A 409). E uma atividade natural

12 Sobre a caracteristica intuicionista da construcéo de quantidades numéricas, ver a carta de Kant a Joahan Schultz
de 1788, em Kant (1967).
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da razdo, mas nao é considerada um conhecimento, pois a defini¢do de infinito potencial é a
mais adequada para Kant: “O verdadeiro conceito (transcendental) de infinidade ¢ que a sintese
sucessiva da unidade na transversal de uma quantidade nunca pode ser completada.” (KANT,
1998, p. 472, A432/B460, traducdo nossa).'® Essa definicéo possibilita ao conhecedor de forma
intuitiva sempre acrescentar um objeto a imagem de outro nimero e assim, numa Unica sintese
no tempo, imaginar outro nimero. A operagdo pode ser repetida indefinidamente, mas ndo ha
como ser pensada dentro do ambito de um infinito completado que abranja todos os nimeros.
Diante disso, uma sintese completa infinita dentro da aritmética € impossivel. Desse
modo, se a matematica ¢ uma disciplina sempre aplicada a um objeto a priori ou a posteriori,
o conhecimento sobre um infinito completado é descartado (KANT, 1998, B 179/ A 140).
Vejamos a concepc¢ao de infinito em Kant para um embasamento da limitacdo da construcéo

matematica:

Pois porém, quando ¢é dito, “desenhe uma linha” obviamente parece mais correto
adicionar in indefinitum que ser dito in infinitum, porque a primeira [expressao]
significa nada mais que “Estenda-a o quanto vocé queira,” porém a segunda significa
“vocé nunca deve parar de estendé-la” (o que ndo é de fato requerido aqui); além
disso, se estamos falando somente sobre o que pode ser feito, entdo a primeira
expressao é completamente correta, pois vocé poderia sempre tornar [a linha] maior,
ao infinito. E essa é também a situagdo em todos os casos onde alguém esta falando
somente de um progresso adiante, por exemplo, de um progresso a partir da condigéo
ao condicionado; esse progresso possivel na série de aparéncias vai ao infinito. De um
par de pais vocé poderia progredir numa linha descendente de geracdo sem fim, e vocé
poderia também pensar que isso deve de fato progredir desse modo no mundo todo.
Aqui a razdo nunca precisa de uma totalidade absoluta na série, porque ndo é
pressuposta como uma condigdo como dada (datum), mas é somente adicionada como
algo condicionado, que é capaz de ser dada (dabile), e é sem fim. (KANT, 1998, A
513 B 541, p. 522, tradugéo nossa, colchete nosso)*

H& ndmeros que ndo podem ser, portanto, construidos na intuicdo de tempo em uma
sintese finita, como os numeros transfinitos. Suas expressées ndo sdo numeros, pois para Kant,

conforme tem-se visto, niUmero € um ndmero inteiro que pode ser criado numa Unica sintese no

13 Texto traduzido: The true (transcendental) concept of infinity is that the successive synthesis of unity in the
traversal of a quantum can never be completed. (KANT, 1998, p. 474 A432/B460)

14Texto traduzido: For although when it is said, "Draw a line" it obviously sounds more correct to add in
indefinitum than if it were said in infinitum, because the first means a no more than "Extend it as far as you want,"
but the second means "You ought never to stop extending it" (which is not at all intended here); yet if we are
talking only about what can be done, then the first expression is entirely correct, for you could always make it
greater, to infinity. And this is also the situation in all cases where one is speaking only of a forward progress, i.e.,
of a progress from the condition to the conditioned; this possible progress in the series of appearances goes to
infinity. From one pair of parents you could progress in a descending line of generation without end, and you could
also think that it might actually progress that way in the world. For here reason never needs an absolute totality in
the series, because it is not presupposed as a condition as given (datum), but it is only added on as something
conditioned, which is capable of being given (dabile), and this without end. (KANT, 1998, p. 522, A 513 B 541)



23

tempo, possui cardinalidade finita, se assim o quiser interpretar, e ndo ultrapassa o limite do
que pode ser criado na intui¢do de tempo (KANT, 1998, A717/B745).

A intuicdo estabelece um limite para a aritmética em Kant. As teorias ndo podem passar
do limite do que € possivel na intuicdo, nem do que é possivel de ser elaborado na intuigédo a
priori, porque esse é um modelo racional de um experimento. A propria mente esta sob esse
limite, o que estabelece o que pode ser conhecido pela intuicdo (KANT, 1998, B41).

O conhecimento na matematica se restringe a construir conceitos aceitos somente como
uma possivel experiéncia na intuicdo imediata de espaco e tempo, o que faz com que a
matematica tenha um papel limitado a esses aspectos experimentais da percep¢do: uma
sequéncia de tempo finita assim como um recorte finito do espaco (PARSONS, 1992b). Apesar
de a priori, a matematica esta limitada a atuacdo da intuicdo, onde ocorre a sua pratica na

construcdo de teorias e sua aplicacao.

[De] toda intuigdo, nenhuma é dada a priori exceto a partir das aparéncias, espago e
tempo, e um conceito delas, como quanta, pode ser exibido a priori na intuicéo pura,
por exemplo, construido com sua qualidade (sua forma) ou ainda meramente sua
quantidade (a mera sintese de elementos homogéneos) através de nimeros. No caso
das aparéncias, no entanto, através da qual as coisas no espago e no tempo séo dadas
a nés, pode ser representada somente na percepc¢do, entdo a posteriori. O Unico
conceito que representa esse contelido empirico de aparéncias a priori é o conceito de
coisa em geral, e a cognicdo sintética a priori disso pode nunca produzir mais de uma
mera lei da sintese do que a percepg¢do pode dar a posteriori, mas nunca a intui¢do do
objeto real, ja que isso deve necessariamente ser empirico. (KANT, 1998, p. 633-634,
AT720/B748, tradugdo nossa, colchete nosso)?®

Teorias matematicas sdo criadas a partir da intuicdo pura, ou seu critério de
construtividade esta limitado ao escopo da intuicdo a posteriori (THOMPSON, 1992), pois é
iSs0 que torna a matematica um conhecimento. O préprio entendimento de passos dados através
do tempo depende da intuicdo e, portanto, a ela é limitado. Se uma teoria trata, por exemplo, da
existéncia de numeros transfinitos, ou da existéncia de cardinais inacessiveis, ja ndo é um
conhecimento intuitivo, pois ndo sdo objetos apropriados para serem exibidos numa intuicéo.
Esse limite, chamado também de construtivismo fisico, que mostra até onde é possivel construir

na matematica, admite que todas as teorias que sdo criadas com o intuito de ser um

15 Texto traduzido: Now of all intuition none is given a priori except the mere form of appearances, space and time,
and a concept of these, as quanta, can be exhibited a priori in pure intuition, i.e., constructed, together with either
its quality (its shape) or else merely its quantity (the mere synthesis of the homogeneous manifold) through
number. The matter of appearances, however, through which things in space and time are given to us, can be
represented only in perception, thus a posteriori. The only concept that represents this empirical content of
appearances a priori is the concept of the thing in general, and the synthetic a priori cognition of this can never
yield a more than the mere rule of the synthesis of that which perception may give a posteriori, but never the
intuition of the real object, since this must necessarily be empirical. (KANT, 1998, p. 633-634, A720/B748)
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conhecimento passam pelo crivo do que € possivel de construir fisicamente, ou o
fenomenalismo, combinando a raz&o pura com o empirismo, fugindo assim do racionalismo
(POSY, 1992), mesmo que a matematica seja formada por um conjunto de sentencas sintéticas
a priori.

Portanto, a matemaética lida com a existéncia possivel empiricamente, e as teorias
mostram conceitos em que a existéncia de objetos que se encaixam ali é possivel: “[...] pensado
unicamente nas condigdes em que todos os objetos de experiéncia descansam” (KANT, 1998,
p. 324, (A224/B271), traducio nossa)*®. Isso também é chamado de modalismo, que pensa que
a construcdo de um objeto via intuicdo pura implica na experiéncia possivel, ou seja, na
existéncia fisica do objeto ou na aplica¢do fisica do conceito, o que caracteriza a possibilidade
da matematica como conhecimento em sua filosofia (HARPER, 1992). Objetos criados sdo
finitos como qualquer objeto fisico. Esses objetos e as relagdes matematicas estdo dadas para
serem aplicadas em objetos da percepcdo sensorial (HINTIKKA, 1992b). Postulados
fundamentais da matematica ou qualquer outro tipo de proposicao aceita imediatamente como
verdadeira na intuicdo pura sao considerados como verdadeiros, corretos ou evidentes porque
a intuicdo sensivel, um caso particular de um juizo geral, por exemplo, é capaz de exibir isso.

A criagdo matematica esté limitada ao campo do que é possivel de ser intuido tanto pura
quanto a posteriori, 0 que é conveniente para a aplicacdo da matematica em questdes empiricas.
A matematica continua separada do empirico, mas a Unica possibilidade de associar aritmética
e algebra a algum objeto € por via da intuicdo, o que a faz caminhar lado a lado paralelamente
com a empiria. O esquema kantiano de construcdo do conhecimento é limitado. Para as
necessidades de ampliacdo do conhecimento matematico é necessario a introducdao de novos
objetos teoricos abstratos e a matematica deve estar para além da intuicdo possivel, como
veremos em Bolzano. A introducdo de novos procedimentos e objetos matematicos levara ao
abandono desse intuicionismo kantiano e a busca de outras fundamentacGes para a matematica.
Mas, 0 que vai permanecer é a tentativa de classificacdo das proposi¢cGes matematicas de acordo
com a sua classificacdo entre analitico e sintético, mesmo que com a introducdo do metodo

axiomatico dentro da aritmética, que causara uma varia¢do no conceito de analiticidade.

16 Texto traduzido: thought solely under those conditions on which all objects of experience rest. (KANT, 1998,
p. 324, (A224/B271)).
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1.3 A MATEMATICA COMO ANALITICA A PRIORI

1.3.1 Bolzano: teoremas como analiticos a priori e axiomas como sintéticos a priori

Em meados do século XIX, Bolzano, principalmente em seu livro “Theory of Science”
de 1837, exibe duas novas defini¢fes de analiticidade. Uma definicdo de analiticidade é a que
a variacdo de termos ndo logicos numa sentenca ndo altera o seu valor de verdade — as
tautologias e contradi¢des sdo o caso aqui. Outra definicdo de analiticidade ocorre por meio de
demonstracdo de sentengas: Uma sentenca demonstravel é uma sentenca analitica. Além disso,
suas obras apontam para uma a preocupac¢do do tratamento da matematica abstrata e afastada
do campo da intuicdo possivel de espaco e tempo para uma abordagem puramente analitica da
algebra, aritmética e analise, ou seja, através do uso de demonstracdes de teoremas e sem
analogias com figuras geométricas ou gréaficos.

Hé& a necessidade de tornar a linguagem da andlise afastada da geometria, caracteristica
que carrega nocdes intuitivas de espaco e tempo dentro da definicdo de termos como funcbes
continuas, que ainda eram definidas com a ajuda de termos geométricos e graficos como, por
exemplo, fungdes que descrevem um percurso de valores ininterrupto, como uma figura
geomeétrica, retas, curvas ou como um lapis sem sair do papel. Para Bolzano, o uso das funcdes
na geometria € somente um caso particular de suas aplicacdes e exige a criacdo de uma
linguagem propria que pode levar a aceitacdo de objetos matematicos que ndo se limitam ao

que existe somente no espaco e no tempo.

1.3.1.1 Analiticidade em Bolzano

As definicdes da analiticidade em Bolzano sdo distintas das definicdes kantianas e se
aproximam das defini¢Ges que aparecem em Carnap e Frege, guardadas as suas peculiaridades.
No seu caso, sentencas sdo analiticas quando sdo demonstradas ou quando a variagdo dos
termos ndo-l6gicos de uma sentenga ndo afeta o seu valor de verdade. A ultima definicdo que
Bolzano mantém de analiticidade é a classica nogédo de juizo analitico que aparece em outros
filésofos. A nocédo de sentenca sintética em Bolzano € que as sentencas sao axiomas especificos
da matematica, criados para a justificacdo de uma sentenca. A ldgica é analitica no segundo
sentido de Bolzano, uma vez que a substitui¢do de termos nédo logicos dentro de um raciocinio

ou sentenca logicamente valida ndo altera o valor de verdade da sentenca:
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Mas suponha que hd somente uma Unica ideia na qual pode ser arbitrariamente variada
sem perturbar sua verdade ou falsidade, por exemplo, se todas as proposi¢des
produzidas ao substituir qualquer outra ideia por essa ideia, as sentencas serdo todas
verdadeiras ou todas falsas, pressupondo somente que elas tém denotacdo. Essa
propriedade da proposicdo ja é de fato suficientemente digna de atencdo para
diferenciarmos elas de todas as proposi¢fes das quais isso ndo é o caso. Eu me
permito, entdo, chamar as proposi¢des desse tipo, emprestando uma expressdo de
Kant, analiticas. (BOLZANO, 1973, p. 192, § 148, traducéo nossa)*’

Exemplos desse tipo de proposicao séo as tautologias. Obviamente esse tipo de sentenca
é verdadeira, mas nem toda sentenca analitica € uma verdade em Bolzano. Uma sentenca
analitica pode ser uma sentenca falsa que, pela variacdo dos termos ndo l6gicos, sempre
retornara um valor falso, como as contradi¢Ges. Esse tipo de defini¢do de analiticidade tem um
limite que sdo as sentencas da ldgica tautoldgicas ou contraditorias, que se espera serem
analiticas somente quando os termos ndo logicos sdo variados.

Essa definicdo de sentenca analitica difere da nocdo kantiana de analiticidade por se
basear na substituicdo do que podem ser conceitos ou objetos. Esses conceitos ndo estdo numa
relacdo de subordinacdo como em Kant. Por exemplo, dizer que “o tridngulo possui trés lados”
como sendo analitico em Kant é dizer que o conceito de possuir trés lados esta subordinado ao
conceito de ser um triangulo e, portanto, o predicado afirma o que esta contido dentro do sujeito,
porque o sujeito engloba o predicado como sendo uma de suas partes. A relagdo Idgica entre
conceitos numa sentenca para Bolzano é distinta. Ela € mantida por relacdo entre operadores
I6gicos, 0 que ndo necessariamente indica que na sentenca analitica ha uma subordinacdo entre
0s conceitos. Por exemplo, a sentenca “A nuvem ¢ branca ou ndo ¢é branca”, o objeto “nuvem”
pode variar assim como o conceito “€ branca” ¢ passivel de variagdo sem alteragdo do valor de
verdade porque nesse tipo de sentenca, o conectivo “ou” permite aos conceitos ndo serem
subordinados uns aos outros e leva o foco da discussdo sobre analiticidade ao valor de verdade
da sentenca e ndo a analise de subordinacdo entre conceitos. As sentencas consideradas
analiticas por subordinagdo de conceitos sdo analiticas em outro sentido, visto que podem ser
interpretadas como um teorema de uma deducao com o auxilio da l6gica, axiomas e defini¢oes,
contemplado assim a nocdo de analiticidade kantiana, mas com outras ferramentas de

abordagem de termos e sentencas.

7 Texto traduzido: But suppose there is just a single idea in it which can be arbitrarily varied without disturbing
its truth or falsity, i.e. if all the propositions produced by substituting for this idea any other idea we pleased are
either true altogether or false altogether, presupposing only that they have denotation. This property of the
proposition is already sufficiently worthy of attention to differentiate it from all those propositions for which this
is not the case. | permit myself, then, to call propositions of this kind, borrowing an expression from Kant, analytic.
(BOLZANO, 1973, p. 192, § 148)
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Na nocdo de analiticidade por demonstracdo logica, a sentenca pode parecer num
primeiro momento, sintética, mas a partir do momento que a sentenca se torna demonstravel,
essa sentenca ja pode ser considerada analitica. Essa nocdo de analiticidade baseia-se na
justificacdo da sentenca. Vejamos o seguinte exemplo:

“Todo efeito possui uma causa”. Essa sentenga ndo ¢ considerada analitica. Por outro
lado, supondo que todo efeito é “efetuado” por algo. Ora, o que leva a um efeito é a “causa”
desse efeito, por definicdao. Portanto, “todo efeito possui uma causa” ¢ uma sentenca analitica,
pois € uma consequéncia logica dessas duas outras sentencas.

Vejamos agora o seguinte exemplo, que ndo é de Bolzano, mas ilustra melhor o caso:

“2 +2 =4 em termos kantianos, ¢ uma sentenca Sintética. Mas, se introduzir como
axiomas as sentengas “X + 0 = x” e “Sx +y = S(x +y)” e definir cada nUmero natural a partir do
zero e da relacdo de sucessdo, a sentenca por sua vez pode ser considerada uma sentenca
analitica, pois € uma decorréncia légica dos axiomas da soma e das respectivas definicGes

(BOLZANO, 1973, §148). Vejamos o que pensa Bolzano sobre esse tipo de analiticidade:

Uma proposicdo pode ser analitica, também logicamente analitica, até mesmo
idéntica, sem qualquer indicacdo disso por expressdo verbal. Mais uma vez, muitas
proposi¢fes podem ser reconhecidas como analiticas, e até mesmo como uma
proposicao idéntica e ainda ser sintética em sentido. Entdo alguém pode ndo ver de
modo correto que a proposi¢do “todo efeito possui uma causa” € idéntica, ou em
qualquer caso analitica, como de fato ela é. Ja que n6s sempre entendemos por um
efeito algo efetivado por algo mais, e pela locugéo, tendo uma causa, a mesma coisa
como sendo efetivada por alguma coisa mais, 0 que essa proposicao realmente diz é:
“O que ¢ efetivado por algo mais € efetivado por algo mais.” — O mesmo se mantém
para as proposicdes: Se A é maior que B, entdo B é menor que A; se P = M.m, entéo
M = P/m; e muitas outras. (BOLZANO, 1973, p. 193-194, traducio nossa)*®

Nessa nocdo de analiticidade, é preciso provar que a sentenca € analitica, ao contrario
da consideracdo dessa sentenca como analitica por termos logicos, em que basta uma
interpretagdo dos conectivos e quantificadores envolvidos. Dada a nogdo de analiticidade
I6gica, supondo entdo que para a demonstracdo de um teorema matematico hé a necessidade de
unir a légica com algum axioma ndo légico que introduz um novo conceito matematico, esse

axioma matematico é sintético, portanto. Nesse caso, um teorema a ser demonstrado a partir

18 Texto traduzido: A proposition can be analytic, logically analytic as well, even identical, without any indication
of it by its verbal expression. Again, many a proposition can read in words just like an analytic, even an identical
proposition and still be synthetic in meaning. Thus one might not see right away that the proposition, "every effect
has its cause," is identical, or in any case analytic, as it really is. For since we always understand by an effect
something effected by something else, and by the locution, having a cause, the same thing as being effected by
something else, what that proposition really means is: "What is effected by something else is effected by something
else." - The like holds of the propositions: If A is larger than B, then B is smaller than A; if P = M-m, then M=P/m;
and many others. (BOLZANO, 1973, p. 193-194)
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dessa teoria axiomatica, que une sentencas analiticas e sintéticas, é considerado uma verdade
analitica porque foi demonstrado com a ldgica, pois a analiticidade ndo é reconhecida de

imediato, conforme visto.

[...] compreende-se que proposicdes puramente analiticas as vezes ndo sdo também
somente notaveis o suficiente para merecer uma posi¢do num manual, mas que elas
em si imp&em sobre nés a obrigacdo de prové-las com a prova de suas verdades. De
fato, ndo se pode negar que tais proposic¢Ges analiticas, cuja verdade nao é diretamente
evidente, podem ser facilmente conhecidas como verdadeiras se for obtido o primeiro
conhecimento de alguma verdade sintética da qual é seguida. (BOLZANO,
1837/1973, 8447, apud JONG, 2010, tradugdo nossa)*®

Em Bolzano, toda proposi¢cdo matematica que demandou uma demonstracdo € uma
sentenca analitica a priori. Porém, a introducdo de axiomas numa teoria matematica sempre é
de sentencas sintéticas a priori. Quanto a introducdo de sentencas sintéticas a priori como
axiomas, devem ser aceitas pelo sucesso na resolucdo de problemas ou demonstracdo de

teoremas, e podem abranger dominios mais abstratos como, por exemplo, conjuntos.

1.3.1.2 Justificagdo dos axiomas: demonstragédo de teoremas

A introducdo de um axioma aparentemente deve se basear na sua incapacidade de ser
demonstrado pelas demais sentencas, porque 0s axiomas sdo fundamentos de uma
demonstracdo?’. Para que isso aconteca numa teoria, 0 axioma deve introduzir um conceito
ainda ndo posto pelos demais naquela teoria e que ndo apareca nas definicbes também
propostas. Introduzir um axioma sobre o infinito, seja na teoria de conjuntos ou na aritmética,
por exemplo, satisfaz o critério de ser necessario para a demonstracao de teoremas Uteis e que
exigem o conceito de infinito e que sem esse axioma nao poderiam ser demonstrados. Assim,
o0 axioma funciona como uma hip6tese que se admitida como verdadeira leva a resultados Uteis
para as teorias. Quando um teorema € demonstrado, se diz que ele é consequéncia necessaria
de um axioma (BOLZANO, 1810, p. 183).

Aceitar uma parte da matematica como aplicavel ndo significa essencialmente que essa

parte seja totalmente dependente de aspectos empiricos, mas pode ser que essa matéria se

19 Texto traduzido: (...) one understands rather that pure analytic propositions at times are also not only remarkable
enough to earn a position in a textbook, but that they themselves impose on us the obligation to provide them with
a proof of their truth. Indeed it cannot be denied that such analytic propositions, the truth of which is not directly
evident, can easily be known as true if one has achieved first knowledge of some synthetic truth from which they
follow. (BOLZANO, Wissenshaftslehre, Sec. 447, apud JONG, 2010)

20« _..] ser considerado como um fundamento e nunca como consequéncia”. (BOLZANO, 1810, p. 198, traducdo
Nossa) Texto Original : “[...] be considered as ground and never as consequence.” (BOLZANO, 1810, p. 198)
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desenvolveu e se justificou a sua existéncia em aspectos puramente tedricos e a necessidade em
teorias aplicadas surge depois da sua criagdo: “Portanto nenhum juizo empirico aparece em toda
a exposicio, e a Ciéncia ¢, portanto, a priori” (BOLZANO, 1810, p. 189, tradugdo nossa)?’. Os
axiomas e as definicbes podem ser introduzidos com a fungdo de demonstrar algo alguma
sentenga que na teoria demanda tal demonstracdo (BOLZANO, 1810). Diferente do axioma, a
definicdo permite a relagéo entre conceitos distintos postos pelos axiomas. Por exemplo, quando
ha a definicdo de funcéo a partir de um caso especial de relacdes entre membros de conjuntos.
Essa definicdo exige previamente o conhecimento do conceito de conjunto e esse, por sua vez,
somente pode ser introduzido por meio de axiomas. Por outro lado, a defini¢cdo de uma funcao
utiliza do conceito de igualdade, que é um termo ldgico. Assim, teoremas sobre fun¢des podem
ser demonstrados a partir da teoria de conjuntos e da Idgica, mesmo que 0s axiomas mais
fundamentais da teoria ndo partam do conceito de funcéo.

Para efeitos préaticos, pressupondo o conhecimento da teoria matemética em questéo ou
por falta de um axioma que torne explicito um conceito que esta tacitamente contido numa
demonstracdo, essa demonstracdo pode partir de uma definicdo, sem o uso dos axiomas que
introduzem os conceitos ali utilizados. Nesse caso, o reconhecimento de conceitos ali utilizados
permanece implicito na demonstragdo, como acontece em (BOLZANO, 1817a) com a

demonstracdo do teorema do valor intermediario:

1.3.1.2.1 Teorema do Valor Intermediario: Seja uma funcdo continua f(x) num intervalo [a, b]

em que f(a) > 0 e f(b) <0, assim havera um c tal que f(c) = 0.

Essa versdo do teorema indica a existéncia de raiz para uma funcdo continua. Um

exemplo de exibicdo da evidéncia desse caso € a seguinte:

O tipo mais comum de demonstracéo [do teorema do valor intermedidrio] depende de
uma verdade emprestada da geometria, nomeadamente, que qualquer linha continua
de curvatura simples da qual as ordenadas sdo primeiramente positivas e entao
negativas (ou inversamente) deve necessariamente cruzar o eixo x em algum lugar
num ponto entre essas ordenadas. Ndo ha certamente nenhuma objecdo contra essa
exatiddo, nem de fato contra a obviedade dessa proposicdo geométrica. (BOLZANO,
1817a, p. 228, traducio nossa, colchete nosso)?

21 Texto traduzido: Hence no empirical judgment appears in the whole exposition, and the Science is therefore a
priori. (BOLZANO, 1810, p. 189)

22 Texto traduzido: The most common kind of proof depends on a truth borrowed from geometry, namely, that
every continuous line of simple curvature of which the ordinates are first positive and then negative (or conversely)
must necessarily intersect the x-axis somewhere at a point that lies in between those ordinates. There is certainly
no objection against the correctness, nor indeed against the obviousness of this geometrical proposition.
(BOLZANO, 1817a, p. 228)
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Esse exemplo utiliza da geometria para justificar uma caracteristica de uma funcéo
continua e é uma das aplicagdes dessa nocdo, mas a demonstracdo de Bolzano € uma
generalizacdo de aspectos de funcdes sem a necessidade de conhecimentos geométricos ou da
anélise do movimento, em que a definigdo de alguns conceitos matematicos ndo depende de

conceitos da fisica nem muito menos da geometria:

Porém € igualmente claro que é uma ofensa intoleravel contra o0 método correto de
derivar verdades da matematica pura (ou geral) (p. ex., aritmética, algebra, analise) a
partir de consideragdes que pertencem a uma parte meramente aplicavel (ou especial),
nomeadamente a geometria. (BOLZANO, 1817a, p. 228, traducio nossa)®

Isso ocorre porque demonstrar um teorema nao é a mesma atividade que pode ser feita
numa outra ciéncia que necessita de procedimentos metodoldgicos ligados a experimentacéo e,
portanto, a aplicacdo de uma teoria em objetos particulares. A demonstracdo de uma sentenca
na matematica € mais uma justificacdo. Justificar € usar uma verdade como base para a
consequéncia de outra verdade, ou seja, uma “verdade que leva a outra verdade” e ndo necessita
ser uma verdade intuitivamente evidente, mas a consequéncia de uma verdade geral e isso nao
é aceito de imediato.

E possivel aceitar como evidente o teorema do valor intermediério a partir de uma
aplicacdo, mas a sua demonstracdo ndo € evidente, ndo é uma evidéncia fisica, mas uma
proposicdo sobre funcgdes analiticas, onde a introducdo de nogdes estritamente matematicas €
necessaria. Vejamos a defini¢do de uma funcgdo continua e, como consequéncia dela, o teorema

do valor intermediario:

Se duas fungdes fx e ox, eles dizem, variam de acordo com a lei da continuidade e se,
para x=a, fo < @a, mas para x = 3, f8 > ¢p, entdo deve haver um valor u, entre o e
para o qual fu = eu. Pois se é considerado que a quantidade varidvel x em ambas essas
fungdes gradualmente toma todos os valores entre a e 4, e 0 mesmo valor é sempre
extraido por eles ambos no mesmo momento, entdo no inicio de sua mudanca continua
em x, fx < ¢x, e no fim, fx > px. Porém uma vez que ambas as func¢des, em virtude da
continuidade, devem primeiro percorrer todos os valores intermediarios antes de
alcancar um valor maior, deve haver algum momento intermediario no qual eles
devem ser iguais um ao outro. (BOLZANO, 1817a, p. 229, tradugéo nossa)?

23 Texto traduzido: But it is equally clear that it is an intolerable offence against correct method to derive truths of
pure (or general) mathematics (i.e. arithmetic, algebra, analysis) from considerations which belong to a merely
applied (or special) part, namely geometry. (BOLZANO, 1817a, p. 228)

24 Texto traduzido: If two functions fx and ¢x, they say, vary according to the law of continuity and if for x=a, fa
< @, but for x = S, /B > ¢p, then there must be some value u, lying between o and f for which fu=eu. For if one
imagines that the variable quantity x in both these functions gradually takes all values between a and f, and the
same value is always taken by them both at the same moments, then at the beginning of this continuous change in
X, fx < X, and at the end, fx > @x. But since both functions, by virtue of their continuity, must first go through all
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Como comentado por (BELL, 2005), o desenvolvimento da matematica ligado as
funcBes analiticas esta ligado aos problemas do movimento e a construcdo de graficos sobre
essas funcdes, ou a geometria, como a definicdo de funcdo continua em Leibniz, em 1673, a
que diz ser o movimento de um ponto numa curva ou Euler que caracteriza a funcdo continua
como uma funcdo Unica capaz de representar uma evolugdo sem gaps num gréafico. (BELL,
2005, p. 242). A definicdo de Bolzano, como uma caracteristica da apresentacdo de sua
matematica, € mais abstrata, livrando-a de no¢des de movimento e de geometria.

A definicdo de funcdo exige a definigcdo de relagdo entre conjuntos. Sendo assim, ha
uma exigéncia da criagdo de uma teoria de conjuntos e a partir de seus axiomas sintéticos a
priori para entdo demonstrar teoremas matematicos que entéo serdo considerados analiticos. A
criacdo de axiomas ndo deve possuir um limite intuitivo, mas sim suprir exigéncias da prépria

teoria, tais como a necessidade de criacdo de objetos “grandes” como conjuntos infinitos.

1.3.1.3 O Infinito atual na matematica

Outro exemplo que surge na pratica matematica de Bolzano (1851) € a defini¢do de um
conjunto infinito completo, algo que possibilita a existéncia de quantidades infinitas maiores
que outras quantidades infinitas, sendo esse tema de grande influéncia nos fundamentos da
matematica. Seria paradoxal para 0s que pautam a matematica pela fisica ou intuicao de espaco
e tempo considerar o infinito pelos elementos de um conjunto, ou seja, dado um conjunto
completo, a quantidade de seus membros é infinita. Esse tipo de infinito completo se faz
necessario introduzir para a mensuracdo de quantidades infinitas de objetos que aparecem nas
teorias matematicas, quando eles sdo equivalentes a conjuntos como, por exemplo, o0 conjunto
dos numeros naturais ou reais, ordinais enumeraveis, ndo-enumeraveis, cardinais trasnfinitos,
etc.

Bolzano reconhece que a definicdo de infinito até entéo introduzida ndo é capaz de lidar
com certas colec¢Ges infinitas da matemaética, porque sdo introduzidas de acordo com as
demandas de ciéncias particulares ou filoséficas, como uma nocéo de infinito que convem a
fisica, por exemplo. Vejamos o que Bolzano tem a dizer sobre a nogdo de infinito potencial,
uma nocéo de infinito dependente de percepcado, por exemplo:

intermediate values before they can reach a higher value, there must be some intermediate moment at which they
are both equal to one another. (BOLZANO, p. 229, 1817a,)
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N&o mais satisfatéria € a definicdo [...]: o infinito é aquilo que ndo tem fim. Se eles
estdo pensando nessa definicdo somente a partir de um tempo finito, somente a partir
de uma cessagdo, entdo nenhuma outra coisa deveria ser infinita a ndo ser o fluxo
temporal, ao passo que n6s também investigamos coisas [...] como linhas ou
quantidades abstratas, se elas sdo finitas ou infinitas. [...] Como uma consequéncia, a
questdo se um dado objeto ser finito ou infinito certamente ndo pode depender da
condicdo se essa quantidade cai ou ndo dentro de nossa percepgdo, ou se SOmos ou
ndo capazes de comandar uma visdo dele. (BOLZANO, 1851, p. 256-257, traducéo
nossa)?

Vejamos como Bolzano constréi um exemplo desse infinito a partir de um conjunto de

sentencas verdadeiras:

O conjunto de todas as proposicdes absolutas verdadeiras [...] é facilmente visto como
infinito. Pois se fixarmos nossa atencdo sobre qualquer verdade tomada
aleatoriamente, como a proposi¢do de que existem tais coisas como verdades, ou
qualquer outra proposicao, e nomeé-la A, notamos que a proposicdo transmitida pelas
palavras ‘A ¢ verdadeira’ ¢ diferente da proposicdo A em si, uma vez que se tem a
proposi¢éo completa A [...]. Agora, pela mesma lei que nos permitiu derivar de uma
proposicéo A outra proposicdo diferente, que devemos chamar B, estamos de novo
habilitados para derivar uma terceira proposicdo C de B, e assim por diante sem fim.
O agregado de todas essas proposicdes, todas as quais estdo relacionadas com sua
predecessora por ter a Gltima em sua prépria constituicdo, e a verdade da Ultima para
a sua propria asser¢do, compreende um conjunto de membros (cada membro uma
proposicao) que é maior que qualquer conjunto particular finito. H&4 um conjunto que
ndo precisa ser lembrado a partir da similaridade vinda dessa série com seu principio
de construcdo da série de nimeros considerada em §8. A similaridade consiste no fato
que cada membro do [ndmero] anterior corresponde a um membro no [ndmero]
posterior; no fato que quanto maior o inteiro escolhido, existe um conjunto de vérias
proposices; e finalmente no fato que podemos sempre continuar a construcdo de tais
proposi¢Oes — ou ainda, que tais proposi¢des existem para além da proposicéo dada se
as construimos ou ndo. De onde segue que o agregado de todas as proposi¢des acima
compde uma multiplicidade que vai além de qualquer nimero inteiro, e é, portanto,
infinito. (BOLZANO, 1851, p. 257-258, tradugdo nossa, colchete nosso)?

2 Texto traduzido: No more satisfactory is the definition given by those whole another derivation of the word and
say: the infinite is that which has no end. If they are thinking in this definition only of an ending time, only of a
cessation, then no other thing should be infinite but those subject to temporal flux, whereas we also ask of things
not so subject, like lines or abstract quantities, whether they be finite or infinite. But if they take the word end in a
wider sense, say as equivalent with limit as such, then I call attention to two points: Here | must really ask people
whether they do not in every case use the words finite and infinite in such a sense (and whether their use full
employment in science do not make it necessary to use them in such a sense) that they refer to a definite internal
property of the things so described, and by no means exclusively to a relation they bear to our power of knowledge,
and still less to a relation they bear to our sensitive faculties—and this, quite irrespectively of whether were able
or unable to collect experience of them. As a consequence, the question whether a given object be finite or infinite
certainly cannot depend on whether its quantity does or does not fall within our perception, or on whether we are
able or unable to command a view of it. (BOLZANO, 1851, p. 256- 257)

2 Texto traduzido: The set of all absolute propositions and truths (...) is easily seen to be infinite. For if we fix
our attention upon any truth taken at random, say the proposition that there exist such things as truths, or any other
proposition, and label it A, we find that the proposition conveyed by the words 'A is true' is distinct from the
proposition A itself, since it has the complete proposition A for its own subject. Now by the same law which
enabled us to derive from the proposition A another and different one, which we shall call B, we are further enabled
to derive a third proposition C from B, and so forth without end. The aggregate of all these propositions, everyone
of which is related to its predecessor by having the latter for its own subject, and the latter's truth for its own
assertion, comprises a set of members (each member a proposition) which is greater than any particular finite set.
There a set does not need to be reminded of the similarity borne by this series together with its principle of
construction to the series of numbers considered in §8. The similarity consists in the fact that to each member of
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Esse tipo de construgédo consiste em encontrar um procedimento regular que pode ser
aplicado num primeiro elemento para se conseguir todos os demais elementos. Uma vez que se
tem sentenca “A” como verdadeira e admitido que o processo de formagdo de uma sentenca
verdadeira consiste em, por exemplo, usar de regras l6gicas que conservam o valor de verdade
na sentenca resultante, entdo tem-se uma nova sentenca verdadeira e assim por diante.

Um conjunto finito € um conjunto vazio ou existe um ndmero natural correspondente a
cardinalidade desse conjunto. Um conjunto € infinito se ndo é finito e ndo € possivel a partir de
Bolzano mostrar uma relagdo com a concepgéo de infinito Dedekind. Um conjunto infinito de
Dedekind é aquele que possui uma relagdo 1-1 com um subconjunto proprio. Um conjunto é
finito se ndo é um conjunto infinito Dedekind. Para mostrar que um conjunto infinito é um
conjunto infinito Dedekind comeca-se analisando a partir de uma fungdo que seleciona sempre
conjuntos ou elementos desse conjunto para formar outro conjunto. C é um conjunto infinito
no sentido de Bolzano, ndo é vazio, entdo pode-se selecionar c, de C, tendo o conjunto C - x,
ndo vazio. A funcgdo pode selecionar x; de C, entdo tem-se C — {x,, x;} ndo vazio e assim por
diante. Para cada x,, selecionado, sempre sera possivel selecionar x,,,, de C. A propria funcao
de selecdo formara um conjunto D de infinitas selecdes em C, que é subconjunto de C. Os
elementos de D podem ser postos numa rela¢do 1-1 de C, mostrando que ha uma relacéo 1-1
entre subconjuntos de C com o préprio C que formam o conjunto D. Essa relacdo estabelece
gue ha uma equivaléncia entre conjuntos infinitos de Bolzano com conjuntos infinitos em
Dedekind, mas exige a presenca de uma funcdo capaz de fazer infinitas selecdes num conjunto
infinito ja posto, ou seja, exige uma versao do axioma da escolha.

NocGes como essa de infinito atual podem aparecer nas teorias em forma de axiomas,
pois para uma teoria tratar de colecdes de objetos infinitas € preciso introduzir o conceito de
infinito em forma de um axioma. Tal axioma ndo é uma verdade da l6gica, pois da légica ndo
é possivel inferir a existéncia de cole¢des infinitas e, portanto, a sua introducdo corresponde a
uma sentenca sintética a priori, Util para o tratamento de noc¢des que requerem a definigcdo de
infinito, seja a totalidade dos nimeros naturais, ou dos nameros reais, por exemplo. Ou até
mesmo o tratamento da nogédo de continuidade ou de limite. Sentencas derivadas a partir de

axiomas que introduzem esses conceitos séo consideradas analiticas, conforme visto, mas a

the former there corresponds a member of the latter; in the fact that howsoever large an integer be chosen, there
exists a set of just so many among the above propositions; and finally, in the fact that we can always continue the
construction of such propositions — or rather, that such further pro-positions exist whether we construct them or
not. Whence it follows that the aggregate of all the above propositions enjoys a multiplicity surpassing every
individual integer, and is therefore infinite. (BOLZANO, 1851, p. 257-258)
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introducgdo dessas sentencas sobre o infinito como axioma é sintética a priori cuja justificacdo

é somente a demonstracdo desses teoremas analiticos.

1.3.1.4 Consideraces sobre a analiticidade em Bolzano

A primeira coisa que se deve notar na analiticidade em Bolzano é que uma sentenga ndo
demonstrada, que é considerada um axioma para um matematico ou grupo de matematicos,
pode ser demonstrada pela introducéo de novos axiomas em outra teoria. A sentenca deixaria
de ser sintética a priori, ou seja, deixaria de ser um axioma ou sentenca indecidivel, para se
tornar um teorema. Assim, a definicdo de sentenca analitica ou sintética é dependente da teoria
em que a sentenca esta ocorrendo ou do poder de demonstracdo dessa teoria. Ou mesmo, um
teorema analitico para um matematico, pode ser um axioma para outro matematico. Isso
acontece com o Principio de Hume em Frege como um axioma e ndo um teorema da proposicao
V.

Segundo, a referéncia dos termos nos exemplos dados por Bolzano, na primeira
definicdo de analiticidade, mostra que o reconhecimento da analiticidade de uma sentenca
depende do nivel de conhecimento da linguagem e do conhecimento da referéncia dos termos
em gue a sentenca foi expressa. Nesse caso, toma-se uma mesma sentenca numa logica classica
e numa logica ndo-classica. Como os valores de verdade dos operadores l6gicos podem variar
em outras logicas, a analiticidade de uma sentenca também pode variar em outra linguagem. A
analiticidade ou ndo de uma sentenca depende do reconhecimento de ampla parte da linguagem
e de seu uso, pois é isso que estabelecera a referéncia dos termos.

O terceiro ponto é em relacdo as sentencas analiticas por demonstracdo l6gica como
“Todo efeito possui uma causa”, ora, para ter conhecimento do que ¢ a causa de algum
fendmeno é preciso passar por um processo de aprendizagem de uma linguagem cientifica ou
filosofica extenso, para entdo julgar tal sentenga como analitica, uma verdade indubitavel. Isso
ocorre porgque o conhecimento da definicdo de causa ndo € algo simples e depende de uma
ampla rede de conhecimentos que pode envolver inclusive sentencas sintéticas vindas do
conhecimento empirico, o que implicaria num holismo semantico para o estabelecimento de
uma rede de referéncias e definicdes.

O problema da referéncia de termos de numa sentenca ndo esta restrito somente a
sentenga especifica em que esses termos ocorrem. Na verdade, o problema da referéncia de
termos engloba toda a linguagem em que a sentenca ocorre, 0 conjunto de falantes dessa

linguagem e o contexto. Nesse caso especifico, 0 conhecimento de toda a ciéncia, ndo apenas
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de vérios campos da matematica, como também das ciéncias empiricas, para entdo considerar
a sentenca como analitica. Visto dessa maneira, a analiticidade em Bolzano e suas variacoes
ndo sdo Uteis para o entendimento de uma definicdo definitiva de analiticidade, mesmo que
essas definicdes de analiticidade estejam embebidas no desenvolvimento de uma matematica
puramente tedrica, mas retirar a legitimidade das definicdes de analiticidade estabelecidas por
Bolzano ndo invalida a sua busca por uma matemaética afastada de questdes empiricas, em que
aintroducéo de axiomas € sintética a priori e sem ligacdo com problemas vindos da experiéncia.

Em Bolzano, a introducdo de axiomas dentro da matematica pode levar a criacdo de
“grandes objetos” que existem fora do espaco e do tempo. Tais objetos como conjuntos infinitos
sdo Uteis para a pratica matematica fora da intuicao de espaco e do tempo. Esse tipo de pratica,
ao contrario da divisao em sentencas analiticas e sintéticas, leva ao questionamento do holismo
confirmativo, a ideia de que qualquer teoria matematica dentro da teia de crencas esta passivel
de sofrer uma revisdo em resposta a uma refutacéo da ciéncia em outros campos e que sera visto
nos proximos capitulos. A criacao tedrica pode partir de um problema prético, como visto em
relacdo ao teorema do valor intermediario, mas néo significa que as teorias matematicas estdo
limitadas em seu desenvolvimento ao que € aplicavel, como é o exemplo da introducdo da nogéo

de infinito, e que € um sério problema para o holismo confirmativo.

1.3.2 Analiticidade em Frege

1.3.2.1 A natureza da aritmética em Frege

Uma das obras em que Frege defende analiticidade é em seu livro The Foundations of
Arithmetic. Para ele, a aritmética é decorréncia da logica. Assim como Bolzano, Frege
caracteriza a matematica como uma arte generalista e platdnica, que lida com a relacdo entre
conceitos e objetos matematicos. A pergunta “Qual a conexdo entre conceitos objetivamente
validos para todos?” ¢ essencial para Frege. A logica ¢ a linguagem objetiva que lida com
conexdes entre 0s conceitos e transmite o pensamento. Todo conceito possui um ndmero sendo
que esses “existem” uma realidade objetiva que nao é nem espago-temporal e nem esta sob os
aspectos psicoldgicos de um sujeito particular.

Separada da intuicao de espaco e tempo, a aritmética nao esta relacionada com o mundo
externo. O desenvolvimento da aritmética esta intimamente relacionado com a légica e objetos
tratados na aritmética sdo objetos logicos. Toda proposicdo l6gica verdadeira é um fato

atemporal sobre o pensamento. Todo pensamento se refere ao verdadeiro ou ao falso de uma
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maneira imutavel?” independentemente do tempo ou do espaco. Quando a matematica ou a
l6gica é introduzida na pratica cientifica, ela aparece como uma ferramenta dedutiva capaz de

unir os juizos. Mas, como diz Frege:

As leis dos nimeros, portanto, ndo sdo realmente aplicaveis as coisas externas; elas
ndo sdo leis da natureza. Elas sdo, no entanto, aplicaveis aos juizos sobre coisas no
mundo externo: elas sdo leis das leis da natureza. Elas ndo afirmam conexdes entre
fendmenos, mas conexdes entre juizos; e entre 0s juizos estdo inclusas as leis da
natureza. (FREGE, 1953, p. 99, §87, tradugdo nossa)?®

A ldégica é um conjunto de juizos analiticos a priori. Partindo desse principio, é preciso
mostrar também que a aritmética é composta de juizos analiticos, se todos os principios da
I6gica sdo analiticos. Dentro da prépria ldgica esté inclusa a matematica, o que torna l6gico os
objetos matematicos como nimeros. Todas as sentencas da aritmética sao demonstraveis, fora
0s axiomas da logica que sdo sentencas que possuem uma demonstracdo de si mesmas, toda
proposicao na matematica exige uma demonstragdo ou uma razéo suficiente que demonstre o
seu “porqué”:

As verdades da aritmética deveriam entdo estar relacionadas aquelas da légica do
mesmo modo que 0s teoremas da geometria aos axiomas [da geometria]. Cada uma
contém concentrada em seu interior toda uma série de deducdes para uso futuro, e o
uso dela deveria ser o0 que precisamos sem mais fazer a série de deducgdes uma a uma,
mas pode expressar simultaneamente o resultado de toda a série. Se assim o &, entdo
de fato o prodigioso desenvolvimento de estudos aritméticos, com suas Varias
aplicac0es, sera suficiente para finalizar o amplo contetido de juizos analiticos e para

[por um fim &] lenda da esterilidade da ldgica pura. (FREGE, 1953, p. 24 8§17, tradu¢do
nossa, colchete nosso)?°

Demonstracdes tém como ponto de partida as leis gerais da logica e algumas definigdes.
O carater aprioristico da aritmética é justificado pelo fato de essa teoria ndo se tratar de

julgamentos do mundo da experiéncia, mas porque as leis da aritmética sao leis que tratam de

21 pensamentos, Frege concorda com Platdo, sdo esséncias eternas, imutaveis, que ndo sdo nem criadas, nem
sustentadas, nem alteradas de qualquer modo pela atividade humana; nem sdo perceptiveis por qualquer sentido
humano. (BELL, 2002, p. 109, traducéo nossa). Texto em inglés: Thoughts, Frege agrees with Plato, are eternal,
immutable essences which are neither created, nor sustained, nor in any way altered by any human activity; nor
are they perceivable by any human sense. (BELL, 2002, p. 109)

28 Texto traduzido: The laws of number, therefore, are not really applicable to external things; they are not laws of
nature. They are, however, applicable to judgements holding good of things in the external world: they are laws
of the laws of nature. They assert not connections between phenomena, but connections between judgements; and
among judgements are included the laws of nature. (FREGE, 1953, p. 99, §87)

29 Texto em inglés : The truths of arithmetic would then be related to those of logic in much the same way as the
theorems of geometry to the axioms. Each one would contain concentrated within it a whole series of deductions
for future use, and the use of it would be that we need no longer make the deductions one by one, but can express
simultaneously the result of the whole series. If this be so, then indeed the prodigious development of arithmetical
studies, with their multitudinous applications, will suffice to put an end to the widespread contempt for analytic
judgments and to the legend of the sterility of pure logic. (FREGE, 1953, p. 24 §17)
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ndmeros: “Quando falamos ‘o nimero um’, indicamos por meio do artigo definido um Unico
objeto de estudo cientifico definido. N&o existem diversos nimeros um, porém somente um.”
(FREGE, 1953, p. 49, 8§38, tradugdo nossa)*’. Os objetos que sdo tratados como existindo
logicamente para que entdo sejam apreendidos imediatamente pela raz&o®!. Por esse motivo, a

justificacdo para os axiomas da aritmética sdo a priori e a0 mesmo tempo analiticas:

Desse modo, a questdo é removida do dominio da psicologia e atribuida a matematica,
se ela diz respeito a uma verdade matematica. Agora, depende de se achar uma
demonstracdo e retornar as verdades primitivas. Se, de outro modo, somente leis
I6gicas gerais e defini¢cBes gerais sdo encontradas [nesse retorno], entdo a verdade é
analitica, assumindo que proposi¢cdes nas quais a admissibilidade que qualquer
definicdo repousa também é tomada em consideracdo. Se ndo é possivel providenciar
uma demonstracdo, no entanto, sem usar verdades que ndo sdo de uma natureza logica
geral, mas pertencem, em vez disso, ao dominio de uma ciéncia particular, entdo a
proposicdo é sintética. Pois uma verdade para ser a posteriori, deve ser impossivel
para sua demonstragdo evitar apelo aos fatos, isto €, verdades indemonstraveis e ndo
gerais que contenham asser¢Ges sobre objetos particulares. Se, por outro lado, é
possivel providenciar uma demonstracdo a partir de leis completamente gerais, que
em si ndo sdo nem necessarias e nem admitem demonstracdo, entdo a verdade € a
priori. (FREGE, 1953, p. 93, 880, tradugdo nossa, colchete nosso)®

Objetos que aparecem na aritmética sdo os que caem sob os conceitos. O conceito é
concebido como nédo saturado. Quando o conceito ndo esta saturado, existe uma variavel no
lugar de um objeto. Por exemplo, na sentenga “Ha um X tal que x = 2+3”, o conceito “= 2+3”
ndo esta saturado. “5 = 2+3” ¢ um conceito saturado, que resulta numa sentenga verdadeira.
Uma funcdo proposicional que retorna um valor de verdade possui um objeto ocupando a
expressao vazia no conceito. Assim, a expressao saturada € verdadeira ou falsa. Todos 0s
objetos que saturam os conceitos definem o seu valor de verdade. A sentenca verdadeira para
algum objeto pode ser quantificada com um quantificador existencial que indica a existéncia de

pelo menos um objeto que cai sob esse conceito. Sendo assim, existem objetos dos quais

%0 Texto traduzido: When we speak of “the number one”, we indicate by means of the definite article a definite
unique object of scientific study. There are not divers numbers one, but only one. (FREGE, 1953, p. 49, 838).

31 Frege e Kant dizem que a geometria ¢ sintética a priori e que a validade dos axiomas depende da intuicdo. Para
Frege, a aritmética é um ramo da ldgica e, portanto, analitica a priori e tem que ser assim porque diferentemente
da geometria que se aplica ao que € intuivel no espaco, a aritmética se aplica primeiramente ao que é pensavel. O
gue nao é intuitivo é pensavel na pura légica. O que é pensavel possui uma objetividade que ndo esta ligada a
intuicdo: sdo objetos da razdo e da logica.

32 Texto traduzido: In this way the question is removed from the domain of psychology and assigned to that of
mathematics, if it concerns a mathematical truth. It now depends on finding a proof and following it back to the
primitive truths. If, on the way, only general logical laws and definitions are encountered, then the truth is analytic,
assuming that propositions on which the admissibility of any definition rests are also taken into account. If it is not
possible to provide a proof, however, without using truths that are not of a general logical nature, but belong
instead to the domain of a particular science, then the proposition is synthetic. For a truth to be a posteriori, it must
be impossible for its proof to avoid appeal to facts, that is, to unprovable and non-general truths that contain
assertions about particular objects. If, on the other hand, it is possible to provide a proof from completely general
laws, which themselves neither need nor admit of proof, then the truth is a priori. (FREGE, 1953, p. 93, § 80)
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satisfazem os conceitos. NUmeros sdo objetos que caem sob esses conceitos, como qualquer
outro objeto. N&o sdo generalizacBes do que estd no espaco, mas Sdo objetos que sao
introduzidos atraveés de leis l6gicas. Por serem objetos l6gicos, ndo estdo limitados aos objetos

acessiveis a intuicao de espaco e tempo como em Kant.

Agora é claro que os limites de uma disciplina sdo determinados pela natureza de seus
blocos mais fundamentais. Se, como é o caso da geometria, esses fundamentos sdo
configuracbes espaciais, entdo a ciéncia também sera restrita a 0 que € espacial.
Portanto, se a aritmética é independente de todas as propriedades particulares das
coisas, isso deve também manter como verdade seus blocos fundamentais: eles devem
ser de natureza puramente ldgica. Disso segue o requerimento de que tudo da
aritmética é redutivel a l6gica por meio de defini¢bes. (FREGE, 1953, p. 113 — 114,
§103, tradugdo nossa)*®

1.3.2.2 Principio de Hume e o problema de Julio César

Dados esses pormenores sobre como 0s objetos se relacionam com conceitos, serad
introduzida a Lei Bésica V, das Leis Bésicas da Aritmética, de onde Frege deduz o principio de
Hume, juntamente com algumas definicdes e excertos da deducdo do Principio de Hume
encontrada em Zalta (1998, 1998b). A Idgica e o principio de Hume sdo essenciais para 0
projeto de Frege de mostrar que as leis da aritmética sdo analiticas a priori. A Lei Bésica V é
uma lei de relacdo entre extensdes de conceitos e sua equivaléncia.
1.3.2.2.1 Convengéo de Notagédo: Considere eF como “a extensao do conceito F”.
1.3.2.2.2 Tem-se a seguinte Lei (Lei Bésica V):

eF = ¢G & Vx(Fx & Gx)

1.3.2.2.3 Convencao de Notac&o: #F significa “o niimero do conceito F*4.

33 Texto traduzido: Now it is clear that the boundaries of a discipline are determined by the nature of its ultimate
building blocks. If, as in the case of geometry, these ultimately are spatial configurations, then the science too will
be restricted to what is spatial. Therefore if arithmetic is to be independent of all particular properties of things,
this must also hold true of its building blocks: they must be of a purely logical nature. From this there follows the
requirement that everything arithmetical be reducible to logic by means of definitions. (FREGE, 1953, p. 113 —
114 §103)

3 Ser4 introduzido o conceito de nimero mais abaixo.
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eF = ¢G significa que F e G possuem a mesma extensao, mas ndo € uma identidade
numérica. #F = #G significa que ambos possuem 0 mesmo nimero. “#F = x” significa que “x
¢ o numero do conceito F’ e “X = #G " significa “x ¢ o numero do conceito G”. Nesse caso, a
extensdo desses conceitos se limita unicamente a nimeros, pois a Unica possibilidade de uma
sentenca da forma “X = #G " ser verdadeira ocorre quando o objeto que cai sob o conceito de
“ser o numero de G” ser um numero especificado pelas condicbes de estabelecidas pelo
conceito G.

O outro lado da sentenca da Lei Basica V, Vx(Fx < Gx), € uma equivaléncia que
implica a reflexividade, transitividade e simetria. Com essas informacdes, qualquer relagcdo que
se estabeleca entre os membros das extens@es de F e de G seré reflexiva, simétrica e transitiva,
ou seja, ha uma relacdo 1-1 entre as extensfes desses conceitos. Isso pode ser explicado pela
seguinte citacdo, onde € possivel relacionar esses aspectos da Lei Basica V como 0s escritos

dos fundamentos da Aritmética de Frege:

Se agora qualquer objeto que cai sob o conceito F esta numa relagdo ¢ com um objeto
caindo sob o conceito G, e se qualquer objeto que cai sob G esta numa relacdo ¢ com
um objeto caindo sob F, entdo os objetos caindo sob F e sob G estdo correlacionados
um com o outro pela relacdo ¢. (FREGE, 1953, §71, p. 83, traducdo nossa)3

Essa citagcdo pode esclarecer o conceito de equinumerosidade, que mostra que, quando

0s conceitos estdo numa relacdo 1-1, eles sdo equinuméricos:
1.3.2.2.4 Definigdo: F = G ¢ a relagdo de equinumerosidade 1-1 entre os conceitos F e G.
A definicdo de numero em Frege depende da nocdo de extensdo e da nocdo de

equinumerosidade, pois numero em Frege, segundo Zalta (1998) ¢ a “extensdo que contém

todas e somente aquelas extensdes de conceitos que sdo equinuméricas a F:

1.3.2.2.5 Definicao de NUmero: #F = ¢F~

3 Texto em inglés: If now every object which falls under the concept F stands in the relation ¢ to an object falling
under the concept G, and if every object which falls under G there stands in the relation ¢ to an object falling under
F, then the objects falling under F and under G are correlated with each other by the relation ¢. (FREGE, 1953,
871, p. 83)
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1.3.2.2.6 Principio de Hume: #F = #G < F = G

O principio de Hume diz que dois nimeros de dois conceitos sdo idénticos se e somente
se esses dois conceitos sdo equinuméricos. A principal funcéo da lei basica V é a demonstracédo
do Principio de Hume. Como a lei basica V leva a uma contradicéo, ela ndo deve ser considerada
uma lei l6gica e, portanto, ndo ¢ uma sentenca analitica a priori*®. Por ouro lado, se for admitido
o0 principio de Hume como um axioma da l6gica, entdo a l6gica ndo é um conjunto de sentengas
analiticas a priori, pois o principio introduz dentro da logica um objeto especifico da
matematica que sd@o 0s numeros naturais, ndo pelo principio em si, mas pelo contexto que a
nocdo de numero aparece subjacente, necessitando de definicGes sobre nimeros como a listada
acima ou um conhecimento prévio sobre o que seja nimero.

O Principio de Hume ¢é uma definicdo contextual. Aqui, o termo a ser definido, o
namero, deve ser entendido no contexto de toda a sentenca em que o termo ocorre. Isso acontece
porque ao introduzir o Principio de Hume, ndo ha uma definicdo explicita dentro do principio
dizendo que o numero é algo, nem no proprio principio hd uma limitagdo da quantificacao para
somente nameros.

A extensao de conceitos é algo amplo. Qualquer coisa pode ser a extensdo de conceitos.
Por exemplo, o conceito “X conquistou a Galia” cai somente o objeto Julio César. Mas ao
estabelecer que numero esté relacionado a extensdo de um conceito, ha o risco de confundir
qualquer extensdo com um tipo especifico de extensdo que sdo 0s objetos numéricos. Isso é
tratado na secdo 69 dos Fundamentos da Aritmética, na qual Frege comeca a discutir qual nogédo

de nimero é mais interessante:

Eu acredito que para “extensdo do conceito” poderiamos simplesmente escrever
“conceito”. Porém isso poderia estar aberto para duas objec6es:

1. Que isso contradiz minha declaracdo anterior que os ndmeros individuais sdo
objetos, como ¢ indicado pelo uso do artigo definido em expressdoes como “o nimero
dois” e pela impossibilidade de dizer uns, dois, etc. no plural, como também pelo fato
de que o nimero constitui somente um elemento no predicado de uma proposicao de
ndmero;

2. que conceitos podem ter extensdes idénticas sem coincidirem entre si.

Estou convencido, como acontece, que ambas essas objecdes podem se encontrar;
porém fazer isso nos levaria muito além das propostas presentes. Eu assumo que €
sabido o que a extensdo de um conceito é. (FREGE, 1953, §69, p. 80, tradugdo nossa)®’

% Para a demonstragao da contradicdo contida na Lei Basica V, consultar Zalta, 1998.

$"Texto traduzido: 1 believe that for “extension of the concept” we could write simply “concept”. But this would
be open to the two objections:

1. that this contradicts my earlier statement that the individual numbers are objects, as is indicated by the use of
the definite article in expressions like “the number two” and by the impossibility of speaking of ones, twos, etc. in
the plural, as also by the fact that the number constitutes only an element in the predicate of a statement of number;
2. that concepts can have identical extensions without themselves coinciding.



41

Para evitar essa confusdo é necessario que o conhecedor assuma a existéncia de objetos
numericos antes mesmo do estabelecimento de uma teoria aritmética e que essa teoria trate
somente de objetos numéricos na extenséo dos conceitos, conforme visto na citagdo; ou pela
introducao de objetos especificos que sejam numeros atraves de uma definicdo. NUmero néo é
um termo reconhecidamente como ldgico, sendo que uma teoria sobre numeros exige axiomas
ndo ldgicos e essa é a principal questdo sobre o principio de Hume. Se o principio pode ser
considerado ndo légico por tratar de objetos especificos, a justificagdo da sua aceitacdo néo
poderia ser analitica, pois o proprio principio ndo é capaz de resolver um problema denominado
problema de Jalio Cesar (HECK, 1997).

E necessario compreender que nimero de um conceito ndo é o objeto que cai sob esse
conceito, mas é uma caracteristica de segunda ordem sobre esse conceito. Isso fard com que
nimero de um conceito ndo se identifiqgue com qualquer outro objeto que cai sob esse conceito
e pode também numerar 0s préprios nimeros que caem sob um conceito. Por exemplo, 0
conceito de “numero natural entre 3 e 5” somente se satisfaz com o nimero 4, a sua extensao,
mas 0 numero do conceito ndo é o nimero 4 e sim o0 ndmero 1, pois 0 nimero de objetos que
cai sob o conceito € 1: #(3<x<5) = 1. Assim, o reconhecimento de nimeros se da ndo pelos
objetos que caem sob o conceito, mas pela expressao de segunda ordem que qualifica o conceito
“o numero de Fs”, #F. Mas a0 mesmo tempo, numero nao ¢ uma propriedade de um conceito,
e sim um objeto que é expresso como um dos lados de uma igualdade, portanto, também pode
ser considerado uma extensé&o.

Quando se expressa uma formula sobre a quantidade numérica de um conceito, ha uma
identidade entre dois objetos que ¢ o nimero do conceito®®. Vejamos como isso pode ser
demonstrado a partir do principio de Hum. Suponha um Unico conceito em que: #F =#F < F
~ F; pela tautologia F ~ F, é destacado #F = #F. Como #F ¢ uma variavel numeérica, substitui-
se uma das partes por n: (EF)(n = #F). A sentenc¢a diz que “Existe um conceito F em que n é 0
numero de F”’. Uma sentenga que envolve numeros, portanto, deve ser transformada numa
sentenca de identidade, em que a sentenca acima se transforma em “O nimero do conceito

‘niimero natural entre 3 e 5° = 1”. Agora imagine o conceito “x=0". Nesse caso, 0 nimero do

I am, as it happens, convinced that both these objections can be met; but to do this would take us too far afield for
present purposes. | assume that it is known what the extension of a concept is. (FREGE, 1953, 869, p. 80)

38 “A expressdo ‘n € um Nimero’ significa 0 mesmo que a expressdo ‘existe um conceito tal que n é o Namero
que pertence a ele’. (FREGE, 1953, p. 85, § 72, tradugdo nossa). Texto traduzido: “The expression ‘n is a Number’
is to mean the same as the expression. ‘there exists a concept such that n is the Number which belongs to it.”
(FREGE, 1953, p. 85, § 72)
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conceito também é 1: #(x=0) = 1. Isso impede de dizer que 0 =4, um erro de referéncia chamado
Problema de Julio Cesar. Essa conclusdo somente € conseguida com a compreensdo no
principio de Hume de que ha nimeros que sdo argumentos do conceito e numeros que Sao

propriedades de um conceito. Observe o seguinte exemplo de aplicacdo do principio de Hume:

#(x = 0) = #(y conquistou a Galia) « (X =0) = (y conquistou a Galia)

Tem-se dois conceitos com 0 mesmo numero, como o conceito sob o qual 0 cai e 0
conceito sob o qual Julio Cesar cai. Ora, se ambos possuem 0 mesmo ndmero, que seja 1, entdo
0 problema esté na sentenga que ndo faz sentido Julio Cesar = 0. O que ocorre aqui é a confusdo
entre predicado de um conceito e 0 objeto que cai sob esse conceito. Para dar conta dessa
resolucdo, toda distingdo complexa entre objeto simples, conceito, predicado sobre o conceito
e relacdo de identidade deveria ser entendida dentro do préprio principio de Hume, mas essa
compreensdo ndo é atingida dentro do proprio principio, dependendo do nivel de aprendizado
do conhecedor ou de demais definicGes explicitas dentro da propria teoria. Para evitar o
problema de Julio Cesar, € preciso entender a diferenca entre numeros e predicados sobre
nimeros de antemé&o para a aceitagcdo do Principio de Hume. E preciso entdo ter conhecimento
de como o numero emerge em toda a sentenca, como associar esse tipo de objeto com um

conceito e, depois, como diferenciar o nimero dos demais objetos que caem sob o conceito.

Um modo de explicar a forca dessa ideia poderia ser observando que, uma vez que 0s
nomes dos nimeros tém sido introduzidos por meio do Principio de Hume, nenhuma
explicacdo a mais de tais expressdes como ‘o nimero de numeros menores que 5’
deveria ser requerida. Espera-se que os falantes entendam imediatamente tais
expressdes e saibam, por exemplo, que ‘o nimero de imperadores romanos € 0 mesmo
que o nimero de numeros menores que 5’ é verdadeira, se e somente se, ha uma
correlagdo um-a-um entre os imperadores romanos e 0s nimeros menores que 5. 1sso
poderia parecer seguir a ideia que os predicados ‘§ foi um imperador romano’ e ‘& é
um nimero menor que 5’ deve ser do mesmo tipo, pois os nomes explicados pelo
principio de Hume contém predicados de um Gnico tipo, nomeadamente, aqueles da
mesma sorte que ‘€ foi um imperador romano’. Mas predicados desse tipo sdo
predicados verdadeiros ou falsos para objetos do mesmo tipo como objetos basicos
(pois os tipos de predicados sdo determinados pelos tipos de argumentos aceitaveis).
Entdo, nimeros devem ser do mesmo tipo que objetos basicos, logo, a questdo é o que
fazer com a expressdo ‘César ¢ o numero zero’. (HECK, 1997, p. 287, traducédo
nossa)*®

39 Texto traduzido: One way to explain the force of this idea would be to observe that, once names of numbers
have been introduced by means of Hume’s Principle, no further explanation of such expressions as ‘the number
of numbers less than 5’ would appear to be required. One would expect speakers immediately to understand such
expressions and to know, for example, that ‘the number of Roman emperors is the same as the number of numbers
less than 5° is true if, and only if, there is a one-one correlation between the Roman emperors and the numbers less
than 5. It would appear to follow that the predicates ‘€ was a Roman emperor’ and ‘€ is a number less than 5’ must
be of the same Sort, for the names explained by Hume’s Principle contain predicates of a single Sort, namely,
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O problema esté justamente na seguinte sentenca: (EF)(n = #F) decorrente do principio
de Hume. Nessa sentencga, n é um objeto que cai sob um conceito. Entdo, a varidvel pode ser
instanciada pelo objeto Julio Cesar, 0 que geraria uma sentenca totalmente sem sentido como
“Existe um conceito F em que Julio Cesar ¢ o nimero de F””. Numero € o tnico tipo de objeto
que pode cair sob um conceito e ser identificado como a qualidade de um conceito, mas isso
ndo esta dito no principio de Hume. E preciso entfo introduzir um holismo semantico, ou seja,
reconhecer que em toda sentenca com identidade numeérica, 0 escopo das variaveis que ndo sao
conceitos ou objetos que caem sob esse conceito sao exclusivamente numeros. Ou seja, 0
primeiro lado da bicondicional em que aparecem as expressdes #F=#G, em que 0s objetos
comegam com “O nimero de”, é preciso reconhecer de antemao o que ¢ “O numero de” para
satisfazer uma igualdade numérica. Mas o principio de Hume é justamente o que introduz o
conceito de nimero na légica. A Unica saida para o problema de Julio Cesar, portanto, é definir
0 escopo da utilizacdo das varidveis numéricas antes da introducdo do principio de Hume e
introduzir definicdes especificas para nimeros dentro da teoria. Com isso, reconhecer a verdade
do principio de Hume é algo mais complexo que reconhecer a verdade de sentencas da ldgica.
A limitacdo do escopo das variaveis foi proposta por Heck (1997). Vejamos uma do Principio

de Hume para a solugdo do Problema de Julio Cesar (HECK, 1997):

#F = #G < 3Ry, [VXVYVZVWR,, Xy ARppzw - x =2z <y = w]
A Vx[Fx - 3y(Gy ARypxy) AVyY(Gy — Ix(Fx A Rp,xy) |

Nota-se que nesse caso, as variaveis que podem ser substituidas por nimeros estdo
indicadas por n e as que podem ser substituidas por qualquer objeto basico, que também pode
ser um numero, estdo indicadas por b. Mas, ao introduzir esse tipo de limitagdo, o axioma passa
a ser visto como uma sentenca nédo logica e, portanto, sintética a priori, pois como visto em
Bolzano, uma sentenca aceita como um axioma na matematica ndo € verdadeira para todos 0s
objetos, e sim para um universo especifico de objetos determinados previamente. O principio
de Hume trata de ndmeros, portanto, sua verdade deve ser reconhecida num universo sobre
nimeros, mesmo que esse esteja contido dentro do universo das coisas basicas, pois também

sdo extensdes de conceitos.

those of the same Sort as ‘€ was a Roman emperor’. But predicates of this Sort are predicates true or false of
objects of the same Sort as basic objects (for the Sorts of predicates are determined by the Sorts of their acceptable
arguments). So numbers must be of the same Sort as basic objects; hence the question what to make of ‘Caesar is
the number zero’. (HECK, 1997, p. 287)
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Sendo assim, ndo é possivel reconhecer a verdade do principio como analitica a priori
porque é preciso ter um complexo conhecimento anterior de como funciona toda a linguagem
e seus objetos, se o principio € introduzido sem a limitacdo do universo das variaveis. 1sso
implica no holismo semantico para estabelecer a referéncia a termos possiveis de serem
substituidos pelas variaveis numéricas. Se o principio é introduzido com uma limitacdo das
variaveis, entdo definitivamente o principio ndo é um principio l6gico, e, portanto, ndo ¢ um
principio analitico a priori e implica novamente o holismo semantico. Ha a necessidade de
compreensdo prévia da teoria, de uma limitacéo do escopo das variaveis, pois é preciso chegar
a conclusdo que o principio de Hume trata exclusivamente de introduzir nimeros na ldogica,

mas ndo sendo expresso no seu principio e nem nos demais axiomas essa limitag&o.

1.3.2.3 Considerag0es sobre a analiticidade em Frege

Toda linguagem ¢é analisada em Frege para se chegar de modo claro ao objeto e o objeto
é dependente de uma linguagem que o introduz do ponto de vista de quem estuda o objeto pela
linguagem. Para explicar a referéncia de um termo numa linguagem é necessério usar uma
sentenca diferente dessa onde o termo ocorre. E para o entendimento dessa segunda sentenca,
é preciso introduzir outra sentenca que a explique, o que torna nenhuma verdade que nao seja
uma demonstracdo I6gica uma verdade analitica em que o significado pode ser atribuido aos
termos que somente ali ocorrem. Toda a ciéncia para ser entendida precisa estabelecer uma rede
de significados. Os principais objetos a serem tratados numa teoria sao introduzidos por meio
de defini¢cdes explicitas ou axiomas para compor essa rede de significados coesa e esse tipo de
sentenca nao € analitica.

Sendo assim, o estabelecimento de significado de termos esta ligado a linguagem que é
usada para expressar esse tipo de conteido e a comunidade linguistica que reconhece e esta
disposta a aceitar tais principios e objetos, pois para 0 reconhecimento desses objetos é
necessaria a sua compreensdo. Ao ndo introduzir limitagdes Uteis dentro da propria linguagem
para evitar confusdes ontoldgicas, aquele que esta construindo essa linguagem admite que o
conhecedor tem condigdes de assumir a existéncia de determinados objetos e as limitacGes das
sentencas perante o tratamento desses objetos, mas mesmo assim isso néo justifica a aceitacdo
de sentencas como o principio de Hume como analitica. O escopo das variaveis numéricas é
reconhecido por quem conhece as relacbes matematicas e o entendimento de uma parte

especifica dessa linguagem como a légica e a aritmética pode depender do entendimento de
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outras partes da linguagem, o que pode levar ao questionamento da divisdo entre as verdades
de uma teoria em analitico e sintético e ao holismo semantico (BELL, 2005).

1.3.3 Carnap e a analiticidade

O problema da analiticidade desde Bolzano se confunde com o problema da diviséo da
matematica em uma teoria puramente abstrata e as demais ciéncias, conforme visto. Carnap,
vendo a matematica como um conjunto de teorias abstratas, mantém essa divisdo e considera
que verdades matematicas sdo independentes de fatos. Por outro lado, a fisica é dependente,
pelo seu método, do fato. Isso acontece porque teoremas matematicos e fisicos sdo distintos em
suas condicOes de aceitacdo. Teoremas matematicos e fisicos se combinam para gerar novas
predicdes, mas a ciéncia fisica trata de fatos, observaces, testes, em que o0 que esta em jogo
ndo é somente a linguagem, mas também a sua aplicag&o.

Carnap procura estabelecer uma distin¢éo entre valores de verdade das sentengas da
linguagem que séo fatuais ou ndo. Dentro da linguagem de uso da matematica e da logica, suas
verdades e falsidades sdo determinadas formalmente, o que o autor denomina de verdades L-
determinadas (CARNAP, 1947). Ja& as verdades ou falsidades que sdo determinadas
empiricamente sdo verdades/falsidades factuais, ou seja, ndo sdo L-determinadas. A sentenca é
factual quando ela ndo tem seu valor de verdade estabelecido somente por leis do formalismo
da linguagem, mas precisa ser levada a experiéncia. As sentencas da logica podem ser

escolhidas de modo arbitrario e, portanto, de modo convencional. Diz a respeito Carnap:

[...] [E]las sdo [as leis I6gicas da dedugdo] tomadas como as bases da construcdo do
sistema de linguagem e se a interpretagdo do sistema é depois superposta. Por outro
lado, um sistema da Idgica ndo é uma matéria de escolha, mas ou certo ou errado, se
uma interpretagdo de signos logicos é dada antecipadamente. Mas mesmo aqui,
convengdes sao de fundamental importancia; pois a base na qual a légica é construida,
nomeadamente, a interpretacdo dos signos légicos (p. ex. pela determinacdo das
condi¢bes de verdade) pode ser livremente escolhida. (CARNAP, 1939, p. 28,
traducdo nossa, colchete nosso)*

Essa divisdo estabelecida entre verdades de fato e verdades puramente formais permite

0 aparecimento de distintas logicas. Esses sistemas devem ser estudados do ponto de vista

40 Texto traduzido: (...) they are [the logic laws of deduction] taken asthe basis of the construction of the
language system and if the interpretation of the system is later superimposed. On the other hand, a system of
logic is not a matter of choice, but either right or wrong, if an interpretation of the logical signs is given in advance.
But even here, conventions are of fundamental importance; for the basis on which logic is constructed, namely,
the interpretation of the logical signs (e.g., by a determination of truth conditions) can be freely chosen. (CARNAP,
1939, p. 28, colchete nosso)



46

formal, interpretados e verificadas a sua aplicacdo na ciéncia, mas a aplicagcdo em ciéncias néo
estd ligada ao estudo formal do comportamento desse sistema ou em relacdo aos teoremas
gerados por esses sistemas. Seu estudo formal esta ligado as verdades formais. Essas verdades
sdo chamadas de analiticas e quando ndo sao verdades logicas, elas sdo introduzidas pelo que

Carnap chama de Postulados de Significado.

1.3.3.1. Analiticidade como postulado de significado

Em 1952, no artigo Meaning Postulates, Carnap introduz suas considerac¢des sobre as
verdades analiticas dentro de uma linguagem L-determinada. De imediato, as formulas légicas
gue podem ser consideradas verdadeiras sao aquelas que sao (i) universalmente validas, (ii) que
possuem uma formula I6gica verdadeira quantificada universalmente, (iii) uma férmula que é
satisfeita por qualquer constante que ocorra na linguagem ou que é sustentada por toda
descricdo-estado da linguagem. Entdo, uma sentenca verdadeira que contenha somente termos
I6gicos como a sentenca (p V —p) € considerada analitica segundo essas definigdes,
considerando que nessa linguagem foram postas todas as regras de inferéncia e tabelas de
verdade dos conectivos que ali ocorrem (CARNAP, 1952, p. 67).

Por outro lado, hd um conjunto de sentencas que devem ser consideradas analiticas que
possuem termos além da I6gica. Vejamos 0 famoso exemplo em inglés: “All the bachelors are
unmaried”, que ndo se encaixa nas regras de analiticidade acima. Conforme estabelece Bolzano,
ela é uma sentenca analitica que ndo aparenta ser num primeiro momento, pois 0s termos
“bachelors” e “unmaried” sdo distintos. E preciso estabelecer o significado de seus termos, para
entender que essa sentenca é analitica. Entdo, Carnap introduz a ideia de postulado de
significado dentro de uma linguagem L-determinada. Assim, uma sentenca poderd ser
considerada analitica se ela for verdadeira de acordo com o significado dos termos, desde que
seja introduzido o seu significado dentro da linguagem L-determinada.

Nesse caso, uma sentenca desse tipo seria considerada analitica se fosse introduzido o
seguinte postulado Vx(Bx — —Mx), sendo que cada termo ali expresso significasse: Bx “X is
Bachelor” e “Mx “X is not Married”. Obviamente, a introducao desses postulados para Carnap
ndo deve ser motivada por crencas de fatos, mas pelo uso que seré feito das constantes que ali
ocorrem. Se essa sentenca é analitica e supondo que existe uma proposi¢do derivada
logicamente de um postulado desse tipo, entdo essa proposi¢cdo também € uma sentenca
analitica ou possui o valor de verdade L-determinado. Uma vez introduzido o postulado de

significado, Carnap acredita ter resolvido o problema da analiticidade numa linguagem formal.
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1.3.3.2 A natureza da matemaética em Carnap

Toda linguagem puramente tedrica esta totalmente desvinculada da empiria. A aplicacao
das sentencas vindas de teorias puramente formais, sejam essas sentencas L-determinadas ou
derivadas delas, é somente 0 guia que leva de uma sentenca factual a outra sentenca factual
prevista pela aplicacdo de um formalismo. O sentido da matematica em si na aplicacdo da
sentenca ndo é levado em conta porque as teorias matematicas para Carnap nao possuem uma
Unica interpretacdo. Uma sentenca na matematica é a abreviacdo de defini¢des da ldgica ou
aritmética pela introducdo de outros simbolos. Diz respeito da aplicacdo da matematica em

Carnap:

A funcg8o da matematica nas ciéncias empiricas consiste em providenciar, primeiro,
formas de expressdes menores e mais eficientes que as formas ndo-matematicas e
linguisticas e, segundo, modos de deducdo l6gica menores e mais eficientes que
aqueles da légica elementar. (CARNAP, 1939, p. 44, tradugdo nossa)*

Visto que a matematica é analitica, a aplicacdo da matematica basicamente é a
interpretacdo de um calculo em objetos ou eventos. Medir é dar a magnitude de uma coisa ou
lugar e os dois métodos necessitam de deducfes para chegarem a resultados. A dedugdo em si
é vazia de contetdo, seu estudo € puramente formal e as verdades da proposicdo sdo
determinadas na linguagem. A matematica € uma linguagem com um modo de apresentar
melhor os fatos conhecidos e a utilidade da matematica é justamente o tratamento de dados
vindos dos fatos. O que € tratado na matematica, separadamente de sua aplicacéo, ndo séo fatos,
mas deducdes determinadas por uma linguagem puramente formal que podem ser interpretadas
nos fatos e € assim que as derivacdes na matematica levam as previsdes. Essas previsdes nao
se tratam de fatos, porque sdo L-determinadas, mas podem ser testadas em fatos caso sejam
interpretadas e a aplicacdo da formula ndo é uma questdo da matematica. O grande problema
dessa definicdo de analiticidade de Carnap é a arbitrariedade ao considerar um termo como
analitico, visto que qualquer termo pode ser introduzido a partir do postulado de significado

dentro de uma teoria.

41 Texto traduzido: The function of mathematics for empirical science consists in providing, first, forms of
expression shorter and more efficient than non-mathematical linguistic forms and, second, modes of logical
deduction shorter and more efficient than those of elementary logic. (CARNAP, 1939, p. 44)
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1.4 CONSIDERACOES FINAIS

Ficaram expostas aqui quatro concepc@es distintas de analiticidade tendo como base a
relacdo entre matematica e ciéncias empiricas. Em Kant, apesar de a matematica ser
considerada um conjunto de juizos sintéticos a priori, a matematica caminha em ligacdo com a
intuicdo possivel. A possibilidade é do que pode ser construido na realidade fisica ou no espacgo
e no tempo, no campo dos fendmenos. Essas construcdes estdo limitadas ao fendmeno e o que
ndo pode ser representado no espacgo e no tempo nao € considerado matematica, porque nao
estd baseado na intuicdo possivel. Essa caracteristica do pensamento de Kant pode levar a
dissolver a separacdo entre a intuicdo a priori e a posteriori, porque uma vez que tudo o que é
intuido a priori pode ser representado a posteriori, ja que o papel de qualquer teoria cientifica
é representar um fenémeno.

O aparecimento de questdes mais abstratas na matematica exige 0 comprometimento
com uma teoria fora da intuicdo espago-temporal, conforme mostrado em Bolzano. Uma
sentenca analitica ndo muda o seu valor de verdade com a variacdo dos termos ndo I6gicos ou
é um teorema. Nessa segunda concepcdo de sentenca analitica hd& uma coeréncia com a
metodologia de desenvolvimento da matematica em Bolzano. A justificacdo para a introdugédo
de novos métodos de demonstracdo nao depende de aspectos intuitivos. Sendo assim, a criagdo
de teorias matematicas esta apartada das teorias fisicas. A introducdo de objetos como conjuntos
infinitos veio para solucionar problemas que envolvem unicamente aspectos das teorias
matematicas, sem o apelo de intuicdes possiveis. As sentencas que introduzem esse tipo de
conceito ou objeto dentro da matematica sdo axiomas sintéticos a priori.

Por outro lado, o conceito de analiticidade teré outro significado em Frege. Aqui, além
de a analiticidade estar ligada a um sentido de justificacdo de um teorema pela demonstracéo,
as sentencas consideradas axiomas fundamentais da I6gica sdo analiticos. Mas os fundamentos
da matematica em Frege exigem o comprometimento ontolégico com a existéncia de nimeros
no Principio de Hume. Isso introduz um problema para a definicdo da matematica como um
conjunto de juizos analiticos a priori, uma vez que a introducdo de objetos na teoria envolve
juizos sintéticos a priori, 0 que pde o conceito de analiticidade em xeque.

A concepcdo de analiticidade muda também em Carnap para cobrir qualquer sentenca
que ndo tenha compromisso com verdades factuais, podendo assim cobrir todos os sistemas
dedutivos concebidos e suas variagdes ndo classicas, podendo ser introduzidas por meio de

postulados de significado. Qualquer sentenca que é fruto de uma convencdo linguistica é
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considerada analitica em Carnap. A matemética em Carnap é um grande conjunto de
convengdes linguisticas, mas isso leva a uma grande elasticidade ao problema da analiticidade.

As definicdes de analiticidade listadas sdo problematicas. O que pode ser considerado
uma sentenca sintética a priori em Kant ndo o é em Carnap, Frege e Bolzano, como no caso
das sentencas da aritmética que podem ser demonstradas dentro de uma teoria e que em Kant
ndo ha sentencas da aritmética que sdo demonstraveis dessa maneira. Uma sentenca que é
sintética a priori em Bolzano, ndo € em Frege e nem em Carnap, pois em Bolzano os axiomas
de uma teoria podem ser considerados sintéticos a priori. Por outro lado, uma sentenca que €
analitica a priori em Frege, ndo o0 é ou por ser uma contradicdo ou por introduzir termos ndo
l6gicos. Além disso, é preciso ver se, uma vez abandonado o conceito de analiticidade e
adotando o holismo semantico, se ndo é possivel aceitar o holismo confirmativo. E possivel
abandonar o holismo confirmativo tornando a matematica ou uma parte de seu desenvolvimento

uma disciplina puramente tedrica.
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2 HOLISMO SEMANTICO E HOLISMO CONFIRMATIVO

2.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo, serdo estudadas as varias formas de holismo e suas consequéncias. No
holismo, a preocupacgdo se volta para o desenvolvimento das ciéncias empiricas em que as
teorias funcionam como um bloco unificado de sentencas, conforme sera visto no holismo de
Duhem (1982). No entanto, a principal critica a divisdo entre sentencas analiticas e sintéticas é
feita por Quine (1951) no artigo “Two Dogmas of Empiricism”. Nesse artigo, h& uma critica a
divisdo das sentencas entre analiticas e sintéticas ou entre as sentencas divididas entre tedricas
e empiricas. A divisdo ndo faz sentido quando se olha para a préatica cientifica em seu objetivo
maior, que € predizer fendmenos na experiéncia, uma atividade que exige uma teia de crencas
em toda a ciéncia sem a separacao entre 0 que € a priori ou a posteriori.

Toda sentenga possui um conteudo empirico, conforme serd visto no holismo de
Putnam (1983), que exclui a existéncia de sentencas a priori, apesar de sustentar a existéncia
de sentencas analiticas. De qualquer modo, tanto o holismo de Quine quanto o de Putnam tem
a seguinte consequéncia: ao modificar uma teoria cientifica por meio da refutacdo de uma
predicdo, o significado de uma sentenca que € considerada puramente tedrica pode vir a mudar,
ou seja, ndo existem sentencas puramente tedricas. O que sustenta essa situacdo é a nocao de
que toda a ciéncia esta em desenvolvimento e ligada a empiria, inclusive as ciéncias ditas
puramente tedricas, uma vez que todas as teorias cientificas podem ser refutadas levando a
drasticas mudancas em sua estrutura. Esse tipo de holismo néo é sustentado somente por Quine
e Putnam, mas por Colyvan (2001) também. Introduzida a nocéo inicial de holismo em Duhem,
sera visto depois o que se trata do holismo em Putnam para, em seguida, introduzir a partir de

Quine e Colyvan, a divisdo do holismo em holismo semantico e holismo confirmativo.

2.2 O HOLISMO

Holismo € a tese de que toda a ciéncia esta interligada formando um corpo unificado de
crengas. Esse corpo de crengas possui sentencas que formam as teorias. Essas sentencas estéo
interligadas em relacgdes logicas ou matematicas, formando um “campo de forga”. A analogia
do campo de forga parece convir para o holismo, pois uma perturbacéo nas extremidades de um
campo de forga pode ser tdo forte que atinge o centro do campo. Assim também é o holismo.

Uma mudancga numa sentenga que comp®e 0 corpo teorico reverbera, a partir de relacdes logicas
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entre as sentencas, em todo o campo cientifico. Como as sentencas estdo interligadas, todas elas
sdo Uteis para a constituicdo de significado dos termos utilizados e as consequéncias de um teste
empirico reverberam em toda a ciéncia. Um exemplo de uma mudanga minima que pode
acarretar numa mudanca de significado em toda a teoria pode ser a relacdo entre as
transformadas de Galileu e as transformadas de Lorentz. Nesse caso, introducdo de uma
constante nas transformadas de Galileu, a constante de contragdo y, tem como consequéncia a
teoria da relatividade especial ou as transformadas de Lorentz*?. As transformadas de Galileu
representam a fisica classica e as transformadas de Lorentz a teoria da relatividade especial. No
holismo mais radical, o holismo confirmativo, qualquer verdade que se considera analitica a
priori pode ser confrontada com a experiéncia. E sera visto esse caso ao expor mudanc¢as na

I6gica que podem ser justificadas pela mecanica quantica.

2.2.1 Holismo disciplinar em Duhem

Duhem (1982) afirma que um experimento nunca refuta unicamente uma hipotese
guando testada, mas todo o grupo tedrico € exposto ao teste empirico. Uma hipotese sozinha de

uma teoria ndo é capaz de levar a nenhuma derivacéo empirica:

Em suma, o fisico nunca pode submeter uma hipotese isolada ao teste empirico, mas
somente todo um grupo de hipdteses; quando o experimento esta em desacordo com
suas predicdes, 0 que ele aprende é que ao menos uma das hipdteses constituindo esse
grupo € inaceitavel e precisa ser modificada; mas o experimento ndo designa qual
delas deve ser modificada. (DUHEM, 1982, p. 187, tradugdo nossa)*®

O que ocorre é que, quando se elabora uma teoria cientifica, toda a teoria estd numa teia
de significados para entdo ocorrer o processo de derivacdo: predicdo ou explicacdo. Em Duhem
(1982), uma lei é entendida analogamente ao processo de referéncia de um corpo: A depender
do sistema referencial que se olha um corpo, é possivel coletar dados distintos sobre esse corpo,
entdo, toda a informacéo a respeito desse corpo pode mudar, pois o valor das variaveis das
equacdes mudard perante os Varios sistemas referenciais possiveis. Ao transpor essa visdo para
0 aspecto teodrico, uma modificacdo numa lei pode significar, na tese do holismo, uma

modificacdo em conjunto de todo o sistema teorico:

42 Sera apresentado o que sdo as transformadas de Galileu e de Lorentz mais abaixo.

4 Texto traduzido: In sum, the physicist can never subject an isolated hypothesis to experimental test, but only a
whole group of hypotheses; when the experiment is in disagreement with his predictions, what he learns is that at
least one of the hypotheses constituting this group is unacceptable and ought to be modified; but the experiment
does not designate which one should be changed. (DUHEM, 1982, p. 187)
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A ciéncia fisica € um sistema que deve ser tomado como um todo; é um organismo no
qual uma parte ndo pode ser feita para funcionar, exceto quando as partes que sdo as
mais remotas dessa ciéncia sdo requisitadas, algumas mais que as outras, mas todas
em algum grau. Se algo der errado, se algum desconforto é sentido no funcionamento
do organismo, o fisico tera de pesquisar esses efeitos em todo o sistema, qual drgéo
precisa ser remediado com modificacdes sem a possibilidade de isolar esse 6rgdo e
examina-lo aparte. (DUHEM, 1982, p. 187-188, tradugdo nossa)**

Bush (2011) chama esse tipo de holismo de “disciplinar sobre a derivacdo de
consequéncias empiricas”. Essa nomenclatura se justifica porque uma lei sempre deve ter uma
teoria como pano de fundo, ou seja, uma pequena mudanca numa lei pode acarretar em
mudangas em toda a teoria cientifica. Para ver como isso funciona, serdo examinadas abaixo as
transformadas do movimento e da velocidade em Lorentz e em Galileu. Ao apenas adicionar
uma constante nas transformadas de Galileu, a constante de contragdo vy, leva-se a todas as
mudancas tedricas vindas da teoria da relatividade especial de Einstein. No exemplo abaixo,
que sao excertos das derivacOes de Kopot (2014a, b, c, d), seréd visto como funciona esse tipo
de holismo disciplinar com respeito a no¢do de velocidade na fisica classica e a velocidade na
teoria da relatividade especial. Sera vista a variacdo profunda de significado de um termo usado
na fisica que reverbera no significado dos conceitos mais fundamentais de toda uma disciplina.
Na fisica classica, a velocidade possui um significado e na teoria da relatividade especial possui
outro significado.

As transformadas de Galileu sdo Uteis para lancar os dados de um sistema referencial S’
em outro sistema referencial S (KOPOT, 2014a). S e S’ podem ter a posigéo referencial
representada em gréaficos cartesianos de duas dimensdes. Nesses graficos, x e y sdo 0s eixos de
coordenadas de S e X’ e y’ sdo os eixos de coordenadas do sistema S’. Supondo que num
momento inicial S e S’ estejam no mesmo lugar e parados, entdo, no tempo t = 0, 0s sistemas
referenciais estdo superpostos e permanecem em repouso. A configuracdo dos referenciais sera
x =x’"ey =y’ Se o sistema referencial S’ vir a sSe movimentar como por exemplo um aviao
taxiando numa pista de decolagem e S permaneca em repouso, como por exemplo a torre de
controle do aeroporto em frente a essa pista, ocorrerdo modificagdes na posicao de S’. Quando
S’ inicia 0 movimento, ele se move a velocidade ¥ no sentido positivo do eixo x. Assim, o

sistema referencial S’ se movimenta juntamente com o avido ao longo do eixo X. No tempo t;

44 Texto traduzido: Physical science is a system that must be taken as a whole; it is an organism in which one part
cannot be made to function except when the parts that are most remote from it are called into play, some so than
others but all to some degree. If something goes wrong, if some discomfort is felt in the functioning of the
organism, the physicist will have to ferret out throught its effect on the entire system which organ needs to be
remedied of modified without the possibility of isolating this organ and examining it apart. (DUHEM, 1982, p.
187-188)
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com o sistema S’ em movimento, se quer saber a posi¢cdo do ponto (x’, y’) do sistema S’ em

relagdo ao sistema S. A Figura 1 mostra o esquema do evento nos dois sistemas referenciais:

Figura 1 - Movimento no referencial S” em relacdo a S

Fonte: Adaptado de Kopot (2014a)

Quando o tempo passa, S’ se movimenta no sentido positivo do eixo X de S a uma
velocidade v e S permanecendo constante. Até o tempo t2, S’ moveu-se vtz ao longo do eixo x.
Mas a posicdo do evento em evidéncia esta em x’, que deve ser acrescentado a vt; para a

transformacéo ser mais exata, de onde pode-se extrair a sequinte equacdo (KOPOT, 2014a):

(1) x=x"+vt

Supondo, agora, que o objeto descrito no Sistema S’ comega a se movimentar a uma
velocidade w dentro do avido, como se fosse um passageiro caminhando em direcdo a cabine
de comando, ou seja, no sentido positivo do eixo x’. No tempo tz, 0 passageiro tem um vetor de
velocidade w = (w’x, w',). No sistema S, a velocidade desse passageiro no eixo x é dada pela
equacdo (KOPOT, 2014a):

(2) Wx=w'x+V

Isso mostra que o acréscimo de velocidade na fisica classica é uma simples soma de
termos, mas o significado muda em relacdo a relatividade especial, onde as férmulas sdo
demonstradas a partir das transformadas de Lorentz. A diferenca entre as transformadas de
Galileu e as transformadas de Lorentz é que as equacOes de Lorentz incorporam a dilatagéo do
tempo e a contracao do espaco que, na Fisica Classica, sdo quantidades absolutas para qualquer
sistema. Supondo dois sistemas referenciais distintos R e R’, que no tempo t = ¢’ = 0s, 0s dois

sistemas encontram-se em repouso num mesmo lugar. Supondo agora que R’ comeca a se
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mover com uma velocidade ¥ pelo eixo x em relagdo ao sistema referencial estacionario R da
esquerda para a direita. O movimento de R’ em relagdo a R ¢ dado pela seguinte equagdo, com
a constante de contragdo y* de Lorentz (KOPOT, 2014c):

3) x=yxX +wt)

Se 0 movimento é relativo e num dos sistemas referenciais € estacionério, entdo, para as
particulas contidas no sistema referencial R’, as particulas do sistema referencial R estdo em
movimento ao longo do eixo X’ com uma velocidade —v de onde obtém-se a seguinte equacdo
de transformacéo (KOPOT, 2014c):

4)  x=yx-vt

As equacOes 3 e 4 devem passar pela constante de contragao y. Quando a velocidade se
torna extremamente alta, proxima a velocidade da luz, o tempo t’ tende a dilatar-se enquanto o
espaco x’ tende a contrair-se. Como se esta na teoria da relatividade, o tempo e o espaco ndo

sdo absolutos. O tempo do referencial em repouso tera a seguinte formula (KOPOT, 2014c):
(5)t = y[:—;+t’]

Mas o tempo t’ passa a ser mensurado de acordo com a seguinte formula (ERNSTY;

HSU, 2001):
(6) t' = yt(c —v)/c

Agora, tem-se as trés equacdes criticas para a nocao de adicdo de velocidade na teoria
da relatividade especial: a transformada de deslocamento de Lorentz, a transformada de
variacdo do tempo e a constante de contracdo do espago. Essas trés equagdes incorporam uma
ideia fundamental da Teoria da Relatividade Especial: (a) espago e tempo séo relativos. Com a
adicdo da velocidade relativistica, serd mostrada a incorporacao de outra ideia fundamental: (b)

4 A constante de contragdo de Lorentz é a seguinte: y = =
v
1->
C
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nenhuma particula no universo ultrapassa a velocidade da luz no vacuo. Isso significa que se
um foton cruza com outra particula se movimentando na mesma dire¢cdo, mas em sentido
oposto, o0 somatério das velocidades sempre sera c. Agora, para o entendimento da equacao da
velocidade de Lorentz, o exemplo sera dois sistemas distintos: a Terra, sistema T, parado em
relacdo ao sistema T’, um satélite orbitando a Terra a alta velocidade em que hé nesse satélite
um canhdo P disparando particulas com velocidade w no mesmo sentido e dire¢do de seu

movimento:

Figura 2 - Terra T estacionaria, satélite em movimento T’ e féton P sendo disparado a partir

desse satélite

*y
P w
T I s —»
! v
! —
o -, o 1 "
" =

Fonte: Adaptacdo de Kopot (2014d)

O que se quer é descobrir a velocidade W da particula em relagdo ao sistema estacionario

da Terra. A velocidade do mével é w. A formula derivada por Kopot (2014d) ¢ a seguinte:

w+v

NMW=_—w

c2

O que da a velocidade da particula em relacéo ao sistema referencial T. Nota-se que a
velocidade aqui possui um significado distinto em relacdo a transformada de Galileu porque a
velocidade possui um limite c. Na fisica classica, a velocidade pode ser adicionada
indefinidamente, mas, ao longo do tratamento das transformadas de Lorentz, nota-se que a
velocidade possui um limite. Sera visto como exemplo o acréscimo de duas velocidades

correspondentes a velocidade da luz:

c+c 2c

@w="5=2=¢

+=
c2
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Velocidade, tempo e espaco, portanto, admitem significados distintos em cada uma das
teorias e foi visto que os trés termos vao se modificando & medida que séo introduzidos novos
elementos na ciéncia. A mecanica classica passa a sofrer uma limitacdo que somente sera
transposta com a teoria da relatividade, em que a velocidade da luz se torna um termo central e
limitativo na construcdo de toda a rede de crencas, levando a reinterpretacdo do termo
velocidade, a ponto de uma proposigéo verdadeira sobre a velocidade numa teoria ndo o ser na
outra teoria.

O exemplo das diferencas das interpretacGes dos termos esta de acordo com o holismo
disciplinar de Duhem. Teorias novas séo criadas para dar conta dos fenémenos e experiéncias,
evidentemente, mas isso tem consequéncias semanticas nos termos usados pela ciéncia, levando
a reinterpretacdo de termos dentro da linguagem e € esse fendmeno que sustenta a tese do
holismo (COLYVAN, 2001, p. 30). Nesse exemplo, apesar de nao se levar em conta nenhuma
ruptura com sentencas que sao consideradas analiticas vindas da matematica ou da logica, ele
mostra que a alteracdo de significado dentro de uma mudanca teérica leva a reinterpretacéo de
termos muito simples para a ciéncia. O holismo disciplinar de Duhem ndo atinge a matematica,

gue € vista como um instrumento ou estrutura para ser usado nas teorias fisicas.

Com esses materiais, a teoria constréi uma estrutura l6gica; desenhar o plano dessa
estrutura é entdo limitar-se escrupulosamente com respeito as leis que essa ldgica
impde a todo o raciocinio dedutivo e as leis que a algebra prescreve para qualquer
operacdo matematica. (DUHEM, 1982, p. 205, tradugdo nossa)*®

Em Duhem, a matematica é livre em sua construcdo em relacdo a fisica. Em fisica, os
valores vindos das deducGes matematicas precisam ser interpretados e essas interpretacdes
estabelecem limites circunscritos aos fendmenos e aos resultados. Suponha que se tem uma
funcdo matematica que é usada para descrever um evento em termodindmica em que a escala

de um termdémetro é feita em Kelvin, como a equacéo geral dos gases:

P, V- P,V
o) _ RV
()T1 5

A equacdo permite calcular o valor da temperatura a partir da mudanca das condicgdes

de volume, pressdo e temperatua. Matematicamente, nada impediria que se substitua qualquer

46 Texto traduzido: With these materials theory builds a logical structure; in drawing the plan of this structure it is
hence bound to respect scrupulously the laws that logic imposes on all deductive reasoning and the rules that
algebra prescribes for any mathematical operation. (DUHEM, 1982, p. 205)
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uma das variaveis referentes a temperatura por um valor negativo e se chegue a um valor
matematico possivel. No entanto, se a temperatura do sistema € medida em escala absoluta
Kelvin, a temperatura nunca atingird um valor negativo. Essa limitacdo de valor é introduzida
circunstancialmente. Matematicamente, essa limitacdo nunca seria introduzida a ndo ser que
fosse uma caracteristica do comportamento da propria funcdo. Ajustes entre uma estrutura
mateméatica e a adequacdo das circustancias fisicas se estabelecem pragmaticamente

independentemente da matematica.

Por requerer que operagdes matematicas [...] devam sempre ter um sentido fisico, nds
impomos obstaculos injustificaveis diante do matematico e mutilamos o seu
progresso. G. Robin chega a questionar o uso do célculo diferencial; se o Professor
Robin estd decidido em constantemente e escrupulosamente satisfazer seu
requerimento, ele poderia praticamente estar incapaz de desenvolver qualquer célculo;
a deducdo tedrica poderia ser parada em seu caminho logo no inicio. Uma ideia mais
acurada do método da fisica e uma linha mais exata de demarcacdo entre as
proposicdes que tém de se submeter ao teste factual e aquelas que estéo livres disso,
deveria dar de volta a0 matematico toda a sua liberdade e permiti-lo usar os recursos
da algebra para o maior desenvolvimento de teorias fisicas. (DUHEM, 1982, p. 208,
traducéo nossa)*’

O holismo de Duhem, ao contrario do holismo confirmativo de Quine e Putnam, nao
atinge a matematica e a logica, pois o0s aspectos de desenvolvimento da matematica sao distintos
do desenvolvimento da fisica. Uma teoria matematica ndo se desenvolve pela confirmacao ou
refutacdo de fatos vindos da experiéncia, apesar de o fisico sempre usar das relagdes estruturais
estabelecidas dentro das teorias matematicas. O papel da matematica perante a fisica é somente
estabelecer relagdes dedutivas e por isso € natural o fisico pensar a matematica como um
conjunto de deducdes. Ha deducGes matematicas que podem permanecer eternamente sem uso
na fisica e isso ndo € um problema para o holismo disciplinar de Duhem. E papel do fisico
adaptar a matematica a fisica e ndo do matematico limitar-se a fisica. Essa constatacdo sera

importante e sera tratado esse tema no préximo capitulo.

47 Texto traduzido: By requiring that mathematical operations by which postulates produce their consequences
shall always have a physical meaning, we set unjustifiable obstacles before the mathematician and cripple his
progress. G. Robin goes so far as to question the use of the differential calculus; if Professor Robin is intent on
constantly and scrupulously satisfying this requirement, he would practically be unable to develop any calculation;
theoretical deduction would be stopped in its tracks form the start. A more accurate idea of the method of physics
and a more exact line of demarcation between the propositions which have to submit to factual test and those
which are free to dispense with it would give back to the mathematician all his freedom and permit him to use all
the resources of algebra for the greatest development of physical theories. (DUHEM, 1982, p. 208)
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2.2.2 Uma interpretagéo mais radical do holismo

Uma interpretacdo mais radical do holismo pode ser feita ao relacionar o Principio da
Incerteza de Heisenberg e a possibilidade de uma légica ndo-classica introduzida tanto para
ajustar o framework l6gico a complexidade de uma teoria fisica quanto ao compromisso
ontoldgico com a indeterminagdo®®. A tese da indeterminagdo afirma que é impossivel
determinar ao mesmo tempo 0 momento linear e a posi¢cdo de um elétron. As medidas podem
ser feitas, mas ndo simultaneamente.

Para uma compreensdo do contexto da introducdo da tese da indeterminacdo, vejamos
um réapido resumo das descobertas da Fisica sobre a fisica de particulas®®. As transformadas de
Lorentz emergem no contexto em que a grande preocupacgao na Fisica era a interagdo entre a
radiacdo eletromagnética da luz e todo tipo de matéria. A radiacdo especialmente constatada
nos elétrons € um fato que merecia atencdo, pois a interacdo € maior quanto menor a particula.
Hertz, no final do século XX, descobriu que a luz ultravioleta poderia facilitar a descarga entre
eletrodos. Einstein explicou esse fenbmeno ao propor que a energia luminosa é quantizada em
pequenos pacotes chamados fétons. Ao entrar em contato com um elétron, esse foton é
completamente absorvido e a energia recebida altera 0 movimento do elétron aumentando o seu
momento linear.

Essa teoria corpuscular foi confirmada ao mesmo tempo que se confirmou o
comportamento ondulatério das radiacfes eletromagnéticas. A teoria ondulatéria explica os
fendmenos de difracdo e interferéncia como o do experimento das duas fendas e a teoria
corpuscular explica o fendmeno fotoelétrico de Hertz. Louis de Broglie prop6s relacionar os
aspectos ondulatérios e os corpusculares: um féton possui uma onda luminosa relacionada a
sua energia (seu movimento) assim como um elétron tem seu movimento relacionado a um
comprimento de onda. O comprimento de onda A, a massa m e a velocidade v da particula entdo
sdo relacionadas da seguinte maneira, onde P é o momento linear (ALMEIDA; SANTOS,
2001):

(10) 1= 2

48 A justificacdo para a adaptacéo tedrica perante a complexidade e o compromisso ontolégico com um fendmeno
da natureza seré explorada abaixo, na tese da indispensabilidade e seu papel no holismo.

49 Para um melhor entendimento sobre o periodo, conferir (ALMEIDA; SANTQOS, 2001)
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De onde tem-se entdo 0 momento linear:

ayp=7

Com essa formula em mente, supondo que se deseje medir a posi¢éo de um elétron com
um microscopio potente, conforme é descrito por Kopot (2014e). Para isso, € preciso usar um
microscopio que emite um feixe de luz em direcdo a esse elétron que em seguida € direcionado
a um mecanismo que detecta as alteracdes nesse feixe. As alteracdes observadas nesse feixe de
luz sdo uteis para interpretar as medidas a serem feitas nesse elétron. Para captar o
comportamento dos elétrons, o comprimento de onda dessa luz deve ser do mesmo tamanho
que o elétron, ou seja, um comprimento de ondas bem pequeno.

Considerando as formulas acima, a medida que o comprimento de onda da luz diminui,
a energia do foton aumenta. Quando esse feixe de luz interage com o elétron, o que se tem é
um féton com um momento P colidindo com o elétron. Nessa colisdo, a energia do momento é
transferida para o elétron que, ao absorver essa energia, muda as caracteristicas do seu
movimento. Mas, como se esta falando de comprimentos de ondas muito curtos, mais energia
possui 0 momento do foton e, consequentemente, na interacdo, mais energia € transferida para
o elétron.

Ao se saber a posicao exata de um elétron, a velocidade sera desconhecida, pois apds o
evento dessa medicdo, o elétron receberd uma carga de energia que alterara seu movimento,
sem a possibilidade de saber a sua posicao futura. No entanto, ao saber exatamente a velocidade
com que o elétron se movimenta, ndo € possivel saber a posicao exata do elétron no futuro, pois
ao realizar a medicédo da posic¢do, o féton ira transferir uma quantidade muito grande de energia
para o elétron. Considere (Ax) a mudanca da posi¢do do elétron ao longo do eixo x do &tomo e
(AP) a mudanc¢a do momento do elétron ao longo desse eixo x, esse principio de incerteza pode

ser expresso pela seguinte formula:

(12) (Ax)(APx) > h

Como hn é a constante de Planck, se Ax diminui, 0 momento APx aumenta
consideravelmente. Esse fendmeno da indeterminacgéo pode acarretar em uma mudanca drastica
dentro de leis consideradas muito elementares, caso se queira estabelecer uma interpretagédo
cientifica de justificagdo das mudancas das leis logicas. Supondo que 0s que sustentam um

estatuto especial para verdades da l6gica ndo admitem que as teorias fisicas podem levar a uma
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reinterpretacdo dos seus termos. Por outro lado, num holismo mais radical, mudancas da ldgica
podem ser justificadas por meio de adequacdes as teorias fisicas. Vejamos um problema desses
que vem da ldgica quéantica nas tdo discutidas leis do terceiro excluido e distribuicdo da
disjuncdo. A seguinte equivaléncia que expressa a distribuicdo da disjuncdo com o terceiro

excluido:

pA@@V-aq)eo@AQV(pAQ)

Segundo a mecanica quantica e o principio de Heisenberg, a velocidade de particulas
subatbmicas é indeterminada quando observada. Como ha fatos com valor de verdade
indeterminado nessa teoria, convém entdo introduzir uma légica em que o valor de verdade das
sentencas seja indeterminado, ou seja, uma légica néo classica que dé conta da complexidade
da teoria quéantica e que, portanto, esta relacionada ontologicamente com a teoria. Uma ldgica
desse tipo é a ldgica trivalente de Kleene (1938), que Bergmann (2008) denomina légica Kz ou
I6gica forte de Kleene. Nessa logica, os trés valores de verdade sdo V, verdadeiro, F, falso e I,
indeterminado. A interpretacdo para a negagdo “—, conjuncao “A”, disjuncdo “v”, implicacao

“—” e bicondicional “<” é a seguinte:

Tabela 1 - Interpretacdo dos operadores ldgicos na Légica Kz

Plal| pAg pvaq | |p—q| | Peog p |-
V]V Y, Y, Y, V| F
VIE| F Y, F F FlV
VAN | Y, | | L]
FIv] F Y, Y, F
FIF] F F v Y,
Fl F | v |
v 1 Y, Y, |
| [F| F | | |
B | | | |

Fonte: Kleene (1938, p. 153)

Sendo assim, tome o0 segundo conjunto que aparece na primeira parte da equivaléncia

(g VvV —q) e admita que cada uma dessas sentencas exibe a possivel velocidade de uma particula.
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Ora, a velocidade da particula € indeterminada, portanto, o conjunto como um todo é
indeterminado, se for interpretada a negacdo de uma sentenca indeterminada como também
possuindo o valor de verdade indeterminado, pois nenhuma das sentencas € capaz de exibir
exatamente a velocidade da particula. Ao adicionar p, ndo importando o valor de verdade de p,
asentencap A (q V —q) éumasentenca indeterminada. Supondo agora que se quer estabelecer

o valor de verdade para a equivaléncia:

pA(@@V-qg) o @AV (pA-Q)

A sentenca acima possui valor de verdade indeterminado, pois basta um dos lados da
equivaléncia ser indeterminado que toda a sentenca se torna indeterminada. Como dito acima,
esse caso mostra a necessidade de revisao das leis l6gicas como o terceiro excluido e a lei da
distribuicdo. Isso também mostra que no holismo, o carater analitico das sentencas pode ser
questionado (PUTNAM, 1983, p. 96). No holismo, ndo ha leis l6gicas como ideias claras e
distintas ou a priori como no caso dos positivistas légicos em que as sentengas sao verdadeiras
pelos seus significados apenas. Leis da fisica, assim como da Idgica, ndo sdo imunes a revisao.
Diz Quine no Two Dogmas: “Revisdo, inclusive da lei do terceiro excluido, foi proposta como
um meio de satisfazer a mecanica quantica.” (QUINE, 1951, p. 40, traducdo nossa)®°.

Para a tese do Holismo, ndo ha separacdo nitida entre os varios tipos de teorias
cientificas, de modo a eliminar a separacéo entre ciéncias tedricas e ciéncias empiricas. Nao
existe, aqui, uma separacao nitida entre Matematica e Logica de um lado e as demais ciéncias,
ditas empiricas, do outro. No holismo essas teorias tém contetido empirico. Nao hé, nesse caso,
uma separacao entre matematica e o restante das ciéncias, porque tudo esta embebido na ciéncia
como um todo e as teorias estdo interligadas por uma ampla rede de implicacdes.

No holismo radical, que serd detalhado abaixo como holismo confirmativo, toda a
ciéncia possui um anico modo de significancia, que é o teste empirico. Com essa unidade de
significado, a diferenca entre as sentencas analiticas — sentencas justificadas como verdadeiras
de acordo com a linguagem ou por ndo terem nenhuma ligacdo com a experiéncia — ou as
sintéticas, verdadeiras pela experiéncia, deve ser abandonada porque essa distingdo ndo é capaz

de sustentar os padrdes vindos dos testes.

%0 Texto traduzido: Revision even of the logical law of the excluded middle has been proposed as a means
of simplifying quantum mechanics. (QUINE, 1951, p. 40).
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O que Quine considera é que a linguagem usada na ciéncia, para compor uma unidade
de significado, possui ambos 0s componentes tedricos e empiricos. Isso acontece
principalmente para criticar o positivismo ldgico que sustenta que as sentencas analiticas a
priori sdo verdadeiras para qualquer experiéncia possivel, o que retira entdo de sua semantica
questdes ligadas a atribuicdo de significado pela experiéncia. Sentencas analiticas a priori sdo
verdadeiras nesse caso somente em fungdo do seu significado atribuido numa linguagem a
priori. Para Carnap, as sentencas L-determinadas possuem como definidoras de seus
significados somente a linguagem e o0s conceitos nelas envolvidos sem extrapolar para a
experiéncia.

Uma aplicacdo de uma teoria fisica exige a aplicacdo ndo somente de teorias fisicas,
mas também de teorias matematicas ou logicas. A aplicacdo das teorias cientificas exige o
comprometimento com a existéncia de objetos fisicos abstratos, Gteis para a teoria®*. O mesmo
acontece com a matematica, indispensavel para as teorias cientificas, o conhecedor também se
vé assumindo a existéncia de objetos matematicos abstratos como nimeros, conjuntos, funcdes,
etc. que sdo Uteis somente nas teorias cientificas, mas ndo sdo objetos completamente
desligados das ciéncias empiricas. A sua introducdo esta determinada por uma teia de crencas
que perpassa toda a ciéncia e define o holismo que é a relagdo direta ou indireta com as teorias
testaveis. (QUINE, 1979). Toda essa concepcdo holistica de linguagem, ontologia e aplicacdo

da ciéncia possui 0 seu contrario no estruturalismo, que examinaremos no terceiro capitulo.

2.3 HOLISMO SEMANTICO E HOLISMO CONFIRMATIVO

O holismo pode ser entendido ou como uma Unica tese como em Quine ou em duas teses
a partir de Colyvan (2001). Quando visto em duas teses, pode ser dividido em holismo
semantico e holismo confirmativo. O holismo semantico pode ser expresso numa unica frase:
“A unidade de significancia empirica ¢ 0 todo da ciéncia” (QUINE, 1951, p. 39, traducéo
nossa)®2. Ora, para 0 bom funcionamento da ciéncia, a linguagem como um todo age de forma
a manter o padrao do significado dos termos. O que Quine chama de holismo moderado, esse

holismo semantico, aparece também em Quine (1981):

5L A aceitacdo necessaria de objetos matematicos na elaboragdo de teorias cientificas é o argumento de
indispensabilidade e sera tratado mais abaixo nesse capitulo. Sua ligagdo com o holismo consiste em aceitar 0s
objetos matematicos abstratos que s&o necessarios somente para a elaboracéo de teorias cientificas.

52 Texto traduzido: “The unit of empirical significance is the whole of science.” (QUINE ,1951, p. 39)
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Também seria errado supor que nenhuma Unica sentenca de uma teoria tem seu
significado empirico separavel. Sentencas teoricas classificam as frases de
observagdo; observacionalidade é uma questdo de grau, nomeadamente, a gradacéo
de aceitacdo esponténea que a sentenca deveria comandar a partir das testemunhas
presentes. E embora se possa argumentar que mesmo uma sentenga de observagdo
pode ser retratada a luz do restante da teoria, esse € um caso extremo e felizmente nédo
caracteristico. (QUINE, 1981, p. 71, tradugdo nossa)®

Por outro lado, a tese do holismo confirmativo, o holismo mais radical que aparece no

em Quine (1992), é a seguinte:

[A] falsidade da observacdo categorial ndo refuta conclusivamente a hipétese. O que
ela refuta é a conjuncédo de sentencas que foi necessaria para implicar a observagao
categorial. A fim de retratar essa conjungdo nés nao temos de retratamos a hipotese
em questdo; em vez disso, nds poderiamos retratar algumas outras sentencas da
conjuncdo. Esse é o importante insight chamado holismo. (QUINE, 1992, p. 13-14,
traducdo nossa, colchete nosso)®

A ndo aceitacdo da divisdo entre verdades analiticas e verdades sintéticas é uma
consequéncia do holismo semantico. Nesse holismo, ha a unidade de significado das sentencas
usadas na ciéncia sem pressupor nenhuma distincdo entre sentencas tedricas ou empiricas.
Como ndo ha essa divisdo entre linguagem que possui 0 sentido das sentencas determinado
linguisticamente e outra linguagem em que o sentido das sentencas € factual, ndo ha a divisdo
entre verdades puramente tedricas e verdades empiricas. Dai a ndo aceitacdo da divisdo entre
verdades analiticas e sintéticas. Ja a aceita¢do de que a teoria como um todo é que é verificada
no teste empirico, é o que sera chamado de holismo confirmativo. A passagem abaixo resume

bem a definicdo de holismo confirmativo:

Holismo confirmativo € a visao de que as teorias sdo confirmadas ou refutadas como
um todo. Entdo, se uma teoria é confirmada por meios empiricos, o todo da teoria é
confirmado. Em particular, qualquer matematica que é usada na teoria € também
confirmada. (COLYVAN, 2001, p. 13, tradugéo nossa)*

3Texto traduzido: It would also be wrong to suppose that no single sentence of a theory has its separable empirical
meaning. Theoretical sentences grade off to observation sentences; observationality is a matter of degree, namely,
the degree of spontaneous agreement that the sentence would command from present witnesses. And while it may
be argued that even an observation sentence may be recanted in the light of the rest of one’s theory, this is an
extreme case and happily not characteristic. (QUINE, 1981 p. 71)

5 Texto traduzido: [T]he falsity of the observation categorical does not conclusively refute the hypothesis. What
it refutes is the conjunction of sentences that was needed to imply the observation categorical. In order to retract
that conjunction we do not have to retract the hypothesis in question; we could retract some other sentence of the
conjunction instead. This is the important insight called holism. (QUINE ,1992, p. 13. colchete nosso)

% Texto traduzido: Confirmational holism is the view that theories are confirmed or refuted as wholes. So, if a
theory is confirmed by empirical findings, the whole theory is confirmed. In particular, whatever mathematics is
made use of in the theory is also confirmed. (COLYVAN, 2001, p. 13-14)
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O holismo confirmativo procede a partir da pratica de aplica¢éo da ciéncia. A construcao
de uma explicacdo necessita da presenca de um bloco muito grande de vérias disciplinas
distintas para a elaboracdo de uma proposicdo, obviamente posta na conclusdo de uma
condicional. Testada a proposicao, o antecedente do condicional pode sofrer modificacfes em
caso de refutacdo, ndo importando qual ramo da ciéncia usado na proposicao serd modificado.

Para mostrar que a total separacao de verdades analiticas a priori do restante da ciéncia
ndo pode ser sustentada, Quine (2003) admitira que todas as verdades da logica podem ser
revistas pela experiéncia e, além disso, as verdades mais importantes da matematica e da logica
ndo podem ser consideradas pura convencao, mas devem ser consideradas importantes para a
aplicacdo das ciéncias empiricas, de modo a se pensar que o que forca o desenvolvimento da
matematica € o préprio desenvolvimento das ciéncias empiricas. Se as verdades da l6gica e da
matematica podem ser revistas a partir da refutacdo de um teste empirico, porque a ciéncia
como um todo ndo pode ser vista como compartimentada em campos distintos em sua aplicagéo,
entdo ndo ha a necessidade de divisdo entre verdades analiticas a priori e sintéticas.

Né&o existe aqui a énfase na divisdo entre os departamentos nas ciéncias. Uma aplicacdo
de uma teoria cientifica envolve a matematica e a l6gica e quando isso ocorre ndo ha como
separar as teorias que estdo sendo aplicadas. Todos 0os componentes da teoria estdo suscetiveis
as mudancas vindas dos testes empiricos, de modo a levar Quine a manter que a experiéncia é
atil para a introducdo de mudancas em todas as teorias cientificas. Ndo existe um a priori
absoluto e nem alguma sentenca verdadeira analitica por convencgédo que ndo possa ser revista,
apesar de essa ser a historia contada pela teoria do conhecimento tradicional: verdades das
ciéncias naturais possuem um processo de justificacdo pela experiéncia enquanto que a
justificacdo das verdades da matematica e da logica ndo precisam ser justificadas pela
experiéncia. Mas isso ndo significa que a matematica e a logica ndo possam ser modificadas
assim como as ciéncias empiricas, por conta de uma adaptacao ao teste empirico.

Em suma, no holismo semantico, as verdades l6gicas ndo devem ser consideradas
verdades aparte das outras ciéncias. Isso acontece porgue, segundo Quine, as verdades da logica
s&o uma construcao que inclui toda a ciéncia (QUINE, 1986). O mesmo raciocinio vale para a
matematica em que o seu desenvolvimento anda de méos dadas com o desenvolvimento de toda

a ciéncia. Nao existe uma separacgéo entre verdades da logica, ciéncia e da matematica.

Quaisquer que sejam os links remotos que esse componente tenha com a observacao,
através do funcionamento como parte de um contexto da fisica teorica, eles sao vistos
como evidéncia empirica somente para a parte fisica reconhecida do contexto. O erro
vem ao responder excessivamente ao limite terminoldgico entre as ciéncias. Em vez
de ver evidéncia empirica como evidéncia para todo o sistema cientifico interligado,
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incluindo a matematica e a loégica como partes integrais, as pessoas pensam na
evidéncia como infiltrando o sistema até a interface entre o que eles chamam de fisica
tedrica e o que eles chamam de matematica. (QUINE, 1986, p. 100, traducéo nossa)®®

Por outro lado, para resumir o Holismo Confirmativo, todas as ciéncias, da historia a
matematica, possuem alguma relacdo com o confrontar dos fatos. Qualquer sentenca da ciéncia
pode ser modificada a partir da refutacdo de algum fato. A ciéncia é como um campo de forca
em que o fato define as mudangas que vao ocorrer no interior desse campo. Todas as sentencas
da ciéncia podem ser modificadas por estarem numa grande teia de crencas. As sentencas
consideradas analiticas podem ser confrontadas com os fatos porque néo ha a necessidade de
separar sentencas que sdo analiticas de sentencas sintéticas com a alegacdo de que as sentengas
analiticas ndo encontrardo a possibilidade de serem modificadas a partir da refutacdo de um
teste empirico.

Fica claro, entdo, que o holismo confirmativo faz parte da ndo divisdo de sentencas em
analiticas e sintéticas, ou seja, mais uma vez, qualquer proposi¢cdo pode ser modificada a partir
do teste empirico. Ndo h& a necessidade de separacdo entre as sentengas: “[...] nenhuma
proposicao esta imune a revisdo. ” (QUINE, 1951, p. 40, tradugdo nossa)®’. Nem a matematica
escapa do holismo confirmativo. Quine (1951) diz que a matematica, com a sua ontologia,
assim como a ontologia da fisica, € como mitos Uteis para o entendimento do que acontece na
experiéncia sensivel. Por isso, 0s objetos ndo podem ser vistos como objetos vindos de situaces
tedricas tdo distintas como o que é concebido na divisdo do conhecimento entre analitico e
sintético: “A ciéncia total, matemadtica, natural ¢ humana, é similarmente mas nido mais
extremamente evidenciada pela experiéncia” (QUINE, 1951, p. 42, traducéo nossa)®®.

Colyvan e Quine sustentam teses sobre o holismo idénticas do ponto de vista da
ontologia, das consequéncias e alcance radical das teses. A diferenca é que em Colyvan, a
divisdo entre holismo semantico e holismo confirmativo é posta, o que em Quine aparece como
sendo a mesma tese do holismo, o que ndo impede de também dividir a tese do holismo de

Quine nessa dualidade, o que detalha melhor o holismo.

% Texto traduzido: Whatever remote links this component had with observation, through functioning as part of a
context of theoretical physics, are seen as empirical evidence only for the recognized physical part of the context.
The mistake comes of responding excessively to the terminological boundaries between sciences. Instead of
viewing empirical evidence as evidence for the whole interlocked scientific system, including mathematics and
logic as integral parts, people think of the evidence as seeping through the system only as far as the interface
between what they call theoretical physics and what they call mathematics. (QUINE, 1986, p. 100)

57 Texto traduzido: “(...) no statement is immune to revision.” (QUINE, 1951, p. 40)

% Texto traduzido: “Total science, mathematical and natural and human, is similarly but more extremely
underdetermined by experience.” (QUINE, 1951, p. 42).
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2.3.1 Holismo confirmativo em Putnam

A tese do holismo de Putnam (1983) é um pouco diferente em relacdo ao termo
“analitico”, pois a analiticidade continua existindo, mas o a priori ndo. Por isso, Putham
abandona o holismo semantico e mantém o holismo confirmativo. Para Putnam, Quine comete
0 mesmo erro de Carnap ao confundir a priori com a nocao de analitico. A priori é algo que
ndo veio da experiéncia. Analitico é algo que é a consequéncia l6gica de um raciocinio. Ao
mostrar essa confusdo de Quine, Putnam prop&e reformular a nocdo de holismo abolindo a
diferenca entre a priori e a posteriori, dizendo ndo ser possivel falar nessa diferenciacéo.

No entanto, é possivel falar que uma sentenca é analitica. O argumento de Putnam para
mostrar que ndo existe um a priori absoluto nas teorias usa da I6gica quantica em que a lei da
distribuicdo e do terceiro excluido, considerados a priori, sdo abolidos por forca dos testes

coletados em mecanica quantica:

Proposicdes analiticas ndo deveriam ter revisdo tdo quanto elas sdo verdades por
convencdo. Deveriam ser verdades pela linguagem somente. Mas na visdo adiantada
aqui, ndo existem verdades por linguagem somente. Elas sdo verdades analiticas:
verdades pela logica e pela linguagem. Mas verdades analiticas ndo séo irrevisaveis
(nenhuma verdade é). Elas sdo irrevisaveis a ndo ser que revisassemos a ldgica ou a
linguagem, o que é uma situac¢do muito diferente. (PUTNAM, 1983, p. 97, traducéo
nossa)>®

A manutencdo da existéncia de sentencas analiticas em Putnam indica a existéncia e
permanéncia da analiticidade por consequéncia légica. E uma definicdo de analiticidade
dependente da linguagem, pois depende de uma logica, e pode mudar assim que se acrescenta
outra ldgica. Isso faz sentido quando se entende que qualquer teoria cientifica necessita de
mecanismos de deducdo e que os resultados dessas deducbes sdo analiticos. Mudando na ciéncia
em questdo a légica subjacente de uma teoria, novas sentencas analiticas podem ser produzidas
sem prejuizo para as sentencas analiticas deduzidas a partir de outra I6gica nessa ciéncia. Essas
consequéncias podem ser testadas apesar de serem analiticas, por serem o resultado de uma
deducdo. A pressao por mudancas dentro da ciéncia pode fazer aparecer uma nova logica, mas
isso n&o significa que as verdades vindas de uma outra logica serdo abandonadas.

Ha aqui, diferentemente do que é expresso em Quine e Colyvan, a admissao de novas

I6gicas sem se descartar as anteriores, possibilitando portando a proliferacdo de varios métodos

% Texto traduzido: Analytic statements would be as unrevisable as if they were true by convention. It would be as
if there were truths by language alone. But on the view advanced here, there are no truths by language alone. There
are analytic truths: truths by logic and language. But analytic truths are not unrevisable (no truth is). They are only
unrevisable unless we revise the logic or the language, which is a very different matter. (PUTNAM, 1983, p. 97)
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de raciocinios ou estruturas. Novas mudangas podem atingir toda a ciéncia que novamente
criara novos mecanismos de decisdo, 0 que mostra que as sentengas na l6gica ndo séo a priori,

mas o processo de criar sentencas analiticas continuara, pois esse é o dever de uma teoria logica.

2.4 SETE ARGUMENTOS A FAVOR DO HOLISMO

A seguir, serdo mostrados sete argumentos a favor do holismo, sendo que quatro deles
vém da busca natural de argumentos para defender o holismo, que ¢ o artigo “Two Dogmas of
Empiricism.” (QUINE, 1951) e os demais trés argumentos sdo encontrados em Colyvan e
Putnam. Quine (1951) possui as seguintes possibilidades de defesa do holismo: (2.4.1) mostrar
a circularidade da definicéo de analiticidade; (2.4.2) um argumento que mostra que as sentencas
podem variar seus significados de acordo com a circunstancia em que é posta, portanto uma
critica a analiticidade de modo “absoluto”; (2.4.3) a perda de sentido da nocao de analiticidade
pela possibilidade de uma sentenca sempre ser revista pelo teste empirico; e (2.4.4), que € um
argumento contra a prevaléncia da analiticidade ad hoc.

Um argumento (2.4.5) a favor do holismo é encontrado em Putnam (1975) relacionando
o0 teorema da incompletude da aritmética e o holismo semantico, pois uma sentenca considerada
analitica num sentido de ser a consequéncia logica em um sistema ndo é consequéncia légica
em outro sistema, o que mostra a fragilidade da analiticidade para lidar com essa situagao; outro
argumento de Putnam (1975) a favor do holismo € o sucesso da matematica na ciéncia (2.4.6);
(2.4.7) esta presente em Colyvan (2001), ao mostrar que o aprendizado matematico que vem

desde a empiria sugere gque a tese de que a matematica é totalmente a priori ndo se sustenta.

2.4.1 Circularidade na definicdo de Analiticidade

O principal argumento de Quine contra a no¢do de analiticidade é que hé circularidade
na definicdo de analiticidade. Vejamos novamente o que é analiticidade. Carnap entende uma
sentenca analitica como qualquer sentenca que, quando tem a sua verdade justificada, ndo ha
nenhum apelo aos dados da experiéncia, apenas ha o apelo a linguagem. Para mostrar que uma
sentencga € analitica, alguém deve mostrar que essa sentenca é equivalente a outra sentencga
analitica da logica, matematica ou qualquer disciplina que tenha suas verdades estabelecidas a
priori. Como toda sentenca da logica é considerada verdadeira, ndo importa 0s objetos que
caem em suas variaveis, a sentenca sera analitica se é verdadeira para qualquer experimento,

ou seja, a sentenca serd considerada analitica ndo importa o que seja confrontado a ela. Como
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a verdade ndo é mantida pela experiéncia, s6 pode ser mantida por estipulacéo, ou postulados
de significado, e é nesse sentido que a verdade de uma sentenca analitica é mantida: somente
pelos significados da linguagem. Qualquer verdade ldgica em Kant, uma sentenca € analitica
se a sua negacdo é uma contradicao, € um caso dessa nocdo de analiticidade.

Supondo que p seja uma sentenga considerada analitica, é preciso entdo criar um
conjunto de regras para mostrar que g, uma sentenca qualquer que é sinénima de p, também é
uma sentenca analitica, ao constatar uma equivaléncia entre p e g. Esse € 0 caso em que, numa
demonstracdo, é usado um axioma com as substituicdes adequadas para a demonstracdo de um
teorema. A sentenca resultante dessa substituicdo é dita sindbnima da sentenca posta como
axioma, em alguns casos.

Sentencas analiticas entre si carregam o mesmo significado, 0 que pode ser expresso em
equivaléncias como p < q. Entdo, ao se dizer que uma sentenca € analitica, o que se faz é uma
comparagdo com essa sentenca ja convencionada como analitica pela sinonimia. Aqui ja se faz
necessario introduzir a definicdo de sinonimia para que a definicdo de analiticidade seja
completa. Sinonimia é uma convencdo em que, dadas duas sentencas, se uma for substituida
pela outra, o valor de verdade da sentenca resultante ndo muda, ou seja, sinonimia é uma
equivaléncia légica. A equivaléncia logica das duas sentencas € uma sentenca analitica, pois se
ambas possuem o mesmo valor de verdade, no fundo temos uma equivaléncia do tipo p & p
mas, 0 que é a analiticidade? Aqui temos completado o circulo: Primeiro, comega-se definindo
analiticidade, depois, define-se sindGnimos, mas, como sindnimos resultam numa equivaléncia
l6gica verdadeira, também considerada analitica, termina-se sem definir analiticidade, pois a
regra universal de qualquer definicdo é que nao caia em nenhum circulo em que o termo a ser
definido aparece no definiens e no definiendum.

Essa circularidade pode ser contornada se a analiticidade fosse posta em relacéo a teoria.
Nesse caso, uma sentenca é analitica numa teoria especifica, mas ndo € analitica em outra teoria,
de acordo com a lista de proposicGes dadas para a consideracdo de uma sentenca como analitica
na teoria. Isso impede a existéncia de uma sentenca analitica de modo “absoluto”, ou seja, para
qualquer teoria. Se esse caminho for seguido, as regras passam a ser dependentes da teoria em
questdo, o que enfraqueceria o carater “absoluto” dessas definicdes, mas assim cai-se na

situacdo de avaliar as sentencas em relacdo ao seu contexto.
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2.4.2 Analiticidade e contexto

Vejamos 0 emblematico exemplo de suposta analiticidade posto por Quine (1951): “No
bachelor is marrided”. Essa sentenga, num primeiro momento, parece 6bvia em inglés, pois ela
significa em portugués que “Nenhum solteiro é casado”. O termo “Solteiro” pode ser
substituido a qualquer momento pelo termo “ndo casado”, o que torna a sentenga analitica, pois
decorre de uma igualdade de termos definidos previamente. Notado que um termo substitui o
outro, a sentenca resultante na substituicdo tera a forma légica de uma tautologia, ou seja, uma
sentenca analitica como “Nenhum ndo-casado é casado”, comprovando a analiticidade da
sentenca ao notar que a sentenca ¢ sindnima de uma forma I6gica verdadeira ou analitica®.

“No bachelor is marrided” ¢ o tipo de sentenca que deixaria de ser analitica se o
significado de “bachelor” for modificado para algo completamente diferente de “unmarried
man”, algo como, por exemplo, um titulo académico, pois “bachelor” em inglés também
significa “bacharel”. Entao, “John is Bachelor” ou “John ¢ bacharel” e “John is married”, “John
¢ casado”, podem nao ser sentengas contraditorias. Nesse sentido, a sentenga deve deixar de ser
analitica quando o significado a ser anexado aos termos dependerem do contexto em que a
sentenca se encontra. O que acontece nesse caso é que a analiticidade ndo pode ser garantida
ad eternum para uma sentenca, pois 0s sindbnimos dos termos podem variar constantemente,
conforme visto acima no exemplo do termo “velocidade” numa perspectiva de evolugdo das
teorias fisicas.

Vejamos até onde a definigdo de “bachelor” pode levar. Tautologias s&o essenciais para
mostrar que “No bachelor is married” ¢ uma sentencga analitica e nesse caso € “No unmarried
man is married”. Agora, pegando como exemplo a seguinte sentenca “John is a bachelor” e
“John is married.” Ora, pode-se formar a seguinte sentenga analitica entdo: “No bachelor is
marrided, then John is a bachelor and John is married.” Ou ainda formar um argumento valido
utilizando as mesmas sentencgas. Mas, uma vez que 0 consequente da sentenca dada € falso e
admitido que a primeira sentenga € uma sentenca verdadeira e analitica, a sentenca como um

todo passa a ser falsa segundo a interpretagcdo do condicional, pois o fato de John ser casado

60 Sentencas Obvias podem possuir uma caracteristica de analiticidade ligada a nogdo de que uma negacdo dessa
sentenca levaria a uma contradi¢do, como visto em Kant. Negar uma tautologia como “Nenhum ndo-casado é
casado” produz realmente uma contradi¢do e nesse caso a contradigdo seria “a é ndo-casado € a é casado”. Sendo
assim, essa sentenca é classificada como analitica em Kant, mesmo que para Carnap seja apenas um postulado de
significado. Em Bolzano, esse tipo de analiticidade também é aceito pela sua obviedade, mas pode ser reconhecida
se demonstrada com o auxilio de argumentos trocando os sinbnimos que ali ocorrem anteriormente apresentados
por meio de definicBes, se a analiticidade ndo for aceita sem uma prova, mostrando que a nogao de analiticidade
em Bolzano pode ser incorporada a nogdo de analiticidade posta por Quine.
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néo influencia no fato de John ser bacharel. Sendo as sentengas desconexas na formacéo de
seus significados, e uma vez que se aparecerem juntas num argumento, podem levar a
contradi¢do. Sentencas que demandam uma demonstracdo com a ajuda de definicdes que
utilizam termos ndo l6gicos ndo sdo consideradas um ponto firme para a construgdo da nocéo
de analiticidade (QUINE, 2003, p. 24).

Esse problema do contexto desaparece quando as sentengas sao bem entendidas pelos
falantes da linguagem. Posto que uma sentenca é considerada analitica de acordo com as regras
da linguagem, a variacdo de significado pelo contexto seria perceptivel caso todos os falantes
possuissem informacdo suficiente para isso. Juntando a isso a nogdo de que a analiticidade de
uma sentenca depende da teoria em que a sentenca € expressa, a variagdo contextual ndo seria
um problema para a analiticidade. Assim, poder-se-ia falar numa analiticidade contextual sem

nenhum problema.

2.4.3 Revisdo das sentencas consideradas analiticas

A verdade das sentencas depende de aspectos linguisticos e extralinguisticos para
Quine, ja que pelo seu ponto de vista é impossivel fazer essa distingdo, conforme visto. Esses
aspectos extralinguisticos sdo factuais, portanto, o limite entre sentencas analiticas e sintéticas
ndo pode ser estabelecido por meio de regras puramente formais. Parte da verdade de uma
sentenca se relaciona com o modo com que ela é confirmada ou refutada. Uma sentenca até
entdo dita analitica € um caso limite em que ela é considerada verdadeira, ndo importando o
estado de coisas, mas, mesmo assim, seu status de sentenca verdadeira depende do método de
confirmacéo e refutagcdo de sentencas da linguagem, mesmo que de modo indireto e remoto.

Sentencas sdo sindnimas se elas possuem o mesmo modo de confirmacéo e refutacéo.
Sentencas ditas analiticas sdo sindnimas as sentencas que remotamente sdo confirmadas ou
refutadas remotamente dentro da teia de crencas que compdem a ciéncia. O grande problema é
a relacdo entre a proposicdo e a experiéncia que contribui ou ndo para a sua
confirmacéo/refutacdo. Ora, se todas as sentencgas estdo sujeitas ao método de confirmacao e
refutacdo, ndo importando o qudo teorética pode ser a sentenca, entdo ndo existe nenhuma razéo
para se considerar a diviséo entre sentencas analiticas e sintéticas. Com isso em mente, a saida
de Quine € admitir que qualquer sentenca possui um contetdo empirico que pode ser expresso
direta ou indiretamente, inclusive as sentencas que sdo consideradas analiticas ou a priori que

mantém a estrutura de crencas em qualquer sentenga. Ndo é uma linguagem especifica que vai
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definir o que é a analiticidade, pois a verdade das sentencas depende também de fatores

extralinguisticos:

Entdo a tentagdo é supor em geral que a verdade de uma proposicao é algo como
analisavel num componente linguistico e num componente factual. Dada essa
suposicéo, parece razoavel que em algumas proposi¢des o componente factual deveria
ser nulo; e essas sdo proposigdes analiticas. Mas, por toda sua razoabilidade a priori,
um limite entre proposi¢des analiticas e sintéticas simplesmente ndo pode ser tragado.
O fato de haver uma tal distincdo a ser feita ao todo é um dogma ndo empirico do
empirismo, um artigo de fé metafisico. (QUINE, 1951, p. 34, tradugdo nossa)®:

Todas as sentencas podem ser testadas de modo indireto num teste empirico e ndo uma
proposicdo por vez, nem numa separacdo das proposi¢cGes entre empiricas e tedricas, mas
envolvendo uma grande teia de crencas, tornando todos os componentes linguisticos e factuais
Uteis para a principal tarefa da ciéncia. A justificacdo disso é que a separagdo sentenca por
sentengca em analiticas e sintéticas ndo é notada no momento da aplicacdo das teorias na
experiéncia, onde toda a teoria se fecha em bloco. I1sso que ocorre com toda a ciéncia é chamado
de holismo confirmativo, porque qualquer campo do conhecimento se relaciona de alguma
maneira com a experiéncia®?,

Refutar a analiticidade leva a uma critica ao verificacionismo. O que ndo deixa de ser
também um argumento a favor do holismo. No circulo de Viena, proposi¢ées com sentido sdo
redutiveis a proposicbes sobre a experiéncia sensorial. Nessa visdo, cada proposicao
individualmente é confirmada ou ndo pela experiéncia. Verdades analiticas sdo aquelas como
alcance universal de experiéncias confirmadas, ndo importa que esteja sendo confirmado. Ora,
como ndo ha uma divisao entre tipos se sentenca, todas as sentencas da ciéncia podem ser
submetidas a confirmacao/refutacdo. Assim, um argumento para a defesa do holismo semantico

leva a defesa do holismo confirmativo.

61 Texto traduzido: Hence the temptation to suppose in general that the truth of a statementis somehow
analyzable into a linguistic component and a factual component. Given this supposition, it next seems
reasonable that in some statements the factual component should be null; and these are the analytic statements.
But, for all its a priori reasonableness, a boundary between analytic and synthetic statements simply has not
been drawn. That there is such a distinction to be drawn at all is an unempirical dogma of empiricists, a
metaphysical article of faith. (QUINE, 1951, p. 34)

62 A totalidade de nosso chamado conhecimento ou crengas, desde os assuntos mais triviais da geografia e histéria
as leis mais profundas da fisica atbmica ou mesmo da matematica pura e da logica, é uma tessitura feita pelo
homem que atinge a experiéncia somente nas extremidades. Ou, para mudar de ilustracéo, a ciéncia total é como
um campo de forca em que as condi¢des limites sdo a experiéncia. Um conflito com a experiéncia nas zonas
periféricas ocasiona reajustes no interior do campo. (QUINE, 1951, p. 39, traducdo nossa). Texto traduzido: The
totality of our so-called knowledge or beliefs, from the most casual matters of geography and history to
the profoundest laws of atomic physics or even of pure mathematics and logic, is a man-made fabric which
impinges on experience only along the edges. Or, to change the figure, total science is like a field of force
whose boundary conditions are experience. A conflict with experience at the periphery occasions readjustments in
the interior of the field. (QUINE, 1951, p. 39)
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2.4.4 Mudangas ad hoc para a prevaléncia da analiticidade

Dentro do holismo confirmativo, nenhuma sentenca esté livre da revisdo. Diante de uma
possivel mudanca teorica a ser feita — em que ha uma tentativa de salvar parte da teoria da
revisdo — o0 holismo aparece para mostrar que essa tentativa de sustentacdo do a priori é ad hoc.
Qualquer sentenca pode ser mantida como verdadeira perante algumas mudangas dentro do
sistema em que a sentenca se encontra como resposta a uma experiéncia recalcitrante. Mudar a
teoria diante de uma experiéncia recalcitrante ndo muda a situacdo do holismo, mesmo que a

sentenga que esta sendo confrontada tenha seu significado mantido.

Qualquer proposi¢do pode ser mantida verdadeira dessa maneira, se fizermos ajustes
drasticos o suficiente em outro lugar do sistema. Mesmo uma proposi¢édo muito perto
dos limites pode ser sustentada como verdadeira em face da experiéncia recalcitrante
alegando alucinacéo ou alterando certas proposi¢des chamadas leis légicas. (QUINE,
1951, p. 40, traducio nossa)®

Esse tipo de argumento € valido também para Carnap. Em Carnap, ha a tentativa de
manutencdo de um conjunto de defini¢cGes ou convencgdes de leis Idgicas consideradas validas
para qualquer tipo de experiéncia e imune a qualquer tipo de revisdo. Verdades logicas nesse
sentido ndo podem ser mantidas imunes, mesmo que convencionadas como verdades a priori.
Na aplicacdo da ciéncia, ndo importa o que é considerado verdade l6gica a priori ou ndo. Um
corpo tedrico posto a prova ndo salva nenhum de seus componentes ali confrontados, nem

mesmo as definicdes postas sob o rétulo de a priori.

2.4.5 Analiticidade perante a incompletude

Um argumento a favor do holismo desenvolvido por Putnam vem da incompletude das
teorias matematicas formalizadas. GAdel, em 1931, mostrou que em sistemas formais poderosos
0 bastante para o desenvolvimento da aritmética como Principia Mathematica ou o de Zermelo
é possivel construir uma sentenga G indecidivel pelos axiomas e regras de inferéncia da teoria.
Uma teoria matematica formalizada através da l6gica como a aritmética ou a teoria de conjuntos
possui sentencas indecidiveis, mas a sentenca G, possivel de ser construida em qualquer um

desses sistemas matematicos formais, € uma generalizagdo da situacdo em que existem

83 Texto traduzido: Any statement can be held true come what may, if we make drastic enough adjustments
elsewhere in the system. Even a statement very close to the periphery can be held true in the face of recalcitrant
experience by pleading hallucination or by amending certain statements of the kind called logical laws. (QUINE,
1951, p. 40)
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sentencas que ndo podem ser decididas nesses sistemas. Essas sentengas podem ser
acrescentadas aos sistemas como verdadeiras ou como uma negacao das mesmas, sem a perda
da consisténcia do sistema. No caso da aritmética, o exemplo emblematico é a conjectura
Goldbach.

No entanto, filésofos como Frege ou Carnap mantém que a aritmética ou outras teorias
matematicas s&o um conjunto de sentencas analiticas derivadas de outras sentencas previamente
aceitas ou convencionadas como analiticas. Assim, a matematica € uma ciéncia cujas
proposicdes sdo analiticas a priori. Como existem proposi¢fes que sdo indecidiveis em
determinados sistemas axiomaticos, elas sdo aceitas simplesmente porque se verificadas sao
verdadeiras (PUTNAM, 1975). Esse tipo de aceitacdo ndo pode ser justificado por uma
demonstracdo, entdo a sentenca ndo € analitica no sentido de ser demonstravel mas pode ser
verificada “empiricamente”. Putnam sugere a partir de fatos como esse que existem verdades
da matematica que ndo sdo analiticas, pois ndo estdo contidas nesse conjunto de postulados de
significado e nem sdo demonstradas. VVejamos:

Em particular, entdo, mesmo que se fosse 0 caso que todos 0s axiomas que usamos na
matematica fossem ‘analiticos’, como alguns filésofos tém argumentado, e que a
deducdo preserve a ‘analiticidade’ (que nunca é mostrada), ndo ia seguir a ideia que
todas as verdades da matematica sdo analiticas. De fato, se sentengas analiticas sdo
todas consequéncias da mesma lista finita de Postulados de Significado (no sentido
de ‘consequéncias’ na légica de primeira ordem), entdo é uma consequéncia do
teorema citado a pouco que deve haver verdades sintéticas na matematica. Pior, é uma
consequéncia dessa visdo que todas as proposi¢es que podemos demonstrar s&o
analiticas; que, apesar de haver verdades sintéticas em matematica, nossa recusa de
usar metodos quase-empiricos nos atrapalha na descoberta de pelo menos uma delas
[sentencas sintéticas]. Uma vez que fildsofos que séo a favor desse jargao geralmente
mantém que verdades analiticas tém ‘nenhum contetdo’ e que verdades sintéticas tém
‘contetido factual’, alguém poderia se perguntar por que esses filésofos ndo sustentam
a ideia que devemos usar métodos quase-empiricos! (PUTNAM, 1975, p. 63-64,
tradugdo nossa, colchete nosso)®*

O método “quase empirico” ¢ um modo de verificar proposi¢des matematicas

indecidiveis em relacdo a uma teoria formalizada. Tomemos como exemplo a conjectura de

8 Texto traduzido: In particular, then, even if it were the case that all the axioms we use in mathematics are
‘analytic', as some philosophers have claimed, and that deduction preserves ' analyticity' (which is never shown),
it would not follow that all truths of mathematics are analytic. Indeed, if the analytic sentences are all consequences
of some finite list of Meaning Postulates (in the first order logic sense of ‘consequences’), then it is a consequence
of the theorem just cited that there must be synthetic truths in mathematics. Worse, it is a consequence of this view
that all the statements we can prove are analytic; that, although there are synthetic truths in mathematics, our
refusal to use quasi-empirical methods debars us from ever discovering a single one of them. Since philosophers
who favor this jargon generally hold that analytic truths have 'no content” and that synthetic truths have ‘factual
content', one wonders why these philosophers do not insist that we must use quasi-empirical methods! (PUTNAM,
1975, p. 63-64)
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Goldbach, que diz que qualquer nimero par maior que 2 é a soma de dois nimeros primos. Essa
sentenca € indecidivel até o0 momento, mas ela tem uma caracteristica universal que é vélida
para qualquer nimero par maior que 2. O conjunto de nimeros com essa caracteristica é
infinito, portanto, essa sentenca € uma generalizacdo. Mas, para confirmar essa sentenca, €
necessario verificar para cada numero par maior que 2, se realmente é a soma de dois nimeros
primos. Um conjunto de computadores pode verificar essa sentenga para um grande numero de
possibilidades, gerando nimeros inteiros cada vez maiores.

A semelhanca entre esse método e a fisica esta na postulacdo de hipoOteses gerais
(sentencas indecidiveis que ndo fazem parte do conjunto dos axiomas convencionados como
analiticos) para serem confirmadas mais tarde num “experimento”. Porém, o experimento aqui
s80 0s testes em numeros cada vez maiores. O método quase empirico é diferente de um método
demonstrativo, pois as sentencas ndo podem ser aceitas como analiticas, mas, como possuem
um carater hipotético de aceitacdo, sdo sentencas sintéticas que ou necessitam ser verificadas
numa sequéncia de nimeros ou postas como axioma numa teoria, mesmo que nao sendo
verificadas para todos 0s nimeros, o que vai de encontro a no¢do de analiticidade num sentido
absoluto. Termina-se aqui mais uma vez numa nocdo circunstancial de analiticidade, como
discutido acima em Putnam: uma teoria especifica possui um conjunto de sentencas analiticas
em relacdo a essa teoria. Uma sentenca indecidivel em relacdo a essa teoria ndo pode ser
considerada analitica, mas, se for construida uma teoria em que essa sentenca é deduzida por
um axioma novo, nessa circunstancia, a sentenca passa a ser analitica. Assim, mais uma vez,

pode-se manter a nogao de analiticidade, mas sera uma nocao tedrico-dependente.

2.4.6 Analiticidade e o sucesso da matematica perante as teorias fisicas

Outro argumento de Putnam para o holismo é a correspondéncia entre nUmeros reais e
objetos ou fendmenos fisicos que possuem extensdo continua. E um método quase empirico
para justificar o sucesso de teorias matematicas por meio de sua fertilidade para o

desenvolvimento de teorias fisicas:

A existéncia de nimeros reais e a correspondéncia entre ndmeros reais e pontos na
linha foram descobertas em parte quase-empiricamente, em parte empiricamente. Este
é tanto um exemplo do uso de métodos hipotético-dedutivos como qualquer coisa na
fisica é. O ponto é que a real justificacdo do calculo é seu sucesso — seu sucesso em
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matematica, e seu sucesso em ciéncia fisica. (PUTNAM, 1975, p. 65-66, traducao
nossa)®

Esse argumento a favor do holismo tem muito a ver com a indispensabilidade da
matematica para a ciéncia, de modo que ndo ha um limite exato entre uma teoria bem-sucedida
na matematica e uma teoria bem-sucedida na ciéncia. Esse argumento é resultante da
metodologia cientifica de aplicacdo da matematica. De fato, o desenvolvimento da matematica
pode ser impulsionado pelo desenvolvimento de demais ciéncias como ocorreu da elaboragédo
da fisica classica, do célculo e da geometria analitica no periodo moderno. Por outro lado, o
desenvolvimento da matematica pode levar ao desenvolvimento da ciéncia em geral, pois a
aplicacdo de novas teorias matematicas leva a novas descobertas cientificas. Para que tudo isso
ocorra é necessario que toda a ciéncia esteja unificada numa linguagem unica, compreensivel
em todos 0s campos de investigacao e, portanto, é necessario um holismo semantico por toda a

ciéncia.

2.4.7 O aprendizado matematico

Por ultimo, tem-se 0 argumento vindo da ideia de que as verdades da matematica
consideradas a priori por conta do aprendizado da matematica (COLYVAN, 2001). A
matematica € ensinada de modo mais rudimentar nos primeiros anos de educacdo de uma
crianga, e a medida que a linguagem a ser aprendida vai ganhando abstracdo, algumas nocées
matematicas parecem ser 6bvias. O exemplo abaixo cita o aprendizado da aritmética desde a
infancia até o conhecimento dos axiomas de Peano e porque da um status a priori para esses

axiomas:

A despeito do fato que os teoremas elementares da teoria dos nimeros sdo
frequentemente usados para demonstrar a alegada natureza a priori do conhecimento
matematico, eu penso que a teoria dos nimeros ndo estd bem ajustada para essa
proposta. A razdo é que aprendemos os rudimentos da teoria dos nimeros muito
jovens e sem qualquer preocupagdo com sua ontologia. Consequentemente, quando
vamos considerar exemplos da teoria dos nimeros no contexto de decidir se a
matematica é a priori ou a posteriori, nossas intuicdes sdo corrompidas por esse
profundamente arraigado, indiscriminado, treinamento primitivo em aritmética. Por
exemplo, quando vocé primeiro entra em contato com os axiomas de Peano,
usualmente na universidade, eles parecem 6bvios, até a priori. Para emprestar uma
frase de Godel, eles “se forcam [forgam a sua verdade] sobre nds” (1947, p. 484).
Tente imaginar nunca tendo qualquer treino em matematica até esse momento.

% Texto traduzido: The existence of real numbers and the correspondence between real numbers and points on the
line were discovered in part quasi-empirically, in part empirically. This is as much an example of the use of
hypothetico-deductive methods as anything in physics is. The point is that the real justification of the calculus is
its success - its success in mathematics, and its success in physical science (PUTNAM, 1975, p. 65-66)
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Poderia os axiomas de Peano forcar-se [forcar a sua verdade] sobre vocé? Eu sugiro
que ndo. (COLYVAN, 2001, p. 121-122, tradugdo nossa, colchete nosso)®

O mesmo argumento aparece em Quine (1995), mas a ideia basica é que nenhuma
ciéncia, por ser apreendida do modo mais rudimentar ao mais abstrato, pode conferir a si o titulo
de a priori aparte de qualquer experiéncia. O aprendizado de qualquer teoria se inicia na
experiéncia e a experiéncia € o ponto de chegada de qualquer teoria cientifica como quer o

holismo.

25 CINCO CONSEQUENCIAS DO HOLISMO DENTRO DA FILOSOFIA DA
MATEMATICA

2.5.1 Possibilidade de revisdo das teorias matematicas

Uma das consequéncias do holismo é a possibilidade de revisdo®” na matematica.
Nenhuma teoria matemaética estéa a salvo disso, como acontece na ldgica, com a introducédo de
novos valores de verdade ou até mesmo na aritmética ou a teoria de conjuntos. De certa maneira,
essa possibilidade de revisdo esta envolvida no avanco da ciéncia em geral, que exige a criagcdo
de novas teorias matematicas. Teorias matematicas, quando adquirem um status de evidéncia e
aceitacéo fortes, podem chegar ao ponto de serem consideradas impossibilitadas de revis&o.

Isso ndo acontece unicamente por motivos da teoria matematica, mas porque a teoria se
torna parte integrante essencial para a ciéncia padrdo. Essa integracdo é tdo forte que a sua
indispensabilidade torna impossivel pensar em algo diferente do que pode ser conseguido com
aquela teoria matematica. E o que acontece com os axiomas da aritmética. N&o s&o os axiomas

em si indubitaveis e verdades absolutas, mas sdo aceitos a medida que sdo Uteis para o

% Texto traduzido: Despite the fact that elementary theorems of number theory are frequently used to demonstrate
the alleged a priori nature of mathematical knowledge, | think that number theory is not well suited to this purpose.
The reason is that we learn the rudiments of number theory very young and without any concern for ontology.
Consequently, when we come to consider examples from number theory in the context of deciding whether
mathematics is a priori or a posteriori, our intuitions are corrupted by this deeply ingrained, undiscriminating,
early training in arithmetic. For example, when you first come across the Peano axioms, usually at university, they
seem obvious, even a priori. To borrow a phrase from Gddel, they "force themselves upon us" (1947, p. 484). Try
to imagine never having had any training in mathematics up until that time. Would the Peano axioms still force
themselves upon you? | suggest not. (COLYVAN, 2001, p. 121-122)

5 E em geral, mesmo se uma proposicdo matematica tenha sido dmeonstrada, sua falsidade ndo pode ser
literalmente impossivel de imaginar; e ndo hd uma lei que diga ‘nada conta contra isso’. (PUTNAM, 1975, p. 10,
traducdo nossa). Texto traduzido: And, in general, even if a mathematical statement has been proved, its falsity
may not be literally impossible to imagine; and there is no rule that 'nothing is to count against this'. (PUTNAM,
1975, p. 10)
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entendimento das teorias cientificas. O que importa para a manutencdo de tais teorias € a sua
utilizacdo na ciéncia, de tal modo que é impossivel falar num tnico fundamento da matematica.

Dentro da tese do holismo, se sustentado o revisionismo das teorias matematicas e a sua
ligacdo com as demais teorias cientificas sem a sustentacdo de um unico fundamento para a
matematica, é possivel chegar a conclusdo que a matematica tem como principal finalidade a
busca de solugbes para problemas vindos da ciéncia. (PUTNAM, 1975, p. 51). Ndo h& uma
visdo de introducdo de objetos matematicos abstratos em teorias inuteis a ciéncia. A matematica
é indispensavel as teorias cientificas, mas o preco a se pagar é a desconsideracdo da introducéo
de objetos “intiteis”® as teorias cientificas, a0 mesmo tempo em que a ideia de um fundamento
puramente convencionalista da matematica € rejeitado, pois a matematica cria objetos abstratos

indispensaveis as teorias cientificas.

2.5.2 Holismo e realismo na matematica: o escopo dos objetos matematicos

Segundo o holismo, qualquer objeto abstrato introduzido dentro da matematica se
relaciona direta ou indiretamente com as experiéncias. O teorema do valor intermediario de
Bolzano é um exemplo disso. O teorema diz que duas fungBes continuas com coeficientes
contrarios possuem um valor igual para um dos elementos do dominio das fungbes. A
motivacdo desse teorema € empirica, pois envolve problemas de movimento em que 0s vetores
sdo contrarios entre si ou ultrapassagem. A introducdo da matematica dentro da descricdo desse
tipo de movimento leva a constatacéo do valor intermediario, a contrapartida matematica para
a descricdo do movimento. A demonstracdo do teorema, por outro lado, exige a presenca de
objetos matematicos abstratos como conjuntos infinitos, de onde emergem as definicbes de
continuidade e de limite. A presenca de relacGes matematicas entre conjuntos se faz necessaria
para a definicdo de funcdo, pois uma funcdo € uma relacdo entre conjuntos. Assim, novas
ferramentas matematicas abstratas sdo criadas a partir desses objetos e é necessario acreditar na
existéncia desses objetos para a construcdo da demonstracédo e a sua posterior utilizacao.

Por outro lado, os objetos passam a introduzir questdes proprias de suas caracteristicas.
Uma vez que a continuidade é um conjunto infinito de segmentos, qual é a cardinalidade de um
conjunto continuo? Justamente aqui & necessario criar axiomas para a demonstracdo de
proposi¢oes que envolvem a cardinalidade dos nameros reais, sua relagdo com os demais

conjuntos numeéricos e problemas subsequentes a cardinalidade como ordenamento,

% Sera explicada melhor essa situacéo abaixo.
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correspondéncia entre conjuntos do pondo de vista da cardinalidade e do ordenamento, etc. e
por fim problemas de consisténcia e independéncia dos axiomas da teoria de conjuntos.

Esse questionamento levara ao desenvolvimento da teoria de conjuntos para além da sua
aplicacdo na experiéncia, juntamente com problemas envolvendo a consisténcia da teoria de
conjuntos e a independéncia de seus axiomas. Esse é o principal desafio a uma viso holistica
na ciéncia. As ciéncias, num sentido, estdo interligadas entre si, mantendo uma coeréncia
semantica que torna possivel a sua aplicacdo, mas em relacdo ao desenvolvimento de teorias
matematicas que tratam de questBes estritamente matematicas ha uma limitagéo de aplicacao.
Hé a necessidade de se questionar uma posicao holistica perante todas as teorias matematicas.
Diante dessa necessidade, Quine em seus textos tem muito a dizer sobre 0s objetos matematicos

abstratos. Quine diz:

O campo da &lgebra e dos nimeros irracionais é subdeterminado pelos nimeros
racionais, mas € mais suave e mais conveniente; e inclui a algebra de nimeros
racionais como composto. A ciéncia total, matematica e natural e humana, €
similarmente, mas mais extremamente subdeterminada pela experiéncia. O limite do
sistema deve ser mantido esquadrinhado com a experiéncia; o resto, com todos os seus
mitos elaborados ou ficgdes, tem sua simplicidade objetiva de leis. (QUINE, 2003, p.
42, traducéo nossa)®

Ao partir do ponto de vista de que qualquer sentenca, seja ela das ciéncias empiricas ou
da propria matematica, objetos matematicos dentro da propria matematica tém alguma ligacédo

com as ciéncias empiricas e a essas questdes estdo limitadas.

2.5.3 O papel da experiéncia dentro do holismo

As verdades mais fundamentais da ciéncia ndo séo frutos de mera convengdo, mas
qualquer teoria cientifica esta sintonizada com a experiéncia. Mesmo que seja necessaria a
introducdo de convencGes na ciéncia, elas estdo condicionadas ao melhor entendimento das
experiéncias. Aprender o significado dos termos de uma linguagem envolve um aprendizado
contextualizado, o que condiciona o significado dos termos a uma interpretacao e o aprendizado

mais basico em qualquer ciéncia se da por meio da experiéncia. Mesmo que pessoas aprendam

8 Texto traduzido: The over-all algebra of rational and irrational numbers is underdetermined by the algebra
of rational numbers, but is smoother and more convenient; and it includes the algebra of rational numbers as
a jagged or gerrymandered part. Total science, mathematical and natural and human, is similarly but more
extremely underdetermined by experience. The edge of the system must be kept squared with experience; the rest,
with all its elaborate myths or fictions, has as its objective the simplicity of laws. (QUINE, 1951, p. 42)
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significados distintos para a mesma palavra ou termos de uma linguagem e iSsO possa

“comprometer” a analiticidade de uma sentenca:

Aprendemos nossas palavras muito largamente aprendendo em quais contextos
afirmar como verdadeiras tais circunstancias; devemos dizer que sentencas analiticas
sdo aquelas que aprendemos serem verdadeiras quando aprendemos suas palavras?
Esse critério se adequa aos exemplos populares de analiticidade muito bem, tais como
‘nenhum solteiro ¢ casado’, porém também se adequa a varias proposicdes que
filésofos ndo deveriam querer incluir. De fato, ndo ha como dizer quais proposicdes
deveriam contar como analiticas para um ou outro falante, uma vez que as pessoas
aprendem as mesmas palavras através de diferentes primeiros contextos e ainda
esquecem quais contextos eram aqueles. Aqui esta uma melhor aproximacdo: Uma
proposi¢do é analitica se virtualmente todos os falantes da linguagem presumir ter
aprendido a verdade da proposicéo ao longo do aprendizado de algumas das palavras.
(QUINE, 1972, p. 52, tradug&o nossa)®

Pode-se dizer com Hylton (2010) que, para Quine, a verdade de uma proposicao, se ela
quer encontrar um lugar na grande teia de crencas filosoficas e cientificas precisa ter um
significado empirico, conforme foi mostrado em relacdo ao teorema do valor intermediario. A
verdade das sentencas precisa estar ligada ao seu significado empirico, ou seja, o seu significado
para toda a ciéncia. Nenhuma verdade ou significado de sentencas deve se afastar de sua
aplicacdo na experiéncia empirica e, portanto, da ciéncia. A nogdo de verdade para uma
sentencga ndo pode ser separada das ciéncias a que essa verdade pertence. A ciéncia, ja que esta
em ultima analise interessada na justificacdo das sentencas de observacdo empirica, possui as

condicdes de verdade de um conjunto de sentencas no teste empirico.

2.5.4 Holismo e a indispensabilidade da matematica

Ao partir do ponto de vista realista da filosofia da matematica o que se admite é que
uma teoria matematica leva a aceitacdo de objetos matematicos abstratos. Ao unir isso ao
holismo, o que se admite é que os objetos da teoria sdo introduzidos de acordo com a utilidade

desses objetos na ciéncia em geral, mesmo que indiretamente. Num caso indireto, a introdugéo

0 Texto traduzido: We learn our words very largely by learning what contexts to affirm as true and in what
circumstances; shall we say that the analytic sentences are those that we learn to be true in learning their words?
This criterion fits the popular examples of analyticity well enough, such as ‘No bachelor is married’, but it also
fits many statements that philosophers would not want to include. In fact there is no telling what statements it
would count as analytic for one or another speaker, since people learn the same words through different first
contexts and even forget which contexts those were. Here is a better approximation: a statement is analytic if
virtually all speakers of the language may be presumed to have learned the truth of the statement in the course of
learning some of the words. (QUINE, 1972, p. 52)
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de objetos matematicos abstratos através de axiomas € Util para a demonstracdo de teoremas e
esses sdo Uteis para as demonstragGes dentro das teorias cientificas.

Negar a existéncia de objetos matematicos abstratos para a ciéncia pode levar a nao-
aceitacdo da matematica como uma ferramenta importante na sistematizacdo e
desenvolvimento de teorias. Assim, o papel da matematica dentro do holismo leva a aceitacéo
de objetos matematicos abstratos, através do argumento de indispensabilidade da matematica
para a ciéncia. A aceitacdo dos objetos matematicos abstratos ocorre porque eles séo
indispensaveis ou Uteis ao melhor entendimento dos fenémenos. Esse tipo de argumento

aparece em "Success and Limits of Mathematization™, no qual Quine diz:

O discurso cientifico ordindrio esta tdo irremediavelmente comprometido com objetos
matematicos abstratos — nacdes, espécies, nimeros, fungdes, conjuntos, etc. — como
estd para macds e outros corpos. Todas essas coisas figuram como valores das
variaveis em todo o nosso sistema do mundo. Os nimeros e as fungbes contribuem
genuinamente com a teoria fisica da mesma maneira que as particulas hipotéticas.
(QUINE, 1981, p. 149-150, tradugéo nossa)’*

Essa indispensabilidade da matemética caminha lado a lado com o holismo semantico,
também denominada indispensabilidade semantica, ela é contraria a uma indispensabilidade
que propde a aceitacdo de objetos que sdo somente aceitos por meio de sua cadeia causal de
eventos até influenciar os sentidos. A indispensabilidade semantica de objetos matematicos

abstratos infla a ontologia das melhores teorias cientificas:

Argumentos de indispensabilidade semantica tipicamente produzem mais entidades
abstratas que os argumentos de indispensabilidade cientifica. O Gltimo argumento
prové entidades abstratas suficientes para satisfazer as necessidades da ciéncia,
enquanto o primeiro prové todas essas e mais além. Por exemplo, consideragdes
semanticas parecem requerer um objeto abstrato para qualquer predicado na
linguagem em questdo. Isso destaca um dos pontos fortes [...] desse tipo de argumento
- ndo é preciso se ater ao problema de abtracta insuficientes. Por outro lado, isso
parece ser uma das fraquezas desse tipo de argumento [...]. (COLYVAN, 2001, p. 22,
traduc&o nossa)’?

I Texto traduzido: Ordinary interpreted scientific discourse is as irredeemably committed to abstract objects —
to nations, species, numbers, functions, sets—as it is to apples and other bodies. All these things figure as values
of the variables in our overall system of the world. The numbers and functions contribute just as genuinely to
physical theory as do hypothetical particles. (QUINE, 1981, p. 149-150)

2 Texto traduzido: [S]emantic indispensability arguments typically yield more abstract entities than scientific
indispensability arguments. The later only provide enough abstract entities to satisfy the needs of science, while
the former provide all those and many more besides. For example, semantic considerations seem to require an
abstract object for every predicate in the language in question. This highlights one of the strengths (according to
some) of this style of argument—one does not have the problem of not enough abstracta. On the other hand, this
is seen by others to be one of the weaknesses of this style of argument—we get an extremely (COLYVAN, 2001,
p. 22, colchete nosso).
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Sendo assim, a matemaética esta intimamente ligada ao processo de teste empirico das
teorias e isso e suficiente para aceitar que a matematica também pode ser testada empiricamente
quando as afirmac@es das proposices envolvem objetos matematicos abstratos como nimeros
e conjuntos. Mas isso ndo quer dizer testar diretamente teorias matematicas, mas sim a
indispensabilidade de determinados objetos para a confecgdo de teorias Uteis a experiéncia. Na
verdade, 0 que estd em jogo é que quando uma teoria cientifica é aceita, aceita-se tambem todos
0s objetos tedricos envolvidos na confeccao daquela teoria. Uma teoria cientifica necessita usar
teoremas matematicos. Esses, por sua vez, necessitam de teorias matematicas que tratam de
objetos matemaéticos abstratos para serem demonstrados. Para demonstrar algo como a
consisténcia dessas teorias matematicas, outros objetos matematicos sdo introduzidos. Assim,
as teorias cientificas terminam formando uma grande teia de crencas em objetos. Alguns mais
frequentemente testados e outros menos, pela sua posi¢cdo secundaria na realizacdo de testes
tedricos, mas se fazendo presente na construcdo de uma proposicao a ser testada.

As teorias cientificas sdo o suficiente para garantir o status de realidade de qualquer
objeto, mesmo que provisoriamente, pois qualquer teoria cientifica pode ser refutada e levar
consigo a semantica por tais termos que se referem a esses objetos. Colyvan (2001) defende
que a matematica é um método empirico por estar ligado exatamente a elaboracdo de hipdteses
empiricas. A formulacdo de uma hipétese a ser testada, portanto, € uma longa cadeia que atinge
os fundamentos mais basicos da matematica, tornando assim a prépria matematica um método
hipotético-dedutivo semelhante aos métodos de formulacdo de uma hipo6tese empirica.

Na interpretacdo de Colyvan, assim como a de Putnam descrita acima, hd um “falso” a
priori dentro da pratica matematica (COLYVAN, 2001, p. 28-29). O que h& é uma ilusdo com
o a priori por assemelhar as experiéncias de pensamento postas para contextualizar a introducao
de hipoteses teoricas plausiveis. A matematica também introduz hipéteses tedricas que levam
aos objetos dos mais abstratos possiveis, mas o holismo semantico, que faz com que se sustente
com a ideia de que o significado de um termo permeia toda a teia de crencas, leva essa pratica
matematica até a elaboracédo de teorias Uteis na experiéncia.

Nessa interpretacdo, as teorias matematicas sdo elevadas ao grau de conhecimento a
posteriori, pois 0 método empirico estabelece um papel para os objetos matematicos a partir da
indispensabilidade da matematica nas ciéncias empiricas (COLYVAN, 2001, p. 116).
Basicamente, a matematica € indispensavel as melhores teorias cientificas, mas a sua
fundamentacédo exige a producdo de mais matematica, considerada abstrata, mas inteiramente
ligada com as teorias matematicas em sua implementacdo. Essa consideracdo somente pode ser

mantida se também for mantida uma indispensabilidade seméantica dentro da matematica.
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O argumento da indispensabilidade torna possivel a interpretacdo de que pela pratica da
fisica é que se possibilita a introducdo de objetos matematicos como o continuo, conjuntos,
funces, figuras geométricas, etc. Nesse caso, ndo faz sentido falar em uma ciéncia como a
matematica, pois essa se tornaria somente um apéndice da fisica. A despeito do argumento de
indispensabilidade, a histdria da matematica aponta para outro caminho. A ontologia de objetos

matematicos, o que pode ou ndo existir, € uma questao que diz respeito somente & matematica.

2.5.5 A ilusdo de um a priori na matematica

Nada nas teorias cientificas estéd a salvo da reformulagdo, nem mesmo a matematica e a
I6gica. O sentimento que se tem de que a ldgica e a matematica ndo estdo suscetiveis a
mudancas e de que suas verdades sdo necessarias e imutaveis, pode vir de um principio que
Quine denomina maxima da mutilacdo minima (QUINE, 1992). Esse principio afirma que as
mudancas nas teorias cientificas devem ser minimas, de modo a impedir uma mudanca téo
dréstica nas teorias a fim de as tornarem irreconheciveis. Nessa situacdo, a matematica pode
parecer ser uma teoria permanente, sem nenhuma modificacdo, a despeito das mudancas que
ocorrem nas outras teorias. A mudanca na matematica seria o resultado de mudancas drésticas
dentro da ciéncia como um todo, comparaveis a verdadeiras revolucdes cientificas. Porém,
mesmo assim, Quine ndo vé com bons olhos as mudancgas em teorias fundamentais, dado a
méaxima da mutilacdo minima, a l6gica e matematica classica devem ser preservadas ao

maximo, justamente para nao perder a familiaridade com as demais ciéncias:

Eu coloco os argumentos da fisica sobre aqueles da teoria de conjuntos, porque vejo
a justificacdo da matematica somente no que ela contribui para nossa ciéncia integral
da natureza. E uma questdo de distanciamento dos dados da observacdo; a fisica é
menos distante que a teoria de conjuntos. Mas em qualquer evento ndao nos deixemos
subestimar pelo valor de uma légica desviante. Ha uma séria perda de simplicidade,
especialmente quando a nova l6gica ndo é nem mesmo uma l6gica multivalorada. E
h& uma perda, ainda mais séria, no ganho de simplicidade. (QUINE, 1986, p. 85-86,
traduc&o nossa)”®

E por isso que as sentencas da logica ou da matematica, quando tomadas sozinhas, elas

ndo podem possuir um significado empirico. Seu significado empirico é adquirido na grande

3 Texto traduzido: | do place the claims of physics somewhat above those of set theory, because | see the
justification of mathematics only in what it contributes to our integral science of nature. It is a question of
remoteness from the data of observation; physics is less remote than set theory. But in any event let us not
underestimate the price of a deviant logic. There is a serious loss of simplicity, especially when the new logic is
not even a many-valued truth-functional logic. And there is a loss, still more serious, on the score of familiarity.
(QUINE, 1986, p. 85)
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teia de conhecimento que termina nas sentencas de observagédo. Portanto, a distin¢ao entre uma
sentenca tedrica ou empirica ndo funciona. E uma distingdo sem significado algum. Quando a
sentenca € analisada dentro da grande teia de crencas cientificas, ela possui um significado

direto ou indireto com a experiéncia.

2.6 HOLISMO E TEORIA DE CONJUNTOS

O holismo implica numa ligacédo entre a teoria de conjuntos e as demais ciéncias, pois a
teoria de conjuntos é Util para a matematica e essa por sua vez é Util para as ciéncias empiricas.
A discussdo entre holismo e teoria de conjuntos possui um viés ontoldgico, uma vez que a teoria
de conjuntos se compromete com objetos abstratos como o0s conjuntos e em alguns casos,
classes de conjuntos. Pelo holismo, qualquer comprometimento tedrico envolve objetos Uteis a
ciéncia em geral. A discussdo ontoldgica na teoria de conjuntos é se é possivel aceitar objetos
somente Uteis as teorias cientificas em geral ou se é possivel introduzir objetos ndo tdo ligados
as teorias cientificas.

Uma das funcdes da teoria de conjuntos consiste em propor um sistema formal com o
uso da légica de predicados e um conjunto de axiomas adequados para deduzir dentro desse
sistema os teoremas Uteis para a matemética em geral, sendo isso uma justificacdo para a
introducdo de um axioma na teoria. Outro modo de justificar um axioma da teoria de conjuntos
consiste em analisar esses objetos como Uteis as demonstracdes matematicas, inclusive nas

demonstragdes de consisténcia.

2.6.1 Consisténcia da teoria de conjuntos

A consisténcia da teoria de conjuntos se baseia no teorema da corre¢do: uma teoria é
consistente se possuir um modelo e no segundo teorema de incompletude de Godel, se uma
teoria é consistente, essa teoria ndo demonstra a propria consisténcia (SANTOS, 2012, p. 42).
Serdo expostos 0s axiomas da teoria de conjuntos ZFC, a hierarquia cumulativa, a consisténcia
relativa de ZFC pelo axioma da construtividade V = L e os inacessiveis (ZFC + inacessiveis).
V = L introduz uma propriedade especifica na hierarquia e decide o axioma da escolha e a
hipotese generalizada do continuo (KRAUSE; ARENHART, 2017; TILES, 2004; SANTOS
2012; MADDY 1997).
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2.6.1.1 Defini¢8o: x S y um conjunto x € um subconjunto de um conjunto y se todo elemento

de x é um elemento de y™.
2.6.1.2 Axioma da extensionalidade: VxVyVz [(z€Ex © z € y) - x =]
Se dois conjuntos tém os mesmos elementos, entdo eles sdo 0 mesmo conjunto.

2.6.1.3 Axioma da fundacdo:
Vx [—|(x = @) - Iy (y ex AVz(zex—> —(z € y)))]

O axioma diz que todo conjunto ndo-vazio possui uma interse¢ao vazia com algum de

seus elementos.
2.6.1.4 Axiomado Par: VxVydzvw (W €z ew=x Vw =Y)

O axioma diz que existe um conjunto z da forma {x, y}, ou um conjunto de pares.

2.6.1.5 Axioma do conjunto poténcia: Vx3yvVz(z € y & z C x)

O axioma diz que para qualquer conjunto x, 0 conjunto poténcia (y) de x cujos elementos

séo subconjuntos de x.
2.6.1.6 Axioma da Unido: Vx3yvz[z ey & Iw(w Ex Az € w)]

O axioma diz que para qualquer conjunto x ha um conjunto correspondente a U (x)

cujos elementos sdo os elementos de x.
2.6.1.7 Axioma-esquema da separacdo: F(z) € uma férmula em que y ndo ocorre livre,

Vx3yvz[z €y < z € x ANF(2)]

" Nota-se que x S x mas x & x.
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O axioma diz que a férmula F(z) define um subconjunto de x e assim escapa do paradoxo

do axioma da compreensao.
2.6.1.8 Definicao de conjunto sucessor: y € um conjunto, S(y) == y U {y}
2.6.1.9 Axioma da Infinidade: 3x(@ € x A Vy € x(S(y) € x))

O axioma diz que existe um conjunto x que 0 vazio pertence a X e, para qualquer

conjunto y que pertence a X, 0 sucessor de y pertence a x.
2.6.1.10 Axioma da Substituicdo: A formula F(x, y) ndo possui z livre.
Vx e walyF(x,y) » 3zVy(y €z < Ix e w F(x,y))

O axioma diz que para a formula F(x, y), existe um conjunto z que é aimagem da funcéo.

Ou seja, qualquer fungdo possui um conjunto como uma imagem.

2.6.1.11 Axioma da Escolha: YA3R (R bem ordena A)

O universo da hierarquia cumulativa V possui um estagio inicial Vo que corresponde ao
conjunto vazio e segue crescendo, de modo a todos 0s conjuntos construidos anteriormente ao
estagio corrente terminam por pertencer a esse estagio numa relacao de transitividade. A nogao
de transitividade fica completa aqui quando for constatado que todo subconjunto de um
conjunto construido num determinado estdgio também pertence ao conjunto do estagio

imediatamente posterior.
2.6.1.12 Defini¢éo: o ¢ o primeiro ordinal infinito ou primeiro ordinal limite.

2.6.1.13 Definigdo: V(0) é uma fungéo que define a construgédo de todos os ordinais finitos que

pode ser definida da seguinte maneira:

V)= , VB+ Dpy1 = PVEP) , Vy = U Vg para um ordinal limite a

B<a
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Vejamos um exemplo de como os axiomas de Z — axioma do Par — que é satisfeito por
esse universo bem fundamentado. O axioma é satisfeito, pois os estagios da hierarquia incluem
varios conjuntos da forma {x, y}, ora, x e y ocorrem em algum estagio Vy e Vy anterior ao estagio
de formacéo de {Xx, y}, Vi y3. Os conjuntos podem ser coletados posteriormente nesse estagio
pela transitividade entre os estagios da hierarquia. Raciocinio parecido pode ser feito para todos

0s axiomas acima, exceto o axioma do conjunto poténcia e o axioma da escolha’.
2.6.2 Hierarquia construtiva e o0 axioma da construtividade V = L

Godel (1938) mostrou que ZF € relativamente consistente com a adi¢do do axioma da
construtividade (V=L) e que ZF + V=L implica na decisdo do axioma da escolha e a hipotese
generalizada do continuo de Cantor, ou seja, ZF + V=L — AC + GCH. O universo construtivo
possui conjuntos definidos por expressdes proprias da linguagem de ZF como o célculo de
predicados, axiomas e defini¢cbes dadas em ZF. A linguagem em que ZF é desenvolvida €é
chamada de L. O universo dos conjuntos tratados em L sdo 0s que tdo somente podem ser
construidos a partir da linguagem L. Um conjunto construtivo é definido por uma férmula
p(m, a4, ..., a,) de ZF e possui todas as variaveis e constantes restritas aos conjuntos formados
no modelo em estagios anteriores. Assim, a hierarquia mantém a caracteristica de transitividade

herdada da hierarquia cumulativa.
2.6.2.1 Definicdo de Hierarquia construtiva L
L(y) é uma fungdo para a construcdo de todos os conjuntos construtiveis:

Ly=9® , Lgyys=Def(Lg) VL, ,

Ly = U Lg para um ordinal limite a
f<a

A diferenca entre a hierarquia construtiva e a hierarquia cumulativa é que um estégio
posto na hierarquia cumulativa somente pode existir depois da formagao de todos os conjuntos
dados anteriormente, 0 que exige o funcionamento completo do axioma do conjunto poténcia.

Na hierarquia construtiva, um estadgio somente & construido sobre todos o0s conjuntos

75 Essa situagdo sera explicada mais abaixo.
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construtiveis anteriores. Nem todos os conjuntos dados pela aplicacdo do conjunto poténcia séo
construtiveis.

A aplicacdo do conjunto poténcia sobre o deve gerar um conjunto maior w; € a
aplicacdo do conjunto poténcia sobre esse, gera um conjunto ainda maior w-, ,e assim por diante
seguindo na hierarquia. No caso de conjuntos construtiveis, dado o conjunto ®, os conjuntos
definiveis a partir de ® sdo subconjuntos do conjunto poténcia de ®, ou seja, estdo em w; € 0S
conjuntos construtiveis a partir de w; sdo os subconjuntos construtiveis do conjunto poténcia
de w4, OU seja, estdo num estagio de w, e assim por diante, tornando o0 modelo construtivo um
modelo inerente a0 modelo que compde toda a hierarquia cumulativa, mas Godel pde como
axioma uma restricdo ao universo de todos os conjuntos na extensdo de toda a hierarquia, que
é 0 axioma da construtividade.

Para entender a legitimidade desse axioma € necessario entender a nogéo de sentenca
absoluta. Quando a sentenca é absoluta, ela € satisfeita para qualquer objeto contido no universo
dos dois modelos. Qualquer sentenca verdadeira num modelo construtivo é verdadeira no
universo da hierarquia cumulativa e vice-versa, 0 que torna as sentencas absolutas nos dois
modelos e, portanto, os axiomas de ZF também sdo consistentes no modelo construtivo. ZF
sendo consistente também no modelo construtivo, é também o axioma V = L, que afirma que
todo universo é construtivo.

Assumindo ZF + V = L, € possivel mostrar que AC + GCH s&o consistentes com ZF +
V =L, ou seja, ZF + V = L implicam AC + GCH. AC se mantém porque todos 0s conjuntos
construtiveis sdo bem ordenados. No nivel dos ordinais finitos, € facilmente constatado. Dado
um ndmero a, construido num estagio L., esse conjunto pode ser bem ordenado num estagio
Lo+1. A ideia por tras € que como todo conjunto ao ser introduzido é construido por uma formula
de ZF, entdo o conjunto de férmulas que definem esses conjuntos podem ser ordenadas
“alfabeticamente”. Conjuntos construidos abaixo desses introduzidos por essas formulas sdo
ordenados. Conjuntos no mesmo estagio corrente serdo ordenados pelos estagios superiores e
assim por diante, porque um estagio somente pode existir se for construtivel por uma férmula
de ZF. Assim, para qualquer conjunto de L, existe uma relagcdo que bem ordena esse conjunto.

Para mostrar que a hipotese do continuo é consistente com 0s demais axiomas, é preciso
analisar a lei de formac&o dos conjuntos a partir de ordinais limite. O primeiro ordinal limite é
formado no estagio L., e é o limite para qualquer ordinal sucessor. A formacdo do préximo

estagio L, , 0 estagio de todos os conjuntos construtiveis de L, ndo & enumeravel. Se a

cardinalidade de ® ¢ X, @ cardinalidade de w; nao pode ser < N pois 0 conjunto é n&o-
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enumeravel e nao-sucessor. Portanto, a cardinalidade de w; € > & . Supondo agora que a
cardinalidade de w; construtivel ndo pode ser igual a cardinalidade de w,; na hierarquia

cumulativa, nesse caso, pode-se ter a cardinalidade de w, <x,. Como a cardinalidade de w,

€>x, e<x , acardinalidade de w, s pode ser x_. A hipotese do continuo afirma que 2% =

N_, ou que a cardinalidade do conjunto dos subconjuntos do primeiro ordinal limite € x, . Essa

hipdtese estd de acordo com o modelo de ZF + V=L, porque o0 universo V=L permite essa

relacdo através do conjunto dos subconjuntos dos ordinais definiveis num préximo nivel.
2.6.3 ZFC + inacessiveis

Diferentemente da demonstracdo da consisténcia de Gddel, a introdugéo de cardinais
inacessiveis leva a uma interpretacdo “impredicativa” do modelo transitivo a ser aceito’®. Um
conjunto € inacessivel quando, dada a sua cardinalidade, todas as operac6es possiveis dentro da
teoria somente conseguem chegar a conjuntos menores que esse inacessivel. A hierarquia
cumulativa, em sua versdo impredicativa, cresce a medida que o axioma do conjunto poténcia
é aplicado.

Para qualquer conjunto que ndo seja um inacessivel n, a cardinalidade do conjunto

poténcia de n é 2". Ou seja, por CH, ?(NO) = 2% = N , ou pela versdo da hipétese

generalizada do continuo: P(x ) = 2% = n__ .. P(x_) é uma funcio da qual é possivel

+1°

aplicar o axioma da substituicdo. O axioma da substitui¢do afirma a existéncia de um conjunto

que, para cada elemento em que ?(Na) se aplica, o conjunto resultante também pertence a esse

elemento. Comeca-se entdo a formar esse conjunto justamente com ?(NO), em seguida com
P(r,), P(r,), P(R,), oo P(R,), - :P(Nwl), ?(Nwz), ..., que estdo todos inclusos no

conjunto {NO,?(NO),?(Nl),?(Nz),P(N3), PR, P (Nwl),? (Nwz) - } Um

cardinal inacessivel € o limite entre todas as possibilidades de geracdo de conjuntos como esses.

8 Impredicatividade na concepcéo de fildsofos da matematica como Putnam e Maddy é a nogéo de que 0 universo
contém conjuntos nao-construtiveis. Um universo com conjuntos construtiveis, nessa concepgao, € um universo
“predicativo”. Os conjuntos nesse caso sdo introduzidos por formulas. Férmulas sdo um predicado ¢ (x) de uma
linguagem L da teoria de conjuntos.
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2.6.3.1 Definicao de um cardinal inacessivel:
Um conjunto com cardinalidade e é um cardinal inacessivel se e somente se, para

qualquer cardinal c<e, 2¢ <e.

Os axiomas de Z sdo satisfeitos nesse universo, pois dentro dele estd a hierarquia
cumulativa. A introducdo de um cardinal inacessivel é consistente e independente em relacéo
aos axiomas de ZFC. Se ZFC nao é consistente com um cardinal inacessivel, entdo ZFC implica
a existéncia de um inacessivel. Ora, cardinais inacessiveis ndo podem ser formados pela
operacdo de conjunto poténcia e nem pelo axioma da substituicdo, pois a prépria definicdo de
inacessivel impede que tal conjunto seja formado por essas operacfes, 0 que seria uma
contradicdo dentro de ZFC. (DRAKE, 1974, cap. 04).

Por ndo serem formados dentro de ZF, é consistente com ZF adicionar ou a afirmacéo
ou a negacdo da existéncia de um cardinal inacessivel. Por outro lado, caso seja adicionado um
inacessivel a ZF, ndo ha impedimento de criar uma hierarquia de cardinais inacessiveis
semelhante a hierarquia dos alephs. Uma vez que um cardinal € inacessivel, entdo pode existir
um segundo cardinal inacessivel em relagcdo ao primeiro inacessivel. Se a teoria ZFC + In, é
consistente, entdo um proximo cardinal inacessivel, digamos, In; € impossivel de ter a sua
existéncia demonstrada por meio de ZFC + In,. A consisténcia de uma teoria nunca pode ser
demonstrada de dentro da teoria. A capacidade de geracdo de hiperinacessiveis é infinita.

Alguém pode negar a possibilidade de existéncia de cardinais inacessiveis, alegando que
a matematica parece nao necessitar da existéncia desses cardinais. Por outro lado, alguém pode
assumir a existéncia desses cardinais para entdo mostrar que eles ndo contradizem nenhum
axioma de ZFC ou de qualquer teoria matematica. O Unico papel dos inacessiveis até o
momento é na demonstracdo de consisténcia da teoria de conjuntos ZF (FRAENKEL; BAR-
HILLEL; LEVY, 1973). Os inacessiveis ndo decidem o axioma da escolha e ndo decidem a
hipdtese do continuo, nesse sentido, apesar de introduzir um novo estagio de formacdo na
hierarquia cumulativa, ele ndo é tdo poderoso quando V = L na decisdo de AC e GCH. Volta-
se a tratar do poder de V = L em relacdo as demais teorias de conjuntos quando for discutir a

defesa de V = L em Quine e Putnam.
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2.7 ADEFESA DE V = L NO HOLISMO

Na filosofia da matematica, os filésofos que defendem o holismo estdo ao lado dos que
defendem uma economia de objetos matematicos abstratos. A introducdo de modelos
satisfazendo os axiomas da teoria de conjuntos tem que estar alinhados com a pratica
matematica ligada a aplicacdo nas ciéncias empiricas. E preciso mostrar que isso ¢ uma
inferéncia do holismo e que isso pode encontrar uma dificuldade dentro da teoria de conjuntos
no que diz respeito a consisténcia e independéncia dos axiomas da teoria de conjuntos,
conforme os modelos de teoria de conjuntos postos na se¢ao anterior.

Reconhecer que os axiomas da teoria de conjuntos produzem teoremas Uteis ao
entendimento de teorias para o uso cientifico torna essa teoria indispensavel para o
desenvolvimento da ciéncia. A concepcdo iterativa se inicia por um conjunto vazio do qual ndo
h& nenhum conjunto anterior e cresce ao adicionar mais conjuntos a cada nivel que a hierarquia
desses conjuntos vai crescendo. Niveis sdo transfinitos a partir do momento que um nivel da
hierarquia coleta todos os conjuntos finitos para formar o préximo nivel, pressupondo a
existéncia de todos os niveis anteriores para a formacao de um novo nivel. Se uma estrutura
sobre um determinado conjunto é possivel, entdo a nogdo de hierarquia cumulativa afirma que
existe uma estrutura sobre toda uma familia de conjuntos como esse que também é possivel.
Outra grande estrutura pode ser sobreposta sobre essa, & medida que se avanga sobre 0s niveis
transfinitos, mas pressupondo a existéncia de uma totalidade de conjuntos nos niveis anteriores.

Esse tipo de construtividade é defendido tanto por Putnam quanto por Quine, pois
segundo esses autores, a matematica necessaria para a aplicacdo nas ciéncias é dada de modo
satisfatorio na teoria de conjuntos ZF + V=L. A pergunta que deve ser feita e que Putnam faz
é: “A ciéncia precisa da nogdo “forte” (impredicativa) da teoria de conjuntos, ou somente a
versdo “fraca” (predicativa)?” (PUTNAM, 1971, p. 53, traducdo nossa)’’. Nessa perspectiva, a
ciéncia ndo precisa de uma teoria impredicativa de conjuntos. Cardinais transfinitos que
aparecem na hierarquia cumulativa ndo possuem nenhuma aplicagdo na ciéncia empirica, nem
0s axiomas dos cardinais inacessiveis.

A teoria de conjuntos de Zermelo e Fraenkel mais o axioma da escolha seriam
suficientes para grande parte do aparato cientifico e, sendo assim, ZFC< ZF+V = L. ZF +
V = L é muito mais forte que ZFC e também produz resultados que estédo para além de qualquer

aplicagdo. N&o se saberia se ha realmente uma economia ontoldgica em ZF +V = L, porém

7 Texto traduzido:“(...) [D]oes science need the "strong" (impredicative) notion of set, or only the "weak"
(predicative) notion'[?]” (PUTNAM, 1971, p. 53, colchete nosso).
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em ZFC ha essa economia, mas é uma economia que impossibilita a demonstragdo da
consisténcia dessa teoria. Os resultados de consisténcia relativa em ZF + V = L ja mostram o
seu poder de demonstracdo para além de qualquer aplicacéo.

Esse questionamento sobre se ZF + V = L € uma teoria que sustenta uma economia
ontoldgica é importante porque, no pensamento de Quine, essa nog¢ao aparece justificada pela
aplicabilidade nas ciéncias, apesar e todo o poder demonstrativo da teoria. Algo como ele sugere
para a geometria, no paragrafo citado logo abaixo, pode ser realizado na teoria de conjuntos

para que essa esteja de acordo com o holismo confirmativo:

Se era melhor ter mantido as trés dimensdes espaciais para 0s nossos objetos
geomeétricos, ou se era melhor por elas para além do espa¢o, ao espaco-tempo, acaba
por depender de ser ou ndo uma boa ideia pressupor uma distin¢cdo absoluta entre
repouso e movimento. Essa questdo, por seu lado, é a de saber que teoria ira
sistematizar melhor os dados da fisica. Assim, podemos dizer corretamente que a
natureza dos objetos geométricos e, como a natureza das particulas da fisica, uma
questdo de teoria fisica. Sem divida que os dados laboratoriais apenas nos inclinam,
mas ndo nos constrangem no Nnosso geometrizar; mas analogamente sO nos
constrangem na nossa invencgdo de uma teoria fisica. Ndo deixemos a moda e a
terminologia fazer-nos enganadoramente ver a geometria de maneira demasiadamente
diferente da fisica. (QUINE, 2010, p. 317)

Observa-se nessa citacdo que Quine tem uma preferéncia a fisica, pois € uma das
ciéncias que possui em seu conjunto de sentencas as maiores possibilidades de serem testadas
na experiéncia. Ciéncias que auxiliam no elaborar das teorias fisicas sdo constrangidas a
limitarem o seu desenvolvimento de modo a ndo “extrapolar” aquilo que pode possivelmente
ser testado juntamente com uma hipdtese fisica. Assim, a descri¢do de uma curva geométrica
que extrapola todas as possibilidades de serem Uteis as construcdes tedricas de ciéncias que sdo
testadas constantemente é vista ndo como uma atividade cientifica, mas como conjecturas
desinteressadas de um grupo de matematicos.

Em matematica, Quine somente admite objetos que sdo usados na elaboracao de teorias
testaveis. E preciso entdo relacionar esse tipo de entidade estruturante da matematica com os
demais objetos que emergem nas ciéncias empiricas, como conjuntos Uteis para a resolucdo de
problemas nas ciéncias empiricas. Decock (2002), afirma que Quine, ao especificar uma
ontologia em objetos concretos ou Uteis a teorias testaveis, 0 que ocorre é uma extensa ideologia
limitadora da propria pratica matematica: Ocorre uma grande perda de objetos matematicos
abstratos para somente objetos Uteis as teorias cientificas.

A existéncia de conjuntos de grande cardinalidade ndo é aceita no holismo. A
consequéncia disso € que o naturalismo de Quine é mais normativo que propriamente descritivo,

pois é preciso que especificacdes as teorias impecam de explorar a0 maximo a capacidade
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demonstrativa de uma teoria ou a ontologia da teoria, considerando ciéncia o que € Util e o que
€ mais abstrato como uma pura especulagdo desinteressada dos matemaéticos. Quine (1992)
demonstra simpatia com a teoria construtiva de conjuntos ZF+V=L, pois essa teoria &
suficientemente util para o tratamento de teorias matematicas Uteis a ciéncia, apesar da
possibilidade de Infinitos modelos a partir de ZF. A conclusao disso € que a limitagéo de teorias
de conjuntos as teorias Uteis somente na experiéncia limita diretamente o desenvolvimento da
matematica. O problema aqui é que, ao fazer a opcdo por ZF + V = L ndo se sabe se esta se
fazendo uma economia ontologica, apesar de toda a tentativa de Quine de promover a economia
nos sistemas ontoldgicos. Insistir em uma suposta economia ontoldgica acarreta em revisdes na
matematica e o que ocorre de fato € uma mutilacdo da matemaética por questdes fora da
matematica como a sua propria adequagao as ciéncias empiricas’®.

Quine insiste na economia ontoldgica ao propor que existem motivac@es pela escolha
de uma teoria de conjuntos, dentre elas a economia do universo, o tratamento de paradoxos e

tudo isso sem mutilar a matematica classica.

Os principais axiomas da teoria de conjuntos sdo generalidades operativas ja na parte
aplicavel do dominio. Mais sentencas como a hipétese do continuo e o axioma da
escolha, que sdo independentes desses axiomas, podem ainda ser submetidos as
consideracdes de simplicidade, economia e naturalidade que contribui com o molde
de teorias cientificas em geral. Tais consideragdes sustentam o0 axioma da
construtividade de Gddel, ‘V = L’. Isso desativa os voos mais gratuitos da alta teoria
de conjuntos, e incidentalmente implica no axioma da escolha e a hipétese do
continuo. (QUINE, 1992, p. 95, traduc&o nossa)™

Para Quine, as teorias cientificas somente criam objetos inobservaveis como 0s
nlmeros, com o objetivo de atingir o conhecimento de objetos observaveis, ou seja, capazes de
sustentar uma sentenca de observagdo: “E uso comum dizer que a evidéncia da ciéncia ¢ a
observagio, e que o que predizemos sdo observagdes.” (QUINE, 1992, p. 2, tradugio nossa)®’.
Portanto, objetos matematicos ndo podem ser criados para responder questdes que se

80 que ocorre aqui é que uma teoria de conjuntos deve se limitar a demonstrar teoremas Uteis as ciéncias. Teorias
ou axiomas que demonstram a existéncia de conjuntos ou relagdes entre conjuntos além das que sdo Uteis a ciéncia
n&o sio compativeis com o holismo confirmativo. E por isso que Quine tem uma simpatia pela teoria ZF + V=L.
O que Quine acredita € que essa teoria possui um universo de discurso suficiente para tratar de todas as relagoes
matematicas Uteis para a ciéncia.

" Texto traduzido: The main axioms of set theory are generalities operative already in the applicable part of the
domain. Further sentences such as the continuum hypothesis and the axiom of choice, wich are independent of
those axioms, can still be submitted to the considerations of simplicity, economy, and naturalness that contribute
to the molding of scientific theories generally. Such considerations support Godel’s axiom of construtibility,
“V=L". It inactivates the more gratitutous flights of higher set theory, and incidentally it implies the axiom of
choice and the continuum hypothesis. (QUINE, 1992, p. 95)

8 Texto traduzido: Its common usage to say that the evidence of Science is observation, and that what we predict
are observations. (QUINE, 1992, p. 2)
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“desliguem” da grande teia de crengas relacionadas com a observagédo e assim deve ser com a
teoria de conjuntos.

Quine ndo tem uma resposta para o fato de matematicos aderirem a teorias de conjuntos
mais poderosas que ZF + V=L diferente da nocdo de que a busca de tais modelos sdo meras

especulacoes:

Porém conjuntos de altos tipos ou de cardinalidade muito alta (maiores que o continuo,
por exemplo), deveriam hoje ser investigados num espirito de “se-entdo”. Um dia eles
podem ser tdo indispensaveis quanto a propria afirmacdo das leis fisicas, como os
nameros racionais sdo hoje; entéo a duvida da “existéncia” deles sera tdo fatil quanto
0 extremo nominalismo é agora. Mas para o presente devemos olha-los como o que
eles sdo, extensdes especulativas e ousadas do aparato matematico basico da ciéncia.
(QUINE, 1986, p. 56, traducdo nossa)®!

A defesa, por Quine e Putnam, de uma teoria como ZF + V=L e a sua concluséo, 0
axioma da escolha, se faz porque o axioma da escolha se forca a ser aceito pela sua fertilidade
de consequéncias nas teorias matematicas Uteis na ciéncia e a sua suposta economia ontolégica

perante teorias com objetos “maiores” e aparentemente sem nenhuma aplicacio na ciéncia.?283

2.8 CONSIDERACOES FINAIS

Conclui-se com isso que o importante para a ideia de holismo € que as sentencas, quando
tomadas isoladamente, ndo possuem uma implicacdo na experiéncia porque ela perde o seu
significado empirico. E a teoria como um todo que vai implicar na evidéncia empirica das
sentencas e € a teoria como um todo que é testada. O holismo vai contra o dualismo analitico-
sintético e tal dualismo s6 pode ser mantido se for analisada sentenca por sentenca: a sentenca
interligada com toda a teoria ndo possui uma justificacdo que ndo seja a empirica. Por outro

lado, se cada sentenca for tomada isoladamente, ela perde todo o seu significado dado pela

81 Texto traduzido: But sets of very high type or very high cardinality (higher than the continuum, for example),
should today be investigated in an "if-then" spirit. One day they may be as indispensable to the very statement of
physical laws as, say, rational numbers are today; then doubt of their “existence™ will be as futile as extreme
nominalism now is. But for the present we should regard them as what they are speculative and daring extensions
of the basic mathematical apparatus of science. (QUINE, 1986, p. 56)

8Moreover, the notion of set is not the only notion which can be taken as basic; we have already indicated that
predicative set theory, at least, is in some sense intertranslatable with talk of formulas and truth; and even the
impredicative notion of set admits of various equivalents: for example, instead of identifying functions with certain
sets, as | did, I might have identified sets with certain functions. My own view is that none of these approaches
should be regarded as "more true" than any other; the realm of mathematical fact admits of many" equivalent
descriptions”. (PUTNAM, 1983, p. 75)

8 To be sure, our acceptance of choice is not arbitrary; all kinds of ‘intuitions' (based, most likely, on experience
with the finite) support it; its mathematical fertility supports it; but none of this is so strong that we could say that
an equally successful culture which based its mathematics on principles incompatible with choice (e.g., on the so-
called ‘axiom of determinacy”) was irrational. (PUTNAM, 1983, p. 9)
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teoria como um todo e, portanto, tal dualismo pode ser mantido, mas as teorias cientificas ndo
podem ser analisadas sentenca por sentenca quando o assunto € a justificacdo de crencas; dai,
a distincdo entre sentencas analiticas e sintéticas perde todo o sentido.

E sem sentido afirmar que existe um componente linguistico e outro componente factual
na ciéncia. Nao faz sentido falar dessa dualidade na ciéncia ao pegar as sentengas que séo
tratadas na ciéncia: a diferenciacdo entre analitico e sintético (Quine) ou a diferenca entre um
componente empirico e um componente linguistico na ciéncia (Putham) ndo ajuda no
esclarecimento de questdes semanticas e de justificacdo de crencas na ciéncia. A ciéncia possuli
uma dependéncia mutua entre as sentencas e essa diferenciacdo € dificil de ser sustentada.
Como é desnecessaria essa diferenciagdo, mas como toda ciéncia é dependente da experiéncia,
a unidade da significacdo de toda ciéncia esta na significancia empirica.

Apesar da caracterizacdo do holismo em Quine e Colyvan, como mostrou-se nesse
capitulo, o carater a prioristico da I6gica e da matemaética ainda aparece como fundamental para
autores que serdo vistos no proximo capitulo: uma teoria matematica pode ser consistente
mesmo que ndo venha a ser aplicada, como grande parte da teoria de conjuntos, inclusive em
ZF +V = L. O mesmo pode ser argumentado sobre teorias matematicas que sdo abandonadas
por uma teoria cientifica porque ndo se adequam ao sistema como um todo: a teoria pode
continuar a ser desenvolvida sem uma aplicacdo aparente mesmo que outra teoria variante da
teoria que foi abandonada seja criada para satisfazer as condicGes dos testes empiricos ou
aplicacdo da teoria em outras ciéncias, e nisso o holismo disciplinar de Duhem acertou. O que
possibilita o desenvolvimento da matematica ndo é necessariamente a sua aplicacdo e nem a
sua ligacdo com a ciéncia empirica que, supostamente, dota-a de sentido. N@o € o seu lugar na
grande teia de uma teoria que culmina numa justificacdo pela aplicacdo. O que chama-se de

justificacdo aqui é o processo de confirmar ou refutar uma teoria pela experiéncia. Diz Hylton:

Porém, uma proposicdo matematica ndo € justificada pela sua aplicagdo; ela é
justificada pelo papel que ela ocupa no sistema matematico — em particular, se ela
pode ser demonstrada por outras proposicdes. O papel que a matematica possui em
nosso conhecimento empirico, no entanto, € a justificacdo da consideragdo do sistema
como um todo como parte de nosso conhecimento. Nesse tipo de caminho, podemos
fazer justica ao fato inegavel que ndo justificamos teoremas matematicos apenas
notando o quéo Uutil eles s@o aos outros ramos do conhecimento; justificamo-los em
modos internos da matematica — por demonstragoes. (HYLTON, 2010, p. 80, traducéo
nossa)®

84Texto traduzido: But a mathematical statement is not justified by its application; it is justified by the role that it
occupies in the mathematical system — in particular, whether it can be proved from others. The role that
mathematics plays in our empirical knowledge, however, is the justification for counting the system as a whole as
part of our knowledge. In this sort of way, we can do justice to the undeniable fact that we do not justify
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A justificacdo de teorias mateméticas pode depender de teorias unicamente
matematicas. Nesse caso, se ndo aparecer nenhuma ligacdo com teorias que se comprometem
com aspectos empiricos do conhecimento, o holismo confirmativo pode estar com um grande
problema. Uma critica ao holismo confirmativo pode ser feita como a que é apresentada abaixo,

sobre teorias testaveis:

Deixe-me ilustrar isso por meio de um exemplo. Deixe R ser a teoria geral da
relatividade. Eu sustento que R néo é testavel no sentido de Quine. Muitas outras
teorias e hipoteses auxiliares, incluindo algumas matematicas, sdo necessarias para
derivar observacdes sintéticas categoriais. Se A € uma conjuncéo de teorias auxiliares,
a teoria composta RA ¢ testavel. (RA é a conjun¢do de R e A). Agora deixe C ser o
axioma da construtividade de Godel, ‘V=L’, que diz que todos os conjuntos S0
construtiveis. Assumo que C ndo é implicado por RA, ndo é necessario derivar
observagdes categoriais da relatividade geral e ndo é parte da teoria de conjuntos
ordinaria. Se C é adicionado a RA temos RAC, presumidamente, RA e RAC tém o
mesmo contelido empirico (para a comunidade cientifica num dado momento). C ndo
deve adicionar nada ao contetdo empirico de RA. Mas ndo diriamos provavelmente
que qualquer observacdo que pudesse ser contada a favor ou contra RA, poderia contar
a favor ou contra RAC. Presumidamente, RA e RAC sdo empiricamente equivalentes
em um dos sentidos de Quine mas ndo em outro. (BERGSTROM, 2004, p. 96-97,
traducéo nossa)®®

Parecida com a critica de Bergstrom, a de Isaacson (2004) estabelece que a matematica
ndo pode possuir uma base de sustentacdo empirica como, por exemplo, do Célculo, na
confirmacdo de uma teoria empirica como a érbita dos planetas. Os critérios de corre¢do de
teorias na matematica sdo particulares da matematica, ja que a matematica é sui generis, mesmo
nas teorias do mundo em que ela entra como um fator de grande importancia para o
desenvolvimento da teoria. O que importa é que nenhuma sentenga da matematica, nem mesmo
um conjunto delas, implica em sentencas de observacao categoricas.

O holismo confirmativo somente funciona se houver uma limitacéo nas préprias teorias

matematicas em relacdo as teorias que sao usadas em teorias testaveis. Para elucidar melhor: o

mathematical theorems by seeing how useful they are to other branches of knowledge; we justify them in ways
internal to mathematics — by proofs. (HYLTON, 2010, p. 80)

8 Texto traduzido: Let me try to illustrate this by means of an example. Let R be the general theory of relativity.
I take it that R is not by itself testable in Quine’s sense. A lot of other theories and auxiliary hypotheses, including
mathematical ones, are needed to derive syntetic observation categoricals. If A is the conjunction of the auxiliary
theories, the compound theory RA is testable. (RA is the conjunction of R and A). Now let C be Godel’s axiom of
contructibility, “V=L’, which says that all sets are constructible. I assume that C is not implied by RA, it is not
needed to derive observation categorials from gereral relativity and it is not part of ordinary set theory. If C is
added to RA we get RAC, Presumably, RA and RAC have the same empirical content (for the scientific community
as a given time). C does not add anything to the empirical content of RA. But we would probably not say that
whatever observation would be counted for or against RA would count equally for or against RAC. Presumably,
RA and RAC are empirically equivalent in one of Quine’s senses but not in the other. (BERGSTROM, 2004, p.
96-97)
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holismo confirmativo somente é valido se todas as teorias matematicas forem comprometidas
com teorias testaveis e para fazer isso em teoria de conjuntos é necessario limitar as teorias de
conjuntos aquelas mais econdmicas tanto na producdo de teoremas produzidos pelos axiomas
quanto na ontologia da teoria.

Quine, Colyvan e Putnam sdo fil6sofos empiristas no sentido de admitir somente teorias
testaveis. A filosofia deles mostra esse caminho, porque ndo existe uma verdade unicamente a
priori (Putnam/Colyvan) ou analitica (Quine/Colyvan). As teorias cientificas sdo nada mais do
que construcdes humanas. As teorias tratam de objetos, mas a ontologia das teorias ndo pode
extrapolar o estado corrente das teorias cientificas: Conhecimento, epistemologia e ontologia
andam juntos e o elo de ligacdo entre eles sdo as teorias cientificas. 1sso implica que as teorias
cientificas devem ter uma economia na sua ontologia, se possivel, somente aquela ontologia de
teorias testaveis.

De fato, como ele afirma em “Set Theory and its Logic” (QUINE, 1969), teorias de
conjuntos podem ser “econdmicas” e a economia pode ser uma motivagdo filosofica para a
construcdo de uma teoria de conjuntos, como, por exemplo, uma teoria de conjuntos com o
minimo de objetos trataveis. As motivacdes também podem ser metodoldgicas como, por
exemplo, o tratamento de paradoxos, mas 0 mais importante € ndo mutilar a matematica
cléassica, porque a matematica cléssica possui grande utilidade nas teorias testaveis. A teoria de
conjuntos esta restrita ao minimo possivel de objetos que ndo correspondem a conjuntos
definidos de maneira impredicativa e por isso, parte da analise matematica classica também ¢é
perdida. Grande parte da teoria dos infinitos € uma “grande viagem” para Quine, Sem nenhuma
contribui¢do importante para a matematica. E nesse sentido que o holismo confirmativo deve
ser criticado: nem todas as teorias matematicas possuem uma aplicacdo. Sendo assim, nem

todas as sentencas da matematica sao refutaveis no padréo do holismo confirmativo.
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3 HOLISMO E A FILOSOFIA DA MATEMATICA DE MADDY

3.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo, serdo vistos dois argumentos contra o holismo. Um do ponto de vista da
aplicacdo da matematica e um do ponto de vista da justificacdo dos axiomas da teoria de
conjuntos. O sucesso da matematica aplicada conta como um ponto muito importante para a
manutencdo do holismo, mas um argumento contra o holismo vem da propria aplicacdo da
matematica como uma estrutura.

Filésofos holisticos costumam usar o argumento de que 0 sucesso da matematica nas
aplicacdes da ciéncia reforca esse holismo. Isso tem uma consequéncia que € o argumento de
indispensabilidade de objetos matematicos abstratos para as teorias cientificas. Maddy mostra
gue a crenca ha existéncia de objetos matematicos abstratos ndo é garantida pela ciéncia
aplicada. Pelo contrério, e aqui apelando aos resultados de sua filosofia da teoria de conjuntos,
é a matematica que sustenta a crenca em seus proprios objetos.

O cientista tende a ver a mateméatica como um depdsito de estruturas vazias que ele
visita de vez em quando para criar teorias e ter como consequéncia as descobertas cientificas,
mas isso ndo € o suficiente para sustentar o holismo confirmativo. Além disso, dado que as
teorias matematicas precisam ser adaptadas na aplicacdo, nao ha legitimidade nenhuma nas
teorias cientificas para tratar de objetos matematicos abstratos.

A histéria da ciéncia mostra que a refutacdo de uma teoria cientifica ndo altera a
matematica aplicada por essa teoria, 0 que também desconstréi a crenca num holismo
confirmativo. Em nenhum momento, na aplicacdo da matematica nas ciéncias, houve uma
refutacdo de teorias matematicas pela experiéncia. O holismo confirmativo ndo conseguiu
provar que existe uma teoria matematica "errada”, pois os méetodos matematicos sao outros em
relacdo a ciéncia. A metodologia cientifica esta baseada na aplicacdo de um modelo frente a
varios modelos (interpretacdes) num determinado campo do saber e nem sempre uma estrutura
matematica € uma estrutura totalmente aplicavel.

Do ponto de vista da matematica teérica, ha a possibilidade de extrair outro argumento
gue envolve uma reflexdo sobre os candidatos a axiomas da teoria de conjuntos. A pratica
consiste em introduzir axiomas para responder a problemas em aberto dos fundamentos da
matematica. Esses axiomas ndo sdo ferramentas Gteis a ciéncia unicamente, o que vai de
encontro ao argumento de indispensabilidade da existéncia de objetos matematicos abstratos

para as nossas melhores teorias cientificas. Sera visto que os filésofos que defendem um
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holismo confirmativo terminam por defender ambas as ideias que seréo criticadas por Maddy e

a consequéncia nesses casos € uma limitagdo metodoldgica da pratica matematica.

3.2 ESTRUTURALISMO E SUCESSO DA APLICACAO DA MATEMATICA

3.2.1 Concepgado da matematica como ciéncia das estruturas

A tese do holismo se fundamenta principalmente no sucesso da aplicacdo da matematica
nas teorias cientificas. 1sso pode ser usado como um argumento em defesa do holismo
confirmativo na matemaética, pois 0 sucesso da matematica nas aplicacdes cientificas pode
sugerir que ambas — ciéncia e matematica — seguem o mesmo caminho e praticamente usam a
mesma metodologia. Segundo a interpretacdo holistica, a pratica matematica tende a ser vista
como um método semelhante ao das ciéncias empiricas. Enquanto a ciéncia mantém um método
empirico, a mateméatica mantém um método quase empirico: Matematica e ciéncias em geral
postulam hipdteses (axiomas) e derivam resultados a partir disso (teoremas). 1sso € uma
tentativa de aproximar as duas areas sempre com uma tendéncia as ciéncias empiricas no
sentido de Putnam e Colyvan.

Pode-se inverter essa situacao a favor do método axiomatico, afirmando que as hipéteses
cientificas podem ser formalizadas em axiomas e entdo imergir essa estrutura® em outra maior,
que ¢ a matematica, apesar de a matematica “ndo ter nada a ver” com a ciéncia formalizada em
axiomas. Essa ultima interpretacdo esta de acordo com a constatacdo de Maddy de que a
matematica € uma “fabrica de estruturas”, ndo importando a utilidade ou ndo dessa estrutura.

Considerar a matematica como ciéncia das estruturas ndo retira o papel importante da
matematica na descoberta e explicacdo de fendmenos. A ideia de Hempel (1983) de que a
matematica ¢ um “extrator de suco” é uma analogia que sera explorado. Nessa analogia, as
estruturas matematicas sdo vazias de contedo empirico, mas leva a ciéncia a extrair mais
informacdo dos fendmenos. 1sso € relevante nessa discussdo sobre aplicagdo da matematica e

suas consequéncias teoricas:

A funcdo da matematica aqui aplicada ndo € nem um pouco preditiva; mas, sim,
analitica ou explicativa: ela torna explicita certas hip6teses ou asserces que estao
inclusas no contetido das premissas do argumento (...); 0 raciocinio matematico revela
que aquelas premissas contém — escondidas nelas, por assim, dizer — uma assercao
sobre o caso que ainda nao foi observada. (...) O raciocinio matematico, bem como o

8 Sera detalhada a nocéo de estrutura mais abaixo.
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raciocinio légico, é uma técnica de tornar explicito o que estd implicitamente contido
num conjunto de premissas. As conclusdes as quais essas técnicas levam nédo afirmam
nada que é teoricamente novo no sentido de ndo estar no conteddo das premissas.
(HEMPEL, 1983, p. 390, traducdo nossa)®’

Essas caracteristicas da analogia de Hempel podem ser exploradas no estruturalismo. A
concepgdo de aplicagdo estrutural tem sido mais reconhecida entre os estruturalistas e o
naturalismo metodolédgico de Maddy também. O naturalismo de Maddy admite uma grande
estrutura, uma teoria de conjuntos especifica, onde qualquer outra estrutura pode ser embebida.
Isso acontece porque na ciéncia, ao construir modelos, busca-se um formalismo matematico em
que se acredita estar pronto para 0 uso em alguma aplicacéo e esse formalismo deve ser uma
estrutura ja mapeada dentro da teoria de conjuntos, que deve ser muito maior. Essas modelagens
serdo exploradas quando for tratado Krause e Arenhart (2017) e Bueno e Colyvan (2011).

Mesmo que essa interpretacao quase empirica seja feita, conforme mostrado no capitulo
anterior, ela ndo esclarece em nenhum momento sobre a proximidade da matematica em relacéo
as demais ciéncias. Matematicos podem propor hipdteses até entdo ndo demonstradas, podem
propor novos axiomas como hipdteses, mas o “teste” dessas hipdteses ndo € 0 mesmo em
relacdo as demais ciéncias, o que torna inapropriada essa denominacdo de método quase
empirico. Nao ha como sustentar um método quase empirico numa concepg¢do da matematica
que envolve a producdo de teorias até entdo ndo aplicadas. O apontamento das metodologias
constantes na matematica para um estruturalismo se tornou mais comum e d& conta de tratar a
situacdo dessas teorias matematicas nao aplicadas.

A concepcdo ontoldgica da matematica como estrutura pode ser feita da seguinte
maneira: Uma estrutura € uma multiplicidade de objetos e as relagcdes entre esses objetos
(RESNIK, 1997). A estrutura matematica é padrao de relacdo. NUmeros naturais podem ocupar
o lugar de conjuntos especificos e compartilhar padrdes especificos da teoria de conjuntos se a
teoria possuir um tipo isomarfico dentro da teoria de conjuntos. Assim, uma estrutura pode ser
explorada em qualquer linguagem matematica disponivel. Um caso interessante de isomorfismo
entre estruturas da geometria projetiva consiste em mostrar resultados a partir de teoremas
duais. Nagel e Newman (2004, p. 65), por exemplo, mostram o teorema Pappus e sua forma

dual. Vejamos:

8 Texto traduzido: The function of the mathematics here applied is not predictive at all; rather, it is analytic or
explicative: it renders explicit certain assumptions or assertions which are included in the content of the premises
of the argument (...); mathematical reasoning reveals that those premises contain — hidden in them, as it were, -
an assertion about the case as yet unobserved. (...) Mathematical as well as logical reasoning is a conceptual
technique of making explicit what is implicitly contained in a set of premises. The conclusions to which this
technique leads assert nothing that is theoretically new in the sense of not being contained in the content of the
premises. (HEMPEL, 1983, p. 390)
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Figura 3 - Teorema de Pappus

Fonte: Adaptado de Nagel e Newman (2004, p. 65)

A figura acima mostra trés pontos distintos na linha I, A, B, C. E outros trés pontos
distintos na linha II, A’, B’, C’. Ao tracar uma reta ligando todos os pontos de ambas as retas,
sem que haja uma ligacé&o entre os pontos que possuem a mesma letra conforme a sua posicéo,
tem-se a figura acima. Observa-se que 0 ponto de cruzamento das semirretas de ligacdo sdo
colineares, ou seja, € possivel tracar uma reta entre esses pontos. Aqui tem-se uma estrutura que
trata dois objetos matematicos: "reta" e "ponto™ que estdo numa determinada relacdo. Agora,
ao trocar de posi¢édo na estrutura os objetos para "ponto” e "reta”, mas conservando as mesmas
relacdes, tem-se o teorema dual da seguinte forma: a figura abaixo mostra trés retas distintas a
partir do ponto I, A, B, C. E outras trés retas distintas a partir do ponto II, A’, B’, C’. Ao marcar
um ponto ligando todas as retas de ambos os pontos sem que haja uma ligacdo entre as retas
que possuem a mesma letra conforme a sua posi¢éo, tem-se a Figura 4 abaixo. Observa-se que
a reta de cruzamento das retas de ligacdo sdo copontuais, ou seja, é possivel tragar um ponto de

cruzamento entre essas retas:
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Figura 4 - Teorema dual de Pappus

Fonte: Adaptado de Nagel e Newman (2004, p. 65)

O famoso exemplo de Nagel e Newman (2004) mostra que ha uma repeti¢do de padrédo
N0 mMesmo campo por conservar as mesmas estruturas. Nota-se que essa pratica de
estabelecimento de tipos isomarficos é algo comum e corriqueiro na pratica matematica e faz
com que alguns resultados possam ser conseguidos simplesmente interpretando a estrutura com
um dominio de objetos distinto.

A situacdo pode servir para campos diversos da ciéncia em relacdo a aplicacdo da
matematica onde se tenta realizar isomorfismos e entdo inferir descobertas no campo da ciéncia.
Tudo que importa aqui é preservar a estrutura, ndo os objetos, mas as rela¢des entre os objetos.
Um matematico estruturalista estd preocupado com a relacdo entre objetos, que pode ser
modificada a partir dos axiomas da teoria. Isso facilita a criagdo de novas teorias, pois cada
estrutura possui seu proprio conjunto de axiomas. Quando se quer fazer a mudanga de uma

estrutura, muda-se, deleta-se ou acrescenta-se um ou alguns dos axiomas. Como resultado desse
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processo, novas teorias matematicas sdo criadas. As estruturas podem modelar dentro delas o
que ocorre em outras estruturas, o que ocorre quando a teoria de conjuntos interpreta a teoria
dos nimeros ou qualquer outra teoria matematica dentro de si. Da mesma maneira, teorias
cientificas podem ser modeladas dentro da teoria de conjuntos, pois teorias cientificas fazem
uso de teorias matematicas ali mapeadas.

Essa concepcdo da matematica como uma estrutura tem consequéncias sobre o holismo.
Uma das consequéncias é que ha mais relacGes entre objetos matematicos que os objetos que
satisfazem as partes de estruturas Gteis as teorias cientificas. Apesar do sucesso da matematica,
ela esta além de qualquer aplicagdo, pois as teorias cientificas estdo imersas em teorias
matematicas ou estruturas com cardinalidade maior que as suas aplica¢fes. Vejamos 0 que

Krause e Arenhart (2017) dizem a respeito:

Essa estrutura pode entdo ser imersa em estruturas, algumas ainda maiores, antes de
ser imersa num modelo da teoria. Modelos da teoria em geral usam conceitos
matematicos que nao tém andlogos na experiéncia, e entdo ndo podem ser diretamente
aplicados a natureza. Entdo, embora esta seja uma descricdo muito superficial da
relacdo entre teorias e dados, isomorfismos estdo envolvidos durante todo o processo.
(KRAUSE; ARENHART, 2017, locais do Kindle 591-594, traducio nossa)®

E importante notar que a pratica matematica pode ser completamente tedrica, tanto na
criacdo de modelos quanto na demonstragéo de teoremas e verificagdo da consisténcia das
teorias. Esses processos terminam “gerando mais (meta)matematica” para tratar de assuntos da
prépria matematica, o que aumenta o escopo de tratamento das teorias matematicas para além
das questbes concretas inevitavelmente. Como hd mais relacdes matematicas dentro das
estruturas, a nocao de holismo pode se perder. Sera possivel entender melhor como isso ocorre

quando for visto a nog¢do de método axiomatico mais abaixo.

3.2.2 Métodos axiomaticos e aplicacdo nas ciéncias

Feynman (1985) sustenta que a matematica € um conjunto de raciocinios. Hempel

(1983) sustenta algo parecido em relagdo a matematica. Isso se aproxima de certa maneira dessa

8 Texto traduzido: This structure then may be embedded in still some larger structures before being embedded in
a model of the theory. Models of the theory in general use mathematical concepts that don’t have analogous in
experience, and so cannot be directly applied to nature. So, even though this was a very rough description of the
relation between theories and data, isomorphisms are involved throughout the whole process. (KRAUSE;
ANHEHART, 2017, Locais do Kindle 591-594)
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interpretacdo estrutural, pois uma estrutura pode ser vista como um conjunto de relagdes
(raciocinios) a serem preenchidas com informacdes sobre a situacdo empirica. Por outro lado,
tanto Feynman quanto Krause e Arenhart (2017), apesar de defenderem um ponto de vista
axiomatico, ndo veem a aplicacdo da matematica excepcionalmente como um sistema
axiomatico. A axiomatizagdo de teorias cientificas ocorre em estagios e a matematica usada
nessas teorias tende a ser aceita sem se apelar para os fundamentos da matemaética, onde ocorre
a demonstracao das sentencas matematica Uteis a ciéncia. Eles classificam dois tipos de pratica
matematica: uma babil6nica e uma grega. A pratica matematica babilénica é algébrica e ndo
demonstrativa. A prética grega € demonstrativa ou axiomatica.

Para Feynman, a prética grega é teorica, ligada a fundamentos e a pratica babildnica é a
aceitacdo de formulas sem demonstracdo. A pratica babil6nica esta mais proxima a aplicacédo
da matematica que a pratica de realizar demonstracdes, pois a aplicacdo da matematica a fisica
pode ocorrer, na maioria das vezes, somente pela utilizacdo de fragmentos de demonstragdes,
usando teoremas matematicos sem a preocupacao de demonstra-los a partir dos fundamentos
da matematica, o que Krause e Arenhart (2017) também reconhecem: “Axiomatiza¢ao ndo ¢é
uma marca do status cientifico per se” (Posi¢do Kindle 2155, traducdo nossa)®°.

A prética grega leva a mais complexidades mateméticas que aparentemente ndo tém
utilidade na ciéncia em geral para 0s que praticam a ciéncia com bases matematicas no estilo
babildnico. Por exemplo, a pratica grega pode unificar uma teoria num conjunto sucinto de
proposicdes. A matematica moderna esta concentrada na pratica matematica grega,
demonstrativa ou axiomatica. A pratica focada no método axiomatico claramente possuli
vantagens relacionadas a metamatematica, estudos de fundamentos e descobertas de relacGes
tedricas que ndo sdo perceptiveis no método babil6nico. N&o é dever do cientista investigar 0s
fundamentos da matematica, mas essas duas concep¢fes matematicas distintas ndo sdo
excludentes.

Dentro da propria ciéncia ha a utilizacdo do método axiomatico se considerar um
conjunto de férmulas como um conjunto de axiomas de uma teoria, mas sem levar ao extremo
dos fundamentos da matematica. Um modelo matematico de uma determinada situa¢do, como
o conjunto de leis fisicas de um langamento de satélites, pode ser visto como a derivacéo a partir
de um sistema axiomatico das leis de Newton. Das formulas desse modelo podem ser geradas
varias conclusdes a partir de dedugdes que podem relacionar, por exemplo, o peso do foguete

8 Texto traduzido: Axiomatization is not a mark of scientific status per se. (KRAUSE; ARENHART, 2017,
Kindle 2155)
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que carrega o satélite, a velocidade e a altura necesséria para que o satélite permaneca em Orbita.
Obviamente que isso ndo € um modelo axiomatico geral como na matematica, mas um conjunto
de formulas derivadas de um conjunto de axiomas que sdo formalizaces de hipdteses numa
teoria. Isso mostra que 0s axiomas possuem uma gradacdo a ser considerada abaixo em

axiomatica concreta, axiomatica abstrata e axiomatica formal.

3.2.2.1 Axiomatica concreta

Krause e Arenhart (2017, posicao Kindle 827-829) elaboram uma gradacgéo dos axiomas
das teorias: axiomética concreta, abstrata e formal. Axiomatica concreta ¢ feita quando ha um
dominio de aplicacdo, seja uma teoria cientifica como a fisica ou a biologia, seja uma teoria
matematica com um dominio de objetos bem definido, como a aritmética, a teoria de conjuntos
e a geometria. O papel dos axiomas aqui € prover um corpo de conhecimentos “limpo” ¢ a
principal proposta € que todo o desenvolvimento da teoria seja demonstrado a partir de um
conjunto finito de axiomas. Esse tipo de axiomatica, como no caso da aritmética, ndo é completa
e pode ter potencialmente mais axiomas acrescentados.

N&o somente as teorias matematicas podem ser desenvolvidas na forma axiomatica. Se
a axiomatica concreta é sobre uma teoria cientifica de base empirica, seus axiomas tendem a
mudar acompanhando as mudancas da teoria cientifica. Uma teoria axiomética sobre uma teoria
bioldgica pode sofrer mudancas mais drasticas que uma teoria matematica. Por exemplo, se um
cientista elabora teoria axiomatica sobre a relacdo parental entre humanos, um axioma
verdadeiro para esse universo de discurso ¢ “Todo ser humano tem somente um tnico pai que
€ um ser humano macho” (KRAUSE; ARENHART, 2017, posi¢cdo kindle 851, traducdo
nossa)®°. Se no futuro, por manipulagio do material genético contido nos 6vulos, conseguir-se
fecundar um évulo com o material de outro 6vulo, e nascer um ser humano em condicdes
aceitaveis de saude, a sentenca desse sistema axiomatico deve ser revista. Assim, uma
axiomatica concreta de base cientifica tende a mudar mais que uma axiomatica de base

matematica. Vejamos o que pensa Hempel (1983) a respeito:

E enquanto as proposi¢cdes da ciéncia empirica, que sdo sintéticas e podem ser
validadas somente a posteriori, sdo constantemente sujeitas a revisdo sob a luz de

% Texto traduzido: All living human being have only one father who is a male human being. (KRAUSE;
ARENHART, 2017, posicéo kindle 851)
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nova evidéncia, a verdade de uma proposicdo analitica pode ser estabelecida
definitivamente, de uma vez por todas. (HEMPEL, 1983, p. 379, traducdo nossa)®:

Esse tipo de axiomatica se relaciona com a confirmacdo e refutacdo de hipoteses
cientificas, pois a refutacdo de uma hipétese tedrica acarreta em uma mudanga no sistema
axiomatico dessa teoria quando ha a criacdo de uma nova teoria. Mas isso ndo atinge a
matematica da teoria, entdo, ao se desenvolver um sistema axiomatico (ou um modelo) sobre
uma teoria cientifica e essa venha a ser refutada, ndo significa que a matemaética envolvida

venha a ser refutada.

3.2.2.2 Axiomatica abstrata e formal

Ao contrério da axiomatica contreta, a axiomatica abstrata engloba todas as relagdes
numa Unica estrutura de uma Unica vez. Esse é o caso das teorias matematicas. Como resultado
dessa abstracdo, a sua caracteristica é unificar campos tedricos distintos, evitando assim uma
proliferacdo de disciplinas, padronizando-as numa Unica forma de raciocinio, como € o caso da
teoria de conjuntos que, mesmo sendo considerada uma axiomatica concreta por elucidar
relagBes entre um objeto bem definido, mapeia varias teorias matematicas sob a forma de
conjuntos. A teoria de conjuntos pode ser algada ao nivel de uma axiomatica abstrata nesse
sentido, pois 0 matematico estruturalista pode construir uma estrutura que seja valida para um
dominio de objetos extenso a partir da axiomatica concreta e obter resultados além dos
esperados na axiomatica concreta.

Na criacdo de um modelo cientifico, € a axiomatica abstrata que dara conta da derivacéao
de novas proposi¢coes sobre 0 campo cientifico ou matematico. A teoria de conjuntos que esta
sendo tratada nesse exemplo de axiomatica abstrata possui inimeros resultados matematicos
que, se adequadamente interpretados, podem ser Gteis ao serem interpretados nas teorias
cientificas. Os resultados, inclusive, podem ser incorporados por teorias matematicas com
axiomatica concreta, como um resultado da teoria de conjuntos sendo incorporado pela teoria
dos grafos e esse resultado, por sua vez, pode ser util num modelo cientifico de economia ou

estatistica.

91 Texto traduzido:And while the statements of empirical science, which are synthetic and can be validated only a
posteriori, are constantly subject to revision in the light of new evidence, the truth of an analytic statement can be
established definitely, once and for all. (HEMPEL, 1983, p. 379)
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A axiomética formal é aquela que deixa explicita a l6gica formal concatenada a teoria,
que inclusive pode ser uma l6gica ndo-classica. Vejamos uma citacdo de Hempel que resume

bem o papel da Iégica nas teorias axiomatizadas:

Para ser inteiramente preciso, € necessario também especificar os principios da l6gica
que serdo usados na demonstracdo da proposicdo, por exemplo, em suas dedugdes a
partir dos postulados. Esses principios podem ser afirmados explicitamente. Eles
caem em dois grupos: Sentengas primitivas, ou postulados, da logica (tais como: Se p
e g € 0 caso, entdo p é o caso), e leis da deducdo ou inferéncia (incluindo, por exemplo,
e regra familiar modus ponens e as regras de substituicdo que tornam possivel inferir,
de uma proposicdo geral, qualquer uma de suas instancias de substituicdo).
(HEMPEL, 1983, p. 381, tradugdo nossa)®

E a parte do método axiomatico que define a logica a ser usada numa teoria
axiomatizada. Uma teoria axiomatizada deixa explicita a l6gica, os axiomas da teoria e 0s
axiomas da matematica usada na teoria. No entanto, na ciéncia, alguns axiomas podem ser
suprimidos e o cientista pode usar somente alguns resultados como no sentido da pratica
babildnica.

O cientista usa numeros reais, pois sdo Uteis em medicoes, equacdes, etc. NUmeros reais
podem ser formalizados dentro da teoria de conjuntos a partir dos cortes de Dedekind ou das
sequéncias de Cauchy, mas na ciéncia ndo é necessario fazer tais demonstracGes. Essas
construcdes podem ser feitas em grande parte dentro da teoria de conjuntos de Zermelo, Z, que
é base de uma variedade de teoria de conjuntos ao se adicionar mais axiomas em Z. Diante
dessa situacdo, ao criar teorias axiomaticas em que ha a utilizacdo de teoria de conjuntos
unicamente Util para a ciéncia, a discussdo sobre os axiomas concatenados a Z ndo séo
interessantes, pois o resultado matematico Gtil ndo deverd mudar muita coisa, assim como ha
muito o que mudar em relacdo a um universo de conjuntos equivalente aos nimeros naturais e
inteiros. Ndo importa ao cientista saber em qual teoria de conjuntos se esta trabalhando. Sempre
haverd um novo axioma a ser adicionado em Z como axiomatica abstrata, guardada a
consisténcia da teoria resultante, que ndo afeta os resultados tedricos propostos por Z.

Questdes de fundamentos da matematica pouco afetam a matematica aplicada. Algumas
teorias cientificas podem ser apresentadas sem método axiomatico, mas o que importa para um

cientista ndo é a axiomatica da matematica tedrica. Tudo na matematica pode ser apresentado

92 Texto traduzido: To be entirely precise, it is necessary also to specify the principles of logic which are to be
used in the proof of the proposition, i.e. in their deductions from the postulates. These principles can be stated
quite explicitly. They fall into two groups: Primitive sentences, or postulates, of logic (such as: If p and q is the
case, then p is the case), and rules of deduction or inference (including, for example, the familiar modus ponens
rule and the rules of substitution which make it possible to infer, from a general proposition, any one of its
substitution instances). (HEMPEL, 1983, p. 381)
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em forma axiomética e mesmo as sentencas que ndo sdo demonstradas, ha o programa de tentar
demonstrar todas as sentencas. Diante dessa situagédo, o cientista tem duas opgdes: construir
uma axiomatizacao que use 0s trés niveis concreto, abstrato e formal, concatenando os axiomas
da teoria que deseja desenvover ou deixar esses axiomas implicitos e introduzir somente 0s
axiomas da teoria. O papel do matematico é gerar novas teorias que podem ser aproveitadas em
novas teorias fisicas, mas ndo ocorre necessariamente, no caso da fisica, apresentar a

matematica utilizada na forma de axiomas da teoria de conjuntos:

A atitude babil6nica — ou o que eu chamo matemética babil6nica — é que vocé conhece
todos dos vérios teoremas e muitas das conexdes entre eles, mas vocé nunca notou
que eles todos vém de um punhado de axiomas. A maioria dos matematicos modernos
concentra-se em axiomas e demonstracbes em que um esquema bem definido de
convencgOes do que é aceitavel e o que ndo é aceitdvel como axiomas. (FEYNMAN,
1985, p. 47, tradugédo nossa)®

Um fisico ndo estd necessariamente interessado no caminho que um matematico
percorreu para demonstrar algum teorema especifico, mas nos resultados que podem ser uteis.
Mesmo que uma teoria cientifica venha a ser axiomatizada, ndo hd um interesse cientifico
unicamente pela axiomatizagdo proporcionada pelos fundamentos da matematica. Na ciéncia,
pode haver uma axiomatizagao das trés leis de Newton, da teoria da evolucao de Darwin, das
varias teorias quanticas, mas apenas aceitando os teoremas das teorias matematicas e logicas
como dados. Nesse sentido, a axiomatiza¢do mais usada para a ciéncia tem sido a axiomatizacao
concreta com um objeto bem definido e sem extrapolar muito do que a sua propria teoria diz.

Da axiomatizagdo concreta, aquilo que define as regras basicas de uma teoria, sdo
estabelecidas as modelagens matematicas de uma situagdo empirica. Essa modelagem
matematica pode ser usada para a derivagdo de algumas consequéncias tedricas, mas o alcance
dessas demonstracdes ndo atinge a axiomatica abstrata ou formal usada pela teoria. A
axiomatica abstrata e formal ¢ admitida para a operacao das demonstracdes e derivagdes dentro
de modelos cientificos e como essas axiomaticas sdo estruturas, basta ao cientista escolher uma

ou mais entre as varias estruturas abstratas existentes.

9 Texto traduzido: The Babylonian attitude - or what I call Babylonian mathematics - is that you know all of the
various theorems and many of the connections in between, but you have never fully realized that it could all come
up from a bunch of axioms. The most modern mathematics concentrates on axioms and demonstrations within a
very definite framework of conventions of what is acceptable and what is not acceptable as axioms. (FEYNMAN,
1985, p. 47)
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A ciéncia também lida com axiomas para entdo elaborar a modelagem matematica de
teorias e situagdes, mas esses axiomas possuem um alcance explicativo muito curto. Eles sdao
satisfeitos por um conjunto especifico de fenomenos, onde as teorias mudam de situagao para
situacdo. Um axioma numa teoria pode ser mudado para que a teoria dé conta de explicar um
fendmeno quantico especifico, por exemplo. Em alguns casos, todos os axiomas da teoria
devem ser abandonados. O que se faz entdo € construir outra teoria que dé conta dos fendmenos.
Vale lembrar mais uma vez que isso ndo implica em abandonar a matematica usada nessas
elaboragdes, que, apesar de possuir um papel decisivo na explicacdo, mantém as suas estruturas
inertes vindas da axiomatica abstrata.

A matematica ¢ preparada especialmente pelos matematicos em outro momento até o
ponto de se desenvolver uma axiomatica abstrata, em alguns casos, e usada de modo especifico
nas teorias fisicas, mas as constantes trocas de axiomas na fisica ndo afetam de maneira
nenhuma as construgdes matematicas: “Matematicos estdo somente lidando com a estrutura de
raciocinio, e eles ndo se importam realmente com o que eles estao falando” (FEYNMAN, 1985,
p. 55, traduciio nossa)®*. Uma hipotese cientifica, axiomatica concreta, ndo é tio generalista
quanto os axiomas da matemadtica e da logica. A refutacdo de uma hipdtese cientifica nao
significa que a matematica envolvida sera refutada, apesar da matematica ser parte responsavel
pelo sucesso de teorias cientificas. Isso ndo caracteriza a matematica como quase empirica.

Pode-se esquematizar esses niveis de axiomatizagdo da seguinte maneira:

i) Axiomatica formal: Logica;
i) Axiomatica abstrata: Teoria de conjuntos;
iii) Axiomatica concreta:

a. Teoria matematica especifica;

b. Teoria cientifica especifica;

I. Modelagem matematica aplicada.

E interessante notar como contraponto a ideia de sucesso da aplicagdo da matematica
que existem teorias cientificas que usam da matemaética corretamente, mas que foram refutadas
logo em seguida, mostrando que a ciéncia aplicada ¢ que ndo garantiu €xito, mas as teorias
matematicas nunca foram envolvidas nessas refutacdes. Apesar de muitas teorias cientificas

serem descartadas, descartar um modelo especifico ndo significa estar descartando ou

% Texto traduzido: “Mathematicians are only dealing with the structure of reasoning, and they do not really care
what they are talking about.” (FEYNMAN, 1985, p. 55)
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falsificando. Vejamos abaixo o que Hempel (1983) diz a respeito de uma possibilidade de o

holismo confirmativo ser aplicado na matematica. Essa possibilidade pode gerar um absurdo:

A luz dessa observagao, considere agora uma simples “hipotese” da aritmética: 3+2 =
5. Se isso ¢ de fato uma generalizagdo empirica de experiéncias do passado, entdo
deve ser possivel declarar qual tipo de evidéncia nos obrigaria a conceder a hipotese
ndo como verdadeira. Se qualquer evidéncia de refuta¢do para a dada proposi¢ao pode
ser pensada, a seguinte ilustragdo pode bem ser um tipo disso: Colocamos alguns
microbios numa lamina, depositamos primeiro trés deles e entdo outros dois. Depois
contamos todos os microbios para testar se nessa instincia 3 e 2 de fato sdo somados
até dar 5. Suponha agora que contamos 6 micrébios juntos. Poderiamos considerar
isso como uma refutacdo empirica a dada proposicdo, ou a0 menos como uma
demonstragdo de que isso ndo se aplica a microbios? Claramente ndo; em vez disso,
poderiamos assumir que erramos ao contar um dos microbios ou separamos em dois
um dos microbios entre a primeira ¢ a segunda contagem. (HEMPEL, 1983, p. 378-
379, tradugio nossa)®®

O exemplo pode parecer absurdo, mas mostra que as teorias matemadticas ndo podem ser
refutadas pela experiéncia como se prevé no holismo confirmativo. As fung¢des trigonométricas
usadas por Ptolomeu ou a teoria dos so6lidos platonicos usadas por Kepler para compreender o
funcionamento das orbitas dos planetas sao exemplos desse caso. Ambas as teorias matematicas
sd0 coerentes, mas essas hipoteses astronomicas foram refutadas. Nesses casos, a ciéncia foi
refutada, mas a matematica nao.

Hé muito fracasso na ciéncia que usa de boa matematica e a matematica usada numa
teoria refutada ¢ util novamente em outros campos da ciéncia em alguns casos. De qualquer
modo, casos como esses nao sao o suficiente para se inferir um holismo confirmativo dentro da
matematica, pois a estrutura das teorias matematicas sempre se manteve intacta no caso de falha
das explicacdes nao-matematicas do mundo. Tampouco o sucesso da aplicacdo da matematica
nas ciéncias, por mais que ele ocorra, ndo deve ser visto como o Unico fator para se avaliar a
possibilidade de crenca na tese do holismo.

Algumas formulas de modelos matematicos de teorias distintas podem levar a novas

descobertas cientificas. Um exemplo disso € o uso das transformadas de Lorentz na teoria da

% Texto traduzido: In the light of this remark, consider now a simple “hypothesis” from arithmetic: 3+2 = 5. If this
is actually an empirical generalization of past experiences, then it must be possible to state what kind of evidence
would oblige us to concede the hypothesis was not generally true after all. If any disconfirming evidence for the
given proposition can be thought of, the following illustration might well be typical of it: We place some microbes
on a slide, putting down first three of them and then another two. Afterwards we count all the microbes to test
whether in this instance 3 and 2 actually added up to 5. Suppose now that we counted 6 microbes altogether. Would
we consider this as an empirical disconfirmation of the given proposition, or at least as a proof that it does not
apply to microbes? Clearly not; rather, we would assume we had made a mistake in counting or that one of the
microbes had split in two between the first and the second count. (HEMPEL, 1983, p. 378-379)
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relatividade especial vista no capitulo 2. As transformadas aparecem a primeira vez em um
artigo de Voight sobre o principio de Doppler, onde o tempo local
t' = yt(c —v)/c (ERNSTY; HSU, 2001) para o sistema de referéncias em movimento era
considerado apenas um artificio matematico®®. Lorentz usou as transformadas em seus estudos
sobre o movimento dos elétrons e os fendmenos eletromagnéticos envolvidos. Para Lorentz, o
elétron sofre uma contragdo por se movimentar em altas velocidades contra o éter. Em suas
transformadas, o tempo em relagdo a esse éter em repouso sofre uma dilatagdo, mas mesmo
assim o tempo local e a sua dilatagdo foram desconsiderados, sendo vistos apenas como um
artificio matematico. Lorentz e Voight ainda estavam imersos no paradigma do tempo absoluto
da fisica classica e da complicada nog¢ao de um éter que ocuparia todo o espago e representaria
o repouso absoluto.

Einstein mais tarde interpretou o tempo local #’ndo como um artificio matematico, mas
como realmente a dilatacdo do tempo (EINSTEIN, 2015, p. 46) e Einstein limpou as
transformadas de Lorentz da nogao de contragdo de um corpo contra um éter, introduzindo a
nog¢do de contracdo do espaco em altas velocidades. Isso elevou as transformadas de Lorentz
ao patamar da cria¢do de outro paradigma para a fisica, mas a historia nos mostra como alguns
calculos matematicos e variaveis ainda ndo interpretadas podem demorar a ter uma
interpretacdo fisica bem-sucedida. Isso acontece quando os fisicos estdo prestes a entrarem em
um novo paradigma, onde as estruturas matematicas (ou formulas usadas nos modelos
matematicos) carregam mais informagdes do que a linguagem da fisica ¢ capaz de suportar,
mostrando que o isomorfismo entre matematica e fisica ndo ¢ perfeito e deve-se analisar essa

relagdo mais abaixo.

3.3 APLICACAO ESTRUTURAL E A SEPARACAO DAS CIENCIAS

A partir do século XIX, matematica passou a ser um repositorio de estruturas
matematicas. Estruturas séo teorias que até podem ser Uteis, mas que ndo sdo criadas exatamente
para essa finalidade, tornando a aplicacdo da matematica somente mais uma das funcdes da

matematica:

% I orentz reconhece que a ideia do tempo local ¢ de Voight numa carta pessoal: “Claro que eu ndo perderei a
oportunidade de mencionar, que a transformada en questdo e a introducdo de um tempo local foi sua ideia.
Sinceramente, H. A. Lorentz” (4pud ERNSTY e HSU, 2001 pag. 214, tradugao nossa). Texto traduzido: Of course
I will not miss the first opportunity to mention, that the concerned transformation and the introduction of a local
time has been your idea. Sincerely, Your H. A. Lorentz. (A4pud ERNSTY e HSU, 2001 p. 214)
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Em contraste, apds os desenvolvimentos que estamos tracando, a matematica foi
libertada para perseguir questfes sem aplicacdo, ela foi encorajada a estocar os
depositos com estruturas e deixar as escolhas para os cientistas naturais, e até mesmo
as construcdes matematicas que funcionam em aplicagGes o fazem assim com uma
nova autonomia como modelos abstratos livres. (MADDY, 2011, p. 31, traducéo
nossa)®’

A matematica como estrutura possui uma condi¢do metodoldgica diferente. Sem o lastro
vindo da propria experiéncia, os matematicos estdo livres para criar teorias. E certo que, no
desenvolvimento da ciéncia, a matemética pdde ser desenvolvida com a ajuda da fisica, da
mesma maneira que existem casos em que as teorias matematicas foram desenvolvidas antes
da sua aplicacdo na fisica. Mesmo que os cientistas venham a forcar o desenvolvimento da
matematica, quando essa teoria € entregue aos matematicos, seu desenvolvimento pode
rapidamente rumar para uma atividade unicamente tedrica. Aqui, o aparecimento da matematica
como abstrata é importante e isso ndo significa que teorias matematicas foram postas em teste

como pensam os defensores do holismo. Vejamos 0 que Feynman diz a respeito:

Quando os problemas na fisica se tornam dificeis podemos sempre olhar para os
matematicos, que podem de fato ter estudado tais coisas e terem preparado uma linha
de raciocinio para nds seguirmaos. Por outro lado, eles podem ndo ter feito isso, e nesse
caso temos que inventar nossa propria linha de raciocinio, que entdo é repassada para
0s matematicos. Todo mundo que raciocina cuidadosamente sobre qualquer coisa esta
fazendo uma contribuicdo para o conhecimento do que acontece quando vocé pensa
sobre alguma coisa, e se vocé abstrai a0 maximo e envia isso para o departamento de
matematica, eles colocam isso em livros como um ramo da matematica. Matematica,
entdo, é um modo de ir de um conjunto de proposi¢des a outro. (FEYNMAN, 1985,
p. 45, tradugdo nossa)®®

Essa atitude de um fisico perante a matematica mostra que, dentro das varias ciéncias
existentes, ha uma espécie de divisao do trabalho natural para cada campo da ciéncia. O fisico
toma do matematico aquilo que Ihe interessa e 0 matematico desenvolve as teorias a0 maximo
ou a sua vontade (RESNIK, 1997) e (MADDY, 2011). Vejamos o que afirma a respeito o

filosofo estruturalista Michael Resnik:

9 Texto traduzido: In contrast, after the developments we’ve been tracing, mathematics has been freed to pursue
inquiries without application, it’s encouraged to stock the warehouses with structures and leave the choices to the
natural scientists, and even the mathematical constructs that do function in application do so with a new autonomy
as free-standing abstract models. (MADDY, 2011, p. 31)

%Texto traduzido: When the problems in physics become difficult we may often look to the mathematicians, who
may already have studied such things and have prepared a line of reasoning for us to follow. On the other hand,
they may not have, in which case we have to invent our own line of reasoning, which we then pass back to the
mathematicians. Everybody who reasons carefully about anything is making a contribution to the knowledge of
what happens when you think about something, and if you abstract it away and send it to the Department of
Mathematics they put it in books as a branch of mathematics. Mathematics, then, is a way of going from one set
of statements to another. (FEYNMAN, 1985, p. 45)
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A matemaética é a nossa teoria mais global como é pressuposta pela fisica, que por sua
vez é pressuposta pela quimica, etc. N6s ndo somente usamos as verdades da
matematica em derivacOes fisicas, nés também usamos padrdes matematicos para
criticar argumentos fisicos e teorias (por exemplo, nés reclamamos sobre a
respeitabilidade matematica da teoria quantica de campo). Ao longo dessa divisdo das
ciéncias uma divisdo de trabalho é envolvida: matematicos normalmente nao se
intrometem na fisica nem fisicos na matematica, e biélogos e quimicos ndo sdo
normalmente competentes para sugerir mudancas na matematica ou fisica mesmo
quando eles querem vé-las mudadas. (RESNIK, 1997, p. 125, tradugdo nossa)®

Vemos em Resnik a divisdo entre 0 que € matematica e 0 que ndo é, separando
claramente a ciéncia aplicada da matematica. E dai que Wigner pode alegar que o sucesso da
aplicacdo da matematica € um milagre, exaltando o papel da matematica nas teorias cientificas,
mesmo que essa ndo tenha nenhuma ligagcdo com a ciéncia. Wigner, ao olhar para a matematica
tedrica até entdo ndo aplicada, chamaria de um milagre caso a matematica pura tenha

aplicacdo®:

E dificil evitar a impress&o de que um milagre nos confronta aqui, quase comparavel
em sua impressionante natureza como o milagre de que a mente humana pode
construir varios argumentos juntos sem cair em contradicdo, ou os dois milagres da
existéncia de leis da natureza e da capacidade mente humana de dividi-los. (WIGNER,
1960, p. 5, traducéo nossa)*®*

Wigner nao defende o holismo. Seu espanto mostra, ao contrario, que a matematica esta
realmente apartada da fisica. Isso esta de acordo com o pensamento de que as teorias
matematicas podem ser criadas sem nenhuma motivacao fisica, pois ha casos em que a teoria
matematica se desenvolve livremente anteriormente a qualquer aplicacdo e caso venha a ser

aplicada € ai que mora o mistério. Uma direcdo para sair dessa situacdo miraculosa ocorre se

9 Texto em inglés: Mathematics is our most global theory as it is presupposed by physics, which in turn is
presupposed by chemistry, etc. We not only use mathematical truths in physical derivations, we also use
mathematical standards to criticize physical arguments and theories (for example, we complain about the
mathematical respectability of quantum field theory). Along with this rough division of the sciences a division of
labor has evolved: mathematicians normally do not meddle in physics nor physicists in mathematics, and biologists
and chemists are normally not competent to suggest changes in mathematics or physics even when they might
want to see them changed. (RESNIK, 1997, p. 125)

100 Esse tipo de alegagdo ndo é novo. Desde a antiguidade, grandes matematicos, fisicos e fildsofos tém envolvido
a matematica em elementos culturais fora da matematica. Pitdgoras considerava 0s nimeros e a matematica como
0 principio de todas as coisas. Galileu afirmava que a matematica é a linguagem da natureza. Cantor e Bolzano,
ao introduzirem teorias sobre o infinito atual apelam para argumentos teoldgicos. Essas motivages ou espantos
tedricos ndo tém nenhuma ligacéao entre as teorias matematicas ou cientificas criadas. A grande diferenca aqui é o
apelo ao espanto na aplicagdo da matematica.

101 Texto traduzido: It is difficult to avoid the impression that a miracle confronts us here, quite comparable in its
striking nature to the miracle that the human mind can string a thousand arguments together without getting itself
into contradictions, or to the two miracles of the existence of laws of nature and of the human mind’s capacity to
divine them. (WIGNER, 1960, p. 5)
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entendesse a aplicacdo da matematica como a aplicagdo de uma estrutura, salvaguardando as
possiveis modificacBes a serem feitas nessa estrutura para a aplicagéo.

A pratica matematica de demonstrar teoremas leva a resultados que sao indispensaveis
na ciéncia. Mantém-se assim a constatacao do sucesso da matematica nas teorias cientificas,
mas a sua aplicagdo estrutural na construcao de teorias cientificas ndo implica no holismo. O
argumento de indispensabilidade da matemadtica ¢ uma consequéncia do holismo. As teorias
matematicas sdo vistas como um apéndice da ci€ncia aplicada nesse caso € ndo ¢ a matematica
uma teoria que garante a justificagdao de sua propria ontologia e sim as melhores teorias sobre
o mundo, as que foram bem-sucedidas, que sdo as garantidoras da indispensabilidade da
existéncia de objetos matematicos abstratos.

Devido ao alto grau de especializacdo das teorias matematicas ou cientificas e a
proliferacdo de varios modelos para teorias cientificas do mesmo campo, é comum em
pensadores sobre a aplicacdo da matemética defenderem uma filosofia da matemaética
estruturalista. Essa concepgdo filosofica possibilita a existéncia de uma pluralidade de teorias
matematicas possiveis. Contrapondo a isso, filésofos preocupados com a matematica tedrica
argumentam a favor de um realismo, quando defendem um platonismo mais (ou menos) forte.

O estruturalismo consegue conciliar o realismo em seu interior e Maddy aceita essa
interpretacdo como uma das faces de seu naturalismo metodolégico. Aqui, o desafio é propor
uma filosofia da matematica que dé conta da proliferacdo de estruturas que ndo se preocupa
necessariamente com o realismo na matematica. Wigner por exemplo diz que a matematica é
um conjunto de raciocinios: “[...] a ciéncia das operacdes habeis com conceitos e regras de
inferéncia inventadas somente para essa proposta.” (WIGNER, 1960, p. 2, tradugio nossa)%2,
Hamming (1980), num artigo que segue a mesma linha de Wigner, pensa a mesma coisa sobre

a matematica, enxergando-a como uma ferramenta de raciocinio:

Nossa principal ferramenta para levar adiante as cadeias de raciocinio requeridas pela
ciéncia € a matematica. De fato, a matematica deve ser definida como sendo a
ferramenta mental para essa proposta. (HAMMING, 1980, p. 81, traducéo nossa)*%®

E também Feynmann sustenta que a matematica é uma generalizacdo de raciocinios,

uma espécie de linguagem logica vazia de contetdo:

102 Texto traduzido: [...] the science of skillful operations with concepts and rules invented just for this purpose.
(WIGNER, 1960, p. 2)

103 Texto traduzido: Our main tool for carrying out the long chains of tight reasoning required by science is
mathematics. Indeed, mathematics might be defined as being the mental tool designed for this purpose.
(HAMMING, 1980, p. 81)
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A matematica ¢ uma linguagem mais raciocinio; ¢ como uma linguagem mais a logica.
Matematica ¢ uma ferramenta para o raciocinio. E de fato uma grande colegdo dos
resultados do pensamento de uma pessoa cuidadosa. (FEYNMAN, 1985, p. 40,
tradugiio nossa)'%

Esse comportamento sobre a ontologia ¢ compreensivel quando um cientista esta focado
na aplica¢ao matematica, pois a nogao metodologica de simplifica¢ao de raciocinio ¢ feita com
a ajuda da matematica vista como uma axiomatica abstrata valida para qualquer dominio de
objetos.

A posicao filosofica sobre a aplicagdo da matematica que se baseia esses pensadores
tem suas origens em Carnap que, como visto no primeiro capitulo, entende a matematica como
analitica por ndo ter os seus significados concedidos pela experiéncia e sim pela propria
linguagem. Nessa concepgdo, a matematica ndo possui significado empirico nenhum, ¢ vazia
de contetido empirico, mas ndo perde a sua utilidade como uma otimizadora do raciocinio. O
estruturalismo de certo modo carrega essa nogdo ao propor que o que se estuda nas teorias
matematicas sdo as relacdes estruturais sem se importar com os objetos que se encaixam nessas
relagdes. A pratica de aplicagao da matematica ¢ exatamente isso, pois a criacdo de um modelo
cientifico somente se interessa pelas relagdes matematicas e ndo pelos objetos matematicos.

Essa concepcao da matematica ¢ explorada por Pincock (2004), Krause e Arenhart
(2017) e por Bueno e Colyvan (2011). Na concepgao de aplicagdo estrutural de Pincock (2004)
e Krause e Arenhart (2017), o processo de criacdo de um modelo matematico € concebido como
um mapeamento das estruturas fisicas em estruturas matematicas com a criacdo de um
1somorfismo entre estruturas. Um modelo cientifico € uma estrutura. Um modelo matematico €
outra estrutura e, quando ambas sdo equivalentes, ocorre o isomorfismo entre as estruturas. A
matematica capta as relagdes entre os objetos das estruturas fisicas para entdo realizar célculos
que serdo interpretados na teoria cientifica tratada. Dentro dessa concepgao estrutural € possivel
manter uma suspensdo do juizo sobre o realismo na matematica e por isso aceita a crenga
comum entre os cientistas de que a matematica se comporta como uma estrutura vazia pronta
para receber o contetido dos objetos tratados pela ciéncia. Aqui, o interesse da matematica, seus
objetos e métodos, continuam distintos do restante das demais ciéncias.

A matematica aplicada ¢ mesmo uma estrutura vazia que serd preenchida com

informagdes empiricas. Quando aplicada as demais ciéncias, a matematica pode ser vista como

104 Texto traduzido: Mathematics is a language plus reasoning; it is like a language plus logic. Mathematics is a
tool for reasoning. It is in fact a big collection of the results of some person's careful thought and reasoning.
(FEYNMAN, 1985, p. 40)
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uma ferramenta de representacao da fisica, ao passo que o matematico pode manter uma posi¢ao
realista na matematica independente do que pensa o fisico ou qualquer outro cientista sobre a
sua aplicacdo. Essa concepcao realista sobre a matematica nao influencia na concepgao
estruturalista de aplicacdo da mesma nem na concepg¢ao estruturalista em geral, pois o que muda
sd0 os objetos tratados em cada situagdo. Nas ci€ncias, um tipo de objeto, na matematica tedrica,
outro tipo de objeto, mas permanecendo a estrutura da teoria matematica.

O argumento de indispensabilidade da matematica diz que se deve aceitar a existéncia
de objetos matematicos, impondo um tipo de platonismo a partir da ciéncia aplicada. Na
aplicacdo estrutural isso ndo acontece necessariamente. No estruturalismo, como o de Resnik
(1997), a concepgdo ontoldgica da matematica é diferente nesse sentido, pois ha um lugar de
um possivel objeto que pode ser substituido por qualquer objeto que se encaixe nos padrdes ou
relacBes entre os objetos. A matematica para ele é a ciéncia dos padrdes das relacbes entre 0s
objetos. Por exemplo, a teoria de conjuntos possui um objeto especifico que sdo 0s conjuntos
que estdo numa hierarquia de relagdo de pertenca, enquanto visto sob o angulo da axiomatica
concreta.

Do ponto de vista da axiomatica abstrata, qualquer objeto que se comporte como um
conjunto e obedeca aos padr@es da hierarquia cumulativa pode ser substituido no lugar de um
conjunto, preservando as relacfes entre 0s objetos, ou seja, quando certos objetos substituem

outros, tem-se a manutencdo de um isomorfismo entre as teorias:

Tome 0s conjuntos, 0s objetos composicionais paradigmaticos da matematica. A
matematica da teoria de conjuntos se aplica a qualquer hierarquia iterativa se é gerada
por uma relagdo composicional ou ndo. Essa é a razdo pela qual, do ponto de vista da
teoria de conjuntos, conjuntos sdo simplesmente posices nas hierarquias iterativas.
Eles aparecem para nds tendo uma estrutura interna somente porque usamos a
linguagem composicional e analogias ao elucidar suas relagdes. Mas, embora essa
heuristica possa ser essencial para nosso pensamento sobre a hierarquia, e talvez para
compreender 0s axiomas e demonstraces, isso ndo se reflete no conteido da teoria
de conjuntos em si. Por outro lado, pode-se distinguir hierarquias iterativas
composicionais — aquelas com uma relagio ‘real’ de pertenga — daquelas que ndo tém
uma “real” relacdo de pertenca. (RESNIK, 1997, p. 213, tradugdo nossa)*®

105 Texto traduzido: Take sets, the paradigmatic compositional mathematical objects. The mathematics of set
theory applies to any iterative hierarchy whether it is generated by a compositional relation or not. That is why,
from the point of view of set theory, sets are simply positions in iterative hierarchies. They appear to us to have an
internal structure only because we use compositional language and analogies in elucidating their relationships. But
while this heuristic may be essential for our thinking about the hierarchy, and perhaps even in grasping axioms
and proofs, it is not reflected in the content of set theory itself. For otherwise it could distinguish compositional
iterative hierarchies — those with a ‘real” membership relation — from those that have no "real” membership
relation. (RESNIK, 1997 p. 213)
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Ao considerar o ponto de vista do isomorfismo entre estruturas, o problema ontoldgico
do realismo nédo desaparece, mas se torna periférico em relagéo a discussdo da aplicagdo de uma
estrutura, que ¢ a repeticdo de um padrdo matematico num modelo cientifico. Pouco importa
qual objeto realmente se encaixa numa posic¢ao de objeto, mas o que importa € que as relacdes
estruturais sejam respeitadas e Uteis para a ciéncia. Assim, o problema da existéncia de objetos
matematicos se situa fora do problema da aplicacdo da matemaética. A respeito disso, diz
Pincock: “Se as relagdes sdo genuinamente externas, entdo a conexdo entre matematica e o
mundo fisico ndo afetard a necessidade da verdade matematica.” (PINCOCK, 2004, p. 145,
traducdo nossa)%. Pouco importa se as teorias matematicas afirmam ou negam a existéncia de
objetos matematicos, a verdade sobre a existéncia desses objetos esta aléem da préatica de criacdo
de estruturas, sendo restrita, e, portanto, sustentada num conjunto restrito de situacdes.

O cientista pode restringir o que ele considera como objeto somente 0s objetos
cientificos, o0 matematico pode considerar, para efeitos da pratica, que nimeros e conjuntos
existem, como esta descrito nos axiomas, mas, fora da matematica, essa constatacdo ndo faz
nenhum sentido, restando a estrutura como um conjunto de raciocinios pronto para ser utilizado.
O que interessa sdo os lugares dos objetos nas estruturas que podem ser preenchidos com
objetos fisicos. Objetos fisicos e objetos matematicos possuem realidades independentes entre
si.

O isomorfismo ndo estabelece nenhuma influéncia entre objetos fisicos e objetos
matematicos e como 0s objetos e estruturas matematicas possuem existéncias independentes
disso, as relacBes sdo meramente externas as relacGes da matematica pura. A aplicacdo é
possivel somente porque existe um mapeamento entre as estruturas fisicas e matematicas. O
mapeamento adequado a ser realizado das estruturas fisicas nas estruturas matematicas é aquele
que tende a conservar as estruturas fisicas de modo que a aplicacdo da matematica seja Util na
deducdo de explicacdes testaveis na fisica e ndo refutadas. A partir dessa perspectiva, o
argumento de indispensabilidade de objetos matematicos ndo se sustenta pela aplicacdo da

matematica.

106 Texto traduzido: If the relations are genuinely external, then the connection between mathematics and the
physical world will not affect the necessity of mathematical truth. (PINCOCK, 2004, p. 145)
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3.3.1 Isomorfismo e a aplicacdo da matematica

Isomorfismo entre estruturas funciona bem entre estruturas de teorias matematicas. As
estruturas sao imersas em estruturas com cardinalidade maior e terminam gerando uma teoria
tdo geral que engloba numa Unica estrutura uma quantidade muito grande de teorias. Ja o
mapeamento de estruturas cientificas em uma estrutura de uma teoria matematica ndo é téo
perfeito. Numa teoria cientifica sempre ha um conjunto de formulas que sdo o modelo ou
axiomatica concreta da teoria (axiomatica concreta). Para a derivacdo das consequéncias dessa
teoria, 0s raciocinios mateméticos sdo concatenados (axiomatica formal e abstrata). O
isomorfismo pode falhar quando se considera a axiomatizacdo de teorias que ndo s&o
matematicas, exigindo uma série de adaptacdes, generalizacGes e bricolagens para a traducéo
de proposicOes da fisica numa proposicao matematica.

O isomorfismo funciona muito bem em exemplos bem simples: a soma das magés numa
mesa é um deles, basta mapear a situacdo na aritmética que o isomorfismo do resultado €
garantido. Em modelos cientificos mais complexos essa situacdo ndo ocorre, conforme visto
acima nas transformadas de Lorentz. Modelos matematicos de teorias cientificas sdo
assintoticos, eles ndo descrevem completamente uma situagdo empirica, sempre sao a caricatura
de uma situacdo real. Essa concepcédo de aplicacdo estrutural tem caracteristicas pragmaticas
para que as leis fisicas criadas nessa aplicacdo ndo percam informacgdes essenciais para a
explicacdo de fenbmenos: as leis ndo podem ser nem gerais demais como a matematica e nem
informativas demais de modo a dificultar os calculos. Para que as teorias ndo sejam gerais
demais, elas precisam se ater somente numa parte da estrutura das teorias matematicas, ndo a
toda a teoria.

Ndo s6 a matematica leva a um avanco das teorias pela interpretacdo da sua
complexidade como também ha uma necessidade de “simplificagdo” dos fendmenos para um
tratamento objetivo e acurado dos fendmenos. A ciéncia no seu nascimento com Galileu é um
exemplo disso. Ao matematizar os fendmenos, Galileu classifica as caracteristicas em primarias
e secundarias. Isso acontece com a intengdo de procurar uma regularidade nos fendmenos da
natureza, de modo a poder sustentar a mesma lei em qualquer lugar e poderem ser expressos
matematicamente. Leis universais e matematicas unificaram a mecanica e a astronomia, 0s
movimentos terrestres e 0s celestes. As propriedades primarias de um corpo séo forma, figura,
namero, movimento e contato. Essas propriedades sdo o que garante a descricdo matematica
com o uso da geometria e quantidades matematicas. Qualidades secundarias nao sao essenciais

para o entendimento dos fenémenos, como cor, odor, sabor e som. Essas caracteristicas sao
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subjetivas e ndo se encaixam na descricdo matematica do mundo. S&o elementos que resistem
ao tratamento matematico (MARICONDA, 2006). Além dessas caracteristicas primarias, 0
cientista deve lidar com qual teoria matematica quer utilizar e o nivel de complexidade da teoria
matematica pode influenciar no entendimento do fenémeno.

Na maioria das vezes em que se recorre & matematica, ndo ocorre um isomorfismo
completo preservando a cardinalidade das estruturas de ambos os lados. Isso acontece porque
teorias matematicas tendem ter uma estrutura de cardinalidade maior que as usadas dentro das
teorias cientificas ou porque a complexidade das situacbes ndo pode ser mapeada
completamente sem que se perca a objetividade da teoria.

N&o é simplesmente um mapeamento de uma estrutura dentro da outra estrutura o que
se faz na aplicacdo da matematica. Existem inUmeras maneiras de mapear uma teoria cientifica
numa estrutura matematica (BUENO; COLYVAN, 2011, p. 345). A natureza ndo se comporta
totalmente como a matematica. Se uma teoria fisica € mapeada completamente dentro das
estruturas matematicas, corre-se o0 risco de acontecer uma extrema idealizacdo no modelo
matematico da teoria, tornando os célculos matematicos possiveis, mas com uma distancia
enorme entre o0 real e o calculado. Por outro lado, um modelo complexo que represente
fielmente uma situacdo empirica torna os calculos muito mais complexos, impedindo a
inferéncia de qualquer dado empirico relevante. Um modelo cientifico matematico é
considerado uma caricatura que simplifica a realidade de um lado e adapta a riqueza das
estruturas matematicas do outro.

Para resumir essas pressdes tedricas que surgem dentro do desenvolvimento de uma
teoria cientifica com o uso da matemaética, tem-se as duas seguintes situacdes (Bueno; Colyvan,
2011):

Uma situacdo que ocorre é a que a fisica exige a criacdo de uma teoria matematica, um
novo campo de estudo para a matematica que vem de problemas da ciéncia. Essa teoria passa a
ser mais uma das possiveis de serem encontradas na vasta gama de estruturas matematicas e
entdo passa a ser desenvolvida até o ponto de se tornar uma teoria axiomatica abstrata.

Outra situacdo é a que as teorias abstratas, quando interpretadas, levam a novas
descobertas cientificas. Wigner usou de uma teoria matematica ainda ndo aplicada em sua época
para resolver problemas da teoria de grupos. Nesse caso, um problema cientifico é levado a se
adaptar a uma teoria matematica, uma axiomatica abstrata, ainda ndo utilizada em nenhuma
teoria cientifica anteriormente.

Em ambos os casos acima, a matematica é vista como um depdsito de estruturas pronto

para ser usado nas aplicacdes das ciéncias empiricas que, circunstancialmente, leva ao avanco
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da ciéncia: “Acima de tudo, em varios casos, ¢ patentemente claro que ha mais estrutura ou no
mundo ou na matematica” (BUENO; COLYVAN, 2011, p. 348, tradugdo nossa)'®’,

De um ponto de vista estruturalista, essas duas situacdes podem ser vistas da seguinte
maneira:

Quando nédo ocorre um isomorfismo entre as teorias matematicas e as teorias fisicas,
uma estrutura é mais rica que a outra ao representar ou uma situa¢do no mundo ou uma relagéo
matematica. Ou 0 mundo possui mais estruturas ou a matematica possui mais estruturas.
Quando o mundo possui mais estruturas que a que esta sendo usada para representar a teoria
através da matematica, adaptacOes tedricas com o intuito de simplificar as teorias podem ser
feitas ou adaptacBes na matematica usada podem ser feitas, como a troca para uma geometria
ndo-euclidiana na teoria da relatividade geral.

Quando a matematica possui mais estrutura que a teoria sobre o mundo, significa que a
teoria foi desenvolvida como matematica tedrica antes da aplicacdo em alguma teoria fisica. A
teoria fica disponivel como possivel estrutura a ser utilizada e é aqui que entra o papel da
matematica nas descobertas da fisica (BUENO; COLYVAN, 2011).

O uso de matematica tedrica nunca antes usada pela ciéncia pode levar a algum avanco
através de novas descobertas. O exemplo dessa situacdo € a dilatagdo do tempo de Lorentz,
dado por Bueno e Colyvan, descoberto na era antes da teoria da relatividade especial. No inicio
do século XX, a dilatacdo do tempo para Lorentz era um mero artefato matematico, sem
nenhuma importancia para a fisica. Lorentz possuia algumas intuicGes pré-relativisticas sobre
0 tempo, mas nesse periodo ndo chegou a tecer consideracGes sobre isso. A surpresa é que a
matematica aqui nao era um mero facilitador de célculos, mas as expressdes passaram a ganhar

sentido fisico nas aplicaces com a dilatacdo do tempo.

Frequentemente, a matematica empregada ou captura mais estrutura fisica que o que
era esperado, ou solugdes que, de consideragbes somente da fisica, parecem ndo ser
fisicamente significantes ainda passam a ser fisicamente significantes. Como Heinrich
Hertz uma vez sugeriu, a matematica parece mais sabia do que nés somos. (BUENO;
COLYVAN, 2011, p. 349, tradugdo nossa)*®

Por isso que a consideracdo da aplicacdo ndo pode ser vista como um isomorfismo

estrutural completo. H4 adaptacdes que dependem do contexto em que a matematica ¢ aplicada.

107 Texto traduzido: After all, in most cases it is patently clear that there is more structure in either the world or
the mathematics. (BUENO; COLYVAN, 2011, p. 348).

108 Texto traduzido: [V]ery often the mathematics employed either captures more physical structure than was
intended, or solutions that, from physical considerations alone, appear not to be physically significant yet turn out
to be physically significant. As Heinrich Hertz once suggested, mathematics, it seems, is wiser than we are.
(BUENO; COLYVAN, 2011, p. 349, colchete nosso).
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Essas adaptacOes é que tem a ver com as idealizacbes matematicas, as interpretacfes, etc. da
fisica. E nesse sentido que Bueno e Colyvan chamam a aplicagdo de inferencial (BUENO;
COLYVAN, 2011). Levar a novas descobertas na ciéncia € um importante papel da aplicacdo
da matematica, mas isso ndo indica em nenhum momento uma realidade pitagorica em que ha
a necessidade de confiar na existéncia de objetos matematicos. A propria préatica de aplicacéo
da matematica envolve um processo de idealiza¢do que deve buscar um equilibrio. A adaptacao
de calculos do lado que um fisico faz sobre as suas teorias deve estar em equilibrio com as
idealizagdes matematicas que sdo necessarias para a criacdo de um modelo matematico.

Um modelo matematico forca a simplifica¢do da realidade, enquanto um modelo fisico
tende a introduzir elementos que aumentam a complexidade do célculo, forgando a adaptacGes
do resultado matematico. Um modelo matematico, mesmo que seja uma idealizacdo grotesca
darealidade, funciona. Sempre algumas variaveis dos fen6menos sdo desconsideradas, nimeros

e medidas sdo arredondadas, generalizadas, etc.:

Ao mudar nossa atencéo para o lugar que a matematica pura ocupa, primeiro notamos
que ela ocorre em contextos muito frequentemente idealizados, onde fatores causais
foram isolados (p. ex. friccdo ignorada) ou simplificaces introduzidas (p. ex. a
superficie da terra tomada como um plano ou o oceano como infinitamente profundo).
Também encontramos matematizagdes completas, onde um objeto matematico puro
substitui um item fisico (p. ex. disténcia é substituida por um namero real, uma 6rbita
planetaria por uma elipse, ou uma particula por um ponto). De fato, simplificacfes e
matematiza¢fes sempre caminham juntas, por exemplo, quando representamos um
fluido como uma substéncia continua para aplicar a matematica da fluido dindmica.
Em todos esses casos, as posicBes matematicas aparecem em descricbes que ndo
parecem verdadeiras, da qual poderia ser inapropriado para esquematizar morais
ontolégicas de qualquer tipo. (MADDY, 2007, p. 316, tradugdo nossa)'®

A prépria matematica é aplicada de modo a simplificar os fenémenos e as medidas nesse
sentido. Isso ndo ocorre de modo misterioso, mas seletivo ou muitas vezes a partir de copias de
equacdes matematicas ja usadas em outros campos. Como diz Maddy (2007), equacfes usadas
em fluxo de calor podem ser as mesmas para fluxo de fluidos ou tenséo de membranas. Essa
situagdo € muito semelhante ao nosso exemplo de geometria projetiva, pois a estrutura

permanece a mesma mudando unicamente os objetos:

109 Texto traduzido: Turning our attention to the placement of pure mathematical posits, we first notice that they
occur most frequently in idealized contexts, where causal factors have been isolated (e.g., friction ignored) or
simplifications introduced (e.g., the earth’s surface taken to be perfectly flat or the ocean as infinitely deep). We
also find outright mathematizations, where a pure mathematical object stands in for a physical item (e.g., distance
is replaced by a real number, a planetary orbit by an ellipse, or a particle by a point). Indeed, simplification and
mathematization often go together, for example, when we regard a fluid as a continuous substance so as to apply
the mathematics of fluid dynamics. In all such cases, the mathematical posits appear in descriptions that we don’t
regard as true, from which it would be inappropriate to draw ontological morals of any kind. (MADDY, 2007 p.
316)
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Além disso, algumas vezes nds matematizamos sem qualquer noc¢éo clara do que o
fendmeno fisico é independentemente da matematizagdo: por exemplo, representamos
0 espago-tempo como uma quantidade continua e o campo eletromagnético como
valores dessa quantidade sem sermos capazes de descrever sem a matematica, e,
portanto, sem um sentido claro de ter ou ndo idealizacdo (por simplificacdo)
envolvida. (MADDY, 2007, p. 316, traducéo nossa)**®

Essa caracteristica da aplicacdo da matematica mostra que 0s cientistas promovem uma
simplificacdo dos fendmenos e medidas ou uma simplificagcdo nas teorias matematicas que eles
querem usar. Novamente, essas estruturas ndo englobam todas as possiveis estruturas da
matematica. A realidade da matematica € muito mais rica que aquilo que é selecionado para
estudos em ciéncia aplicada. Disso se conclui que ndo ha uma repercussao das teorias fisicas na
matematica: “(...) nossa descri¢ao cientifica do mundo fisico ndo nos diz nada sobre ontologia
abstrata.” (MADDY, 2007, p. 317, traducdo nossa)!'l. A aplicacdo da matematica ndo é um
milagre e ndo héa outra explicacdo que ndo seja mera coincidéncia de estruturas e quando essa
semelhanca nédo é alcancgada, o cientista manipula e adapta de acordo com a sua necessidade.
Esse aspecto é puramente circunstancial, pois cada adaptacdo matemética ou empirica €
motivada pelas limitacOes presentes no contexto da aplicacdo e é nesse sentido que a aplicacdo
da matematica deve ser entendida. Mesmo que a matematica seja um instrumento usado com
sucesso nas teorias cientificas, ela ndo € a linguagem do mundo e ndo tem condi¢cdes nenhuma
de responder de modo exato o que realmente existe no mundo e nem as teorias do mundo podem

dizer o que existe ou 0 que ndo existe dentro da matematica.

3.4 ARREALISMO E REALISMO NA MATEMATICA

3.4.1 Arrealismo

Maddy possui duas ontologias distintas sobre a matematica que sdo o arrealismo e o
realismo fraco, que ndo sdo antagdnicas, mas que se encaixam em contextos distintos. O
arrealismo na matematica convém aos que possuem uma Vvisdo da matematica como vazia de
contetido pronta para ser preenchida por algum conteudo empirico. Essa visdo da matematica

se baseia numa concepgdo filoséfica que impede o holismo, pois uma vez que a matematica

110 Texto traduzido: Furthermore, we sometimes mathematize without any clear sense of what the physical
phenomenon is like independently of the mathematization: for example, we represent space-time as a continuous
manifold and the electromagnetic field as taking values over this manifold without being able to describe either
one without the mathematics, and hence, without a clear sense of whether or not there is any idealization (by
simplification) involved. (MADDY, 2007, p. 316)

11 Texto traduzido: (...) our scientific description of the physical world tell us nothing about abstract ontology.
(MADDY, 2007, p. 317)
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seja vista como vazia de conteudo, ndo ha, pelos que se interessam pela ciéncia, nenhum meio
de influenciar no conhecimento matematico. O que foi visto na secdo anterior estd
completamente de acordo com o arrealismo, uma das posi¢cdes ontologicas defendida por
Maddy (2011). O arrealismo € a suspensdo do juizo sobre a existéncia ou ndo de objetos
matematicos abstratos. Ora, a aplicagdo da matematica ndo esta interessada em problemas
profundos da ontologia matematica, das teorias e seus procedimentos de formacao e discusséo
sobre os axiomas e quais axiomas devemos admitirt?,

E possivel manter duas posicdes ontoldgicas distintas porque a pratica matematica da
criacdo tedrica € muito diferente da matematica aplicada. Na primeira, o realismo fraco se
mantém. Na segunda, o arrealismo se encaixa melhor. Na criacdo de modelos matematicos para
as ciéncias empiricas ndo importa se existe algo fora da empiria ou ndo. Nota-se que 0
arrealismo ndo significa antirrealismo, que € a negacdo da existéncia de objetos matematicos
abstratos. O arrealismo é a suspensao do juizo, ou seja, sem a afirmacdo e nem a negacgdo da
existéncia de objetos matematicos. Assim, quando um cientista aplicado afirma que a
matematica é um conjunto de estruturas, uma ajuda ao desenvolvimento de raciocinios, etc. €
possivel fazer essa interpretacdo tedrica. A aplicacdo da matematica é feita por modelagem para
a explicacdo de certos fendmenos, por outro lado, a pratica matematica pura esta criando novas
teorias, novas combinagdes para que entdo essas teorias fiqguem disponiveis para 0 uso nas
teorias cientificas, se algum cientista se interessar pela teoria matematica em questao.

Segundo Maddy, a matematica é um grande depdsito de estruturas, o cientista somente
escolhe a melhor estrutura para o que ele quer aplicar. A matematica ¢ indispensavel a ciéncia
no sentido de organizar melhor as deducGes e quantificacfes de objetos, mas isso ndo implica
que se deve aceitar o argumento de indispensabilidade para os objetos da matematica. O
arrealismo ndo afirma e nem nega que tais objetos tedricos existem. Muitas questdes sobre a
natureza de objetos fisicos ainda ndo possuem consenso, ora, Como entdo essa teoria fisica tem
condicBes de estabelecer o sucesso da matematica abstrata? Mais uma vez, a aplicacdo da

matematica ndo diz respeito a nada dos objetos matematicos abstratos.

Formamos um modelo abstrato simples; por que deveriamos acreditar em todas as
coisas extras que a matematica avancada nos diz sobre nosso modelo? Quero colocar
isso de modo diferente: 0 modelo abstrato tem todos aqueles aspectos para iniciar,

112 Uma justificacdo para essa posicdo seria a seguinte: Muita matematica que vem sendo desenvolvida é
matematica usada para resolver problemas da propria matematica. Ao utilizar-se da matematica para resolver
problemas cientificos, o cientista ndo esta interessado necessariamente em todos os problemas da matemética.
Basta utilizar as teorias que ele bem queira. Sendo assim, problemas teéricos para além dos que surgem na
aplicacdo da matemética ndo fazem sentido de serem propostos nessas circunstancias. Assim, é admitida a
suspensdo do juizo sobre a existéncia ou ndo de objetos matematicos abstratos por exemplo.
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como parte de seu pedigree matematico; a questdo é por que — dado um modelo cujos
aspectos simples guiam o mundo razoavelmente bem — por que deveriamos esperar
que seus aspectos matematicos esotéricos continuem a guiar o mundo razoavelmente
bem? Parece que precisamos saber ndo € o tanto que a matematica avancada é
verdadeira, mas que 0s aspectos mais esotéricos que ela revela continuardo a ser
efetivos ao modelar o mundo. (MADDY, 2011, p. 92, tradugdo nossa)**®

Novas descobertas fisicas podem ser extraidas a partir da matematica pura com certeza.
Isso mostra o sucesso da matematica na descoberta. A matematica é Gtil para as ciéncias mesmo
que ela persiga as suas préprias razdes, mas o desenvolvimento de teorias matematicas que ndo
tém “nada a ver” com qualquer outra coisa que nao seja cientifica ndo pode ser barrado porque
ndo possui aplicacdo. De qualquer modo, as verdades das ciéncias ndo sao suficientes para dizer
nada sobre objetos matematicos abstratos. Com isso em mente, pouco importa se eles existem
ou ndo, o arrealismo ndo esta interessado em fazer alguma afirmac&o sobre esses objetos. Ele

ndo quer julgar os objetos matematicos pois isso € irrelevante para a pratica matematica:

Ela [filésofa da matemaética arrealista] ndo faz as suas investigagdes com qualquer
prejulgamento contra objetos abstratos ou com qualquer preconceito sobre o que o
conhecimento deve ser ou como deveria parecer para eliminar o conhecimento de
conjuntos. Ela ndo argumenta que a teoria de conjuntos é problematica ou impossivel
por causa de um principio; ela simplesmente pesquisa a evidéncia em maos e conclui
que isso ndo confirma a existéncia de conjuntos ou a verdade de nossa teoria sobre
eles. (MADDY, 2011, p. 97-98, tradugdo nossa, colchete nosso)!*

O arrealismo ndo pode negar a existéncia de conjuntos em sua pratica, a0 mesmo tempo
gue ndo pode afirmar. Se o matematico fala que na sua teoria que conjuntos existem objetos,
entdo a fildsofa da matematica arrealista aceita essa fala sobre a existéncia. Nao ha como negar
que a teoria de conjuntos esta lidando com uma realidade objetiva: “Para ambas as posigdes, 0
desenvolvimento da teoria de conjuntos responde a uma realidade objetiva — e de fato a uma
mesma realidade objetiva.” (MADDY, 2011, p. 101, traduc&o nossa)!*®. O arrealismo ndo esta

interessado nessas questdes. No entanto, teorias matematicas lidam com objetos matematicos

113 Texto traduzido: [W]e form a simple abstract model; why should we believe all the extra things that advanced
mathematics tells us about our model? I’d put it somewhat differently: the abstract model has all those features to
start with, as part of its mathematical pedigree; the question is why—given a model whose simple features track
the world reasonably well—why should we expect its mathematically esoteric features to continue to track the
world reasonably well? It seems what we need to know isn’t so much that the advanced mathematics is true, but
that the more esoteric features it reveals will continue to be effective in modeling the world. (MADDY, 2011, p.
92, colchete nosso)

114 Texto traduzido: She doesn’t come to her investigations with any a priori prejudice against abstract objects or
with any preconceptions about what knowledge must be like that would seem to rule out knowledge of sets. She
doesn’t argue that set-theoretic knowledge is problematic or impossible on principle; she simply surveys the
evidence at hand and concludes that it doesn’t confirm the existence of sets or the truth of our theory of them.
(MADDY, 2011, p. 97)

115 Texto traduzido: For both positions, the development of set theory responds to an objective reality — and
indeed to the very same objective reality. (MADDY, 2011, p. 101)
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abstratos em sua ontologia. Essa proposta de entendimento da ontologia matematica tem de

estar de acordo com o realismo, ou seja, ndo pode negar o realismo.

3.4.2 Realismo fraco

Dentro da filosofia da matemaética, o realismo é a tese de que existem objetos
matematicos como nameros, conjuntos, funcdes, etc. Um teorema matematico ou um axioma
afirmam a existéncia de objetos matematicos, ou seja, € algo frequente e aceito na pratica
matematica. Assim é como falou-se de um mundo objetivo como conjuntos. Dentro dessa
concepcao de realismo existe a concepcao do realismo fraco.

A teoria de conjuntos é autbnoma, com a possibilidade de introducdo de objetos
matematicos abstratos a partir da sua pratica matematica e nada além da propria teoria pode
afirmar a existéncia desses conjuntos. Se a teoria de conjuntos afirma a existéncia de entidades
abstratas e grande parte da comunidade que desenvolve essa teoria as aceita, entdo esses objetos
existem. “(...) Os métodos da teoria de conjuntos sdo as vias confiaveis para os fatos sobre
conjuntos, que nenhuma garantia externa é necessaria ou possivel.” (MADDY, 2011, p. 63,
traducdo nossa)!®. Esse tipo de consideragio ontoldgica pode ser estendido a qualquer ramo da
matematica que lida com objetos matematicos abstratos. O realismo de Maddy assume também
o terceiro excluido: sentencas séo verdadeiras ou falsas. Diante disso, sentencas ndo decididas
como a hip6tese do continuo, como qualquer sentenca da teoria de conjuntos deve

necessariamente possuir um valor de verdade verdadeiro ou falso:

CH tem um determinado valor de verdade, a despeito da sua independéncia de ZFC.
Como sera nossa nova visao realistica no caso da CH? Sua analise ¢ mais simples:

‘CH ou n2o-CH’ ¢ um teorema, estabelecido pelos seus melhores métodos como um
fato. (MADDY, 2011, p. 63, tradugdo nossa)*'’

Isso aparece como um contraposto ao realismo robusto, pois o realismo robusto se
baseia ndo somente na teoria de conjuntos, mas também na metafisica sobre conjuntos para
além da matemaética e até mesmo isso pode ser dito em relacdo a indispensabilidade da
matematica de Quine/Putnam, pois esses pdem outras ciéncias como as responsaveis por se

manter uma ontologia sobre conjuntos. Ora, foi visto até aqui que é possivel manter uma

116 Texto traduzido: (...) the set-theoretic methods are the reliable avenue to the facts about sets, that no external
guarantee is necessary or possible. (MADDY, 2011, p. 63)

117 Texto traduzido: CH has a determinate truth value, despite its independence from ZFC. How will be our new
realist view the case of CH? Her analysis is simpler: ‘CH or not-CH’ is a theorem, established by her best methods
as a fact. (MADDY, 2011, p. 63)
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concepgdo de aplicagdo da matematica coerente com a pratica feita pelos cientistas que nao
afirma nem nega a existéncia de objetos matematicos abstratos como consequéncia de uma
concepcao de aplicacdo estrutural da matematica. O mesmo vai acontecer aqui: a pratica da
matematica tedrica pode ser interpretada de um ponto de vista realista, mas isso ndo confere a
nenhuma ciéncia a capacidade de julgar sobre a existéncia ou ndo de objetos matematicos
abstratos.

Responder a questdo do tamanho do continuo é um problema da prépria teoria de
conjuntos sem implicacbes na ciéncia em geral e a busca da solucdo de CH significa
desenvolver a teoria para responder a um problema da prépria teoria. Uma grande quantidade
de membros da comunidade matematica esta disposta a investigar questdes teoricas vindas
dessa teoria. A mesma situacdo vale para os cardinais inacessiveis ou qualquer axioma que
relate a existéncia de um grande cardinal. Esses casos envolvem consisténcia da teoria e

também a topografia do grande universo de objetos matematicos:

Essa topografia estd além das conexfes meramente I6gicas entre proposic¢des, e mais,
ela é inteiramente objetiva; assim como ndo depende de nés quais as partes da
matematica pura que servem melhor as necessidades da ciéncia natural, [...] também
ndo depende de nds que o apelo a conjuntos e ordinais transfinitos nos permitam
capturar fatos sobre a unicidade de representagdes trigonométricas, que o Axioma da
Escolha tome uma impressionante variedade de diferentes formas e tenha um
importante papel em muitas diferentes &reas, que grandes cardinais se organizem
numa hierarquia que sirva como uma medida efetiva de forga consistente, que a
determinéncia seja a raiz da propriedade da regularidade para conjuntos projetivos e
inter-relacione com grandes cardinais, e assim por diante. (MADDY, 2011, p. 80-81,
traducdo nossa)*'8

O realismo fraco afirma que conjuntos existem e a teoria de conjuntos € um corpo de
verdades. O arrealismo ndo afirma nem um nem outro. Por outro lado, ambos possuem
semelhancas metodolégicas. A existéncia de conjuntos é sempre pressuposta durante o
desenvolvimento da teoria ou posta em discussdo perante a consisténcia da teoria. Conjuntos
sdo uma peca importante no afazer matematico, mas néo é aplicada em sua totalidade, situacédo

que usa somente parte das estruturas.

118 Texto traduzido: This topography stands over and above the merely logical connections between statements,
and furthermore, it is entirely objective: just as it’s not up to us which bits of pure mathematics best serve the needs
of natural science, just as it’s not up to us that it would be counter-productive to insist that all ‘groups’ be
commutative, it’s also not up to us that appealing to sets and transfinite ordinals allows us to capture facts about
the uniqueness of trigonometric representations, that the Axiom of Choice takes an amazing range of different
forms and plays a fundamental role in many different areas, that large cardinals arrange themselves into a hierarchy
that serves as an effective measure of consistency strength, that determinacy is the root regularity property for
projective sets and interrelates with large cardinals, and so on. (MADDY, 2011, p. 80-81)



126

O arrealismo e o realismo fraco estdo de acordo com a pratica matematica em duas
frentes, pois ambos aceitam a pratica matematica como est4 dada na aplicacdo nas ciéncias e
nas questdes de fundamento. A diferenca é que o realismo fraco acredita na existéncia desses
conjuntos e na sua verdade. “A arrealista, como o realista fraco, formulara o axioma numa
forma existencial e o chamara de ‘verdadeiro’ no sentido de ser sustentado em V.” (MADDY,
2011, p. 101, tradugdo nossa)'’®. Se a matematica pura lida com objetos abstratos, deve-se

aceitar esses objetos assim como qualquer outra ciéncia que lida com objetos concretos.

A Arrealista ndo rejeita a matematica ou recomenda que matematicos mudem seus
caminhos; como temos visto, a Arrealista é indistinguivel do Realista Fraco no que se
refere & pratica matematica. Ainda, como temos visto, a Arrealista ndo estd negando
a verdade da matemética em bases filoséficas gerais (...). Elando esta ‘intrigada’ com
a existéncia matematica; ela toma a posi¢do do Realista Fraco para ser coerente, e em
alguns aspectos atrativa. Ela somente ndo vé& que a evidéncia sustenta isso. [...] A
Arrealista ndo discorda com o que os matematicos dizem qua matematicos, mas
quando eles se ramificam para quest@es de verdade e existéncia externas a prépria
matematica — 0 que é a natureza da atividade matematica humana? Qual é o objeto de
estudo e como fazemos para conhecé-lo? E assim por diante — entdo ela se reserva ao
direito de discordar. (MADDY, 2011, p. 99-100, tradug&o nossa)*?°

Para o realismo fraco ou para o arrealismo, ndo importa 0s aspectos cientificos ou
psicoldgicos ou religiosos para a aceitacdo de objetos matematicos. O arrealismo ndo nega a
existéncia de tais objetos. O realismo fraco também ndo. O arrealismo ndo se importa, no caso
da aplicacdo da matematica, com a existéncia de objetos matematicos abstratos se na
circunstancia de aplicacdo isso ndo for algo importante. O realismo pode aceitar esses objetos
mas dard uma consideracao mais elaborada dessa aceitacdo. Ambas as consideragcdes mostram
lados diferentes da pratica matematica. Um para o lado da aplicacdo da matematica e outro para
o lado da matematica tedrica. Isso mostra que durante a aplicacdo da matematica nao sao 0s
objetos matematicos que sdo importantes, portanto, o argumento de que 0s objetos matematicos
abstratos sdo indispensaveis para a aplicacdo da matematica, um dos componentes do holismo,

perde a sua forca. A matematica é realmente indispensavel a ciéncia, mas somente as estruturas

119 Texto traduzido: “[T]he Arrealist like the Thin Realist will formulate the axiom in existential form and call it
‘true’ in the sense of holding in V.” (MADDY, 2011, p. 101, colchete nosso)

120 Texto traduzido: The Arealist doesn’t reject mathematics or recommend that mathematicians change their ways;
as we’ve seen, the Arealist is indistinguishable from the Thin Realist as far as the practice of mathematics is
concerned. Furthermore, as we’ve also seen, the Arealist isn’t denying the truth of mathematics on general
philosophical grounds (...). She isn’t ‘puzzled’ by mathematical existence; she takes the Thin Realist’s position to
be coherent, even in some ways attractive. She just doesn’t see that the evidence supports it. (...) The Arealist
doesn’t disagree with what mathematicians say qua mathematicians, but when they branch out into questions of
truth and existence external to mathematics proper—what is the nature of human mathematical activity? what is
its subject matter and how do we come to know about it? and so on—then she reserves her right to differ.
(MADDY, 2011, p. 99-100, colchete nosso)
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de raciocinio matemético é que sdo realmente importantes, o que possibilita a aplicacéo
estrutural da matematica. QuestBes sobre quais objetos matematicos abstratos existem sdo

questdes de fundamentos da matematica, que serdo vistos na proxima secao.

3.5 HOLISMO E TEORIA DE CONJUNTOS

3.5.1 Justificacdo dos axiomas da teoria de conjuntos

Na teoria de conjuntos, a medida que os axiomas sdo introduzidos, a teoria cresce em
poder demonstrativo. Esses axiomas, quando introduzidos, sdo defendidos ou justificados. A
defesa desses axiomas pode ser classificada em intrinseca, quando os principios de uma teoria
sdo justificados em termos de evidéncia, obviedade, parte do significado de "conjunto”,
conceito de conjunto ou hierarquia cumulativa, € um tipo de justificacdo intrinseca dos axiomas,

algo introduzido por Zermelo (1930) ou até Gddel, conforme descreve Maddy:

Seguindo a descrigdo de Gddel, conjuntos sdo entendidos como gerados numa série
de estagios (‘um conjunto ¢ algo alcangavel... pela aplicacdo iterada da operagdo
“conjunto de”’); a cada estagio tomamos todas as combinagdes possiveis de elementos
disponiveis, ‘ndo importa se podemos definir isso num numero finito de palavras (de
modo que conjuntos aleatérios ndo sejam excluidos) ou ndo’; esse processo ¢ iterado
indefinidamente ao transfinito (entdo, por exemplo, ‘a totalidade de conjuntos obtidos
por iteracdo finita é considerada em si um conjunto e a base para posteriores
aplicagdes da operagdo “conjunto de”’). Claro, a linguagem de ‘geragdo’ e ‘aplicagdo’
é vista como metaforica, meramente um modo colorido de descrever a estrutura do
universo da teoria de conjuntos, V. (MADDY, 2011, p. 124, traducdo nossa)?

Exemplo de defesa axiomas pela justificacdo intrinseca é dizer que o axioma da
infinidade é verdadeiro porque em algum momento num estagio V da teoria de conjuntos passa
a se formar conjuntos de cardinalidade infinita ou dizer que é natural e evidente para a teoria
de conjuntos existir um conjunto de tamanho infinito ou ainda dizer que o axioma da infinidade
clarifica o conceito de conjunto, pois € inerente ao conceito de conjunto possivelmente ser
infinito. O mesmo pode ser feito em relagdo ao axioma do par que mostramos em 2.6.1.11, ao

dizer que é evidente a teoria de conjuntos que ha conjuntos na forma {a, b} ou que os estagios

121 Texto traduzido: [Flollowing Gddel’s description, sets are understood as generated in a series of stages (‘a set
is something obtainable . . . by iterated application of the operation “set of ’); at each stage we take every possible
combination of the available elements, ‘no matter whether we can define it in a finite number of words (so that
random sets are not excluded)’; this process is iterated indefinitely into the transfinite (so, for example, ‘the totality
of sets obtained by finite iteration is considered to be itself a set and a basis for further applications of the operation
“set of””). Of course, the language of ‘generation’ and ‘application’ is regarded as metaphorical, merely a colorful
way of describing the structure of the set-theoretic universe, V. (MADDY, 2011, p. 124, colchete nosso)
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da hierarquia cumulativa produzem conjuntos dessa forma. Vejamos abaixo um exemplo de
justificacdo intrinseca usada para niveis transfinitos de conjuntos por Maddy para o axioma dos

cardinais inacessiveis:

Um pouco menos imediato, mas ainda um caso tipicamente intrinseco diz respeito aos
pequenos grandes cardinais. Por exemplo, um cardinal inacessivel ndo contavel « é
bem mais alto que seus predecessores em dois modos: vocé ndo pode subir até k em
passos menores que k passos (ao contrario de X, que pode ser alcangcado em somente
Ro passos: Xo, X1, X2, ... ); € Se um conjunto tem menos que k elementos, entdo deve
ter seu conjunto poténcia (ao contrario, Xi: Xo € menor que X; , Mas seu conjunto
poténcia tem ao menos &1 membros). Se «k é inacessivel, entdo V, é um modelo de
ZFC — é grande o bastante para satisfazer os axiomas do Conjunto Poténcia e
Substituicdo — mas nds sabemos a partir do teorema de incompletude de Godel que
nenhum sistema consistente desse tipo pode demonstrar sua prépria consisténcia,
entdo ZFC (se consistente) ndo pode demonstrar a existéncia de cardinais inacessiveis.
Mas a concepcéo iterativa presumivelmente envolve a ideia de que a sucessdo de
estagio apds estagio ndo deveria parar em algum ponto fixo, e afirmar a existéncia de
um inacessivel é um modo de dizer que ela continua indo além, mesmo que ela
exaurisse as operagdes de Conjunto Poténcia e Substituigdo. (MADDY, 2011, p. 125,
traducdo nossa)'??

O axioma dos inacessiveis esta de acordo com a hierarquia cumulativa. Ja no caso da
justificacdo extrinseca, o caso mais conhecido é a justificacdo do axioma da escolha, que €
baseado no sucesso do axioma em produzir resultados satisfatorios para a teoria de conjuntos e
a matematica em geral. Na teoria de conjuntos, o axioma é (til para a demonstracdo do teorema
da boa ordem e para a teoria dos cardinais transfinitos, por exemplo. O axioma tem se mostrado
util também para varios campos da matematica.

Maddy (2011) adotou essa divisao de justificacdes dos axiomas da teoria de conjuntos
até quando a divisdo foi abandonada, pois a sua reflexdo leva a considerar somente a justificacdo
extrinseca dos axiomas da teoria de conjuntos. Isso ocorre porque quando se fala de axioma,
ndo faz sentido sustentar que um axioma é verdadeiro por estar clara e distintamente evidente
de acordo com um conceito ou universo. Um axioma é algo que diz respeito a uma teoria
especifica, como teoria dos grupos, geometria Hilbertiana, espacos topoldgicos, etc. Ou seja,

0s axiomas estdo restritos as estruturas que os dizem respeito. A justificacdo desse tipo de

122 Texto traduzido: A slightly less immediate, but still typically intrinsic case concerns small large cardinals. For
example, an uncountable inaccessible cardinal « is one that towers over its predecessors in two ways: you can’t
climb up to « in fewer than « steps (unlike &, which can be reached in only xo steps: ®o, 81, X2, ... ); and if a set
has fewer than k elements, then so does its power set (unlike R1: Xo is less than X1 , but its power set has at least x;
members). If « is inaccessible, then V. is a model of ZFC— it’s big enough to satisfy the axioms of Power Set and
Replacement— but we know from G6del’s incompleteness theorem that no consistent system of this sort can prove
its own consistency, so ZFC (if consistent) can’t prove the existence of an inaccessible cardinal. But the iterative
conception presumably involves the idea that the succession of stage after stage shouldn’t stop at some fixed point,
and asserting the existence of an inaccessible is a way of saying it keeps going on and on, even after it exhausts
the operations of Power Set and Replacement. (MADDY, 2011, p. 125)
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axioma ndo tem nada a ver com evidéncia conceitual, mas sim quanto a que tipo de relagdo essa
estrutura estd tratando ou para aumentar o poder de demonstracdo de uma estrutura
enriquecendo as relacdes estruturais que pode ser traduzido mais facilmente na ideia de que um
axioma foi introduzido para demonstrar um teorema especifico.

A axiomatica concreta pode ser derivada ou espelhada em estruturas mais gerais,
axiomatica abstrata, como a teoria de conjuntos sendo uma estrutura mais geral capaz de
sustentar todas as estruturas descritas como concretas. A teoria de conjuntos, por sua vez, sendo
imensamente maior que aquelas, tem seus proprios problemas, o que faz com que novos
axiomas sejam aceitos na estrutura e justificados extrinsecamente. Isso ndo é esclarecer um
conceito geral, tornar evidente algo ou trabalhar sobre uma hierarquia cumulativa. E adicionar
axiomas para aprimorar o poder demonstrativo da teoria. Consideracdes ontoldgicas sobre 0s
conjuntos podem surgir no decorrer do desenvolvimento da teoria.

Isso significa que o conceito de conjunto esclarecido pelos axiomas desenvolveu-se a
partir das demandas de formalizacdo da teoria de conjuntos, com a exigéncia de novas
demonstracbes para a resolucdo de problemas em aberto e para responder a questdes
metamatematicas como a de consisténcia. A formalizacdo da teoria de conjuntos é de 1904 e
1908 e a introdugdo da nogdo de um universo de conjuntos é de a partir de 1930 com Zermelo,
com a hierarquia cumulativa. A justificacdo intrinseca traz para a teoria de conjuntos principios
basicos que possibilitam justificar seus axiomas, algo que pode ser recorrido a qualquer
momento para se justificar os axiomas da teoria. A hierarquia cumulativa introduz uma noc¢éo
de consisténcia e a possibilidade de mais axiomas pode surgir sem perder grande parte da
intuicdo do que seria um conjunto. Mas todos 0s axiomas que se encaixam nos principios da
hierarquia cumulativa podem ser justificados extrinsecamente. N&o € um consenso entre 0s que
se interessam pela justificacdo o fato de que exista somente uma justificacdo intrinseca. Sendo
assim, quando se quer justificar os axiomas da teoria de conjuntos com o apelo a um conceito
de conjunto ou um universo de conjuntos 0 que Se quer € mostrar que um conceito de conjunto
especifico € elaborado para dar conta de um problema matematico bem definido e, portanto,
extrinsecamente na classificacdo de Maddy.

Sempre uma justificacdo intrinseca pode ser convertida numa justificacdo extrinseca.
Mas essa situacdo nédo resolve alguns problemas da teoria de conjuntos, visto que é possivel
falar de varios tipos de universos de conjuntos a medida que os axiomas da estrutura vao sendo
modificados. Maddy propde avaliar caso a caso para que se escolha o axioma que define um

universo de conjuntos especifico segunda o seu sucesso demonstrativo.
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Suponha que alguém proponha um novo axioma da teoria de conjuntos que é
matematicamente frutifero nos modos que estavamos considerando, mas que nao se
origina de nosso conceito atual de conjunto, ou ainda parega entrar em conflito [com
esse conceito]. Seria razoavel rejeitar esse axioma em bases intrinsecas? Esse cenario
pode soar exagerado, mas a0 menos um pouco da reacdo negativa ao Axioma da
Escolha teve essa caracteristica: a medida que a concepgdo I6gica de um conjunto
como uma extensdo estava no ar, a existéncia de um conjunto escolha parecia
problematica; ndo ha propriedade especifica que seleciona todos e somente aqueles
seus membros. (MADDY, 2011, p. 136, traducéo nossa, colchete nosso)!?®

A pergunta acima feita por Maddy evidencia uma tensdo entre as justificacdes intrinseca
e extrinseca dos axiomas. Do ponto de vista intrinseco, o0 axioma da escolha traz um problema:
O axioma torna possivel derivar o “paradoxo” de Banach-Tarski e nesse sentido, introduz um
universo de conjuntos “paradoxal”. A consequéncia do axioma da escolha ndo desejada seria a
seguinte: ao tomar uma esfera que possa ser particionada em um ndmero finito de vezes, ao
reunir novamente essas partes, o resultado seria duas esferas idénticas. Ndo seria possivel
pensar num universo de conjuntos que possua uma caracteristica tdo problematica quanto essa.
Por outro lado, esse suposto paradoxo ndo introduz grandes problemas para a pratica
matematica, o que forca a aceitacdo do axioma entre 0s que sdo possiveis pela teoria de
conjuntos. O axioma produz mais bons frutos para toda a matematica em relagcdo aos problemas
que o axioma cria. A situacdo mostra que o axioma da escolha desafia a visdo ontoldgica sobre
0s conjuntos. Por isso, a justificacdo da sua introducdo € feita, pela classificacdo de Maddy,
extrinsecamente. Sendo possivel assumir extrinsecamente o axioma, isso deve forcar a
aceitacdo do axioma intrinsecamente que deve ser feita num momento posterior. A justificacdo
extrinseca tem mais valor que a propria justificacdo intrinseca. O verdadeiro valor da

justificacdo extrinseca:

Em ultima anélise, queremos teorias consistentes, para meios efetivos de organizar e
estender nosso pensamento matematico, para heuristicas Uteis para gerar novas
hipoteses produtivas, e assim por diante; consideragdes intrinsecas sdo valiosas, mas
somente a medida que elas se correlacionam com aqueles desfechos extrinsecos. 1sso
sugere que a importancia das consideragfes extrinsecas é meramente instrumental;
que a forca justificatdria fundamental é toda extrinseca. Isso lanca sérias dividas a
opinido comum que justificagdes intrinsecas sdo a grande aristocracia e justificacfes
extrinsecas os primos pobres. A verdade pode muito bem ser o contrario! (MADDY,
2011, p. 136, tradugdo nossa)*?*

123 Texto traduzido: Suppose someone proposes a new set-theoretic axiom that’s mathematically fruitful in the
sorts of ways we’ve been considering, but which doesn’t follow from, or perhaps even appears to conflict with,
our current concept of set. Would it be reasonable to reject the axiom on intrinsic grounds? This scenario may
sound far-fetched, but at least one thread in the initial negative reaction to the Axiom of Choice had this character:
insofar as the logical conception of a set as an extension was in the air, the existence of a choice set appeared
problematic; there’s no specifiable property that picks out all and only its members. (MADDY, 2011, p. 136)

124 Texto traduzido: Ultimately we aim for consistent theories, for effective ways of organizing and extending our
mathematical thinking, for useful heuristics for generating productive new hypotheses, and so on; intrinsic
considerations are valuable, but only insofar as they correlate with these extrinsic payoffs. This suggests that the
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A justificacdo dos axiomas da teoria de conjuntos dividida nessas duas modalidades tem
como consequéncia afastar questdes alheias & matematica no processo de justificacdo como é o
caso do platonismo na matematica que em Gddel chega a justificar a introducdo de novos
axiomas na teoria de conjuntos a partir da intuicdo matematica (MADDY, 2011, p. ix). Ndo ha
um constrangimento da experiéncia para regular todo o corpo do conhecimento, mas ha um
foco no que Maddy considera ser a pratica matematica contemporanea. Essa prética € voltada
para a resolucdo de problemas de cunho teorico da propria matematica mais que propriamente
a confeccdo de teorias Uteis para a aplicacdo nas ciéncias. Ha uma grande quantidade de
matematicos envolvidos na aplicacdo da matematica como na fisica teérica, em programas de
pesquisa de todo tipo, ciéncia da computacdo, etc. A filosofia da mateméatica de Maddy nédo
exclui essa comunidade. O programa de pesquisa criado em torno dos conjuntos funciona de
maneira diferente em relacdo aos matematicos envolvidos em matematica aplicada. Justificar
pela experiéncia ou evidéncia em outra teoria cientifica que ndo seja a matematica o
desenvolvimento da teoria de conjuntos ndo é um bom procedimento para Maddy e o proprio
desenvolvimento da teoria mostra isso. O contexto de surgimento da teoria de conjuntos, no
século XIX, é de uma énfase da matematica em questdes da prépria teoria e de fundamentos da
matematica, tornando a finalidade da teoria de conjuntos e seus métodos totalmente afastados

de qualquer questdo empirica e, portanto, do holismo.

3.5.2 Maximizar e unificar

Defender ou criticar métodos de demonstracdo na teoria de conjuntos na verdade é
analisar as varias alternativas de axiomas para a teoria existentes, pois alguns axiomas
introduzem a existéncia de objetos que outros negam em suas consequéncias. O mesmo pode
ser pensado em relacdo as questdes em aberto da teoria de conjuntos. Essas questdes podem ser
aceitas de imediato sem demonstracdo, podem forgar o desenvolvimento da teoria na busca de
uma demonstracdo dessa questdo ou podem ser abandonadas.

Maddy argumenta que ha regras a serem seguidas pela pratica matematica que

favorecem somente um tipo de teoria de conjuntos, aquela que é satisfeita pelos conjuntos que

importance of intrinsic considerations is merely instrumental, that the fundamental justificatory force is all
extrinsic. This casts serious doubt on the common opinion that intrinsic justifications are the grand aristocracy and
extrinsic justifications the poor cousins. The truth may well be the reverse! (MADDY, 2011, p. 136)
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estdo no universo V de conjuntos, e que pode ser a Unica teoria de conjuntos, preferencialmente,
a ser desenvolvida. Podem existir outras teorias de conjuntos que se satisfazem em universos
comparativamente menores que V ou diferentes de V, mas essas teorias ndo sao consideradas
por Maddy em suas avaliacdes. 1sso é explicado pelas regras de desenvolvimento da teoria
segundo Maddy, que s&o Unificar e Maximizar.

Manter uma teoria de conjuntos como fundamento da matematica exige que essa teoria
seja poderosa 0 bastante para demonstrar o0 maximo possivel de teoremas que podem ser
interpretados nas teorias matematicas, sendo essa umas das maximas da teoria de conjuntos:
Maximizar. Esse objetivo ¢ alcangado somente numa teoria com uma estrutura “maxima”, ou
seja, para qualquer teoria matematica concreta ou especifica, ha a possibilidade de embeber
essa teoria na estrutura da teoria de conjuntos. Essa teoria tem que decidir o maximo possivel
de sentencas relevantes. Essa maxima € um dos guias para a introducdo de axiomas na teoria
de conjuntos e escolha entre axiomas alternativos. Ou seja, a decisdo sobre os axiomas
alternativos da teoria de conjuntos também se baseia no poder de demonstracdo da introducéo
desse axioma. Se 0 axioma a ser introduzido tem como consequéncia a diminui¢do do dominio
de objetos a serem tratados pela teoria ou reduz o nimero de sentencas que a teoria decide, esse
axioma ndo deveria ser aceito.

Dentro da teoria de conjuntos, os defensores do holismo sustentam a valorizagéo de ZF
+V = L como uma teoria satisfatoria para a aplicacdo da matematica. A teoria que assume V =
L surgiu com Godel em 1938. Nas décadas posteriores, Dana Scoth descobriu que a existéncia
de cardinais mensuraveis implicaria a existéncia de pelo menos um conjunto ndo construtivo
no sentido estabelecido em V = L. Pela regra de “maximizar”, V = L, deve ser posto de lado
para logo em seguida assumir o axioma dos cardinais mensuraveis. Assim, segundo Maddy, o0s
que defendem V = L defendem uma teoria "fraca"”, apesar de V=L decidir a hipdtese do continuo

e 0 axioma da escolha.

Dada as interrelages entre varios novos candidatos a axiomas, um modo de
argumentar contra V = L poderia ser pela existéncia de cardinais mensuraveis (MC),
entdo derivar V # L. [...] De fato, como Godel (1947) mostra, houve consideravel
sentimento contra V = L mesmo antes desse resultado. (MADDY, 1997, p. 110,
traducdo nossa)'?®

125 Texto traduzido: Given the interrelations between the various new axiom candidates, one way to argue against
V = L would be to argue for the existence of measurable cardinals (MC), then derive V # L. (...) In fact, as Godel
(1947) shows, there was considerable sentiment against VV = L even before this result. (MADDY, 1997, p. 110)
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“Maximizar” ¢ o que possibilita a teoria de conjuntos “alargar” a cardinalidade da sua
estrutura, suas relacdes, para possibilitar o isomorfismo de teorias matemaéticas ainda néo
imersas dentro da teoria de conjuntos. Isso é claramente contra um pluralismo dentro da teoria
de conjuntos, que defenderia a existéncia de multiplas teorias de conjuntos, admitindo que
algumas delas ndo possuem a capacidade de ter um isomorfismo com todas as teorias
matematicas. A busca dos axiomas para essa teoria passa por uma avaliacdo de acordo com
essas maximas, pois essa caracteristica de abarcar todas as teorias numa unica é o que permite
a realizacdo na teoria de conjuntos dos fundamentos da matematica. Vejamos o que Maddy

afirma a respeito da regra de maximizar:

O desfecho dessas observac6es sobre a metodologia da teoria de conjuntos é simples.
Se a matematica é permitida expandir livremente desse modo, e se a teoria de
conjuntos tem o papel esperado nos fundamentos, entdo a teoria de conjuntos ndo
deveria impor qualquer limitacdo propria: a arena da teoria de conjuntos na qual a
matematica é modelada deveria ser tdo generosa quanto possivel; os axiomas da teoria
de conjuntos dos quais 0s teoremas matematicos sdo demonstrados deveriam ser tdo
poderosos e frutiferos quanto o possivel. Assim, o objetivo de fundar a matemaética
sem dificulta-la gera a recomendagdo metodolégica para MAXIMIZAR. E, dado que
a teoria de conjuntos esté ai para prover modelos para todos 0s objetos mateméticos e
instanciacBes para todas as estruturas mateméticas, um modo no qual deveria
MAXIMIZAR ¢ o alcance de tipos isomérficos disponiveis. (MADDY, 1997, p. 210,
traducdo nossa)*?

Ocorre uma tensao dentro do debate de aceitacdo dos axiomas da teoria e as regras de
“maximizar” e “unificar”. Por “maximizar” indicar a necessidade de ampliar as estruturas da
teoria de conjuntos, propor a teoria ZF + V = L pode gerar um conflito, visto que a adicao de
mais axiomas na teoria faz com que V ndo seja L. Deletar esse axioma faz com que se crie uma
teoria diferente, portanto ndo unificada a ZF + V=L. A solucdo segundo Maddy ¢é se ater em

“maximizar” e selecionar a partir desse principio teorias que possuem uma estrutura maior o

universo V = L e que guarde os mesmos beneficios de decisdo de ZF + V = L:

O ponto é que [a teoria de conjuntos] ZFC + V = L sera classificada como restritiva,
ndo porque as teorias que maximizam sobre isso sdo mostradas como ‘melhores’
numa comparagdo direta, mas porque elas provém alguns beneficios identificaveis
delas proprias enquanto preservam todos os beneficios de ZFC + V = L. O caso de
ZFC + MC ¢é um pouco mais fécil que o de ZFC + ‘0% existe’. Temos visto [...] que a

126 Texto traduzido: The pay-off of these observations for set theoretic methodology is simple. If mathematics is
to be allowed to expand freely in this way, and if set theory is to play the hoped-for foundational role, then set
theory should not impose any limitations of its own: the set theoretic arena in which mathematics is to be modelled
should be as generous as possible; the set theoretic axioms from which mathematical theorems are to be proved
should be as powerful and fruitful as possible. Thus, the goal of founding mathematics without encumbering it
generates the methodological admonition to MAXIMIZE. And, given that set theory is out to provide models for
all mathematical objects and instantiations for all mathematical structures, one way in which it should MAXIMIZE
is in the range of available isomorphism types. (MADDY, 1997, p. 210)
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existéncia de um cardinal mensuravel resolve um pouco das questfes abertas da teoria
de conjuntos descritiva; dado que providencia uma teoria completa de conjuntos de
reais em um dos objetivos originais da teoria de conjuntos, podemos ver que isso é
uma consequéncia bem-vinda. E também significante que a existéncia de um cardinal
mensuravel pode ser vista como uma generalizagdo da colocacéo original de Cantor
do infinito completo em CH; o sucesso vivido da hipotese de Cantor leva a promessa
de grandes cardinais, que a generaliza. Na mesma linha, o modo que a
mensurabilidade pode ser generalizada — com base na sua formulacdo elementar
imersa — para uma grande variedade de cardinais ainda maiores, incluindo Woodins e
supercompactos, é ainda mais evidente a sua frutificacdo. (Sem mencionar que isso
implica a existéncia de 0%1) (MADDY, 1997, p. 231, traducdo nossa, colchete
nosso0)*%’

Maximizar e unificar, portanto, forcam o desenvolvimento da teoria para muito além do
aplicavel. Se uma parte minima da teoria, Z, é o suficiente para dar conta de grande parte da
matematica praticada na ciéncia, todos os demais axiomas concatenados a teoria de conjuntos
ndo tém nenhuma relacdo direta com a ciéncia, rechagando assim o holismo discutido no
capitulo 2. O holismo ndo é suficiente para discutir a ontologia da teoria de conjuntos, 0 escopo
maximo da teoria e muito menos qual teoria de conjuntos deve ser assumida como a mais

favoravel para a ciéncia.

3.6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse capitulo, foi discutido como a matematica é aplicada na ciéncia de acordo com a
metodologia da aplicacdo estrutural. Essa aplicacdo ndo introduz nenhuma questao, a partir da
aplicacdo, sobre o escopo dos objetos matematicos abstratos, de quais axiomas devem ser
assumidos pelas teorias € nem o limite entre 0 que é uma ciéncia aplicavel ou ndo. Essas
questdes sdo deixadas em aberto. Por outro lado, 0 matematico realista que esta interessado
nessas discussdes ndo possui uma visdo limitativa do desenvolvimento da teoria de conjuntos,
introduzindo como regras maximas de uma préatica tedrica a unificacdo e a maximizacao dos
resultados, o que pode ser visto nas discussdes sobre aceitacdo dos axiomas da teoria de

conjuntos de Maddy. Como consequéncia disso, mais uma vez, essa pratica ndo esta ligada ao

127 Texto em inglés: The point is that ZFC + V = L will be classified as restrictive, not because the theories that
maximize over it are shown to be 'better' in a direct comparison, but because they provide some identifiable benefits
of their own while preserving all the benefits of ZFC + V = L. The case of ZFC + MC is a bit easier than that of
ZFC +'0* exists'. We've seen (in 1. 5) that the existence of a measurable cardinal settles a few of the open questions
of descriptive set theory; given that providing a complete theory of sets of reals in one of the original goals of set
theory, we can see that this is a welcome consequence. It is also significant that the existence of a measurable
cardinal can be viewed as a generalization of Cantor's original positing of the completed infinite at CH; the vivid
success of Cantor's hypothesis lends promise to large cardinal axioms, which generalize it. Along the same lines,
the way measurability can itself be generalized—on the basis of its elementary embedding formulation—to a rich
array of further large cardinals, including Woodins and supercompacts, is further evidence of its fruitfulness. (Not
to mention that it implies the existence of 07 1) (MADDY, 1997, p. 231)
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holismo confirmativo e as suas limitacGes. Ndo é a prética cientifica que vai delimitar a
ontologia e 0 sucesso da matematica baseada apenas no sucesso da matematica aplicada.
Nenhum objeto matematico abstrato é indispensavel a pratica cientifica. A ciéncia esta
interessada somente em padrdes de raciocinio, mas isso ndo significa que a matematica néo seja
indispensavel a ciéncia. As estruturas matematicas sdo indispensaveis a qualquer teoria

cientifica.
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4 CONCLUSAO

Durante a historia do pensamento, a matematica tem sido vista apartada das demais
ciéncias empiricas. No periodo moderno, conforme mostrado em Kant, a matematica foi vista
como composta de juizos sintéticos a priori, em contraposi¢ao aos juizos analiticos a priori.
Pela classificacdo proposta por Kant, um juizo analitico € uma proposi¢do em que o predicado
ndo acrescenta nenhuma informacao nova ao sujeito e é um juizo que se negado leva a uma
contradicdo (KANT, 2004, p. 16 e 18 (4:267) e (4:268)). Leis légicas sdo juizos analiticos a
priori nessa classificagdo, pois se negadas levam a uma contradi¢cdo. Sentengas como “todo
corpo € extenso” ou “o tridngulo possui trés lados” sdo analiticas nesse sentido, pois “extensdo”
ou “trés lados” sdo componentes que participam da defini¢do do termo sujeito das proposicdes.

O caso da matematica € diferente, € sintética a priori e por isso precisa ser construida
dentro de uma forma de intuicdo pura (KANT, 1998, p. 254, B147). Qualquer sentenca de
carater algébrico € um postulado no sentido kantiano de postulado: uma verdade que é
justificada na relacdo imediata entre conceitos e objetos da intuicdo. A matematica é construcao
de conceitos de onde se vai de um passo a outro em dire¢cdo a conceitos diferentes e a verdade
vai sendo justificada por postulados. Nem mesmo a soma € analitica, pois o resultado de uma
soma é a construcao de um conceito diferente dos que foram somados (KANT, 1788, p. 129) e
justificada na intuicdo com exemplos de soma entre objetos. O carater sintético da matematica
em Kant impede a introducdo de um conceito de infinito que seja atual, pois a construcao
matematica ndo consegue mostrar por postulados da aritmética as relagdes desse tipo de
conceito: trazer o infinito atual para o campo da intuicdo é 0 mesmo que trazer a existéncia de
Deus para o campo da intuicdo (KANT, 2004, p. 522, A513, B541). O infinito atual somente
aparece na matematica em Bolzano, mas sem nenhuma preocupagdo com questdes de espaco
ou de tempo.

O estatuto da matematica e as concepcdes de analitico/sintético sdo diferentes para
Bolzano, pois o aparato linguistico em que a matemética se expressa comeca a mudar:
aproxima-se do metodo geométrico de demonstracdo, mas nega-se todo o aspecto da intuigéo
espacgo-temporal que a geometria pode trazer (BOLZANO, 1817a, p. 228). Analiticidade em

Bolzano adquire dois sentidos: (a) Tautologia/contradigéo ou (b) um teorema. Por Tautologia
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ou contradigéo, Bolzano entende uma sentenca que ndo varia o seu valor de verdade, apesar da
variacdo dos termos (ideias) contidos nessa proposicio (BOLZANO, 1973, p. 192 §148)!28,

A nocdo de analiticidade como um teorema € problematica. A Matematica como
sintética em Kant pode conflitar com a nocdo de analiticidade em (b) de Bolzano. Em Bolzano,
a matematica pode ser vista como analitica ou sintética. A criagcdo de axiomas é uma atividade
criativa, voltada para a resolucdo de problemas da matematica. Dois exemplos emblematicos
desse caso sdo a demonstracdo do teorema do valor intermediario e a introducdo do infinito
atual na matematica. Quando se introduz uma sentenca do tipo “existe um conjunto infinito”, o
que se faz é introduzir o infinito atual, completo. Esse tipo de sentenga é sintético a priori, mas
que pode ser Gtil para a demonstracdo de sentencas relacionadas ao infinito, sendo essas
analiticas.

No caso do teorema do valor intermediario, a aceitacdo de que uma funcao continua
possuir uma raiz ou um valor equivalente ao de outra funcdo era justificado geometricamente e
obviamente € uma constatacdo Util para problemas de ultrapassagem, estudo de funcbes
analiticas ou qualquer evento que possa ser descrito nesse tipo de funcdo. Esse teorema, para
ser demonstrado, exige a criacdo de novas ferramentas na matematica, como a nocao de
continuidade ndo em termos geométricos, mas em termos da teoria de conjuntos, assim como a
nogdo de funcéo deve ser definida em termos de conjuntos. Definidos os termos, introduz-se a
no¢do de funcdo continua e de limite. Entdo, a pressdo para a criacdo de novas teorias
matematicas com novos axiomas existe, € uma atividade sintética a priori para a demonstracao
de teoremas que, por serem demonstrados, sdo analiticos. Ndo ha outra justificacdo para a
introducdo de axiomas que ndo seja a demonstracao de teoremas, que é a justificacdo extrinseca
que veremos em Maddy.

Uma consequéncia dessa nocdo de analiticidade é que uma sentenca pode ser analitica
(demonstrada) numa teoria e ndo em outra teoria, porque dentro das teorias matematicas que
tratam de um mesmo assunto. Ha teorias que decidem mais proposi¢fes que outras teorias.
Assim, essa nocdo de analiticidade por demonstracdo é dependente da teoria, do grupo de
matematicos em que essa sentenca se apresenta ou até do nivel de entendimento do conhecedor.
Teorias matematicas menos poderosas podem ser imersas em teorias mais poderosas que sao
capazes de decidir um namero maior de sentencas. Sera visto esse fendmeno de imerséo de

teorias mais abaixo, quando se tratar da filosofia da matematica de Maddy (2011) e Krause e

128 Uma peculiaridade que n&o é tdo fundamental aqui, é que Bolzano admite que as sentengas falsas também séo
analiticas.
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Arenhart (2017), o que corrobora a teoria do método axiomético proposta por Bolzano. Foi
visto até aqui o carater problematico da nocdo de analiticidade em Bolzano e Kant e
constatamos que a noc¢do de analitico/sintético de Kant é problematica, pois a no¢do kantiana
ndo comporta 0s avangos que Bolzano propds e que sera visto que sdo plausiveis até o presente
momento da teoria do método axiomético. Bolzano adianta a nogdo de analiticidade de Carnap
e Frege que seréo discutidas abaixo.

Em Frege e em Carnap (1952), as sentencas da l6gica sao analiticas, mesmo os axiomas
I6gicos sdo analiticos. A diferenca de Carnap em relacdo a Frege é que qualquer postulado de
significado que n&o seja empirico é uma sentenca analitica a priori. Bolzano sustenta a mesma
nocdo sobre a analiticidade dos axiomas da l6gica, assim como o0s teoremas séo analiticos, mas
ndo sustenta, assim como Carnap, que todo postulado de significado seja analitico. Se é
necessario criar um postulado de significado, a forma criativa como a sentenca foi criada se
encaixa na nocao de sentencas sintéticas a priori de Bolzano, mas as consequéncias ldgicas
dessa sentenca sdo analiticas de qualquer maneira.

Em Frege, os axiomas da ldgica sdo suficientes para a demonstracdo dos teoremas da
aritmética. A aritmética possui um dominio de objetos bem definido que sdo os nimeros. Se a
aritmética é parte da logica, entdo os nimeros sdo objetos légicos. A aritmética é um tipo de
linguagem que ndo se aplica diretamente aos objetos fisicos, pois, conforme diz Frege (1953,
p. 99), a aritmética ndo se constitui de leis sobre a natureza, mais um conjunto de leis sobre as
leis da natureza. Isso diz muito sobre o carater tedrico da aritmética, pois ndo esta ligada aos
aspectos empiricos da ciéncia. As ciéncias que criam modelos matematicos que depois devem
ser analisados do ponto de vista da aritmética. Esse nivel de detalhamento sera tratado mais
abaixo nessa conclusdo quando for introduzido Krause e Arenhart (2017), e Maddy (2011).

Objetos da aritmética sdo da razdo e a priori (FREGE, 1953, p. 49, 838) mas, para
introduzir leis sobre numeros, Frege tem que mostrar que eles sdo a0 mesmo tempo uma
propriedade de conceitos e objetos, pois um nimero € uma propriedade de um conceito mas
também é um objeto. A aritmética lida com esse objeto, ndo com a propriedade. Para isso, Frege
introduz uma lei sobre extensfes em sua ldgica, a lei basica V, para entdo deduzir o principio
de Hume. A lei Basica V ndo pode ser considerada analitica a priori, pois introduz uma
inconsisténcia na teoria. A opcao de salvar o projeto de Frege € introduzir o Principio de Hume
sem demonstracdo, mas ao introduzir o principio de Hume néo é o suficiente para entender esse
principio como verdadeiro. Antes, é preciso introduzir uma série de defini¢des e restricdes ao

principio para se evitar o problema de Julio Cesar, que consiste numa confusdo entre quais



139

objetos podem cair sob o conceito “numero de F”. A resolugdo desse problema retira o carater
analitico do principio (HECK, 1997).

Diante dessa constatacdo, o problema da analiticidade e a resposta de Bolzano parece se
adequar: o principio de Hume é considerado sintético a priori, no sentido de Bolzano, e entédo
pode-se dizer que qualquer sentenca derivada do principio é analitica. Nada disso ainda retiraria
0 caréater a priori da matematica: o abandono da nog¢do de que os fundamentos da matematica
sdo analiticos em Frege ndo retira o carater a priori no sentido de Bolzano.

Em contraposicdo a essa nocdo do a priori na matematica, tem-se o holismo. No
holismo, os termos e as sentengas adquirem significado numa grande teia de crencas. E possivel
verificar isso no exemplo da nogéo de velocidade tanto em Galileu quanto nas transformadas
de Lorentz, ou teoria da relatividade: ndo € somente a nocdo de velocidade que muda de uma
teoria para a outra, mas a mudanca radical da nogdo de espaco e de tempo. Espaco e tempo
deixam de ser absolutos de uma teoria para outra.

Outro exemplo é o indeterminismo de Heisenberg que pode forgar a introducdo de uma
nova logica para dar aporte a uma teoria quantica. Nesse caso mais radical, inclusive a logica
ou a matematica sao postas em perspectiva de confirmacéo/refutacdo. Apesar do holismo ter
como consequéncia a interpretacdo de que a mateméatica e a ldgica podem ser
confirmadas/refutadas na experiéncia, pois nenhuma estd a salvo disso, a concepgdo de
aplicacdo estrutural da matematica da uma resposta contréaria: o que ha € a possibilidade de
trocar as estruturas l6gicas ou matematicas, contidas no grande repositério de estruturas
matematicas, de axiomaticas abstratas, concretas e formais.

No holismo de Duhem (1982) ndo ha como testar uma Unica sentenca da fisica, mas
toda a teoria é testada num corpo unificado de crencas. Essa tese veio a ser conhecida como a
tese de Duhem/Quine ou o holismo confirmativo. No entanto, a tese de Duhem é mais restrita
a questdes da propria fisica, ndo se aplicando a questdes da matematica que possui um
desenvolvimento tedrico mais livre da experiéncia. Sentengas da ciéncia que sdo expressas em
relagbes matematicas precisam ser carregadas de sentido empirico e isso € uma atividade
extremamente circunstancial. Um exemplo disso é a delimitacdo do valor de uma variavel
correspondente a temperatura absoluta em valores positivos, o que dentro da matematica ndo
ha limite.

No holismo de Quine, o carater da matematica como analitica passa a ser rechacado. O
sentido de analiticidade que Quine critica é o de que a matematica é feita de postulados de
significado e esses postulados sdo analiticos. Em Colyvan, o holismo é dividido em holismo

semantico e holismo confirmativo. O holismo semantico € a ndo diferenciagédo entre analitico e
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sintético. O holismo confirmativo, conforme vimos em Duhem, é a nocdo de que qualquer
sentenca pode ser refutada na ciéncia, inclusive as sentencas da matematica, e isso somente
ocorre pela experiéncia.

Putnam tende a manter o sentido de analitico como o sentido de decorréncia l6gica, mas
ndo mantém a diferenciacdo entre a priori e a posteriori e critica Quine por considerar
analiticidade como a nocdo de a priori. O sentido de analiticidade em perspectiva aqui € o de
que, se a sentenca ndo é sintética a posteriori, entdo ela é analitica. Ora, a matematica nao é
uma ciéncia empirica sintética a posteriori, portanto, nesse esquema conceitual, a matematica
é composta de proposicdes analiticas. As duas concepcOes tanto de Putnam quanto de Quine
podem levar ao holismo confirmativo, pois ambos consideram que as sentengas podem passar
pelo crivo da experiéncia.

Uma das consequéncias do holismo na filosofia da matematica envolve o escopo dos
objetos matematicos abstratos. Objetos matematicos sdo Uteis para o desenvolvimento das
ciéncias empiricas, no entanto, ao sustentar-se o holismo confirmativo, o escopo dos objetos
matematicos se restringe aos objetos matematicos Gteis na ciéncia. Os objetos matematicos que
ndo sao Uteis na ciéncia sdo considerados pura ludicidade sem sentido para um holistico mais
radical. Por exemplo, Quine e Putnam vém a defender uma teoria de conjuntos como ZF +V =
L pois decide o axioma da escolha, a hipdtese generalizada do continuo e contém dentro da
teoria 0s conjuntos Uteis para a imergir a matematica Gtil para a teoria cientifica.

Defender ZF + V = L implica em n&o aceitar conjuntos “muito grandes”, mas a questao
aqui ainda se mantém quanto a confirmacao/refutacdo das teorias cientificas. Ndo existe em
nenhum momento na histéria da ciéncia alguma refutacdo de uma teoria matematica na
experiéncia. As teorias cientificas podem vir a ser refutadas, mas a matematica pode continuar
intacta, inclusive algumas férmulas matematicas usadas em teorias rechacadas podem vir a ser
usadas em teorias bem-sucedidas posteriormente. Convém a essa visdo uma aplicacao estrutural
da matematica, concepcdo que vem sendo adotada na filosofia da matematica por Pincock
(2004), Bueno e Colyvan (2011), Krause e Arenhart (2017) e por Maddy (2007, 2011).

Para o estruturalismo, uma teoria matematica pode ser captada numa estrutura. Uma
estrutura sdo objetos e as relagdes entre os objetos, mas ontologicamente, para o estruturalismo,
é considerado o lugar do objeto. Numa ontologia estruturalista, objetos se encaixam nos padrdes
postos pela teoria. RelagGes entre estruturas sao os isomorfismos. Entdo, quando uma teoria é
espelhada dentro de uma estrutura, o que se tem & um isomorfismo e a aplicacdo de uma
estrutura matematica consiste em procurar um tipo isomarfico em que uma teoria cientifica se

encaixe.
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Isomorfismos podem ser perfeitos entre estruturas matematicas, como por exemplo o0s
que ocorrem entre o teorema de Pappus (NAGEL; NEWMAN, 2004) e o seu teorema dual, mas
esse isomorfismo completo ndo acontece entre uma estrutura matematica e uma estrutura que
esboca relac6es da realidade natural, exigindo adaptacdes tedricas tanto do lado da matematica
quanto do lado da ciéncia. Quando a matematica possui mais estrutura que a fisica, ela pode
levar ao desenvolvimento da fisica, pois varidveis que ndo possuem uma interpretacdo da
estrutura natural podem vir a ter uma interpretacdo futura. O exemplo dado sobre isso é o das
transformadas de Lorentz, que possuia como resultado matematico a existéncia de um tempo t’
com dimensdes distintas do tempo t de um referencial estacionario. O tempo de um referencial
em movimento tende a dilatar-se. Para Lorentz, ainda imerso no paradigma da fisica classica,
t’ era um artificio matematico. Somente com a Relatividade Especial que t” passou a ter uma
interpretacdo fisica.

O exemplo acima é um caso em que as equagdes matematicas podem forcar o
desenvolvimento das ciéncias da natureza. Isso retira o carater de que a matematica somente é
uma ferramenta do raciocinio que ndo leva a novas descobertas cientificas, mas isso acontece
somente no caso em que a matematica possui mais estrutura que as teorias cientificas. Pode
acontecer o caso em que as teorias cientificas possuem mais relagdes estruturais que a propria
matematica, forcando-a a criar mais relagfes estruturais para entdo atender a ciéncia, como no
caso da fisica newtoniana que fez a matematica evoluir muito. Mas é inevitavel que, quando
uma teoria é entregue aos matematicos, essa teoria passa a ser desenvolvida ao maximo pela
comunidade, ao ponto de criar problemas e solucdes internos da propria teoria.

Cientistas tém reconhecido a matemética como uma estrutura vazia de conteudo
empirico. Maddy fara essa situacdo casar com o seu arrealismo na matematica, que parece
convir com uma tendéncia nas concepcdes de filosofia da matematica aplicada. Por outro lado,
o0 seu realismo fraco, que é a crenca em objetos matematicos e no terceiro excluido, pode servir
para uma defesa de um realismo fora do contexto de aplicacdo da matematica. Isso responde
aos apelos realistas vindos da pratica da matematica pura. Diante desse realismo, Maddy estuda
as justificagdes dos axiomas da teoria de conjuntos, dando énfase as justificagdes extrinsecas.
Uma justificagdo extrinseca é semelhante & justificacdo da introducéo de axiomas por Bolzano:
a demonstracao de teoremas ou a resolucao de problemas matematicos em aberto.

As teorias matematicas podem ser avaliadas em relacdo ao seu poder de demonstragéo.
Vimos que ZF + V = L é poderosa o bastante para decidir a hipdtese do continuo de Cantor e 0
Axioma da Escolha. ZFC + Inacessiveis ndo decide nem a hipétese do continuo nem o axioma

da escolha, no entanto, ZF + MC mantém L em seu interior, mantém as vantagens
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demonstrativas de ZF + V = L mas tem como consequéncia V # L. Diante dessa situagéo,
Maddy opta por ZF + MC, mas com a justificativa de que essa teoria maximiza as possibilidades
de demonstracdo de teoremas em detrimento da unificacdo da teoria. De fato, as teorias
matematicas devem maximizar e unificar, ou seja, resolver o maximo de problemas numa unica
teoria. No entanto, como a teoria de conjuntos possui teorias conflitantes, unificar ndo se casa
com maximizar em alguns casos, como o caso de MC eV = L.

Essa grande estrutura da teoria de conjuntos abarca uma ampla quantidade de teorias
matematicas mais restritas, como as teorias cientificas, que na classificacdo de Krause e
Arenhart (2017) sdo axiomaticas concretas. No entanto, o desenvolvimento da axiomatica
concreta aplicavel na matematica exige muito pouco da teoria de conjuntos, pois é o suficiente
que se tenha Z para se produzir grande parte da matematica util nas ciéncias. Mesmo essa
matematica util ndo é aproveitada ao maximo, alguns casos exigem adaptacgdes, bricolagens ou
até mudancas drésticas para que a matematica funcione em modelos cientificos. Esses modelos
cientificos ndo precisam nem serem postos de maneira axiomatica, ou seja, o cientista nao
precisa iniciar uma demonstracdo a partir de Z para se chegar a algumas férmulas Uteis ao
lancamento de satélites no espaco, ou seja, 0 seu modelo cientifico. O cientista pode deixar esse
trabalho para o matematico.

O que se constroi acima de Z pode ser que ndo tenha utilidade para a ciéncia. 1sso ndo
impede que a teoria de conjuntos acima de Z possa vir a ter utilidade nas ciéncias apds o
momento da criacdo de novos axiomas, porque ndo € papel da teoria de conjuntos introduzir
axiomas que sejam Uteis a ciéncia. Eles podem ser Gteis, como ha a esperanca que MC tenha
alguma consequéncia para os ordinais finitos e, portanto, venha a ter alguma aplicacgéo.
Axiomas da teoria de conjuntos sdo introduzidos para resolverem problemas da teoria de
conjuntos. Conjuntos sdo objetos, mas sdo relevantes aos fundamentos da matematica. Axiomas
da teoria de conjuntos sdo leis sobre conjuntos. Conjuntos podem espelhar leis da natureza, mas
ndo o sdo necessariamente criados para servirem as leis da natureza.

Cientistas estdo interessados em manter um realismo restrito & sua teoria. Eles néo se
interessam por manter um realismo ligado aos objetos matematicos abstratos. Assim, cientistas
ndo tém condicbes de manter uma indispensabilidade de objetos matematicos abstratos. A
indispensabilidade de objetos matematicos diz respeito aos matematicos teoricos. O que ha na
ciéncia é uma indispensabilidade de estruturas matematicas, ou de métodos de raciocinios.
Mudar de uma estrutura matematica para outra na ciéncia ndo significa refutar uma teoria
matematica, de onde o holismo confirmativo ndo atinge a matematica. Muito menos, o holismo

confirmativo atinge a matematica que lida com grandes cardinais. Essas teorias estdo restritas



143

ao campo tedrico. Essas sdo as razBes para se rechacar o holismo confirmativo, um mito

epistemoldgico recente na filosofia da ciéncia que envolve a filosofia da I6gica e da matematica.
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