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RESUMO 

A análise de frequência de variáveis hidrológicas é um tema extensivamente estudado na 

literatura científica, tanto pela responsabilidade dos seus resultados quanto pelas diversas 

incertezas inerentes à metodologia tradicionalmente empregada. Uma das fontes de incertezas 

é a pequena extensão das séries históricas hidrológicas reduzidas. Diante disso, diversas 

técnicas de extensão de séries hidrológicas foram desenvolvidas a partir de meados do século 

passado, como o grupo denominado Manutenção da Variância (MOVE1 a MOVE4) e as 

técnicas KTRL2 (Linha Robusta Kendall-Theil 2) e RLOC (Linha Robusta de Correlação). 

Essas técnicas foram estudadas em conjunto com os modelos estatísticos de regressão OLS 

(Mínimos Quadrados Ordinários), KTRL e GLM (Modelos Lineares Generalizados), com o 

objetivo de obter séries hidrológicas reduzidas estendidas mais representativas das medidas 

descritivas populacionais do que a série reduzida curta. Dessa forma, seriam proporcionadas 

melhorias na estimativa da frequência de eventos hidrológicos extremos. Todos os modelos 

estudados baseiam-se nas observações de uma estação fluviométrica ou pluviométrica de 

referência para extrapolar os registros de uma série hidrológica curta. A metodologia do 

estudo consistiu de simulações de Monte Carlo contemplando vários cenários de extensão das 

séries curta e de referência, além do nível de correlação linear entre elas. Também foram 

simulados cenários abrangendo dados modelados por diferentes distribuições bivariadas 

(Normal, Gumbel e Pearson 3 com assimetria positiva e negativa). Foram analisados o viés, a 

variância e o erro das estimativas da média, da variância, do coeficiente de assimetria, dos 

percentis e dos quantis populacionais, além do erro e do viés na estimativa dos registros 

individuais. Esses resultados foram utilizados para a elaboração de critérios de aplicação das 

técnicas baseados na teoria dos estimadores. Os critérios elaborados reúnem as técnicas que 

geraram séries estendidas com desempenho superior à serie curta, no que tange à estimativa 

dos momentos populacionais analisados. Os resultados indicaram que os modelos de 

regressão KTRL e GLM não são indicados para a extensão das séries hidrológicas. O modelo 

OLS teve desempenho satisfatório apenas na estimativa dos registros individuais. As técnicas 

com melhor desempenho são aquelas pertencentes à família MOVE. O critério de aplicação 

das técnicas elaborado foi avaliado por meio da aplicação sobre dados reais. Concluiu-se que 

as técnicas de extensão de séries hidrológicas são capazes de gerar séries estendidas com 

medidas descritivas mais próximas dos respectivos valores populacionais do que a série curta. 

Palavras-chave: Distribuição Temporal de Precipitação; Eventos Extremos; Hietogramas de 

Projeto; Hidrologia - Modelos Matemáticos. 
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ABSTRACT 

Hydrologic frequency analysis is a extensively studied research topic in the literature, due to 

the relevant role it plays in the practice of water resources engineering and to several 

uncertainties inherent to the traditional methodology. One of the sources of these uncertainties 

is the short extension of the reduced hydrologic series used as input to frequency analysis. 

Several record extension techniques have been developed since the middle of the last century, 

such as the group named Maintenance of Variance Extension (MOVE1 to MOVE4) and the 

techniques KTRL2 (Kendall-Theil Robust Line 2) and RLOC (Robust Line of Organic 

Correlation). Along with regression models OLS (Ordinary Least Squares), KTRL and GLM 

(Generalized Linear Models), such techniques have been studied with the objective to extend 

reduced hydrologic series in order to obtain more accurate time series than the original ones 

with respect to the estimation of the population moments, leading to improvements in the 

estimates of frequency of extreme hydrologic events. All models studied are based on a 

reference time series (rainfall or streamflow records) used to extrapolate the observations of 

the short time series. The methodology consisted of Monte Carlo simulations encompassing 

several scenarios of short and long series extension, and the linear correlation between them. 

Also, scenarios covering the distribution of the data (bivariate Normal, Gumbel and Pearson 3 

with positive and negative skewness) were simulated. Results evaluated were bias, variance 

and error in the estimation of the population mean, variance, skewness coefficient and 

quantiles, along with the error and the bias in the estimation of the individual records. These 

results were used for the definition of criteria for the practical application of record extension 

techniques, based on the estimators theory. The criteria developed pooled the techniques that 

generated extended records with superior performance than the short series with respect to the 

estimation of population moments. Results show that KTRL and GLM regression models are 

not suitable for the extension of the hydrologic time series. In the estimation of individual 

records, OLS outperformed the other techniques. In the other aspects, the MOVE techniques 

performed best. The developed criteria were tested by means of the application on real data. It 

was concluded that the record extension techniques are able to generate extended records with 

better estimates of the population descriptive measures than the short series. 

Keywords: Time Distribution of Rainfall; Extreme Events; Design Storms; Hydrology – 

Mathematical Modeling. 
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1 INTRODUÇÃO 

A análise de frequência de variáveis hidrológicas é um dos temas de grande relevância da 

Engenharia de Recursos Hídricos, dado que, por meio dela, são obtidas as chuvas e vazões de 

referência que são utilizadas em estudos e projetos. Por se tratarem de grandezas às quais são 

atribuídas grande responsabilidade e por se constituírem em valores com baixa probabilidade 

de ocorrência, com várias incertezas em sua avaliação, a estimativa dos quantis de projeto têm 

sido objeto de estudo na literatura científica. Uma das grandes dificuldades na análise de 

frequência é estimar, com a maior confiabilidade possível, os quantis de projeto a partir de 

registros com extensão pequena. 

No estudo de Benson (1960), por exemplo, concluiu-se que, para estimar a vazão associada ao 

período de retorno de 50 anos, com o erro situando-se em uma faixa de 24% do quantil 

populacional, em 95% das amostras, são necessários pelo menos 39 anos de observações. Já 

Naghettini e Pinto (2007) fazem referência à consideração prática de que, a partir de uma 

série hidrológica com extensão de 𝑛 anos, pode-se estimar, com alguma confiabilidade, 

quantis associados a períodos de retorno de até 2𝑛 anos. 

A Agência Nacional de Águas (ANA), responsável sobre a rede hidrometeorológica 

brasileira, divulgou, em 2007, um documento consolidando a evolução desta desde a década 

de 1920 (ANA, 2007). Analisando este e outros documentos (ANA, 2009a; ANA, 2009b), 

fica evidente que algumas das estações de monitoramento possuem uma extensão muito 

pequena da série de dados registrados. Além disso, a qualidade dos dados monitorados nessas 

estações não é a ideal, o que fica evidenciado pela presença de falhas, por exemplo. 

Existem diversas técnicas para preenchimento de falhas, entre as quais estão a regressão linear 

simples, ponderação regional, redes neurais artificiais e vetor regional (ANA, 2012). Tais 

técnicas foram estudadas por Oliveira et al. (2010) no contexto do preenchimento de falhas de 

precipitações anuais. Um problema dessas técnicas é que elas se propõem a minimizar o erro 

das estimativas dos registros individuais que não foram monitorados. Ao utilizar essa 

abordagem, aspectos estatísticos da série hidrológica como um todo são deixados de lado, 

como sua capacidade de aumentar a confiabilidade das estimativas dos percentis 

populacionais, além da média, variância e outros momentos estatísticos. 
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As técnicas de extensão de séries hidrológicas ocupam-se da tarefa de estimar valores não 

monitorados em uma série hidrológica, com base em uma série hidrológica de referência, para 

obter uma série estendida com determinadas propriedades estatísticas desejadas (como média 

e variâncias mais próximas dos valores populacionais, por exemplo). Esse pressuposto torna 

as técnicas de extensão de séries hidrológicas potencialmente adequadas para utilização 

anterior à etapa de análise de frequência.  

Apesar disso, após uma pesquisa na literatura científica mundial, constatou-se que ainda não 

foi desenvolvido qualquer estudo, que seja de conhecimento do autor, dedicado à aplicação 

prática das técnicas de extensão de séries hidrológicas. 

Esta dissertação está organizada em capítulos, sendo que o primeiro capítulo apresenta uma 

breve introdução ao tema estudado, com foco na relevância desta pesquisa, e o segundo 

capítulo traz os objetivos do trabalho. 

O terceiro capítulo contempla a revisão da literatura, abordando conceitos de estatística que 

serão relevantes no decorrer da pesquisa e apresentando as técnicas de extensão de séries 

hidrológicas. São feitos comentários sobre os avanços obtidos até o momento sobre o tema. 

O quarto capítulo apresenta a metodologia do trabalho, enfocando basicamente nos cenários 

de simulação de Monte Carlo adotados e nas premissas adotadas em cada etapa dos estudos. 

Também é apresentada a região onde será estudada a aplicação prática das técnicas de 

extensão de séries hidrológicas; 

O quinto capítulo apresenta os resultados da pesquisa, com a definição dos critérios de 

aplicação das técnicas e a própria aplicação sobre as séries hidrológicas registradas na região 

estudada. 

O sexto capítulo apresenta as conclusões, recomendações e considerações finais do estudo, 

seguido pelas referências bibliográficas utilizadas neste trabalho. Ao final do documento, são 

apresentados, em apêndice, os scripts utilizados para o ajuste das técnicas de extensão. 
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2 OBJETIVOS 

2.1 Objetivo geral 

O objetivo geral desta pesquisa é comparar o desempenho de técnicas de extensão de séries 

hidrológicas reduzidas, com foco na estimativa de quantis máximos de precipitação e/ou 

vazão com baixas probabilidades de ocorrência. 

2.2 Objetivos específicos 

Os objetivos específicos da pesquisa são: 

1. Comparar as técnicas desenvolvidas para uso exclusivo na extensão das séries 

hidrológicas com técnicas estatísticas de regressão mais complexas, como os modelos 

lineares generalizados; 

2. Avaliar o desempenho das técnicas de extensão de séries hidrológicas na estimativa dos 

momentos populacionais (média, variância e coeficiente de assimetria); 

3. Avaliar a aplicabilidade das técnicas de extensão de séries hidrológicas sobre variáveis 

aleatórias descritas por distribuições diferentes da Normal; e 

4. Elaborar critérios práticos para a aplicação das técnicas de extensão sobre dados 

hidrológicos reais. 
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3 REVISÃO DA LITERATURA 

3.1 Conceitos de Hidrologia Estatística 

3.1.1 Distribuições de probabilidades utilizadas na Engenharia de Recursos Hídricos 

A escolha de distribuições de probabilidades para modelar extremos hidrológicos tem sido 

continuamente estudada na literatura científica (PAPALEXIOU et al., 2013; GOTTSCHALK 

et al., 2013; SERINALDI & KILSBY, 2014; CAVANAUGH et al., 2015; YALCIN et al., 

2016). De fato, a análise estatística das precipitações é um problema da maior importância 

ambiental (YALCIN et al., 2016), e, por consequência, também o é a análise estatística das 

vazões dos cursos de água naturais, seja com foco nas vazões máximas ou nas vazões 

mínimas. 

Malamud e Turcotte (2006) definiram, para a análise de frequência de vazões máximas, 

quatro grupos de distribuições, a saber: i) família normal (Normal, Log-Normal 2P e Log-

Normal 3P); ii) família generalizada de valores extremos (GEV, Gumbel, Fréchet e Weibull 

reversa); iii) família Pearson 3 (Pearson 3 e Log-Pearson 3); e iv) distribuição Generalizada 

de Pareto. Tais distribuições também podem ser aplicadas para a análise de frequência de 

precipitações máximas, tendo em vista, por exemplo, a relação física de causa e consequência 

entre as chuvas e as vazões. 

À análise de frequência de vazões mínimas, têm sido dedicados um número menor de estudos 

em comparação à análise de frequência de vazões máximas. Atribui-se essa disparidade aos 

tempos de retorno relativamente baixos utilizados como critério de projeto das vazões 

mínimas, tipicamente menores que 50 anos (GUSTARD et al., 1989 apud GOTTSCHALK et 

al., 2013). De fato, entre as vazões mínimas de referência utilizadas em projetos no Brasil, 

estão as vazões Q7,10 e Q95 (ANA, 2011). A primeira caracteriza-se pelo baixo tempo de 

retorno, enquanto que a segunda, desvinculada de tempo de retorno, é estimada por meio da 

curva de permanência de toda a série fluviométrica registrada. Apesar disso, Smakhtin (2001) 

aponta que, entre as distribuições mais relacionadas às vazões mínimas, estão Weibull, 

Gumbel (mínimos), Pearson 3 e Log Normal. 

De modo mais preciso, quando se possuem 𝑁 observações independentes e identicamente 

distribuídas (IID) da variável aleatória 𝑋, distribuída de acordo com a função acumulada de 
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probabilidades 𝐹𝑋, a distribuição das probabilidades acumuladas de 

𝑌 = 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁) é dada por (NAGHETTINI & PINTO, 2007) 

𝐺𝑌(𝑥) = (𝐹𝑋(𝑥))𝑁 (3.1) 

 

Para o caso assintótico em que 𝑁 →  ∞, caso a Equação 3.1 seja desenvolvida sem demais 

tratamentos, obtêm-se como resultados distribuições limitantes degeneradas. Fisher e Tippet 

(1928) propuseram que a Equação 3.1 fosse alterada para contemplar o caso de uma sequência 

de valores transformados linearmente de 𝑋, definidos por 𝑎𝑁 + 𝑏𝑁𝑋. Considera-se que 𝑎𝑁 e 

𝑏𝑁 dependem apenas de 𝑁, e não de 𝑋. Desta forma, a Equação 3.1 é reescrita como 

𝐺𝑌(𝑥) = lim
𝑁→∞

𝐹𝑋(𝑎𝑁 + 𝑏𝑁𝑥)𝑁 (3.2) 

 

Ao adotar valores apropriados para 𝑎𝑁 e 𝑏𝑁 na solução da Equação 3.2, obtém-se as 

distribuições acumuladas assintóticas de máximos de Gumbel, Fréchet e Weibull (máximos), 

apresentadas respectivamente nas equações (PAPALEXIOU & KOUTSOYIANNIS, 2013) 

𝐺(𝑥) = exp [− exp (−
𝑥−𝛽

𝛼
)], 𝑥 ∈ ℝ, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼 > 0  (3.3) 

𝐺(𝑥) = exp [− (
𝑥−𝛽

𝛼
)

−
1


], 𝑥 ≥ 𝛽, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼 > 0,  > 0 (3.4) 

𝐺(𝑥) = exp [− (−
𝑥−𝛽

𝛼
)

1


], 𝑥 ≤ 𝛽, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼 > 0,  > 0 (3.5) 

 

em que 

α representa o parâmetro de escala; 

β representa o parâmetro de posição; e 

 representa o parâmetro de forma. 

A distribuição dada pela Equação 3.5 é conhecida como Weibull inversa, pois é limitada 

superiormente, diferente das distribuições Fréchet e Gumbel (PAPALEXIOU & 

KOUTSOYIANNIS, 2013). A distribuição Gumbel é amplamente utilizada, sendo inclusive 

indicada por Eletrobrás (2000), juntamente com a distribuição exponencial de 2 parâmetros, 

para a análise de frequência de vazões máximas. A distribuição Fréchet chegou a ser 

recentemente recomendada para a análise de frequência de precipitações diárias máximas 

anuais, em detrimento da distribuição Gumbel, devido ao comportamento polinominal de sua 
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cauda superior (PAPALEXIOU & KOUTSOYIANNIS, 2013). A distribuição Fréchet 

também é conhecida como Log-Gumbel, denominação que se justifica pelo fato de que, se 

uma dada variável aleatória (VA) se distribuir conforme a Gumbel, o logaritmo dessa VA se 

distribuirá segundo uma distribuição Fréchet (NAGHETTINI & PINTO, 2007). 

As distribuições de máximos apresentadas nas Equações 3.3, 3.4 e 3.5 podem ser sintetizadas 

em uma única distribuição, denominada GEV, ou Generalizada de Valores Extremos, cuja 

função acumulada de probabilidades é apresentada na Equação 3.6 (JENKINSON, 1955). 

 𝐺(𝑥) = exp [− (1 − 
𝑥 − 𝛽

𝛼
)

1


] (3.6) 

 

A família de distribuições GEV pode ser dividida em três classes, associadas a valores 

distintos do parâmetro de forma : i)  < 0 corresponde à distribuição Fréchet (EV2); ii)  = 0 

corresponde à distribuição Gumbel (EV1); e iii)  > 0 corresponde à distribuição Weibull 

inversa (EV3). Na prática, os valores de  situam-se usualmente no intervalo [-0,5; 0,5] 

(ADLOUNI et al., 2008). 

As distribuições teóricas assintóticas de máximos não são as únicas utilizadas na análise de 

frequência de máximos. De fato, em seu estudo, Brooks e Carruthers (1953) apud Adlouni et 

al. (2008) concluíram que a distribuição Gumbel tende a subestimar a altura das precipitações 

menos frequentes, em função das características de sua cauda superior. Dada a subjetividade 

da escolha da distribuição representativa das vazões médias diárias máximas anuais e as 

possíveis inconsistências decorrentes do uso de distribuições diferentes em um mesmo 

contexto, Benson (1968) avaliou a metodologia mais apropriada para a análise de frequência. 

Entre as distribuições analisadas estavam Gumbel, Fréchet, Log-Normal e Log-Pearson 3. A 

distribuição Log-Pearson 3 foi considerada a que melhor aderiu aos dados e, portanto, foi 

recomendada, juntamente com a distribuição Log-Normal (caso particular da distribuição LP3 

para quando a assimetria do logaritmo dos dados é nula). Essa conclusão tornou-se diretriz 

para a análise de frequência de vazões máximas nos Estados Unidos, onde padronizou-se a 

utilização da distribuição LP3 para tanto (US WATER RESOURCES COUNCIL, 1981). 

Poucos estudos foram desenvolvidos no Brasil com o objetivo de definir as distribuições 

aplicáveis às vazões médias diárias máximas anuais. Destaca-se o trabalho de Costa (2014), 

no qual foram estudadas séries hidrológicas originadas de 1.253 postos fluviométricos de todo 
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o país. As distribuições candidatas consideradas foram a LN2, Exponencial, Gama, Gumbel, 

PE3, GEV, LP3, LN3 e Generalizada de Pareto. Pelos critérios definidos na pesquisa, foram 

indicadas, para a modelagem das vazões máximas, as distribuições Log-Normal de 2 e 3 

parâmetros, juntamente com as distribuições Log-Pearson 3 e Gumbel. Apenas a distribuição 

Generalizada de Pareto foi considerada inadequada para aplicação sobre os registros 

fluviométricos brasileiros. 

A estimativa de quantis de referência, seja de eventos máximos ou mínimos, é diretamente 

influenciada pela cauda da distribuição utilizada para representar as observações das variáveis 

hidrológicas. Papalexiou et al. (2013) apontam, de modo simplificado, que as distribuições de 

probabilidades podem ser classificadas de duas formas: aquelas com a cauda pesada e aquelas 

com cauda leve. As distribuições com cauda pesada apresentam função densidade de 

probabilidade com decaimento lento (seja na cauda superior e/ou na cauda inferior). Assim, a 

eventos máximos, por exemplo, distribuições com cauda pesada associam frequências 

maiores do que as distribuições com cauda leve. A Figura 3.1 apresenta a classificação de 

algumas das distribuições de eventos máximos mais utilizadas na Engenharia de Recursos 

Hídricos em relação ao “peso” da cauda. Apesar de não indicado explicitamente, existem 

métodos criteriosos para classificar as caudas das distribuições, como aquele apresentado por 

Ouarda et al. (1994) apud Adlouni et al. (2008). 

 
Figura 3.1 – Classificação das distribuições comumente utilizadas na Engenharia de 

Recursos Hídricos, em relação ao comportamento da cauda 
Fonte: Adaptado de Adlouni et al. (2008) 

  

Indícios de que os eventos hidrológicos máximos são governadas por distribuições de 

probabilidades com cauda pesada são apontados por diversos autores (KATZ et al., 2002; 

BOWERS et al., 2012; PAPALEXIOU et al., 2013). Papalexiou e Koutsoyiannis (2013) 

obtiveram as distribuições máximas exatas para precipitações diárias reais, considerando 

cenários em que as alturas pluviométricas maiores que zero seguem a distribuição Burr tipo 

XII (BrXII) e a distribuição Gama Generalizada (GG). As distribuições resultantes estiveram 

Cauda leve

Cauda pesada

Normal

Exponencial

Gumbel

Gama

Pearson 3

Log-Normal

Fréchet

Log-Pearson 3

Pareto
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dentro do domínio de atração das distribuições Fréchet e Gumbel, respectivamente. Essas 

duas distribuições foram ajustadas tanto para os dados BrXII quanto para os dados GG. Os 

quantis populacionais foram obtidos por meio da aplicação direta da Equação 3.1 sobre a 

função acumulada de probabilidades das distribuições BrXII e GG. Independente da 

distribuição parental dos dados, a distribuição Fréchet, com cauda mais pesada do que a 

distribuição Gumbel, foi a que mais se aproximou dos quantis populacionais extremos. 

De modo análogo às distribuições teóricas de extremos máximos, podem ser obtidas as 

distribuições teóricas de mínimos. Considerando a variável aleatória 

𝑍 = 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁), sua distribuição acumulada de probabilidades é dada por 

(NAGHETTINI & PINTO, 2007) 

𝐻𝑍(𝑥) = 1 − (1 − 𝐹𝑋(𝑥))𝑁 (3.7) 

 

O desenvolvimento da Equação 3.7 retorna distribuições teóricas também denominadas 

Gumbel, Fréchet e Weibull, porém em suas versões para eventos mínimos. As Equações 3.8 a 

3.10 apresentam, respectivamente, tais distribuições na forma acumulada (GOTTSCHALK et 

al., 2013). 

𝐻(𝑥) = 1 − exp [− exp (
𝑥−𝛽

𝛼
)], 𝑥 ∈ ℝ, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼 > 0  (3.8) 

𝐻(𝑥) = 1 − exp [− (−
𝑥−𝛽

𝛼
)

−
1


], 𝛽 ≥ 𝑥, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼 > 0,  > 0 (3.9) 

𝐻(𝑥) = 1 − exp [− (
𝑥−𝛽

𝛼
)

1


], 𝑥 ≥ 𝛽, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼 > 0,  > 0 (3.10) 

 

Dentre as distribuições apresentadas nas Equações 3.8 a 3.10, a única considerada aplicável 

para representar vazões mínimas é a distribuição Weibull, pois somente ela é limitada 

inferiormente (GOTTSCHALK et al., 2013). 

Outras variáveis aleatórias são mais bem representadas por distribuições diferentes destas aqui 

apresentadas para eventos máximos. Com relação às vazões sazonais (em períodos secos e 

chuvosos), Bowers et al. (2012) apontam que a distribuição Log-Normal se ajusta bem às 

observações. Já para as precipitações mensais, sazonais e anuais, Yue e Hashino (2007) 

apontaram as distribuições Log-Pearson 3, Pearson 3, GEV e Log-Normal de três parâmetros. 
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Diversos outros estudos analisam a distribuição probabilística de certos eventos hidrológicos 

em várias regiões do planeta, destacando-se, em todos eles, as distribuições aqui citadas.  

A escolha da distribuição mais adequada deve ser feita caso a caso, utilizando as ferramentas 

disponíveis, como os testes de aderência. Apesar de haver distribuições mais utilizadas em 

determinadas situações, garantir que o modelo adotado é o mais adequado não é uma tarefa 

simples. 

As distribuições de probabilidades aqui citadas fornecem modelos do comportamento 

aleatório das variáveis frequentemente estudadas na Hidrologia. Contudo, a representatividade 

desses modelos fica condicionada a vários outros aspectos, entre os quais está a eficácia da 

estimativa dos seus parâmetros em cada caso estudado. A seguir, apresenta-se uma breve 

revisão das técnicas estatísticas de estimação de parâmetros. 

3.1.2 Estimação de parâmetros 

Os parâmetros de determinados modelos probabilísticos, como distribuições de 

probabilidades e modelos de regressão, são estimados em função dos dados amostrais 

disponíveis. Um conjunto de dados amostrais 𝑥 com extensão 𝑛 (𝑥1, 𝑥2, ... , 𝑥𝑛) é entendido 

como uma das infinitas realizações possíveis da variável aleatória 𝑋 com extensão 𝑛. Como o 

valor populacional de um parâmetro 𝜃 não pode ser determinado sem o conhecimento de toda 

a população de 𝑋, são feitas estimativas diferentes desse parâmetro (𝜃) para cada realização 

disponível de 𝑋. Ainda, é possível utilizar várias expressões matemáticas, denominadas 

estimadores, para determinar um valor de 𝜃, dada a amostra de 𝑋. A qualidade dos 

estimadores pode ser determinada por meio de quatro propriedades desejáveis 

(NAGHETTINI e PINTO, 2007): 

 Ausência de viés: um estimador é considerado não enviesado se seu valor esperado, 

para várias realizações de 𝑋, for igual ao valor populacional do parâmetro estudado. 

Essa característica é definida matematicamente pela expressão 

𝐸[𝜃] = 𝜃, (3.11) 

 

na qual 𝐸[𝜃] denota o valor esperado das estimativas de 𝜃; 
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 Consistência: um estimador é definido como consistente se a seguinte expressão é 

válida: 

lim𝑛→∞ 𝑃[|𝜃 − 𝜃| ≤ 휀] = 1, (3.12) 

 

na qual 휀 é qualquer número positivo. 

A Equação 3.12 pode ser entendida como a condição de que, para uma amostra de 

extensão tendendo ao infinito, a probabilidade de 𝜃 se igualar a 𝜃 é unitária; 

 Eficiência: um estimador não enviesado é considerado o mais eficiente entre todos os 

outros estimadores se a variância das suas estimativas, obtida para várias realizações 

da variável aleatória, for menor ou igual à variância das estimativas obtidas por meio 

de qualquer outro estimador não enviesado; e 

 Suficiência: um estimador é considerado suficiente se utiliza todas as informações 

sobre o parâmetro estimado fornecidas pelos dados amostrais, de tal forma que 

nenhuma outra informação possa ser acrescentada por qualquer outro estimador. 

Outras propriedades dos estimadores também são importantes, como o erro das estimativas de 

modelos de regressão, de preenchimento de falhas ou de extensão de séries hidrológicas, por 

exemplo. Como apontado por Van Der Heijden et al. (2004), o erro das estimativas 

corresponde à soma entre o viés e uma parcela aleatória. Já a estabilidade é definida como a 

capacidade de os estimadores serem insensíveis a pequenos erros aleatórios nas observações. 

Por fim, a robustez consiste na propriedade de o estimador ser insensível a grandes erros de 

observação em alguns registros (outliers). 

Entre os métodos de estimação de parâmetros das distribuições de probabilidades utilizadas 

na Engenharia de Recursos Hídricos estão: i) o método dos momentos (MOM); ii) o método 

da máxima verossimilhança (ML, do inglês Maximum Likelihood); iii) o método dos mínimos 

quadrados (OLS); iv) o método dos momentos mistos; vi) o método da máxima entropia; vii) 

o método generalizado dos momentos; e viii) o método dos momentos-L (NAGHETTINI e 

PINTO, 2007). Desses métodos, os mais utilizados na prática da engenharia e mais estudados 

na literatura científica, especialmente no contexto de sua aplicação na Engenharia de Recursos 

Hídricos, são os métodos i), ii) e viii). 

O método dos momentos (MOM) consiste em igualar os momentos populacionais aos 

momentos amostrais da distribuição de probabilidades. Para uma amostra aleatória simples 
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(AAS), constituída de 𝑛 observações IID da variável 𝑥 (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), obtida por meio de uma 

realização da variável aleatória distribuída de acordo com 𝑓𝑋(𝑥; 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑝) com 𝑝 

parâmetros, o método MOM é definido pela expressão (NAGHETTINI e PINTO, 2007) 

𝜇𝑗(𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑝) = 𝑚𝑗        𝑐𝑜𝑚    𝑗 = 1, 2, … , 𝑝 (3.13) 

 

na qual 𝜇𝑗 e 𝑚𝑗 representam, respectivamente, os momentos populacionais e amostrais de 

ordem 𝑗. Os parâmetros são obtidos por meio da solução do sistema de equações resultante da 

Equação 3.13. 

O método da máxima verossimilhança (ML) apresenta-se como uma técnica capaz de 

fornecer soluções otimizadas para diversos problemas paramétricos, não apenas a estimação 

de parâmetros das distribuições de probabilidades. Os primeiros usos documentados do 

método ML, ainda sem tal denominação, remontam ao século XVIII (STIGLER, 2007). 

Considerando o mesmo conjunto de dados de 𝑥 apresentado acima, a função densidade de 

probabilidade conjunta (FDPC) da amostra é dada por 𝑓𝑋1, 𝑋2,… ,𝑋𝑛
(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) =

𝑓𝑋(𝑥1)𝑓𝑋(𝑥2) … 𝑓𝑋(𝑥𝑛). Essa FDPC, denominada função de verossimilhança, é proporcional à 

probabilidade de que a AAS tenha sido extraída da população descrita pela FDP 

𝑓𝑋(𝑥; 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑝). A função de verossimilhança é dada, portanto, por (NAGHETTINI e 

PINTO, 2007): 

𝐿(𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑝) = ∏ 𝑓𝑋(𝑥𝑖; 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑝)

𝑛

𝑖=1

  (3.14) 

 

O processo de estimação dos parâmetros pelo método ML consiste em maximizar a função de 

máxima verossimilhança para o mesmo número de parâmetros 𝑝, por meio do sistema de 

equações formado por (NAGHETTINI e PINTO, 2007) 

𝜕𝐿(𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑝)

𝜕𝜃𝑗
= 0,      𝑗 = 1, 2, … , 𝑝  (3.15) 

 

O método dos momentos-L consiste em igualar os momentos-L populacionais aos momentos-

L amostrais. Os momentos-L, também conhecidos como momentos ponderados por 
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probabilidades, foram introduzidos por Greenwood et al. (1979), sendo definidos pela 

expressão   

𝑀𝑝,𝑟,𝑠 = 𝐸[𝑋𝑝[𝐹𝑥(𝑥)]𝑟[1 − 𝐹𝑥(𝑥)]𝑠] = ∫ [𝑥(𝐹)]𝑝𝐹𝑟(1 − 𝐹)𝑠𝑑𝐹
1

0

  (3.16) 

 

em que  

𝑝, 𝑟 e 𝑠 são números reais; e 

𝑥(𝐹) denota a função de quantis da distribuição com FAP igual a 𝐹. 

Quando 𝑟 e 𝑠 são iguais a zero, e 𝑝 é um número não negativo, os momentos 𝑀𝑝,0,0 são iguais 

aos momentos convencionais de ordem 𝑝 em relação à origem (𝜇𝑝
′ ). Os momentos 𝑀1,0,𝑠 e 

𝑀1,𝑟,0 são os mais frequentemente utilizados no ajuste de distribuições de probabilidades 

(NAGHETTINI e PINTO, 2007).  

Cada um dos métodos aqui apresentados possui vantagens e desvantagens, algumas das quais 

estão sintetizadas na Tabela 3.1. 
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Tabela 3.1 - Algumas vantagens e desvantagens de cada método de estimação de 
parâmetros 

Método Vantagens Desvantagens 

Momentos (MOM) 

 Simplicidade de cálculo; e 

 Aplicabilidade direta a todas as 

distribuições utilizadas na Engenharia 

de Recursos Hídricos. 

 Não inclui os estimadores mais 

eficientes; 

 Tem desempenho inferior aos demais 

métodos de estimação; 

 Caso utilize o estimador tradicional 

do coeficiente de assimetria, pode 

levar a erros significativos devido à 

sensibilidade deste estimador a 

valores extremos, que são mais 

detalhadas por Griffis e Stedinger 

(2009) e Brys et al. (2004); e 

 É mais difícil de ser generalizado 

(para o caso de dados dependentes, 

dados não identicamente distribuídos, 

etc.) (VAN GELDER, 2004). 

Máxima 

Verossimilhança 

(ML) 

 Fornece o estimador não enviesado 

com menor erro quadrático médio à 

medida que a extensão da amostra 

tende a infinito (VAN GELDER, 

2004); 

 A função de máxima verossimilhança 

pode ser utilizada para, além de 

determinar os estimadores pontuais 

ML, fornecer um intervalo que 

contém valores plausíveis para o 

estimador (VAN GELDER, 2004); 

 Os estimadores ML são normalmente 

distribuídos (no caso assintótico) 

(VAN GELDER, 2004); e 

 Usualmente são de implementação 

simples em computador (VAN 

GELDER, 2004). 

 O uso do método ML pode gerar 

grandes erros ao analisar amostras 

pequenas (KATZ et al., 2002); 

 Suas vantagens pressupõem os casos 

assintóticos (grandes amostras, por 

exemplo, caso que não é usual na 

engenharia de recursos hídricos) 

(KATZ et al., 2002; VAN GELDER, 

2004); e 

 Os estimadores ML podem não 

existir em algumas situações (VAN 

GELDER, 2004). 

Momentos–L 

 Fornece estimadores relativamente 

resistentes a outliers (VAN 

GELDER, 2004); 

 Simplicidade computacional (KATZ 

et al., 2002); e 

 Bom desempenho para amostras 

pequenas (KATZ et al., 2002). 

 

 Suas vantagens podem não se refletir 

em funções matemáticas dos 

momentos L (como as funções 

quantis) (VAN GELDER, 2004); 

 Para algumas distribuições, outros 

métodos de estimação podem ser 

superiores em termos do erro 

quadrático médio dos estimadores 

dos quantis (HOSKING e WALLIS, 

1987; ROSBJERG et al., 1992); e 

 A “resistência a outliers” pode levar à 

minoração da importância dos dados 

amostrais que trazem informação 

sobre quantis extremos (VAN 

GELDER, 2004). 

 

Os métodos de estimação de parâmetros aqui apresentados aplicam-se ao ajuste de 

distribuições de probabilidades. Outra aplicação da estimação de parâmetros consiste em 

ajustar modelos de regressão entre variáveis aleatórias, que constituem a base das técnicas de 

extensão das séries hidrológicas apresentadas a seguir. 
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3.2 Técnicas de extensão de séries hidrológicas 

As técnicas de extensão de séries hidrológicas podem ser definidas como métodos de 

amostragem indireta de séries temporais que utilizam, como referência, as observações de 

outra série hidrológica, obtendo séries estendidas com determinadas propriedades estatísticas. 

Diversas técnicas de extensão foram desenvolvidas especialmente com o objetivo de estender 

as séries hidrológicas. Outras são adaptações de modelos que possuem, originalmente, 

propósitos distantes da extensão das séries hidrológicas, como modelos estatísticos de 

regressão e técnicas de preenchimento de falhas. 

Para a apresentação das técnicas de extensão de séries hidrológicas, será considerada a 

seguinte convenção: a série hidrológica curta, variável dependente nas expressões das 

técnicas, é composta pelos componentes 𝑦𝑖, totalizando, num primeiro momento, 𝑛1 registros. 

A série de referência, utilizada como variável independente nas formulações, é composta 

pelos elementos 𝑥𝑖 e possui 𝑛1 + 𝑛2 membros. Os registros de 𝑦1 a 𝑦𝑛1
 e de 𝑥1 a 𝑥𝑛1

 formam 

um período de observações comuns, sobre o qual é feito o ajuste das técnicas de extensão. 

Nesse período, a correlação linear amostral entre 𝑥 e 𝑦 é igual a 𝑟, que é representativa do 

coeficiente de correlação populacional 𝜌, entre 𝑋 e 𝑌. Não existe correlação serial entre os 

registros, de forma que não é necessário que as observações sejam consecutivas. É 

imprescindível, no entanto, que 𝑥𝑖 e 𝑦𝑖 representem observações dentro um mesmo intervalo 

de tempo. Esta configuração é mais facilmente entendida quando apresentada no formato 

Série longa: 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … … , 𝑥𝑛1
, 𝑥𝑛1+1, 𝑥𝑛1+2, … … , 𝑥𝑛1+𝑛2

 

Série curta: 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … … , 𝑦𝑛1
 

 

A extensão da série curta consiste na estimativa dos valores de 𝑦𝑛1+1 a 𝑦𝑛1+𝑛2
, de forma a 

obter, para todo o conjunto dos 𝑛1 + 𝑛2 valores da série estendida, medidas descritivas tão 

próximas quanto possível das medidas descritivas populacionais da variável aleatória 𝑌. 

O desenvolvimento das técnicas de extensão de séries hidrológicas derivou de avanços 

estatísticos obtidos antes mesmo de meados do século passado, para o tratamento de falhas em 

séries temporais. O cenário estudado por Wilks (1932) consistiu em estimar os parâmetros de 

uma distribuição normal bivariada a partir de registros das variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌, com um 

período de observações comuns e falhas em cada uma das amostras. Concluiu-se que as 

estimativas são mais confiáveis quando todo o universo de observações, tanto de 𝑋 quanto de 
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𝑌, é considerado nas estimativas, em relação a estimar os parâmetros populacionais de 𝑋 ou 

de 𝑌 apenas com base nas observações de cada variável aleatória. 

O estudo de Matthai (1951) trouxe colaborações, em estudos de amostragem, para o caso em 

que um fenômeno associado a determinada variável aleatória não pode ser observado. Por 

meio da aplicação de técnicas estatísticas de preenchimento de falhas, e tomando como base 

informações de variáveis observáveis, foram obtidos avanços no conhecimento da distribuição 

de probabilidades que descreve esse fenômeno. Foi estudado predominantemente o caso da 

distribuição normal multivariada envolvendo três variáveis. 

Alguns estudos, como aquele desenvolvido por Lord (1955), utilizaram o indicador 

denominado razão de informação relativa (relative-information ratio), designado por 𝐼, para 

avaliar o desempenho das técnicas de extensão na estimativa das medidas populacionais. Esse 

indicador é definido de tal forma que, caso seja maior que 1, a variância da estimativa de um 

momento populacional considerando a série original (curta) é superior à variância da 

estimativa feita utilizando também os demais valores estimados pelas técnicas de extensão. 

Por outro lado, caso 𝐼 < 1, a estimativa por meio série curta, apenas, é mais eficiente do que 

após a extensão. É desejável, após a extensão da série original, que 𝐼 seja maior que 1. As 

expressões de 𝐼−1, para a estimativa da média e da variância de 𝑦, são apresentadas nas 

Equações 3.17 e 3.18, respectivamente. 

𝐼𝜇
−1 = 1 −

𝑛1

𝑛1 + 𝑛2
𝜌2 (3.17) 

𝐼𝜎
−1 = 1 −

𝑛1

𝑛1 + 𝑛2
𝜌4 (3.18) 

 

Utilizando os estimadores do método da máxima verossimilhança para extrair informações 

populacionais sobre a distribuição normal multivariada, Lord (1955) concluiu que, desde que 

𝑛1 e 𝑛2 fossem maiores que zero, o indicador 𝐼 seria maior ou igual a 1 para a estimativa da 

média e da variância populacionais, quaisquer fossem os valores das demais variáveis 

envolvidas. Portanto, independente do coeficiente de correlação entre as séries estudadas, não 

haveria prejuízo nas estimativas dos momentos populacionais, ao utilizar as séries estendidas 

em detrimento das séries originais. Contudo, como apresentado na Tabela 3.1, o método da 

máxima verossimilhança e, portanto, as conclusões de Lord (1955), são válidas apenas para o 

caso assintótico em que a extensão da série curta tende para valores elevados. 
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Conclusões para casos práticos começaram a ser obtidas por Langbein e Hardison (1955) 

apud Fiering (1963), tendo-se chegado à conclusão de que só há ganho de informação para a 

estimativa da média populacional, após a extensão da série original de 𝑦, quando o coeficiente 

de correlação obedece à relação 

|𝜌| >
1

√𝑛1 − 2
 (3.19) 

 

O resultado da Equação 3.19 é válido caso as seguintes premissas sejam atendidas (FIERING, 

1963): 

 existência de um regime hidrológico estável na região onde as observações de 𝑋 e 𝑌 

foram feitas, de forma que um nível significativo de correlação entre os registros seja 

esperado; 

 as variáveis aleatórias estudadas podem ser modeladas pela distribuição Normal; 

 ausência de autocorrelação entre os registros; 

 existência de um período de observações comuns entre 𝑋 e 𝑌, com 𝑛1 elementos, e 𝑋 

possui 𝑛2 observações adicionais; e 

 as observações de 𝑋 e 𝑌 podem ser relacionadas por meio da equação de uma reta. 

A primeira premissa baseia-se no fato de que os registros das séries hidrológicas que se 

prestam à aplicação das técnicas de extensão são representativos dos fenômenos hidrológicos 

observados na região de estudo. A estabilidade do regime hidrológico traduz-se na constância 

da correlação populacional entre 𝑋 e 𝑌 ao longo do tempo. Já a última premissa diz respeito à 

técnica de extensão utilizada por Fiering (1963), que foi a OLS. 

3.2.1 OLS (Ordinary Least Squares) 

A técnica OLS (Ordinary Least Squares ou Mínimos Quadrados Ordinário) pode ser 

apresentada nos formatos 

�̂�𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖, e (3.20) 

�̂�𝑖 = �̅�𝐶 + 𝑟(𝑠𝑦𝐶
/𝑠𝑥𝐶

)(𝑥𝑖 − �̅�𝐶), (3.21) 

 

nos quais 

�̂�𝑖 e 𝑥𝑖 denotam os valores estimado e observado dos elementos das séries históricas curta e 

longa, respectivamente; 
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𝑎 e 𝑏 são parâmetros do modelo de regressão; 

�̅�𝐶 e �̅�𝐶 denotam as médias aritméticas de 𝑦𝐶 e 𝑥𝐶, respectivamente, sendo que 𝑦𝐶 e 𝑥𝐶 

representam o período de observações comuns das séries históricas curta e longa, 

respectivamente, para i = 1, 2, 3, ... , 𝑛1;  

𝑠𝑦𝐶
 e 𝑠𝑥𝐶

 denotam os valores do desvio-padrão de 𝑦𝐶 e 𝑥𝐶, respectivamente; e 

𝑟 denota o coeficiente de correlação de Pearson entre 𝑦𝐶 e 𝑥𝐶. 

A técnica OLS possui o caso simples, para a regressão entre duas variáveis aleatórias, e a 

regressão múltipla, para três ou mais. As Equações 3.20 e 3.21 representam o primeiro caso. 

As Equações 3.20 e 3.21 apresentam o ajuste da técnica OLS aos dados amostrais. Na 

verdade, os parâmetros 𝑎 e 𝑏 são estimativas dos parâmetros 𝛼 e 𝛽 que descrevem a relação 

linear populacional entre as variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 em questão, representada pela equação 

(HELSEL & HIRSCH, 2002)  

𝑌 = 𝛼 + 𝛽𝑋 + 휀 (3.22) 

 

em que 휀 denota o resíduo do modelo, uma variável aleatória normal com média 0 e desvio 

padrão 𝜎𝑒. 

Entendendo que a técnica OLS fornece meios para a estimativa de 𝑦𝑖, dado um valor 

particular de 𝑥𝑖, o resíduo dessa estimativa pertence à variável aleatória 휀, cuja estimativa 

populacional é designada por 𝑒. Tradicionalmente, assume-se a hipótese de que as estimativas 

de 𝑦 são variáveis aleatórias normalmente distribuídas, cuja média é obtida utilizando a 

Equação 3.20 ou 3.21 (HELSEL e HIRSCH, 2002). Essa interpretação é apresentada 

visualmente na Figura 3.2.  

O método de cálculo dos coeficientes da regressão linear simples mais utilizado é o Mínimos 

Quadrados Ordinário, que dá o nome à técnica OLS. Por meio da minimização da equação do 

quadrado do resíduo, 𝑒𝑖
2 = (𝑦𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑖)2, para todo 𝑖, obtém-se um sistema de equações 

normais, a partir do qual são obtidos estimadores dos coeficientes 𝑎 e 𝑏 (NAGHETTINI e 

PINTO, 2007). Conforme comprovado pelo teorema Gauss Markov, a técnica OLS é a mais 

eficiente para estimativa dos parâmetros de 𝑎 e 𝑏, ao serem atendidas as premissas de: i) 

linearidade entre 𝑌 e 𝑋; e ii) independência e homoscedasticidade dos resíduos (WOOD, 
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2006). A Tabela 3.2 apresenta um resumo das principais expressões derivadas da 

determinação dos coeficientes de regressão por meio da técnica OLS.  

 

 
Figura 3.2 - Hipótese de normalidade das estimativas da regressão linear 

Fonte: NAGHETTINI e PINTO, 2007. 

 

 
Tabela 3.2 - Principais expressões utilizadas na aplicação da regressão linear simples 

(técnica OLS) 

Variável Equação 

Coeficiente angular da reta de 

regressão 
𝑏 =

𝑛 ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 − ∑ 𝑦𝑖 ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

𝑛 ∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 − (∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )2

 (3.23) 

Intercepto da reta de regressão 𝑎 = �̅� − 𝑏�̅� (3.24) 

Estimativa de 𝑦 em função de 𝑥 �̂�𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 (3.25) 

Erro-padrão ou estimativa da 

variância dos resíduos �̂�𝑒
2 = 𝑠𝑒

2 =
∑ (𝑦𝑖 − �̂�𝑖)

2𝑛
𝑖=1

𝑛 − 2
 (3.26) 

Coeficiente de determinação 𝑅2 =
∑ (�̂�𝑖 − �̅�)2𝑛

𝑖=1

∑ (𝑦𝑖 − �̅�)2𝑛
𝑖=1

= 𝑏2
𝑠𝑋

2

𝑠𝑌
2 (3.27) 

Fonte: Adaptado de HELSEL e HIRSCH, 2002, e NAGHETTINI e PINTO, 2007. 

 

O coeficiente de determinação, 𝑅2, é definido como a proporção da variância total da variável 

dependente que é explicada pelo modelo de regressão, e, portanto, situa-se entre 0 e 1. O 

coeficiente de correlação amostral 𝑟 de Pearson relaciona-se com o coeficiente de 

determinação do método OLS por meio da equação (NAGHETTINI e PINTO, 2007) 

𝑟 =  ±√𝑅2 (3.28) 

 

sendo que o coeficiente de correlação linear 𝑟 de Pearson pode ser obtido diretamente dos 

dados amostrais a partir da equação 
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𝑟 =
𝑠𝑋,𝑌

𝑠𝑋𝑠𝑌
=

∑ [(𝑥𝑖 − �̅�)(𝑦𝑖 − �̅�)]𝑛
𝑖=1

√∑ (𝑥𝑖 − �̅�)2𝑛
𝑖=1 √∑ (𝑦 − �̅�)2𝑛

𝑖=1

 (3.29) 

 

em que 𝑠𝑋,𝑌 denota a estimativa da covariância entre as variáveis 𝑋 e 𝑌. 

As medidas de correlação fornecem uma medida do grau de associação entre duas variáveis. 

Uma forte correlação não indica necessariamente uma relação causal entre elas, apesar de 

poder indicar que as variáveis compartilham uma ou mais causas. Uma relação causa-efeito 

está fora do escopo da análise estatística e só poderá ser determinada por meio do 

conhecimento físico do processo envolvido (HELSEL e HIRSCH, 2002). 

As medidas de correlação 𝜌 são adimensionais e situam-se na faixa −1 ≤ 𝜌 ≤ 1. A ausência 

de correlação é indicada por 𝜌 = 0 e 𝜌 possui sinal positivo quando 𝑋 e 𝑌 possuem mesmo 

comportamento (caracterizam uma relação crescente). 𝜌 possui sinal negativo quando as 

variáveis possuem comportamento oposto, caracterizando uma relação decrescente. Quando 

uma das variáveis descreve tempo ou espaço, 𝜌 torna-se uma medida de tendência temporal 

ou espacial (HELSEL e HIRSCH, 2002). 

O coeficiente de correlação 𝑟 de Pearson é aplicável a relações monotônicas lineares. A 

condição de linearidade torna 𝑟 mais sensível à presença de outliers, dado que seu cálculo 

utiliza medidas pouco robustas, como médias e desvios-padrão. Cabe ressaltar, ainda, que 𝑟 é 

invariante em relação a mudanças de escala, uma vez que é medido por meio da distância 

entre os termos das séries de dados em relação à média normalizada pelo desvio padrão 

(HELSEL e HIRSCH, 2002). 

A regressão linear múltipla (MLR, do inglês Multiple Linear Regression) é a extensão da 

regressão linear simples para o caso em que há mais de uma variável explicativa. A evidência 

de que variáveis explicativas adicionais são necessárias para o modelo podem vir do 

entendimento científico do fenômeno analisado ou mesmo da análise dos resíduos da 

regressão linear simples. Os resíduos podem indicar tendências temporais, espaciais, 

sazonalidade, etc. Nesses casos, os resíduos do modelo de regressão linear simples podem ser 

plotados em função de muitas variáveis, até que a decisão sobre qual variável adicional 

deveria ser incorporada ao modelo original seja tomada (HELSEL e HIRSCH,  2002). 

O modelo de regressão linear múltipla é representado pela expressão  
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𝑌 = 𝛽0𝑋0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + ⋯ + 𝛽𝐾𝑋𝐾 + 휀 (3.30) 

 

em que 

𝛽0 é o intercepto do modelo, com 𝑋0 = 1; e 

𝛽𝐾 é o coeficiente angular associado à variável 𝑋𝐾, com 𝐾 > 0 

A estimativa dos parâmetros de um modelo MLR é feito para a estrutura apresentada na 

equação  

𝐘 =  𝐗 × 𝛃 (3.31) 

 

em que 

𝐘 é um vetor (n × 1) das n observações da variável dependente; 

𝛃 é um vetor (K × 1) dos coeficientes das K respectivas variáveis explicativas; e 

𝐗 é uma matriz (𝑛 × K) com as 𝑛 observações de cada variável K. 

Um resumo das expressões utilizadas para ajuste da regressão MLR e para a determinação de 

outras grandezas relevantes é apresentado na Tabela 3.3. 

Tabela 3.3 - Principais expressões utilizadas na aplicação da regressão linear múltipla 
(técnica OLS) 

Nome Equação 

Vetor dos coeficientes do modelo �̂� = (𝐗T𝐗)−1𝐗−1𝐘 (3.32) 

Somatório dos quadrados do modelo 

de regressão 
𝑆𝑄 𝑅𝑒𝑔 = �̂�T𝐗T𝐘 − 𝑛𝐘2  (3.33) 

Somatório dos quadrados dos 

resíduos do modelo de regressão 
𝑆𝑄 𝑅𝑒𝑠 = 𝐘T𝐘 − �̂�𝐓𝐗𝐓𝐘 (3.34) 

Somatório dos quadrados totais 𝑆𝑄𝑇 = 𝐘T𝐘 − 𝑛𝐘2 (3.35) 

Graus de liberdade do modelo de 

regressão 
𝐾 (3.36) 

Graus de liberdade dos resíduos 𝑛 − 𝐾 − 1 (3.37) 

Quadrado médio do modelo de 

regressão 𝑄𝑀 𝑅𝑒𝑔 =  
𝑆𝑄 𝑅𝑒𝑔

𝐾
 (3.38) 

Quadrado médio dos resíduos, erro-

padrão ou estimativa da variância 

dos resíduos 
𝑄𝑀 𝑅𝑒𝑠 = 𝑠𝑒 =  

𝑆𝑄 𝑅𝑒𝑠

𝑛 − 𝐾 − 1
 (3.39) 

Coeficiente de determinação 𝑅2 =
𝑆𝑄 𝑅𝑒𝑔

𝑆𝑄𝑇
 (3.40) 

Fonte: adaptado de NAGHETTINI e PINTO, 2007. 
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As hipóteses da regressão linear simples, que corresponde ao caso abordado nesta pesquisa, 

são apresentadas na Tabela 3.4. 

Tabela 3.4 - Hipóteses da regressão linear simples (técnica OLS) 
 Objetivo da aplicação da técnica OLS 

Hipótese 

Estimar 𝒀 

em função 

de 𝑿 

Estimar 𝒀 e a 

variância da 

estimativa 

Obter o melhor 

estimador não 

enviesado de 𝒀 

Testar hipóteses 

e estimar 

intervalos de 

confiança 

1) 𝒀 é realmente uma função linear 

de 𝑿 
Sim Sim Sim Sim 

2) Os dados utilizados para 

construir a reta de regressão são 

representativos 

Sim Sim Sim Sim 

3) Homoscedasticidade (variância 

dos resíduos é constante em função 

de 𝑿) 

  Sim Sim 

4) Os resíduos são independentes    Sim 

5) Os resíduos pertencem a uma 

distribuição normal 
   Sim 

Fonte: Adaptado de HELSEL e HIRSCH, 2002. 
 

A aplicação da técnica OLS implica que (HELSEL e HIRSCH, 2002): 

 Se as hipóteses 1 a 4 da Tabela 3.4 forem atendidas, os estimadores 𝑎 e 𝑏 são os 

estimadores não enviesados com menor variância de 𝛼 e 𝛽; 

 A média dos resíduos (𝑒𝑖) é exatamente zero; 

 A média das previsões (�̂�𝑖) é igual à média dos valores amostrais 𝑦𝑖; 

 A linha de regressão passa pelo centróide dos dados amostrais (�̅�, �̅�); e 

 A variância das previsões (�̂�𝑖) é menor que variância dos dados amostrais (exceto 

quando 𝑅2 = 1 e a variância das previsões iguala-se à variância dos dados amostrais). 

Entretanto, como mostra a Tabela 3.4, a simples estimativa de 𝑌 não requer premissas 

relacionadas aos resíduos. Também é importante ressaltar que não são feitas hipóteses a 

respeito das distribuições das variáveis independentes ou dependentes, conclusão útil ao lidar 

com séries hidrológicas, frequentemente caracterizadas como assimétricas (HELSEL & 

HIRSCH, 2002). A hipótese de homoscedasticidade e normalidade dos resíduos só é 

necessária para a aplicação de testes de hipóteses, para a estimativa dos intervalos de 

confiança e para garantir que a técnica OLS fornece o melhor estimador não enviesado de 

cada registro. Para a extensão das séries hidrológicas, essas premissas não precisam ser 

necessariamente verdadeiras. 
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O fato de as previsões possuírem variância inferior à variância dos dados amostrais é de 

extrema importância na aplicação da técnica OLS como técnica de extensão de séries 

hidrológicas. Matalas & Jacobs (1964) observaram que, apesar dos estimadores de 𝜇𝑌 obtidos 

para a série estendida serem não enviesados, o uso da técnica OLS para a extensão da série 

histórica de 𝑦 leva à obtenção de valores enviesados de 𝜎𝑌
2, uma vez que os valores previstos 

situam-se exatamente sobre a reta de regressão, como mostra a Figura 3.3. Na estimativa da 

média populacional, concluiu-se que o uso da técnica OLS na extensão da série curta conduz 

a um estimador mais eficiente do que a média da série original se a relação estabelecida pela 

Equação 3.19 for satisfeita. Para resolver o problema do viés da variância das estimativas de 

𝑦, Matalas e Jacobs (1964) propuseram incorporar o resíduo à técnica de extensão, como 

descrito no item a seguir. 

 
Figura 3.3 - Viés inserido nos valores previstos de y por meio da aplicação da técnica OLS 

 

3.2.2 RPN (Regression Plus Noise) 

Com o objetivo de eliminar o viés na estimativa da variância populacional e obter um novo 

estimador por meio da extensão da série histórica de 𝑦, mantendo a variabilidade da série 

original, Matalas & Jacobs (1964) propuseram a técnica Regression Plus Noise (Regressão 

Mais Ruído, ou simplesmente RPN), que consiste na incorporação de uma parcela de resíduo 

ao modelo da técnica OLS. A técnica RPN foi definida por meio da expressão 

�̂�𝑖 = �̅�𝑐 + 𝑟 (
𝑠𝑦𝑐

𝑠𝑥𝑐

) (𝑥𝑖 − �̅�𝑐) + 𝛿√1 − 𝑟2𝑠𝑦𝑐
𝑒𝑖 (3.41) 

 

Regressão 

linear simples 

(OLS)

Ajuste da regressão linear simples (OLS) 

sobre os dados amostrais de    e    
Estimativa dos valores faltantes de    a 

partir da regressão linear simples (OLS)

LEGENDA

Valores observados de    e 

Valores previstos de    com base na regressão linear (OLS) entre 

observações de    e 
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Na qual 𝑒𝑖 denota um valor aleatório da distribuição normal padrão e 

𝛿2 =
𝑛2(𝑛1 − 4)(𝑛1 − 1)

(𝑛2 − 1)(𝑛1 − 3)(𝑛1 − 2)
 (3.42) 

 

Os estudos de Matalas e Jacobs (1964) mostraram que a média e a variância da série estendida 

por meio da utilização da técnica RPN são estimadores não enviesados dos momentos 

populacionais. Além disso, os autores também mostraram que esse estimador é mais eficiente 

do que a série curta, na estimativa da variância, se  

|𝜌| > [
−𝐵 ± √𝐵2 − 4𝐴𝐶

2𝐴
]

1
2

 (3.43) 

 

Em que 

𝐴 = [
(𝑛2 + 2)(𝑛1 − 6)(𝑛1 − 8)

(𝑛1 − 3)(𝑛1 − 5)
−

8(𝑛1 − 4)

(𝑛1 − 3)
−

2𝑛2(𝑛1 − 4)2

(𝑛1 − 3)2

+
𝑛1𝑛2(𝑛1 − 4)2

(𝑛1 − 3)2(𝑛1 − 2)
] 𝜌4 

(3.44) 

𝐵 = [
6(𝑛2 + 2)(𝑛1 − 6)

(𝑛1 − 3)(𝑛1 − 5)
+

2(𝑛1
2 − 𝑛1 − 14)

(𝑛1 − 3)
+

2𝑛2(𝑛1 − 4)(𝑛1 − 5)

(𝑛1 − 3)2

−
2(𝑛1 − 4)(𝑛1 + 3)

(𝑛1 − 3)
−

2𝑛1𝑛2(𝑛1 − 4)2

(𝑛1 − 3)2(𝑛1 − 2)
] 𝜌2 

(3.45) 

𝐶 = [
2(𝑛1 + 1)

(𝑛1 − 3)
+

3(𝑛2 + 2)

(𝑛1 − 3)(𝑛1 − 5)
−

(𝑛1 + 1)(2𝑛1 + 𝑛2 − 2)

(𝑛1 − 1)
+

2𝑛2(𝑛1 − 4)

(𝑛1 − 3)2

+
2(𝑛1 − 4)(𝑛1 + 1)

(𝑛1 − 3)
+

𝑛1𝑛2(𝑛1 − 4)2

(𝑛1 − 3)2(𝑛1 − 2)
] 

(3.46) 

 

A Tabela 3.5 sintetiza os valores mínimos do coeficiente de correlação populacional a partir 

dos quais os estimadores da média e da variância, para a série estendida, são mais eficientes 

do que os estimadores para a série original, considerando as técnicas OLS e RPN. É 

importante ratificar aqui que a estimativa da variância populacional, por meio da extensão 

utilizando a técnica OLS, é enviesada. 

Matalas & Jacobs (1964) ainda fazem os seguintes comentários com relação às premissas 

assumidas no estudo: 

 A estimativa do coeficiente de correlação populacional crítico é diretamente afetada 

pelo valor de 𝑛1. Para melhorar essa estimativa, o valor de 𝑛1 deve ser o maior 

possível; 
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Tabela 3.5 – Valores críticos do coeficiente de correlação populacional para a eficiência dos 
estimadores da média e da variância populacional – técnicas OLS e RPN 

Estimativa da média populacional – valores mínimos de 𝝆 

Técnica 𝑛1 = 10 𝑛1 = 15 𝑛1 = 20 𝑛1 = 25 𝑛1 = 30 

OLS 0,35 0,28 0,24 0,21 0,19 

RPN 0,35 0,28 0,24 0,21 0,19 

Estimativa da variância populacional – valores mínimos de 𝝆 

Técnica OLS 

𝑛2 𝑛1 = 10 𝑛1 = 15 𝑛1 = 20 𝑛1 = 25 𝑛1 = 30 

10 0,73 0,63 0,70 0,76 0,76 

15 0,75 0,77 0,79 0,80 0,80 

20 0,76 0,79 0,81 0,81 0,82 

25 0,78 0,80 0,84 0,83 0,81 

30 0,77 0,80 0,82 0,83 0,84 

Técnica RPN 

𝑛2 𝑛1 = 10 𝑛1 = 15 𝑛1 = 20 𝑛1 = 25 𝑛1 = 30 

10 0,65 0,54 0,52 0,42 0,38 

15 0,65 0,54 0,51 0,42 0,39 

20 0,65 0,54 0,51 0,42 0,39 

25 0,65 0,54 0,50 0,42 0,39 

30 0,65 0,54 0,50 0,42 0,39 

Fonte: adaptado de Hirsch (1982) 

 

 A maioria das variáveis hidrológicas apresenta assimetria e, portanto, não podem ser 

consideradas como normalmente distribuídas. A utilização de transformações pode 

auxiliar na normalização dos dados, bem como na linearização da relação entre as 

variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌; e 

 Algumas variáveis aleatórias estudadas em hidrologia não podem ser consideradas 

como independentes. Precipitações acumuladas ou vazões médias mensais tendem a 

ter valores elevados em sequência e valores baixos em sequência, em virtude da 

sazonalidade do regime hidrológico anual. A análise de variáveis aleatórias 

hidrológicas próprias de intervalos de tempo maiores, como precipitações acumuladas 

ou vazões médias anuais, reduz fortemente a dependência entre valores consecutivos 

da série de dados. 

Hirsch (1982) aponta a grande desvantagem da técnica RPN, que se resume no fato de utilizar 

uma parcela aleatória na estimativa dos elementos da série estendida. Pode não ser o ideal 

obter várias realizações da série estendida para aplicações práticas. Além disso, basear 

decisões importantes de engenharia em apenas uma única realização da técnica RPN pode ser 

problemático. Uma alternativa à técnica RPN, com foco na melhoria da estimativa da 

variância da série estendida, é dada pelo conjunto de técnicas MOVE. 
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3.2.3 MOVE (Maintenance of Variance Extension) 

3.2.3.1 MOVE1 

A denominação MOVE refere-se a uma família de técnicas (MOVE1 a MOVE4). A técnica 

MOVE1 também é conhecida como LOC (Line of Organic Correlation), e teve suas primeiras 

aplicações na Engenharia de Recursos Hídricos na publicação de Kritskiy e Menkel (1968) 

apud Helsel e Hirsch (2002). As principais vantagens da técnica MOVE1 em relação à técnica 

OLS são (HELSEL e HIRSCH, 2002): 

 A técnica MOVE1 minimiza erros nas variáveis 𝑋 e 𝑌, o que implica que a reta de 

regressão estimada é a mesma independente de qual variável, 𝑋 ou 𝑌, é considerada a 

variável explicativa; e 

 Os valores estimados para a série estendida possuem propriedades que são mais 

similares às propriedades dos registros que se deseja representar, enquanto a aplicação 

da técnica OLS leva à estimativa de registros com variância subestimada (HIRSCH, 

1982). 

Os coeficientes do modelo de regressão MOVE1 são calculados para minimizar a soma das 

áreas dos triângulos formados pelas linhas verticais e horizontais originadas na linha de 

regressão (Figura 3.4). A expressão do modelo de regressão é dada por 

�̂�𝑖 = �̅�𝐶 + 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑙[𝑟]
𝑠𝑦𝐶

𝑠𝑥𝐶

(𝑥𝑖 − �̅�𝐶) (3.47) 

 

 
Figura 3.4 - Determinação da declividade da reta da técnica MOVE1 

Fonte: Adaptado de HELSEL e HIRSCH, 2002. 

Técnica
Método de 

minimização
Declividade 

OLS – y(x)

OLS – x(y)

MOVE1
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Por fornecer uma relação única entre 𝑋 e 𝑌, independente de qual é a variável explicativa, a 

técnica MOVE1 pode ser entendida como uma forma de estabelecer a relação “média” entre 

as variáveis, com erros na estimativa de ambas. Outra virtude da técnica MOVE1 é produzir 

estimativas de 𝑦 a partir de valores de 𝑥 cuja distribuição de probabilidades é semelhante 

àquela que se espera que 𝑦 possua. Sua aplicação é maior, portanto, quando se deseja obter 

não apenas estimativas individuais, como a média ou o desvio padrão de 𝑦, mas também 

outras características de 𝑦, como seus percentis (HELSEL e HIRSCH, 2002). A desvantagem 

da técnica MOVE1 é a sensibilidade a valores extremos (KHALIL e ADAMOWSKI, 2012). 

A Tabela 3.6 apresenta os resultados da relação entre o valor esperado da variância amostral e 

a variância populacional (𝐸[𝑠𝑌
2/𝜎𝑌

2]), para as técnicas OLS e MOVE1, como apresentado por 

Hirsch (1982). Quanto mais próxima de 1, melhor é a estimativa da variância populacional. 

Valores abaixo e acima de 1 indicam um viés de subestimar e superestimar, respectivamente, 

a variância populacional. 

Tabela 3.6 – Valores de E[sy
2/ σy

2]– técnicas OLS e MOVE1 
Técnica OLS 

𝑛1 𝑛2 𝜌 = 0,5 𝜌 = 0,7 𝜌 = 0,9 

10 10 0,66 0,77 0,91 

20 20 0,64 0,75 0,91 

30 30 0,63 0,75 0,91 

50 10 0,88 0,92 0,97 

10 50 0,46 0,63 0,86 

Técnica MOVE1 

𝑛1 𝑛2 𝜌 = 0,5 𝜌 = 0,7 𝜌 = 0,9 

10 10 1,19 1,08 1,03 

20 20 1,05 1,03 1,03 

30 30 1,03 1,02 1,01 

50 10 1,01 1,00 1,00 

10 50 1,18 1,12 1,05 

Fonte: adaptado de Hirsch (1982) 

 

Analisando a Tabela 3.6, pode-se concluir que, enquanto a técnica OLS leva a séries 

estendidas com variância menor do que a variância populacional, a técnica MOVE1 

superestima a variância. Apesar disso, a técnica MOVE1 se aproxima muito mais do valor 

populacional do que a técnica OLS (HIRSCH, 1982). 

3.2.3.2 MOVE2 

Enquanto o ajuste da técnica MOVE1 utiliza apenas informações do período de observações 

comuns de 𝑥 e 𝑦, a técnica MOVE2, proposta por Hirsch (1982), utiliza também as 
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informações de 𝑥 para as quais não há observações correspondentes de 𝑦. Para tanto, são 

utilizados os estimadores não enviesados da média (�̂�𝑌) e da variância (�̂�𝑌) propostos por 

Matalas e Jacobs (1964). Pela proposição original da técnica MOVE2, a média e a variância 

da série estendida seriam iguais a �̂�𝑌 e �̂�𝑌. A técnica MOVE2 é definida pelas equações 

�̂�𝑖 = �̂�𝑌 +
�̂�𝑌

𝑠𝑥𝐶

(𝑥𝑖 − �̅�) (3.48) 

�̂�𝑦 = �̅�𝐶 +
𝑛2

𝑛1 + 𝑛2
𝑟

𝑠𝑥𝐶

𝑠𝑦𝐶

(�̅�𝐸 − �̅�𝑐) (3.49) 

�̂�𝑦
2 =

1

𝑛1 + 𝑛2 − 1
[(𝑛1 − 1)𝑠𝑦𝐶

2 + (𝑛2 − 1) (𝑟
𝑠𝑥𝐶

𝑠𝑦𝐶

)

2

𝑠𝑥𝐸
2 + (𝑛2 − 1)𝛿2(1 − 𝑟2)𝑠𝑦𝐶

2

+
𝑛1𝑛2

𝑛1 + 𝑛2
(𝑟

𝑠𝑥𝐶

𝑠𝑦𝐶

)

2

(�̅�𝐸 − �̅�𝑐)2]  

(3.50) 

 

nas quais �̅�𝐸 denota média dos valores de 𝑥 no período no qual não há observações comuns 

(𝑖 =  𝑛1 + 1, 𝑛1 + 2, . . . , 𝑛2). 

Para a aplicação da técnica MOVE2, de forma que os momentos da série estendida sejam 

realmente aqueles de Matalas e Jacobs (1964), deveriam ser gerados valores de 𝑦𝑖 para 𝑖 = 1, 

2, 3, ..., 𝑛1 + 𝑛2. Entretanto, como apontado por Vogel e Stedinger (1985), o procedimento 

prático consiste em gerar valores de 𝑦𝑖 para 𝑖 = 𝑛1 + 1, 𝑛1 + 2, 𝑛1 + 3, ..., 𝑛1 + 𝑛2, ou seja, a 

técnica MOVE2 proposta por Hirsch (1982) não atinge seu propósito original. 

Segundo Hirsch (1982), a técnica MOVE2 não apresenta viés para a estimativa da variância 

populacional, apesar de não ser capaz de preservar a variabilidade em eventos hidrológicos 

extremos. Para Vogel e Stedinger (1985), as técnicas MOVE1 e MOVE2 devem ser utilizadas 

em situações nas quais as populações de 𝑋 e 𝑌 não diferem significativamente entre si, em 

termos de distribuição de probabilidades, autocorrelação ou sazonalidade. As séries 

estendidas por meio dessas técnicas possuem propriedades muito mais próximas da série de 

referência. Para a verificação da validade da aplicação das técnicas OLS, MOVE1 e MOVE2, 

podem ser consideradas as premissas adotadas por Hirsch (1982), de séries hidrológicas de 𝑥 

e 𝑦 estacionárias, sem autocorrelação e distribuídas segundo uma distribuição normal 

bivariada.  
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3.2.3.3 MOVE3 

As técnicas MOVE3 e MOVE4 (que será detalhada a frente) foram propostas por Vogel e 

Stedinger (1985), motivadas por novos estimadores não enviesados da média e da variância 

populacional que são mais eficientes do que aqueles definidos por Matalas e Jacobs (1964). 

Vogel e Stedinger (1985) utilizaram premissas semelhantes às de Hirsch (1982): i) séries de 𝑥 

e 𝑦 provenientes de uma distribuição normal bivariada (ou submetidas a alguma 

transformação para normalizar os dados); e ii) séries sem autocorrelação. 

A técnica MOVE3 foi definida de tal forma que, após ser aplicada somente para os valores 

extrapolados de 𝑦 (�̂�𝑖, para 𝑖 = 𝑛1 + 1, 𝑛1 + 2, … , 𝑛1 + 𝑛2), toda a sequência de 𝑛1 + 𝑛2 

registros possuísse média (�̂�𝑌) e variância (�̂�𝑌) iguais aos valores propostos por Matalas e 

Jacobs (1964). 

Os valores de �̂�𝑖 da série estendida pela técnica MOVE3 são calculados por meio das 

equações 

 

�̂�𝑖 = 𝑎 + 𝑏(𝑥𝑖 − �̅�𝐸) (3.51) 

𝑎 =  
(𝑛1 + 𝑛2)�̂�𝑦 − 𝑛1�̅�𝐶

𝑛2
 (3.52) 

𝑏 = √
(𝑛1 + 𝑛2 − 1)�̂�𝑦

2 − (𝑛1 − 1)𝑠𝑦𝐶
2 − 𝑛1(�̅�𝐶 − �̂�𝑦)

2
− 𝑛2(𝑎 − �̂�𝑦)

2

(𝑛2 − 1)𝑠𝑥𝐸
2

 (3.53) 

 

Nas quais 𝑠𝑥𝐸
2  denota a variância amostral de 𝑥𝑖 para 𝑖 = 𝑛1 + 1, 𝑛1 + 2, … , 𝑛1 + 𝑛2. 

3.2.3.4 MOVE4 

Vogel e Stedinger (1985) também obtiveram estimadores não enviesados otimizados para a 

média (�̂�𝑌
∗ ) e para a variância (�̂�𝑌

∗2
) da série estendida de 𝑦 por meio da introdução de duas 

variáveis, 𝜃1 e 𝜃2. O estimador da média (�̂�𝑌
∗ ) mostrou-se mais eficiente do que aquele 

proposto por Matalas e Jacobs (1964) para valores pequenos de 𝑛1 (𝑛1 < 9 para 𝑛2 = 60 e 

𝜌 = 0,7, por exemplo). O estimador da variância (�̂�𝑌
∗2

) mostrou-se mais eficiente 

independente do valor de 𝜌 e de 𝑛1 em relação a 𝑛2. Para menores valores de 𝜌, maior foi a 

eficiência de �̂�𝑌
∗2

 em relação a �̂�𝑌
2. 
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Os valores de �̂�𝑌
∗  e �̂�𝑌

∗2
 são dados pelas equações 

 

�̂�𝑦
∗ = �̅�𝐶 + 𝜃1

𝑛2

𝑛1 + 𝑛2
𝑟

𝑠𝑥𝐶

𝑠𝑦𝐶

(�̅�𝐸 − �̅�𝐶) (3.54) 

�̂�𝑌
∗2 = (1 − 𝜃2)𝑠𝑦𝐶

2

+ 𝜃2 [(𝑟
𝑠𝑥𝐶

𝑠𝑦𝐶

)

2

(�̅�𝐸 − �̅�𝑐)2𝑠𝑥
2

+ [1 −
𝑛1 + 𝑛2 − 3

(𝑛1 − 3)(𝑛1 + 𝑛2 − 1)
]

𝑛1 − 1

𝑛1 − 2
(𝑠𝑦𝐶

2 − 𝑟
𝑠𝑥𝐶

𝑠𝑦𝐶

𝑠𝑥𝐶
2 )] 

(3.55) 

 

nas quais 

𝜃1 =
(𝑛1 − 3)𝜌2

(𝑛1 − 4)𝜌2 + 1
 (3.56) 

𝜃2 =
(𝑛1 − 4)𝜌2

(𝑛1 − 8,5)𝜌2 + 4,5
 (3.57) 

 

A técnica MOVE4, também proposta por Vogel e Stedinger (1985), foi formulada para 

produzir valores de �̂�𝑖, com 𝑖 = 𝑛1 + 1, 𝑛1 + 2, … , 𝑛1 + 𝑛2, de tal forma que a série histórica 

resultante, de 𝑛1 + 𝑛2 elementos (𝑦1, 𝑦2, ... , 𝑦𝑛1
, �̂�𝑛1+1, �̂�𝑛1+2, ... , �̂�𝑛1+𝑛2

), possuísse média 

e variância dados por �̂�𝑌
∗  e �̂�𝑌

∗2
, respectivamente. 

A expressão para estimativa dos valores de 𝑦𝑖 é dada pela Equação 3.51, com coeficientes 

definidos pelas equações (VOGEL e STEDINGER,  1985) 

𝑎 =  
(𝑛1 + 𝑛2)�̂�𝑌

∗ − 𝑛1�̅�𝐶

𝑛2
 (3.58) 

𝑏 = √
(𝑛1 + 𝑛2 − 1)�̂�𝑌

∗2 − (𝑛1 − 1)𝑠𝑦𝐶
2 − 𝑛1(�̅�𝐶 − �̂�𝑌

∗ )2 − 𝑛2(𝑎 − �̂�𝑌
∗ )2

(𝑛2 − 1)𝑠𝑥𝐸
2

 (3.59) 

 

As técnicas MOVE podem ser agrupadas em: i) MOVE1 e MOVE2, que mantêm o foco nos 

dois primeiros momentos estatísticos, e cujas formulações foram desenvolvidas para o caso 

em que toda a série histórica de 𝑦 é estimada; e ii) MOVE3 e MOVE4, que têm o mesmo 

foco, apesar de, nas suas formulações, considerar que apenas os valores faltantes de 𝑦 são 

estimados, em função de 𝑥 (KHALIL e ADAMOWSKI, 2012). 

As técnicas MOVE foram obtidas a partir de adaptações da técnica OLS. Um outro modelo de 

regressão, apresentado por Helsel e Hirsch (2002), que também já foi aplicado como técnica 
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de extensão de séries hidrológicas, é o KTRL (Kendall-Theil Robust Line, ou Linha Robusta 

Kendall Theil). 

 

3.2.4 KTRL (Kendall-Theil Robust Line) 

Na literatura, a linha de regressão KTRL também é conhecida como “Sen slope”. Assim como 

a técnica OLS está diretamente relacionada ao coeficiente de correlação 𝑟 de Pearson, a 

técnica KTRL está relacionada ao coeficiente de correlação 𝜏 de Kendall (HELSEL e 

HIRSCH, 2002). 

O coeficiente de correlação de Kendall fornece uma medida da relação monotônica entre 𝑋 e 

𝑌. Por depender da classificação dos termos das séries de dados de 𝑋 e 𝑌, e não de seus 

valores, o coeficiente de correlação de Kendall possui resistência a outliers e pode ser 

utilizado se valores muito baixos ou muito elevados forem categorizados (como precipitações 

abaixo de determinado limiar). Em comparação com os demais coeficientes de correlação, 𝜏 

destaca-se por apresentar valores de correlação numericamente mais baixos e ser capaz de 

mensurar correlações monotônicas lineares ou não (HELSEL e HIRSCH, 2002). 

O coeficiente de correlação 𝜏 é calculado por meio da equação 

𝜏 =
𝑃 − 𝑀

𝑛(𝑛 − 1) 2⁄
 (3.60) 

 

Na qual 

𝑃 denota o número de pares concordantes (𝑌 aumenta à medida que 𝑋 aumenta), ou seja, 

𝑦𝑖 < 𝑦𝑗 para todo 𝑖 < 𝑗 para 𝑖 = 1, 2, 3, … , (𝑛 − 1) e 𝑗 = (𝑖 + 1), … , 𝑛 

𝑀 denota o número de pares discordantes (𝑌 diminui à medida que 𝑋 aumenta), ou seja, 

𝑦𝑖 > 𝑦𝑗 para todo 𝑖 < 𝑗 para 𝑖 = 1, 2, 3, … , (𝑛 − 1) e 𝑗 = (𝑖 + 1), … , 𝑛 

 

Para propósitos de regressão, a técnica KTRL apresenta maior resistência a outliers do que a 

técnica OLS, como mostra a Figura 3.5, e não adota a hipótese de resíduos distribuídos 

segundo uma distribuição normal. Tendo em vista que as variáveis hidrológicas possuem 

erros de monitoramento associados à magnitude dos valores medidos, é de se esperar que a 

variância dos resíduos não seja constante para todo 𝑋, o que é uma hipótese da técnica OLS 

(GRANATO, 2006). Apesar de essas hipóteses serem mais generalistas do que as hipóteses da 
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técnica OLS, elas não necessariamente se apresentam como vantajosas no contexto da 

extensão de séries hidrológicas. 

 
Figura 3.5 - Comparação da resistência a outliers entre as técnicas OLS e KTRL 

Fonte: adaptado de GRANATO, 2006. 

 

A reta de regressão calculada por meio da técnica KTRL é identificada como a mediana das 

declividades das retas obtidas pela ligação de cada par de pontos (SEN, 1968), como mostra a 

Figura 3.6. Duas estimativas do intercepto da reta da técnica KTRL foram propostas na 

literatura. A primeira corresponde à mediana dos interceptos obtidos pelo prolongamento das 

retas da Figura 3.6-A (THEIL, 1950). A segunda é obtida por meio da passagem da reta de 

regressão pela mediana dos dados de 𝑥 e 𝑦 (CONOVER, 1980). Helsel e Hirsch (2002) 

apontam que a metodologia apresentada por Conover (1980) é mais vantajosa, por ser mais 

robusta, eficiente, pela sua facilidade de cálculo e por ser análoga à técnica OLS (na qual a 

reta de regressão passa pelos valores médios de 𝑋 e 𝑌). 

A expressão geral da técnica KTRL é dada por 

�̂�𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 (3.61) 

com declividade da reta dada pela equação 

𝑏 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 [
𝑦𝑗 − 𝑦𝑖

𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
]      ∀  𝑖 < 𝑗      𝑖 = 1, 2, … , 𝑛1 − 1     𝑒     𝑗 = 2, 3, … , 𝑛1 (3.62) 

Y

X

Outlier com elevado valor 

de alavancagem

“Dados”   y = 1,1x + 2 + ei

Linha de regressão da técnica OLS   y = 2,3x – 9,14 + ei

KTRL y = 1,1x + 2,7 + ei
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O intercepto, calculado conforme metodologia proposta por Conover (1980), é dado por 

𝑎 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎[𝑦𝐶] −  𝑏 × 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎[𝑥𝐶] (3.63) 

 

 
Figura 3.6 - Determinação da declividade da reta de regressão da técnica KTRL 

Fonte: adaptado de HELSEL e HIRSCH, 2002. 

 

Um problema na estimativa da declividade da reta de regressão surge quando uma amostra 

apresenta dois valores iguais de 𝑥, e o coeficiente angular calculado por meio da Equação 

3.62 é enviesado. Para resolver esse problema, Granato (2006) não computou, na mediana, 

valores iguais de 𝑥, obtendo resultados satisfatórios. 

Ambos os estimadores do coeficiente angular das técnicas OLS e KTRL são não enviesados. 

Contudo, o estimador do coeficiente angular da técnica OLS é ligeiramente mais eficiente do 

que o estimador da técnica KTRL. Para propósitos de regressão, e não necessariamente para a 

extensão de séries hidrológicas, a técnica KTRL apresenta-se com propriedades muito 

interessantes para uso por possuir estimadores dos coeficientes de regressão quase tão 

eficientes quanto os da técnica OLS, quando a hipótese de normalidade é atendida, e muito 

melhores quando essa hipóteses não é atendida (HELSEL e HIRSCH, 2002). 

Estudos já foram desenvolvidos para comparar os resultados dos ajustes das técnicas OLS e 

KTRL, entre os quais se destaca a pesquisa de Hirsch el al. (1991), aplicada à qualidade da 

água. Com o intuito de avaliar a partir de qual grau de ausência de normalidade a técnica 

Y

X

A - Todas as ligações possíveis entre dois 

pontos

B - Todas as ligações possíveis

rearranjadas. A linha mais grossa

corresponde à mediana das 15 linhas e é

a declividade da reta da técnica KTRL
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KTRL passa a ser mais adequada, foi feita uma amostragem, por meio de simulação de Monte 

Carlo, de valores aleatórios provenientes de duas distribuições normais: a primeira, com 

média 10 e desvio padrão de 1, e a segunda, com média 11 e desvio padrão de 3. A proporção 

de mistura de cada amostragem variou de 80% a 100% da primeira distribuição e, portanto, de 

0% a 20% da segunda distribuição. Foram considerados, ainda, dois cenários que simulam 

séries com extensão de 6 e 36 dados amostrados. Os autores relatam que a não normalidade 

das amostras geradas não é facilmente percebida. Os valores amostrados constituíram a 

variável dependente (𝑌), enquanto a variável independente considerada foi o tempo. Como 𝑌 

independe do tempo (variável gerada aleatoriamente), a declividade populacional da reta de 

regressão é, teoricamente, nula. A medida da eficiência de cada técnica foi feita por meio da 

relação entre os indicadores RMSE (Root Mean Square Error ou Erro Quadrático Médio) 

obtidos para o ajuste das técnica OLS e KTRL. Foi considerando que ocorre erro caso 𝑏 ≠ 0. 

Os resultados obtidos, apresentados na Figura 3.7, indicam que: i) a técnica OLS teve 

melhores resultados quando aplicada a uma série curta do que quando aplicada a uma série 

longa; ii) a técnica KTRL apresentou erros menores quando o percentual de mistura foi 

superior a 6% (amostra gerada de 6 valores) ou 2% (amostra gerada de 36 valores); e iii) 

quando os dados gerados se prestam à regressão linear, apresentam variância constante e 

normalidade dos resíduos, as duas técnicas apresentam resultados semelhantes. Baseados 

nesse estudo, Helsel e Hirsch (2002) indicam que pequenos desvios na normalidade dos 

dados, nem sempre detectáveis por meio de testes e histogramas, já favorecem o uso da 

técnica KTRL. 

As vantagens mencionadas da técnica KTRL, para dados não normais, referem-se apenas aos 

coeficientes do modelo de regressão, e não necessariamente são mantidas para os momentos 

dos valores estimados. De fato, Khalil e Adamowski (2014a) apontam a não manutenção da 

variância da série curta na série estendida como grande deficiência da técnica KTRL. Na 

tentativa de solucionar esse problema, Khalil et al. (2012) propuseram uma nova técnica, 

baseada na técnica KTRL, denominada KTRL2. 
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Figura 3.7 - Resultado gráfico do experimento de Hirsch et al. (1991): vantagem da técnica 

KTRL em relação à técnica OLS para amostras que não seguem a distribuição normal 
Fonte: adaptado de HIRSCH, 1991. 

 

3.2.5 KTRL2 (Kendall-Theil Robust Line 2) 

A técnica KTRL2 foi proposta por Khalil et al. (2012), com o intuito de manter a 

variabilidade da série curta na série estendida e a robustez da técnica KTRL na presença de 

outliers. Buscando obter uma série estendida com FDP próxima da FDP da série original, 

foram propostos novos estimadores dos coeficientes 𝑎 e 𝑏 do modelo de regressão (Equação 

3.61), dados pelas expressões: 

𝑏 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 [
𝑦𝑗 − 𝑦𝑖

𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
]      ∀  𝑖 < 𝑗      𝑖 = 5º, 10º, … ,90º     𝑒     𝑗 = 10º, 15º, … , 95º (3.64) 

𝑎 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎[𝑦𝐶] −  𝑏 × 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎[𝑥𝐶] (3.65) 

 

A declividade da reta de regressão da técnica KTRL2 é estimada para minimizar o erro na 

estimativa dos percentis da série estendida (KHALIL & ADAMOWSKI, 2014a). Uma 

desvantagem da técnica KTRL2 é a necessidade de se estimar os percentis de ordem 5 a 95, o 

que pode se tornar uma dificuldade para séries curtas. 
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De forma geral, as técnicas MOVE apresentam grande sensibilidade a outliers, enquanto a 

técnica KTRL leva à estimativa de valores da série estendida com variância reduzida 

(KHALIL e ADAMOWSKI, 2012). Entendendo que a técnica KTRL2, proposta por Khalil et 

al. (2012), tem a finalidade de corrigir o viés na variância dos valores estendidos por meio da 

técnica KTRL, Khalil e Adamowski (2012) propuseram uma modificação da técnica MOVE1 

(também denominada LOC) para reduzir sua sensibilidade a outliers. Essa técnica foi 

denominada RLOC (Robust Line of Organic Correlation). 

3.2.6 RLOC (Robust Line of Organic Correlation) 

A presença de outliers, superiores ou inferiores, possui mais efeito na estimativa da média do 

que na mediana (percentil de 50%) de uma amostra. Por outro lado, a variância amostral é 

afetada pelos desvios da amostra ao quadrado, e é mais sensível à presença de outliers. A 

amplitude interquartil (AIQ) é uma medida mais robusta da variabilidade amostral, dado que é 

obtida por meio da diferença entre os percentis de ordem 75 e 25 (considerando que os 

outliers são encontrados acima do percentil 75 e abaixo do percentil 25, e, portanto, não 

interfeririam no cômputo da AIQ) (KHALIL e ADAMOWSKI, 2012). 

Para ser resistente a outliers, o coeficiente angular da técnica RLOC (Robust Line of Organic 

Correlation, ou Linha Robusta de Correlação) é estimado pela relação entre as amplitudes 

interquartis de 𝑦 e 𝑥, ou seja (KHALIL e ADAMOWSKI, 2012) 

𝑏 = 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑙[𝑟]
𝑦𝐶(75) − 𝑦𝐶(25)

𝑥𝐶(75) − 𝑥𝐶(25)
 (3.66) 

 

na qual 

𝑦𝐶(𝑝) denota o percentil de ordem 𝑝 da amostra 𝑦 no período de observações comuns de 𝑦 e 𝑥; 

e 

𝑥𝐶(𝑝) denota o percentil de ordem 𝑝 da amostra 𝑥 do período de observações comuns de 𝑦 e 𝑥.  

O intercepto da reta de regressão é análogo àquele fornecido por Conover (1980), adaptado 

para o novo coeficiente angular: 

𝑎 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎[𝑦𝐶] −  𝑏 × 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎[𝑥𝐶] (3.67) 

 

A expressão geral da técnica RLOC é dada pela Equação 3.61. 
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Experimento semelhante àquele realizado por Hirsch el al. (1991), e descrito no item 3.2.4, 

foi realizado por Khalil e Adamowski (2012) para avaliar as vantagens do uso da técnica 

RLOC em amostras que não seguem a distribuição normal. Após realizar uma amostragem da 

variável dependente a partir de duas distribuições normais distintas, sendo a amostra da 

variável independente dada por números aleatórios da distribuição uniforme, foi calculado o 

coeficiente angular (teoricamente igual a zero, dada a ausência de relação entre 𝑥 e 𝑦) por 

meio das técnicas MOVE1 e RLOC. A amostragem da variável dependente foi feita para um 

conteúdo de 80 % a 20% de valores pertencentes à distribuição normal principal. A medida do 

desempenho de cada técnica foi feita pela relação entre o RMSE calculado para as técnicas 

RLOC e MOVE1, de modo que uma relação inferior à unidade significa melhor desempenho 

da técnica RLOC. O resultado, sumarizado na Figura 3.8, mostra que a técnica RLOC é mais 

eficiente quando a distribuição das amostras não segue a distribuição normal. 

 
Figura 3.8 - Resultado gráfico do experimento de Hirsch et al. (1991): vantagem da técnica 
RLOC em relação à técnica MOVE1 para amostras que não seguem a distribuição normal 

Fonte: adaptado de KHALIL e ADAMOWSKI, 2012. 

 

Assim como comentado no item 3.2.4, um desempenho melhor da técnica RLOC na 

estimativa dos parâmetros populacionais de um modelo de regressão, em comparação com a 

técnica OLS não implicam, necessariamente, um desempenho melhor na extensão das séries 

hidrológicas. Afinal, nessa última, o desempenho é avaliado em função da estimativa dos 

momentos populacionais. 

As técnicas apresentadas até o momento tratam do ajuste de uma reta às observações de 𝑋 e 

𝑌. Outra abordagem refere-se ao ajuste de modelos capazes de introduzir alguma não 
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linearidade na relação entre as observações, com a subsequente avaliação da preservação da 

variabilidade dos dados. Um dos modelos capaz de ajustar diferentes formatos de regressão é 

apresentado a seguir. 

3.2.7 GLM (Generalized Linear Models) 

Os Modelos Lineares Generalizados, também conhecidos pela sua sigla em inglês (GLM, de 

Generalized Linear Models), foram propostos por Nelder e Wedderburn (1972). As vantagens 

dos GLM são permitir que a distribuição da variável resposta seja diferente da distribuição 

normal e permitir um certo grau de não-linearidade na estrutura do modelo (WOOD, 2006). A 

estrutura básica do modelo é dada pela equação 

𝑔(𝜇𝑖) = 𝐗i𝛃 (3.68) 

 

na qual 

𝜇𝑖 = 𝐸(𝑌𝑖); 

𝑔 é denominada função de ligação, monotônica e diferenciável, que relaciona o valor 

esperado da variável dependente (𝐸[𝑌𝑖]) com o preditor linear; e 

𝐗i𝛃 é o preditor linear, que é a função linear de regressão propriamente dita. 𝐗i é a i-ésima 

linha da matriz de dados da variável independente e 𝛃 é um vetor de parâmetros, com valores 

inicialmente desconhecidos. Na sua forma original, o preditor linear é o mesmo da regressão 

linear MLR. 

Um modelo linear generalizado assume as premissas de que os valores 𝑌𝑖 são independentes e 

que a distribuição condicional da variável dependente 𝑌𝑖 pertence a uma família exponencial. 

A família exponencial inclui várias distribuições de probabilidades com aplicação prática, 

entre as quais estão a Poisson, Binomial, Gama e Normal (WOOD, 2006). 

As funções de ligação mais comuns são apresentadas na Tabela 3.7, enquanto a Figura 3.9 

apresenta o formato de algumas dessas funções para a relação 𝑦 = 𝜇𝑖 = 𝑔−1(𝑎 + 𝑏𝑥𝑖). 

Uma distribuição de probabilidades pertence à família exponencial se sua FDP ou FMP puder 

ser escrita na forma (FOX, 2015) 

𝑓(𝑦; 𝜃, 𝜙) = 𝑒𝑥𝑝 [
𝑦𝜃 − 𝑏(𝜃)

𝑎(𝜙)
+ 𝑐(𝑦, 𝜙)] (3.69) 
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na qual 

𝑎, 𝑏 e 𝑐 são funções conhecidas que variam de acordo com a distribuição; 

𝜙 é um parâmetro de dispersão, correspondente a um valor fixo em algumas distribuições, e 

podendo ser um valor desconhecido em outras. Neste caso, é estimado em função de 𝜃; e 

𝜃 é o parâmetro canônico da distribuição, que, no contexto dos GLM, dependerá apenas dos 

parâmetros do modelo (𝛃). 

Tabela 3.7 – Algumas das funções de ligação mais comuns e suas inversas 
Função de 

ligação 
𝐗i𝛃𝑖 = 𝑔−1(𝜇𝑖)  𝑦𝑖 = 𝜇𝑖 = 𝑔−1(𝐗i𝛃)  

Identidade 𝜇𝑖 (3.70) 𝐗i𝛃 (3.71) 

Logarítmica ln(𝜇𝑖) (3.72) 𝑒𝐗i𝛃 (3.73) 

Inversa 𝜇𝑖
−1 (3.74) (𝐗i𝛃)−1 (3.75) 

Inversa ao 

quadrado 
𝜇𝑖

−2 (3.76) (𝐗i𝛃)−1 2⁄  (3.77) 

Raiz quadrada √𝜇𝑖 (3.78) (𝐗i𝛃)2 (3.79) 

Logit ln (
𝜇𝑖

1 − 𝜇𝑖

) (3.80) 
1

1 + 𝑒−𝐗i𝛃
 (3.81) 

Probit Φ−1(𝜇𝑖) (3.82) Φ(𝐗i𝛃) (3.83) 

Log-log −ln [−ln (𝜇𝑖)] (3.84) 𝑒𝑥𝑝[−𝑒𝑥𝑝(−𝐗i𝛃)] (3.85) 

Complemento 

log-log 
−ln [−ln (1 − 𝜇𝑖)] (3.86) 1 − 𝑒𝑥𝑝[−𝑒𝑥𝑝(𝐗i𝛃)] (3.87) 

Fonte: adaptado de FOX, 2015. 

 

 
NOTA: As funções apresentadas aqui podem ser crescentes ou decrescentes, dependendo dos 
valores dos coeficientes da regressão. 

Figura 3.9 – Formato de algumas das funções de ligação normalmente utilizadas nos 
modelos lineares generalizados 
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A distribuição normal, por exemplo, pode ser escrita na forma 

𝑓(𝑦; 𝜇, 𝜎) = 𝑒𝑥𝑝 [
𝑦𝜇 − 𝜇2/2

𝜎2
+

𝑦2

2𝜎2
− log (𝜎√2𝜋)] (3.88) 

 

na qual  

𝜃 = 𝜇; 

𝑏(𝜃) =
𝜃2

2
=

𝜇2

2
; 

𝑎(𝜙) = 𝜙 = 𝜎2; e 

𝑐(𝜙, 𝑦) = −
𝑦2

2𝜙
− log(√𝜙2𝜋) = −

𝑦2

2𝜎2
− log (𝜎√2𝜋). 

É possível obter expressões gerais para a média e a variância de distribuições da família 

exponencial em termos de 𝑎, 𝑏 e 𝜙. A função log-verossimilhança de 𝜃, dado um valor 

particular de 𝑦, é definida por log [𝑓𝜃(𝑦; 𝜃, 𝜙)], considerando 𝑓𝜃 uma função de 𝜃. Dessa 

forma, tem-se (WOOD, 2006): 

𝑙(𝜃) =
𝑦𝜃 − 𝑏(𝜃)

𝑎(𝜙)
+ 𝑐(𝑦, 𝜙) (3.89) 

 

na qual 𝑙 é a função log-verossimilhança. 

A derivada da função log-verossimilhança retorna  

𝑑𝑙

𝑑𝜃
=

𝑦 − 𝑏′(𝜃)

𝑎(𝜙)
 (3.90) 

 

Tomando 𝑙 como uma variável aleatória, e substituindo as observações 𝑦 pela variável 

aleatória 𝑌, o valor esperado de 𝑑𝑙 𝑑𝜃⁄  pode ser calculado por  

𝐸 (
𝑑𝑙

𝑑𝜃
) =

𝐸(𝑌) − 𝑏′(𝜃)

𝑎(𝜙)
 (3.91) 

 

Adotando, para a máxima log-verossimilhança, que 𝐸(𝑑𝑙 𝑑𝜃⁄ ) = 0 implica que  

𝐸(𝑌) = 𝑏′(𝜃) (3.92) 

e pode-se concluir que a média de qualquer variável aleatória de uma distribuição pertencente 

à família exponencial é dada pela derivada de 𝑏 em relação a 𝜃, sendo que 𝑏 depende da 

distribuição da VA (WOOD, 2006). 
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Derivando a função log-verossimilhança na segunda ordem, é possível obter 

𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝑏′′(𝜃)𝑎(𝜙) (3.93) 

 

Para o caso da distribuição normal, por exemplo, as equações 3.92 e 3.93 resultam em 

𝐸(𝑌) = 𝜇 e 𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝜎2. 

Os modelos lineares generalizados podem ser ajustados aos dados amostrais utilizando o 

método da máxima verossimilhança, por meio do qual podem ser estimados não apenas os 

parâmetros dos coeficientes de regressão, mas também o erro-padrão dos coeficientes, no caso 

assintótico. Quando a distribuição pertence à família exponencial, e resulta na situação em 

que 𝜙 é desconhecido, é comum seu valor ser estimado por meio do método dos momentos, 

embora possa ser estimado, a princípio, também pelo método ML (FOX, 2015). 

O desvio residual, que é análogo à soma dos quadrados dos resíduos na técnica de regressão 

MLR, é estimado por (FOX, 2015) 

𝐷𝑚 = 2(ln(𝐿𝑠) − ln (𝐿𝑚)) (3.94) 

 

em que  

𝐿𝑚 é a máxima verossimilhança do modelo em estudo; e 

𝐿𝑠 é a máxima verossimilhança de um modelo saturado, que consiste em um parâmetro para 

cada observação e, portanto, se ajusta às observações da melhor forma possível. É obtida por 

meio do cálculo da verossimilhança considerando �̂� = 𝑦. 

Também de forma análoga a outras técnicas de regressão, a proporção da variabilidade de 𝑦 

explicada pelo modelo pode ser estimada por (FOX, 2015) 

𝑅2 = 1 −
𝐷1

𝐷0
 (3.95) 

 

em que  

𝐷1 denota o desvio residual para o modelo em estudo; e 

𝐷0 denota o desvio residual para o modelo que contém apenas uma constante (desvio residual 

nulo). 
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A função log-verossimilhança dos GLM, aplicada para 𝑛 observações independentes, é dada 

por (FOX, 2015) 

ln 𝐿(𝛉, 𝜙; 𝐲) = ∑
𝑦𝑖𝜃𝑖 − 𝑏(𝜃𝑖)

𝑎𝑖(𝜙)
+ 𝑐(𝑦𝑖 , 𝜙)

𝑛

𝑖=1

 (3.96) 

 

Supondo que a função de ligação do GLM é dada por (FOX, 2015) 

𝑔(𝜇𝑖) = 𝜂𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖,1 + 𝛽2𝑥𝑖,2 + ⋯ + 𝛽𝐾𝑥𝑖,𝐾 (3.97) 

Para estimar os parâmetros 𝛃, é necessário diferenciar a função log-verossimilhança em 

relação a cada parâmetro. Aplicando a regra da cadeia e rearranjando os resultados, obtém-se 

as equações da máxima verossimilhança para os GLM (FOX, 2015) 

∑
𝑦𝑖 − 𝜇𝑖

𝑎𝑖𝑣(𝜇𝑖)
∙

𝑑𝜇𝑖

𝑑𝜂𝑖

𝑛

𝑖=1

∙ 𝑥𝑖,𝑗 = 0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑗 = 0, 1, … , 𝐾 (3.98) 

 

em que  

𝑣(𝜇𝑖) representa a variância estimada de 𝜇𝑖; e 

𝑎𝑖 é uma função do parâmetro de dispersão 𝜙, que é constante ao longo das observações.  

Algumas simplificações adicionais são possíveis quando a função de ligação 𝑔 é canônica, 

resultando em (FOX, 2015). 

∑
𝑦𝑖𝑥𝑖,𝑗

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜇𝑖𝑥𝑖,𝑗

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

   (3.99) 

 

Uma função de ligação é caracterizada como canônica quando o preditor linear 𝜂 é igual a 𝜃, 

o parâmetro canônico da família exponencial em questão. A Tabela 3.8 apresenta as funções 

de ligação canônicas para algumas distribuições da família exponencial (FOX, 2015).  

Mesmo utilizando funções de ligação canônicas, chega-se à situação das equações de 

estimação de parâmetros envolverem funções não lineares, sendo necessário, portanto, utilizar 

métodos iterativos (FOX, 2015). Um dos métodos mais utilizados para tanto é o IWLS 

(Iterative Weighted Least Squares, ou Mínimos Quadrados Ponderado Iterativo).  
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Tabela 3.8 - Funções de ligação canônicas associadas a algumas distribuições das famílias 
exponenciais 

Distribuição Função de ligação canônica 

Gaussiana Identidade 

Binomial Logit 

Poisson Log 

Gama Inversa 

Gaussiana 

Inversa 
Inversa ao quadrado 

Fonte: adaptado de FOX, 2015. 

 

O método IWLS baseia-se na solução iterativa da equação (FOX, 2015) 

�̂�(𝑚+1) = (𝐗𝑇𝐖(𝑚)𝐗)−1 𝐗T𝐖(𝑚)𝐳(𝑚)  (3.100) 

 

na qual 

�̂�(𝑚+1) é o vetor dos coeficientes de regressão da iteração atual; 

𝐗 é a matriz contendo as observações da variável explicativa; 

𝐖 é a matriz diagonal dos pesos; 

𝐳 é o vetor das variáveis de ajuste na m-ésima iteração; e 

𝑚 e 𝑚 + 1 representam as iterações (anterior e atual, respectivamente) do método IWLS. 

O método IWLS, aplicado para a função de ligação canônica, é equivalente ao método 

Newton-Raphson para a estimativa de raízes de uma equação (FOX, 2015). 

Existem diversos critérios para a seleção do melhor GLM, entre os quais está o Critério de 

Informação de Akaike (AIC). Segundo Wood (2006), o valor do AIC para os modelos 

lineares generalizados é dado por 

AIC = 2[−𝑙(�̂�) + 𝑝] (3.101) 

 

em que 𝑝 denota o número de parâmetros identificáveis no modelo, incluindo 𝜙, que, caso 

não seja conhecido, deve ser estimado, e, então, o termo 𝑝 torna-se 𝑝 + 1. 

Como mostra a Equação 3.101, utilizar o menor valor de AIC equivale a escolher o modelo 

com maior valor da log-verossimilhança (WOOD, 2006). 



 

 

Programa de Pós-graduação em Saneamento, Meio Ambiente e Recursos Hídricos da UFMG 
43 

As técnicas apresentadas até aqui presumem que as observações de 𝑦 são independentes. A 

seguir, são apresentadas, brevemente, técnicas de extensão de séries hidrológicas que 

consideram a autocorrelação amostral em sua formulação. 

3.2.8 Técnicas que consideram a autocorrelação amostral 

Uma outra técnica de extensão da família MOVE foi proposta por Grygier et al. (1989). Essa 

técnica, denominada de MOVE Generalizada (GMOVE), foi desenvolvida com o intuito de 

estender as séries hidrológicas dentro do contexto do Central Valley Project, desenvolvido 

pelo USBR (United States Bureau of Reclamation). Em uma das vertentes desse projeto, foi 

necessário prever vazões mensais com base nas informações históricas de precipitação e neve.  

Na nomenclatura utilizada no desenvolvimento da técnica GMOVE, tem-se as seguintes 

variáveis (GRYGIER et al., 1989): 

 𝑞𝑖 é uma vazão utilizada como referência, no tempo 𝑖; e 

 𝑚𝑖 é o valor anterior da variável 𝑞𝑖  (𝑞𝑖−1); e 

 𝑦𝑖 é o valor previsto da série de vazões estudada no tempo i. 

Para o caso univariado, a técnica GMOVE pode ser escrita como (GRYGIER et al., 1989) 

�̂�𝑖 = �̅�𝐶 + 𝑏(𝑚𝑖 − �̅�𝐶) + 𝑐(𝑞𝑖 − �̅�𝐶) (3.102) 

 

em que  

𝑏2 =

(𝑠𝑦1
2 −

𝑠𝑞𝑦
2

𝑠𝑞1
2 )

(𝑠𝑚1
2 −

𝑠𝑚𝑞
2

𝑠𝑞1
2 )

⁄  
(3.103) 

𝑐 = (𝑠𝑞𝑦 − 𝑏𝑠𝑚𝑞)/𝑠𝑞1
2  (3.104) 

𝑠𝑚1
2 , 𝑠𝑦1

2  e 𝑠𝑞1
2 denotam a variância amostral no período de observações comuns de 𝑚, 𝑦 e 𝑞; e 

𝑠𝑖𝑗 denota a covariância entre as variáveis 𝑖 e 𝑗. 

É possível notar que, quando o termo 𝑚𝑖 não é considerado, a técnica GMOVE (caso 

univariado) reduz-se para a técnica MOVE1. Cabe ressaltar que, ao considerar o termo 𝑚𝑖, a 

técnica GMOVE qualifica-se como uma técnica de previsão com a inclusão de um processo 
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estocástico, e, diferente das demais técnicas de extensão, a ordem na qual os eventos foram 

registrados passa a ter relevância. 

Para o caso multivariado, a técnica GMOVE completa apresenta uma formulação matricial 

complexa. Para o caso reduzido em que o processo estocástico é removido e há 𝑘 séries curtas 

a serem estendidas e ℎ séries de referência, a técnica GMOVE multivariada é dada por 

(GRYGIER et al., 1989) 

𝐲𝐢 = �̅� + 𝐂(𝐪𝐢 − �̅�) (3.105) 

𝐂 = 𝐒𝐲𝐪𝐒𝐪𝐪
−𝟏 (3.106) 

 

em que 

𝐲𝐢 é o vetor dos valores estimados, com comprimento 𝑘 ⨉ 1; 

�̅� é o vetor das médias de cada série curta, com comprimento 𝑘 ⨉ 1; 

𝐂 é a matriz de parâmetros associados à série de referência q, dimensões 𝑘 ⨉ ℎ; 

𝐪𝐢 é o vetor dos valores de referência, com comprimento ℎ ⨉ 1; 

�̅� é o vetor das médias de cada série de referência, com comprimento ℎ ⨉ 1; 

𝐒𝐲𝐪 a matriz de covariância entre 𝑦 e 𝑞; e 

𝐒𝐪𝐪 a matriz de covariância entre 𝑞 e 𝑞; e 

Tarawneh (2011) também propôs uma nova técnica baseada na autocorrelação amostral, cuja 

formulação é apresentada nas Equações 3.107 a 3.109. 

�̂�𝑖 = �̅� + 𝑎(𝑦𝑖−1 − �̅�) + 𝑏(𝑥𝑖 − �̅�), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 =  𝑛1 + 1, 𝑛1 + 2, … , 𝑛1 + 𝑛2  (3.107) 

𝑎 =
𝐶𝑥𝑦𝐶𝑥𝑦−1

− 𝐶𝑥𝑥𝐶𝑦𝑦−1

𝐶𝑥𝑦−1
2 − 𝐶𝑥𝑥𝐶𝑦𝑦

  (3.108) 

𝑏 =  
𝐶𝑥𝑦 − 𝑎𝐶𝑥𝑦−1

𝐶𝑥𝑥
 (3.109) 

 

em que 

𝐶𝑥𝑥 e 𝐶𝑦𝑦 denotam a variância de 𝑥 e 𝑦, respectivamente; 

𝐶𝑥𝑦 denota a covariância entre 𝑥 e 𝑦; 

𝐶𝑦𝑦−1
 denota a covariância entre 𝑦𝑖 e 𝑦𝑖−1; e 
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𝐶𝑥𝑦−1
 denota a covariância entre 𝑥𝑖 e 𝑦𝑖−1. 

Uma vez apresentadas diversas técnicas de extensão de séries hidrológicas, são feitos, no item 

a seguir, diversos comentários sobre as técnicas e sua aplicação. 

3.2.9 Comentários sobre as técnicas de extensão de séries hidrológicas 

As técnicas aqui apresentadas tem tido diversas aplicações na Engenharia de Recursos 

Hídricos reportadas na literatura científica. A técnica OLS, como já mencionado, é uma das 

técnicas mais difundidas e sua aplicação tem-se feito em inúmeros aspectos, entre os quais 

está o preenchimento de falhas (OLIVEIRA, 2010). 

As técnicas MOVE tem sido as mais utilizadas na literatura científica. Jia e Culver (2006) 

utilizaram a técnica MOVE2 para estender séries de vazões com o objetivo de gerar séries 

sintéticas a partir dos registros estimados. Além da MOVE2, foram utilizados, também, uma 

adaptação da técnica Redes Neurais Artificiais (Artificial Neural Networks, ou ANN) e um 

método envolvendo as áreas de drenagem em um posto fluviométrico e referência e no ponto 

em estudo. A técnica MOVE2 teve seu desempenho superado pela técnica ANN adaptada em 

vários quesitos, como a estimativa de vazões mínimas e máximas. 

Duan et al. (2013) utilizaram a técnica MOVE3 para estimar as vazões no rio Ishikari, no 

Japão, de 1985 a 2010, e, a partir delas, utilizar o modelo específico para a estimativa de 

nutrientes e sólidos suspensos. A aplicação da técnica foi feita sobre vazões médias diárias, 

com correlações de Pearson entre as séries curta e longa variando de 0,79 a 0,96. Os 

resultados indicaram que a técnica MOVE3 teve melhor desempenho nas situações em que a 

correlação envolvida foi mais elevada.  

A técnica MOVE1 foi utilizada no estudo de Reinfelds et al. (2006) para quantificar o 

impacto do uso da água para irrigação nas vazões diárias do rio Bega-Bemboka, na Austrália. 

Ao obter a série estendida pela técnica MOVE1, no posto Kanoona, tem-se o comportamento 

“natural” esperado para as vazões, sem a interferência de variáveis que não influenciam na 

série de referência. Confrontando a série estendida com os registros monitorados, nota-se uma 

grande diferença, como mostra a Figura 3.10. Tal diferença é atribuída, na pesquisa, ao uso da 

água para irrigação. 
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Figura 3.10 – Resultados da aplicação da técnica MOVE1 no estudo de Reinfelds et al. 

(2006) 
Fonte: adaptado de REINFELDS et al., 2006. 

 

Hernandez-Henríquez et al. (2010) também utilizaram a técnica MOVE1 para reconstruir as 

vazões em um curso de água regulado por diversas restrições (operação de reservatórios, 

derivações, etc.). Sobre a série hidrológica obtida, foi feita uma análise da tendência 

utilizando duas metodologias, entre as quais está a técnica KTRL. 

A técnica KTRL também foi aplicada por Albek (2003) para reconstruir a série temporal de 

indicadores de qualidade da água. Como apontado no estudo, a técnica KTRL teve 

desempenho superior à técnica OLS nessa tarefa devido à presença de outliers nos registros. 

Olsson et al. (2010) utilizaram a técnica KTRL para determinar tendências de redução da 

vazão média anual na bacia do rio Zerafshan, na Ásia Central. 
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Os Modelos Lineares Generalizados constituem uma técnica de regressão amplamente 

utilizada. Yang et al. (2005) utilizaram os GLM em uma das etapas de sua pesquisa para gerar 

séries sintéticas de precipitação espacialmente, com as séries mantendo algumas propriedades 

desejadas, como médias, variâncias, estrutura de autocorrelação, proporção de dias chuvosos, 

etc. O modelo adotado é composto de duas partes: i) modelagem da ocorrência ou não da 

precipitação, utilizando regressão logística, tomando como variáveis explicativas o mês do 

ano, as chuvas nos dias anteriores, indicadores topográficos, etc.; e ii) modelagem das alturas 

de chuva. 

Outro exemplo de aplicação de GLM é dado por Ambrosino et al. (2011). Em seu estudo, os 

Modelos Lineares Generalizados foram utilizados para relacionar (temporal e espacialmente) 

as precipitações mensais no sul da África com indicadores climáticos, como umidade relativa 

do ar, índice SHT (temperatura média do hemisfério sul) e a temperatura do mar. 

Uma grande quantidade de outros estudos utilizou as técnicas de extensão de séries 

hidrológicas aqui apresentadas, entre os quais estão os trabalhos de Eng et al. (2011), Déry et 

al. (2011) e Stahl et al. (2010). Não foram encontrados na literatura científica estudos que 

utilizaram as técnicas RPN, MOVE4, KTRL2, e RLOC, bem como as técnicas que 

consideram a autocorrelação amostral. 

Como já mencionado, alguns estudos utilizaram os valores brutos das séries hidrológicas para 

proceder à aplicação das técnicas de extensão, enquanto, em outros, as técnicas foram 

aplicadas sobre os registros transformados, por exemplo, por meio da transformação 

logarítmica. Hirsch (1979) lidou com essa questão, tendo concluído que a aplicação da 

transformação logarítmica é recomendada quando o foco do estudo são as vazões mais baixas. 

Para o caso em que as vazões médias ou volumes escoados em um grande período são 

estudados, não recomenda-se que sejam feitas transformações. 

Hirsch (1982) aponta que uma vantagem de utilizar a transformação logarítmica reside no fato 

de obter melhores resultados na extensão quando a relação entre as séries curta e de referência 

configura uma distribuição com assimetria mais próxima de ser claramente positiva do que  

nula. A distribuição acumulada da série estendida aproxima-se mais da distribuição 

acumulada das observações. Uma consequência indesejada desse procedimento é que a média 

amostral da série estendida (que é uma estimativa não enviesada da média dos logaritmos) 

será um estimador enviesado da média populacional. 
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Poucos estudos foram desenvolvidos na literatura para comparar o desempenho de técnicas de 

extensão de séries hidrológicas. Entre estes, destaca-se o trabalho de Khalil e Adamowski 

(2014a), no qual foi avaliado o comportamento das técnicas sob diferentes cenários de 

contaminação por outliers, de correlação e de extensão das séries curtas e de referência. 

Algumas conclusões obtidas foram: 

 As técnicas OLS, MOVE3 e MOVE4 destacaram-se na estimativa dos registros 

individuais, no cenário sem contaminação por outliers. No cenário de contaminação 

por outliers, a técnica KTRL teve o melhor desempenho; 

 As técnicas MOVE, KTRL2 e RLOC têm desempenho superior na preservação das 

características da distribuição populacional, em relação às técnicas OLS e KTRL; e 

 Quando a série hidrológica possui outliers, as técnicas KTRL2 e RLOC são superiores 

às demais técnicas no que diz respeito à estimativa das medidas descritivas 

populacionais da série estendida. 

Apesar de terem sido apresentadas aqui uma grande quantidade de técnicas de extensão de 

séries hidrológicas, existem várias outras técnicas que podem ser utilizadas neste contexto, 

entre as quais estão: Ponderação Regional e Vetor Regional (OLIVEIRA et al., 2010); Redes 

Neurais Artificiais (DEPINÉ et al., 2014; KHALIL & ADAMOWSKI, 2014b); Método dos 

Mínimos Quadrados Generalizado (STEDINGER & TASKER, 1985) e Ponderados 

(TASKER & STEDINGER, 1986); Regressão Baseada em Momentos-L (KHALIL et al., 

2016); e muitas outras. Provavelmente outras técnicas com potencial para a extensão de séries 

hidrológicas ainda surgirão. Ressalta-se, portanto, que não foi objetivo desta revisão da 

literatura e, sobretudo, desta pesquisa, esgotar a avaliação das técnicas de extensão de séries 

hidrológicas. 
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4 MATERIAL E MÉTODOS 

4.1 Sequência metodológica 

Com o intuito de facilitar o entendimento da metodologia adotada nesta pesquisa, é 

apresentada, neste item, uma síntese da sequência dos procedimentos utilizados, com 

indicação dos cenários simulados. 

A pesquisa foi estruturada em duas etapas: 

 Experimento sobre amostras sintéticas: foi realizado um experimento de Monte Carlo 

com o intuito de possibilitar a caracterização e a comparação das técnicas de extensão. 

Os resultados do experimento também foram utilizados para definir os critérios de 

aplicação das técnicas sobre séries hidrológicas reais; e 

 Aplicação sobre amostras reais: as técnicas foram aplicadas a séries hidrológicas 

obtidas a partir do monitoramento da rede hidrometeorológica brasileira em uma 

região de estudo. Foram elaborados exemplos de aplicação das técnicas sobre dados 

reais, com o objetivo de validar os critérios de aplicação definidos na etapa anterior. 

Além disso, também foi possível avaliar a influência da relação física entre as séries 

hidrológicas estudadas no desempenho das técnicas de extensão. Esta etapa limitou-se 

ao estudo de séries hidrológicas de vazão e precipitação. 

4.1.1 Experimentos sobre amostras sintéticas 

Para a caracterização e comparação do desempenho das técnicas, foi desenvolvido um 

experimento de Monte Carlo baseado na extensão de séries temporais sintéticas. A principal 

vantagem desse experimento é tornar possível a avaliação do desempenho das técnicas em 

diversos aspectos, como a estimativa dos momentos e dos quantis populacionais. A avaliação 

do desempenho das técnicas foi feita por meio da comparação direta com as medidas 

descritivas populacionais, que estão relacionadas aos valores considerados como parâmetros 

para a geração das amostras sintéticas (média, variância e coeficiente de assimetria, nesta 

pesquisa). Essa conveniência não seria possível caso a pesquisa tivesse sido desenvolvida 

exclusivamente sobre séries hidrológicas reais, que, além de estarem sujeitas a erros de 

monitoramento e outros problemas, não possibilitam a obtenção exata das medidas descritivas 

populacionais. 
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Uma síntese dos cenários definidos para este experimento é apresentada na Figura 4.1. Alguns 

aspectos já apresentados serão abordados com maiores detalhes posteriormente neste capítulo. 

 
Figura 4.1 - Resumo da metodologia utilizada no experimento sobre amostras sintéticas 

 

 

Como se nota na Figura 4.1, foram simulados 3 cenários de correlação populacional entre a 

série curta e a série de referência, 3 cenários de 𝑛1, 2 cenários de 𝑛2 e 4 cenários de 

Aplicação das 

técnicas

Avaliação dos resultados

Geração de 50.000 pares de amostras 

aleatórias correlacionadas 

Distribuição Normal Bivariada

Cenário 1

x e y seguem 

distribuições Normais

Cenário 2

x e y seguem 

distribuições Gumbel

Transformação das amostras para a 

distribuição Gumbel bivariada 

(máximos)

n1 = [10; 25; 50] n2 = [10; 25]

Aplicação das 

técnicas

ρ = [0,5; 0,7; 0,9]

Medidas descritivas 

populacionais

Raiz do erro quadrático médio, variância e viés da estimativa dos momentos de cada amostra em

comparação com os momentos populacionais (média, variância e coeficiente de assimetria)

Raiz do erro quadrático médio, variância e viés da estimativa dos quantis de cada amostra em

comparação com os quantis populacionais

Raiz do erro quadrático médio e viés da estimativa dos percentis de cada amostra em

comparação com os percentis populacionais

Raiz do erro quadrático médio e viés da estimativa de cada registro individual da amostra

Conclusões sobre o desempenho de cada técnica
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amostras geradas

Definição de critérios para aplicação das técnicas de extensão de séries hidrológicas
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distribuição das amostras. Dessa forma, totalizam-se 72 cenários, sendo que em cada um deles 

50.000 pares de séries sintéticas aleatórias correlacionadas foram geradas. Em cada par de 

séries sintéticas, uma delas teve alguns valores desprezados, e foi estendida utilizando as 

técnicas de extensão. 

4.1.2 Aplicação sobre amostras reais 

Para a avaliação do desempenho das técnicas quando aplicadas sobre amostras reais de dados 

hidrológicos, optou-se por selecionar uma região de estudo monitorada por estações 

pluviométricas e fluviométricas. Os critérios para escolha e própria apresentação da região de 

estudo serão apresentados no decorrer do texto. Foram estudados dois cenários, a saber: 

 Cenário 1: Extensão de uma série de precipitações tomando como referência uma 

outra série de precipitações; e 

 Cenário 2: Extensão de uma série de vazões tomando como referência uma outra série 

de vazões. 

As variáveis hidrológicas analisadas em cada um dos dois cenários foram: i) precipitação 

diária máxima anual e vazão média diária máxima anual, nos Cenários 1 e 2, respectivamente; 

e ii) precipitação anual e vazão média anual, nos Cenários 1 e 2, respectivamente. Tendo em 

vista que as técnicas de extensão de séries hidrológicas baseiam-se em princípios estatísticos, 

os postos de monitoramento pluviométrico e fluviométrico analisados em cada cenário foram 

escolhidos com base no coeficiente de correlação linear entre as séries registradas, com a 

abrangência de valores mais baixos, inferiores a 0,50, até valores elevados, próximos de 1. Foi 

escolhido um cenário único de extensão da série curta e do período estendido: 𝑛1 = 10 e 𝑛2 

definido em função da extensão da série de referência. Cabe ratificar que a avaliação da 

influência de 𝑛1, 𝑛2 e 𝜌 no desempenho das técnicas de extensão foi avaliada no experimento 

de Monte Carlo. 

A aplicação das técnicas sobre dados reais dividiu-se em duas etapas: i) aplicação obedecendo 

a ordem cronológica das observações, com análises mais detalhadas das particularidades de 

cada caso; e ii) aplicação em simulação de bootstrap, com o objetivo de avaliar a similaridade 

entre os resultados das simulações de Monte Carlo, empreendidas com base em amostras 

sintéticas, e aplicação semelhante, desenvolvida com base em amostras reais. 
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A seguir, cada uma das etapas metodológicas mencionadas é detalhada. 

4.2 Simulação de Monte Carlo 

Segundo Decker (1991), uma simulação de Monte Carlo pode ser informalmente definida 

como qualquer simulação que utilize números aleatórios para resolver determinado problema. 

Outra definição, mais precisa, é dada por Mun (2006): é o método no qual são calculados 

inúmeros cenários de um modelo por meio do sorteio repetitivo de valores pertencentes a uma 

distribuição de probabilidades, os quais representam uma variável com significativo grau de 

incerteza. Cada um desses cenários produz um resultado distinto. Sobre o conjunto de 

resultados formados, podem ser tomadas decisões baseadas ou não em medidas descritivas 

desse conjunto de resultados. Não raro, os resultados das simulações de Monte Carlo são 

apresentados como quantis pertencentes a distribuições de probabilidade. Como observado 

por James (1980), a aplicabilidade do método de Monte Carlo independe da natureza 

estocástica do sistema em estudo, mas sim na habilidade de formular o problema de forma 

que números aleatórios sejam utilizados para obter a solução. 

Mais formalmente, os cálculos empreendidos no método de Monte Carlo equivalem à solução 

numérica de integrais. Supondo, por simplicidade, o caso em que 𝐹 é uma função de números 

aleatórios uniformemente distribuídos 𝑥𝑖 entre 0 e 1, o valor esperado do resultado 𝐹 da 

simulação de Monte Carlo é um estimador não enviesado da integral múltipla (JAMES, 1980) 

𝐼 =  ∫ …
1

0

∫ 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
1

0

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 … 𝑑𝑥𝑛 (4.1) 

 

Dessa forma, as estimativas numéricas dos valores esperados, variâncias, erros, etc. das séries 

estendidas podem ser mais facilmente calculadas do que analiticamente, por meio das 

expressões de cada técnica de extensão. 

A simulação de Monte Carlo é caracterizada como paramétrica por utilizar parâmetros de 

distribuições de probabilidade antes do início da simulação. Uma alternativa a essa 

abordagem é a simulação não paramétrica, na qual a amostragem de registros históricos é 

utilizada como dados de entrada na simulação e, portanto, não é necessário fornecer 

parâmetros de distribuições de probabilidades para iniciar a simulação. As simulações não 

paramétricas de bootstrap, por exemplo, são ferramentas robustas, porém aplicáveis apenas 

quando da disponibilidade de dados. Além disso, quanto maior é o conjunto de dados 
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históricos disponível, maior será o nível de precisão e confiança nos resultados da simulação 

(MUN, 2006). 

Com relação à simulação de Monte Carlo, é importante destacar, especialmente no contexto 

da engenharia de recursos hídricos, a diferença entre a geração de variáveis aleatórias 

pertencentes a uma dada distribuição e a geração de séries hidrológicas sintéticas. Segundo 

Rubinstein (1981), na simulação de Monte Carlo, o tempo não possui papel necessariamente 

relevante nas análises. Além disso, nas simulações de Monte Carlo, os valores gerados, seja 

para entrada ou para a saída de dados, são independentes, o que não é observado nas séries 

temporais de diversas variáveis aleatórias hidrológicas. Nas simulações realizadas no contexto 

desta pesquisa, supõe-se que não existe dependência entre os números aleatórios gerados, 

condição que é premissa da metodologia tradicional de análise de frequência. 

Os estudos sobre técnicas de extensão de séries hidrológicas desenvolvidos até a data desta 

pesquisa utilizam-se, em geral, de simulações de Monte Carlo para gerar uma elevada 

quantidade de amostras de duas variáveis aleatórias correlacionadas entre si, seguindo uma 

determinada distribuição de probabilidades. Um procedimento distinto foi adotado por Khalil 

e Adamowski (2014a), que utilizaram a técnica de bootstrap para gerar 5.000 pares de 

amostras correlacionadas com extensão entre 48 e 240 valores a partir de um universo de 

1.000 pares de registros gerados sinteticamente. 

Considerando o objetivo específico do presente trabalho, relacionado à aplicação das técnicas 

de extensão sobre dados hidrológicos reais, uma alternativa natural para o desenvolvimento 

metodológico seria utilizar registros de precipitação e vazão monitorados na rede 

hidrometeorológica brasileira e disponibilizados no sistema Hidroweb para efetuar simulações 

baseadas em técnicas não paramétricas. Contudo, esse procedimento encontra alguns 

empecilhos, entre os quais estão: 

 Dificuldade em agregar um grande volume de dados: Além da complexidade de 

coletar todos os registros da rede hidrometeorológica brasileira, existem problemas 

como registros inconsistentes, falhas de monitoramento, erros sistemáticos, 

assincronismo entre períodos chuvosos, entre outros; 

 Diferenças de escala: comparação entre séries hidrológicas com registros de 

magnitudes significativamente diferentes, especialmente no caso de vazões;  
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 O desconhecimento das medidas descritivas populacionais: a própria extensão 

reduzida das séries hidrológicas, que motivou o desenvolvimento desta pesquisa, reduz 

a confiabilidade das estimativas das medidas descritivas populacionais.  

Os pontos acima mencionados indicam que uma eventual metodologia desenvolvida para a 

avaliação do desempenho das técnicas de extensão teria limitações óbvias. Com isso em 

mente, optou-se pela abordagem paramétrica, por meio da geração de séries sintéticas, para o 

desenvolvimento da pesquisa, obtendo, também, concordância com os demais trabalhos 

realizados sobre extensão de séries hidrológicas. 

O número de realizações adotado nas simulações de Monte Carlo pode ser definido 

considerando o erro das estimativas das diversas medidas descritivas que são extraídas do 

modelo. No caso desta pesquisa, uma estimativa precisa da magnitude dos erros das 

simulações é de difícil obtenção, tendo em vista os quatro cenários considerados, as diversas 

técnicas estudadas e as várias medidas descritivas avaliadas. Levando em consideração 

também o tempo computacional dispendido nas simulações e as metodologias dos demais 

estudos relacionados às técnicas de extensão de séries hidrológicas, fixou-se o número de 

realizações em 50.000. O ponto de partida das simulações foi a geração das amostras 

sintéticas das séries curta e de referência. 

4.3 Geração de amostras sintéticas 

Segundo Genest e Favre (2007), a dependência de variáveis hidrológicas vem 

tradicionalmente sendo representada por meio de famílias de distribuições bivariadas, sendo 

as mais comuns a Normal, a Log-Normal, a Gama e as distribuições de valores extremos. 

Dando prosseguimento a essa abordagem, foram adotadas distribuições de probabilidade 

bivariadas também nesta pesquisa. 

Para se atingir o objetivo de comparar o desempenho das técnicas e avaliar sua aplicabilidade 

para diversas variáveis aleatórias hidrológicas, adotou-se a premissa de utilizar distribuições 

de probabilidades que representassem tais  variáveis. Por exemplo, ao amostrar quantis 

aleatórios da distribuição Gumbel bivariada, estaria sendo avaliado o desempenho das 

técnicas na extensão de variáveis aleatórias de máximos (como precipitações diárias máximas 

anuais ou vazões médias diárias máximas anuais). Também por esse motivo, e pelo fato de os 

demais estudos sobre as técnicas de extensão terem sido realizados com base em amostras 
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normais bivariadas, também foram considerados, nesta pesquisa, quantis aleatórios da 

distribuição Normal bivariada na amostragem. 

Para avaliar a influência do coeficiente de assimetria no desempenho das técnicas, foram 

adotados dois outros cenários, correspondentes às distribuições Pearson 3 com coeficiente de 

assimetria positivo e negativo. Tais distribuições foram escolhidas por convergirem para a 

distribuição normal quando o coeficiente de assimetria tende a zero. 

Totalizaram-se, portanto, 4 cenários de distribuições de probabilidades das séries amostradas: 

i) Gumbel; ii) Normal; iii) Pearson 3 com coeficiente de assimetria positivo; e iv) Pearson 3 

com coeficiente de assimetria negativo. Em todos os casos, foram consideradas distribuições 

bivariadas, ou seja, em uma das dimensões tem-se uma única série curta e, em outra, uma 

única série de referência. A seguir, apresenta-se a metodologia empregada para a amostragem 

das distribuições bivariadas. 

4.3.1 Distribuição Normal Bivariada 

Como referencial para a geração das amostras aleatórias, foi utilizada a distribuição normal 

bivariada, cuja função densidade de probabilidade é dada pela equação 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) =  
1

2𝜋𝜎𝑋𝜎𝑌√1 − 𝜌2
𝑒𝑥𝑝 {−

1

2(1 − 𝜌2)
[(

𝑥 − 𝜇𝑋

𝜎𝑋
)

2

− 2𝜌
(𝑥 − 𝜇𝑋)(𝑦 − 𝜇𝑌)

𝜎𝑋𝜎𝑌
+ (

𝑦 − 𝜇𝑌

𝜎𝑌
)

2

]} 

(4.2) 

 

na qual 

𝜇𝑋 e 𝜇𝑌 representam as médias populacionais de 𝑋 e 𝑌, respectivamente; 

𝜎𝑋 e 𝜎𝑌 representam os desvios-padrão populacionais de 𝑋 e 𝑌, respectivamente; e 

𝜌 representa o coeficiente de correlação populacional entre 𝑋 e 𝑌. 

A utilização da distribuição normal multivariada para simulações de técnicas de regressão 

possui diversas vantagens, entre as quais estão: 

 Facilidade de obtenção de conjuntos de quantis aleatórios pertencentes à distribuição 

normal multivariada, em virtude de sua difusão no meio científico. Por isso, métodos 

para a geração de quantis aleatórios da distribuição normal multivariada são 

amplamente estudados e disponibilizados; 
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 Pelo Teorema do Limite Central, a soma de 𝑛 variáveis aleatórias independentes e 

com distribuição de probabilidades idênticas entre si, com mesma média 𝜇 e desvio 

padrão 𝜎 populacionais, tende assintoticamente a uma variável normal padrão após a 

transformação descrita pela Equação 4.3, quando 𝑛 é suficientemente grande (ROSS, 

2007). 

𝑍𝑛 =
𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛 − 𝑛𝜇

𝜎√𝑛
 (4.3) 

 

Nesta equação, 

𝑍𝑛 é a variável resultado da transformação; e 

𝑋𝑖 é a i-ésima variável aleatóra com média 𝜇 e desvio padrão 𝜎 populacionais. 

O Teorema do Limite Central encontra dificuldades de aplicação na Engenharia de 

Recursos Hídricos, envolvendo a indefinição de um valor mínimo de 𝑛 e a 

improbabilidade de os valores 𝑋𝑖 serem independentes e pertencerem exatamente à 

mesma distribuição de probabilidades, com os mesmos parâmetros. Naghettini e Pinto 

(2007) apontam que, se as variáveis pertencerem a distribuições não fortemente 

assimétricas e obedecerem aos demais requisitos, valores de 𝑛 próximos a 30 são 

suficientes para que 𝑍𝑛 convirja para uma variável normal padrão. 

Certa flexibilidade é fornecida pelo chamado “Teorema do Limite Central 

Generalizado”, ao permitir que a hipótese de parâmetros idênticos das distribuições de 

probabilidade de 𝑋𝑖 seja relaxada, ampliando sua aplicabilidade. Dessa forma, é 

possível que variáveis aleatórias como precipitações acumuladas anuais e vazões 

médias anuais sejam bem representadas por meio da distribuição normal. O valor 

mínimo de 𝑛, contudo, não é facilmente determinado (NAGHETTINI & PINTO, 

2007).  

 Na grande maioria dos estudos realizados sobre a extensão de séries hidrológicas, as 

simulações tiveram como base quantis da distribuição normal multivariada. Dessa 

forma, possibilita-se a comparação dos resultados desta pesquisa com os resultados já 

apresentados na literatura científica. 

Existem diversos métodos para a obtenção de amostras de quantis pertencentes à distribuição 

normal multivariada, entre os quais estão os métodos de decomposição de Cholesky e 

Eigenvalues (autovalores). Maiores informações sobre tais métodos fogem ao escopo desta 
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pesquisa e podem ser obtidos nos trabalhos de Genz (1992, 1993 e 2004) e Genz e Bretz 

(2009). 

Para a geração das amostras pertencentes à distribuição normal multivariada, foi utilizado o 

pacote “mvtnorm”(MI et al., 2009), elaborado para aplicação na linguagem de programação 

R. O método de geração dos quantis aleatórios utilizado foi o Eigenvalues. O embasamento 

dessa metodologia é puramente matemático e estatístico e, portanto, ela não será detalhada 

aqui. Contudo, é importante mencionar que a metodologia utilizada não é capaz de incorporar 

correlação serial na amostra sintética, uma vez que os dados gerados são considerados 

aleatórios e independentes. 

Além dos valores correspondentes aos cenários de simulação (𝑛1, 𝑛2 e 𝜌), definidos no item 

4.1, foram utilizados na geração das amostras aleatórias os valores de 𝜇𝑋 = 𝜇𝑌 = 0 e 𝜎𝑋 =

𝜎𝑌 = 1. Esses valores foram escolhidos por serem os mesmos utilizados nos demais estudos 

sobre técnicas de extensão de séries hidrológicas, possibilitando a comparação de resultados. 

4.3.2 Outras distribuições multivariadas 

Existem diversos métodos para a geração de quantis de distribuições multivariadas com 

distribuições diferentes da normal. Esse é um problema que vem sendo estudado desde o 

trabalho desenvolvido por Wigner (1932) apud Schweizer e Sklar (1986). O tratamento mais 

comum dado à geração de distribuições multivariadas é feito por meio do uso de cópulas. 

A metodologia das cópulas baseia-se no princípio de que uma distribuição multivariada pode 

ser definida por meio de funções densidade de probabilidade marginais contínuas e por uma 

função denominada cópula, que descreve a dependência entre as variáveis. Inicialmente, a 

dependência entre as FDP marginais é traduzida, por meio da função cópula, na dependência 

entre FDP marginais uniformes. A obtenção das FDP marginais é feita por meio da 

transformação entre variáveis aleatórias. Neste processo, a correlação entre as variáveis não é 

preservada, e a amostragem não é exata (DUKIĆ & MARIĆ, 2013).  

A grande vantagem do uso de cópulas na modelagem da dependência entre variáveis 

aleatórias reside no fato de ser dispensável que as variáveis aleatórias pertençam à mesma 

família de distribuições univariadas (GENEST & FAVRE, 2007). Além disso, as cópulas têm 

sido de grande uso na Engenharia de Recursos Hídricos, com aplicações em análises de 
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frequência regionais e na estimativa de relações vazão, duração e frequência, entre outras. 

Contudo, não se recomenda que as cópulas sejam utilizadas em estimativas associadas a 

probabilidades muito baixas, a menos que fortes evidências justifiquem o contrário 

(RENARD & LANG, 2007). 

Outros processos de geração de variáveis aleatórias, inclusive com amostragem exata, são 

descritos na literatura (BUSTOS et al., 2001; SARABIA & DÉNIZ, 2008; YAHAV & 

SHMUELI, 2011; DUKIĆ & MARIĆ, 2013). No presente trabalho, será utilizado o método 

da transformação, descrito por Bustos et al. (2001), por sua simplicidade e pela 

disponibilidade da amostragem da distribuição normal bivariada. Esse método é caracterizado 

pelas seguintes etapas (BUSTOS et al., 2001):  

 Amostragem independente de 𝑛 amostras, cada uma contendo quantis pertencentes a 

uma distribuição conveniente; 

 Introdução de correlação entre as 𝑛 amostras geradas; 

 Cálculo da probabilidade acumulada de todos os valores de cada uma das 𝑛 amostras, 

com base nas FDP marginais acumuladas das distribuições nas quais foram baseadas 

as amostras independentes; 

 Ajuste dos parâmetros das distribuições marginais desejadas por meio dos parâmetros 

utilizados na amostragem inicial; e 

 Cálculo dos quantis das distribuições marginais desejadas utilizando as probabilidades 

de cada um dos valores gerados.  

A transformação que garante a validade desse procedimento baseia-se no cálculo das 

probabilidades, utilizando a distribuição originalmente adotada. Tais probabilidades 

pertencem à distribuição uniforme e podem ser transformadas para a distribuição desejada. 

Após esses procedimentos, é necessário verificar as correlações entre as 𝑛 amostras, pois a 

amostragem realizada por meio desse método não é exata (BUSTOS et al., 2001). Para a 

estimativa dos parâmetros utilizados nas transformações aplicadas nesta pesquisa, foi 

utilizado o método dos momentos. 

A amostragem segundo a distribuição normal bivariada, descrita no item 4.3.1, foi utilizada 

para suprimir as duas primeiras etapas na amostragem de outras distribuições. Portanto, a 

média e o desvio padrão populacionais de todas as distribuições consideradas foram os 
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mesmos das amostras normais (𝜇𝑋 = 𝜇𝑌 = 0 e 𝜎𝑋 = 𝜎𝑌 = 1). Apesar de os dados normais 

possuírem coeficiente de assimetria nulo, durante o processo de transformação das amostras 

para a distribuição Gumbel, adquire-se um coeficiente de assimetria populacional de +1,14, 

intrínseco a essa distribuição. Na transformação para a distribuição Pearson 3, o método de 

estimação dos parâmetros permitiu a definição do coeficiente de assimetria populacional. 

Procedeu-se, portanto, à escolha desse parâmetro. 

Foram encontrados, na literatura, diversos estudos nos quais foram desenvolvidas análises de 

sensibilidade frente à variação do coeficiente de assimetria de variáveis hidrológicas: 

Chowdury e Stedinger (1991) restringiram os coeficientes de assimetria utilizados em seu 

estudo para o intervalo || = 1,5; McCuen (2001) utilizou valores variando entre -1,0 e +1,0; e 

Griffis et al. (2004) utilizaram, no processo de amostragem aleatória, distribuições com 

coeficiente de assimetria populacional limitados ao intervalo entre -1,4 e +1,4. No presente 

trabalho, foram adotados os mesmos limites utilizados por Griffis et al. (2004). 

A título de ilustração, apresentam-se, na Figura 4.2, as FDP marginais utilizadas em cada 

cenário. Além da clara simetria entre as distribuições Pearson 3 com assimetrias positiva e 

negativa, nota-se alguma semelhança visual entre os formados das FDP das distribuições com 

assimetria positiva (Gumbel e Pearson 3+). 
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Figura 4.2 – Distribuições marginais utilizadas nas amostragens 

 

4.4 Técnicas de extensão de séries hidrológicas 

Entre as técnicas de extensão de séries hidrológicas apresentadas na Revisão da Literatura, 

serão utilizadas na pesquisa apenas aquelas que consideram uma única série de referência e 

uma única série curta a ser estendida. Essa premissa foi escolhida pelas seguintes razões: i) 

simplicidade (caso fosse considerado o caso multivariado, inúmeros cenários de correlação e 

de extensão das séries curta e de referência deveriam ser analisados, aumentando 

enormemente o escopo da pesquisa); ii) para o caso univariado, existe uma variedade maior 

de técnicas de extensão de séries hidrológicas, como apresentado na Revisão da Literatura; e 

iii) dadas as fragilidades do monitoramento hidrometeorológico brasileiro, como a baixa 

densidade de estações e as próprias extensões reduzidas dos registros, a aplicação prática 

envolvendo uma série curta e uma série de referência é mais provável do que cenários 

específicos com uma ou mais séries curta ou de referência. Com base nesse aspecto, 

apresentam-se, a seguir, os critérios e as premissas utilizadas para a aplicação das técnicas de 

extensão. 

As técnicas KTRL, KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3, MOVE4 e RLOC atendem à 

premissa fixada acima e foram aplicadas diretamente, conforme descrito pelas formulações 
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apresentadas na Revisão da Literatura. Ao analisar a pertinência de estudar as técnicas que 

consideram a autocorrelação amostral, optou-se por se ater ao foco da pesquisa, a estimativa 

dos quantis máximos populacionais. Como na análise de frequência tradicional adota-se a 

premissa de observações IID, tais técnicas foram descartadas. A técnica OLS, apesar de 

possuir uma versão multivariada (regressão linear múltipla), foi agregada ao grupo de técnicas 

estudadas apenas em seu caso univariado. 

Cabe mencionar também que, apesar de a técnica RPN (Regression Plus Noise, ou Regressão 

Mais Ruído) basear-se na técnica OLS e fornecer melhores resultados do que esta no caso 

populacional, não foi estudada devido à sua desvantagem prática de não fornecer um 

resultado único em sua aplicação, por ser dependente de um termo aleatório.  

As técnicas mencionadas até aqui são de aplicação direta. Já a técnica GLM apresenta, num 

primeiro momento, a desvantagem de necessitar de definições que podem vir a ser subjetivas 

para sua aplicação, como a função de ligação a ser considerada, por exemplo. Essas escolhas 

tiveram que ser automatizadas para a realização das simulações de Monte Carlo, e para tanto, 

foram utilizados os seguintes critérios: 

 Distribuição dos resíduos: adotou-se que os resíduos pertencem a uma distribuição 

Normal. Para o cenário em que são geradas amostras bivariadas da distribuição 

Normal, essa premissa é adequada. Porém, ao amostrar os dados sintéticos seguindo 

outras distribuições (Gumbel e Pearson 3), essa não é a premissa ideal, mesmo 

sabendo que nenhuma das distribuições aqui estudadas é dada como opção na rotina 

de ajuste utilizada. Tendo em vista que muitas das outras técnicas estudadas ainda 

sequer foram estudadas com relação a aspectos estatísticos dos resíduos, acredita-se 

que esse critério não trará prejuízo sensível para a pesquisa; 

 Função de ligação: entre as diversas possibilidades relacionadas às de funções de 

ligação que os modelos lineares generalizados permitem utilizar, foram escolhidas 

algumas daquelas que representam uma relação crescente entre 𝑥 e 𝑦 e que estão entre 

as mais utilizadas na prática. Por esse motivo, foram utilizadas as funções de ligação 

logit, probit, complemento log-log e logarítmica, obtendo, portanto, quatro modelos de 

regressão para cada par de amostras. A diversidade das funções de ligação possibilita 
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que ajustes com formatos distintos sejam utilizados para se aderir melhor aos dados 

amostrais; 

 Ajuste do modelo: foi adotado o método IWLS (Iterative Weighted Least Squares), 

que efetua a resolução numérica das equações geradas pelo método da 

verossimilhança; e 

 Escolha do modelo de regressão mais adequado: existem diversos critérios para a 

definição do modelo de regressão mais adequado. Nesta pesquisa foi utilizado o 

Critério de Informação de Akaike (AIC). Para cada par de amostras gerado, o modelo 

de regressão (baseado em cada uma das funções de ligação consideradas) que 

apresentasse o menor valor do AIC seria adotado para a extensão da série de dados. 

Adianta-se que não seria possível utilizar todos os modelos de regressão considerados 

em todos os pares de amostras gerados, uma vez que o algoritmo utilizado para o 

ajuste dos modelos não obteve convergência em todos os casos de função de ligação 

utilizados. Em cada par de amostras gerado, bastou que um dos modelos convergisse 

para que a técnica GLM retornasse uma série estendida. 

O ajuste e a extensão das séries hidrológicas na técnica GLM foi feito por meio da aplicação 

da rotina “glm.fit” da linguagem de programação R. 

Em decorrência das funções de ligação utilizadas, tornou-se necessário normalizar os dados 

gerados para o intervalo (0, 1). Para tanto, foi adotada a normalização Min-Max (JAIN & 

BHANDARE, 2011). Essa normalização foi adotada pela sua simplicidade, por não alterar o 

aspecto visual dos dados amostrais, por manter a relação linear entre as séries curta e de 

referência e pela facilidade de retornar para a escala inicial após a extensão utilizando a 

técnica GLM. Essa normalização é definida pela expressão 

𝑁𝑖 =  
𝐴𝑖 − 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜(𝐴)

𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜(𝐴) − 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜(𝐴)
(𝑀𝐴𝑋 − 𝑀Í𝑁) + 𝑀Í𝑁 (4.4) 

 

na qual 

𝑁𝑖 é o i-ésimo valor do vetor 𝑁 de valores normalizados; 

𝐴𝑖 é i-ésimo valor do vetor 𝐴 de valores amostrais segundo a distribuição escolhida (variável 

dependente ou independente); 

𝑀Í𝑁 é o valor mínimo do vetor 𝑁; e 
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𝑀Á𝑋 é o valor máximo do vetor 𝑁. 

Como valores de 𝑀Í𝑁 e 𝑀Á𝑋, foram adotados os valores mais baixo e mais alto, 

respectivamente, da posição de plotagem de Weibull (WEIBULL, 1939), para cada amostra 

de 𝑥 e 𝑦, calculados por  

𝑀Í𝑁 = 1/(𝑛1 + 1) (4.5) 

𝑀Á𝑋 = 𝑛1/(𝑛1 + 1) (4.6) 

 

Uma desvantagem do uso dessa normalização reside no fato que a escolha dos valores de 

𝑀Í𝑁 e 𝑀Á𝑋 pode alterar o ajuste da técnica GLM. Todavia, observou-se visualmente que a 

metodologia utilizada garante que o formato dos dados amostrais seja buscado por meio do 

critério de escolha da função de ligação. Assim, essa possível vantagem da técnica GLM pôde 

ser mantida. 

Como já mencionado na Revisão da Literatura, transformações dos dados originais podem ser 

utilizadas em casos específicos, como na análise de vazões baixas. Na literatura, recomenda-

se que sejam feitas transformações para normalizar os dados de 𝑥 e 𝑦, tendo em vista a 

premissa fundamental de algumas técnicas terem sido desenvolvidas considerando dados 

normais. Contudo, nesta pesquisa, buscou-se avaliar a aplicação direta das técnicas frente a 

vários cenários de distribuição dos dados. Portanto, nenhuma transformação foi utilizada. 

4.5 Definição de critérios para a aplicação das técnicas de extensão de 
séries hidrológicas sobre dados reais 

Para a definição dos critérios de aplicação das técnicas de extensão de séries hidrológicas 

sobre dados reais, foram considerados apenas os resultados referentes à estimativa do quantil 

populacional de referência associado ao TR = 100 anos. Dessa forma, foi considerado o 

seguinte procedimento, baseado na teoria dos estimadores: 

 Para cada cenário simulado (cada valor de 𝑛1, 𝑛2, 𝜌 e distribuição à qual pertencem os 

dados), foi verificado o viés das técnicas. As técnicas que geraram séries estendidas 

cujas estimativas do quantil de referência apresentaram viés superior (em valor 

absoluto) ao viés da estimativa do quantil de referência com base na série curta foram 

descartadas; 
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 Foi verificada a variância da estimativa do quantil de referência com base em séries 

estendidas por meio de cada técnica remanescente, tendo sido descartadas aquelas que 

possuíssem variância superior à variância da estimativa por meio da série curta; e 

 Adicionalmente, as técnicas remanescentes foram submetidas à verificação do erro na 

estimativa do quantil. As técnicas que originaram séries estendidas cujas estimativas 

dos quantis apresentaram erro superior ao erro da estimativa baseada na série curta 

foram descartadas. 

As técnicas remanescentes, em cada cenário, foram consideradas como aplicáveis para a 

obtenção de quantis máximos. O ajuste das distribuições analisadas para a estimativa do 

quantil associado ao período de retorno de 100 anos foi feito por meio do método dos 

momentos. 

A escolha final da técnica a ser utilizada deve levar em conta aspectos importantes que não 

foram considerados neste estudo, quais sejam: 

 Objetivo da extensão da série hidrológica: algumas técnicas de extensão têm como 

objetivo obter estimativas melhores dos momentos populacionais em relação à série 

curta. Tais técnicas, após passar pelos critérios definidos acima, serão indicadas 

quando o objetivo for obter estimativas mais confiáveis dos quantis máximos 

extremos. Quando o objetivo estiver relacionado à obtenção de percentis para a série 

estendida, as técnicas que se baseiam nesses conceitos serão as mais indicadas, 

também após passar pelos critérios definidos pela metodologia descrita acima; e 

 Presença de outliers: neste estudo, não foi feito qualquer tipo de tratamento com 

relação ao comportamento das técnicas na presença de outliers. Dessa forma, esse fato 

deve ser levado em consideração quando da escolha da técnica mais apropriada. 

Para a validação dos critérios definidos e análise da extensão de séries hidrológicas em 

condições nas quais existe relação física entre elas, procedeu-se à aplicação das técnicas de 

extensão sobre amostras reais. 
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4.6 Aplicação sobre amostras reais 

4.6.1 Critérios para a escolha da região estudada 

Para viabilizar a aplicação das técnicas sobre amostras reais, foi necessário definir uma região 

de interesse. A região estudada deveria possuir as seguintes características: 

 número elevado de estações fluviométricas e pluviométricas; 

 estações com séries monitoradas extensas; e 

 séries históricas consistentes, com número reduzido de falhas de monitoramento. 

A consistência, mencionada como um dos requisitos, é importante para garantir que os postos 

de monitoramento descrevam fielmente o comportamento hidrológico e meteorológico da 

região estudada. Uma das ferramentas utilizadas para a análise de consistência é o método da  

Dupla Massa. 

O método da Dupla Massa foi desenvolvido pelo United States Geological Survey (Serviço 

Geológico dos Estados Unidos), e é bastante difundido no Brasil. Para a aplicação do método, 

são selecionados todos os postos de monitoramento em uma região. Os valores, registrados 

em base mensal, são acumulados e são plotados os valores do posto cuja consistência é 

analisada (no eixo das ordenadas) contra os valores de um posto de referência (no eixo das 

abscissas). Outra forma de aplicar o método consiste em considerar os valores médios das 

séries acumuladas dos demais postos da região com os registros de referência. Se os valores 

monitorados no posto em análise não apresentarem inconsistências, o gráfico gerado terá o 

aspecto de uma linha reta (TUCCI, 2009). 

4.6.2 Região estudada 

Após uma pesquisa na rede de monitoramento hidrometeorológica gerenciada pela Agência 

Nacional de Águas e disponibilizada por meio do portal Hidroweb 

(http://hidroweb.ana.gov.br/), foi encontrada uma região que atende aos critérios definidos. 

Trata-se da bacia hidrográfica do rio Piranga com exutório no município de Porto Firme, 

distante aproximadamente 120 km de Belo Horizonte. As Figuras 4.3 e 4.4 apresentam a 

localização da região de estudo, das estações hidrometeorológicas pré-selecionadas e a 

hidrografia da bacia hidrográfica do rio Piranga, a montante da estação fluviométrica Porto 

Firme (código 56075000). 

http://hidroweb.ana.gov.br/
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Figura 4.3 – Estações pluviométricas dentro e nas adjacências da bacia hidrográfica em 

estudo 
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Figura 4.4 - Estações fluviométricas na bacia hidrográfica em estudo 
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Na região, foram localizadas diversas estações pluviométricas e fluviométricas, tendo sido 

pré-selecionadas 4 estações fluviométricas e 4 estações pluviométricas dentro da bacia do rio 

Piranga e 7 estações pluviométricas nos arredores da bacia. Essas estações foram pré-

selecionadas pela extensão da série de monitoramento (acima de 50 anos, aproximadamente) e 

pela disponibilidade de dados no sistema Hidroweb. As características gerais das estações pré-

selecionadas são apresentadas nas Tabelas 4.1 e 4.2, e, nas Figuras 4.3 e 4.4, é apresentada a 

localização dessas estações. 

Tabela 4.1 - Estações pluviométricas pré-selecionadas 

Código Nome 
Localização Monitoramento Extensão 

(anos) Latitude Longitude Início Fim 

Na bacia do rio Piranga em Porto Firme 

02043010 Piranga 20°41’26'' S 43°17’58'' O 1941 2015 74 

02043014 Porto Firme 20°40'13'' S 43°05'17'' O 1941 2016 75 

02043026 Braz Pires 20°50'51'' S 43°14'31'' O 1967 2016 49 

02143003 Desterro do Melo 21°08'57'' S 43°31'12'' O 1941 2016 75 

Nas adjacências da bacia do rio Piranga 

02042016 São Miguel do Anta 20°40'57'' S 42°48'24'' O 1967 2016 49 

02042024 Viçosa 20°45'00'' S 42°51'00'' O 1920 1998 78 

02043005 Conselheiro Lafaiete 20°39'54'' S 43°46'40'' O 1940 2016 76 

02043011 Fazenda Paraíso 20°23'24'' S 43°10'49'' O 1941 2016 75 

02043018 Carandaí 20°57'21'' S 43°48'30'' O 1941 2015 74 

02043025 Usina da Brecha 20°31'00'' S 43°01'00'' O 1959 2016 57 

02143007 Vargem do Engenho 21°11'34'' S 43°36'50'' O 1941 2015 74 

 
Tabela 4.2 - Estações fluviométricas pré-selecionadas na bacia do rio Piranga 

Código Nome 
Localização Monitoramento Extensão 

(anos) 

Área de 

drenagem 

(km²) Latitude Longitude Início Fim 

56028000 Piranga 20°41'26'' S 43°17'58'' O 1938 2016 78 1.397 

56055000 
Braz 

Pires 
20°50'51'' S 43°14'31'' O 1938 2016 78 1.091 

56065000 
Senador 

Firmino 
20°54'42'' S 43°05'50'' O 1941 2016 75 296 

56075000 
Porto 

Firme 
20°40'13'' S 43°05'17'' O 1938 2016 78 4.257 

 

Após a coleta das informações das estações, procedeu-se à etapa de verificação de falhas de 

monitoramento. Para cada posto, no caso da vazão média anual e da precipitação acumulada 

anual, foram removidos da análise os anos hidrológicos que apresentaram qualquer número de 

falhas em qualquer mês do ano. No caso da precipitação diária máxima anual e da vazão 

média diária máxima anual, foram removidos da análise apenas os anos hidrológicos que 

apresentaram falhas no período chuvoso da região (outubro a março). Os valores máximos 

diários anuais nos anos que apresentaram falhas no período seco, de abril a setembro, foram 

mantidos. 
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As matrizes de correlações para as séries monitoradas são apresentadas, nas Tabelas 4.3 e 4.4, 

para as estações pluviométricas e fluviométricas dentro da região estudada. 

Tabela 4.3 - Matriz de correlação entre as séries de máximos diários 

 

 

FLUVIOMÉTRICAS PLUVIOMÉTRICAS 

 

 

Braz 

Pires 
Piranga 

Senador 

Firmínio 

Porto 

Firme 

Braz 

Pires 
Piranga 

Desterro 

do Melo 

Porto 

Firme 

F
L

U
V

IO
M

É
T

R
IC

A
S

 

Braz Pires 1,00 0,76 0,59 0,78 0,52 0,31 0,22 0,19 

Piranga 0,76 1,00 0,43 0,88 0,35 0,20 0,28 0,19 

Senador Firmínio 0,59 0,43 1,00 0,58 0,54 0,19 0,05 0,07 

Porto Firme 0,78 0,88 0,58 1,00 0,54 0,30 0,16 0,28 

P
L

U
V

IO
M

É
T

R
IC

A
S

 

Braz Pires 0,52 0,35 0,54 0,54 1,00 0,38 0,10 0,23 

Piranga 0,31 0,20 0,19 0,30 0,38 1,00 0,02 0,14 

Desterro do Melo 0,22 0,28 0,05 0,16 0,10 0,02 1,00 0,09 

Porto Firme 0,19 0,19 0,07 0,28 0,23 0,14 0,09 1,00 

 
Tabela 4.4 - Matriz de correlação entre as séries de precipitação acumulada anual / vazões 

médias anuais 

 

 

FLUVIOMÉTRICAS PLUVIOMÉTRICAS 

 

 

Braz 

Pires 
Piranga 

Senador 

Firmínio 

Porto 

Firme 

Braz 

Pires 
Piranga 

Desterro 

do Melo 

Porto 

Firme 

F
L

U
V

IO
M

É
T

R
IC

A
S

 

Braz Pires 1,00 0,88 0,81 0,92 0,62 0,66 0,62 0,52 

Piranga 0,88 1,00 0,69 0,89 0,64 0,60 0,58 0,40 

Senador Firmínio 0,81 0,69 1,00 0,87 0,57 0,52 0,37 0,58 

Porto Firme 0,92 0,89 0,87 1,00 0,70 0,67 0,50 0,55 

P
L

U
V

IO
M

É
T

R
IC

A
S

 

Braz Pires 0,62 0,64 0,57 0,70 1,00 0,86 0,70 0,27 

Piranga 0,66 0,60 0,52 0,67 0,86 1,00 0,60 0,30 

Desterro do Melo 0,62 0,58 0,37 0,50 0,70 0,60 1,00 0,21 

Porto Firme 0,52 0,40 0,58 0,55 0,27 0,30 0,21 1,00 

 

Com base nos níveis de correlação entre as séries monitoradas, foram definidas as séries a 

serem estudadas em cada um dos cenários definidos no item 4.1.2, a saber: 
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 Cenário 1 - Extensão de uma série de precipitações tomando como referência uma 

outra série de precipitações: estações pluviométricas Piranga (série curta) e Braz Pires 

(série de referência), com nível de correlação de 0,38, para a variável aleatória 

máxima diária anual, e 0,86, para a variável aleatória acumulada anual; e 

 Cenário 2 - Extensão de uma série de vazões tomando como referência uma outra série 

de vazões: estações fluviométricas Porto Firme (série curta) e Braz Pires (série de 

referência), com nível de correlação, de 0,78, para a vazão média diária máxima anual, 

e 0,92, para a vazão média anual. 

As séries monitoradas pelas estações listadas acima foram escolhidas por possuir amplitude 

razoável do nível de correlação (0,38 até 0,92). É importante frisar, contudo, que os valores 

do coeficiente de correlação apresentados, neste momento, foram calculados para as séries 

hidrológicas completas, e podem ser diferentes para o período de observações comuns 

utilizado para ajustar os modelos de extensão. 

Com o intuito de verificar a consistência das séries hidrológicas selecionadas para a aplicação 

das técnicas, foram elaboradas as curvas de dupla massa das estações em base mensal. Os 

resultados são apresentados na Figura 4.5. 

Figura 4.5 – Gráficos de dupla massa das estações selecionadas 
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Observa-se, na Figura 4.5, que, dentre as quatro estações selecionadas, apenas o gráfico da 

estação pluviométrica Piranga indica que a relação entre os registros desta estação e os demais 

registros pluviométricos da região apresentam comportamento distinto. Contudo, não foi 

observada uma tendência clara nessa divergência de comportamento. Com isso em vista, 

conclui-se que os registros destas estações estão aptos para a etapa de aplicação das técnicas 

de extensão de séries hidrológicas sobre dados reais. 

4.6.3 Aplicação das técnicas de extensão de séries hidrológicas 

Para a aplicação das técnicas sobre as séries hidrológicas selecionadas, foi adotado 𝑛1 = 10 e 

𝑛2 definido a partir do número de observações restantes da série hidrológica de referência. O 

nível de correlação entre as séries curta e de referência foi definido pelas séries hidrológicas 

escolhidas. 

De particular importância é a amostragem dos valores pertencentes à série curta. Foram 

adotados dois cenários para a aplicação das técnicas. O primeiro é aquele associado à série 

histórica registrada (na sequência cronológica). Foram considerados apenas os 𝑛1 primeiros 

registros do período de observações comuns das séries históricas para ajustar as técnicas de 

extensão. Todos os registros restantes da estação de referência, que possuem observações 

comuns na estação que originou a série curta, foram utilizados para estimar os valores 

observados na série curta. Este procedimento foi adotado para os dois cenários já definidos. 

De forma a não utilizar um único conjunto de valores para representar a série curta, também 

foram realizadas 5.000 amostragens bootstrap a partir de todos os valores registrados nas 

séries em estudo, em cada um dos dois cenários de aplicação sobre amostras reais. Em cada 

uma das simulações bootstrap, o coeficiente de correlação entre as séries curta e de referência 

apresentou um valor diferente. As técnicas utilizadas foram aquelas consideradas aplicáveis a 

cada cenário simulado, a partir do critério de aplicação definido no experimento sobre 

amostras sintéticas.  

A Tabela 4.5 sintetiza os cenários estudados para as séries hidrológicas escolhidas.  

 

 



 

 

Programa de Pós-graduação em Saneamento, Meio Ambiente e Recursos Hídricos da UFMG 
73 

Tabela 4.5 - Simulações na aplicação das técnicas de extensão sobre dados reais 

 Cenário 1 Cenário 2 

Estação de referência Braz Pires (PLU) Braz Pires (FLU) 

Estação associada à série curta Piranga (PLU) Porto Firme (FLU) 

Cenários de 𝒏𝟏 e 𝒏𝟐 – Dados diários 𝑛1 = 10 e 𝑛2 = 33  𝑛1 = 10 e 𝑛2 = 45 

Cenários de 𝒏𝟏 e 𝒏𝟐 – Dados anuais 𝑛1 = 10 e 𝑛2 = 43 𝑛1 = 10 e 𝑛2 = 48 

Número de simulações 

(amostragens bootstrap) 
5.000 5.000 

 

4.7 Avaliação dos resultados 

A avaliação das técnicas de extensão baseou-se na comparação das estimativas das medidas 

populacionais por meio da série curta e das séries estendidas por meio das diversas técnicas 

estudadas. As principais medidas analisadas para cada cenário simulado foram: momentos 

amostrais (média, variância e coeficiente de assimetria), estimativa dos percentis, estimativa 

de cada registro individual e estimativa do quantil associado ao TR = 100 anos. Cabe ressaltar 

que, no cenário de dados seguindo a distribuição Pearson 3 com assimetria negativa, o quantil 

de referência foi tratado como evento mínimo. Nas demais distribuições, o quantil foi 

estimado considerando evento máximo. Os indicadores analisados para cada uma das medidas 

citadas foram: 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
1

𝑚
∑(�̂�𝑖 − 𝑠𝑖)

2

𝑚

𝑖=1

 (4.7) 

𝑉𝐼É𝑆 =
1

𝑚
∑(�̂�𝑖 − 𝑠𝑖)

𝑚

𝑖=1

 (4.8) 

𝑉𝐴𝑅𝐼Â𝑁𝐶𝐼𝐴 =  
1

𝑚
∑(𝑠𝑖 − �̅�)2

𝑚

𝑖=1

 (4.9) 

 

em que 

m são as 50.000 simulações no experimento de Monte Carlo; e  

�̂�𝑖 é a estimativa da medida descritiva populacional 𝑠𝑖. 

Para quantificar os avanços com a extensão das séries hidrológicas, os indicadores 𝑅𝑀𝑆𝐸 

(Root Mean Square Error ou Raiz do Erro Quadrático Médio) e 𝑉𝐴𝑅𝐼Â𝑁𝐶𝐼𝐴 das séries 

estendidas foram apresentados por meio de sua relação com os mesmos indicadores para a 

série curta. Dessa forma, valores de tais razões inferiores a 1 indicaram avanços no aspecto 
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analisado (redução no erro na estimativa da variância populacional ou redução variância das 

estimativas do quantil de referência, por exemplo) em relação à série curta. 

Na aplicação sobre os dados reais, diferente das simulações de Monte Carlo, não se dispõe 

dos valores populacionais para a avaliação das técnicas. Cabe lembrar que, neste caso, parte 

dos registros estudados foram desprezados, configurando uma série curta, com extensão de 𝑛1 

registros. Assim, foram comparados os valores das estimativas dos momentos amostrais, antes 

(𝑖 = 1, 2, … , 𝑛1) e após a extensão das séries hidrológicas, com os momentos amostrais das 

séries completas (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛1 + 𝑛2).  

Apesar de, a rigor, a série completa não possibilitar a estimativa correta das medidas 

descritivas populacionais das variáveis aleatórias hidrológicas, foi possível, na aplicação 

sobre dados reais, analisar aspectos como a factibilidade dos quantis estimados a partir das 

séries estendidas e a influência do nível de correlação no desempenho das técnicas. 
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

5.1 Comparação das técnicas de extensão de séries hidrológicas 

Neste item, são apresentados os resultados das simulações de Monte Carlo empreendidas com 

enfoque na obtenção dos momentos amostrais, percentis, registros individuais e quantis das 

séries estendidas. Será analisada a influência da extensão da série curta, da extensão da série 

de referência, do nível de correlação linear e da distribuição à qual pertencem os dados nos 

resultados obtidos. 

Cabe mencionar que o comportamento esperado é de o erro, desvio ou variância na estimativa 

da variável analisada ser menor, em magnitude, para maiores níveis de correlação e para 

valores maiores de 𝑛1. Essa tendência foi observada em quase todos os resultados, sendo dado 

destaque aos casos em que tal comportamento não foi observado. 

Apresentam-se, em alguns momentos, os resultados para a série curta e/ou para a série 

completa. Em outros, é apresentado, como resultado, o indicador da razão entre o 

𝑅𝑀𝑆𝐸/ 𝑉𝐴𝑅𝐼Â𝑁𝐶𝐼𝐴 encontrado para a técnica analisada e o 𝑅𝑀𝑆𝐸/ 𝑉𝐴𝑅𝐼Â𝑁𝐶𝐼𝐴 encontrado 

para a série curta. Nesse caso, um valor menor que 1 indica que que a técnica analisada teve 

resultados positivos. 

Grande importância também tem o fato de que nem a série curta nem a série completa 

registrada fornecem estimativas exatas dos momentos populacionais. Não se espera que os 

resultados indiquem que as técnicas de extensão tenham capacidade de gerar séries estendidas 

cujas estimativas de medidas descritivas populacionais sejam exatas ou possuam erro absoluto 

menor do que o erro das estimativas utilizando a série completa. Espera-se, contudo, que as 

técnicas produzam séries estendidas cujo desempenho seja intermediário entre a série curta e a 

série completa. 

Antes de apresentar os resultados propriamente ditos, alguns aspectos observados durante as 

simulações cabem ser comentados. Um ponto importante, já ressaltado pelos autores de 

algumas das técnicas de extensão, diz respeito à capacidade do coeficiente de correlação 

amostral descrever a relação populacional entre as séries curta e longa, no período de 

observações comuns. Nas simulações empreendidas, o valor esperado do coeficiente de 

correlação ficou muito próximo dos valores populacionais, exceto nos cenários em que a 
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amostra era muito pequena (𝑛1 = 10), em que o erro relativo foi de 4%. Além disso, destaca-

se a variabilidade desse indicador. Para 𝑛1 = 10, a variância de r foi de 0,07; para 𝑛1 = 25, foi 

de 0,025; e para 𝑛1 = 50, foi de 0,012. Esses resultados não foram influenciados pela 

distribuição de probabilidades das amostras. Pode-se concluir, portanto, que, principalmente 

nas amostras com extensão reduzida, o coeficiente de correlação linear amostral pode não ser 

o melhor indicador da relação entre as variáveis estudadas. 

Em todas as amostras geradas, de todos os cenários, o ajuste considerando pelo menos uma 

das funções de ligação utilizadas na técnica GLM obteve convergência. De modo geral, em 

cenários com 𝑛1 = 10, houve equilíbrio entre as funções de ligação utilizadas, enquanto para 

𝑛1 = 25 e 𝑛1 = 50, a função probit foi a mais escolhida (50% a 60% das amostras geradas), 

tendo como base o valor de AIC. A função complemento log-log foi a menos utilizada, sendo 

aplicada em menos de 10% dos pares de séries sintéticas geradas. 

Foi observado que a função de ligação escolhida em cada caso, pelo critério definido, foi 

aquela que apresentou mais aderência às amostras geradas. Entretanto, em testes 

desenvolvidos independentemente da simulação de Monte Carlo final, constatou-se que o 

critério baseado no valor de AIC tendeu a direcionar a escolha da função de ligação para a 

função identidade, igualando o ajuste da técnica GLM ao ajuste da técnica OLS. Esse 

resultado também é válido para os resultados apresentados nesse item, com a exceção de que 

a função de ligação identidade não foi considerada para a aplicação da técnica GLM. Apesar 

desse efeito ter sido menor no cenário de dados com assimetria positiva, foi capaz de 

influenciar em todos os resultados correspondentes à técnica GLM. 

Como ressaltado no item 4.1.1, foi gerado um volume muito grande de resultados, que foram 

apresentados e discutidos de forma breve, com enfoque na capacidade das técnicas de gerar 

séries estendidas com melhores estimativas das medidas descritivas populacionais do que a 

série curta, ou na própria comparação das técnicas. Nem todos os resultados gerados foram 

apresentados, mas os resultados que seguem são suficientes para extrair as conclusões mais 

relevantes sobre a extensão das séries hidrológicas. 
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5.1.1 Momentos amostrais 

5.1.1.1 Estimativa da Média Populacional 

De modo geral, a média é o momento populacional estimado com maior acurácia por meio 

das séries estendidas pelas diversas técnicas aqui analisadas. A Figura 5.1 apresenta o RMSE 

para a estimativa da média populacional para alguns dos cenários simulados, com dados da 

série curta e da série de referência pertencentes à distribuição normal. 

A técnica MOVE2 destacou-se por ser aquela que retornou a menor redução no erro da 

estimativa da média com o aumento da correlação populacional. Além disso, em apenas 

poucos cenários, ela retorna médias com erros menores do que aqueles apresentados pela série 

curta.  

 
Figura 5.1 – RMSE na estimativa da média populacional – dados pertencentes à 

distribuição normal 
 

Com o aumento do valor de 𝑛1, menores ficaram as diferenças entre as técnicas, uma vez que, 

nesse caso, a série curta possui um peso maior na série estendida. O aumento do valor de 𝑛2, 

contudo, tem efeito contrário, e as diferenças entre as técnicas ficam mais evidentes. Nota-se, 

por exemplo, que, para valores maiores de 𝑛2, existe uma amplitude maior entre os valores 

extremos de 𝑅𝑀𝑆𝐸 nos três cenários de correlação populacional simulados. 
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A técnica OLS, que pode ser considerada como uma referência, dada sua popularidade e 

difusão no meio científico, apresentou bom desempenho, de forma geral, com 𝑅𝑀𝑆𝐸𝑡é𝑐𝑛𝑖𝑐𝑎/

𝑅𝑀𝑆𝐸𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑐𝑢𝑟𝑡𝑎 menor que 1 em todos os cenários simulados. Os destaques negativos foram, 

além da MOVE2, as técnicas KTRL2 e RLOC, porém com desempenho satisfatório para 

correlações elevadas. 

A Figura 5.2 mostra alguns resultados do RMSE da estimativa da média para dados NOR, 

GUM, PE3+ e PE3-, considerando o cenário em que 𝑛1 = 10 e 𝑛2 = 10. A estimativa da média 

para algumas técnicas é melhor do que para a série curta independente da distribuição dos 

dados, mesmo com valores de correlação mais baixos ( = 0,5). O desempenho inferior da 

técnica MOVE2 também foi observado para dados com outras distribuições além da Normal. 

 
Figura 5.2 – RMSE na estimativa da média populacional – influência da densidade de 

probabilidade dos dados 
 

Destaca-se, na Figura 5.2, que os dados distribuídos com assimetria positiva apresentaram 

erros elevados para a técnica GLM, o que provavelmente se deve, além da assimetria já 

mencionada, à extensão da série, curta, com 10 elementos. Nos cenários em que 𝑛1 = 25 ou 

50, o erro mostrado na Figura 5.2 foi substituído por um desempenho semelhante ao 

apresentado para os dados NOR e PE3-. 
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O viés das séries estendidas por meio da aplicação das técnicas analisadas é apresentado na 

Figura 5.3, para as quatro distribuições analisadas. Os dados NOR, de forma geral, não 

apresentaram viés, exceto a técnica GLM, no cenário em que 𝑛1 = 10. Apesar de sutil, o viés 

positivo para esta técnica aumentou em magnitude para um aumento de 𝑛2. O viés é 

decorrente da precisão do ajuste do modelo para uma amostra com apenas 10 membros, uma 

vez que, nos demais cenários de 𝑛1, 𝑛2 e 𝜌, todas as técnicas, inclusive a GLM, apresentaram-

se não enviesadas. 

 
Figura 5.3 – Viés na estimativa da média populacional – influência da densidade de 

probabilidade dos dados 
 

Para as distribuições com assimetria positiva (GUM e PE3+), as técnicas apresentaram 

resultados semelhantes, com um viés mais pronunciado da técnica GLM, devido à assimetria 

das amostras e à pequena extensão da série curta, de apenas 10 elementos. As demais técnicas 

mostraram-se não enviesadas para níveis altos de correlação, enquanto que, para níveis 

baixos, apenas OLS, MOVE2, MOVE e MOVE4 são técnicas não enviesadas. Com exceção 

da KTRL, todas as técnicas apresentaram viés no sentido positivo. Com a alteração do sinal 

do coeficiente de assimetria, os vieses encontrados também mudaram de sinal. As técnicas 

não enviesadas permanecem as mesmas, com a GLM retornando para valores de viés mais 

baixos. 
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A respeito da variância dos estimadores, o comportamento é muito próximo do 

comportamento do 𝑅𝑀𝑆𝐸, com maior influência do nível de correlação. Em geral, para 𝜌 = 

0,7, a eficiência das séries estendidas, independente da técnica utilizada, é maior do que a 

eficiência do estimador da média tendo como base a série curta. 

5.1.1.2 Estimativa da Variância Populacional 

A estimativa da variância populacional é um dos pontos mais problemáticos na extensão de 

séries hidrológicas. A Figura 5.4 apresenta o erro na estimativa da variância para a 

distribuição Normal. Fica claro que algumas técnicas, no caso populacional, são incapazes de 

melhorar a estimativa da variância por meio da extensão da série curta. 

 
Figura 5.4 – RMSE na estimativa da variância populacional – dados pertencentes à 

distribuição Normal 

 

Diferente do comportamento para a estimativa da média, as técnicas GLM e RLOC 

apresentam o maior erro na estimativa da variância. À medida que 𝑛1 aumenta, o erro da 

estimativa da variância se reduz mais rapidamente para a GLM do que para a RLOC. De fato, 

dentre as técnicas analisadas, a RLOC é a que utiliza a menor quantidade de parâmetros e, 

portanto, é de se esperar que ela não seja capaz de reproduzir ou melhorar a estimativa da 

variância. Nos cenários analisados, a GLM foi capaz de melhorar a estimativa da variância 

quando 𝑛1 é igual ou superior a 25 e 𝜌 = 0,9. 
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As técnicas KTRL2 e MOVE1 tiveram desempenho ruim para séries curtas com extensão de 

10 e 25. Nesses casos, um nível de correlação elevado (0,9) foi mais efetivo para compensar 

esse problema para a técnica MOVE1. Uma desvantagem da técnica KTRL2 é que, além da 

correlação entre a série curta e a série de referência, ele depende das estimativas dos percentis 

nas duas séries serem acuradas para retornar bons resultados. Dessa forma, 𝑛1 torna-se uma 

variável da maior importância. 

Uma das formas de interpretar os resultados apresentados na Figura 5.4 é avaliar para quais 

técnicas o aumento de 𝑛2, que representa uma presença mais forte das características das 

técnicas de extensão, prejudica mais a estimativa da variância populacional. Essa análise 

desqualifica as técnicas OLS, KTRL e GLM para a estimativa da variância. Nestas, contudo, 

elevados níveis de correlação reduzem os erros das estimativas. Destacam-se positivamente as 

técnicas MOVE2, MOVE3 e MOVE4, com os melhores resultados. 

A Figura 5.5 apresenta o erro na estimativa da variância para as quatro distribuições 

analisadas, para o cenário em que 𝑛1 = 10 e 𝑛2 = 25. De modo geral, observa-se que a 

distribuição normal é a mais restritiva para as técnicas OLS e KTRL, especialmente para 𝜌 = 

0,5.  

Para as distribuições PE3+ e PE3-, por exemplo, há uma redução do erro da estimativa da 

variância por meio da técnica KTRL mesmo para 𝜌 = 0,5, o que configura esta técnica como 

uma das melhores para 𝑛1 = 10 e dados PE3+ e PE3-. As técnicas OLS, MOVE2, MOVE3, 

MOVE4 e GLM (PE3- apenas) tem bom desempenho em ambas as distribuições Pearson 3. 

Dentre essas, as técnicas MOVE promovem um erro maior da estimativa da variância para 

valores baixos de correlação (0,5) e, de modo geral, para 𝜌 > 0,7, é possível dizer que a série 

estendida leva a uma estimativa mais correta da variância populacional do que a série curta. 

As técnicas KTRL2, MOVE1, RLOC e GLM (PE3+ apenas) tiveram desempenho ruim, 

especialmente a técnica RLOC que, nem mesmo para correlações elevadas (0,9), apresentou 

melhoria na estimativa da variância em relação à série curta. Os resultados para os dados 

GUM são aproximadamente os mesmos para os dados PE3+. 

Não foram observadas grandes diferenças entre o viés da estimativa da variância para as 

distribuições analisadas. A Figura 5.6 mostra o viés calculado para dados GUM. Cabe 
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mencionar que a variância populacional considerada foi igual a 1. Portanto, o viés apresentado 

equivale ao viés percentual na estimativa. 

 
Figura 5.5 – RMSE na estimativa da variância populacional – influência da densidade de 

probabilidade dos dados 
 

É evidente que as técnicas OLS e KTRL apresentam viés negativo na estimativa da variância. 

Para a técnica OLS ,esse fato já é conhecido, uma vez que a estimativa dos parâmetros de 

regressão é puramente geométrica. No caso da KTRL, as vantagens decorrentes do uso da 

mediana nas estimativas não se traduziram na preservação da variabilidade da série curta. 

Um outro grupo de técnicas, KTRL2, MOVE1 e RLOC, apresenta viés positivo na estimativa 

da variância. A técnica KTRL2 apresentou esse problema de forma muito mais significativa 

para 𝑛1 = 10 e para valores maiores de 𝑛2 do que nos demais cenários. É interessante avaliar 

as diferenças entre os resultados para as técnicas KTRL2 e KTRL. A técnica KTRL2 possui 

estimadores baseados em 19 pares de percentis, definidos a partir da série curta, e a técnica 

KTRL é ajustada sem a definição dos percentis, a partir do número exato de pares de dados da 

série curta. Para 𝑛1 = 10, tem-se uma amostra muito pequena para ajustar os modelos, com 

resultados ruins para as duas técnicas. Contudo, dado um nível de correlação, o viés 

encontrado para a técnica KTRL2 é inferior, em magnitude, ao viés encontrado para a técnica 
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KTRL. A diferença aumenta à medida que 𝑛1 também aumenta, com a técnica KTRL2 

praticamente perdendo o viés para 𝑛1 = 50. É possível concluir, portanto, que os percentis 

estimados a partir da série curta são mais representativos, do ponto de vista da estimativa da 

variância, do que a própria série curta. 

 
Figura 5.6 – Viés na estimativa da variância populacional – resultados para dados GUM 

 

Como os parâmetros da técnica RLOC são estimados de forma semelhante à técnica KTRL2, 

porém com simplificações, a RLOC também retorna viés positivo, sempre maior em 

magnitude do que a KTRL2. A princípio, poderia ser considerada uma surpresa a técnica 

MOVE1 apresentar o viés positivo para valores baixos de 𝑛1. Contudo, como apresentado por 

Hirsch (1982) e reproduzido na presente pesquisa, a MOVE1 foi considerada um avanço por 

produzir vieses menores em módulo do que a técnica OLS, apesar dela produzir séries com 

variância enviesada positivamente. É importante mencionar também que Hirsch (1982) 
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estimou a relação 𝑠𝑌
2 𝜎𝑌

2⁄  para diversos cenários de 𝑛1, 𝑛2 e 𝜌, obtendo os resultados 

apresentados na Tabela 3.6, que concordam com aqueles apresentados na Figura 5.6, 

correspondentes a dados GUM. 

A técnica GLM apresenta resultados que não seguem um padrão bem definido, com um 

comportamento consistente, frente aos níveis de correlação, apenas para 𝑛1 = 50. Esse 

comportamento é atribuído a fatores como a diversidade de funções de ligação consideradas, 

ao critério para escolha do melhor ajuste e à própria capacidade da técnica de modelar dados 

com maior flexibilidade, especialmente para 𝑛1 = 10 e 𝑛1 = 25. 

A título de informação, a Figura 5.7 apresenta o viés da estimativa da variância para diversas 

distribuições. A diferença entre os resultados é muito pequena, manifestando-se em maior 

grau na técnica GLM devido aos fatores já mencionados. As técnicas com menor viés na 

estimativa da variância foram a MOVE2, MOVE3 e MOVE4, com bom desempenho 

independente de 𝑛1 e 𝜌. 

As técnicas mais eficientes na estimativa da variância foram OLS e KTRL, apesar de serem 

técnicas enviesadas. A técnica GLM teve variância próxima à variância da OLS e KTRL para 

dados com assimetria negativa. Dentre as técnicas não enviesadas (MOVE2, MOVE3 e 

MOVE4), a eficiência para correlação de 0,5 é igual ou menor à eficiência da série curta, 

sendo maior para correlação de 0,7 e 0,9. Para correlação alta, de 0,9, todas as técnicas, com 

exceção da RLOC e GLM (nos cenários em que os dados possuem assimetria positiva), 

geraram séries estendidas mais eficientes, do ponto de vista da variância, em relação á série 

curta. A Figura 5.8 sintetiza os resultados apresentados, mostrando a eficiência na estimativa 

da variância para as quatro distribuições analisadas. 

5.1.1.3 Estimativa do Coeficiente de Assimetria Populacional 

Assim como a estimativa dos quantis, séries hidrológicas curtas apresentam problemas na 

estimativa do coeficiente de assimetria populacional. Para dados normais, não foi observado 

viés para a série curta, completa ou estendida por nenhuma das técnicas, com exceção da 

técnica GLM. O viés, no sentido de superestimar o valor do coeficiente de assimetria, não foi 

influenciado pelo coeficiente de correlação populacional, e pôde ser considerado como 

inexistente para o cenário em que 𝑛1 = 25 e 𝑛2 = 10 e também para todos os cenários nos 

quais 𝑛1 = 50. Nos demais casos, o viés chegou a ser de +0,20. 
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Figura 5.7 – Viés na estimativa da variância populacional – influência da distribuição de 

probabilidades dos dados 
 

 
Figura 5.8 – Variância na estimativa da variância populacional 
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O coeficiente de correlação apresentou pouca influência no erro da estimativa do coeficiente 

de assimetria no cenário de dados normais. Para as técnicas OLS, KTRL, KTRL2, RLOC e 

GLM, maiores coeficientes de correlação implicaram menores erros na estimativa. As 

técnicas MOVE tiveram desempenho independente de 𝜌. As técnicas MOVE e KTRL2, na 

verdade, tiveram o melhor desempenho entre as técnicas, com redução do erro da estimativa 

da assimetria em todos os cenários analisados. Em seguida, destaca-se positivamente a técnica 

RLOC. A técnica GLM, por outro lado, não apresentou melhoria em qualquer dos cenários. A 

Figura 5.9 apresenta o erro na estimativa do coeficiente de assimetria populacional para dois 

cenários extremos (maiores e menores valores de 𝑛1 e 𝑛2). 

 
Figura 5.9 – RMSE na estimativa do coeficiente de assimetria populacional – resultados 

para dados NOR 

 

Atribuem-se como causas para os resultados da Figura 5.9 o fato de que as técnicas OLS, 

KTRL e GLM podem ser consideradas modelos de regressão. As demais técnicas foram 

desenvolvidas com o intuito de obter melhorias em relação à estimativa da média e da 

variância da série estendida e a dedicação à estimativa dessas grandezas acaba por se traduzir 

em uma melhoria das medidas descritivas de forma geral. Também deve ser mencionado o 

fato de que o coeficiente de assimetria é um momento para o qual a extensão da série 

influencia fortemente na qualidade da estimativa. Com relação à variância da estimativa do 

coeficiente de assimetria, repete-se o aspecto dos resultados do indicador RMSE. 

Os dados normais compreendem a condição para a qual foi desenvolvido o gerador das 

amostras sintéticas utilizado nesta pesquisa, e, portanto, as técnicas tiveram mais facilidade 

em convergir para o coeficiente de assimetria populacional, sem viés na estimativa utilizando 

séries estendidas por meio de nenhuma técnica. Para os dados com assimetria positiva (dados 

GUM e PE3+), todas as técnicas e as próprias séries curta e completa apresentaram viés 
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negativo, muito semelhantes para os dois cenários de distribuição dos dados, apesar da 

assimetria populacional variar entre as distribuições (para a distribuição Gumbel,  = +1,14, e 

para a distribuição Pearson 3 foi adotado  = +1,40). A Figura 5.10 apresenta os resultados 

para as distribuições Gumbel, PE3+ e PE3-. 

 
Figura 5.10 – Viés na estimativa do coeficiente de assimetria populacional – resultados para 

dados GUM, PE3+ e PE3- 
 

Para dados distribuídos conforme a PE3-, foi observado, na Figura 5.10, viés no sentido 

oposto aos dados PE3+, com mesma magnitude, de modo geral. Infere-se, portanto, que as 

técnicas geram séries estendidas com coeficiente de assimetria enviesado, tendendo para zero. 

No que tange ao erro da estimativa de , as conclusões são, de modo geral, iguais àquelas 

apresentadas para dados normais. O comportamento das técnicas para dados Gumbel e PE3+ 

foi o mesmo, tendo-se como melhores técnicas MOVE e KTRL2. Outras técnicas também 

tiveram bom desempenho (redução no erro da estimativa da assimetria), com exceção da 
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técnica GLM (em todos os cenários) e KTRL para correlação populacional de 0,5. Para dados 

pertencentes à distribuição PE3-, os erros foram menores, apesar de as conclusões serem 

também as mesmas para as demais distribuições. 

Apenas para os dados normais houve técnicas não enviesadas para a estimativa do coeficiente 

de assimetria. Portanto, apresenta-se, na Figura 5.11, apenas a variância das estimativas para 

dois cenários extremos (maiores e menores valores de 𝑛1 e 𝑛2) da distribuição normal. 

 
Figura 5.11 – Variância na estimativa do coeficiente de assimetria populacional – resultados 

para dados NOR 
 

Como mostra a Figura 5.11, em apenas poucos cenários, nas técnicas OLS, KTRL e GLM, as 

séries estendidas possuem variância maior do que as estimativas da série curta. As técnicas 

MOVE3 e MOVE4 apresentam o melhor desempenho, muito próximo da variância da série 

completa, independente do nível de correlação populacional. 

5.1.2 Percentis 

Foram calculados o erro e o viés na estimativa dos percentis de ordem 5 a 95. Ressalta-se que 

foram obtidos resultados diferentes para as quatro distribuições analisadas, com principal 

diferença ocorrendo em função da assimetria dos dados. O comportamento esperado, de 

maneira geral, consiste em aumentar erros e vieses na estimativa dos percentis extremos 

(mínimos e máximos). 

Para os dados normais, cujos resultados são apresentados na Figura 5.12, foram observados 

dois comportamentos distintos com relação ao erro da estimativa dos percentis. O primeiro 

caracteriza-se por um valor aproximadamente constante independente da ordem do percentil 

analisado. Nesse grupo, enquadram-se as técnicas MOVE e a técnica KTRL2. Destas, as 
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técnicas MOVE3 e MOVE4 tiveram o melhor desempenho, com redução no erro das 

estimativas de todos os percentis em todos os cenários de 𝑛1, 𝑛2 e 𝜌. Essa constatação deve-se 

ao fato de essas técnicas considerarem que a combinação da série monitorada, com os valores 

estimados, fornece os estimadores da média e da variância populacional estimados por 

Matalas e Jacobs (1964) – técnica MOVE3 – ou aqueles adaptados por Vogel e Stedinger 

(1985) – técnica MOVE4. Esperava-se que a técnica KTRL2 tivesse desempenho melhor, 

dada a formulação do seu ajuste, porém apenas propiciou redução do erro das estimativas dos 

percentis para valores elevados de 𝑛1 (50) e de 𝜌 (0,9). O aumento da extensão da série curta 

possui implicações óbvias na estimativa dos percentis da série curta, enquanto o nível de 

correlação elevado propicia que informação relevante da série de referência seja utilizada 

corretamente na estimativa dos percentis. As técnicas MOVE1 e MOVE2 tiveram 

desempenho melhor do que a série curta apenas para 𝜌 = 0,9. Contudo, a técnica MOVE1 

apresentou erro menor na estimativa dos percentis. 

O segundo comportamento é caraterizado por erros maiores para percentis extremos (máximo 

e mínimo). É o caso das técnicas OLS, GLM, KTRL e RLOC. Considerando o caso da técnica 

OLS, cujo ajuste pode ser considerado geométrico, é de se esperar que houvesse desvios 

maiores para os percentis extremos, dada a própria função densidade de probabilidade dos 

dados normais, na qual concentram-se valores maiores nas proximidades da média. Para essas 

técnicas, esse comportamento foi observado em todos os cenários, porém em menor grau para 

valores maiores de extensão da série curta e de correlação. 

A estimativa dos percentis antes do ajuste da KTRL2 reduziu significativamente os erros para 

a estimativa dos percentis extremos, em comparação com a técnica KTRL. A técnica RLOC é 

penalizada por considerar apenas quatro valores em seu ajuste, tendo o pior desempenho 

dentre todas as técnicas quando são avaliados os percentis. A Figura 5.12 apresenta uma 

síntese dos resultados obtidos, de forma gráfica, incluindo a estimativa do RMSE e do viés na 

estimativa de cada percentil, considerando dados normalmente distribuídos. 

Cabe mencionar que a técnica GLM, que teve desempenho inferior a técnicas como OLS e 

RLOC com relação à estimativa dos momentos amostrais, para 𝑛1 = 10, teve na estimativa 

dos percentis desempenho similar a tais técnicas. Maiores erros foram observados apenas para 

percentis de ordens elevadas (90/95). 
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Figura 5.12 – RMSE e viés na estimativa dos percentis – resultados para dados NOR 

 

O viés apresentado pela série curta na estimativa dos percentis é de superestimar os percentis 

mais baixos e subestimar os percentis mais altos. Essa tendência foi observada também para 

as técnicas de extensão, com exceção da técnica RLOC. Como já mencionado, o 

comportamento diferenciado da técnica RLOC é fruto da utilização de um número pequeno de 
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dados em relação às demais técnicas, especialmente para 𝑛1 = 10, quando a estimativa dos 

percentis é a mais imprecisa entre os cenários analisados. 

Como mostra a Figura 5.12, para coeficientes de correlação elevados, todas as técnicas são 

menos enviesadas do que a série curta ou apresentam viés baixo. Já para valores baixos de 

correlação, as técnicas GLM, OLS e KTRL são enviesadas, além da já mencionada RLOC. A 

técnica KTRL2 teve bom desempenho em todos os cenários simulados, com viés próximo de 

zero. 

A Figura 5.13 mostra alguns dos resultados obtidos no cenário de dados GUM. Apesar de, em 

geral, as conclusões serem as mesmas daquelas para dados normais, os erros geraram gráficos 

assimétricos, como esperado. As técnicas originalmente conhecidas como de regressão (OLS, 

GLM e KTRL) foram as mais influenciadas, enquanto as demais técnicas, desenvolvidas no 

contexto da extensão de séries hidrológicas, com exceção da RLOC, apresentaram uniformes. 

Os resultados do viés da estimativa dos percentis indicam que coeficiente de assimetria da 

distribuição Gumbel é pequeno o suficiente para que não haja diferenças substanciais com 

relação aos dados normais. Novamente, nota-se um deslocamento no aspecto dos resultados 

gráficos, com pequeno aumento do valor do percentil para o qual obteve-se viés nulo. Como 

se trata de distribuição amplamente utilizada na representação de máximos, é importante 

ressaltar que as técnicas MOVE2, MOVE3 e MOVE4 apresentaram viés no mesmo sentido da 

série curta, porém com menor magnitude, o que as aponta como melhores técnicas na 

construção de amostras que, como um todo, permitem boas estimativas de percentis de 

máximos.  

A influência do coeficiente de assimetria no desempenho das técnicas pode ser melhor 

avaliada por meio dos resultados para os dados PE3+ e PE3- e da comparação com os dados 

normais.  

O comportamento das técnicas para os dados PE3+ e PE3- foi aquele esperado, de simetria 

entre os resultados gráficos. Os resultados para a distribuição normal podem ser considerados 

um caso intermediário. A Figura 5.14 mostra os resultados do erro da estimativa dos percentis 

para as três distribuições e para dois cenários, em que 𝑛2 = 25, 𝜌 = 0,5 e 𝑛1 = 10 ou 50. 
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Figura 5.13 – RMSE e viés na estimativa dos percentis – resultados para dados GUM 

 

Para as técnicas OLS e KTRL, ao contrário do que se esperava, os maiores erros na estimativa 

dos percentis para os dados PE3+ e PE3- não estão nos extremos. A técnica GLM apresentou 

a mesma tendência, porém, devido a seus problemas de ajuste para dados PE3+, quando 𝑛1 = 

10, apresentou erros muito superiores às demais técnicas para percentis superiores. O aumento 
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da extensão da série curta não representou ganho na redução do erro nas estimativas para as 

técnicas OLS, KTRL e GLM, como se nota para os casos em que 𝑛1 = 50. 

Para as demais técnicas, incluindo a RLOC, que não teve bom desempenho para dados NOR, 

o comportamento foi significativamente diferente. Não houve redução do erro nas estimativas 

dos percentis, mesmo para 𝑛1 = 50, com aumento do erro para 𝑛1 = 10. Isto vale mesmo para 

a técnica KTRL2, que foi capaz de, no máximo, representar a função densidade da série curta 

sem maiores refinamentos. 

 
Figura 5.14 – RMSE na estimativa dos percentis – influência da assimetria dos dados 

 

De forma geral, para todas as distribuições, o aumento do nível de correlação aproxima 

significativamente o desempenho das técnicas. 
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A Figura 5.15 (atentar para a escala das ordenadas) apresenta o viés das técnicas na estimativa 

dos percentis para dados PE3+, NOR e PE3-, também para os cenários em que 𝑛2 = 25, 𝜌 = 

0,5 e 𝑛1 = 10 e 50. Ao analisar a técnica MOVE1, por exemplo, que apresenta o mesmo ajuste 

entre a série curta e a série de referência, nota-se que o aspecto visual do viés em função dos 

percentis é crescente ou decrescente, para as distribuições PE3+ e PE3-, enquanto para a 

distribuição NOR o aspecto é aproximadamente horizontal. Destaca-se, também, a magnitude 

do viés, muito mais elevado nas distribuições PE3+ e PE3-. Os resultados para a série curta 

indicam que as técnicas (com exceção da OLS, GLM e KTRL) apenas extrapolam o 

comportamento dos dados originais. Com exceção dos dados normais, o aumento de 𝑛1 não 

elimina o viés das estimativas dos percentis. Apesar de não apresentado, o aumento do nível 

de correlação não altera significativamente os vieses já apresentados na Figura 5.15, mas 

aproxima o desempenho das técnicas. 

5.1.3 Registros individuais 

Para a estimativa dos registros individuais, não foi observada influência da extensão da série 

curta, da série estendida ou do coeficiente de correlação nos resultados. Essa conclusão é 

esperada, uma vez que as flutuações ao redor das retas ajustadas das técnicas são aleatórias e 

independentes dos fatores analisados. A distribuição dos dados originais também não 

influenciou no erro na estimativa dos registros, porém influenciou no viés das estimativas. 

Esse resultado é mostrado nas Figuras 5.16 e 5.17 e justifica-se pelo fato de que o coeficiente 

de assimetria das distribuições é capaz de influenciar nos ajustes das técnicas. 
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Figura 5.15 – Viés na estimativa dos percentis – influência da assimetria dos dados 

 

 
Figura 5.16 – Erro na estimativa dos registros individuais 

 

O erro apresentado na Figura 5.16 é invariável frente às distribuições dos dados e caracteriza 

todas as técnicas com desempenho relativamente próximo, apesar dos menores valores 

observados para a OLS, KTRL e GLM. Para os cenários simulados, em que as séries curta e 

de referência apresentam mesma distribuição, é de se esperar que a técnica OLS tenha melhor 
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desempenho, pois minimiza os erros na estimativa dos valores da série originalmente curta. 

Contudo o valor esperado do erro é muito próximo entre as técnicas. É importante ressalvar 

que a técnica GLM, para dados com distribuição com assimetria positiva e extensão da série 

curta igual a 10, apresentou erro significativamente superior às demais. 

 
Figura 5.17 – Viés na estimativa dos registros individuais – influência da distribuição dos 

dados 
 

A Figura 5.17 indica que a assimetria dos dados interfere no viés das técnicas na estimativa 

dos registros individuais, tendo o poder de alterar a direção da tendência das técnicas. Dados 

com assimetria positiva inviabilizam o uso da técnica GLM no preenchimento de falhas, 

tendo em vista o viés apresentado. É importante mencionar que o viés das estimativas dos 

registros individuais foi o mesmo da estimativa da média, o que era esperado, tendo em vista 

a formulação matemática do indicador analisado. 

A Figura 5.18 apresenta as retas geradas pela aplicação das técnicas de extensão para o caso 

de uma das amostras sintéticas geradas, com 𝑛1 = 25, 𝑛2 = 25 e 𝜌 = 0,7. As técnicas KTRL2, 

MOVE1 a MOVE4 e RLOC produziram estimativas mais altas do que a OLS, para valores 

mais altos de 𝑥, e mais baixos, para valores menores de 𝑥. A técnica KTRL gerou retas 

deslocadas, no eixo das ordenadas, em relação à técnica OLS. Apenas para dados PE3- as 
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estimativas da técnica KTRL foram inferiores às estimativas da técnica OLS. A técnica GLM 

retornou resultados muito próximos da técnica OLS, com sutis diferenças na estimativa dos 

valores extremos. 

 
Figura 5.18 – Ajuste das técnicas de extensão para o caso 𝒏𝟏= 25, 𝒏𝟐= 25 e ρ = 0,7. 

 

Tendo em vista que o indicador 𝑅𝑀𝑆𝐸 (Figura 5.16) retorna resultados para a condição 

média, conclusões feitas considerando esse indicador podem não ser as mais representativas. 

Para todos os níveis de correlação, incluindo os mais baixos, os melhores resultados globais 

foram das técnicas OLS, MOVE2, MOVE3 e MOVE4. Entretanto, a técnica MOVE1 

apresenta uma característica interessante, de pressupor erros nos dados de 𝑥 e 𝑦, o que 

também pode levar a resultados positivos em situações práticas. A escolha da melhor técnica, 

para a estimativa dos registros individuais, deve ser feita considerando os resultados 

apresentados na Figura 5.18. 

5.1.4 Quantil associado ao TR = 100 anos 

De modo geral, para os dados NOR, observa-se que o coeficiente de correlação é muito 

relevante na extensão da série hidrológica. Para valores baixos de 𝜌, nenhuma das técnicas de 

extensão reduziu significativamente o erro das estimativas do quantil de referência. Para 

valores elevados (𝜌 = 0,9), quase todas as técnicas, com exceção da RLOC e GLM, 
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promovem séries estendidas cujas estimativas do quantil de referência são mais corretas em 

relação à série curta. Tais resultados podem ser visualizados na Figura 5.19. 

 
Figura 5.19 – RMSE na estimativa do quantil populacional associado ao TR = 100 anos 

 

Considerando o critério de que as técnicas com bom desempenho, além de melhorarem a 

estimativa em relação à série curta, melhoram a estimativa para um aumento de 𝑛2, as 

técnicas OLS, KTRL, KTRL2, RLOC e GLM, para correlações de 0,5 e 0,7, tiveram 
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desempenho ruim. As técnicas MOVE foram melhor representadas pela MOVE3 e MOVE4, 

que melhoraram a estimativa dos quantis para 𝜌  0,7. Cabe mencionar também que, para 𝑛1 

= 50, é muito mais difícil notar, graficamente, as técnicas com 𝑅𝑀𝑆𝐸𝑡é𝑐𝑛𝑖𝑐𝑎/𝑅𝑀𝑆𝐸𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑐𝑢𝑟𝑡𝑎 

< 1, dado que a relação 𝑛2/𝑛1 é menor para maiores valores de 𝑛1. 

Para os dados GUM, inclui-se, no grupo já mencionado, a técnica MOVE1, com erro na 

estimativa do quantil aumentando para um aumento de 𝑛2, independente da extensão da série 

curta, quando 𝜌  0,7. Por outro lado, as demais técnicas MOVE apresentaram bons 

resultados. A técnica GLM apresentou resultados ruins em todos os cenários estudados. Sobre 

os demais aspectos, os comentários feitos para a distribuição NOR são válidos para os dados 

GUM. 

De modo geral, os mesmos comentários se aplicam para os dados PE3+ e PE3-. A maior 

diferença entre esses dois cenários diz respeito à técnica GLM, com melhores resultados para 

os dados com coeficiente de assimetria negativo. 

O viés das estimativas do quantil de referência apresentou diferenças significativas entre os 

cenários simulados. Primeiramente, como mostrado na Figura 5.20, dados NOR, GUM e 

PE3+ apresentam viés no sentido de subestimar os quantis ao utilizar o método dos momentos 

para ajuste das distribuições, enquanto dados PE3- apresentaram viés positivo. Para a série 

curta, o viés da estimativa pode ser considerado alto para todas as distribuições, exceto NOR.  

Para os dados normais, é possível classificar as técnicas em duas categorias. A primeira 

possui viés no sentido de subestimar os quantis. São as técnicas OLS, KTRL e GLM, com 

magnitude do viés elevada, e, com viés entre aquele apresentado pela série curta e zero, as 

técnicas MOVE2, MOVE3 e MOVE4. A segunda inclui as técnicas que superestimam os 

quantis. São a KTRL2, MOVE1 e RLOC. Pode-se considerar que as técnicas MOVE, de 

modo geral, são não enviesadas, enquanto a técnica KTRL2 pode ser considerada não 

enviesada para 𝑛1 = 50 ou 𝜌 = 0,9. A técnica RLOC possui viés que aumenta à medida que 𝑛2 

também aumenta, contudo, para 𝑛1 = 50, o viés pode ser considerado suficientemente baixo. 
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Figura 5.20 – VIÉS na estimativa do quantil populacional associado ao TR = 100 anos 

 

Com relação ao cenário de dados GUM, é possível observar que os vieses calculados foram 

maiores, em magnitude, do que aqueles calculados para os dados NOR. Como possíveis 

causas, podem ser citados: i) o fato de o quantil associado ao TR = 100 anos da distribuição 

Gumbel ser numericamente maior do que o mesmo quantil da distribuição Normal, dados os 
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valores de média e variância populacional; e ii) os dados NOR gerados foram obtidos a partir 

de um algoritmo elaborado especialmente para este fim, enquanto os dados GUM foram 

gerados por meio do método da transformação, e se aderem menos à distribuição Gumbel do 

que os dados NOR se aderem à distribuição Normal. Contudo, tomando como referência o 

viés da série curta, os resultados são semelhantes àqueles da distribuição Normal, com as 

técnicas MOVE não enviesadas e a técnica KTRL2 tornando-se não enviesada à medida que 

𝑛1 aumenta. A técnica RLOC pôde ser considerada não enviesada para 𝜌 elevado (0,9) e 

também quando 𝑛1 = 50. 

A grande diferença entre o viés na estimativa dos quantis, dos dados NOR e GUM para os 

dados PE3+ e PE3-, foi o aumento do viés das técnicas que geraram séries estendidas menos 

enviesadas do que a série curta. Para os dados PE3+, por exemplo, a série curta e a série 

completa possuem vieses que vão de -0,10 a -0,50, nos cenários simulados, enquanto, nos 

dados NOR, esses valores vão de 0 a -0,08. A série completa possui viés menor, em 

magnitude. 

Para os dados PE3+, no cenário em que 𝑛1 = 10, a técnica RLOC chega a ter um viés no 

sentido de superestimar o valor do quantil, o que também ocorre com a GLM, pelos 

problemas de ajuste já mencionados. Nos demais casos, em que 𝑛1 = 25 ou 50, todas as 

técnicas possuem viés no sentido de subestimar o quantil populacional. O pior desempenho 

foi observado para as técnicas OLS, KTRL e GLM. A RLOC teve desempenho 

surpreendente, frente aos resultados para as demais distribuições, com menor viés, em 

módulo, dentre todas as técnicas. 

Algumas técnicas, nas quais incluem-se KTRL2, MOVE1 e RLOC, tiveram viés mais 

pronunciado para 𝜌 = 0,9 do que para 𝜌 = 0,5. Essas técnicas são as mesmas que 

apresentaram, para dados normais, viés no sentido de superestimar o quantil populacional. 

Como aqui os próprios dados da série curta possuem viés negativo, essas técnicas acabaram 

por gerar quantis com menor viés em módulo. As demais técnicas MOVE tiveram 

desempenho mediano, com viés da mesma ordem de grandeza e sinal da série curta. 

Para os dados PE3-, podem ser feitos os mesmos comentários dos dados PE3+, porém 

salientando que o viés é positivo, ou seja, no sentido de superestimar os quantis. As técnicas 

com menor viés em módulo foram KTRL2, MOVE1 e RLOC. 
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De modo geral, as conclusões sobre a variância das estimativas dos quantis após a extensão 

das séries, em relação à variância da série curta, são semelhantes para todas as distribuições, 

como mostra a Figura 5.21. Para 𝑛1 = 10, as técnicas KTRL2, MOVE1, RLOC e GLM 

possuem variância superior às demais técnicas, com esta característica se reduzindo à medida 

que 𝑛1aumenta. Os resultados ruins, para as técnicas mencionadas, são revertidos por um 

coeficiente de correlação elevado (0,9), cenário no qual quase todas as técnicas (exceção da 

RLOC e GLM) tiveram variância inferior às demais técnicas na estimativa do quantil. Os 

menores valores de variância foram obtidos para as técnicas OLS, KTRL, MOVE2, MOVE3 

e MOVE4. 

 
Figura 5.21 – Variância na estimativa do quantil populacional associado ao TR = 100 anos 

 

Os resultados aqui apresentados para a estimativa do quantil de referência foram sintetizados 

em critérios para a aplicação das técnicas de extensão. Tais critérios, bem como a definição de 

aspectos práticos a serem considerados quando da extensão das séries hidrológicas, são 

apresentados a seguir. 
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5.2 Critérios para a aplicação sobre dados reais 

Os critérios aqui apresentados aplicam-se à extensão das séries hidrológicas com objetivo de 

estimar os quantis de máximos, no caso das distribuições NOR, GUM e PE3+, e de mínimos, 

no caso da distribuição PE3-. Após a eliminação das técnicas com viés superior ao viés da 

série curta, foram selecionadas aquelas com menor erro e menor variância na estimativa dos 

quantis. Os resultados parciais para cada cenário de distribuição de probabilidades dos dados 

são apresentados nas Figuras 5.22 a 5.25. As técnicas consideradas aplicáveis são 

apresentadas nas Tabelas 5.1 a 5.4. 

 

Figura 5.22 – Resultados da análise do viés, da variância e do erro na estimativa de quantis 
em comparação com a série curta – dados com distribuição Normal 
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Figura 5.23 – Resultados da análise do viés, da variância e do erro na estimativa de quantis 
em comparação com a série curta – dados com distribuição Gumbel 
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Figura 5.24 – Resultados da análise do viés, da variância e do erro na estimativa de quantis 
em comparação com a série curta – dados com distribuição Pearson 3, assimetria positiva 
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Figura 5.25 – Resultados da análise do viés, da variância e do erro na estimativa de quantis 
em comparação com a série curta – dados com distribuição Pearson 3, assimetria negativa 
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Tabela 5.1 – Técnicas aplicáveis na extensão de séries hidrológicas – dados com 
distribuição Normal 

 
 

N2 = 10 N2 = 25 

N1 = 10 

ρ = 0,5 - - 

ρ = 0,7 MOVE3 MOVE3 

ρ = 0,9 
MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2 

MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2 

N1 = 25 

ρ = 0,5 MOVE3 MOVE3 

ρ = 0,7 MOVE3 MOVE3 

ρ = 0,9 
MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2 

MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2 

N1 = 50 

ρ = 0,5 MOVE3 MOVE3 

ρ = 0,7 MOVE4, MOVE3, MOVE1 MOVE4, MOVE3, MOVE1 

ρ = 0,9 
MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2, RLOC 

MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2 

 

Para dados NOR, destaca-se que, para 𝑛1 = 10 e 𝜌 = 0,5, apenas a técnicas MOVE1  reduziu o 

viés na estimativa da série curta, porém mostrou-se menos eficiente e com erro maior na 

estimativa do quantil. A técnica considerada mais aplicável foi a MOVE3. 

Para dados GUM, todos os cenários retornaram pelo menos uma técnica aplicável, sendo 

MOVE4 a técnica mais robusta. Destaca-se a aplicabilidade de um número maior de técnicas 

em relação aos dados normais, devido aos seguintes fatores: i) o coeficiente de assimetria dos 

dados pode diferir significativamente do coeficiente de assimetria da distribuição Gumbel 

(+1,14), e torna-se mais provável que as séries estendidas melhorem a aderência à 

distribuição; e ii) os dados normais (série curta) são gerados por meio de algoritmo 

desenvolvido especialmente para este fim, gerando séries curtas com momentos amostrais 

mais próximos dos momentos populacionais do que no cenário de dados Gumbel, no qual as 

amostras foram obtidas por meio do método da transformação. 
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Tabela 5.2 – Técnicas aplicáveis na extensão de séries hidrológicas – dados com 
distribuição Gumbel 

 
 

N2 = 10 N2 = 25 

N1 = 10 

ρ = 0,5 MOVE4 MOVE4 

ρ = 0,7 MOVE4, MOVE3, MOVE2 MOVE4, MOVE3, MOVE2 

ρ = 0,9 
MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2 

MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2 

N1 = 25 

ρ = 0,5 MOVE4, MOVE3 MOVE4, MOVE3 

ρ = 0,7 MOVE4, MOVE3, MOVE2, KTRL2 MOVE4, MOVE3, MOVE2, KTRL2 

ρ = 0,9 
MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2, RLOC 

MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2, RLOC 

N1 = 50 

ρ = 0,5 MOVE4, MOVE3 MOVE4, MOVE3 

ρ = 0,7 
MOVE4, MOVE3, MOVE2, KTRL2, 

RLOC 
MOVE4, MOVE3, MOVE2, KTRL2 

ρ = 0,9 
MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2, RLOC 

MOVE4, MOVE3, MOVE2, MOVE1, 

KTRL2, RLOC 

 

As Tabelas 5.3 e 5.4 apresentam os resultados para os dados PE3+ e PE3-. De modo geral, as 

técnicas MOVE também são aplicáveis em muitos cenários de 𝑛1, 𝑛2 e 𝜌. Contudo, foram 

observadas algumas inconsistências, caracterizadas por: i) técnicas sendo consideradas 

aplicáveis para 𝑛2 = 25, mas não para 𝑛2 = 10; e ii) técnicas sendo consideradas aplicáveis 

para um dado valor de 𝑛1, mas não para valores maiores. Cabe mencionar que algumas 

técnicas, como ocorre com a RLOC na Tabela 5.2, podem ser consideradas aplicáveis para 𝑛2 

= 10 e não para 𝑛2 = 25. Caso os valores estimados pela técnica de extensão possuam uma 

tendência diferente dos demais termos da série curta, podem implicar redução do erro na 

estimativa dos quantis se utilizados em pequeno número. Caso sejam utilizados para estimar 

uma quantidade maiores de valores, a tendência pode prevalecer sobre a série curta, e o 

quantil pode se tornar enviesado. 

Os resultados apresentados nas tabelas foram obtidos com base no valor esperado do erro, do 

viés e da variância das estimativas dos quantis após a aplicação das técnicas, devendo ser 

resguardadas as diferenças para a extensão das amostrais e para a correlação populacional. A 

Figura 5.26 sintetiza a capacidade de cada técnica em reduzir o erro na estimativa de quantis 

após a extensão das séries hidrológicas. 
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Tabela 5.3 – Técnicas aplicáveis na extensão de séries hidrológicas – dados com 
distribuição Pearson 3, assimetria positiva 

 
 

N2 = 10 N2 = 25 

N1 = 10 

ρ = 0,5 MOVE3 MOVE3, MOVE4 

ρ = 0,7 MOVE3, MOVE4 MOVE2, MOVE3, MOVE4 

ρ = 0,9 
OLS, KTRL, KTRL2, MOVE1, 

MOVE2, MOVE3, MOVE4 

OLS, KTRL, KTRL2, MOVE1, 

MOVE2, MOVE3, MOVE4 

N1 = 25 

ρ = 0,5 - MOVE2, MOVE3, MOVE4 

ρ = 0,7 KTRL2, MOVE2 KTRL2, MOVE2, MOVE3, MOVE4 

ρ = 0,9 
KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3, 

MOVE4, RLOC 

KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3, 

MOVE4, RLOC 

N1 = 50 

ρ = 0,5 KTRL2 KTRL2 

ρ = 0,7 KTRL2, MOVE1, MOVE2, RLOC KTRL2, MOVE1, MOVE2, RLOC 

ρ = 0,9 
KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3, 

MOVE4, RLOC 

KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3, 

MOVE4, RLOC 

 

Tabela 5.4 – Técnicas aplicáveis na extensão de séries hidrológicas – dados com 
distribuição Pearson 3, assimetria negativa 

 
 

N2 = 10 N2 = 25 

N1 = 10 

ρ = 0,5 MOVE2, MOVE3 MOVE2, MOVE3, MOVE4 

ρ = 0,7 MOVE2, MOVE3, MOVE4 MOVE2, MOVE3, MOVE4 

ρ = 0,9 
OLS, KTRL, KTRL2, MOVE1, 

MOVE2, MOVE3, MOVE4 

OLS, KTRL, KTRL2, MOVE1, 

MOVE2, MOVE3, MOVE4 

N1 = 25 

ρ = 0,5 - MOVE2, MOVE3, MOVE4 

ρ = 0,7 KTRL2, MOVE2 KTRL2, MOVE2, MOVE3, MOVE4 

ρ = 0,9 
KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3, 

MOVE4 

KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3, 

MOVE4 

N1 = 50 

ρ = 0,5 KTRL2 KTRL2, MOVE2 

ρ = 0,7 KTRL2, MOVE1, MOVE2, RLOC KTRL2, MOVE1, MOVE2, RLOC 

ρ = 0,9 
KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3, 

MOVE4, RLOC 

KTRL2, MOVE1, MOVE2, MOVE3 

MOVE4, RLOC 
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Figura 5.26 – Proporção das amostras na qual houve redução do erro absoluto na 

estimativa do quantil associado ao TR = 100 anos 
 

Analisando a Figura 5.26, é importante destacar que: 

 A série completa (com extensão de 𝑛1 + 𝑛2 valores) não representa redução do erro 

absoluto em todas as amostras analisadas. Porém, a série completa representa redução 

do erro em cerca de 60% das amostras simuladas, o que pode ser considerado como a 
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probabilidade de a série completa gerar estimativas de quantis mais próximas do valor 

populacional do que a série curta; e 

 As técnicas KTRL2 e MOVE apresentam redução do erro na estimativa dos quantis 

mesmo para 𝜌 = 0,5, enquanto as técnicas OLS, KTRL e GLM apresentam resultados 

tão bons quanto as demais técnicas apenas para 𝜌 = 0,9. 

Cabe ressaltar que, para a elaboração da Figura 5.26, foram considerados todos os casos em 

que houve redução do erro absoluto na estimativa dos quantis, independente da magnitude da 

redução. 

Um ponto de grande complexidade diz respeito às limitações de aplicação das técnicas. Uma 

das formas de verificar a aplicabilidade das técnicas de extensão, nesse caso apenas para as 

técnicas MOVE2, MOVE3 e MOVE4, consiste em comparar a correlação amostral do caso 

estudado com os valores críticos definidos para a técnica RPN, apresentados na Tabela 3.5. 

Outra forma de formas de avaliar a aplicabilidade das técnicas, agora de modo mais 

generalizado, consiste em verificar os valores de correlação amostral para os quais houve 

redução do erro na estimativa do quantil de referência após a extensão da série. Esses valores 

são apresentados, resumidamente, na Figura 5.27, sem distinção entre cenários de correlação, 

extensão da série curta e extensão da série longa. São apresentados apenas os gráficos para os 

dados NOR e GUM, não tendo sido observada diferença significativa para os dados PE3+ e 

PE3-.  

Observa-se, na Figura 5.27, que as técnicas definidas como aplicáveis em pelo menos um dos 

cenários requerem coeficiente de correlação inferior em relação às demais técnicas para que 

haja redução do erro da estimativa do quantil. Apesar de não se traduzir em um critério, os 

valores de correlação do primeiro quartil podem ser um valor mínimo de referência para a 

aplicação das técnicas. De maneira geral, o valor de 0,55, correspondente a um R² de 0,30, é 

observado em todas as técnicas. Este valor de referência não reduz significativamente o 

espectro de aplicação das técnicas, uma vez que, em situações práticas, tal valor do 

coeficiente de determinação pode, até mesmo, gerar dúvidas sobre a relação entre as variáveis 

dependente e independente. 
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Dados Normais 

 
 

Dados Gumbel 

 
Figura 5.27 – Coeficientes de correlação entre as séries curta e de referência das 

simulações nas quais houve redução do erro na estimativa dos quantis após a extensão 
 

É importante mencionar, também, que os critérios elaborados foram definidos para séries 

hidrológicas curta e de referência que são modelados com a mesma distribuição de 

probabilidades. Essa premissa, adotada no presente estudo, deve seguir como diretriz básica 

para a aplicação não apenas dos critérios elaborados, mas das técnicas de extensão de séries 

hidrológicas aqui estudadas. 
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Com relação às técnicas propriamente ditas, pode-se dizer que as técnicas MOVE1 e MOVE2 

têm bom desempenho, de modo geral, na extensão das séries hidrológicas, apesar de se 

constituírem como técnicas que possuem um embasamento estatístico levemente diferente das 

técnicas MOVE3 e MOVE4. As duas últimas acabam por ser mais vantajosas em inúmeros 

casos. Apesar disso, a técnica MOVE1 possui uma característica que pode ser útil em várias 

situações, de fornecer a mesma relação entre 𝑥 e 𝑦 independente de qual é a variável 

dependente. Esse fato não deve ser ignorado na escolha da técnica de extensão a ser utilizada. 

As técnicas KTRL2 e RLOC são ajustadas com base em parâmetros muito sensíveis à 

extensão original da amostra e, portanto, devem ser utilizadas apenas para valores elevados de 

𝑛1. Essa recomendação vale especialmente no caso da técnica RLOC, que é ajustada 

utilizando uma quantidade de informação significativamente menor do que a técnica KTRL2.  

Tratamento especial é dado, na literatura, para a estimativa do coeficiente de assimetria, sendo 

propostos ajustes, correções e até mesmo novos estimadores da assimetria populacional 

(BOBÉE & ROBITAILE, 1975; YEVJEVICH & OBEYSEKERA, 1984; BRYS et al., 2004; 

KIM & WHITE, 2004). Algumas técnicas geraram séries estendidas com maior capacidade 

do que a série curta de gerar estimativas do coeficiente de assimetria no caso populacional. 

No entanto, recomenda-se cautela quanto ao uso das técnicas de extensão aqui apresentadas 

para esse propósito, tendo em vista que, ao basear as estimativas em séries com extensão 

relativamente curta, o erro na estimativa do coeficiente de assimetria pode ainda ser 

significativo. 

Apesar de os critérios apresentados terem sido definidos para a aplicação das técnicas de 

extensão com o objetivo de melhorar as estimativas dos quantis máximos, não se pode negar 

que eles também definem, simultaneamente, casos em que a média, a variância e a assimetria 

(guardadas as devidas limitações) da série estendida compõem um conjunto de medidas 

descritivas estimadas com mais acurácia do que utilizando apenas a série curta. Portanto, os 

critérios elaborados podem ser utilizados em casos nos quais considera-se essa propriedade 

útil. Por exemplo, pode-se extrapolar os resultados apresentados da distribuição Gumbel para 

outras distribuições de 2 parâmetros utilizadas para modelar eventos hidrológicos máximos, 

como a Fréchet e Log-Normal. É importante pontuar que não foi analisado, nesta pesquisa, o 

comportamento das técnicas frente a amostras contendo outliers. Para maiores informações 

sobre este caso, a pesquisa de Khalil e Adamowski (2014a) pode ser consultada. 
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Para a validação do critério definido, propõe-se a aplicação das técnicas sobre dados reais, 

com o intuito, também, de estudar o processo de escolha da melhor técnica entre aquelas 

definidas como aplicáveis e da melhor série hidrológica de referência.. 

5.3 Aplicação sobre dados reais 

Para a aplicação com dados reais, foram selecionadas, conforme apresentado no item 4.6.3, 

dois pares de estações na região de interesse. Os registros dessas estações serviram como base 

para a aplicação das técnicas de duas formas:  

 Simulação histórica: aplicação das técnicas em um maior nível de detalhamento, 

restringindo as observações para a sequência em que aconteceram na série histórica. 

Foi considerado 𝑛1 = 10 e 𝑛2 foi adotado de forma que, após a extensão, a série curta 

tivesse a mesma extensão da série de referência; e 

 Simulação de bootstrap: aplicação das técnicas em simulações de bootstrap, alterando, 

aleatoriamente, a sequência em que ocorreram as observações, porém mantendo a 

correspondência dos pares de registros da série curta e da série de referência 

observados em períodos de observação comuns. Também foi considerado 𝑛1 = 10 e 𝑛2 

foi adotado de forma que, após a extensão, a série curta tivesse a mesma extensão da 

série de referência. 

Os resultados foram avaliados tomando como referência as séries históricas completas de 

cada estação hidrometeorológica. 

A Tabela 5.5 apresenta, em síntese, características dos cenários considerados e das estações 

(incluindo as séries temporais nelas monitoradas) utilizadas para a aplicação das técnicas de 

extensão de séries hidrológicas. 
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Tabela 5.5 – Informações sobre os cenários considerados e sobre as séries hidrológicas 
consideradas na aplicação sobre dados reais 

Cenário 1 2 

Simulação 1.1 1.2 2.1 2.2 

Variável aleatória analisada 

Precipitação 

diária máxima 

anual 

Precipitação 

acumulada 

anual 

Vazão média 

diária máxima 

anual 

Vazão 

média anual 

Estação de referência Braz Pires (PLU) Braz Pires (FLU) 

Estação associada à série curta Piranga (PLU) Porto Firme (FLU) 

𝒏𝟏 10 

𝒏𝟐 33 43 45 48 

Coeficiente de correlação – séries 

históricas completas 
0,38 0,86 0,78 0,92 

Coeficiente de correlação – período de 

observações comuns considerado 

Simulação histórica 

0,55 0,87 0,62 0,98 

Coeficiente de correlação – período de 

observações comuns considerado 

Simulação de bootstrap 

Variável Variável Variável Variável 

Número de simulações bootstrap 5.000 

 

5.3.1 Simulação histórica 

5.3.1.1 Cenário 1 

Cenário 1.1: Precipitação Diária Máxima Anual 

Para a aplicação sobre dados reais, neste cenário, a estação pluviométrica Piranga será 

considerada como provedora da série curta. A estação Piranga possui registros de 

monitoramento de julho de 1941 a julho de 2015 (75 anos de monitoramento), porém a 

presença de falhas levou à remoção de alguns registros das análises aqui efetuadas. Como 

estação de referência, é adotada a série de máximos diários anuais registrada na estação 

pluviométrica Braz Pires, que possui monitoramento entre março de 1967 e fevereiro de 2016. 

O período de observações comuns foi o primeiro período na série histórica das duas estações 

que apresentou 10 observações comuns em cada estação. Cabe mencionar que, no caso da 

precipitação diária máxima anual, as observações consideradas comuns são aquelas que 

ocorreram em um mesmo ano hidrológico. Uma síntese dos dados considerados e dos 

resultados da aplicação das técnicas, para o Cenário 1.1 (precipitação diária máxima anual), é 

apresentada na Tabela 5.6. 
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Tabela 5.6 – Resultados da aplicação das técnicas de extensão de séries hidrológicas – 
Cenário 1.1 

APLICAÇÃO PARA MÁXIMOS DIÁRIOS ANUAIS 

Dados de entrada 

Estação pluviométrica provedora da série curta: Piranga 

Estação pluviométrica provedora da série de referência: Braz Pires 

Coeficiente de correlação no período de observações comuns: 0,55 

Extensão da série curta (𝑛1): 10 

Extensão da série de referência (𝑛1+𝑛2): 43 

Extensão da série completa da estação Piranga PLU (removendo anos com falhas): 70 

Extensão da série completa da estação Braz Pires PLU (removendo anos com falhas): 44 

Medida descritiva Série curta 
Série de referência 

Curta Completa 

Média 77,65 61,28 74,00 

Desvio padrão 21,93 18,42 21,74 

Coeficiente de assimetria 0,689 -0,092 1,116 

Coeficiente de variação (CV) 0,2825 0,3007 0,2938 

Quantil Gumbel 

(TR = 100 anos) 
146,45 119,07 142,21 

Quantil GEV 

(TR = 100 anos) 
139,85 100,98 141,90 

Resultados - Série estendida 

Técnica Média 
Desvio 

padrão 

Coeficiente de 

Assimetria 
CV 

Quantil Gumbel  

(TR = 100 anos) 

Quantil GEV  

(TR = 100 anos) 

MOVE1 92,80 25,89 1,201 0,2789 173,99 174,89 

MOVE2 87,19 22,87 1,192 0,2623 158,91 159,59 

MOVE3 86,00 23,00 1,232 0,2675 158,15 159,30 

MOVE4 83,94 22,33 1,238 0,2660 154,00 155,17 

KTRL2 86,84 21,44 1,103 0,2469 154,10 153,64 

RLOC 84,95 18,71 0,943 0,2202 143,64 141,39 

OLS 86,00 16,60 0,589 0,1930 138,06 131,78 

Série completa 81,33 23,36 1,261 0,2872 154,60 156,13 

 

 

Para verificar a influência da distribuição de probabilidade adotada nos resultados, foram 

utilizadas as distribuições Gumbel e GEV na estimativa do quantil associado ao TR = 100 

anos. Os resultados para as técnicas consideradas aplicáveis, de acordo com os resultados do 

item 5.2, são destacados na Tabela 5.6. É possível notar, primeiramente, que o coeficiente de 

assimetria para as duas séries, no período de observações comuns, é muito diferente daquele 

para as séries completas, dadas as limitações para cálculo deste momento amostral para no 

caso em que 𝑛1= 10. 

A única técnica considerada aplicável é a MOVE4, que teve excelente desempenho na 

estimativa do quantil de referência, para as duas distribuições analisadas (Gumbel e GEV). 
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Cabe destacar que o coeficiente de assimetria foi estimado satisfatoriamente, garantindo bons 

resultados também para a distribuição GEV. As técnicas MOVE2, MOVE3 e KTRL2, apesar 

de consideradas não aplicáveis, tiveram também bons resultados. Isso se deve às flutuações 

aleatórias que os dados reais apresentam, em comparação com os dados considerados para a 

definição dos critérios de aplicação das técnicas. Por outro lado, a técnica OLS apresentou 

evidências práticas do viés na variância incorporado durante a extensão, sendo a única técnica 

que reduziu o valor do quantil estimado em comparação com a série curta. 

A título de ilustração, a Figura 5.28 apresenta o ajuste das técnicas MOVE4 e OLS. podendo-

se notar que a série estendida por meio da técnica MOVE4 possui amplitude muito mais 

próxima dos valores registrados na série histórica, em comparação com a técnica OLS. 

 
Figura 5.28 – Ajuste das técnicas MOVE4 e OLS – Cenário 1.1 

 

 

Cenário 1.2: Precipitação Acumulada Anual 

Os resultados da aplicação das técnicas de extensão para dados pluviométricos anuais 

(Cenário 1.2) são apresentados na Tabela 5.7. É possível observar, primeiramente, um nível 

de correlação mais elevado do que no Cenário 1.1. Esse fato deve-se a uma relação espacial 

mais clara entre as precipitações acumuladas anuais em comparação com as máximas anuais. 

É possível verificar, portanto, se essa relação leva a um melhor aproveitamento das técnicas 

de extensão. 

Assim como no Cenário 1.1, são analisados os quantis estimados após o ajuste de duas 

distribuições, porém, neste caso, foram adotadas Normal e Gumbel. Essa avaliação foi feita 

40

60

80

100

120

140

160

180

200

30 45 60 75 90 105 120 135 150 165

E
s

ta
ç

ã
o

 P
ir

a
n

g
a

 (
S

é
ri

e
 c

u
rt

a
) 

-
P

re
c

ip
it

a
ç

ã
o

 (
m

m
)

Estação Braz Pires (Referência) - Precipitação (mm)

Precipitação diária máxima anual

Período de Observações Simultâneas Registros da série completa MOVE4 OLS



 

 

Programa de Pós-graduação em Saneamento, Meio Ambiente e Recursos Hídricos da UFMG 
118 

para determinar se a distribuição escolhida para o ajuste dos dados seria capaz de alterar os 

resultados comparativos entre as técnicas. A distribuição Pearson 3 pode ser mais 

representativa para as precipitações anuais do que a distribuição Gumbel, tendo em vista a 

flexibilidade introduzida por um terceiro parâmetro, podendo convergir para a distribuição 

Normal. Contudo, os ajustes à distribuição Pearson 3, por meio do Método dos Momentos 

convencional, resultaram em quantis muito diferentes daqueles estimados por meio de outras 

distribuições e foram, portanto, considerados não aplicáveis. Atribui-se essa dificuldade ao 

coeficiente de assimetria, que assumiu valores variando de negativos a positivos tanto nas 

séries curta e completa quanto nas séries estendidas. 

 

Tabela 5.7 – Resultados da aplicação das técnicas de extensão de séries hidrológicas – 
Cenário 1.2 

APLICAÇÃO PARA ACUMULADO ANUAL 

Dados de entrada 

Estação provedora da série curta: Piranga 

Estação provedora da série de referência: Braz Pires 

Coeficiente de correlação no período de observações comuns: 0,87 

Extensão da série curta (𝑛1): 10 

Extensão da série de referência (𝑛1+𝑛2): 53 

Extensão da série completa da estação Piranga PLU (removendo anos com falhas): 70 

Extensão da série completa da estação Braz Pires PLU (removendo anos com falhas): 43 

Medida descritiva Série curta 
Série de referência 

Curta Completa 

Média 1.207 1.142 1.278 

Desvio padrão 369,9 365,5 291,5 

Coeficiente de assimetria 1,379 0,011 -0,447 

Coeficiente de variação (CV) 0,3064 0,3200 0,2281 

Quantil Normal (TR = 100 anos) 2.068 1.993 1.956 

Quantil Gumbel (TR = 100 anos) 2.368 2.289 2.193 

Resultados - Série estendida 

Técnica Média 
Desvio 

padrão 

Coeficiente de 

Assimetria 
CV 

Quantil Normal  

(TR = 100 anos) 

Quantil Gumbel  

(TR = 100 anos) 

MOVE1 1.345 295,1 0,038 0,2194 2.031 2.270 

MOVE2 1.333 304,3 0,050 0,2282 2.041 2.288 

MOVE3 1.328 312,9 0,046 0,2357 2.055 2.309 

MOVE4 1.322 324,4 0,034 0,2453 2.077 2.340 

KTRL2 1.390 399,9 -0,042 0,2878 2.320 2.644 

RLOC 1.456 491,0 -0,039 0,3372 2.598 2.996 

OLS 1.328 271,0 0,111 0,2041 1.958 2.178 

Série completa 1.395 344,6 -0,121 0,2470 2.197 2.476 
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As técnicas consideradas aplicáveis, considerando que os dados podem ser modelados pela 

distribuição Normal, são MOVE (todas) e KTRL2. A técnica que mais se aproximou do 

coeficiente de assimetria da série completa foi a KTRL2, provavelmente devido a sua 

capacidade de extrapolar a função densidade de probabilidade das séries curta e de referência 

para a série estendida. Contudo, foi a técnica que mais errou na estimativa do coeficiente de 

variação. 

As técnicas consideradas não aplicáveis tiveram desempenho inferior às demais, 

especialmente com relação à estimativa do desvio padrão da série completa. A técnica OLS, 

como já determinado na literatura e confirmado pelos resultados apresentados no item 5.1.2.2, 

possui um viés na estimativa da variância, o que se traduziu nos resultados da Tabela 5.7. 

As técnicas MOVE tiveram desempenho muito próximo entre si, sendo difícil a tarefa de 

escolher uma delas supondo que não se conhecem as medidas descritivas da série completa. 

Duas abordagens podem ser adotadas: i) escolher a técnica com maior probabilidade de 

reduzir o erro da estimativa do quantil populacional, que é a MOVE4, com 64,9%, como 

determinado na Simulação de Monte Carlo; ou ii) analisar os quantis nas estações adjacentes e 

adotar a técnica que mais se aproxime deles. A Figura 5.29 apresenta as medidas descritivas 

das séries hidrológicas completas registradas nas estações pluviométricas próximas. Adotando 

como limites regionais inferidos para o quantil de referência da estação Piranga de 1.956 mm 

e 2.170 mm para a distribuição Normal, todas as técnicas MOVE retornam resultados 

consistentes, e qualquer uma delas poderia ser utilizada. 

Os resultados apresentados na Tabela 5.7 revelam ainda que os momentos amostrais 

estimados não provocaram diferenças significativas entre as técnicas quando da estimativa 

dos quantis pelas duas distribuições (Normal e Gumbel), guardadas as diferenças inerentes à 

utilização de uma ou outra distribuição distribuição de probabilidade. 

A Figura 5.30 apresenta os percentis e registros individuais estimados pelas técnicas MOVE4, 

KTRL2 e OLS, em comparação com aqueles correspondentes à série curta e à série completa. 

Notam-se comportamentos opostos nas técnicas KTRL2 e OLS, com relação à variabilidade 

dos dados, e a técnica MOVE4 apresenta valores intermediários, ratificando os resultados da 

Tabela 5.7. 
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Figura 5.29 – Cenário 1.2 – Medidas descritivas das séries históricas completas - estações 

próximas à estação pluviométrica Piranga 
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Figura 5.30 – Cenário 1.2 – Estimativa dos percentis e registros individuais da estação 

pluviométrica Piranga 
 

5.3.1.2 Cenário 2 

Cenário 2.1: Vazão Média Diária Máxima Anual 

Os estudos de extensão de séries hidrológicas aqui apresentados, para dados fluviométricos, 

diferem significativamente daqueles para dados pluviométricos, tendo em vista a relação 

física muito mais evidente entre vazões monitoradas, a montante e a jusante em um curso de 

água, em comparação com as precipitações monitoradas, mais sujeitas à variabilidade 

espacial. 

No Cenário 2, será considerada a estação pluviométrica Porto Firme, no exutório da bacia 

hidrográfica em estudo, como provedora da série curta. A estação Porto Firme possui registros 

de monitoramento de junho de 1938 a dezembro de 2015 (77 anos de monitoramento), porém 

a presença de falhas levou à remoção de alguns registros das análises aqui efetuadas. Como 

estação de referência, é adotada a série de vazões médias diárias máximas anuais registrada na 

estação Braz Pires, que possui monitoramento entre agosto de 1938 e janeiro de 2016. O 
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período de observações comuns foi o primeiro período na série histórica das duas estações 

que apresentou 10 observações comuns em cada uma delas. Assim como mencionado no 

Cenário 1, é importante ressaltar que, no caso da vazão média diária máxima anual, as 

observações consideradas comuns são aquelas que ocorreram em um mesmo ano hidrológico, 

e não necessariamente no mesmo dia. Uma síntese dos dados considerados e dos resultados da 

aplicação das técnicas, para o Cenário 2.1 (vazão média diária máxima anual), é apresentada 

na Tabela 5.8. 

Tabela 5.8 – Resultados da aplicação das técnicas de extensão de séries hidrológicas – 
Cenário 2.1 

APLICAÇÃO PARA VAZÃO MÉDIA DIÁRIA MÁXIMA ANUAL 

Dados de entrada 

Estação provedora da série curta: Porto Firme 

Estação provedora da série de referência: Braz Pires 

Coeficiente de correlação no período de observações comuns: 0,62 

Extensão da série curta (𝑛1): 10 

Extensão da série de referência (𝑛1+𝑛2): 55 

Extensão da série completa da estação Porto Firme FLU (removendo anos com falhas): 71 

Extensão da série completa da estação Braz Pires FLU (removendo anos com falhas): 68 

Medida descritiva Série curta 
Série de referência 

Curta Completa 

Média 356,3 99,9 109,4 

Desvio padrão 86,9 25,1 33,7 

Coeficiente de assimetria 0,543 -0,404 0,268 

Coeficiente de variação (CV) 0,2439 0,2516 0,3081 

Quantil Gumbel (TR = 100 anos) 628,9 178,7 215,2 

Quantil GEV (TR = 100 anos) 592,7 147,1 193,1 

Resultados - Série estendida 

Técnica Média 
Desvio 

padrão 

Coeficiente de 

Assimetria 
CV 

Quantil Gumbel  

(TR = 100 anos) 

Quantil GEV  

(TR = 100 anos) 

MOVE1 389,4 116,6 0,313 0,2994 755,1 683,6 

MOVE2 378,1 100,0 0,283 0,2644 691,6 627,8 

MOVE3 376,9 98,8 0,281 0,2620 686,7 623,4 

MOVE4 373,1 92,5 0,272 0,2479 663,3 603,1 

KTRL2 359,3 100,1 0,256 0,2785 673,3 606,8 

RLOC 357,0 90,8 0,258 0,2543 641,7 581,7 

OLS 376,9 77,0 0,241 0,2042 618,3 566,3 

Série completa 363,7 171,3 2,131 0,4710 901,0 965,1 

 

Observa-se, na Tabela 5.8, um comportamento distinto do coeficiente de variação na série 

curta e na série completa. As técnicas definidas como aplicáveis, neste caso, são MOVE2, 

MOVE3 e MOVE4. Não há grande variação entre as estimativas do quantil de referência, 
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uma vez que estas aumentaram para as três técnicas consideradas aplicáveis. As diferenças 

entre os valores estimados e o quantil da série completa devem-se a um aumento da 

variabilidade dos registros após o período de observações comuns utilizado nos ajustes das 

técnicas. 

A Figura 5.31 apresenta um mapa contendo medidas descritivas das estações fluviométricas a 

montante da estação Porto Firme. Observa-se um comportamento distinto entre as estações no 

que diz respeito ao coeficiente de variação. Os valores apresentados são correspondentes ao 

período completo de observações em cada posto. A estação Piranga apresenta coeficiente de 

variação muito mais alto que as demais estações, ainda apresentando um coeficiente de 

correlação alto (0,74). Ao utilizar a estação Piranga como referência, tem-se o resultado 

apresentado na Tabela 5.9. 

A Tabela 5.9 mostra que, ao utilizar a estação Piranga como referência, os resultados são 

melhores do que ao utilizar a estação Braz Pires como referência. Esse resultado convida-nos 

à discussão em relação à escolha da série de referência. A série com maior correlação com a 

estação Porto Firme pertence ao posto Senador Firmino, enquanto a maior área de drenagem, 

entre as três estações, pertence ao posto Piranga. Além da relação física, observa-se, no posto 

Piranga, certa variabilidade do coeficiente de variação no decorrer do tempo, de 0,41 a 0,65. 

Fica claro que o coeficiente de correlação entre a série curta e a série de referência não deve 

ser a única variável analisada quando da escolha da estação de referência, para propósitos de 

extensão de séries hidrológicas. 

Apesar da alteração da estação de referência, as técnicas consideradas aplicáveis (MOVE2, 

MOVE3 e MOVE4) tiveram desempenho semelhante, com erro significativo na estimativa do 

quantil de referência da série completa. A técnica MOVE1 apresentou o melhor desempenho, 

como mostrado nas Tabelas 5.8 e 5.9, e o fato de representar a mesma relação entre as duas 

estações, independente de qual é considerada a estação de referência, pode ser uma vantagem 

nos casos em que a relação física entre as estações é mais pronunciada. Um exemplo é o caso 

em que duas estações fluviométricas em um mesmo curso de água são estudadas para 

propósitos de extensão da série hidrológica de uma delas. A estimativa da técnica KTRL2 

melhorou significativamente quando a estação Piranga foi considerada como referência, por 

representar melhor a variabilidade da série histórica da estação Porto Firme. 
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As estimativas da média e coeficiente de assimetria foram muito semelhantes entre as 

técnicas, prevalecendo aquelas com melhor estimativa do desvio padrão. Como consequência, 

o desempenho comparativo das técnicas foi igual independe do cenário de distribuição 

ajustada aos dados. 

Tabela 5.9 – Resultados da aplicação das técnicas de extensão de séries hidrológicas – 
Cenário 2.1 (estação Piranga como referência) 

APLICAÇÃO PARA VAZÃO MÉDIA DIÁRIA MÁXIMA ANUAL 

Dados de entrada 

Estação provedora da série curta: Porto Firme 

Estação provedora da série de referência: Piranga 

Coeficiente de correlação no período de observações simultâneas: 0,74 

Extensão da série curta (𝑛1): 10 

Extensão da série de referência (𝑛1+𝑛2): 63 

Extensão da série completa da estação Porto Firme FLU (removendo anos com falhas): 71 

Extensão da série completa da estação Piranga FLU (removendo anos com falhas): 66 

Medida descritiva Série curta 
Série de referência 

Curta Completa 

Média 356,3 198,6 209,8 

Desvio padrão 86,9 82,3 137,2 

Coeficiente de assimetria 0,543 0,674 1,726 

Coeficiente de variação (CV) 0,2439 0,4145 0,6543 

Quantil Gumbel (TR = 100 anos) 628,9 456,9 640,3 

Quantil GEV (TR = 100 anos) 592,7 431,2 676,1 

Resultados - Série estendida 

Técnica Média 
Desvio 

padrão 

Coeficiente de 

Assimetria 
CV 

Quantil Gumbel  

(TR = 100 anos) 

Quantil GEV  

(TR = 100 anos) 

MOVE1 363,4 141,4 1,848 0,3890 806,8 849,2 

MOVE2 361,7 120,8 1,793 0,3340 740,6 774,8 

MOVE3 361,5 119,5 1,789 0,3305 736,4 770,1 

MOVE4 361,0 108,3 1,747 0,2999 700,6 729,6 

KTRL2 366,0 140,0 1,851 0,3825 805,2 847,3 

RLOC 361,6 119,8 1,790 0,3315 737,5 771,3 

OLS 361,5 107,1 1,744 0,2963 697,6 726,2 

Série completa 363,7 171,3 2,131 0,4710 901,0 965,1 
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Figura 5.31 – Cenário 1.2 – Medidas descritivas das séries históricas completas - estações 

à montante da estação fluviométrica Porto Firme 
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Cenário 2.2: Vazão Média Anual 

O Cenário 2.2 apresenta o comportamento das técnicas para o caso em que o coeficiente de 

correlação entre as séries curta e de referência é próximo de 1. Esse cenário é favorecido, 

como já mencionado, pela relação física evidente entre as séries históricas em análise. A 

Tabela 5.10 apresenta os resultados da aplicação das técnicas. 

Tabela 5.10 – Resultados da aplicação das técnicas de extensão de séries hidrológicas – 
Cenário 2.2 

APLICAÇÃO PARA VAZÃO MÉDIA ANUAL 

Dados de entrada 

Estação provedora da série curta: Porto Firme 

Estação provedora da série de referência: Braz Pires 

Coeficiente de correlação no período de observações comuns: 0,98 

Extensão da série curta (𝑛1): 10 

Extensão da série de referência (𝑛1+𝑛2): 58 

Extensão da série completa da estação Porto Firme FLU (removendo anos com falhas): 67 

Extensão da série completa da estação Braz Pires FLU (removendo anos com falhas): 62 

Medida descritiva Série curta 
Série de referência 

Curta Completa 

Média 89,9 21,3 19,7 

Desvio padrão 16,20 3,80 5,01 

Coeficiente de assimetria 1,848 1,546 0,538 

CV 0,1801 0,1790 0,2546 

Quantil Normal (TR = 100 anos) 127,6 30,1 31,4 

Quantil Gumbel (TR = 100 anos) 140,8 33,2 35,4 

Resultados - Série estendida 

Técnica Média 
Desvio 

padrão 

Coeficiente de 

Assimetria 
CV 

Quantil Normal  

(TR = 100 anos) 

Quantil Gumbel  

(TR = 100 anos) 

MOVE1 83,3 21,35 0,556 0,2563 133,0 150,3 

MOVE2 83,4 21,19 0,559 0,2540 132,7 149,9 

MOVE3 83,4 21,18 0,560 0,2538 132,7 149,9 

MOVE4 83,5 21,05 0,562 0,2522 132,4 149,5 

KTRL2 85,7 18,90 0,630 0,2207 129,7 145,0 

RLOC 85,7 18,90 0,630 0,2207 129,7 145,0 

OLS 83,4 20,99 0,562 0,2515 132,3 149,3 

Série completa 75,1 19,5 0,593 0,2603 120,5 136,3 

 

 

Como indicado na Tabela 5.10, o desempenho de todas as técnicas, mesmo as consideradas 

não aplicáveis, é muito próximo, uma vez que as técnicas convergem para resultados 

próximos quando 𝑟 se aproxima tanto de 1. Esse resultado mostrou ser invariável frente à 

distribuição ajustada aos dados. Assim como mostrado na Tabela 5.10, em alguns casos 
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simulados ao longo de toda a pesquisa, as técnicas KTRL2 e RLOC apresentaram ajuste 

idêntico. Esse resultado é facilmente explicado pelo fato de que, quando as amostras da série 

curta e da série de referência estão alinhadas para a estimativa dos percentis, a mediana das 

relações entre os percentis (utilizada para ajuste do modelo KTRL2) tende a ser igual à 

declividade obtida pela razão das AIQ das séries curta e de referência. 

A Tabela 5.10 mostra que os quantis estimados por meio das séries estendidas se distanciaram 

mais do quantil da série completa do que em relação à série curta. A principal causa desse 

comportamento foi a reprodução das características da série de referência nas séries 

estendidas, com uma redução menor da média do que aquela observada na série completa. É 

possível concluir que é extremamente relevante analisar as medidas descritivas da série de 

referência, no período de observações comuns e em todo o período registrado, antes da 

extensão. 

A Figura 5.32 apresenta os percentis e registros individuais estimados pelas técnicas MOVE4, 

KTRL2 e OLS. Em ambos os gráficos, as técnicas MOVE4 e OLS apresentam-se muito 

próximas, dado o elevado nível de correlação entre as séries curta e de referência. A técnica 

KTRL2 não converge para os resultados da técnica OLS mesmo para 𝑟 ≈ 1. Em geral, as 

técnicas superestimaram os registros individuais e percentis. 
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Figura 5.32 – Cenário 2.2 – Estimativa dos percentis e registros individuais da estação 

fluviométrica Porto Firme 

 

5.3.2 Simulações bootstrap 

Os resultados das simulações bootstrap são apresentados na Figura 5.33. Em cada 

amostragem da simulação, foram obtidos novos coeficientes de correlação entre a série curta e 

a série de referência. Para cada técnica, a extensão só foi realizada nos casos em que foi 

considerada aplicável pelo critério definido no item 5.2. 
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Figura 5.33 – Resultados das simulações de bootstrap 

 

Ao analisar a Figura 5.33, observa-se, primeiramente, que, no Cenário 1.1, os resultados são 

significativamente piores do que nos demais cenários, para as distribuições Normal e Gumbel. 

Atribui-se esse resultado aos seguintes fatores: i) o coeficiente de correlação mais baixo do 

que nos demais cenários (0,38 para toda a série histórica). Apesar de se tratar de uma 

simulação de bootstrap, com coeficiente de correlação variável, em um número maior de 

simulações houve valores baixos, em comparação com os demais cenários; e ii) o 

comportamento do coeficiente de assimetria nas simulações de bootstrap, que favoreceu os 

resultados para a distribuição GEV. Como foram analisadas precipitações diárias máximas 

anuais, a relação física entre a série curta e a série de referência não é tão clara. Apesar disso, 

ao estimar o quantil de referência por meio da distribuição GEV, houve redução significativa 

do erro em relação à estimativa a partir da série curta. Isso se deve ao aumento da 

confiabilidade do coeficiente de assimetria, afinal, no Cenário 1.1, 𝑛2 = 33. 

Os resultados da Figura 5.33 não caracterizaram bem as técnicas, devido aos desempenhos ora 

próximos, ora distantes entre si. Contudo, nos Cenários 1.2 e 2.1, é possível notar que a 

técnica KTRL2 possui desempenho inferior às demais técnicas, o que se deve ao valor de 𝑛1 

adotado, de apenas 10.  
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Com exceção do Cenário 1.1, as técnicas tiveram bom desempenho, com redução do erro da 

estimativa do quantil, em relação à série curta, em pelo menos 60% das amostras. 

Por fim, é possível concluir que o modelo utilizado para a caracterização das técnicas, cujos 

resultados são apresentados no item 5.1, não é capaz de representar, em sua totalidade, a 

realidade dos dados hidrológicos. Além da limitação óbvia de não representar eventual 

relação física entre a série curta e a série de referência, os dados reais apresentam 

características inesperadas, como mudanças na variabilidade dos dados ao longo da série 

histórica (ver item 5.3.1.2), ou mesmo não estacionariedade dos dados, erros sistemáticos, 

entre outros. 
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6 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

Na presente dissertação, apresentou-se um estudo com o objetivo de caracterizar algumas das 

técnicas de extensão de séries hidrológicas e apresentar critérios para ua aplicação no sentido 

de estimar quantis máximos a partir de séries hidrológicas reduzidas. A partir dos resultados 

apresentados, é possível concluir que: 

 As técnicas desenvolvidas dentro do contexto da extensão de séries hidrológicas 

possuem desempenho superior às técnicas de regressão (inclusive os Modelos 

Lineares Generalizados) na estimativa dos momentos populacionais. Esse fato deve-

se, principalmente, à variabilidade da série estendida imposta pelas técnicas de 

extensão. Portanto, não é recomendada a estimativa de quantis de séries estendidas por 

meio das técnicas OLS, KTRL e GLM; 

 Para a estimativa da média populacional, de modo geral, as técnicas mostraram-se não 

enviesadas para dados normais e levemente enviesadas no caso das demais 

distribuições. Dados com assimetria positiva levaram a estimativas superiores da 

média, e o contrário também é verdadeiro. Apenas a técnica KTRL apresentou viés no 

sentido oposto ao coeficiente de assimetria. A técnica MOVE2 não gerou séries 

estendidas com média próxima da média populacional, enquanto as técnicas OLS, 

MOVE3 e MOVE4 levaram aos melhores resultados; 

 A estimativa da variância populacional proporcionou a maior diferenciação do 

desempenho das técnicas de extensão. As técnicas OLS, KTRL, RLOC e GLM 

mostraram que não podem ser aplicadas quando o objetivo da extensão for a obtenção 

de uma estimativa melhor da variância populacional. As técnicas KTRL2 e MOVE1 

apresentaram desempenho satisfatório em casos particulares, sendo melhor o 

desempenho das técnicas MOVE2, MOVE3 e MOVE4; 

 Com relação à estimativa do coeficiente de assimetria, conclui-se que, para dados 

NOR, todas as técnicas, com a exceção dos Modelos Lineares Generalizados, geraram 

séries estendidas sem viés na estimativa da assimetria populacional. Para dados com 

distribuição assimétrica, todas as técnicas retornaram viés significativo, porém inferior 

ao viés da série curta, com sinal oposto à assimetria da distribuição.  

 No que tange ao erro da estimativa, apenas as técnicas MOVE e KTRL2 se 

destacaram, com valor esperado do coeficiente de assimetria próximo daquele para a 
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série completa, independente do cenário analisado. Pontua-se aqui que, nessas 

técnicas, a influência do coeficiente de correlação no erro da estimativa da assimetria 

populacional foi bastante reduzida; 

 Na estimativa dos registros individuais, as técnicas desenvolvidas no contexto da 

extensão das séries hidrológicas (MOVE1 a MOVE4, KTRL2 e RLOC) apresentaram 

estimativas menores do que a técnica OLS, para valores baixos de 𝑥, e maiores, para 

valores altos de 𝑥. As estimativas da técnica KTRL apresentam-se transladadas em 

relação à técnica OLS, enquanto a técnica GLM retorna estimativas muito próximas da 

última, com sutis diferenças nos extremos. Dentre as técnicas aqui estudadas, a 

MOVE1 destaca-se pela sua característica de pressupor erros de observação nas 

amostras de 𝑥 e 𝑦, o que também pode levar a resultados positivos em situações 

práticas; 

 A estimativa dos percentis foi fortemente influenciada pelo coeficiente de assimetria 

dos dados. Para as distribuições de 2 parâmetros analisadas (Normal e Gumbel), o viés 

das estimativas flutuou ao redor de zero. Já para as distribuições de 3 parâmetros, que 

envolvem a estimativa da assimetria populacional no ajuste, o viés não ficou 

centralizado em zero; 

 A estimativa dos percentis para as distribuições de dois parâmetros ficou caracterizada 

por vieses e erros elevados para as técnicas de regressão (OLS, KTRL e GLM). A 

técnica com menor viés na estimativa dos percentis foi a KTRL2, apesar de outras 

técnicas também apresentarem viés inferior à série curta. É possível concluir que a 

extensão das séries hidrológicas utilizando as técnicas KTRL2, MOVE e RLOC é 

capaz de melhorar a estimativa dos percentis populacionais em relação à série curta. 

No entanto, essa conclusão não deve ser generalizada, permanecendo como 

recomendação avaliar, caso a caso, o desempenho das técnicas; 

 Em síntese, a distribuição de probabilidades dos dados interfere significativamente 

apenas na estimativa dos percentis e do coeficiente de assimetria (e, por conseguinte, 

na estimativa dos quantis). Para a estimativa dos quantis para as distribuições de três 

parâmetros, utilizando o método dos momentos, é necessário a estimativa da 

assimetria amostral. Tendo em vista que o coeficiente de assimetria das séries 

estendidas é menos enviesado do que a mesma medida descritiva da série curta, um 
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número maior de técnicas pode ser considerado aplicável para a extensão de séries 

hidrológicas reduzidas que podem ser modeladas por distribuições de três parâmetros; 

 O critério elaborado para a extensão de séries hidrológicas, com o objetivo de 

melhorar a estimativa dos quantis populacionais, reúne técnicas que geram séries com 

desempenho melhor do que a série curta com relação à média e variância (dados NOR 

e GUM) e também com relação ao coeficiente de assimetria (dados PE3+ e PE3-). 

Esse mesmo critério também pode ser utilizado outras situações nas quais a estimativa 

dos momentos populacionais é necessária; 

 Apesar de as técnicas abordarem apenas aspectos estatísticos, sua aplicação, bem 

como a escolha da estação de referência, não deve se basear apenas no coeficiente de 

correlação. A relação física entre as séries curta e de referência é fundamental para 

obter bons resultados na extensão. Portanto, pode-se esperar que os melhores 

resultados sejam obtidos na aplicação utilizando séries fluviométricas em uma mesma 

bacia hidrográfica. A aplicação para séries pluviométricas aproveita-se do princípio de 

que o comportamento estatístico regional é homogêneo; 

 O critério elaborado, apesar de definido para algumas distribuições específicas, pode 

ser aplicado para quaisquer distribuições que representem o mesmo fenômeno. O 

critério elaborado para dados GUM, por exemplo, é aplicável para variáveis 

hidrológicas máximas; e 

 A aplicação do critério elaborado não elimina a necessidade de analisar as medidas 

descritivas de outros postos de monitoramento próximos à hidrometeorológica que 

originou a série curta. Na verdade, esse procedimento pode ser considerado 

fundamental para detectar erros na escolha da estação de referência ou para escolher a 

técnica de extensão com melhor desempenho, entre aquelas definidas como aplicáveis. 

Recomenda-se, também, que durante o processo de escolha da estação de referência, 

seja levada em consideração a evolução temporal das medidas descritivas mais 

relevantes na análise de frequência (média, variância e coeficiente de assimetria), que 

pode influenciar no ajuste da técnica de extensão adotada ou na estimativa dos 

registros não observados da série curta.  

De modo geral, é possível concluir que as técnicas de extensão de séries hidrológicas 

mostraram-se como uma ferramenta útil na extensão das séries hidrológicas reduzidas, com o 

objetivo de estimar quantis máximos de precipitação e vazão. É importante mencionar que 
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parte significativa da pesquisa, incluindo a caracterização das técnicas e a definição dos 

critérios para sua aplicação, foi desenvolvida sobre amostras geradas sinteticamente. Essa 

ressalva deve ser conhecida durante a aplicação das técnicas. Aspectos como a não 

estacionariedade dos dados, previsibilidade das séries hidrológicas em estudo e a 

homogeneidade entre as séries hidrológicas analisadas devem ser investigados em uma etapa 

anterior à própria extensão das séries hidrológicas reduzidas. 

Apesar do enfoque da pesquisa na estimativa de quantis máximos a partir de séries 

hidrológicas reduzidas, muitos dos resultados aqui apresentados podem ser utilizados na 

extensão das séries hidrológicas completas. Neste caso, recomenda-se a leitura da Revisão da 

Literatura da presente dissertação, bem como das principais referências sobre o assunto. 

É importante pontuar que, nesta pesquisa, não foi analisado o desempenho das técnicas frente 

à presença de outliers, bem como em séries hidrológicas que possuem autocorrelação. Além 

disso, muitas outras técnicas que podem ser utilizadas para a extensão de séries hidrológicas 

não foram estudadas aqui, tendo em vista o enfoque dado às técnicas desenvolvidas no 

contexto da Engenharia de Recursos Hídricos (com exceção dos modelos de regressão OLS, 

KTRL e GLM). 

Por fim, sugere-se para trabalhos futuros: 

 Analisar o desempenho das técnicas de extensão aqui estudadas sob cenários de 

amostras contendo outliers e duas ou mais séries curtas e de referência; 

 Avaliar se uso das técnicas de extensão de séries hidrológicas aqui estudadas, 

combinado com outros métodos de estimação dos parâmetros das distribuições 

(Máxima Verossimilhança e Momentos-L, por exemplo), pode ser mais vantajoso do 

que aplicando o Método dos Momentos; 

 Avaliar o desempenho de outras técnicas que não foram analisadas aqui, como Redes 

Neurais Artificiais e Método dos Mínimos Quadrados Generalizado; 

 Avaliar o desempenho de modelos chuva-vazão para a extensão de séries hidrológicas; 

 Avaliar o desempenho de modelos estocáticos para a extensão cronológica das séries 

hidrológicas completas, em comparação com as técnicas de extensão aqui 

apresentadas; e 
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 Realizar a aplicação das técnicas de extensão aqui apresentadas sobre um número 

maior de séries hidrológicas reais, por meio de rotinas automatizadas para a seleção 

das estações hidrometeorológicas em estudo. 
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Os scripts apresentados a seguir foram utilizados no decorrer da pesquisa e consideram as 

seguintes informações: 

 A série curta e a série de referência formam uma matriz com 𝑛1 + 𝑛2 linhas e 2 

colunas. Esta matriz é apresentada como o objeto data; 

 Na coluna 1 constam os dados da série de referência e na coluna 2 constam os dados 

da série curta; 

 Na coluna 2 (série curta) são utilizados apenas os 𝑛1 = Ny primeiros termos; e 

 Os resultados são apresentados em duas variáveis: i) 𝑎, o intercepto da equação da reta 

da técnica de extensão; e ii) 𝑏, o coeficiente angular da equação da reta da técnica de 

extensão. 

KTRL2 

      perc = matrix(1:38, nrow = 19, ncol = 2) 

      perc[,1] = as.numeric(quantile(data[1:Ny,1], c(0.05, 0.10, 0.15, 0.20,  

                              0.25, 0.30, 0.35, 0.40, 0.45, 0.50, 0.55, 0.60,  

                              0.65, 0.70, 0.75, 0.80, 0.85, 0.90, 0.95))) 

      perc[,2] = as.numeric(quantile(data[1:Ny,2], c(0.05, 0.10, 0.15, 0.20,  

                              0.25, 0.30, 0.35, 0.40, 0.45, 0.50, 0.55, 0.60,  

                              0.65, 0.70, 0.75, 0.80, 0.85, 0.90, 0.95))) 

       

      v_med = NULL 

      for (i in 1:19)  

      { 

            for (j in 2:19) 

            { 

            m = length(v_med) 

            v_med[m+1] = ifelse(i<j,(perc[j,2]-perc[i,2])/(perc[j,1]-perc[i,1]),NA) 

            } 

      } 

      bad = is.na(v_med) 

      v_med = v_med[!bad] 

      b = median(v_med) 

       

      a = median(data[1:Ny,2])-b*median(data[1:Ny,1]) 

       

      parameters = c(a, b) 
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MOVE1 

      n1 = Ny 

      n2 = length(data[,1]) - n1 

      Nx = length(data[,1]) 

      bols = cor(x = data[1:Ny,1], y = data[1:Ny,2])*sd(data[1:Ny,2])/sd(data[1:Ny,1]) 

      sy1 = sd(data[1:Ny,2]) 

      sx1 = sd(data[1:Ny,1]) 

      sx2 = sd(data[(Ny+1):Nx,1]) 

      r = bols*sx1/sy1 

      my1 = mean(data[1:Ny,2])  

      mx1 = mean(data[1:Ny,1]) 

  

      b = sy1/sx1 

      a = my1 - b*mx1 

 

      parameters = c(a, b) 

 

MOVE2 

      n1 = Ny 

      n2 = length(data[,1]) - n1 

      Nx = length(data[,1]) 

      bols = cor(x = data[1:Ny,1], y = data[1:Ny,2])*sd(data[1:Ny,2])/sd(data[1:Ny,1]) 

      sy1 = sd(data[1:Ny,2]) 

      sx1 = sd(data[1:Ny,1]) 

      sx2 = sd(data[(Ny+1):Nx,1]) 

      r = bols*sx1/sy1 

       

      a = sqrt(n2*(n1-4)*(n1-1)/((n2-1)*(n1-3)*(n1-2))) 

      my1 = mean(data[1:Ny,2]) 

      mx2 = mean(data[(Ny+1):Nx,1]) 

      mx1 = mean(data[1:Ny,1]) 

      mi = my1 + ((n2)/(n1+n2))*bols*(mx2 - mx1)   

      sd2 = (1/(n1+n2-1))*((n1-1)*sy1^2 + (n2-1)*(bols^2)*sx2^2 +  

      (n2-1)*(a^2)*(1-r^2)*sy1^2 + (n1*n2)/(n1+n2)*(bols^2)*(mx2-mx1)^2)       

 

      a = mi 

      b = sqrt(sd2)/sd(data[,1]) 

      a = a - b*mean(data[,1]) 

       

      parameters = c(a, b) 
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MOVE3 

      n1 = Ny 

      n2 = length(data[,1]) - n1 

      Nx = length(data[,1]) 

      bols = cor(x = data[1:Ny,1], y = data[1:Ny,2])*sd(data[1:Ny,2])/sd(data[1:Ny,1]) 

      sy1 = sd(data[1:Ny,2]) 

      sx1 = sd(data[1:Ny,1]) 

      sx2 = sd(data[(Ny+1):Nx,1]) 

      r = bols*sx1/sy1 

       

      a = sqrt(n2*(n1-4)*(n1-1)/((n2-1)*(n1-3)*(n1-2))) 

       

      my1 = mean(data[1:Ny,2]) 

      mx2 = mean(data[(Ny+1):Nx,1]) 

      mx1 = mean(data[1:Ny,1]) 

      mi = my1 + ((n2)/(n1+n2))*bols*(mx2 - mx1)       

       

      sd2 = (1/(n1+n2-1))*((n1-1)*sy1^2 + (n2-1)*(bols^2)*sx2^2 +  

            (n2-1)*(a^2)*(1-r^2)*sy1^2 + (n1*n2)/(n1+n2)*(bols^2)*(mx2-mx1)^2) 

       

      a = ((n1 + n2)*mi - n1*my1)/n2 

      b = ((n1+n2-1)*sd2-(n1-1)*sy1^2-n1*(my1-mi)^2-n2*(a-mi)^2)/((n2-1)*sx2^2) 

      b = sqrt(b) 

      a = a - b*mx2 

  

     parameters = c(a, b) 
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MOVE4 

      n1 = Ny 

      n2 = length(data[,1]) - n1 

      Nx = length(data[,1]) 

      bols = cor(x = data[1:Ny,1], y = data[1:Ny,2])*sd(data[1:Ny,2])/ 

            sd(data[1:Ny,1]) 

      sy1 = sd(data[1:Ny,2]) 

      sx1 = sd(data[1:Ny,1]) 

      sx2 = sd(data[(Ny+1):Nx,1]) 

      r = bols*sx1/sy1 

       

      a = sqrt(n2*(n1-4)*(n1-1)/((n2-1)*(n1-3)*(n1-2))) 

      t1 = ((n1-3)*(r^2))/((n1-4)*(r^2)+1) 

      t2 = (n1-4)*(r^2)/((n1-8.5)*(r^2)+4.5) 

       

      my1 = mean(data[1:Ny,2]) 

      mx2 = mean(data[(Ny+1):Nx,1]) 

      mx1 = mean(data[1:Ny,1]) 

      miy = my1 + ((n2)/(n1+n2))*bols*(mx2 - mx1)       

      mi = my1 + t1*(n2/(n1+n2))*bols*(mx2 - mx1) 

       

      sd2 = (1/(n1+n2-1))*((n1-1)*sy1^2 + (n2-1)*(bols^2)*sx2^2 +  

            (n2-1)*(a^2)*(1-r^2)*sy1^2 + (n1*n2)/(n1+n2)*(bols^2)*(mx2-mx1)^2) 

      sd2 = (1-t2)*(sy1^2)+t2*sd2 

 

      a = ((n1 + n2)*mi - n1*my1)/n2 

      b = ((n1+n2-1)*sd2-(n1-1)*sy1^2-n1*(my1-mi)^2-n2*(a-mi)^2)/((n2-1)*sx2^2) 

      b = sqrt(b) 

       

      a = a - b*mx2 

       

      parameters = c(a, b) 

 

RLOC 

      perc = matrix(1:4, nrow = 2, ncol = 2) 

      perc[,1] = as.numeric(quantile(data[1:Ny,1], c(0.25,0.75))) 

      perc[,2] = as.numeric(quantile(data[1:Ny,2], c(0.25,0.75))) 

       

      b = (perc[2,2] - perc[1,2])/(perc[2,1] - perc[1,1]) 

       

      a = median(data[1:Ny,2])-b*median(data[1:Ny,1]) 

       

      parameters = c(a, b) 

 

 

 

 

 


