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Resumo

A identificacao de sistemas tem como finalidade obter modelos matematicos
que descrevam o comportamento de um sistema dinamico a partir de medigoes.
Um problema tipico é selecionar uns poucos modelos entre muitas possibilida-
des. A construcao de modelos nao lineares, em particular a etapa de selecao
de estruturas, apresenta desafios para os quais nao ha solugoes conclusivas.

Tendo em vista que a quantidade e a qualidade de dados de identificacao
é limitada, nem sempre é possivel encontrar a melhor estrutura do modelo.
Também nao parece necessario nem justificavel procurar, em situacoes prati-
cas, uma unica estrutura de modelo. Este trabalho, portanto, propoe uma
forma de selecionar, a partir de um conjunto de estruturas candidatas, aquelas
que parecem mais consistentes com os dados. A solucao proposta para este
problema foi um método de discriminacao de estruturas de modelos com base
em um teste de hipdtese nao paramétrico e conjuntos Pareto referentes a cada
estrutura candidata.

O resultado do método proposto é um subconjunto de estruturas de mode-
los que, do ponto de vista de curvas Pareto, nao se distinguem entre si, dentro
dos limites de confianca utilizados. Como subproduto, para cada estrutura
representativa é possivel obter uma regiao de incerteza D(P) determinada no
plano de Pareto. A regiao D(P) é convertida em incerteza intervalar nos pa-
rametros que pode ser usada em métodos de controle robusto.

Palavras-chave: Identificacao multiobjetivo de sistemas nao lineares, sele-
cao de estruturas, incerteza intervalar, identificacao relevante para controle.
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Abstract

System identification aims to obtain mathematical models that describe
the behavior of a dynamic system from measurements. A typical problem is to
select a few models among many possibilities. The construction of nonlinear
models, in particular the structure selection stage presents challenges for which
there is no conclusive solutions.

In view of practical limitations it is not always possible to find the best
model structure. It does not seem necessary or justifiable to seek, in practical
situations, a single best model structure. This work proposes a way to select
from a pool of candidate structures, a subset of model structures that is consis-
tent with the data. The solution proposed to solve this problem is a procedure
based on Pareto sets and hypothesis testing to discriminate model structures.

The result of the proposed method is a subset of model structures that is
not distinguishable in terms of Pareto curves, for the used data, given a user-
defined confidence level. As a byproduct, for each representative structure is
possible to obtain an uncertainty region D(P) determined on the Pareto plane.
The region D(P) is converted into parametric uncertainty that can be used in
robust control methods.

Keywords: Nonlinear system identification, multiobjective, model structure
selection, uncertainty, control relevant identification.
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Capitulo 1

Introducao

“Procedemos de forma ordenada porque pressupomos
que haja ordem. Sem ordem nao ha problema a ser
resolvido. Porque o problema é exatamente construir
uma ordem ainda invisivel de uma desordem wvisivel e

imediata.”

Rubem Alves!

A identificacao de sistemas tem como finalidade obter modelos matemaéticos
que descrevam o comportamento de um sistema dinamico a partir de medicoes
(Zhu, 2009; Ding et al., 2010; Isermann e Munchhof, 2011). Tais modelos
matematicos podem ser utilizados para analisar as relagoes de causa e efeito
em dados observados, predi¢ao e projeto de controladores (Hong et al., 2008;
Bazanella et al., 2010).

As técnicas de modelagem podem ser classificadas em trés grupos deno-
minados modelagem caixa branca, modelagem caixa preta e modelagem caixa
cinza (Aguirre, 2007). Os modelos caixa branca sdo descritos pelas leis fisi-
cas do processo e, em geral, os parametros tém um significado fisico (Garcia,
2005). Deve-se conhecer o sistema profundamente. Os modelos caixa preta

sao completamente desenvolvidos a partir dos dados dinamicos de entrada e

L Alves (2005, p. 22).



2 1 Introducao

saida. Em principio nenhum conhecimento prévio do sistema é necessario. Por
fim os modelos caixa cinza caracterizam-se por usar informacao auxiliar (al-
gum conhecimento prévio do sistema), que nao se encontra no conjunto de
dados dinamicos usados na identificagao. A modelagem caixa cinza pode ser
vista como um procedimento classificado entre a identificacao caixa branca e
a identificagao caixa preta (Corréa e Aguirre, 2004). O tipo de conhecimento
auxiliar utilizado, assim como o nivel de conhecimento, varia de caso para caso.
A Figura 1.1 mostra que a tonalidade do cinza varia de acordo com o nivel e a
quantidade de informacao auxiliar usada no processo de modelagem (Sohlberg,

1998).

Caixa Preta

Conhecimento do Sistema

Caixa Branca

Figura 1.1: Esquema ilustrativo dos tipos de identificagao.

Esquema ilustrativo dos tipos de identificagao. Escala de cinza
definindo os diferentes niveis de informacao auxiliar.

Existem algumas etapas tipicas no processo de construcao de modelos ma-

tematicos a partir de dados (Norton, 1986; Ljung, 1999): i) execugao de testes



e coletas de dados, ii) escolha da classe de modelos, iii) escolha da estrutura do
modelo, iv) estimagao de parametros e v) validacao de modelos. Na Figura 1.2
é ilustrado o processo de identificacao, onde foi adicionado o potencial uso de

informacao auxiliar.

Testes dindmicos
e coleta de TGEEEEEET |

\

Determinagdo da
—>| estrutura do
modelo

v

Uso de informag&o 5| Estimacdo dos
auxiliar parametros

v

Diferentes dados —# Validagao

%0 —~ Nao
2

\&ize/

m

‘ Fim ‘

dados i

1

\J/ |

1

Uso de informagdo Escolha da :
L $0_— > representagao !
auxiliar (s i
matematica i

1

1

1

1

1

1

Uso de informacdo
auxiliar

Figura 1.2: Etapas da identificacao de sistemas.

Destaque para o bloco de determinacao da estrutura do mo-
delo, um dos objetos de estudo do projeto.

O problema central da teoria de identificacao de sistemas ¢é justamente ob-
ter um modelo apropriado para representar o sistema de interesse. Ou seja,
deseja-se selecionar um modelo particular entre uma classe de modelos. A
construcao de modelos, em particular a etapa de selecao de estruturas, apre-
senta desafios para os quais nao ha solugoes conclusivas. Uma das primeiras
abordagens eficazes para o caso de modelos polinomiais nao lineares NARX
(Nonlinear Auto-Regressive with Exogenous Inputs) foi proposta por Billings
e seus colaboradores (Billings et al., 1989). Esse procedimento, que se baseia

na taxa de reducao de erro (ERR, error reduction ratio), tem falhas que fo-
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ram descritas na literatura para as quais solucoes alternativas foram propostas
(Aguirre e Billings, 1995; Aguirre et al., 1998; Mendes e Billings, 2001; Piroddi
e Spinelli, 2003). Apesar do importante esforgo feito, a determinagao de estru-
tura de modelos nao lineares ainda permanece sem uma solugao definitiva. Em
consequeéncia, é possivel encontrar diversos estudos recentes que abordam esse
problema (Piroddi, 2008; Wei e Billings, 2008; Hong et al., 2008; Cantelmo e
Piroddi, 2010; Aguirre et al., 2010; Barbosa et al., 2010; Baldacchino et al.,
2012; Farina e Piroddi, 2012; Piroddi et al., 2012; Baldacchino et al., 2013;
Falsone et al., 2015; Solares e Wei, 2015).

Um ingrediente relativamente inovador no contexto da identificagao de sis-
temas surgiu na década de 90: era o uso de técnicas multiobjetivo na estimacao
de parametros de modelos (Johansen, 1996). Dentre as dificuldades praticas
em tais procedimentos esta a definicao de objetivos adicionais ao da minimi-
zacao da variancia dos residuos, que é o objetivo classico. Diversos estudos
foram realizados ao longo de uma década, investigando outras possibilidades
(Nepomuceno et al., 2002; Barroso et al., 2006, 2007; Nepomuceno et al., 2007;
Barbosa, 2009). Contudo, todos esses estudos concentraram-se no problema de
estimacao de parametros. O uso de técnicas multiobjetivo nesse problema foi
de grande valia, pois ha evidéncias de que o estimador bi-objetivo juntamente
com um decisor adequado é nao tendencioso, sem a necessidade do ajuste de
modelos de ruido (Barroso et al., 2007; Barbosa et al., 2011). No entanto, até
agora, o uso de algoritmos multiobjetivo em problemas de selecao de estrutura

manteve-se relativamente inexplorado.

Um problema abordado na identificacdo de sistemas é o de selecionar, a
partir de um conjunto de dados e um conjunto de estruturas, as estruturas de
modelos que parecem ser mais consistentes com os dados disponiveis. Neste
tipo de problema, supde-se que a fase de escolha dos regressores foi realizada

e o que resta é a escolha de estruturas de modelos como um todo.

Esta tese investiga o referido problema usando um estimador bi-objetivo.
Uma tentativa de usar a estimacao multiobjetivo em problemas de selecao
de estrutura foi proposta recentemente por Martins e colaboradores (Martins
et al., 2013). O foco de tal trabalho consiste em determinar a estrutura no-
minal, para o caso simulado, ou ¢ melhor estrutura para o caso experimental.

Neste trabalho, no entanto, aborda-se uma questao um pouco diferente. Dado



um conjunto de estruturas candidatas e um conjunto de dados, parece ina-
dequado supor que ha uma tnica estrutura de modelo que seja compativel
com os dados (Wit et al., 2012). Suponha que esteja disponivel um conjunto
de estruturas de modelos. A questao, ilustrada na Figura 1.3 resume-se em
encontrar um subconjunto de estruturas que sejam indistinguiveis, em algum

aspecto, para o conjunto de dados disponiveis.

Subconjunto
de estruturas
de modelos
equivalentes

Conjunto de
estruturas de
modelos

Dados disponiveis

Otimizagao multiobjetivo
Teste de hipotese — o

Figura 1.3: Esquema ilustrativo do problema de equivaléncia de estrutu-
ras.

A questdo consiste em selecionar um subconjunto de estrutu-
ras de modelos que seja igualmente consistente com os dados.

O problema investigado é analogo a perda de identificabilidade de uma es-
trutura. A identificabilidade de uma estrutura é uma propriedade que garante
que os parametros possam ser unicamente determinados a partir de dados de
entrada e saida do sistema (Bazanella et al., 2010; Bazanella e Rui, 2012). Ou
seja, se houver perda de identificabilidade existirao infinitos valores para os pa-
rametros capazes de descrever os sinais de entrada e saida medidos do sistema.
No problema abordado neste trabalho, o aumento da incerteza nos dados torna
cada vez mais dificil discriminar entre “estruturas de modelos” semelhantes.

Esta tese apresenta um método para descartar, dentre um conjunto de es-
truturas de modelos candidatos, aqueles que sao menos consistentes com os
dados disponiveis. O método, formulado em termos de um teste de hipoteses
nao paramétrico, permite que o usuario escolha o nivel de significancia e este,
por sua vez, facilita a interpretacao dos resultados. O uso de testes semelhan-
tes tem se mostrado 1til em problemas de validagado de modelos (Robinson e
Froese, 2004; Halder e Bhattacharya, 2014).

As amostras utilizadas para compor o teste de hipdtese representam as
estruturas de modelos candidatas. Tais amostras sao tomadas a partir das

solucoes de Pareto que resultam da estimacao bi-objetivo. Como subproduto
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do processo, o método produz uma regiao de incerteza no plano de Pareto que
podera ser utilizada para caracterizar a incerteza dos parametros. O conjunto
obtido de estruturas de modelos, que sao indistinguiveis a partir dos dados
usados, contém informagoes que uma tUnica estrutura de modelo nao pode
fornecer. Essa informacao, pode auxiliar o procedimento de identificacao para
controle (Lovera, 2014; Potts et al., 2014), além de dar suporte a formulagao de
técnicas de controle robusto (Kothare et al., 1996; Ramos et al., 2008; Ottoni,
2013), ou seja, de controle que permita estabilizar a planta e garantir um
desempenho minimo em malha fechada para quaisquer modelos dentre aqueles

previamente considerados.

1.1 Objetivos e contribuicoes

Em face do exposto na secao anterior, este trabalho tem por objetivo prin-
cipal desenvolver uma metodologia de identificagao de sistemas nao lineares,
sob enfoque na etapa de selecao de estruturas, que integre ferramentas de ana-
lise robusta, levando em consideracgao incertezas e aspectos multiobjetivos. Tal
metodologia deve ser capaz de indicar a equivaléncia de estruturas de modelos
nao lineares.

Os objetivos desta tese podem ser assim resumidos:

1. contribuir com o procedimento de identificagao multiobjetivo, em parti-

cular a etapa de selecao de estruturas;

2. propor um procedimento baseado na otimizacao bi-objetivo e teste de
hipdtese que, dado um conjunto de estruturas candidatas, selecione um
subconjunto que seja consistente com os dados a partir de um nivel de

confianca definido pelo usuario;

3. extrair do método proposto uma regiao de incerteza e sugerir um proce-

dimento para converter tal regiao em incerteza paramétrica.

1.2 Estrutura da tese

Esta tese esta organizada em seis capitulos da seguinte forma:
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e Capitulo 1: a motivacao e os objetivos do trabalho sao apresentados.

e Capitulo 2: traz uma revisao tedrica e bibliografica referente as prin-
cipais ferramentas utilizadas ao longo deste trabalho. As propriedades
de modelos NARX polinomiais e a definicito matematica das fungoes
de custo sao apresentadas. O capitulo também demonstra a técnica de
identificacao multiobjetivo empregada, construcao da curva de Pareto
e os critérios de decisao utilizados. Por fim, uma secao aborda o teste

estatistico aplicado.

e Capitulo 3: descreve o procedimento para discriminar estruturas de mo-

delos nao lineares.

e Capitulo 4: a metodologia proposta é aplicada em trés exemplos simu-
lados e em um exemplo experimental, verificando o desempenho e a ro-

bustez da técnica de discriminacao de estruturas de modelos.

e Capitulo 5: descreve um procedimento para obter, a partir do método
proposto, uma regiao de incerteza e converter tal regiao em incerteza

parameétrica.

e Capitulo 6: uma discussao final sobre as contribui¢oes do trabalho e

perspectivas futuras é apresentada.

O Apeéndice, apresentado apods a lista de referéncias bibliograficas, traz
as principais rotinas computacionais desenvolvidas durante a tese e a tabela

estatistica utilizada.






Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

“Enquanto o monjolo funcionar bem, ninguém pensard
em substitui-lo. Guarde bem isso, porque o ajudard a
entender as razoes por que teorias sao aceitas e man-

tidas.”

Rubem Alves!

2.1 Introducao

Este capitulo é uma exposicao preliminar referente as principais ferramentas
utilizadas ao longo deste trabalho. O objetivo é aproximar o leitor do contetido

que serviu como base tedrica.

Na Secao 2.2 a classe de modelos NARX polinomiais e a definicao mate-
matica das funcoes de custo sao apresentadas. Na Secao 2.3 demonstra-se a
técnica de identificagao multiobjetivo, construcao da curva de Pareto, e o cri-
tério de decisao utilizado. Por fim, uma breve exposicao do teste de hipotese

¢ fornecida na Secao 2.4.

L Alves (2005, p. 166).
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2.2 Modelos polinomiais NARX e funcoes de

custo
Considere a classe de modelos definida como (Billings et al., 1989)
y<k> = fz[y<k_1)7 e 7y<k_ny)7u<k_d>7u(k_ nu)] + 6(/{7), (21)

sendo n, e n, os maximos atrasos da saida e entrada, respectivamente. A
constante d é o atraso puro de tempo e e(k) é ruido, neste caso do tipo branco.

Além disso,

u(1) y(1)
v | @ ) 0
| u(N) y(N) |

representa as séries temporais de entrada e saida de comprimento N. f[-] é
alguma fungao polinomial de u(k) e y(k) com grau de nao linearidade ¢ € IN
ek=1,--- ,N,sendo N € Z" o ntimero de passos discretos.

A Equacao 2.1 pode ser expressa em forma de regressao linear, como
y(k) =" (k = 1)0 + e(k), (2.3)

em que 7 (k—1) é o vetor de regressores, que pode conter combinacoes lineares
e nao lineares dos termos de entrada e saida e incluir medigoes até o instante
(k—1), e 8 é o vetor de parametros. Um modelo do tipo (2.3), tomado sobre
uma massa de dados, gera restricoes que podem ser apresentadas na forma de

uma equagao matricial, dada dor (Aguirre, 2007):
y =00 +¢ (2.4)

em que o circunflexo indica valores estimados, ¥ é a matriz de regressao e &
é o vetor de residuos, definido como a diferenca entre os dados medidos y(k)
e os dados de predicio um passo a frente T (k — 1)9, utilizando dados de
estimacao ZV. O vetor de parametros @ pode ser estimado minimizando o

produto interno do vetor de residuos ||£]|3 sobre Z%, como detalhado abaixo.
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Definicao 1. O problema de estimagao de parametros mono-objetivo consiste

em resolver

~

6 = arg min Ji5(68,27), (2.5)
ocD

em que D é um conjunto factivel de solugoes e a funcao de custo Jyg é dada

por

WE

s(0.2%) =" (wh) - 1(0.2Y)) (2:6)

k=1
em que f (é,ZN ) indica a predicao de um passo a frente sobre os dados de
estimacao ZV. No caso de um modelo que seja linear nos parametros, esta

funcao de custo pode ser escrita como:

A ~

Jis(6,27) = (y — ¥O)"(y — ¥6). (2.7)

0

A fim de desenvolver uma metodologia bi-objetivo, é necessario definir uma
outra func¢ao de custo (Barbosa et al., 2011). Para o desenvolvimento apre-
sentado as fungoes podem ser convexa ou nao convexa (Chankong e Haimes,
1983). Uma alternativa que tem se mostrado muito 1util é o erro em regime

estaciondrio Jsp, como apresentado em Barroso et al. (2007) e dado por:

Jor (6,2 i (sk) — £(8.2" ))2. (2.8)

k=1

em que 7(k) indica dados medidos em estado estaciondrio e f(8,Z*) os dados
estimados, também em estado estacionario.
Para modelos lineares nos parametros Jsp pode ser escrito, conveniente-

mente, como (Nepomuceno et al., 2007):

Jse(0,2") = (v - )( )
= (y-QS6)"(y — Q59), (2.9)

<<|
‘<I>
‘<I>

em que ZM sao os dados em estado estaciondrio e y = QS0 indica a caracte-

ristica estatica do sistema (Barroso et al., 2007), @) é a matriz de regressores
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estaticos e S é uma matriz de constantes (zeros e uns) que mapeia o vetor de
parametros nos coeficientes de agrupamento (Aguirre e Billings, 1995; Barroso
et al., 2007, p. 323). A barra superior indica valores em estado estacionério,
por exemplo, y = y(k —1i), i =1,--- ;n,, e u é definido da mesma forma.

Em algumas situagoes, o estimador de minimos quadrados ¢ polarizado.
Isso ocorre quando o ruido ou erro na equacao de regressao nao for branco
(Aguirre, 2007), ou seja, quando o ruido for autocorrelacionado (colorido).
Nesses casos pode-se estimar, além do modelo do processo, um modelo de ruido
para evitar a polarizacao, como é feito no estimador estendido de minimos
quadrados (Ljung, 1999). Existem outros estimadores nao tendenciosos que
nao requerem o ajuste de um modelo de ruido, como o estimador de varidveis
instrumentais (Young, 1970) e o estimador bi-objetivo (Barroso et al., 2007;
Aguirre et al., 2010). A ideia central do estimador bi-objetivo é utilizar as
informacoes dinamicas e estaticas para obter um conjunto de solugoes Pareto-
otimo. E, por meio de um decisor, escolher um conjunto de parametros.

A préxima secao descreve uma justificativa para o uso da curva estatica.
Depois, na Segao 2.3, o estimador bi-objetivo e a solugao Pareto-6tima sao

apresentados.

2.2.1 Uso da curva estatica

O que se pretende é garantir que um modelo obtido a partir de dados di-
namicos tenha as caracteristicas estaticas do sistema, mesmo quando os dados
dinamicos se encontram em uma faixa de operacao mais estreita que os dados
estaticos. Muitas vezes, é desejavel encontrar modelos parcimoniosos com boas
respostas estatica e dinamica (Jakubek et al., 2008).

Realizar testes para coleta de dados em estado estacionario, ou mesmo
conhecer a curva estatica de antemao é comumente mais facil do que ter dados
dinamicos que excursionem o sistema em uma ampla faixa de operacao (Abreu
et al., 2012). A Figura 2.1 ilustra a curva estatica de uma valvula pneumética
obtida experimentalmente (Barbosa, 2010).

A estimacao de modelos nao lineares com essas caracteristicas é muito dificil
principalmente porque estatica e dinamica nao sao informagoes igualmente
ponderadas em um unico conjunto de dados. Neste ponto, as informacoes

estatica e dinamica podem ser pensadas como sendo conflitantes (Barbosa,
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11 . . .
1

Slwl

Figura 2.1: Dados estaticos de uma vélvula pneumaética

Curva estatica da vélvula, sendo: u e y dados estaticos de
entrada e saida, (estatica2@).

2009; Aguirre et al., 2010).

Estruturas caixa preta flexiveis, tais como redes neurais artificiais, sao ca-
pazes de aproximar de forma eficiente conjunto de dados de estimagao. No
entanto, um inconveniente é que uma vez que tais modelos sao estimados, a
informacao estdtica nao é facilmente disponivel de forma analitica, ou seja, é
mais dificil de extrair informacao do sistema utilizando esse tipo de modelo.
Deve ser observado que identificacao caixa preta, mesmo quando correta, nao
garante necessariamente um bom desempenho em estado estacionario quando

o modelo é nao linear (Aguirre et al., 2000).

Quando os dados sao de alguma forma conflitantes, é aconselhavel usar
abordagens multi-objetivo. Problemas de otimizagao restritos ou multi-objetivo
como um meio para identificacdo caixa cinza foram considerados em (Corréa
et al., 2002; Aguirre et al., 2004; Aguirre e Furtado, 2007; Barroso et al., 2007;
Aguirre et al., 2007).
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2.3 Identificacao multiobjetivo

Se em um problema de otimizacao qualquer houver mais de um objetivo
que se deseje alcancar, e se os objetivos forem conflitantes entre si, havera
solugoes que, comparadas com outras, serao melhores em algum ou alguns ob-
jetivos, mas piores em outro ou outros objetivos. Esse conjunto de solugoes é
denominado solucgoes eficientes ou solugoes Pareto-6timas. O problema multi-
objetivo consiste em obter o conjunto de solugoes Pareto-étimas e escolher a
solucao final por meio de um decisor.

As funcoes de custo Jis(,Z2N) (2.7) e Jsp(0,ZM) (2.9) sdo funcionais que
dependem de 0 e, portanto, é possivel definir um problema bi-objetivo usando
tais funcionais para a estimacao de 6. Do mesmo modo é possivel trabalhar
simultaneamente com outras fungoes custo (Nepomuceno et al., 2007; Aguirre
et al., 2010).

2.3.1 A solucao Pareto-6tima

Em geral, ndo hd uma tnica solu¢ao (modelo) que simultaneamente mi-
nimize as duas fungoes de custo Jpg e Jsp, em vez disso, diversas solugoes
. s . ALK ~ o

(modelos) podem ser encontradas, no conjunto Pareto-6timo ® de solugoes 0

caracterizadas por (Chankong e Haimes, 1983):

6 cO = {H6]J0O)<IO)eIB) +£IO)). (2.10)

Na Equacao 2.10 as relagoes de desigualdade sao definidas como:

V <Zsvy,<zNVNiel---n
(2.11)
V #Z&3iel---nyu # 2,

em que n é o numero de objetivos, v; e z; sao componentes de um vetor n-

dimensional V e Z. O vetor de funcoes, neste trabalho, é definido como
~ N ~ T
36) = | 1s(6.2Y) Jr(6.2) ] (2.12)

portanto n = 2.
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Os funcionais Jig(0,Z) e Jsp(0,ZM) podem ser combinados em (2.12)
para obter um novo funcional escalar. Uma forma de fazer isto consiste em

escrever:

Ja(0) = Ms(0,27) + (1 — N Jsp(0,2M), 0 < A < 1. (2.13)
Definicao 2. O problema de estimacdo bi-objetivo consiste em resolver

~

O(\) = arg min J,(0), (2.14)
6eD’
para 0 < A < 1. O conjunto factivel de solu¢oes D’ inclui D como um caso

particular (ver defini¢ao 1).
UJ

No caso de modelos lineares nos parametros, as funcoes de custo podem ser
expressas como dado em (2.7) e (2.9) e o conjunto bi-objetivo de solucdes O(\)
pode ser encontrado resolvendo o seguinte problema de minimos quadrados
(Nepomuceno et al., 2007):

O(\) = [AUTU A+ (1—2)(QS9)"QS] " x Ny + (1 —1)(Q9)"y]. (2.15)

Para cada A € R, encontra-se uma estimativa 9()\), que sera indicada por
6,, no conjunto Pareto-6timo, P. Na pratica sao necessarios poucos valores de
A para construir a curva Pareto. As solugoes mono-objetivo que minimizam
JLS(é)\) e Jsp(é)\) sao encontradas, respectivamente, para A =1 e A = 0, como
ilustrado na Figura 2.2.

Em alguns problemas é necessario selecionar um tnico modelo da curva
Pareto. Essa é a chamada fase de decisao. Uma maneira de realizar isso é usar
o decisor de minima correlagao, conforme detalhado na sequéncia.

Para cada modelo candidato 6, pertencente ao conjunto Pareto @*, a série

de dados de simulacao livre é definida como:

~

g(k) = " (k — 1)8, (2.16)

em que ¢ (k—1) é a matriz composta de regressores de simulacao livre, ou seja,

todos os regressores de saida sao substituidos pelos valores correspondentes da
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Jis

Figura 2.2: Representacao de um conjunto Pareto-6timo de um problema
bi-objetivo.

A curva representada é um conjunto Pareto-6timo hipotético
de um problema bi-objetivo de otimizacao. As solucoes 0, e
6y denotam os 6timos individuais das funcGes objetivo Jrg e
Jsw, respectivamente. éa e éb sao solucoes pertencentes ao
conjunto Pareto-étimo.

saida simulada livremente g(k). O erro de simulacao livre n(k), para o mesmo

modelo candidato, é dado por
n(k) = y(k) — y(k). (2.17)

Definicao 3. O decisor de minima correla¢ao para um modelo com um vetor
de parametros 0, é dado por (Barroso et al., 2007):

XN

Jcorr 0 - NkZﬁ (218)

1

m (2.18), N é o comprimento da série temporal. Um modelo sobre o Pareto
pode ser escolhido usando J.,,. Por exemplo, escolhendo-se o modelo com o

menor Je; dentre um conjunto de candidatos. O

Dado um sistema com estrutura idéntica a do sistema real, se esse apresen-

tar erro de simulacao muito pequeno, ou for nao correlacionado com a saida
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do modelo, os parametros do modelo sao préximos dos valores reais (Barroso,
2006).

2.4 Teste de hipdtese

O teste de hipdtese é um método de inferéncia estatistica, e tem como
objetivo extrair informagoes de uma ou mais amostras. A distribuicao de pro-
babilidades da estatistica de teste paramétrico pressupoe uma forma particular
das distribuicoes populacionais de onde as amostras foram recolhidas. Assim,
se a distribuicao é desconhecida, deve-se aplicar um teste nao paramétrico, ou
“distribution-free test”.

O teste de Wilcoxon é um teste nao paramétrico para comparar as distribui-
¢oes de duas amostras independentes (Gibbons e Chakraborti, 2011). Tém-se
o Wilcoxon Signed-Ranks e o Wilcozon Rank-Sum. O Wilcoxon Rank-Sum,
descrito neste trabalho, é equivalente ao Mann- Whitney U-test, e deve ser uti-
lizado quando os dados nao estao emparelhados (Petruccelli et al., 1999). O
Unico pressuposto exigido para a aplicacao do teste de Wilcoxon é que as duas
amostras sejam independentes e aleatorias, e que as variaveis em analise sejam
numéricas ou ordinais.

Considere que A e B sao amostras escolhidas aleatoriamente de duas po-
pulacoes, com N, e Np observacoes, respectivamente. Deseja-se saber se tais
populagoes sao estatisticamente equivalentes, ou seja, em que medida suas
distribuicoes estao proximas. A hipdtese nula e a hipotese alternativa sao,

portanto, definidas como:

Hy: A=B
H12A7_éB7

em que a equivaléncia (=) relaciona-se com a distribui¢ao, como mencionado
antes. A hipdtese nula afirma que as duas amostras tém distribuicoes que
nao podem ser distinguidas com base nos dados disponiveis, ao passo que a
hipdtese alternativa afirma que as distribuicoes podem ser discriminadas.

Definidas as hipdteses, a partir dos conjuntos de dados, escolhem-se as
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observacoes das duas amostras para formar uma tunica amostra de tamanho
N4+ Np. Tais dados sao ordenados em ordem crescente, atribuindo o niimero

~

1 a observagao de menor valor (o modelo com o menor J,(0)) e o nimero

N4 + Np a observagao de maior valor de Jy(8).
Calculam-se W4, a soma dos nimeros de ordem das observagoes da amostra

A e Wpg, soma dos numeros de ordem das observagoes da amostra B.

Computa-se o nimero de vezes que a amostra A ocorre a frente da amostra
B, em um arranjo ordenado dos elementos das duas amostras. As quantidades

U4 e Ug sao definidas por:

Np(Np +1
Us = NANB+%—WB;
NAs(N 1
Ug = NANB+%—WA. (2.19)

O teste estatistico U é dado por (Wilcoxon et al., 1972):

U =min(Ua, Up). (2.20)

Por meio da estatistica (2.20), calcula-se o valor-p (p-Value). O valor-p
pode ser obtido por meio de tabelas (Petruccelli et al., 1999). Neste trabalho,
os valores-p, para o teste de Wilcoxon, foram obtidos usando a fun¢ao ranksum
(ver Apéndice A) do programa Matlab (©).

O valor-p é a probabilidade de ocorréncia de valores iguais ou superiores ao
assumido pela estatistica do teste, sob a hipotese de que Hj seja verdadeira.
Portanto, um valor-p pequeno significa que a probabilidade de obter um valor
da estatistica de teste como o observado é muito improvavel. Quanto menor o

valor-p, mais evidéncia existe em favor de rejeitar a hipdtese nula.

Finalmente, para tomada de decisao, define-se um parametro de ajuste «,

denominado nivel de significancia e estabelece-se a seguinte regra:

Se valor-p < «, rejeita-se Hy, com um nivel de significancia a.

Se valor-p > «, nao se rejeita Hy. (2.21)
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2.4.1 Exemplo: teste de hipotese de Wilcoxon

O exemplo a seguir tem o intuito de ilustrar uma aplicacao do teste de
hipétese. Considere duas amostras, A e B, dispostas na Tabela 2.1 (Walpole
et al., 2012).

Tabela 2.1: Amostras A e B de tamanhos Ny =8 e Ny = 10.

Amostra A | 2,1 4,06,35,4 4,8 3,76,1 3,3
Amostra B | 4,1 0,6 3,1 2,564,062 1,6 2,2 1,9 5,4

Deseja-se saber se tais populagoes sao estatisticamente equivalentes dado
um nivel de significancia o = 0,05.
Portanto, para a solugdo do problema, deve-se calcular Wy e Wpg. As

observagoes sao ordenadas e enumeradas de acordo com a Tabela 2.2, e:

Wi = 44+8+9+105+13+ 14,5+ 16 + 18 = 93
Wg = 1+24+3+5+64+7+105+12+14,5+17 =78

Computa-se Uy e Ug:

Uy = 8x104 0XUW0FD o 5
Ug = 8x10+%—93:23.
A estatistica U (Equagao 2.20) é dada por:
U =min(Uy, Up) = min(57,23) = 23. (2.22)

De acordo com a Tabela A.17, disponivel em Walpole et al. (2012, p. 761)
e reproduzida no Apéndice B, a regiao critica ocorre em U = 17. Portanto,
para valores de U maiores que 17 nao se rejeita a hipotese nula. Isto equivale,
para o exemplo simulado, a um valor de probabilidade, valor-p, igual a 0,0688
e, como o valor-p foi maior que a = 0,05 (Equacao 2.21), nao se rejeita Hy.

Portanto, nao ha evidéncias de que as distribuicoes sejam idénticas.

!Computacionalmente equivale a escrever [p,h] = ranksum(A,B,a), em que p indica o
valor-p e h se a hipétese nula foi rejeitada, conforme descrito no Apéndice A.
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Tabela 2.2: Classificagdo das observacoes. As classificacbes destacadas
com asterisco pertencem a amostra A.

‘ Observacoes ‘ Classificacao ‘

0,6 1
1,6 2
1,9 3
2.1 IF
2.2 5
2,5 6
3.1 7
3,3 8%
3,7 9%
1,9 10,5
1,0 10,5
41 12
138 13
5.4 14,5
5.4 145
6,1 16*
6,2 17
6,3 18%

2.5 Conclusoes do capitulo

O presente capitulo teve como objetivo apresentar ao leitor as técnicas de
identificacao de sistemas, em particular a estimacao bi-objetivo. A solucao
Pareto-6tima foi apresentada, bem como o decisor a ser utilizado. O teste de
hipétese, util para discriminar modelos, foi também detalhado. Essas técnicas
servirao como base para o método de equivaléncia de estruturas de modelos

nao lineares, apresentado no Capitulo 3.



Capitulo 3

Equivaléncia de estruturas de

modelos

“Vocé paga um preco muito alto no mercado de agoes
por um consenso animado. A incerteza, na realidade,

€ amiga do comprador de valores a longo prazo.”

Warren Buffett!

3.1 Introducao

Um modelo é uma versao simplificada de algum problema ou situacao real.
Nao raro, mais de um modelo pode descrever um mesmo fendmeno, haja visto
que cada pesquisador tem a liberdade de modelar o processo seguindo a meto-
dologia que julgar mais adequada.

Na identificacao de um modelo nao linear, a etapa de escolha de qual re-
presentacao deve ser utilizada ainda é uma questao que parece nao ter uma
resposta definitiva. Ha uma grande variedade de representagoes nao linea-
res, tais como redes neurais artificiais (Haykin, 2001), fungoes de base radial
(Casdagli, 1989), wavelets (Billings e Coca, 1999), séries de Volterra (Volterra,
1930; Doyle et al., 1995), modelos de blocos interconectados (Wiener, 1958;
Aguirre et al., 2005), modelos polinomiais e racionais (Chen e Billings, 1989).
Independente do tipo de representacao usada, um problema comum a todas

elas é a determinacao da estrutura.

1Schroeders (2008, p. 486).
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A selecao de estrutura representa uma etapa extremamente importante
no processo de identificagao de sistemas, o que justifica o niimero elevado de
trabalhos recentes publicados na drea (Piroddi e Leva, 2006; Pulecchi e Piroddi,
2007; Hong et al., 2008; Piroddi, 2008; Wei e Billings, 2008; Cantelmo e Piroddi,
2010; Aguirre et al., 2010; Barbosa et al., 2010; Barbosa, 2010; Aguirre et al.,
2010; Baldacchino et al., 2012; Farina e Piroddi, 2012; Piroddi et al., 2012;
Alves et al., 2012; Baldacchino et al., 2013; Falsone et al., 2015).

Um ponto comum aos trabalhos citados é a busca por um procedimento que
encontre o modelo exato gerador dos dados. Em outras palavras, os autores
almejam um método que seja capaz de incluir todos os regressores genuinos do
modelo e excluir os regressores espurios. Nos sistemas simulados, os autores
mostraram que, em alguns casos, é possivel resgatar as estruturas originais
do modelo. Mais recentemente, Baldacchino e colaboradores propuseram um
método de selecao de estrutura estocastica capaz de reproduzir o modelo ori-
ginal em situagdes em que os métodos de regressao falham (Baldacchino et al.,
2013).

Contudo, nos casos em que os dados sao medidos de um sistema, possivel-
mente fisico, nao exsitem regressores “genuinos”, nem “espurios”. Portanto, a
questao é se existe um procedimento de modelagem que deve indicar, a partir
de um conjunto de dados, o modelo verdadeiro? Ou, baseado nos dados, existe
apenas um modelo que melhor aproxime os dados (Wit et al., 2012)7 Se a
conjectura é realmente falsa, como isso se relaciona com o grande nimero de

técnicas para a selecao de estruturas de modelos?

As perguntas fundamentais sobre a selegao do modelo nao podem ser res-
pondidas apenas prestando atencao aos detalhes matematicos ou procedimen-
tos envolvidos (Hajek, 2007). A selegao de modelos nos obriga a enfrentar
questoes fundamentais em estatistica e olhar para o contexto no qual o mo-
delo é usado. Do ponto de vista estatistico existem muitos aspectos da selecao

de modelos a serem explorados (Tibshirani, 1996; Miranda, 2006; Henderson
et al., 2010; Chakrabarti e Ghosh, 2011).

A abordagem de Longford (2005) destaca ainda que a sele¢cao de modelo
estd intimamente ligada a problemas de decisao (Savage, 1951) e que o critério
de escolha nao deve resultar em um tnico modelo. Neste sentido, escolher um

modelo é um trabalho de base estatistica e a ideia de um modelo verdadeiro
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pode ser desnecessaria (Burnham e Anderson, 2002; Longford, 2005); o que se
requer é uma teoria para tomada de decisao.

Neste contexto, descreve-se no presente Capitulo uma metodologia para
discriminar estruturas de modelos nao lineares a partir da técnica de identifi-
cagao multiobjetivo, apresentada no Capitulo 2. Utilizando hipdéteses estatisti-
cas é possivel escolher um subconjunto de estruturas de modelos, supostamente
equivalente, dado um nivel de significancia. As estruturas escolhidas sao pos-

teriormente submetidas a testes para verificacao da suposta equivaléncia.

3.2 Definicao do problema

Sejam ZV e ZM dados dinamicos e estaticos de identificacdo, respectiva-
mente, coletados de um sistema S. Suponha disponivel um conjunto de estru-
turas de modelos SISO (Single-Input Single-Output), G = {G1,Gs, ...,Gn,. }.
Nao sao necessarias outras hipéteses sobre essas estruturas. De fato, as estrutu-
ras de modelos em G poderiam ser de diferentes classes. O objetivo é encontrar
um subconjunto de estruturas de modelos, G* C G, que sao indistinguiveis, em
algum aspecto, do ponto de vista dos dados ZV e ZM disponiveis.

Na proxima secao é mostrado como produzir um conjunto de Pareto para
cada estrutura de modelo. A curva Pareto incorpora, por construcao, o de-

sempenho do modelo sobre os conjuntos de dados ZV e ZM.

3.3 Descricao da curva Pareto

Para o desenvolvimento a seguir, considere que os dados dinamicos e esta-
ticos sao produzidos por um modelo G’O(é), possivelmente nao linear e SISO.
Dada uma estrutura de modelo G, é possivel determinar um vetor de parame-
tros usando o estimador bi-objetivo (ver Defini¢ao 2 na Secao 2.3.1). O modelo
estimado sera indicado por G;(éij), ou simplesmente por Gé-, em que ¢ indica
que o modelo é o i-ésimo no Pareto referente a G; (ver Figura 3.1).

Dado um modelo G; e os conjuntos de dados ZV e ZM | as funcoes de custo
Jrs e Jsp podem ser calculadas como detalhado na Secao 2.2. Portanto, o

modelo G; pode ser representado como um ponto no plano Jyg X Jsp.
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Se a j-ésima estrutura do modelo é utilizada e é permitido que o vetor de pa-

rametros assuma um conjunto de valores {Olj, 0y, ... ,Oij}, entao, o conjunto

de modelos G;(@U), t = 1,2---, pode ser representado por um conjunto de
pontos no plano Jyg X Jsg, denominado conjunto Pareto, em que os conjuntos
de parametros sao resultados do procedimento bi-objetivo de estimacao. Cada
curva Pareto P; (ver Figura 3.1) é composta por modelos {G},G5,--- .G} € P,
de mesma estrutura e parametros diferentes. Cada estrutura de modelo da ori-

gem a um conjunto Pareto diferente.

2.2 B
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Figura 3.1: Ilustracao dos conjuntos Paretos e os respectivos modelos.

Conjuntos Pareto {Fy,P;,--- ,P;} e seus respectivos modelos
Gé, em que o indice j refere-se a cada conjunto Pareto (dife-
rente estrutura) e o indice ¢ refere-se aos modelos do mesmo
conjunto Pareto (mesma estrutura).

Como a estrutura de todos os modelos em cada conjunto Pareto é a mesma,

o que distingue um modelo do outro em {G]1

,G?, e ,G;} é o vetor de parame-
tros. Portanto, o conjunto Pareto relacionado a G; é na verdade uma familia
de vetores de parametros indicados por O(\,G;,ZY,ZM) 0 < X\ < 1. Para
cada valor especifico de A o vetor de parametros correspondente sera denotado

simplesmente por éij ou por 0,.

Portanto, um conjunto de Pareto no plano Jig X Jsg pode ser formalmente
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descrito como:

Pi(G5(0,),2%.ZM): {J1s(05,2N) x Jsp(0x,2M) |05 € (NG, 2N, 2},
(3.1)
com 0 < A < 1. Cada estrutura de modelo G; dé origem a um conjunto Pareto
correspondente, P;.

Tendo descrito formalmente um conjunto Pareto, o préximo passo é con-
siderar o efeito da incerteza presente nos parametros estimados. A partir de
(3.1), pode ser visto que a incerteza sobre o vetor de parametros refletira dire-
tamente sobre a incerteza do conjunto Pareto.

As amplitudes de tais incertezas sao indiretamente utilizadas no teste de
hipétese, descrito na Secao 2.4, quando determinam-se as amostras das duas
populacoes. Portanto, para aplicar o teste de hipotese deve-se obter tais po-

pulacoes. Uma forma pratica de fazer isso é:

D(Py) = P;(G;(6,),2)2™). (3:2)

i=1
A populagdo D(PF;) relacionada ao conjunto Pareto P; é a unido de todos N,
conjuntos de Pareto produzidos pela mesma estrutura de modelo, mas com
diferentes realizacoes de dados dinamicos e diferentes parametros. Portanto, a

dispersao de D(P;) indica a incerteza associada a estrutura G, aos parametros

6, ¢ aos dados ZN.

3.4 Selecao do conjunto G*

O ponto central da metodologia proposta pode ser apresentado da seguinte
maneira. Considere dois modelos de diferentes estruturas G; e G, e o conjunto
de dados ZV e ZM. Seguindo o procedimento detalhado na Secdo 3.3, calcula-
se Pj, D(P;), P, e D(Py). Se Py esta contido na populacao D(P;) ou se existe
alguma sobreposicao entre as populagoes D(Fy) e D(P;), seria razoavel afirmar
que as estruturas dos modelos G; e G}, sao distinguiveis para os conjuntos de
dados disponiveis?

Em vista disso, as seguintes observacoes sao apresentadas:
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Observagao 1. Na metodologia proposta, comparam-se conjuntos Pareto, que
incorporam o desempenho de modelos considerando o erro de predicao de um
passo a frente sobre dados de validacio (ZY') e o erro de estado estacionario so-
bre os dados estaticos (ZM). Os parametros sao estimados usando o estimador

bi-objetivo.

Observagao 2. E plausivel que dois modelos de estruturas indistinguiveis neste
cenario, poderiam ser distinguidos utilizando um conjunto de dados dinamicos
mais informativo ou um estimador de parametros diferente. Essa observacao é

andloga a perda de identificabilidade de uma estrutura (Bazanella e Rui, 2012).

Observagdo 3. Deseja-se responder a pergunta: as distribuigdes de “D(Py)
e D(P;) sao distinguiveis? Ou seja, os modelos de estrutura G; e G}, sao
distinguiveis em termos de suas populacoes de conjuntos Pareto 6timos?” A
questao é avaliada por meio de um teste de hipdtese em que a hipdtese nula Hy
é que a populagao e, portanto as estruturas do modelo, sao ndo distinguiveis.
Deseja-se saber se essa hipotese Hy pode ser rejeitada e com que confianca,

com base nos dados disponiveis.

O procedimento final é descrito na sequéncia. Sejam ZN, i = 1,... N,
realizacoes de dados dinamicos e ZM, os dados estaticos. Suponha que ha um

conjunto inicial G de Ny, estruturas candidatas.

1. Utilizando (3.2), calcular as populacoes de conjunto Pareto D(P)), j =
1,...,Nn. O vetor de parametro 6, é estimado para cada realizacao de

dados dinamicos ZV.

2. Escolher um par de estruturas de modelos, G; e G, para avaliacao. Ale-
atoriamente selecionar um grupo de Ny conjuntos Pareto de D(P;) e de
cada conjunto Pareto escolha o modelo baseado no decisor de minima
correlagao (ver Defini¢ao 2.3.1). O grupo resultante com N, modelos é
denominado amostra A. Procedendo da mesma forma com D(F), obtém-

se um outro grupo de Ng modelos denominado amostra B.

3. Escolher o valor de a (por exemplo 1%) e aplicar o teste de hipdtese (ver
Secao 2.4).
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(a) Calcular U = min(Uga, Up), ver (2.19);
(b) Usando U, calcular o valor-p, ver apds (2.19);

(c) Se o valor-p < a, entdo rejeita-se Hy.

4. Repetir passos 2 e 3 N}, vezes (por exemplo N, = 50). As amostras A e

B devem ser diferentes em cada vez.

5. Calcular o percentual de vezes que Hy ndo foi rejeitada. Esse percentual,

chamado de wj, ¢ a forca de ligacao entre G; e Gj.

6. Repetir os passos de 2 a 5 para todas as estruturas de modelos no con-

junto G tomados aos pares.

7. Para cada estrutura de modelo, calcular

Np—1
1

L=+—5 > Wk J=12--Na (3.3)
m k=1,k#j

o modelo com maior indice I é definido como a estrutura de modelo lider.

8. Definir um parametro de ajuste § (por exemplo 90%). Estruturas de
modelos que conectam com a estrutura de modelo lider, com w;, > 8
sao consideradas [-equivalente com um nivel de significancia o (ver Passo

3) e sdo designadas para o grupo G*.

A Figura 3.2 exemplifica numericamente o procedimento final, ilustrando a
conexao entre as N, = 4 estruturas de modelos, apds avaliacao via simulagao
Monte Carlo. Neste caso G = {G, Ga, G5, G4}.

Para cada estrutura de modelo, os indices (3.3) sdo I, = $(91 + 17 +
93) = 67,0%, I = $(914+0+0) = 30,3%, Iy = $(17+ 0+ 31) = 16,0% ¢
Iy = (93 + 0+ 31) = 41,3%.

Como a estrutura de modelo G; teve o maior indice, ele foi escolhido como
a estrutura de modelo lider. Portanto, todas as outras estruturas de modelos
conectadas com Gy, com wj; > 3, serao consideradas [-equivalentes.

Para um 3 de 90%, por exemplo, G5 e G4 sao ditos -equivalentes a G,
mas nao a GGz, com um nivel de significancia « (ver Equagao 2.21) e, portanto,
G* = {G1,Gy,G4}. Claramente, o e § sdo parametros definidos pelo usudrio

que afetam a interpretacao dos resultados.
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Figura 3.2: Exemplo hipotético, forca de conexao entre as estruturas de
modelos.

As conexoes entre os pares de estruturas de modelos mostram
o percentual de vezes que a hipdtese nula (Hy) nao foi rejei-
tada.

Caracteristicas das constantes definidas pelo usuario

Um breve resumo dos principais parametros do procedimento é apresentado
a seguir. Embora sejam parametros ajustados pelo usuario, valores padrao sao
sugeridos. No Capitulo 4 exemplos numéricos ilustrarao a influéncia de tais

parametros.

N - Tamanho do conjunto de dados dinamico: o comprimento dos dados é
a quantidade de amostras que devera ser coletada durante o experimento de
identificacao. Quando multiplicado pelo periodo de amostragem determina a
duracao total do experimento. A duracao do teste em sistemas experimen-
tais devera ser minimizada com o objetivo de reduzir variacoes indesejadas no
processo e o tempo de engenharia necessario para acompanhar o experimento.
Para o caso do procedimento proposto, sugerem-se valores de amostras iguais
ou superiores a 100, o que possibilitara a construcao da populacao de conjuntos

Pareto 6timo com no minimo 50 individuos (ver Figura 4.28).

M - Tamanho do conjunto de dados estdtico: pode ser coletado durante o pro-
cedimento de identificacao. No caso pratico, aplica-se um entrada constante,
espera-se o sistema entrar em regime permanente e coleta o sinal estatico de

saida. Esses dados podem ser obtidos a partir do registro de dados histéricos
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(Abreu et al., 2012). Sugerem-se valores de M iguais ou superiores a 10.

N; - Numero de realizacoes: esta diretamente relacionado com o tamanho da
populacao de conjuntos Pareto 6timo. Para o caso pratico, dependera do tama-
nho do conjunto de dados dinamicos. Podem ser obtidos por janela deslizante.
Sugerem-se valores iguais ou superiores a 50. O tempo de processamento é

pouco influenciado, permanecendo na ordem de segundos.

Ny - Numero de repeticoes do teste de hipotese: para o primeiro exemplo, o
tempo necessario foi inferior a 20 segundos (para 200 execugoes) e menos de 5
segundos para 50 execugoes. O resultado foi o mesmo. Portanto, sugere-se 50

como um numero padrao.

Na e Ng - Numero de amostras para o teste de hipdtese: Sugere-se N =
Np = 8. Nos testes realizados o aumento do numero de amostras nao alterou

os resultados.

a - Niwel de significancia: esta vinculado a probabilidade de rejeitar uma
hipdtese verdadeira. Um resultado que é significante ao nivel de 1% é mais
significante do que um resultado que é significante ao nivel de 5%. No entanto,
um teste ao nivel de 1% ¢é mais susceptivel de nao rejeitar a hipdtese nula
quando esta é falsa, do que um teste de 5%. Sugestao como valor padrao,
a=1%.

B - Tazxa de equivaléncia entre modelos: define os modelos que serao ditos equi-
valentes. Valores de § maiores reduzem o conjunto de modelos equivalentes.
Ao mesmo tempo que para valores menores de  tem-se um conjunto mais po-
puloso de modelos equivalentes, porém com uma menor forca de equivaléncia.

Sugere-se 5 = 90%.

3.5 Verificacao

O procedimento para encontrar G* foi proposto na secao anterior e com
isso o objetivo definido na Secao 3.2 foi atingido. Os dois testes mencionados

a seguir serao utilizados para verificar o procedimento e nao fazem parte da
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metodologia geral proposta. Nesta se¢ao, o intuito nao ¢é validar os modelos,
mas sim determinar algum critério para avaliar o resultado encontrado, de
forma a verificar a equivaléncia no desempenho das estruturas de modelos G.
Em outras palavras, deseja-se verificar se os modelos sao equivalentes entre
si, e nao se os modelos incorporam ou nao as caracteristicas de interesse do
sistema.

A fim de fazer isso, os critérios de andlise devem ser diferentes daqueles
usados para a construcao da curva Pareto (Jis e Jsp). E fundamental observar
que os procedimentos desta secao nao precisam ser realizados na pratica.

Para cada Pareto (estrutura de modelo) escolhe-se o modelo baseado no
decisor de minima correla¢ao (ver Definigao 3), que ja estd disponivel como
um subproduto do procedimento. Além disso, uma vez que o método proposto
refere-se a escolha de estruturas de modelos, hé liberdade para escolher o esti-
mador de parametros. Assim, o vetor de parametros sera estimado utilizando
o algoritmo de minimos quadrados estendido (MQE) (Billings et al., 1989).

Portanto, para verificacdo, escolheram-se duas ferramentas de andlise: 1) res-
posta em malha aberta e ii) resposta em malha fechada. No caso da resposta
em malha fechada, os ganhos foram os mesmos para todos os modelos. O sinal

de entrada para a simulagao da resposta em malha fechada é dado por:
u(k) = Kyu(k — 1) 4+ Ks[r(k) — y(k)], (3.4)

que corresponde a uma lei de controle com ganhos K; e K, em que r(k) é a

referéncia e (r(k) —y(k)) é o erro e(k). Portanto, u(k) = Kyu(k —1) + Kee(k).

U(z) _ K»z
E(Z) z—K1°

quando K; = 1. Quando K; = 0 o controlador é puramente proporcional.

No dominio z pode-se escrever Logo, tem-se um integrador

3.6 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo descreveu-se um procedimento para discriminar a estrutura
de modelos nao lineares a partir da técnica de identificacao multiobjetivo e
utilizando hipoteses estatisticas.

A metodologia apresentada sera avaliada nos préximos capitulos. Exemplos

numéricos mostrarao sua aplicacao, bem como seu desempenho e robustez.



Capitulo 4

Resultados numeéricos

“Logo que, numa inovagao, nos mostram alguma coisa

de antigo, ficamos sossegados.”

Friedrich Nietzsche

4.1 Introducao

Este Capitulo tem como objetivo ilustrar a metodologia desenvolvida no
Capitulo 3. Pretende-se verificar o desempenho e a robustez do critério de dis-
criminacao de estruturas de modelos, isto €, encontrar o conjunto G* e avaliar
se os modelos com estruturas em G* sao semelhantes em algum sentido. A
segunda etapa sera realizada utilizando os critérios mencionados na Secao 3.5.

Para isso, serao estudados trés exemplos simulados e um experimental.

4.2 Exemplos de simulacao

Dentre os exemplos simulados, o primeiro exemplo (Segao 4.2.1), estudado
por Bonin et al. (2010) e o segundo exemplo (Se¢ao 4.2.2), tém o intuito de
averiguar o desempenho do método proposto. Como a estrutura dos sistemas
utilizados nesses dois exemplos é conhecida, o desempenho final do método é
facilmente avaliado.

O terceiro exemplo é uma extensao da discussao, e tem como objetivo
avaliar o efeito de incluir no conjunto inicial G estruturas com atraso de tempo

incorreto.
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4.2.1 Exemplo 1

Considere o seguinte sistema (Bonin et al., 2010):
y(k) = 0,540,5y(k —1) +0,8u(k —2) +u(k — 1) —0,05y(k — 2)* +e(k), (4.1)

em que a entrada u(-) é um sinal do tipo ruido branco com distribuigao Gaus-
siana, média nula e variancia unitaria. O ruido e(k) é branco, com distribuigao
Gaussiana e com variancia igual a 0,1. A Equagao (4.1) foi utilizada para pro-
duzir os dados dinamicos, ZV, com N = 500 e estaticos, Z™, com M = 11. A
Figura 4.1 apresenta os sinais dinamicos de entrada e saida do sistema (4.1).

A caracteristica estatica desse sistema é mostrada na Figura 4.2.

(a)

2 -
= 0
-2
- ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000
(b)
20
10}
>
0
10 ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000
Amostras

Figura 4.1: Dados dinamicos de identificacao e validacao, Exemplo 1.

Primeira metade dados de identificacao e segunda metade de
validagao, sendo: (a) sinal de entrada, (b) sinal de saida (da-
dospiroddiNvo1@).

Bonin e colegas (Bonin et al., 2010) avaliaram vérias estruturas de modelos
e sete foram previamente selecionadas pelo algoritmo de busca dos autores.
Questoes referentes a selecao de estrutura propriamente dita nao sao abor-

dadas neste trabalho. Aqui presume-se existir um conjunto de estruturas can-
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Figura 4.2: Dados estaticos, Exemplo 1.

Caracteristica estatica do sistema representado pela Equa-
¢ao 4.1, com M = 11 ntimero de dados em estado estacionério
(dadospiroddiNvo1@).

didatas oriundas de um procedimento de identificacao de sistemas. Portanto,
a objetivo é verificar a equivaléncia entre as estruturas candidatas e nao a

qualidade e o desempenho. As sete estruturas avaliadas sao:

Go + [Ly(k—1)u(k —2) u(k —1)* y(k - 2)°];

Gyt [Ly(k—1) u(k —2) u(k —1)" y(k — 2)* y(k — 2) u(k — 2)°];

Go o [Ly(k—1)u(k —2) u(k — 1) y(k —2)* y(k — 2) u(k — 1) u(k — 2)*);
Gy : [Tylk—=1) ulk—2)ulk —1)*y(k —2)* u(k — 3)u(k — y(k — 1)

(k—2) u(k —1)* u(k — Du(k = 3) y(k — 2)°);
u(k —1)% y(k = 2)° y(k — 2)°].

D
ot
=)
—~
5
|
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~—
~— g

Ge : [1y(k—

Em situagoes praticas o modelo nominal Gy nao é conhecido, no entanto,
neste exemplo, ele serd incluido na analise para fins de ilustracao. Nas estru-

turas dos modelos acima, os termos sublinhados sao regressores espurios. Tais
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regressores nao sao descartados apos aplicar o teste ¢ de student com um nivel
de significancia de 95%.

A Figura 4.3 mostra os conjuntos Pareto dos modelos Gy até Gg. O con-
junto Pareto correspondente ao modelo G esta visivelmente mais afastado da
origem, o que indica que a estrutura correspondente pode ser eliminada com
seguranga. Os conjuntos Pareto restantes sao apresentados na Figura 4.4. Um
ponto importante a observar na Figura 4.4 é que alguns conjuntos Pareto se
cruzam, o que significa que nenhuma das duas estruturas é “absolutamente”
melhor do que a outra no que diz respeito as fungoes de custo escolhidas. Em

situagoes como essa o uso de conjuntos Pareto é muito informativo.

30

251 B

P
20} ¢ 1

Jsk

50 100 150 200 JZSO 300 350 400 450
LS

Figura 4.3: Conjuntos Pareto, Py até Fs.

Representacao dos conjuntos Pareto referente as estruturas Gy
até G6.

A seguir, o procedimento descrito no Capitulo 3 sera aplicado. Como as
estruturas dos modelos Gy até G5 demonstram ter desempenho semelhante
para os dados disponiveis, estes serao tomados como o conjunto inicial.

Neste exemplo, as populagdes de conjuntos Pareto 6timos D(P;) foram
obtidas por simulacao de Monte Carlo. Um procedimento diferente sera apre-
sentado na Secao 4.3.

A partir de Gg (4.1), foi produzido um conjunto de 1000 séries de dados
dinamicos, Z», i = 1...1000 (N = 500), e estaticos, ZM, com M = 11,

usando diferentes realizacoes de ruido com o2 = 0,1.
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Figura 4.4: Conjuntos Pareto, Py até Ps.

Asterisco corresponde a estrutura nominal, G, e linha conti-
nua as estruturas G até Gs.

Selecao do conjunto G*

A seguir passaremos pelos passos descritos na Secao 3.4.

Passo 1. D(P;), j = 0,...,5 é calculado usando a Equacdo (3.2). Para
cada série, estimaram-se os parametros da estrutura nominal, GG, utilizando-se
o estimador bi-objetivo (ver Defini¢ao 2). As populagoes de conjuntos Pareto
6timos resultantes sao apresentadas na Figura 4.5, onde a populacao D(F)
(Equagao 3.2) aparece como a regiao sombreada. O mesmo procedimento é
feito para as outras estruturas de modelos restantes. As populacoes D(F;), j =
0,...,5 sao mostradas na Figura 4.6.

Claramente P, € D(F), i = 0,1,....4, e é possivel que P; € D(F,) (Fi-
gura 4.5). Observa-se claramente uma considerdvel sobreposigao de D(Fp) com
D(P,), D(P;) e D(Ps), e alguma sobreposigao de D(FPy) com D(Fy) e D(Fs)
(Figura 4.6). Para quantificar a equivaléncia aplicou-se o teste de hipétese
(passos 2 e 3). Ressalta-se que as amostras tém distribui¢oes ndo Gaussianas.

Passo 2 até Passo 6. Escolheu-se para todos os pares de estruturas de
modelos Ny = Ny = 8, N, = 50 com um nivel de significancia a = 1%.
Depois de aplicar o teste de hipdtese é possivel computar o percentual de nao
rejeigao, ou seja, percentual de vezes que a hipdtese nula (Hy) nao foi rejeitada,

ou A = B (ver Segao 2.4). A forca de ligagao entre todos os pares de estruturas
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Figura 4.5: Populacao de conjuntos Pareto étimos D(Fy) e curvas de Pa-
reto.

Os Paretos em cinza constituem D(F), asterisco corresponde
ao Pareto P, e linha continua aos Paretos P; até Ps.

de modelos ¢ ilustrada na Figura 4.7. A nao rejeicao entre o modelo nominal,
G, e os demais foram: wg; = 93%, wo2 = 92,2%, w3 = 91%, wo4 = 16,5% ¢
w5 = 10%.

Passo 7. Calculou-se o indice I (Equagao 3.3) e obteve-se o seguinte re-
sultado: Iy = 60,7%, I, = 59,7%, I, = 60,3%, I3 = 60,4%, I, = 28,5% e
Is = 24,6%. Portanto, a estrutura de modelo G foi escolhida como a es-
trutura lider. Neste exemplo, a escolha confirma o fato de os dados terem
sido gerados usando GGy. A forca de conexao da estrutura lider com as demais
estruturas de modelo ¢é ilustrada na Figura 4.8.

Passo 8. Escolheu-se como parametro de corte 8 = 90% e, portanto, G* =
{Gy, G1,Go, G5} é o subconjunto de estruturas que sao S-equivalentes com um
nivel de significancia o = 1% e com S = 90%.

Deve-se notar que para qualquer valor de 8 na faixa de 16,5% < 8 < 91%
ter-se-ia 0 mesmo subconjunto G*.

Para esse exemplo N, = 6, N, = 1000 e N, = 50. O tempo de simu-
lacao para realizar o teste, em um computador pessoal, foi de 4,9 segundos.
Para N, = 200, o resultado foi exatamente o mesmo com um tempo de 18,7

segundos.
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Figura 4.6: Relagao entre populagoes de conjuntos Pareto 6timos, D(FPp)
com D(Py) até D(Ps).

Verificagao

Comparacao das dimensoes das populagoes de conjuntos Pa-
reto 6timos. D(Fy) (cinza) com D(Py) até D(Ps) (preto).

Nesta secao comparou-se o desempenho dos seis modelos por meio dos

dois testes descritos na Secao 3.5. Avaliaram-se as estruturas de modelos GGy

até G5. Os parametros foram obtidos utilizando o estimador bi-objetivo, se-

guido do decisor de minima correlagao (ver Definigao 3, Segao 2.3.1). Também

estimaram-se os parametros das estruturas por meio do estimador de minimos

quadrados estendido (MQE), nesse caso utilizam-se apenas os dados dinamicos.

As respostas em malha aberta e em malha fechada sao apresentadas nas

Figuras 4.9 até 4.12. Para a resposta em malha fechada escolheu-se K; = 0 (lei

de controle puramente proporcional) e Ky = 0,2. O sinal de referéncia foi alte-

rado, de 0 para 0,5 na iteracao k = 50, como mostrado nas Figuras 4.11 e 4.12.

As condigdes iniciais sao u(i) =0, 7= —2,— 1,0 e y(i) = 0,5,7 = —1,0.
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Figura 4.7: Forca de conexao entre estruturas de modelos, Exemplo 1.

Percentual de vezes que Hy nao foi rejeitada entre todos os
pares de estruturas de modelos.

O desempenho do controlador nao foi levado em consideracao. Nesta se-
¢ao, o objetivo é verificar a similaridade dos comportamentos dos modelos.
Entretanto, o erro em estado estaciondario, apresentado na resposta em malha

fechada, é justificado uma vez que o controlador é puramente proporcional.

Todos os testes mostram que o modelo com a estrutura G5 apresentou
um comportamento mais distante de GGp. O modelo com estrutura G4 é visi-
velmente mais proximo dos modelos com estrutura em G* que o modelo com
estrutura (G5, embora alguma diferenga possa ser vista na Figura 4.9 (menor so-
bressinal). Quando os parametros foram estimados usando MQE, e nesse caso
utilizam-se apenas os dados dinamicos, o comportamento de G4 e G5, tanto na
resposta em malha aberta (Figura 4.10) quanto na resposta em malha fechada
(Figura 4.12), apresentaram diferencas ainda maiores.

Uma vez que o desempenho dos modelos com estrutura em G* nao sao
identicos, todos os elementos de G* devem ser utilizados no projeto de um
controlador, ao menos para determinar limites do comportamento dinamico do
sistema controlado. Outra utilizacao é no projeto do tipo minmax que destina-
se a encontrar o melhor desempenho no pior caso. Esses procedimentos seriam

mais significativos do que a aplicacao simples do modelo nominal no projeto
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lo = 60,7%

I = 24,6%

= 59,7%

I, = 28,5% I, = 60,3%

I, = 60,4%

Figura 4.8: Forga de conexao entre estruturas de modelos com o modelo
lider, Exemplo 1.

Indices I das estruturas de modelos avaliadas. Destaque para
a estrutura de maior indice e o percentual de nao rejeicao entre
o modelo lider e os demais.

do controlador.

4.2.2 Exemplo 2

O segundo exemplo é um processo com atraso puro de tempo e maior
numero de termos. Os parametros tém ordens de grandezas diferentes. O
mesmo exemplo foi usado em um teste de selecao de estruturas pelo préprio
autor e, para o conjunto de dados simulados, nao foi possivel, com a técnica de
otimizagao bi-Objetivo para a determinacao de estrutura utilizada (Barbosa

et al., 2010), reproduzir o modelo original.
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Figura 4.9: Resposta em malha aberta, Exemplo 1.

(—e) modelo com estrutura nominal, Gy, (—) modelos G; até
G3, (—o) modelo G4 e (—+) modelo G5.

4.4 —

4.2r

2.8

4 6 8 10 12 14 16 18
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Figura 4.10: Resposta em malha aberta, Exemplo 1, parametros estima-

dos por MQE.

(—e) modelo com estrutura nominal, Gy, (—) modelos G
até G, (—o) modelo G4 e (—+) modelo G5. MQE com mo-
delo de ruido e(k) = civ(k — 1) + cov(k — 2) + v(k) e dez
iteracoes.

Considere o seguinte sistema:

1,4945y(k — 1) — 6,4596 x 10 y(k — 2) + 3,4655 x 10 u(k — 4) (4.2)
—2,0921 x 10~ u(k — 4)* 43,5457 x 10 %u(k — 5)u(k — 4) — 2,2714 x 1072
—1,7591 x 10~ %u(k — 5)y(k — 3) + 9,8811 x 10 3y (k — 3)* + e(k),

0,9u(k — 1) +w(k),
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Figura 4.11: Resposta em malha fechada, Exemplo 1.

(—e) modelo com estrutura nominal, G, (—) modelos G
até G, (—o) modelo G4 e (—+) modelo G5.

em que w(+) é ruido branco com distribui¢ao uniforme, média nula e variancia
0,08. O sinal e(k) é ruido branco com distribuicdo gaussiana, média nula e

variancia igual a 0,16.

A Equagao (4.2) foi utilizada para produzir os dados dinamicos, ZV, com
N = 500 e estaticos, ZM, com M = 11. A Figura 4.13 apresenta os sinais
dinamicos de entrada e saida do sistema. A caracteristica estatica do sistema

¢ mostrada na Figura 4.14.

Quatro estruturas de modelos foram avaliadas. A estrutura de modelo com
estrutura nominal (G, Equacao 4.2), G, Gy e G3. As estruturas foram obtidas
utilizando taxa de reduc@o de erro (Billings et al., 1989) e s@o apresentadas a
seguir. Assim como no exemplo anterior, o modelo com estrutura nominal G

é conhecido e sera incluido para efeitos de comparacao.
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Figura 4.12:
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Resposta em malha fechada, Exemplo 1, parametros estima-
dos por MQE.

(—e) modelo com estrutura nominal, Gy, (—) modelos G
até G, (—o) modelo G4 e (—+) modelo G5. MQE com mo-
delo de ruido e(k) = civ(k — 1) + cov(k — 2) + v(k) e dez

iteracoes.

1 yh=1) y(h—2) u(k—1) u(k—1)?
u(k—5)u(k—4) u(k—5)y(k—3) y(k—3)?
k=1) y(k=2) u(k—1) u(k—4) u(k=5)
u(k—1u(k—2) wu(k—1)u(k—6) u(k—3)
u(k—1u(k=3)y(k—1) u(k—4)u(k—6)y(k—1)]
y(k=1) y(k—=2) u(k—4) u(k—4)’
u(k—4)y(k—1) u(k—5)u(k—4)]

y—1) y(h=2) u(b—1) ulk—1)?
u(k—4)y(k—1) uw(k—5)u(k—4) u(k—6)y(k—1)
u(k—4)*  u(k—5)u(k—4) wu(k—>5)]

2

A Figura 4.15 mostra as curvas Pareto dos modelos G até G3. Diferente
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Figura 4.13: Dados dinamicos de identificacao e validacao, Exemplo 2.

Primeira metade dados de identificacao e segunda metade de
validacao, sendo: (a) sinal de entrada do sistema, (b) sinal
de saida do sistema, (dadosaguirre@).

1.2

L L L L
0.2 0.4 = 0.6 0.8 1

u

Figura 4.14: Dados estaticos, Exemplo 2.

Caracteristica estatica do sistema representado pela Equa-

¢ao 4.2, com M = 11 ntimero de dados em estado estacioné-
rio (dadosaguirre@).
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do exemplo anterior as curvas nao se cruzam. Entretanto, a curva referente ao
modelo com estrutura nominal nao é dominante e encontra-se entre as demais

curvas.

0.026
0.024f Py
0.022} E

0.02f g
0018} Py g
8]

Mool | Py i
0.014 Py ]
0.012f g

0.01f i
0.008 : . . % . . . .
123 1235 124 1245 12..3 1255 126 1265 127 1275
LS

Figura 4.15: Conjuntos Pareto, Py até Ps.

Representacao dos conjuntos Pareto referente aos modelos
GO até G3.

A seguir, o procedimento descrito no Capitulo 3 sera aplicado. O conjunto
inicial é formado por G até (G3 que apresentaram curvas Pareto proximas.
Assim como no exemplo anterior, para calcular a populacao de conjuntos

Pareto 6timos D, no Passo 1, utilizou-se simulacao Monte Carlo.

Selecao do conjunto G*

A partir de G, foi produzida um conjunto de 500 séries de dados dinami-
cos, ZV, e estaticos, ZM, com N = 500 e M = 11, respectivamente, usando
diferentes realizacoes de ruido com o2 = 0,16.

Passo 1. D(P;), j = 0,...,3 é calculado usando a Equacdo (3.2). Para
cada série, estimaram-se os parametros da estrutura nominal, GGy, utilizando-
se o estimador bi-objetivo (ver Definigao 2). As populagoes de conjuntos Pareto
6timos resultantes sao apresentadas na Figura 4.16, onde a populagao D(F)
(Equacao 3.2) aparece como a regiao sombreada. O mesmo procedimento é

feito para as outras estruturas de modelos restantes. As populacoes de con-
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juntos Pareto étimos D(P;), j =0, ...,3 sdo mostradas na Figura 4.16.
Claramente P, € D(F,), i = 0,---3. Entretanto, para confirmar isto,
utilizou-se o teste de hipétese (passos 2 e 3). Ressalta-se que as amostras nao

tém distribuicoes Gaussianas.

D(Po) [ D(Pl) D(Po) (§ D(Pg) D(PO) (§ D(P3)
0.14 0.09 0.09
0.08 0.08
0.12 B
0.07 4 0.07
0.1 B
0.06 | 1 0.06
. 0.08 1 o.05F 1 0.05¢}
&
0.06 ] 0.04 41 0.04
0.03 [ 1 0.03F|
0.04 1
0.02 | 1 0.02F
0.02 1
0.01 A 4 0.01 -
o AL o ‘ o ‘
10 20 10 15 20 10 15 20
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Figura 4.16: Relagao entre populagoes de conjuntos Pareto étimos, D(FPp)
com D(Py) até D(Ps).

Comparacao das dimensoes das populagoes de conjuntos Pa-
reto 6timos. D(Fy) (cinza) com D(P;) até D(P3) (preto).
Exemplo 2.

Passo 2 até Passo 6. Assim como no exemplo anterior, escolheu-se para
todos os pares de estruturas de modelos Ny = Ng = 8, N, = 50 com um
nivel de significancia o = 1%. Aplicou-se o teste de hipdtese e a nao rejeicao
entre o modelo com estrutura nominal, Gy, e os demais foram: wy; = 79,5%,
wo,e = 76,5% e wy 3 = 65,55%.

Passo 7. Calculou-se o indice I (Equacao 3.3) e obteve-se o seguinte resul-
tado: Iy = 73.8% I, = 72.,5%, I, = 72,0% e I3 = 63,0%. Portanto, a estrutura
de modelo Gy foi escolhida como a estrutura de modelo lider, confirmando o
fato de os dados terem sido obtidos a partir de Gj.

Passo 8. Para um parametro de corte 5 = 90%, tem-se G* = {}, ou seja,
o subconjunto de estruturas que sao S-equivalentes é vazio. Cabe ao usuério
definir se é pertinente ajustar o parametro . Para um parametro de corte

B = 65%, tem-se G* = {Gy, G, G, G3} como o subconjunto de estruturas que
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sao f-equivalentes com um nivel de significancia a = 1% e com 3 = 65%.
Deve-se notar que valores de 3 na faixa de 65,5% < 8 < 76. 5% resultariam

em um subconjunto G* diferente, sem ('3, que teve uma conexao com Gq de

65,5%.

Verificagao

Para efeitos de verificacao, comparou-se o desempenho dos quatro mode-
los por meio dos dois testes descritos na Secao 3.5. Avaliaram-se as estru-
turas de modelo G até GG3. Os parametros foram obtidos utilizando o esti-
mador bi-objetivo, seguido do decisor de minima correlagao (ver Defini¢ao 3,
Secao 2.3.1).

As respostas em malha aberta e em malha fechada sao apresentadas nas
Figuras 4.17 e 4.18. Para a resposta em malha fechada escolheu-se K7 = 1 (lei
de controle com integragao) e Ky = 0,08. O sinal de referéncia foi ajustado,
de 0 para 0,5 na iteracao k = 250. As condicoes iniciais foram nulas em u e
0,5 em y.

Os dois testes mostraram comportamentos préximos dos modelos avaliados.
O modelo G5 merece um destaque. Embora (G5 tenha apenas 6 termos, 5
genuinos e 1 espurio, seu desempenho em malha aberta foi muito similar ao do

modelo com estrutura nominal.

4.2.3 Influéncia do atraso puro de tempo

No exemplo anterior foi utilizado um modelo com atraso puro de tempo
(d = 4) e parametros de diferentes ordens de grandeza. Com um parametro de
corte 5 = 90%, a metodologia aplicada apontou um G* = {}. Para um para-
metro de corte § = 65%, obteve-se G* = {Gy, G1, G2, G3} como o subconjunto
de estruturas que sdo [-equivalentes com um nivel de significancia o = 1%.
Tal resultado aponta como sendo [-equivalentes estruturas com atraso puro
de tempo diferentes, por exemplo Gy com d =4 e G; com d = 1.

A estimacao do atraso puro de tempo é tema de pesquisa de varios pes-
quisadores (Drakunov et al., 2006; Waschburger e Galvao, 2013; Zheng et al.,
2013). No procedimento proposto considerou-se conhecido o conjunto inicial

G de N,, estruturas candidatas. Tal conjunto é obtido previamente de um
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Figura 4.17: Resposta em malha aberta, Exemplo 2.

(=) modelo com estrutura nominal, Gy, (—) modelos G
até Gg.

220 240 260 280 300 320
Amostras

Figura 4.18: Resposta em malha fechada, Exemplo 2.

(=) modelo com estrutura nominal, Gy, (—) modelos G
até Gg.

processo de identificacao de sistemas, e pode conter elementos com atrasos de
tempo diferentes. Portanto, o objetivo do exemplo é discutir o efeito de incluir

no conjunto inicial G estruturas com atrasos de tempo distintos.
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Considere o seguinte sistema:
y(k) =15y(k—1) — 0,7y(k — 2) + 1,0u(k — 5) + e(k), (4.3)

em que a entrada u(-) é um sinal do tipo ruido branco com distribuigao Gaus-
siana, média nula e variancia unitaria. O ruido e(k) é branco, com distribui¢ao
Gaussiana e com variancia igual a 0,2. A Equagao (4.3) foi utilizada para pro-
duzir os dados dinamicos, ZV, com N = 500 e estdticos, Z™, com M = 11. A
Figura 4.19 apresenta os sinais dinamicos de entrada e saida do sistema (4.3).

A caracteristica estatica desse sistema é mostrada na Figura 4.20.

a
. _(3)
2
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" ‘ ‘ ‘ ‘
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b
N (b)
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>
-10
20 ‘ ‘ ‘ ‘
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Figura 4.19: Dados dinamicos de identificagao e validagao, Equagao (4.3).

Primeira metade dados de identificacdo e segunda metade
de validacao, sendo: (a) sinal de entrada, (b) sinal de saida
(dadosatr@).
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Figura 4.20: Dados estéticos obtidos a partir da Equacao (4.3).

Caracteristica estatica do sistema representado pela Equa-
¢ao 4.3, com M = 11 ntimero de dados em estado estacioné-
rio (dadosatr@).

Com o intuito de verificar exclusivamente o atraso puro de tempo, outras
seis estruturas foram especificadas para compor o conjunto inicial G de estru-
turas candidatas. Das sete estruturas candidatas, G5 é a estrutura nominal
(Equagao 4.3), que gerou os dados, as demais estruturas tém os mesmos agru-
pamentos, mesmo numero de termos, diferenciando apenas do atraso puro de

tempo, conforme mostrado a seguir.

Gi o [y(k—1) y(k —2) u(k —1)];
Gy [y(k—1) y(k —2) u(k —2)];
Gs o+ [y(k—1) y(k —2) u(k —3));
Gy ot [y(k—1) y(k —2) u(k —4));
Gs ¢ [y(k—1) y(k —2) u(k —5);
Go + [y(k—1)y(k—2) u(k —6)};
Gr ¢ [y(k—1) y(k —2) u(k —7)]

Nas estruturas dos modelos acima, os termos sublinhados sao regressores
espurios, com atraso puro de tempo 1 < d < 7. As estruturas dos modelos GGy

até G; foram tomadas como o conjunto inicial e obtiveram-se as populagoes
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de conjuntos Pareto 6timos D(P;) para cada estrutura, via simulacao Monte
Carlo.

As populagoes de conjuntos Pareto 6timos D(F;), j = 1,...,7 foram obtidas
por meio da Equacao 3.2 e sao ilustradas na Figura 4.21, em que a regiao
sombreada é a populagao D(Fs).

Por meio da Figura 4.21 é possivel observar claramente que D(P5)ND(F;) =
{},/ 7 =1,...;7T e j # 5. Nenhuma sobreposi¢ao de D(Ps) com as demais
regioes é constatada, e fica claro que o atraso de tempo incorreto resulta no
afastamento das populacoes de conjuntos Pareto da origem. Por outro lado,
do ponto de vista do custo estatico, nota-se que Jgr € insensivel ao atraso puro
de tempo.

Entretanto, como pode-se observar (Figura 4.21), as populagoes D(P;), j =
1,...,7 e j # b, encontram-se agrupadas em uma mesma regiao do grafico
(com a média de Jpg ~ 100 e a média de Jgp ~ 10). Tal efeito implica uma
forte ligacao (wjx) entre as estruturas de modelos G;, j = 1,...,7 e j # b.
Consequentemente o modelo nominal nao é escolhido como modelo lider e
ainda apresenta uma fraca conexao com o modelo [ider. Tal efeito resultou em
G* ={G4,Gq,G3,G4 Gg, G7,}, para um [ = 90%.

Os resultados deste exemplo mostraram que, em um conjunto de estruturas
candidatas igualmente incorretas, o procedimento indica como equivalentes tais
estruturas. O método nao faz distincao, de forma direta, a selecao de estrutura
propriamente. O resultado do procedimento é um conjunto de estruturas equi-

valentes e questoes como qualidade e desempenho nao sao levadas em conta.

4.3 Exemplo experimental

Nesta secao um exemplo experimental é apresentado. O procedimento foi
usado para obter modelos para um conversor estatico CC-CC do tipo Buck.
O objetivo ¢é analisar o desempenho do método em sistemas nos quais a es-
trutura correta é desconhecida. O sistema estudado é descrito brevemente,
apresentando os testes estaticos e dinamicos utilizados para obtencao dos da-
dos. Considere o conversor conforme mostrado na Figura 4.22 (Aguirre et al.,
2000; Correéa et al., 2002; Barroso e Nepomuceno, 2004; Corréa e Aguirre, 2004;
Martins et al., 2009).
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Figura 4.21:
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Relacao entre populagoes de conjuntos Pareto 6timos, D(Ps)
com D(Py) até D(Py).

Comparacao das dimensoes das populagoes de conjuntos Pa-
reto 6timos. D(P5) (cinza) com D(Py) até D(Pr) (preto).
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Figura 4.22: Conversor Buck.

Estrutura de um conversor CC-CC do tipo Buck.

Os dados dinamicos ZV de identificagao (Figura 4.23) e validacio (Fi-

gura 4.24) utilizados sdo os mesmos considerados em Aguirre et al. (2000),

com N = 2000 e decimados por um fator de 12.
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Atuando-se na porta (G) do MOSFET (IRF840), obtém-se uma tensao
continua de saida, V, a partir de uma fonte de tensao continua, V. Durante

todo o teste a tensao da fonte é mantida constante em 24V.

O ciclo de trabalho é definido pela proporcao do tempo em que a chave esta
ligada em relagao ao periodo total, D = T,,/T. Para variar D, utilizaram-se
técnicas de modulagao por largura de pulso, PWM (pulse width modulation)
a uma taxa de 33kHz, utilizando para tal um circuito integrado LM3524. A
taxa de 33kHz resultou em um modo de operacao continuo, ou seja, a corrente

através do indutor era sempre maior que zero.

Quando o ciclo de trabalho tende a unidade, a corrente através do indutor
e V, aumentam, pois a fonte V,; energiza a malha formada por ela, o capacitor
e o indutor. Quando D tende a zero, V, diminui com um regime dinamico

diferente. Esse fato caracteriza um regime dinamico nao linear do sistema.

(a)

2.6

251 1
=24 1

231 1

2'20 0.&)2 0.604 0306 0.608 0.01

(b)

16

11

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
t(s

Figura 4.23: Dados de identificacao — conversor Buck.

Dados de identificagao do conversor Buck, sendo: (a) sinal de
entrada do sistema, (b) sinal de saida do sistema, (buck@).

Em estado estacionério o conversor implementado possui a seguinte relagao

tedrica entre o ciclo de trabalho e a tensao de entrada:
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0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

(b)

0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
t(s

Figura 4.24: Dados de validacao — conversor Buck.

Dados de validagao do conversor Buck, sendo: (a) sinal de
entrada do sistema, (b) sinal de saida do sistema, (buck@).

Vo = DVy
i1
_ (1—D’)vd:<1—“3 )Vd (4.4)
4Vg Vg _
= ———u’
3 3

sendo V, a tensdo na carga (R), D o ciclo de trabalho, V; a tensao constante
de alimentagao e u o valor em estado estacionario da entrada do modelo u(k).

Os dados estaticos podem ser obtidos aplicando-se a Equagao 4.4 valores de
u que abranjam todos os pontos de operacao do sistema (1 a 4V). No exemplo
ZM com M = 11 foi obtido a partir de (4.4). A curva estdtica para o conversor
Buck pode ser vista na Figura 4.25. Os dados dinamicos sao limitados a uma
estreita faixa (12V a 16V aproximadamente) em comparagdo aos possiveis
pontos de operagao, como destacado na caracteristica estatica.

Baseado na identificagdo mono-objetivo (estimador de minimos quadrados),

treze potenciais modelos foram selecionados. Tais modelos foram obtidos uti-



54 4 Resultados numéricos

25

20

15F

101

Figura 4.25: Dados estaticos: conversor Buck.

Curva estatica do conversor Buck, sendo os dados estaticos
de entrada (u) e de saida (y) em volts. Os dados dinamicos
excursionam apenas na regiao delimitada pelas linhas ponti-
lhadas, (buckest@).

lizando taxa de reducgao de erro e, em alguns casos, coincidem com os modelos
selecionados em outros trabalhos publicados (Martins et al., 2009; Barroso e
Nepomuceno, 2004; Corréa e Aguirre, 2004; Corréa et al., 2002; Aguirre et al.,
2000). As estruturas correspondentes aos modelos G = {G;...G3} (IV = 13)
e suas respectivas curvas Pareto estao representadas na Figura 4.26. A Fi-
gura 4.27 mostra com detalhes as curvas Pareto mais préximas da origem. E

possivel observar a intersecao entre varias curvas Pareto.

Devido ao fato deste exemplo ser experimental, utilizou-se um tnico con-
junto de dados, dividido em janelas, conforme ilustrado na Figura 4.28. Os
dados originais com 168 amostras foi dividido em 84 janelas com 84 amos-
tras sobrepostas. Assim, ZN, i = 1...84 (N = 84). Para cada estrutura de
modelo, determinaram-se 84 conjuntos de Pareto. Estes compoem a corres-

pondente populacao de conjuntos Pareto D(P).
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Jsk

Figura 4.26:

Figura 4.27:

900

800

700

600 -

500 -

400 -

200

100 P1.6,7,9,10
P> 3581213 {
0 . . -
0 50 100 150 200 250

JLs

Conjuntos Pareto, P| a Pi3.

Representacao dos conjuntos Pareto referentes aos modelos
P1 a P13.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Conjuntos Pareto, detalhe da Figura 4.27.

Representacao dos conjuntos Pareto mais préoximos da ori-
gem.

Selecao do conjunto G*

Passo 1. D(P;), j =1,2,...,13, é calculado usando a Equacao (3.2).

Passo 2 até Passo 6. Assim como nos exemplos anteriores, escolheu-se para
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| 500° janela

[ |
Amostras 1 2 345 6 ... 500 501 502 ... 997 998 999

| 1%t janela |
( 2% janela |
3%janela |
|

Figura 4.28: Janela deslizante, representacao hipotética.

Representacao de uma massa de dados dividida em 500 ja-
nelas contendo 500 amostras cada.

todos os pares de estruturas de modelos Ny = Ng = 8, N, = 50 com um nivel
de significancia @ = 1%. Depois de aplicar o teste de hipdtese computou-se o
percentual de nao rejeigao wj.

Passo 7. Calculou-se o indice I (Equagao 3.3) e obteve-se o seguinte re-
sultado: [} = 11.7%, I, = 44, 7%, I3y = 444%, I, = 154%, I = 21,8%,
Is = 10,1%, I; = 14,0%, Iy = 33,9%, Iy = 15,5%, Lo = 23,5%, 111 = 37,2%,
I, = 48,6% e I3 = 35,4%. Portanto, escolheu-se a estrutura de modelo G
como a estrutura de modelo lider. Os indices e a forga de conexao da estrutura
lider com as demais estruturas de modelo ¢ ilustrada na Figura 4.29.

Passo 8. Como no primeiro exemplo, escolheu-se 5 = 90% e, o resultado
final foi G* = {G12, G2, G3}.

Neste exemplo wia3 = 99%, wies = 98%, wins = 8%, wiar = 68%.
Os outros pesos foram menores. Para este caso qualquer valor § na faixa de

78% < B < 98% resultaria no mesmo subconjunto final G*.

Verificacao

Assim como nos exemplos anteriores, utilizou-se o estimador bi-objetivo
com o decisor de minima correlacao e o MQE para estimar os vetores de pa-
rametros de cada estrutura de modelo. Desta forma, foi possivel comparar o
desempenho dos modelos.

As respostas em malha aberta e em malha fechada sao apresentadas nas

Figuras 4.30 até 4.33. Os modelos com estruturas Gs e G3 estao agrupados
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I, = 48,6% l,, = 35,4%

l,=11,7%

98% E
e 1, = 44,7%
l,, = 37,2%

99%
e I, = 44,4%
1o = 23,5%

78%
0,
68% 1y = 15,4%

l, = 15,5%
e ls=21,8%
l, = 33,9% e e I = 10,1%

1, = 14%
Figura 4.29: Indice I e forca de conexao entre estruturas de modelos com
o modelo lider, Exemplo experimental.

Percentual de vezes que Hy nao foi rejeitada entre estruturas
de modelos com o modelo lider.

com (15 e, de fato, essas trés estruturas de modelos compoem G*. Entre os
modelos que nao estao contidos em G*, o desempenho de G7 foi um dos mais
proximos de G e, foi incluido nos demais gréaficos para fins de comparagao.

Para a resposta em malha fechada escolheu-se K; = 1 (lei de controle
com integracao) e Ky = —0,1, que é negativo devido ao ganho negativo do
conversor Buck. O sinal de referéncia foi alterado de 8 V para 16 V na iteracao
k = 50, como mostrado nas Figuras 4.32 e 4.33. As condigoes iniciais sao
u(i) =3,i=—6,...,0ey(i) =8, i=—6,...,0.

Os resultados mostram que, de fato, o desempenho de modelos com estru-

turas G, G3 e G5 é semelhante. E interessante observar que as estruturas
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G5 e (G5 sao afins, o que é teoricamente mais adequado para as estruturas de
modelos do conversor Buck (Aguirre et al., 2000). As estruturas dos modelos

G, G3, G7 e (G13 sao apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Estruturas dos modelos Gs, G3, G7 e G1s.

‘ Modelo ‘ Regressores
G2 Ly(k—1) u(k —1) u(k = 5)y(k — 1)
u(k —T)y(k —1) u(k — Dy(k —5) u(k —4)y(k —7)
G Ly(k—1) y(k—2) y(k —3) u(k —1) u(k —3)
G Ly(k—1) y(k—2) y(k—3) u(k — 1) u(k —5)
e y(k—1) y(k = 2) uw(k = 5)y(k — 1) u(k — 1)y(k — 1)
(k—3)y(k —1) u(k —5)y(k —2) u(k —4)y(k — 1) u(k — 1)y(k — 2)

Amostras

Figura 4.30: Resposta em malha aberta, exemplo experimental, estimador

bi-objetivo.
Estruturas de modelos Go, G3, G7 e G1o.
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20

5 10 15 20 25 30 35 40
Amostras

Figura 4.31: Resposta em malha aberta, exemplo experimental, estimador
MQE.

Estruturas de modelos Ga, G5, G7 e G12. MQE com modelo
de ruido e(k) = civ(k—1)+cov(k—2) +v(k) e dez iteragoes.

20

! ! ! ! ! !

30 40 50 60 70 80 90 100
Amostras

Figura 4.32: Resposta em malha fechada, exemplo experimental, estima-
dor bi-objetivo.

K, =1e Ky = —0,1. Estruturas de modelos G (circulo),
G3 (quadrado), G7 e Gia.
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20

30 40 50 60 70 80 90 100
Amostras

Figura 4.33: Resposta em malha fechada, exemplo experimental, estima-
dor MQE.

Ki = 1e Ky = —0,1. Estruturas de modelos Go (cir-
culo), G3 (quadrado), G7 e G12. MQE com modelo de ruido
e(k) = vk — 1) + cov(k — 2) + v(k) e dez iteragoes.

4.4 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo discutiu-se e avaliou-se as caracteristicas do critério de dis-
criminacgao de estruturas de modelos.

A metodologia apresentada no Capitulo 3 foi aplicada a trés exemplos si-
mulados e um experimental. No primeiro exemplo, um exemplo padrao da
literatura especifica, o desempenho do método foi averiguado. No segundo
exemplo trabalhou-se com um modelo com parametros de diferentes ordens de
grandeza e atraso puro de tempo, e novamente o método foi avaliado, dado
que o modelo que gerou os dados é conhecido e obtido por meio de simula-
¢ao. O terceiro exemplo, desenvolvido pelo préprio autor, teve como objetivo
averiguar o método quando tém-se estruturas com atrasos de tempo distintos.

O exemplo experimental é uma aplicacao para o caso do conversor Buck,
que ja foi amplamente estudado na literatura. Nesse caso nao ha modelo
nominal e um conjunto de modelos foi obtido e validado, para representar o

sistema.
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No proximo capitulo a metodologia proposta ¢é utilizada como subproduto
para descrever um outro procedimento para obter, a partir do método pro-
posto, uma regiao de incerteza. Tal regiao representa a incerteza paramétrica

e estrutural do sistema.






Capitulo 5

Incerteza intervalar

“A ideia de um método que contenha principios cientifi-
cos inalterdveis e absolutamente obrigatorios que rejam
0s assuntos cientificos se defronta com dificuldades ao
ser confrontada com os resultados da investiga¢dao his-
torica. Descobrimos que nao existe uma unica regra,
por mais plausivel que parega, por mais alicercada so-
bre a epistemologia, que nao seja desrespeitada numa
ou noutra ocasido. E evidente que tais transgressoes
nao ocorrem acidentalmente (...) mas sao antes neces-

sarias ao progresso.”

Paul Feyerabend!

5.1 Introducao

Este capitulo, que é prospectivo e preliminar, tem como objetivo descrever
uma metodologia para converter a populacdo de conjuntos de Pareto, D(F;),
em incerteza intervalar nos parametros. A transmutacao de um conjunto de
estruturas de modelos G* para um modelo incerto, é ilustrado na Figura 5.1,
destacado pelos retangulos tracejados.

A identificagdo de modelos é usualmente a tarefa mais significativa e demo-
rada no trabalho de implementacao e manutencao de sistemas de controle que

usam controle preditivo baseado em modelos. Segundo Rivera et al. (2003),

!(Feyerabend, 1970, p. 15).
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os esforcos gastos na modelagem podem consumir até 75% do custo de um
projeto de controle.

O modelo com incerteza paramétrica apresentado a seguir pode ser utili-
zado no projeto de controladores. As préximas segoes descrevem a regiao de
incerteza obtida a partir da populacao de conjuntos de Pareto e o procedimento

para obter o modelo com incerteza paramétrica.

Controlador
4 Baseadoem
/ Modelo
J
o 5/
Identificacdo &) Controlador
. < .
de sistemas & Preditivo
e,/
! I
(’(uoll
Identificacio &‘,‘7 Fungdo de
Multiobjetivo £/ transferéncia
&/
N ‘l’ """" N ¥ [ — “17 """" -
1 1 I, 1 1
1 1 7’ 1 1
! Modelos D | Modelo |
e e e
7z

! \L ! J !
1 1 1 1
1 1 1 1
: Regides de | ! Incerteza !
i Incerteza i ' paramétrica | I
1 1 1 1
Lo-_--_--------—-—-—-—-- | [ A ¢ _______ —1

Robustez em

controladores

MPC

Figura 5.1: Fluxograma ilustrativo da ligacao entre identificacdo, incer-
teza e controle.

Destaque para o conjunto de modelos (G*) e incerteza e a tran-
sicao para um modelo com incerteza paramétrica aplicada em
um controlador preditivo baseado em modelo.

5.2 D(P)) e incerteza nos parametros

No Capitulo 3 foi descrito um procedimento para obter um conjunto G*
de modelos [-equivalentes. O conjunto é formado por modelos de estruturas
diferentes que nao sao distinguiveis para os conjuntos de dados disponiveis.

Para cada modelo G; do conjunto G*, tem-se um Pareto P; associado.

Como a estrutura de todos os modelos em cada conjunto Pareto é a mesma, o
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que distingue um modelo do outro é o vetor de parametros.

Portanto a incerteza do vetor de parametros refletira a dispersao dos con-
juntos Pareto. A populagao de conjuntos de Pareto é dada por (ver Equa-
¢ao 3.2):

D(P) = Pi(G;(6,).2)2™),
i=1
em que a populacdo D(P;) relacionada ao conjunto Pareto P; é a unido de
todos N, conjuntos de Pareto produzidos pela mesma estrutura de modelo,
mas com diferentes realizagoes de dados dinamicos. Portanto, a dispersao de

D(P;) indica a incerteza associada a estrutura G, aos parametros 6, e aos
dados Z}.

5.2.1 Descrigao da regiao de incerteza D

Uma vez que cada Pareto é composto por modelos de mesma estrutura e
parametros diferentes e cada estrutura de modelo dé origem a um conjunto Pa-
reto diferente, a regiao de incerteza é formada pela uniao de todos os conjuntos

de populacoes de Pareto, assim definida

D =D(P)UD(P)U---UD(P)), (5.1)

em que j indica o j-ésimo elemento do conjunto de estruturas de modelos
[-equivalentes (G*), definido na Secao 3.4.

A Figura 5.2 ilustra a uniao das populacoes de conjuntos de Pareto, tal
uniao resulta na regiao de incerteza D, representada como pontos no plano
Jrs X Jsp. Ou seja, a regiao D é o resultado da uniao das populagoes de
conjuntos de Pareto. Tais populagoes sao obtidas por meio de estimacao mul-
tiobjetivo de parametros.

Do conjunto D extraem-se informacgoes para obter os intervalos dos para-

metros do modelo incerto, conforme detalhado na préxima secao.

5.2.2 Modelo com incerteza intervalar

O procedimento para obtencao do modelo com incerteza intervalar é des-

crito na sequéncia. Suponha que ha um conjunto inicial G* composto por j
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1 1
0.9 1 0.9
0.8 D P 1 081
07 D(Pl) ( 2) 1 07 D
0.6 0.6
=) =)
U0.5 U0.5
= =
0.4 i 04
0.3 D(PS) 1 031
0.2 1 0.2
0.1 0.1
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1
JLS JLS
(a) Populagao de conjuntos de Pareto (b) Uniao da populagao de conjuntos
D(P;), j =123 de Pareto D(P;), j = 1,2,3.

Figura 5.2: ITlustracao da uniao das populagoes de conjuntos de Pareto,

regiao de incerteza D.

modelos B-equivalentes. Sejam ZN, i = 1,... N, realizacdes de dados dinami-

cos e ZM  os dados estaticos.

. Escolher uma estrutura do conjunto G*. Sugere-se escolher a estrutura

do modelo lider. A estrutura escolhida é denotada por Gp.

Em principio todos os j modelos do conjunto G* sao equivalentes e a
escolha de qual utilizar é facultativa. Pode-se, por exemplo, escolher o
modelo lider, como sugerido, ou escolher um modelo baseado no principio

da parcimonia.

. Estimar, por meio da técnica de Minimos Quadrados Estendidos (MQE),

os parametros Op para a estrutura escolhida Gp.

. Simular o modelo QD(éD) nos dados de validacao e calcular Jig e Jsp.

Colocar os valores no plano Jig X Jsp, correspondente a regiao D.

. Tomar um outro conjunto de parametros, a partir de uma distribuicao

Gaussiana com centro em Op e desvio padrao og_.

. Repetir os passos 3 e 4 N vezes (por exemplo N = 100). Ajustar Tp,, S€

necessario.

. O algoritmo termina quando os valores de Jyg e Jgr calculados a partir

de Gp(fp) se sobrepoem A regido D, definida em (5.1).
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Ao final do algoritmo é obtida uma populacao de conjuntos de Pareto re-
ferentes a estrutura Gp, que ocupa uma regiao no plano Jig X Jgg parecida a

ocupada por D.

A populagao de conjuntos de Pareto representa a regiao de incerteza. Como
a estrutura de todos os modelos em cada conjunto Pareto é a mesma, o que

distingue um modelo do outro é o vetor de parametros.

A fim de traduzir a regiao de incerteza em valores paramétricos obtém-se
os parametros do modelo relacionado a cada ponto das curvas Pareto, de tal

forma que:

{63.05---07} € P (5.2)
{01.05---01} € P,

em que j é o nimero da populacao de conjuntos de Pareto referentes a estrutura
Gp e i sdo os parametros do modelo Gp(Ap) (dimensio de Op). A Figura 5.3

ilustra a nomenclatura utilizada.

0%,03.62(1)

il 51 g1
01,05,0; (M)

63.63.,07 (M)

69,63,67 (a)

n n n n n n n n n

48 49 50 51 52 53 54 55 56
Jis

Figura 5.3: Ilustracao dos conjuntos Pareto que compoem a regiao D.

Conjuntos Pareto {P;,P,--- ,P;} e seus respectivos modelos
G;, em que o indice j refere-se a cada conjunto Pareto da
regiao D e o indice ¢ sao os parametros do modelos. M é o
numero de pontos da curva Pareto.
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Os limites minimo e maximo sao definidos em cada parametro. Por exem-
plo, 6; é o minimo de {0},0%--- 6]}, o maximo 6, é definido de forma andloga.

Finalmente, o politopo de incertezas, C, é dado por:
C:{éﬁgéDgé{g, com k=1---j e nzl---z’.}. (5.3)

O modelo QD(éD) definido no politopo C, incorpora incerteza intervalar nos
parametros e pode ser utilizado no projeto de controladores robustos baseados
em modelo, conforme ilustrado no fluxograma da Figura 5.1.

As metodologias de projeto de controladores baseados em modelo carecem
de um cuidado relacionado & robustez. E necessdrio controladores que pre-
servem a estabilidade e desempenho, apesar das imprecisoes ou incertezas dos
modelos.

Um dos principais desafios dos controladores robustos é garantir a viabi-
lidade de solugoes e consequentemente garantir a estabilidade (Rodrigues e
Odloak, 2000; Ramos et al., 2008). Nao levar em conta as incertezas pode

resultar em um problema de otimizagao inviavel.

5.3 Exemplo

O seguinte exemplo é uma extensao daquele abordado na Se¢ao 4.2.1 e tem
o intuito de ilustrar a obtencao da incerteza intervalar.

Seja conhecido o conjunto G* = {Gy, G1, G2, G3} de estruturas que sao [3-
equivalentes com um nivel de significancia @ = 1% e com 8 = 90%. Os termos

das estruturas sao:

Go « [Ly(k—1) u(k —2) u(k —1)* y(k — 2)7;
Gr ¢+ [Ly(k—1) ulk —2) u(k — 1) y(k — 2)? y(k — 2) u(k — 2)?);
Gy : [Ly(k—1) u(k —2) ulk —1)* y(k — 2)* y(k — 2) u(k — 1) u(k — 2)°];
Gy [Ty(k—1) u(k—2)ulk —1)2yk —2)? u(k — 3)ulk — )y(k — 1)
(

Utilizando a Equagao (3.2), reapresentada na Segao 5.2, tém-se as popula-

¢oes de conjunto Pareto D(F;), j = 0,...,3 referente a cada estrutura de G*,
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conforme ilustrado na Figura 5.4.

A regiao de incerteza é formada a partir da uniao de todos os conjuntos de
populacoes de Pareto no plano Jig e Jsp. Apresentada na Figura 5.5, a regiao

é dada por D = D(Fy)) UD(P) UD(P) UD(Ps).

D(FRy) D(Py)
20 20
15 15
%10 10
Z
5 5
0 0
20 60 80 100 120 20 60 80 100 120
D(P,) D(P3)
20 20
15 15
%10 10
Z
5 5
0 0
20 60 80 100 120 20 60 80 100 120
Jus Jis

Figura 5.4: Ilustragao de D(Fy) a D(Ps).

Populacao de conjuntos de Pareto referente aos modelos do
grupo G*.

Conhecidos G*, D(P;) e D e as realizagoes de dados dinamicos (Z}V) e
estaticos (ZM), a préxima etapa é obter o modelo com incerteza intervalar nos

parametros. A seguir passaremos pelos passos descritos na Secao 5.2.2.

Passo 1. Escolher a estrutura do modelo lider como Gp.
Gp : [Ty(k—1) uk—2)ulk—1)2y(k—2).

Passo 2. Para a estrutura Gp escolhida, estimar, por Minimos Quadrados
Estendidos, os parametros 6p. O modelo QD(éD), estimado por MQE com
modelo de ruido e(k) = civ(k — 1) + cov(k — 2) + v(k) e dez iteragoes é dado

por:
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20

18

16

141+

12

40 50 60 70 80 90 100 110 120
Jis

Figura 5.5: Uniao da papulagao de conjuntos de Pareto. Regiao D, exem-

plo ilustrado.

Regiao D no plano Jig x Jsp, obtida a partir de D(Fy) U
D(P,) UD(P,) UD(Ps), conforme Equagao 5.1.

y(k) = 0,5508 + 0,4910y(k — 1) + 0,8180u(k — 2)
+0,9836u(k — 1)* — 0,0502y(k — 2)°. (5.4)

Passo 3. Simulou-se o modelo Gp (éD), descrito pela Equacao 5.4, nos dados
de validagao e calculou-se Jyg e Jsp. Os valores obtidos sao dispostos no plano
Jrs X Jsr, correspondente a regiao D.

Passo 4 e Passo 5. Define-se outro conjunto de parametros a partir de
uma distribuicao Gaussiana com centro em Op e desvio padrao op_. Simula-se
novamente o modelo (5.4), calcula-se Jig e Jsp e representa os valores no plano
(passo 3).

Passo 6. Neste exemplo executou-se o procedimento (passos 3 e 4) 100
vezes, numero de repetigoes suficiente para que os valores de Jpg e Jgp cal-
culados a partir de Gp (éD) se sobrepoem a regiao D, conforme ilustrado na
Figura 5.6. Os valores médio dos parametros e os respectivos desvios padrao,
sao apresentados na Tabela 5.1.

A populacao de conjuntos de Pareto referentes a estrutura Gp representa a

regiao de incerteza e a estrutura de todos os modelos em cada conjunto Pareto
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Tabela 5.1: Valor médio dos parametros estimados e os desvios padrao,

distribuicao gaussiana.

| Regressores | Parametros (6p) | Desvio padrao |

1 0,5508 0,0265
y(k—1) 0,4910 0,0084
u(k —2) 0,8180 0,0160
u(k —1)? 0,9836 0,0108
y(k — 2)? 20,0502 0,0011

20

18

16

14

Jus

Figura 5.6: Regiao de incerteza D e regiao obtida a partir de QD(éD).

I I I I I I I
40 50 60 70 80 90 100 110

.
120 130

Tlustragao da sobreposicao da regiao obtida a partir de
Gp(fp), pontos pretos, sobre a regiao de incerteza D, linhas

em cinza.

¢ a mesma. O que distingue um modelo do outro é o vetor de parametros.

Os valores minimos e maximos de cada parametro da populacao de Pareto

definem o politopo de incertezas (5.2), dado por:

0,4616 < 6, < 0,6500
0,4628 < 05 < 0,5224
C = 0,7642 < 5 < 0,8779
0,9474 < 6, < 1,0239

—0,0540 < 05 < —0,0460

(5.5)
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Os parametros 91, e ,é5 variam no politopo de incerteza. Portanto, QD(éD),
em que 6o pode assumir qualquer valor em C (5.5), representa as estruturas

{Go, G1,Ge, G3}, estruturas do conjunto G* de modelos [-equivalentes.

Verificagao

O desempenho do modelo obtido foi verificado. Avaliou-se a estrutura Gp
para diferentes parametros do politopo de incertezas C (5.5). Para verificacao,
escolheram-se duas ferramentas de andlise: 1) resposta em malha aberta e

ii) resposta em malha fechada, conforme descrito na Segao 3.5.

As respostas em malha aberta e em malha fechada sao apresentadas nas
Figuras 5.7 e 5.8. Para a resposta em malha fechada escolheu-se K7 = 0 (lei
de controle puramente proporcional) e Ky = 0,2. O sinal de referéncia foi
alterado, de 0 para 0,5 na iteragao k = 50, como mostrado na Figura 5.8. As

condigoes iniciais sdo u(i) = 0,7 = -2, — 1,0 e y(i) = 0,5, i = —1,0.

O erro em estado estacionario, apresentado na resposta em malha fechada,
é justificado uma vez que o controlador é puramente proporcional. Entretanto,
o principal intuito é verificar se o modelo com estrutura Gp inclui os demais
modelos do conjunto G* e nao avaliar o desempenho do controlador propria-

mente dito.

Para as respostas em malha aberta e em malha fechada, os modelos com
estrutura G1, Gy e (G3 encontram-se visivelmente inclusos na faixa de varia-
¢ao do modelo com estrutura Gp, mesmo sendo de estruturas diferentes. Na
resposta em malha aberta (Figura 5.7), G3 apresentou uma maior variacao,
principalmente durante o regime transitério. De forma geral, pode-se dizer
que o modelo Gp, definido no politopo de incerteza, inclui os modelos G, Go

e (g3, a0 menos nos dois testes realizados.

Além disto, a faixa de resposta pode ser utilizada para determinar limi-
tes do comportamento dinamico do sistema controlado, ou em aplicacoes que

destinam-se a encontrar o melhor desempenho no pior caso.
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4.4

4.2 B

2.8 - -

4 6 8 10 12 14 16 18
Amostras

Figura 5.7: Resposta em malha aberta, estrutura Gp.

(—e) modelo Gp com parametros definidos por MQE e em
cinza modelos com os parametros definidos no politopo de
incerteza, (—) modelos G} até Gs.
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Figura 5.8: Resposta em malha fechada, estrutura Gp.

(—e) modelo Gp com parametros definidos por MQE e em
cinza modelos com os parametros definidos no politopo de
incerteza, (—) modelos G} até Gs.
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5.4 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo descreveu-se um procedimento para converter a populacao
de conjuntos de Pareto, definida no Capitulo 3, em incerteza intervalar nos
parametros. O resultado foi um modelo no qual os parametros sao definidos
em um politopo de incerteza e que contém caracteristicas dos modelos de G*.
Um exemplo ilustrado foi descrito com o objetivo de enfatizar e facilitar a
compreensao do desenvolvimento sugerido.

O procedimento pode ser aplicavel na obtencao de modelos com incerteza
intervalar para o projeto de controladores baseados em modelo, tema para

pesquisas futuras, apontado no préximo capitulo.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas
Futuras

“Quando um cientista enuncia uma lei ou uma teoria,
ele estd contando como se processa a ordem, estd ofe-
recendo um modelo da ordem. Agora ele poderd prever
como a natureza vai se comportar no futuro. E isto
que significa testar uma teoria: ver se, no futuro, ela

se comporta da forma como o modelo previu.”

Rubem Alves!

6.1 Introducao

Este capitulo tem como objetivo apresentar as principais contribuigoes
deste trabalho. Em seguida, faz-se um balanco dessas contribuicoes. Por fim,
as perspectivas de pesquisas futuras sao apresentadas, advindas do encontro

de questoes cuja investigagao nao foi conduzida neste trabalho.

6.2 Discussoes e contribuicoes

Quando a quantidade de dados é limitada e possui incertezas, torna-se

cada vez mais dificil distinguir entre um conjunto de estruturas de modelos

L Alves (2005, p. 29).
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semelhantes. Em outras palavras, nao parece necessario nem justificavel pro-
curar, em situagoes praticas, uma unica estrutura de modelo. Assumindo isso,
o problema abordado neste trabalho foi a forma de selecionar, a partir de
um conjunto de estruturas de modelo candidatas aquelas que parecem mais
consistentes com os dados.

A solucgao proposta para este problema foi um método de discriminacao de
estruturas de modelos com base em um teste de hipotese e conjuntos Pareto
referentes a cada estrutura candidata. O resultado é um conjunto de estruturas
de “modelos semelhantes” escolhidos a partir de um conjunto inicial de estrutu-
ras candidatas. O procedimento foi testado em dados medidos e simulados. Os
modelos obtidos foram comparados e o desempenho das estruturas selecionadas
foi semelhante em ambos os testes de malha aberta e malha fechada.

As principais caracteristicas do procedimento sao:

i) o uso de otimizagao bi-objetivo para construir o Pareto permite utilizar
um conjunto adicional de dados. Neste trabalho foram utilizados dados

de estado estacionario;

ii) o uso do teste estatistico de hipdteses permite que o usudrio ajuste o

grau de confian¢a na escolha de estruturas de modelos;

iii) o resultado é um subconjunto de estruturas de modelos que, do ponto
de vista de curvas Pareto, nao se distinguem entre si, dentro dos limites

de confianca utilizados;

iv) os conjuntos de curvas Pareto também podem ser encontrados em pro-
blemas de otimizacao nao-convexa, o método proposto é igualmente apli-

cavel nesses casos;

v) para cada estrutura de modelo obtém-se uma populagao de conjuntos
de Pareto D(P). A mesma populagao foi utilizada para delinear uma

regiao de incerteza D;

vi) existem implicagoes em escolher o conjunto de estruturas candidatas.
Por exemplo, pode-se ter um conjunto inicial de estruturas candidatas
igualmente ruins. Neste casso, o procedimento apontard a equivaléncia

entre modelos ruins. Em outras palavras, o procedimento nao indica se
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vii)

um modelo é bom ou ruim, mas sim se eles sao equivalentes ou nao.
Isto ficou evidente no terceiro exemplo do quarto capitulo, Secao 4.2.3.

Portanto, um cuidadoso procedimento de validacao ainda é fundamental.

nao ¢ esperado que o procedimento leve em conta questoes como quali-
dade e desempenho do conjunto de estruturas candidatas. Por exemplo,
questoes como atraso puro de tempo devem ser estimadas por algum ou-

tro método, e o conjunto G deveria ter estruturas com essas informagoes.

Um procedimento para converter a populagao de conjuntos de Pareto, em

incerteza intervalar nos parametros também foi proposto. O resultado foi um

modelo no qual os parametros sao definidos em um politopo de incerteza e que

contém caracteristicas dos modelos de G*. Uma vez que Gp ¢é obtido a partir de

um conjunto G* de modelos [-equivalentes, de diferentes estruturas, pode-se

dizer que a incerteza é definida tanto nos parametros quanto na estrutura.

6.3 Publicacoes

1.

Barbosa, A. M., Takahashi, R. H. C. e Aguirre, L. A. Equivalence of
Nonlinear Model Structures Based on Pareto Uncertainty. IET Control
Theory & Applications, 2015. // doi: 10.1049/iet-cta.2015.0408.

Ottoni, A. G. S., Barbosa, A. M., Takahashi, R. H. C. e Aguirre, L. A.
Controle Preditivo Baseado em Modelo Linear com Incerteza Interva-
lar: Formulagao e Anélise de Estabilidade. In: XI Simpdsio Brasileiro
de Automacao Inteligente, 2013, Fortaleza. IX Simpdsio Brasileiro de

Automacao Inteligente, 2013.

Martins, S. A. M., Barbosa, A. M. e Nepomuceno, E. G. Determinacao
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Inteligente, 2013, Fortaleza. IX Simpdsio Brasileiro de Automacgao Inte-
ligente, 2013.
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6.4 Pesquisas futuras

A partir do que foi apresentado e discutido nesta tese, pode-se enumerar
algumas propostas de pesquisas futuras. A esperanga é que tais propostas pos-
sam ser um dia conduzidas, ja que constituem, em principio, area promissoras
para a area de identificagao multiobjetivo, e identificagdo para controle. As

propostas sao enumeradas a seguir.

1. Avaliar o modelo com incerteza intervalar em controladores baseados em

modelo.

2. Desenvolver uma métrica capaz de atestar que todos os modelos do con-

junto G* sao igualmente relevantes para o projeto de controle.

3. Estudar o projeto 6timo de experimentos de identificagao para controle

robusto.

4. Estabelecer possiveis relagoes entre a qualidade da regiao de incerteza D

e os objetivos de controle robusto.

5. Verificar o procedimento de equivaléncia de modelos para representa-
¢oes matematicas diferentes e fungoes objetivos diferentes, tanto convexa

quanto nao convexa.
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Apéndice A

Rotinas Computacionais

“ FE como os frequeses o chamam?

- Os doutor me chamam assim, o: “O, negao!” Eu acho
até que € carinhoso.

- O senhor chama eles de doutor?

- Pra mim todo mundo é doutor. Pisou no aeroporto
¢ doutor. E 0, doutor, como wvai, doutor, € pra jd,

doutor....”

Entrevista com Adail José da Silval

Esse apéendice tem como objetivo apresentar as principais rotinas compu-
tacionais desenvolvidas no trabalho e que servirao de base para os estudos
futuros. Todas rotinas foram desenvolvidas no MATLAB™ (Matrix Labora-

tory, MathWorks, 2011b), por meio de script e do pacote SIMULINK®.

A.1 teste-hipotese

Sintaze

[p,h] = ranksum(amostral,amostra2,alpha)

Entrevista com Adail José da Silva, carregador de malas do Aeroporto Salgado Filho,
em Porto Alegre, para a coluna semanal de reportagem do jornal Zero Hora, 1999.
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Descricao

Retorna o resultado do teste de hipétese ( Wilcozon) entre as duas amostras

(modelos) avaliados.

Entrada
amostral : amostra do modelo 1

amostra? : amostra do modelo 2

alpha : nivel de significancia

Saida

p : o valor da probabilidade, valor-p (p-Value)

h : indica se a hipotese nula foi rejeitada para o valor de alpha

MATLAB™ (Matrix Laboratory, MathWorks, 2011b)
Adaptado por Alipio Barbosa - 15/06/14 - UFMG/Belo Horizonte

A.2 pareto

Sintaxe
ljls,jsf] = pareto(modelo,u,y,ue,ye,nmod,flag)
Descrigao

Gera o grafico do conjunto Pareto Otimo e retorna o conjunto de dados de

custo dinamico e estatico que compoem a curva Pareto.

Entrada
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modelo : conjunto de termos (ver item A.3).

u : dados dinamicos de entrada

Y : dados dinamicos de saida

ue . dados estaticos de entrada

ye : dados estaticos de saida

nmod  : numero de pontos da curva Pareto

flag : habilita a saida grafica se flag = 1, desabilita se flag = 0
Saida

jls . vetor com os dados de custo dinamico

gsl = vetor com os dados de custo estético

Alipio Barbosa - 15/06/15 - UFMG/Belo Horizonte

A.3 build-r

Sintaze
[R] = build-r(modelo)
Descrigao

Retorna o mapeamento linear R utilizado na estimacao multiobjetivo dos
parametros ou na obtencao dos coeficientes de agrupamentos.
A codificagao descrita a seguir é utilizada nessa e nas demais fungoes que

utilizam a estrutura do modelo como informacao.
e constante = 0;
e y(k—1i) = 100i;
o u(k —i) = 200i;
o c(k—1) = 300i;

As linhas dessa matriz representam as combinacgoes dos termos acima, como

exemplificado a seguir:
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1001 1001 1001 y(k — 1)3
2001 1001 0 k—1Dylk—1
modelo = = u( Jy( )
0 0 constante
2001 2001 2002 u(k — 1)2u(k: —2)

Entrada

modelo : conjunto de termos

Saida

R : mapeamento linear dos coeficientes de agrupamento

Jodo Paulo Vieira - 25/02/10 - UFSJ/S3o Jodo del-Rei
Alipio Barbosa - 27/03/10 - UFMG/Belo Horizonte

A.4 build-q

Sintaxe
(@, agrup| = build-q(R,modelo,ye,ue)
Descricao

Retorna a matriz de regressores estaticos utilizada na estimacao Multiob-

jetivo dos parametros.

Entrada

R : matriz dos coeficientes de agrupamento (ver A.3 build-r)
modelo : conjunto de termos
ue : dados estético de entrada

ye : dados estatico de saida

Saida
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() : matriz de regressores estaticos

Jodo Paulo Vieira - 25/02/10 - UFSJ/S3o Jodao del-Rei
Alipio Barbosa - 27/03/10 - UFMG/Belo Horizonte

A.5 Dbuild-pr

Sintaze

[U] = build-pr(modelo,u,y)
Descricao

Retorna a matriz de regressores V.

Entrada

modelo : conjunto de termos

U : dados de entrada
Y : dados de saida
Saida

U : matriz de regressores

Eduardo Mendes - 11/08/94
ACSE - Sheffield

A.6 simodeld
Sintazre
[y] = simodeld(modelo,z0,u,y0,e)

Descrigao
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Retorna a predicao infinitos passos a frente.

Entrada

modelo : modelo identificado

x0 : parametros
u : dados de entrada
y0 : condigoes iniciais
e : ruido

Saida

y : saida predita infinitos passos a frente

Eduardo Mendes - 03/09/94
ACSE - Sheffield



Apéndice B

Tabela Estatistica

“Parece que Isaac Newton estava certo quando disse
que pode ver além so por estar apoiado em ombros de

gigantes.”

Lutz Bornmann®

Esse apéndice tem como objetivo facilitar o acesso do leitor a tabela es-
tatistica utilizada para ilustrar a aplicacao do teste de hipdtese. A tabela
apresentada é baseada no teste de Wilcoxon ( Wilcoxon Rank Sum Test) e esta

também disponivel em Walpole et al. (2012).

!Lutz Bornmann, pesquisador de bibliometria da Sociedade Max Planck em Munique,
Alemanha, autor de artigo que mostra que os artigos mais propensos a ter maior impacto
citam outros papers de alto impacto (Nature, 14/10/10).



B Tabela Estatistica

Table A.17 (continued) Critical Values for the Wilcoxon Rank-Sum Test
One-Tailed Test at a = 0.025 or Two-Tailed Test at a = 0.05
g
n, 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1
2 0 0 0 0 1 1 il 1 i 2 2 2 2
3 g u 1 2 2 3 3 4 4 5 5 G G 7 7 8
4 0 1 2 3 4 4 5 6 i 8 g 1 11 I 312 13 13
5 2 3 5 6 7 8 9 11 12 18 14 15 1¢f 18 19 20
6 5 6 8§ 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27
7 8§ 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 a2 34
8 13 15 17 19 22 24 26 29 31 34 36 38 41
9 17 20 23 26 28 31 34 37 39 42 45 48
10 23 26 29 33 36 39 42 45 48 B2 55
11 30 33 37 40 44 47 51 55 58 62
12 37 41 45 49 53 57 61 G5 69
13 45 50 54 59 63 6T T2 76
14 55 59 64 67 T4 78 83
15 64 70 75 80 85 90
16 75 81 86 92 98
17 87 93 99 105
18 99 106 112
19 113 119
20 127
One-Tailed Test at e = 0.05 or Two-Tailed Test at « = 0.1
T2
n, 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 0 0
2 0 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3 3 3 4 4 4
3 0 0 1 2 2 3 4 4 5 5 § T T ] 9 9 10 11
4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14 15 16 17 18
5 4 5 G 8 9 11 12 13 15 16 18 19 20 22 23 25
6 7 g§ 10 12 14 16 17 19 21 23 25 26 28 30 32
7 1 13 15 17 19 21 24 26 28 30 33 35 37 39
8 15 18 20 23 26 28 31 33 36 39 41 44 47
9 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54

27 31 34 37 41 44 48 51 55 58 62
34 38 42 46 50 54 57 61 65 69
42 47 51 55 60 64 68 72 7

51 56 61 65 70 75 80 34
61 66 71 77 82 87 92
72 7r 83 88 94 100

83 89 95 101 107

9 102 109 115

109 116 123

123 130

138

Tabela estatistica. Teste de hipétese. Wilcozon Rank Sum Test. Retirado
de Walpole et al. (2012, p. 761).



