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Resumo

Em teoria de filas, um dos principais interesses dos pesquisadores é estudar o
seu comportamento, seu processo de formacdo e analisar algumas
caracteristicas de desempenho, tais como, por exemplo, a intensidade do
trafego, definida como sendo a raz&do entre a taxa de chegada e a taxa de
atendimento. No entanto, sabe-se que na maioria das vezes 0s parametros
envolvidos no processo ndao sao conhecidos e precisam ser estimados. Este
artigo visa obter estimativas para a intensidade de trafego em filas markovianas
finitas com um Unico servidor, denominadas M/M/1/K, na notacdo de Kendall
(1953). Para tanto utilizaremos o método de estimacao do minimo qui-quadrado.

Um exemplo numeérico ilustra o procedimento.
Palavras-chave: Filas markoviana, servidor Unico, intensidade de trafego,

estimacgao por minimo qui-quadrado.



Abstract

In queuing theory, one of the researchers' main interests is to study their
behavior, their training process and analyze some performance characteristics,
such as, for example, the intensity of the traffic, defined as the ratio between
arrival rate and the rate of care. However, it is known that most of the time the
parameters involved in the process are not known and need to be estimated. This
article aims to obtain estimates of traffic intensity in finite Markovian queues with
a single server, named M/ M/ 1 /K, in Kendall's notation. For this we will use the
estimation method of the chi-square minimum. A numerical example illustrates

the procedure.

Key Words: Markovian rows, single server, traffic intensity, chi-square minimum

estimation.
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1. Introducéo

O uso de filas faz parte do nosso dia-a-dia. No supermercado, no banco, nos
centros lotéricos, nos postos de gasolina, enfim, em qualquer lugar podemos nos
deparar com esse sistema. Sabe-se que as filas sempre ocorrem quando a
procura por um determinado servigco é maior que a capacidade do sistema de

prover este servigo. De acordo com Almeida & Cruz (2015) um dado sistema de



filas pode ser descrito por seis componentes, quais sejam: (i) o processo de
chegada, (ii) a distribuicdo do tempo de servico, (iii) 0 niumero de servidores, (iv)
a capacidade do sistema, (v) a populacdo de usuérios e (vi) a disciplina de
atendimento. Em geral os sistemas de filas tém diferentes caracteristicas, mas
suas formas de funcionamento séo similares. O grande interesse é otimizar os
sistemas de filas, de forma a reduzir seus custos operacionais e melhorar seu
desempenho. Sendo assim, 0 conhecimento de algumas das suas
caracteristicas é importante, tais como a taxa de chegada A, o tempo médio 1/u
gue um servidor leva para executar um servico, a intensidade do trafego p,
definida como sendo a razao entre A e y, a esperanga do numero de clientes no
sistema L e o tamanho da fila Lq. Neste artigo trataremos da estimacdo da
intensidade de trafego p em filas finitas com chegada Poisson e taxa de
atendimento exponencial. O termo finito indica que estamos supondo que o
namero de clientes no sistema ndo pode ultrapassar uma quantidade
especificada (neste artigo representaremos por K). Em geral isto € encontrado
na maioria das situacfes reais como supermercados, bancos, etc. Sua
representacdo usual, segundo Kendall (1953), € M/M/1/K. O primeiro M indica
chegadas Poisson, o segundo M taxa de atendimento exponencial, 0 numero 1
indica um servidor e o Ultimo que o sistema possui capacidade maxima de K

clientes no sistema.

A literatura apresenta uma grande quantidade de artigos que estudam diversas
caracteristicas de estimacao, tanto por métodos inferenciais classicos, quanto
por métodos bayesianos. Entre os métodos classicos, pode-se citar por exemplo
o trabalho de Clarke (1957) que apresenta estimadores de maxima

verossimilhanga para taxa de chegadas e taxa de atendimento em filas M/M/1.



Bhat et al. (1997) mostra que os estimadores de momentos podem ser usados
para estimar a taxa de chegada e atendimento em filas M/M/1. Para intensidade
de trafego Choudhury and Borthakur (2008) apresentam estimadores

bayesianos e de maxima verossimilhanca também para filas M/M/1.

O objetivo deste trabalho é apresentar estimativa para intensidade de trafego p
em filas M/M/1/K pelo método do minimo qui-quadrado avaliando o seu
desempenho. Considerando que o método do minimo qui-quadrado é mais
intuitivo que o de maxima verossimilhanca segundo Berkson (1980),
pretendemos avaliar se este método pode ser considerado uma alternativa de
estimacao viavel. Nao encontramos na literatura a utilizagcdo do método proposto

em sistema de filas.

O trabalho estéa organizado como se segue. Na secao 2, detalhamos o modelo
probabilistico para filas M/M/1/K e o método de estimacdo do minimo qui-
qguadrado. Na secao 3 realizamos um estudo de simulacdo de Monte Carlo para
avaliar o método de estimacdo do minimo qui-quadrado para intensidade de
trafego em filas M/M/1/K. Na secéo 4 apresentamos um exemplo numérico e

conclusdes e sugestdes de trabalhos futuros sédo descritas na secéo 5.

2. Modelo Probabilistico e o Método do Minimo Qui-Quadrado

De acordo com Gross et al. (2009), a distribuicdo estacionaria do numero de
clientes (M) no sistema em uma fila M/M/1/K, considerando p <1, é dado por

(2.1).



1_ m
P, =P(M :m):{l_’%p , m=01...K (2.1)

Seja uma amostra aleatéria do sistema em que se observa x;, i=1,2, ..., n a
qguantidade de clientes no sistema. Considere que X = {x1, X2, ..., Xn} representa
a amostra aleatéria de tamanho n. A frequéncia observada para os valores de
m, m=0,1, ..., K, é indicada por Oj, j=1,2, ..., K+1. Ou seja, na amostra X
observamos O1 resultados com m=0; Oz resultados com m=3 até Ok+1 resultados
com m=K. J& o valor esperado de cada uma das K+1 categorias sera dada por

E;=nz; em que r;é dado por:

1- .
”J:{ —p{;ﬂpj Loj=1.,K+1 (2.2)

Considere a estatistica definida pela expressao (2.3). Dado a amostra X, o valor

de p que minimiza (2.3), p, sera o estimador denominado minimo qui-quadrado.

k1(0, —E.)?
2(p)=2——~
iz Ej

(2.3)

De acordo com Harris and Kanji (1983) e Berkson (1980) estimadores baseado
no método do minimo qui-quadrado s&o consistentes e assintoticamente
eficientes. J& o seu desempenho em pequenas amostras precisa ser avaliado e

€ 0 objetivo principal desse trabalho.
3. Estudo de Monte Carlo

Todos os algoritmos foram implementados no MATLAB (versao MATLAB®
R2008a) e o codigo esta disponivel mediante solicitacdo para fins de ensino e

pesquisa diretamente com os autores. Para avaliar a metodologia descrita neste

10



trabalho, realizamos um estudo de simulacdo em que o desempenho do
estimador minimo qui-quadrado foi baseada na média das estimativas obtidas.
Nés simulamos amostras aleatdrias do numero de clientes a partir da distribuicdo
dada pela Eg. (2.1), para tamanhos n = {50, 100, 500}, intensidades de trafego
p ={0.75, 0.85, 0.95}, e capacidade do sistema K = {5, 10, 50}. Tais valores foram
escolhidos para permitir ao leitor avaliar diferentes situacdes que provavelmente
serdo encontradas em casos reais. A Tabela 1 mostra os valores médios (Média)
e o desvio padrao (SD), para as estimativas obtidas a partir de um procedimento
de simulacdo Monte Carlo replicado 5.000 vezes. Outros valores foram
avaliados, mas os resultados (ndo mostrados) ndo mudam significativamente.
Os resultados foram estratificados por tamanhos de amostra (n), intensidades de

trafego (p) e tamanho do sistema (K).

n=50 n=100 n=500
) K Média DesvioPadrao Média DesvioPadrao Média Desvio Padrao
0,75 5 0,76061 0,06495 0,75552 0,04747 0,75110 0,02128
10 0,76955 0,04019 0,76102 0,02853 0,75250 0,01306
50 0,78782 0,03470 0,78069 0,02580 0,76548 0,01403
0,85 5 0,85704 0,07271 0,85509 0,05483 0,85187 0,02460
10 0,86191 0,03982 0,85676 0,02895 0,85157 0,01288
50 0,88128 0,02073 0,87588 0,01542 0,86215 0,00709
0,95 5 0,93284 0,06271 0,94122 0,04889 0,94942 0,02712
10 0,94909 0,03621 0,95107 0,02825 0,95071 0,01437
50 0,96240 0,00860 0,95866 0,00659 0,95262 0,00331

Tabela 1: Média e erro padrao dos dados estimados para a intensidade de trafego (p)
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Observa-se na Tabela 1 e Figuras 1 e 2 que com o aumento do tamanho
amostral as estimativas se aproximam dos valores exatos, além da diminuigdo
do desvio padréo. Destaca-se também que a média do vicio e desvio padréo,
considerando todos os valores de K, diminuem com aumento de p. JA nas
Figuras 3 e 4 é possivel avaliar o impacto de K. Observamos que 0 aumento
de K tende aumentar o vicio (absoluto) das estimativas conforme ilustrado na
Figura 3. Por outro lado, o desvio padrdo médio tende a diminuir com o aumento
de K como ilustrado na Figura 4. De maneira geral os resultados indicam que o
método de estimativa por minimo qui-quadrado para filas M/M/1/K apresenta

um bom desempenho se 0 objetivo é obter estimativas razoaveis para o

parametro p.
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Figura 1: Vicio Absoluto versus p
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Figura 4: Desvio Padrao médio versus K

4. Exemplo Numeérico

Considere um sistema telefdonico com uma unica linha de atendimento muita
requisitada. As ligacdes chegam de acordo com um processo de Poisson a uma
taxa A por hora. A duragao de cada ligacao apresenta distribuicdo exponencial
com parametro py minutos. Se a linha estiver ocupada, as ligacdes sédo colocadas
em espera até um maximo de dez ligac6es sendo que as demais ligacdes seréo
simplesmente perdidas (K=11). Uma amostra aleatéria de 100 observacdes do
sistema € realizada com objetivo de estimar a intensidade de trafego (p). Cada
observacéo quantifica o numero de ligacdes no Sistema (sendo atendidas por
ordem de chegada). Baseado em experiéncias passadas, as observac¢des foram
coletadas com um espacamento de tempo de 10 minutos o que torna razoavel a
independéncia das observacbes. As categorias possiveis (CAT) e suas
frequéncias observadas (O) sdo apresentadas na Tabela 2. O objetivo € estimar

a intensidade de trafego p.
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CAT O CAT O
0 13 6 9
1 13 7 9
2 9 8 8
3 8 9 2
4 10 10 7
5 5 11 7

Tabela 2: Categorias versus frequéncias observadas

Neste sentido a estimativa da intensidade de trafego sera o valor de p que
minimiza (2.3). Para um melhor entendimento usaremos planilhas do Excel em
conjunto com o suplemento Solver para calcular a estimativa de p. Usamos o
modulo de programacdo ndo linear do Solver. Os seguintes passos sao

necessarios:

Passo A: Entre os valores observados associando um valor inicial para p (neste

exemplo o valor inicial de p foi 0,5) conforme Figura 5.

Cateagoria Obsarvados (O) [=] I I

i
2 4] 13 0,5
3 1
<1 =2 =

3
& e
r
= 6 g
o r 4 »
10 a "
i1 = -
iz 10 F
1% 11 ¥
14
15
10
17

Figura 5: Modelo Excel para o Passo A

15



Passo B: Calcule o valor de z;por meio da expresséao (2.2) conforme Figura 6.

A=) . e
Pgina inicial | Inserit  Layout da Phgina  Férmulss  Dados  RevisBo  Exibigo  Desenvolvedor
% Recortar A X
Za Copiar
5 N 7 8 y - A i
SOMA - K Vv A =((1-5CS2)/(1-SCS2A(11+1))%(SCS24(D2-1)))
A B c D (3 F G H !
1 Categoria Observados (Oj) P J T
2 o 13 [ os 1T 1 J=((1-5€$2)/(1-5C$24(1141))"(SC$2A(D2-1)))
3 1 13 2 0,250061
a 2 9 3 0,125031
s 3 8 4 0,062515
6 4 10 s 0,031258
7 s s 6 0,015629
8 6 o 7 0,007814
9 7 9 8 0,003907
10 8 8 9 0,001954
11 E) 2 10 0,000977
12 10 7 11 0,000488
13 11 7 12 0,000244
14
15
16

Figura 6: Modelo Excel para o Passo B

Passo C: Calcule o valor de E;=nz; conforme Figura 7.

[3]] =l -

Pagine inicial N Layout da Bhgine Férmulms Dades Revishe Esibighe
b Fecortar _ -] A . - :
ta Copiar

= . & " = e
Ar i sferdéncia e Fonts Alini
SIMAS - T ow S| =100YE2
s " < o 1 [ o
1 catsgoris Obsasrvados (2]) (=3 4 Iy €
= o 13 0.5 1 [o.s00122) 1002
3 1 13 2 0250061 2500611
4 F o 3 0,125031  12,50305
= £ " 3 (1,[1&).‘11.‘1 5,251526
[ a 10 = 0031258 3,125763
T 5 =5 [ 0015629 1,5G2E82
= & o 7 0007814 0,781441
o 7 ] a O,003D0F 0,30072
10 i & o 0001954 0,19536
i1 9 E 10 0000977 009 768
1z 10 Ed 11 0000488  0,092849
12 11 rd 1z 0,00024949 0,02442
14
1s

Figura 7: Modelo Excel para o Passo C
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Passo D: Calcule o valor de x°(p) por meio da expressdo (2.3) conforme

Figuras 8 e 9.

# Recortar

da capiar -

sterdncia

B

A B
1  Categoria Obsarvado: (O])
2 o 13

El 1 1=

4 3 @

5 3 8

& 4 10

el 5 5

8 [ o

E] 7 E]

10 a2 a8

11 o 2

13 10 7

13 11 s

14

15

Fonie

={{B2-F2}~2)/F2

DEENOWAEUWNE -D

0,015629

Cades

E

i
0,500122] s0,01221]—(B2
0,2500061 2
0,125031 1
0,062515 6,251526 0,489026
0,031258 3,125763 15,11795
1,562882 7 S5E97S
0,007814 0,781441 86,43613

0,0035907
0,001954
0,00097F 7
ii 0,000488
12 0,000244

Alinhamento

I
Ej

500611 5,764
2,50305 0,98147

0.39072 189.,7001
0,19536¢ 211,79%4
Q09768 3704768
0,04884 ORO, 3238
002442 1992 574

Figura 8: Modelo Excel para o Passo D
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F
E
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25,00611
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G H | 1
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Figura 9: Modelo Excel para o Passo D
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Passo E: Use o Solver do Excel para encontrar 0 p que minimiza z*(p)

conforme figuras 10, 11 e 12.
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3 1 13 Pardmetion 0o Solver X
a 2 9
0 3 8
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7 - > ~
Fare ) " (@ hor deo
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17
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19
20 Carregec/Salver
21 [ Tomar varives brestrtas K30 Negatras
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24 Matodo de Schucso
25 Selecine 0 meconmmo GRG 3o Linear parn Frebilemas do Soher surven ¢ nbo kneares. Selecone o
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Figura 11: Modelo Excel para o Passo E
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23
24
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Figura 12: Modelo Excel para o Passo E

O valor encontrado para estimativa da intensidade de trafego foi p =0.94.
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5. Conclusfes e Sugestédo de Estudos Futuros

Para estimarmos a intensidade de trafego para filas M/M/1/K utilizamos o
procedimento de minimo qui-quadrado. O procedimento apresentado mostrou-
se eficiente gerando resultados satisfatérios com o uso de tamanho amostrais
usuais na pratica. O leitor interessado pode reproduzir facilmente os resultados
alcancados no exemplo por meio da planilha Excel que é um software presente

na maioria das organizacfes empresariais.

Considerando que o procedimento de estimacdo por minimo-quadrado é
consistente e assintoticamente eficiente, propriedade também do estimador de
maxima verossimilhanga, uma continuidade da pesquisa seria compara-los em
amostras pequenas por meio do erro quadratico médio. Ja para construcao de

intervalos de confianca uma alternativa seria utilizar o procedimento Bootstrap.
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