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Resumo

Desde 1960, com a proposigao do filtro de Kalman (KF), o problema de estimagdo de
estados tem ganhado relevancia na literatura. KF e varia¢des do mesmo sdo solugdes
bem conhecidas para estimar estados tanto de sistemas lineares quanto nao lineares. O
cerne do KF é tratar as variaveis do sistema como variaveis aleatérias (VA) com fungéo
densidade de probabilidade (PDF) Gaussiana, caracterizando essa metodologia como
estocdstica. Dado que transformagdes ndo lineares ndo preservam a PDF Gaussiana
de VAs, as solugdes geradas pelos KFs sdo aproximadas. Desse modo, varia¢gdes do
KF tém sido propostas para estimar estados satisfazendo restri¢des, tanto de igualdade
quanto de desigualdade, melhorando, assim, as estimativas. Outra forma de estimar
estados, que tem ganhado relevancia nas tltimas décadas, é dada pela abordagem de
associacdo de conjuntos devido a dois fatores: (i) estimar estados de forma garantida e
(ii) considerar os ruidos do sistema como desconhecidos, mas limitados. Entdo, dado
que as hipoéteses feitas no inicio do projeto do estimador sdo satisfeitas, é possivel obter
estimativas de estados que contém os estados exatos de um dado sistema independen-
temente da distribuigdo estatistica dos ruidos. O cerne da abordagem de associacdo de
conjuntos é representar incertezas por meio de conjuntos compactos. Dentre as técnicas
de associagdo de conjuntos, zonotopos tém se destacado pelo compromisso entre pre-
cisdo e carga computacional. Por um lado, a abordagem estocastica ja estd consolidada
na literatura para os casos lineares e nao lineares. Por outro lado, a abordagem de
associacdo de conjuntos ndo estd consolidada para os casos ndo lineares e os conceitos
relacionados ainda ndo estdo claros na literatura. Este trabalho investiga o uso destas
abordagens para estimar estados de sistemas dindmicos lineares e ndo lineares a tempo
discreto. O contetido apresentado foi direcionado aos seguintes objetivos: (i) estudar
algoritmos com abordagem estocdstica e zonotdpica, (ii) apresentar os algoritmos de
filtro de Kalman e zonotopo com notac¢do unificada e (iii) aplicar estes em estudos de
casos, a fim de comparar o desempenho dos algoritmos.

Palavras-chave: Filtro de Kalman; Estimacdo de estados; Restricdes de desigual-

dade; Associacdo de conjuntos; Varidvel aleatdria; Varidvel zonotépica; Filtro zonot6-
pico.
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Abstract

Since 1960, with the proposition of the Kalman filter (KF), the problem of state es-
timation has owned relevance in the literature. KF and its derivations are well known
solutions to estimate states for both linear and nonlinear systems. The essence of the
KF is to treat the variables of the system as random variables (VA) with Gaussian pro-
bability density function (PDF), characterizing this methodology as stochastic. Given
that nonlinear transformations do not preserve the Gaussian PDF of VAs, the solution
generated by KFs are approximated. Therefore, variations of the KF have been propo-
sed to estimate states satisfying constraints, both equality and inequality, improving,
then, the estimates. Other way to estimate states, which has owned relevance on the
last decades, is given by the set membership approach due to two factors: (i) estimating
states guaranteed and (ii) considering the system noise terms as unknown, but limited.
Thus, given that the assumptions realized in the beginning of the project are satisfied,
it is possible to obtain state estimates that contain the exact states of a given system
independently the noise statistical distribution. The essence of the set membership
approach is to represent states by compact sets. Among set membership approaches,
zonotopes have highlighted for the trade-off between accuracy and computational bur-
den. On the one hand, the stochastic approach is already consolidated in the literature
for linear and nonlinear cases. On the other hand, the set membership approach is not
consolidated for nonlinear cases and the related concepts are not clear in the literature.
This work investigates the use of these approaches to estimate states of discrete-time
linear and nonlinear dynamic systems. The presented content was directed to the fol-
lowing objectives: (i) to study algorithms with stochastic and zonotopic approaches,
(ii) to present algorithms with unified notation and (iii) to apply these in case studies,
to compare the performance of algorithms.

Keywords: Kalman filter; State estimation; Inequality constraints; Set membership;
Stochastic variable; Zonotopic variable; Zonotopic filter.
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Capitulo 1

Introducao

“No principio era o Verbo, e o Verbo estava com Deus, e o Verbo
era Deus.”

Jo1:1

1.1 Motivacao e Justificativa

No ambito de sistemas de controle, muitas vezes as varidveis de interesse ndo po-
dem ser medidas diretamente, sendo o estimador de estados uma ferramenta usada
para estimd-las. O estimador utiliza um modelo representativo do sistema dinamico
junto com medigdes de algumas varidveis. No contexto de estimagdo de estados foi
proposta uma ferramenta 6tima denominada filtro de Kalman (do inglés, Kalman filter
(KF)) para sistemas lineares e Gaussianos ( , ). Esta ferramenta é clas-
sificada como abordagem cldssica no ambito de filtragem estocéstica e é baseada em
dois passos: predigio e atualizagdo. Dado que o caso de sistemas lineares e Gaussianos
pode ser dificil de se verificar na pratica, melhorias tém sido propostas, tais como
estimar estados de sistemas nao lineares ( , ), satisfazer restricoes (

, ) e considerar parametros variantes no tempo ( , ).
Atualmente existem variagdes do KF como o filtro de Kalman estendido (do inglés, ex-
tended Kalman filter (EKF)), baseado em aproximacgdes por séries de Taylor, e o filtro de
Kalman unscented (do inglés, unscented Kalman filter (UKF)), baseado em vetores deter-
ministicos denominados pontos sigma, com o intuito de gerar estimativas aproximadas
para sistemas ndo lineares. Esses filtros consideram que os ruidos sdo aproximados por
funcdo densidade de probabilidade (do inglés, probability density function (PDF)) Gaus-
siana. As estimativas geradas para sistemas néo lineares sdo aproximagdes, dado que
a transformagdo ndo linear de uma variavel aleatéria Gaussiana (VAG) ndo conserva a
PDF Gaussiana. Assim, o EKF e o UKF buscam aproximar a PDF da VA transformada
por uma PDF Gaussiana para aplicar os passos do KF.

Nas ultimas décadas, estimar estados satisfazendo restri¢des, tanto de igualdade
quanto de desigualdade, tém sido de interesse tanto no dmbito académico quanto no
industrial ( , ). As restri¢cdes permitem melhorar as solugdes obtidas,
compatibilizando-as com as restri¢des e melhorando a precisdo, uma vez que os KFs
convencionais solucionam o problema de filtragem 6tima irrestrita. Neste trabalho,
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trés abordagens estocasticas que consideram restri¢des intervalares nos estados sdo
estudadas. A primeira abordagem ¢é baseada na projecdo dos pontos sigma nas bordas
das restri¢des intervalares na etapa de predigdo. Esta abordagem foi proposta por
( ), a fim de que os beneficios do UKF fossem combinados com o
problema de otimizac¢do com restrigdes proposto pelos mesmos autores em
( ). A segunda abordagem consiste em resolver um problema de otimizagdo, a
tim de que as solugdes obtidas satisfacam as restri¢des na etapa de assimilacdo de dados
( , ). Por fim, a terceira abordagem é denominada truncamento
da PDF e corresponde a confinar a maior regido da PDF dentro das restrigdes na etapa
de assimila¢do de dados. Esta abordagem foi proposta por ( ) com o
intuito de limitar ambiguidades na estimacdo da forma e postura de uma mao humana
baseado em um modelo de objeto.

Na formulacdo do problema, é comum encontrar parametros variantes no tempo,
os quais devem ser levados em consideracdo na estimagdo de estados. Na pratica, os
parametros do sistema sdo incertos devido principalmente a impactos ambientais sobre
o sistema e a medicdo dos mesmos. Na industria microeletronica, esse caso é muito
recorrente, uma vez que os valores nominais de componentes, como resistores, sdo
afetados pela mudancga de temperatura. A forma mais simples e difundida na literatura
para estimar estados de sistemas com parametros incertos é o passeio aleatério (do
inglés, random walk), isto é, a variagdo no tempo dos parametros é modelada como uma
dindmica muito lenta ( , ; , ; , ). Neste
caso, o vetor de parametros inicial é tratado como uma VAG, composta de média, valor
nominal, e matriz de covaridncia. Ao longo das itera¢des, o vetor de parametros atual, a
estimar, é igual ao vetor de parametros no instante de tempo anterior, por isso hd autores
que caracterizam os parametros estimados como estados estdticos. Como essa forma de
estimar estados e parametros pode oferecer elevada carga computacional, dado que a
ordem do sistema é aumentada, e ndo representa adequadamente dindmicas rdpidas de
parametros variantes, novas maneiras de abordar esse problema tém sido estudadas.
Uma forma mais realista de tratar pardmetros incertos é apresentada em (

, ), que inclui sistema ndo linear e parametros variantes sujeitos a restri¢des.

Embora as abordagens estocdsticas que consideram restri¢des melhorem as estima-
tivas de estados, pois a PDF Gaussiana se torna mais precisa, elas possuem limita¢des
e, assim, geram solugdes aproximadas. Uma das limita¢Ges é restringir o dominio da
VA, a qual deixa de ser exatamente uma VAG, cujo suporte é ilimitado. Assim, nas
ultimas décadas, a abordagem de associa¢do de conjuntos (do inglés, set membership)
tem sido palco de crescente aten¢do. Essa abordagem, por meio da teoria de conjuntos
( , ; , ; , ), busca estimar parémetros
( , ) ou estados ( , ) de forma garantida, ou seja, a solugao
obtida sempre contém o resultado exato e desconhecido, desde que as hip6teses reali-
zadas no inicio do projeto sejam satisfeitas. A motivacdo da estimagdo via associa¢do
de conjuntos é considerar que os ruidos do sistema sdo desconhecidos, mas limitados.
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Entdo, assumindo-se que os limites das incertezas sdo conhecidos, os ruidos podem as-
sumir qualquer caracteristica de amplitude. Em associagdo de conjuntos, considera-se
sempre o pior caso de ruido, sendo isto um fator negativo na precisdo dos algoritmos
relacionados.

Nessa abordagem, os estados sdo caracterizados por conjuntos, os quais podem ser
poliedros, politopos, intervalos, paralelotopos, zonotopos, elipsoides e faixas ( ,
), por exemplo. Dentre os conjuntos citados, zonotopos tém ganhado relevancia
por causa de propriedades que aumentam a precisdo do conjunto e reduzem a carga
computacional ( , ). Portanto, neste trabalho, abordagens zonotépicas
sdo apresentadas com maior enfoque. Em ( p ) foi proposto um filtro
baseado em zonotopos e intervalos (ZF). Basicamente, os passos do ZF sdo: (i) predigao,
(ii) medigdo e (iii) intersecdo. Este filtro é aplicdvel tanto para sistemas lineares quanto
ndo lineares, e permite tratar duas abordagens distintas no passo de interse¢do: (i)
minimizac¢do de segmentos e (ii) minimiza¢do de volume. No primeiro caso, o tempo
de processamento é o menor, enquanto no segundo caso sdo obtidos os conjuntos mais
precisos, isto é, de menor tamanho, através de um problema de otimizagdo. O ZF nédo
é um algoritmo 6timo e, por usar operacdes intervalares, estd sujeito aos efeitos de
alargamento e dependéncia, que contribuem para a inexatiddo do método. O primeiro
efeito resulta de sobrestimacdes de conjuntos, enquanto o outro efeito ocorre quando
um dado conjunto aparece mais de uma vez em uma operacédo. Estes efeitos conduzem
a resultados sobrestimados e a sensibilidade a erros de linearizacdo. Outra limitagdo
do ZF é o longo tempo de processamento devido a minimiza¢do de volume. A seguir,
sdo explicitados alguns trabalhos gerados a partir do ZF e dessas limitagoes.

Em ( , ), a intersecdo proveniente da minimizagao de volume é me-
lhorada no tempo de processamento e na ordem do zonotopo gerado. Basicamente, o
algoritmo de otimizagdo é substituido por iteragdes que geram zonotopos candidatos
na intersecdo, cujo zonotopo de saida pode ser escolhido segundo algum critério, como
o menor volume. Além disso, todos os zonotopos candidatos possuem a mesma ordem
do zonotopo de entrada. Em ( , ), um controle preditivo robusto base-
ado em modelo para sistemas ndo lineares com restri¢do nos estados é proposto, cujo
método de predicdo utiliza um dos passos do ZF para limitar os conjuntos alcangaveis
(do ingleés, reachable sets) por zonotopos. Devido a dlgebra intervalar, o ZF é suscetivel
a erros de linearizacdo no passo de predigdo, além dos efeitos de alargamento e depen-
déncia. Assim, em ( , ) é apresentado um exemplo em que o ZF diverge,
mesmo utilizando minimizac¢do de volume. Para tal ocasido, é proposto um algoritmo
de estimacdo de estados baseado em programacdo DC (do inglés, difference of convex
functions), em que a fungdo DC é uma fungdo composta pela diferenca de duas outras
fungdes convexas. O algoritmo proposto é uma melhoria em relacdo ao ZF e utiliza
programacdo DC no passo de predigdo e medigcdo, em vez de operagdes intervalares,
para limitar erros de linearizagdo, reduzir o efeito de alargamento e remover o efeito de
dependéncia. Em ( , ), uma melhoria na intersec¢do é proposta usando um
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critério de otimizagdo para sistemas lineares. Tal critério minimiza o P-radius associado
a um zonotopo. Com isso, um compromisso entre precisdo, proveniente da minimi-
zagdo de volume, e carga computacional, pela minimiza¢do de segmentos, é obtido.
Como a abordagem de programagdo DC, a minimizacdo do P-radius é indicada quando
a minimizagdo de volume gera resultados muito incertos.

Dado que a esséncia do KF é representar incertezas por meio de varidveis aleatorias,
enquanto da associacdo de conjuntos é representar incertezas por meio de conjuntos,

poucos trabalhos unem tais abordagens. Em ( , ) é proposto o KF
intervalar, que consiste em estender o usual KF para modelos lineares intervalares com
consideracoes estatisticas classicas. Em ( , ) é realizada uma revisao

bibliografica sobre dois algoritmos para estimagdo de estados de sistemas lineares e
fracamente ndo lineares: (i) algoritmo elipsoidal para definir os limites dos estados e (ii)
tiltro de particulas para melhor indicar as estimativas dos estados, sendo selecionadas
apenas as particulas que pertencem ao conjunto elipsoidal. Em ( , ) é
apresentada uma alternativa para computar inversdes de matrizes intervalares do filtro
proposto por ( ). Em ( , ) é proposto o filtro de Kalman
Gaussiano e zonotépico (do inglés, Zonotopic and Gaussian Kalman Filter (ZGKF)) para
sistemas lineares voltado para estimacdo de estados e deteccdo de faltas, pelo qual é
possivel tratar casos de ruidos com suportes limitado e ilimitado simultaneamente. Em
( , ) é proposta uma extensdo do filtro proposto em ( , ) para
sistemas ndo lineares chamado de filtro de Kalman Gaussiano e zonot6pico estendido
(do inglés, Extended Zonotopic and Gaussian Kalman Filter (EZGKF)), que é baseado em
linearizagdes como o EKF comum, ndo sendo necessario realizar o truncamento de
termos nao lineares.

A motivagdo deste trabalho é explorar vantagens e desvantagens das principais
abordagens estocdsticas e zonotdpicas na estimagdo de estados.

1.2 Formulacao do Problema
Seja o sistema dinamico nao linear a tempo discreto

Xk = f (X1, Up—1, W1,k = 1), (1.1)
Y = h (xx,01,k) (1.2)

emque f: R"XRPXRIXIN = R"eh : R"XIR"XIN — R" sdo os modelos de processo e
medicdo, respectivamente, e x; € IR" os estados a estimar. A partir de k > 1, assume-se
que os vetores de medicdo yx € R™ e entrada ux_; € R? sdo conhecidos. As parcelas
wr-1 € RY e vy € R" representam ruidos de processo e medicdo, respectivamente.
Considere ainda que os estados satisfazem restri¢des intervalares

aix < Xix < by, (1.3)
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coma;p < by, i=12,...n.

A seguir, duas consideragdes distintas sobre os estados e os termos de ruido
sdo apresentadas. Na abordagem estocdstica, assume-se ruidos brancos, de média
nula e mutuamente ndo correlacionados, com matrizes de covaridncia definidas como
E [wkwg] =QreR™eE [vkvg] = Ry € R™. Ademais, as estimativas de média £, € R"
e covariancia Py* € R™" do estado inicial xo, e as matrizes de covariancia Qx_; e Ry sdo
consideradas conhecidas.

Na abordagem de associagdo de conjuntos, os termos de ruido sdo assumidos des-
conhecidos mas limitados pelos conjuntos compactos correspondentes wi_; € Wi_; e
vx € Vi. Os estados iniciais devem satisfazer o conjunto xy € Xy. Os conjuntos W_,
Vi e Xy sdo considerados conhecidos.

1.3 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é fazer uma anélise comparativa entre as abor-
dagens estocastica e zonotopica no contexto de estimacdo de estados. Como objetivos
especificos desse trabalho, pretende-se:

Estudar algoritmos com abordagem estocastica e zonotépica;

Apresentar os algoritmos relacionados as duas abordagens com notagdo unifi-
cada;

Aplicar esses algoritmos em estudos de casos, a fim de comparar o desempenho
dos métodos;

Explicitar possiveis limita¢des dos algoritmos estudados.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacdo estd organizada em cinco capitulos. No Capitulo 1 sdo expostas a
motivagdo e os objetivos da dissertacdo. Para isso, sdo introduzidas duas abordagens
para estimar estados: estocdstica e associagdo de conjuntos. Além disso, é apresentada
a estrutura geral do texto.

No Capitulo 2, notagdes, conceitos e exemplos sdo apresentados para caracterizar
varidveis aleatoria e zonotépica. Primeiramente, sdo apresentadas as varidveis aleato-
rias de interesse neste trabalho: uniformes, Gaussianas e chi quadrado. Em seguida, no
contexto de associagdo de conjuntos, vérios tipos de conjuntos sdo definidos, tais como
faixa, politopo convexo, intervalo, paralelotopo, zonotopo e elipsoide, destacando-se
as principais propriedades. Depois, os resultados de transformacéo linear e ndo linear
de VA e varidvel zonot6pica (VZ) sdo mostrados.
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No Capitulo 3 sdo apresentados nove algoritmos para estimar estados de sistemas
lineares e ndo lineares, dentre eles seis sdo de abordagem estocdstica e os outros trés
de abordagem zonotépica. Em especial, um dos algoritmos zonotépicos é proposto na
Subsecdo 3.3.3 para aplicar restrigdes intervalares nos estados estimados.

No Capitulo 4 sdo apresentados os resultados numéricos para seis exemplos: dois
lineares e os outros quatro ndo lineares, dentre os quais dois deles tratam restri¢des
nos estados. Com base nos resultados, os algoritmos sdo analisados e comparados,
explicitando-se vantagens e desvantagens dos algoritmos.

No Capitulo 5, sdo apresentadas as conclusdes do trabalho e as propostas de conti-
nuidade.



Capitulo 2

Prolegomenos

“Procura apresentar-te a Deus aprovado, como obreiro que ndo tem
do que se envergonhar, que maneja bem a palavra da verdade.”

2 Tm 2:15

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar defini¢des basicas relacionadas a dois tipos de
incerteza: aleatdria e zonotdpica. Primeiramente, a Secdo 2.2 é apresentada segundo
abordagens similares de ( ) e ( ). Conceitos, notagdes e tipos de
varidveis aleatérias sdo introduzidos e exemplificados nessa secdo. Em seguida, a Segao
2.3 apresenta o conceito mais geral de conjuntos, denominado associacdo de conjuntos
(do inglés, set membership), para representar uma varidvel de interesse. Defini¢des
de alguns conjuntos mais utilizados na literatura, tais como os conjuntos elipsoidal
e zonotopico, sdo exploradas com base em ( , ; , ; ,

). Com isso, a definigdo de uma varidvel zonotépica é apresentada. A partir dessas
defini¢des, alguns conjuntos sdo exemplificados graficamente. Na Secdo 2.4, exemplos
de transformagdes lineares e ndo lineares de varidveis aleatdrias e varidveis zonotépicas
sdo mostrados. Por fim, a Segdo 2.5 conclui este capitulo com observagdes dos assuntos
discutidos.

2.2 Defini¢oes Basicas e Nota¢oes de uma Varidvel Alea-
toria

A abordagem aleatéria é comumente utilizada para representar matematicamente
fendmenos com incerteza associada. A ideia de incerteza esté relacionada a nado exati-
dao do resultado de um dado evento. O termo aleatério se refere a caracteristica ndo
previsivel de valores ao longo dos eventos. Por meio da fungdo densidade de pro-
babilidade, é possivel caracterizar matematicamente o padrdo de valores da variavel
aleatéria (VA). Na pratica, a utilizagdo da abordagem aleatdria é motivada pela exis-
téncia de ruidos em sistemas dindmicos. Gragas ao teorema do limite central, o efeito
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combinado dos ruidos pode ser aproximado pela distribuigdo Gaussiana, que é uma
funcdo simples de ser representada e caracteriza uma VA.

2.2.1 Defini¢oes Basicas

Esta subsegdo é iniciada com a defini¢do de uma VA.

Definigdo 2.2.1. Variavel aleatéria (Kay, ).
A VA X é uma funcdo que mapeia um espago amostral $ no conjunto dos nimeros
reais R.

O

O espago amostral 5 pode ser enumerdvel, subconjunto dos ntimeros naturais IN,
ou ndo enumerdvel, subconjunto dos nimeros reais R, caracterizando a VA como
discreta ou continua, respectivamente. O espag¢o amostral pode ser numérico ou ndo
numérico e corresponde a todos os possiveis resultados de entrada do mapeamento. A
saida do mapeamento corresponde aos elementos do espaco amostral traduzidos em
niimeros, que pertencem ao conjunto dos niimeros reais. Durante a realizacdo de um
experimento associado a uma varidvel aleatéria continua, apenas parte do conjunto
amostral é observado, visto que o niimero de eventos é limitado em cada realizagéo.

Para melhor entendimento dos conceitos apresentados, sdo propostos alguns exem-
plos baseados em (Kay, ):

Exemplo 2.2.1. Considere um experimento de M lancamentos, ou eventos, aleatdérios
de um dado. Como um dado tem seis faces, o espaco amostral é discreto e representado
por 5 = {1,2,3,4,5,6}. Neste caso, a saida do mapeamento pode coincidir com o espaco
amostral, pois este é numérico. Os M lancamentos estdo associados a um padrado de
valores, descrito por uma VA.

O

Exemplo 2.2.2. Considere agora um experimento de M lancamentos aleatérios de
uma moeda, cujos elementos ndo sdo numéricos. O espago amostral é dado por
5 = {Cara,Coroa}. Uma estratégia comum é associar um ntmero a cada elemento
do espago amostral, por exemplo $* = {0,1}. O mapeamento X(e) associa os M elemen-
tos observados do espago amostral original 5 a um subconjunto 5 do conjunto dos
numeros reais. Um mapeamento possivel é apresentado a seguir:

0, s;=Cara
X Si) = 2.1
(%) 1, s; =Coroa, @D

em que s; é o resultado do i-ésimo langamento.
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O

Exemplo 2.2.3. Considere um experimento de langamentos aleat6rios de um dardo em
uma superficie circular de raio unitario, em que cada raio observado no langamento do
dardo é computado. Neste caso, o espaco amostral é numérico e formado pelo conjunto
5 =[0;1] C R, cujo conjunto de saida é a propria reta real de intervalo unitdrio $* = 5.

O

Os exemplos 2.2.1 e 2.2.2 sdo relativos a uma VA discreta, uma vez que o espago
amostral é enumeravel. Por outro lado, o Exemplo 2.2.3 trata de uma VA continua, pois
o espaco amostral é um subconjunto dos nlimeros reais.

2.2.2 Descri¢ao de Probabilidade de uma Variavel Aleatdria

O padréo de valores de uma VA estd associado a uma descri¢do probabilistica, que
depende do dominio da VA. A descrigdo probabilistica da VA discreta é denominada
fungdo massa de probabilidade. No caso continuo, é chamada de fungdo densidade
de probabilidade (PDF) p(x). O foco deste trabalho estd em VA continuas, portanto,
apenas propriedades relacionadas a tais varidveis sdo apresentadas.

Considere uma VA de dimenséo 1, ou vetor aleatério X = [X1 X5 ... Xn]T, que
mapeia um espaco amostral original 5 em um espago amostral numérico $* = R", dado
pelo espaco Euclidiano R”. Além disso, considere que x € X é um valor, ou realizagdo,
do espacgo amostral numérico. As propriedades de uma PDF sao:

Propriedade 2.2.1. A PDF é ndo negativa.

p(x1,X2,...,x%,) 20, VYxeR" (2.2)

Propriedade 2.2.2. A integral da PDF em todo o seu dominio deve satisfazer

+00 —+00 +00
f f f D061 X on)dxads. .y = 1. 2.3)

Definicdo 2.2.2. Valor esperado e covaridncia de um vetor aleatério (Kay, ).
O valor esperado £ de um vetor aleatério X é definido como o vetor dos valores
esperados de cada varidvel do vetor aleatério

xi] [EXG] [ xplea)dx

Rl
X | |E[X e d %
$ = E[X]=E .2 _ [. 2] _ f_oo xz}?(xz) X2 _ '2 . 2.4)

X, E[X,] f_ J:o X p (2 )dx, X
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A covariancia P de uma VA com PDF p(x) é uma matriz quadrada definida como

P> = cov(X,X) 2 E [(X — (X - ae)T] = f +Do(x — 2)(x — 2)Tp(x)dx. (2.5)

O

Ha PDFs muito conhecidas devido a simplicidade de representacdo, como a uni-
forme e a Gaussiana. A representacdo de uma VA uniforme X é X ~ U(a,b), em que
a e b sdo os limites inferior e superior da VA, respectivamente. A VA uniforme X é

1
caracterizada pela PDF p(x) = ,—, paraa <x < b, ep(x) =0 caso contrario.

A PDF Gaussiana necessita apenas da média e da covaridncia para ser completa-
mente caracterizada. A representacdo de uma VA Gaussiana (VAG) de dimensédo n X é

T
X~ N@EP™), comt = % ... %] e

COV(X1,X1) COV(Xl,Xg) ce COV(Xl,Xn)
cov(Xy,X1) cov(Xp,Xp) ... cov(Xy, X))
cov(X,,X1) cov(X,,X5) ... cov(X,X,)
O vetor aleatério Gaussiano X é caracterizado pela PDF multivaridvel (Kay, )
p(x) = ! exp {—1(x — TP (- 92)} 2.6)
(2m)"/2 \[det (P) 2 ' '

Se a matriz de covaridncia P** é diagonal, as componentes da VA sdo nado correlacio-
nadas e, especialmente para a PDF Gaussiana, sdo independentes. Assim, outra forma

de expressar a PDF Gaussiana multivaridvel com P* diagonal é dada por (Kay, )
p() = | [ ptxs). (27)
i=1

Caso a média da PDF Gaussiana seja nula e a matriz de covaridncia seja a matriz
identidade, a PDF é chamada de Normal.

Definigao 2.2.3. Distribuicdo chi quadrado ( , )-

Considere uma VAG X de dimensdo n com média £ e matriz de covariancia P*.
Uma VA associada a X e distribuida com PDF chi quadrado (do inglés, chi square), com n
graus de liberdade, é representada por XX ~ x2(n,2n), em que E[XX] = n e cov (XX) = 2n,
e é definida como

X* 2 (X -2)T (P (X -3), (2.8)

cuja realizagdo x* € X* satisfaz 0 < x* < +oo.
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2.3 Definicdes Basicas e Notacoes de Conjuntos

2.3.1 Técnicas de Associacao de Conjuntos

Antes de definir uma varidvel zonotépica, uma abordagem mais geral chamada
de associacdo de conjuntos é apresentada. Associacdo de conjuntos é basicamente
uma forma de representar uma varidvel de interesse por meio de conjuntos compactos
deterministicamente escolhidos. Essa abordagem pode ser utilizada no contexto de
identificagdo de sistemas, estimacdo de estados e controle.

Em todos os problemas que envolvem associa¢do de conjuntos, as estimativas de-
vem atender a trés premissas bdsicas: (i) informacao a priori sobre o sistema, (ii) me-
di¢des da entrada e da saida do modelo disponiveis e (iii) ruidos limitados sem a
necessidade de serem conhecidos. Essa abordagem nédo exige conhecimento sobre as
propriedades estatisticas de erros, mas assume que esses sdo limitados. Uma vez aten-
didas as premissas feitas no inicio do projeto do estimador, a abordagem de associagdo
de conjuntos é caracterizada como garantida.

Neste trabalho, técnicas de associagdo de conjuntos sdo utilizadas para estimacao
de estados. Ha varias estruturas diferentes e possiveis que compdem a metodologia de
associagdo de conjuntos. Algumas representa¢des comuns de conjuntos sdo ilustradas
na Figura 2.1. Em todos os casos, as linhas continuas determinam os formatos dos
conjuntos e as linhas pontilhadas mostram como cada conjunto é formado.

(a) (b) 1 (C) = (d)

Figura 2.1: Representagdo em IR? de alguns conjuntos comuns: (a) elipsoide, (b) caixa,
(c) politopo convexo (regular e irregular) e (d) zonotopo (conjuntos_gerais @).

2.3.2 Defini¢cdes Basicas sobre Aritmética Intervalar

Esta subsecgdo é apresentada para melhor compreensdo da definigdo de um zono-
topo. Algumas defini¢des e notagdes sobre aritmética intervalar sdo apresentadas com
base em ( , ; , ; , ; , )-
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Defini¢do 2.3.1. O intervalo [x] é definido como
[] 2 [ ={reR:x<x <7, (2.9)

em que x e X representam os limites inferior e superior, respectivamente.
O

Observacao 2.3.1. O intervalo [x] é chamado de degenerado quando x = x = x. Assim, o
intervalo [x] contém um tnico elemento x e pode ser reescrito como [x] = [x; x] = x.

O

Defini¢ao 2.3.2. O didmetro, o ponto médio e o valor absoluto de um intervalo [x] sdo,
respectivamente, definidos como

diam([x]) £ ¥ — x, (2.10)
mid([x]) £ % (x+%), (2.11)
]| 2 max {fx], [x]} (2.12)

O

As quatro operagdes bésicas na aritmética intervalar sdo soma, subtragdo, multipli-
cagao e divisao.

Definicao 2.3.3. A soma e a subtragdo dos intervalos [x] e [y] sdo, respectivamente,
dadas por

[] + [y] = [x+ ;X + 7], (2.13)
-yl £ [x- 7% -y]. (2.14)
O

Definicdo 2.3.4. A multiplicagdo dos intervalos [x] e [y] é dada por
[x] - [y] = [min(L); max(L)], (2.15)

emque L = {gg,g?,?y,@}.
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Exemplo 2.3.1. A soma, a subtracdo e a multiplicagdo dos intervalos [x] = [-1;5] e
[y] = [-3;1] sdo dadas por

[x] + [yl = [-1;5] + [-3; 1] = [-4;6],
[x] - [y] =[-1;,5] - [-3;1] = [-1 - 1,5+ 3] = [-2;8],
[x] - [y] = [min(L); max(L)] = [-15;5],

em que L = {-15, - 1,3,5}.
O

Propriedade 2.3.1. O intervalo [x] pode ser representado, alternativamente, por meio
do ponto médio e do didametro do seu intervalo:

[x] = mid([x]) + %diam([x])[—l; 1]. (2.16)
O
Definicdo 2.3.5. A divisdo de [x] por [y] é dada por

[x1/[y] £ |x%]- {% ﬂ (2.17)

em que y € R,.
O

Outras operagdes de divisdo envolvendo intervalos com valores negativos, nulos e
limites infinitos sdo apresentados em ( , )-

Definicdo 2.3.6. A intersecdo entre os intervalos [x] e [y] é definida como

[xXIN[y] ={z:z e[x],z € [y]l}
= [max {g,y} ;min {E,y}] (2.18)

Caso a intersecdo seja vazia, ela é representada por [x] N [y] = 0.

Exemplo 2.3.2. A divisdo e a interse¢do de [x] = [-1;2] por [y] = [1; 6] sdo dadas por

[x]/ly] = [-1;2] - [1/6;1] = [-1;2],
[x] N [y] = [max {-1,1};min {2,6}] = [1,2].
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Algumas propriedades algébricas decorrentes das definigdes apresentadas sdo:

Propriedade 2.3.2. Comutatividade e associatividade.

A adicdo satisfaz a comutatividade [x] + [y] = [y] + [x] e & associatividade [x] +
([y] + [z]) = (Ix] + [y]) + [z]. O valor nulo é o elemento neutro na adicdo, tal que
0+ [x]=[x]+0=][x].

A multiplicacdo satisfaz a comutatividade [x] - [y] = [y] - [x] e a associatividade
[x]([y] - [z]) = ([x] - [y])[z]. O valor unitério é o elemento neutro na multiplicacdo, tal
que 1-[x] =[x]-1 = [x]. A multiplicagdo do valor nulo por um intervalo resulta no
proprio elemento nulo 0 - [x] = [x] - 0 = 0.

Propriedade 2.3.3. N&o existéncia de elementos inversos da adicdo.

De maneira geral, a adigdo de um intervalo com o negativo do mesmo intervalo
corresponde a [x] + (—[x]) = [E—E;E—g] = diam([x])[-1;1]. O intervalo —[x] é o
elemento inverso de [x], se e somente se x = X, assim, [x] + (=[x]) = [0;0] = 0. Além
disso, a divisdo de um intervalo pelo mesmo intervalo é unitdria, se e somente se
diam([x]) = 0.

Propriedade 2.3.4. Sub-distributividade.

Aplicar a lei de distributividade em uma operagdo com intervalos pode conduzir a
um resultado conservador. A operacado distributiva [x]([y] + [z]) = [x] - [y] + [x] - [z] é
exata somente se [y] - [z] € R,.

Propriedade 2.3.5. Cancelamento.
Tendo em vista que ndo existem elementos inversos, a operagao [x]+[z] = [y]+[z] =
[x] = [y]. Além disso, [z] - [x] = [z] - [y] = [x] = [y], dado que [z]/[z] =» 1.

O

As defini¢des unidimensionais apresentadas anteriormente sdo abrangidas para os
casos multidimensionais com vetores e matrizes intervalares. Para simplificacdo de
notagdo, tanto um elemento ou intervalo unidimensional, quanto um vetor elementar
ou intervalar, sdo representados por letra mintscula, enquanto letra maitiscula repre-
senta matriz elementar ou intervalar. A representacdo de um intervalo unidimensional
é uma semirreta, em IR?> um retdngulo, e em R® um paralelepipedo retdngulo. Por isso
um vetor intervalar tridimensional também é chamado de caixa.
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Defini¢do 2.3.7. Uma matriz intervalar [A] € R™" é definida como
[Al£{AeR™ :a <a;<a;,i=12...n,j=12,...m}, (2.19)
em que i e j sdo os indices da linha e da coluna da matriz [A], respectivamente.
O

Definicao 2.3.8. A caixa unitdria de ordem n é definida como um vetor intervalar
composto de n intervalos unitdrios [®]" = [-1;1]".

O

Definic¢do 2.3.9. O diametro e o ponto médio da matriz intervalar [A] sdo calculados
para cada elemento da matriz [A]:

diam([A]) = diam([a; ;]), Vi,j,
mid([A]) = mid([a;;]), Vi,j.

O

Defini¢dao 2.3.10. A norma infinito da matriz intervalar [A] é o maior somatério de
valor absoluto dos elementos ou intervalos de uma linha da matriz:

ANl = max Y [la]]- (2.20)
j

O

Exemplo 2.3.3. O didmetro, o ponto médio e a norma infinito da matriz intervalar

-1,9] [-3;4]| .
[A] = l[[2;7]] {_4;9} sdo dados por
diam([A]) = [150 173]
. 14 172
nmol([A])—[g/2 5/2],

IlAIllee = max{|[=1; 911 + |[=3; 41112 71| + |[-4; 91} = max {9 + 4,7 + 9} = 16.
O

A seguir, a funcdo elementar e a fungdo extensio intervalar natural sdo definidas, sendo
esta dltima uma extensdo da funcdo elementar baseada em operagdes intervalares.
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Definic¢ao 2.3.11. Funcdo elementar.
Uma funcdo continua / : R" — R” é chamada de elementar quando elementos do
espaco IR" sdo transformados em elementos do espaco R™.

Definig¢do 2.3.12. Extensdo intervalar natural.

Seja y = h(x) em que h : R" — R é uma fungdo continua elementar. A extensdo
intervalar natural A{h} é obtida substituindo a varidvel elementar x pelo intervalo [x] e
as operacdes elementares pelas intervalares.

O

O mapeamento de cada elemento do conjunto vetor intervalar [x] pela fungdo h
conduz ao conjunto imagem exato. A extensdo intervalar natural A{/} busca representar
a imagem h([x]) por uma caixa que a contém. Entdo, o resultado obtido pode ser mais
conservador. Este resultado é apresentado no fato a seguir.

Fato 2.3.1. ( , ).
A extensdo intervalar natural A{h} associada a uma func¢do continua elementar
h :R" — IR™ sobre um vetor intervalar [x] C IR" satisfaz

h([x]) < AfR}([x]). (2.21)
O

Uma maneira de diminuir o conservadorismo da imagem causado pela extensdo
intervalar natural é determinar a funcédo extensio do valor médio. Antes de introduzir
essa funcdo, um conjunto e a soma de Minkowski de dois conjuntos genéricos sdo
definidos. A soma de Minkowski representa a soma dos elementos dos conjuntos, ou
seja, a soma é realizada ponto a ponto.

Definicdo 2.3.13. Conjunto.

Conjunto é um agrupamento de elementos com caracteristicas similares como con-
junto dos ntmeros naturais, inteiros, racionais, irracionais, reais e complexos, por
exemplo.

Defini¢do 2.3.14. Soma de Minkowski ( , ).
A soma de Minkowski de dois conjuntos Z; e Z, é definida como Z, ®Z, = {z; +z» :
21 €721,29 € Zz}
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Fato 2.3.2. Extensao do valor médio ( , )-
Seja h : R" — R™ uma fungdo elementar, cujas derivadas sdo continuas no conjunto
X CcR", e £ € X um vetor elementar. Assim,

h(X) C h(z) ® V h(X)(X — %), (2.22)
em que V. h(X) é a Jacobiana de h(x) calculada em relagdo a x e avaliada em X.
O

A extensdo do valor médio é uma fun¢do que lembra a lineariza¢do analitica com o
ponto de equilibrio igual ao centro £ do conjunto X. Entretanto, a Jacobiana é avaliada
sobre o conjunto X em vez do ponto de equilibrio £.

Observacao 2.3.2. Note que a extensdo do valor médio ndo assume que X seja ne-
cessariamente um intervalo [x]. A funcdo V,h(X) pode ser sobrestimada por uma
extensdo intervalar A {V,h(X)}, que ndo é necessariamente uma extensdo intervalar na-
tural A {V,h([x])}. Portanto, a saida da extensdo do valor médio ndo é necessariamente
um intervalo. Caso V,h(X) seja uma extensdo intervalar natural A {V,h([x])}, a extensdo
do valor médio retorna um intervalo menos conservador do que a extensdo intervalar

natural A{h}([x]) ( , ).
O

Considere as fungdes elementares sen(x), x?, exp(x), In(x) e vx. Desde que [x] € R,
e as fung¢des elementares sejam monotonicamente crescentes, as extensoes intervalares
naturais podem ser obtidas diretamente avaliando os limites de [x] na fun¢do elementar.
Por exemplo, considere a funcdo elementar h(x) = exp(x) e o intervalo [x] = [g; E] eR,.
A extensdo intervalar natural correspondente é

a{h)([x]) = [exp (x);exp @]

Ha dois problemas relacionados a aritmética intervalar denominados efeito de de-
pendéncia (do inglés, dependency effect) e efeito de alargamento (do inglés, wrapping
effect) ( , ). Ressalta-se que tais problemas ndo sdo especificos da aritmé-
tica intervalar, e sim de transformacdes de varidveis elementares que sdo substituidas
por conjuntos. O efeito de dependéncia ocorre quando uma dada varidvel aparece mais
de uma vez em uma operagdo, pois o efeito de cada uma delas é considerado de forma
independente. Isso justifica a ndo existéncia do elemento nulo. Por sua vez, o efeito
de alargamento é explicado pelo autor com base em um problema de valor inicial para
um sistema de 1 equagdes diferenciais ordinarias. Em geral, ainda que um conjunto de
pontos iniciais seja representado por um dado conjunto, como um intervalo, as solugdes
obtidas ao longo do tempo nédo sdo caracterizadas pelo mesmo tipo de conjunto. Dado
que o conjunto solugdo é sobrestimado pelo mesmo tipo de conjunto inicial, pontos
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extras sdo incluidos, caracterizando, assim, o efeito de alargamento. Embora o efeito
de alargamento seja explicado para casos multidimensionais, ele também pode ocorrer
em casos unidimensionais ( , )-

A partir de (2.21), infere-se que a extensdo intervalar natural ndo é tnica, pois di-
ferentes extensdes intervalares naturais podem ser obtidas reescrevendo uma fungdo
elementar, ja que existe o efeito de alargamento. Além disso, as diferentes extensdes in-
tervalares naturais podem conduzir a resultados cada vez mais imprecisos. Entretanto,
a extensdo do valor médio (2.22) busca reduzir tal conservadorismo, provendo uma
imagem de menor didmetro em relagdo a mesma extensao intervalar natural escolhida.

Exemplo 2.3.4. Considere as seguintes funcdes elementares equivalentes 1 : R*? —» R
definida como h;(x,y) = (x — y)?, ha(x,y) = (x — y)(x — y) e h3(x,y) = x> — 2xy + y*. Para
os intervalos [x] = [1;3] e [y] = [2;9], as imagens correspondentes sdo:

AMm([xLIy]) = [0;64], a{h2}([x]Iy]) = [-8; 641, a{hs}([x][y]) = [-49; 86l.

O Exemplo 2.3.4 trata um caso unidimensional de transformacdo. A menor quantidade
de vezes que as variaveis intervalares podem aparecer corresponde a extensdo interva-
lar natural A{h;1}([x],[y]), por isso a imagem retornada tem o menor didmetro intervalar.
Entretanto, nem sempre a escolha de um formato da funcdo elementar com o menor
nimero de vezes que as varidveis aparecem na fun¢do torna a imagem do conjunto
minima devido ao efeito de alargamento. Para isso, deve-se garantir que a fungdo h
e os operadores elementares sejam continuos e as varidveis aparegam uma inica vez

( , 2001).

2.3.3 Conceitos Basicos de Elipsoides e Politopos Convexos

Nesta secdo vdrios tipos de conjuntos sdo matematicamente caracterizados. Um
poliedro é um conjunto formado pela intersecdo de uma quantidade finita de semiespacos
fechados. Quando o poliedro é limitado, este é chamado de politopo. Um conjunto
convexo pode ser caracterizado como aquele no qual a semirreta tragcada por dois pontos
interiores quaisquer estd confinada no conjunto. Ha vérias maneiras de de representar
um politopo convexo, tais como representacdo por semiespagos H™P (do ingles, half
spaces representation), vértices VP e geradores G'P. Na primeira representagdo, o
politopo convexo é definido como a intersecéo entre 1, semiespagos delimitados por
ng hiperplanos ( , ), sendo o ntiimero deles a medida da complexidade
da representagdo. Na segunda representacdo, o politopo convexo é originado de um
conjunto de 7, vértices. Na terceira representagdo, o politopo convexo é formado
por n, geradores de um zonotopo. Ressalta-se que G™P representa apenas politopos
convexos centralmente simétricos, V*F politopos convexos e H™P poliedros em geral.
Ao representar um dado politopo convexo por semiespacgos, embora o ntiimero de



2.3 Defini¢oes Basicas e Notagdes de Conjuntos 19

vértices possa ser maior devido ao aumento de dimensao e de complexidade, o niimero
de geradores é menor. Assim, percebe-se que o custo computacional de se trabalhar
com zonotopos é menor.

Definic¢ao 2.3.15. Faixa ( , ).
Uma faixa (do inglés, strip) é definida como

S{xeR":|c"'x-d|<p|cR", (2.23)

em que p € R, representa a largura da faixa, d € R representa o deslocamento da
faixa no espaco Euclidiano, e ¢ € R"” representa a dire¢do da faixa. Além disso, v, =
{x eR":clx=d+ p} e v_ = {x eR":cTx=d- p} sdo os hiperplanos paralelos que
delimitam o conjunto S.

Definicdo 2.3.16. Poliedro: Representacdo por Semiespagos ( , )-
Sejam H € R™*" e b € R"s uma matriz e um vetor elementar, respectivamente. O
poliedro P C R" é definido como

P=L{xeR":Hx <b}. (2.24)

O

Caso o poliedro seja limitado, o conjunto formado é um politopo. Note que tomar
a i-ésima linha lin;(H) e o i-ésimo elemento b; é o mesmo que definir um semiespaco
delimitado por um hiperplano (2.23).

Definigao 2.3.17. Politopo convexo: Representacdo por Vértices ( , )-
Para um conjunto finito de pontos V C R", com V = {v1,0,... ,vng}, o politopo P
pode ser definido como o envoltério convexo (do inglés, convex hull) do conjunto V:

g
P = conv(V) = {alvl + a0+ .. +a, 0y, ; € Ry, Z a;=10; € ]R”}. (2.25)
i=1
O
Definicdo 2.3.18. Zonotopo ( , ; , ; , ).
Sejam G* = [g’{ L - g;‘lg] € R™"s e £ € R" a matriz geradora e o centro do

zonotopo X, respectivamente. Além disso, seja & € R" um vetor elementar que
pertence a caixa unitaria [P]"s, tal que ||l < 1. O zonotopo X C R" é definido como
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X={R+GE: €[], [lElo <1

g
={e+) &gt —155]51}
j=1

=X @ G [D]". (2.26)
X é um paralelotopo se em (2.26) n, = n e G* for invertivel ( , ). X éum
intervalo se em (2.26) n, = n e G* for uma matriz diagonal ( , ). Assim, é pos-

sivel representar um intervalo qualquer [x] € R" por meio de zonotopo analogamente
a (2.16):

[x] = mid([x]) & %diag(diam([x]))[q)]”, (2.27)

em que diag(e) retorna uma matriz diagonal.
O

Observacao 2.3.3. Na literatura, diferentes nota¢des para um zonotopo sao encontra-
das. Por exemplo, em ( , ), um zonotopo X com centro £ e matriz
geradora G* é representado pela soma de Minkowski X = £ ® G*[®]"s. Em ( ,

), a representacdo do mesmo zonotopo é dada por X = Z (£,G*) ou X = (£,G*). A
notacdo adotada neste trabalho faz uso da soma de Minkowski, pois é a forma mais
usual de representar conjuntos zonotdépicos na literatura.

O

Trés exemplos sdo propostos a seguir usando pacotes de extensdo do software
MATLAB®. O primeiro exemplo ilustra como gerar o mesmo politopo por meio das
representagdes H™P, VP e G™P. O segundo deles apresenta graficamente o resultado
da soma de duas caixas em R?. Por fim, o terceiro exemplo gera trés tipos de politopos
especiais em R®: caixa ou intervalo, paralelotopo e zonotopo. O primeiro exemplo é
proposto no pacote de extensao Multi-Parametric Toolbox (MPT), enquanto os restantes
no pacote de extensdo INTerval LABoratory (INTLAB). Esta escolha dos algoritmos é
realizada porque o pacote MPT permite tratar todos os conjuntos definidos neste tra-
balho, enquanto o pacote INTLAB é mais particular e trata apenas aritmética afim, isto
é, zonotopos em geral.

Exemplo 2.3.5. Considere o mesmo politopo convexo P representado por: (a) H™P,
10,0806 02357 0,2417 -0,0806 -0,2357 -0,2417 !
~|-0,2417 —0,2357 —0,0806 02417 02357 0,0806 | ’

T
k= [0,9670 0,9428 0,9670 0,9670 0,9428 0,9670] , (b) Vrep,
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V= A Lo i el o] |} e 0 0=, 5 Sor. 0 g

algoritmo gera cada uma das representacdes desejadas:

% Algoritmo que gera o mesmo politopo

0/0 Hrep

hl = [0.0806 0.2357 0.2417 -0.0806 -0.2357 -0.2417];

h2 = [-0.2417 -0.2357 -0.0806 0.2417 0.2357 0.0806];

H = [hl ; h2]; % Matriz H

k = [0.9670 0.9428 0.9670 0.9670 0.9428 0.9670]°; % vetor k
X1 = Polyhedron(’A’ ,H,’b’,k’); % gera o politopo por H™P

O/O Vrep

V=[-6-6; -40 ;04 ;66 ;40 ;0 -4]; % vértices

X2 = Polyhedron(V); % gera o politopo por VP

% G'P

c=1[0 ; 0]; % centro do zonotopo

G [1 2 3; 32 1]; % geradores do zonotopo

B Polyhedron(’1lb’,[-1 -1 -1]’,’ub’,[1 1 1]’); % caixa unitaria
X3 = ¢ + G*B; % politopo gerado segundo a metodologia G™P

A Figura 2.2 ilustra o politopo convexo definido de trés maneiras diferentes.

Figura 2.2: Representacdo em RR?> do mesmo politopo convexo por H™P, VP e G'P
(plot_politopo_convexo @).

T T
Exemplo 2.3.6. Sejam X; e X, duas caixas de centros £; = [0,5 0,5] ex, = [1 1] ,
e matrizes geradoras G; = G, = Iyx. A soma de X; com X, resulta na caixa X3 com
centro %3 = %; + £, e matriz geradora G; = [G1 Gz]. O seguinte algoritmo gera as
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tiguras correspondentes:

% Algoritmo que gera a soma de duas caixas
% Primeira caixa

x1 = 0.5%ones(2,1); % centro da caixa X1

Gl = eye(2); % matriz geradora da caixa X1

Bl = [infsup(-1,1) ; infsup(-1,1)]; % hipercubo

X1 = x1 + Gl*affari(Bl); % gera a variavel intervalar

plotaffari(X1) % gera o grafico correspondente da caixa X1
hold % mantém a curva anterior na primeira figura

% Segunda caixa

x2 = ones(2,1); % centro da caixa X2

G2 = eye(2); % matriz geradora da caixa X2
B2 = [infsup(-1,1) ; infsup(-1,1)]; % hipercubo
X2 = x2 + G2*affari(B2); % gera a variavel intervalar

plotaffari(X2) % gera o grafico correspondente da caixa X2
% Terceira caixa

X3 = X1 + X2; % soma das outras caixas

plotaffari(X3) % gera a figura correspondente da caixa

Os conjuntos gerados pelo cédigo anterior sdo apresentados na Figura 2.3.

35 F 00000 e e e e o e e o o e o o = ==

257

0.5 *

st e— ] e e - - -

Figura 2.3: Representa¢do em IR? da soma de duas caixas (plot_soma_duas_caixas @).

Exemplo 2.3.7. Sejam %1, %, £3 € R3 os centros dos politopos de matrizes geradoras
Gi1, Gy € R¥S e G3 € R¥. Gy, G; e G; caracterizam intervalo, paralelotopo e zonotopo,
respectivamente. O seguinte algoritmo gera as figuras correspondentes:
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% Algoritmo que gera uma caixa ou intervalo

x1 = ones(3,1); % centro da caixa

Gl = eye(3); % matriz geradora

Bl = [infsup(-1,1) ; infsup(-1,1) ; infsup(-1,1)]; % hipercubo
Z1 = x1 + Gl*affari(B1); % gera a variavel zonotopica

plotaffari(Z1) % gera a figura correspondente da caixa
% Algoritmo que gera um paralelotopo

x2 = ones(3,1); % centro do paralelotopo
G2=[101;010;0011]; % matriz geradora

B2 = [infsup(-1,1) ; infsup(-1,1) ; infsup(-1,1)]; % hipercubo
Z2 = x2 + G2*affari(B2); % gera a variavel zonotépica

figure % gera uma nova figura

plotaffari(Z2) % gera a figura correspondente do paralelotopo
% Algoritmo que gera um zonotopo

x3 = ones(3,1); % centro do zonotopo

G3=1[1-10-1; 60 -1 31; -1 -10 -1]; % matriz geradora
B3 = [infsup(-1,1) ; infsup(-1,1) ; infsup(-1,1) ; infsup(-1,1)];
Z3 = x3 + G3*affari(B3); % gera a variavel zonotdpica

figure % gera uma nova figura
plotaffari(Z3) % gera a figura correspondente do zonotopo

Os conjuntos gerados pelo cédigo anterior sdo apresentados na Figura 2.4.

(a) (b) (©)

ok 4 o 2 N ow &

Figura 2.4: Representagdo em R® de (a) uma caixa, (b) um paralelotopo e (c) um
zonotopo (plot_intervalo_paralelotopo_zonotopo @).

Defini¢ado 2.3.19. Elipsoide ( , )-
Sejam Q° € R™" e £ € R" a matriz geradora e o centro do elipsoide X?, respectiva-
mente. Além disso, seja £ € R" um vetor elementar que pertence a caixa unitaria [®]",
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tal que [|€]l; < 1. O elipsoide X¢ c R" é definido como
XL {2+ Q¢ &[], gl <1). (2.28)

O

Zonotopo e elipsoide sdo transformagdes afins da caixa unitdria [®], a diferenga é
que um zonotopo utiliza o vetor £ com norma-oo, enquanto um elipsoide usa norma-2.
Portanto, um elipsoide Xé = &(%,P*¢), tal que P*¢ = Q° (Q°)" é uma matriz simétrica
positiva semidefinida, pode ser representado de forma anéloga a (2.8) quando P*¢ for

invertivel ( , ):
Xex{e: (-2 () e —%) <1} (2.29)

No exemplo a seguir, os limites de um elipsoide em R? sdo gerados pelo pacote
computacional proposto por ( ) segundo a forma (2.29).

-1 4
seguinte algoritmo é proposto para gerar os limites do elipsoide X¢ usando o software
MATLAB®:

1 -1
Exemplo 2.3.8. Considere o elipsoide & (x¢,P*), tal que x° = Oy € P*¢ = [ ] @)

% Algoritmo que gera os limites de um elipsoide
% Centro do elipsoide

xe = [0 ; 0];

% Matriz geradora do elipsoide

Pee = [1 -1; -1 4];

% Gerando um objeto elipsoidal

obj = ellipsoid(xe,Pee);

% Gerando os limites do elipsoide correspondente
plot(obj)

O elipsoide gerado pelo c6digo anterior é apresentado na Figura 2.5.
O

Politopos convexos e zonotopos possuem complexidade arbitréria, ao contrario dos
outros conjuntos que possuem complexidade fixa. A seguir, sdo apresentadas algumas
propriedades de zonotopo.

Propriedade 2.3.6. Sejam os zonotopos X7 = X1 & G [q)]”? CcR'eX; =%,dG* [CI)]”;2 -
R", e R € R®™". Zonotopos satisfazem as propriedades de soma de Minkowski, repre-
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sentada por &,

[@]"
Xi0X, = (& + %)@ [GY G¥] o[ c R (2.30)
e de mapeamento linear

RX = R% ® RGX[®]"s c R, (2.31)

O
2571
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Figura 2.5: Representagdo em R? de um elipsoide (gerando_elipsoide @).

Propriedade 2.3.7. A partir da soma de Minkowski (2.30), a permutacdo das colunas
da matriz geradora G* ndo altera o zonotopo formado ( p )-

O

Em geral, algoritmos que aproximam politopos por paralelotopos ou zonotopos
demandam menor tempo de processamento, mas tornam o conjunto estimado mais
conservador ( , ). Além disso, a simetria existente em zonotopos, inter-
valos, paralelotopos e elipsoides conduz a uma baixa representatividade de conjuntos
fortemente assimétricos.

Observacdo 2.3.4. Intervalos néo satisfazem (2.31) a menos que R seja diagonal. Para-
lelotopos e elipsoides nado satisfazem (2.30). Em geral, a interse¢do entre zonotopos nao
é um zonotopo, dado que o conjunto resultante pode ser assimétrico, mas tal intersecao
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é fechada para politopos convexos. Ainda que a intersegdo entre politopos seja exata,
a representacdo (2.24) apresenta elevado custo computacional. Por isso, a utiliza¢do de
zonotopos tem ganhado muita popularidade ( , )-

O

Em (2.30), verifica-se uma dificuldade computacional, pois a complexidade de um
zonotopo aumenta cada vez que dois zonotopos quaisquer sdo somados. Sendo assim,
o operador redugdo |, € utilizado para reduzir a ordem n, de um zonotopo, cuja
ordem de reducdo é ¢. A matriz geradora obtida |, G* deve satisfazer a propriedade
de inclusao.

Proposic¢do 2.3.1. Inclusdo de um zonotopo ( , )-
Seja X = £ & G*[®]"s um zonotopo e |, o operador redugdo de ordem ¢. A matriz
ly, G* satisfaz a seguinte propriedade de inclusao:

2@ GN@]"s C 20 |, G[D]7. (2.32)
O

A inclusédo (2.32) implica que o zonotopo de ordem reduzida & |, G*[®]? deve
sempre conter o zonotopo original £ ® G*[®]":. Essa propriedade naturalmente conduz
a diminuigdo da precisdo do zonotopo, visto que o tamanho, ou o volume, do conjunto
reduzido tende a ser cada vez maior ao longo das iteragdes. O algoritmo de redugdo
de zonotopo é apresentado a seguir.

Algoritmo 2.3.1. Redugdo de zonotopo ( , ).
O algoritmo de reducdo de zonotopo é resumido na fungdo

ly G* = reducao_zonotopo (G*,¢) .

Seja X = £ ® GX[®]" C R", em que G* € R™":, e ¢ a ordem de redugdo do zonotopo
X. Os procedimentos para obter o zonotopo de ordem reduzida |, G* sdo dados por:

1. Calcule a norma-2 de cada gerador ou coluna g% = col; (G*) € R" da matriz G* e
ordene as colunas de forma decrescente:

> (2.33)

GXS:[g’l‘ e & e gﬁg], ‘g}( §ju1

2 2"

2: Seng < @, entdo |, G* = G*°. Caso contrério, dada a matriz G**, cujas colunas 8
estdo dispostas em ordem decrescente de norma-2, determine as matrizes

Gi=[gr - g, (2.34)
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que sdo as primeiras ¢ — n colunas de G**, e
GL= 85 - 8l (2.35)
que sdo as colunas restantes de G**.
3: Calcule a matriz

G® = diag (|G’§

Ly 1), (2.36)

em que |G§ é o valor absoluto de cada elemento da matriz G%, 1, ..x1 € 0 vetor de
elementos unitdrios e diag(e) é a matriz diagonal retornada.

4: Calcule o zonotopo de ordem reduzida |, G* dado por
L, G =[G G (2.37)
O

Note que para ¢ = n, GX = G* em (2.36), que corresponde a matriz geradora original
G* gracas a Propriedade 2.3.7. Assim, todo zonotopo satisfaz a inclusdo £ & G*[®]"s C
2@ GP[P]", pois G* € R™" é a menor caixa que contém o zonotopo original G*. A seguir
é apresentado um exemplo de redugdo de zonotopo usando o pacote de extensdo
INTLAB.

Exemplo 2.3.9. Seja o zonotopo X C R?, com £ € R? e G € R¥?. O seguinte algoritmo
gera as figuras correspondentes ao zonotopo antes e depois da redugéo:

% Algoritmo que reduz um zonotopo com ordem de redugdo @=2
% zonotopo inicial

Xx = [-1 ; 1]; % centro do zonotopo

G=1[1-11; -111]; % matriz geradora

B = [infsup(-1,1) ; infsup(-1,1) ; infsup(-1,1)]1; % hipercubo
X = x + G*affari(B); % gera a variavel zonotépica

% reducdo de zonotopo para (=2

rnorm = zeros(l,size(G,2)); % armazena a norma-2 das colunas de G
for j=1:size(G,2)

rnorm(j) = norm(G(:,j),2); % norma-2 associada a colunas de G

end

rcresc = sort(rnorm); % ordem crescente de norma-2

rdec = zeros(size(rcresc)); % sera colocado na ordem decrescente
for j=1:size(G,2)

rdec(j) = rcresc(size(G,2)+1-j);
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end

% Reordenando as colunas de G em ordem decrescente de norma-2

Gdec = zeros(size(®));

k = zeros(1,size(G,2)); % sinaliza se a coluna de G ja foi selecionada
for m=1:size(G,2)

for j=1:size(G,2)

if (rdec(m)==rnorm(j) && k(j)==0)

Gdec(:,m) = G(:,3);

k(j) = 1; % mostra que essa coluna deve ser esquecida

break % pula direto para o for externo, isso evita sobrepor ...

% a coluna m ao varrer o for interno e encontrar outra coluna com a
% mesma norma

end

end

end

@ = 2; % ordem de redugao

Gmaior Gdec(:,1:¢-size(G,1));

Gmenor = Gdec(:,@p-size(G,1)+1:size(G,2));

bGmenor = diag(abs(Gmenor)*ones(size(Gmenor,2),1));

Gbarra = [Gmaior bGmenor]; % reducdo obtida

B2
X2

[infsup(-1,1) ; infsup(-1,1)]; % hipercubo do zonotopo reduzido
X + Gbarra*affari(B2); % zonotopo reduzido

hold on % permite sobrepor figuras
plotaffari(X)
plotaffari (X2)

As matrizes geradoras G* e G* associadas aos zonotopos X e X, respectivamente,

sao:
1 -1 1 - 30
G‘l—1 1 1]eG‘lo 3]'
Os zonotopos gerados sdo apresentados na Figura 2.6. Percebe-se que o zonotopo
de ordem reduzida possui uma drea maior que o zonotopo inicial devido a propriedade

de inclusdo. A diminuic¢do da precisdo do conjunto reduzido simplifica a representacdo
computacional.

O

O teorema a seguir permite representar um zonotopo X pela menor caixa que o contém.
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Teorema 2.3.1. Envoltério intervalar de um zonotopo ( , ).

Sejam X = £ @ G*[P]"s C R" o zonotopo e rs (G¥) o somatério do valor absoluto dos
Mg

elementos das linhas de G* que formam uma matriz diagonal do tipo rs (G¥),; = Z 8
j=1

A menor caixa que contém o zonotopo X é dada por £ @ rs (G*) [D]", que é denominado

envoltério intervalar de X. Portanto, o envoltério intervalar de um zonotopo X pode

ser representado como a extensao natural
AMX} £ 2 @18 (G) [D]". (2.38)
m]

Observacao 2.3.5. Caso seja utilizada 4lgebra intervalar para computar o zonotopo
(2.26), o resultado obtido é a menor caixa que contém tal zonotopo dado por (2.38).

Z
original

Zreduzido

Figura 2.6: Exemplo de um zonotopo antes e ap6s sua redugdo (reducao_zonotopo @).

As vezes, a matriz geradora de um zonotopo pode ser intervalar, sendo necessario
transformé-la em uma matriz geradora elementar. Assim, o teorema a seguir permite
obter uma matriz geradora elementar a partir da intervalar, gerando um zonotopo mais
conservador.

Teorema 2.3.2. Inclusdo de zonotopo: Generalizagdo do método de Kiihn ( ,
).

Considere uma familia de zonotopos representada por X = £ & [G*] [P]"s, em que

% € R" é o centro e [G*] € R™" é a matriz geradora intervalar. A inclusdo de zonotopo
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o{X} é definida como

s o . DJ"s
olX) £ 2@ [mid(G*]) L] [[[‘D]]" l (2.39)
L &, diam (g ])
sendo L € R™" uma matriz diagonal dada por /;; = — i=1,..n.
j=1
Desse modo, X C o{X}.
O

2.4 Transformacao de Varidveis Aleatdrias Gaussianas e
Variaveis Zonotopicas

Esta secdo apresenta os resultados de transformacgdes afins e nao lineares aplicadas
em VAGs e varidveis zonotépicas (VZ), que sdo o cerne dos métodos de filtragem.

2.4.1 Caso Linear

Seja
Y=AX+b (2.40)

uma transformagdo afim da varidvel X. Os dois fatos a seguir mostram que a transfor-
macao afim de uma VAG e uma VZ preserva a PDF e o conjunto original.

Fato 2.4.1. Transformacéao afim de uma VAG.

Seja X ~ N (£,P*) uma VAG, em que £ é a média e P é a matriz de covariancia. A
transformagdo afim Y = AX + b, com A € R™" e b € R", resultana VAG Y ~ N (,P¥Y),
em que

=A%+, (2.41)
PYY = AP>AT, (2.42)
O

Fato 2.4.2. Transformagao afim de uma varidvel zonotdpica.

Seja X = £ ® GX[®]"s uma VZ, em que £ é o centro e G* é a matriz geradora.
A transformagdo afim Y = AX® Db, com A € R™" e b € R, resulta no zonotopo
Y =& G'[D]"s, em que

§=A%+b, (2.43)
GY = AG~. (2.44)
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O

T
Exemplo 2.4.1. Considere a transformac¢do y = Ax+b,com A = 1,5, eb = [0,5 0,5] ,

1 1 2 4
aVAG X ~ N (Ipx1,lr0) eaVZ X = L] ® [4 3 g 1] [@]*. Na Figura 2.7, a PDF de X,

o conjunto zonotdpico de X e as transformagdes correspondentes sdo ilustrados.

(a) (b)
5 20
o &
4 ~ (o] 15
~ ~ . _pM
s A I 10

Figura 2.7: Exemplo da transformacéo afim y = Ax+b, representada por linha tracejada,
de: (a) uma VAG X e (b) uma VZ X, representadas por linha continua (transforma-
cao_linear @).

2.4.2 Caso Nao Linear

Seja
Y = h (X],Xz,d) (245)
uma transformacdo ndo linear das varidveis a priori X; e X,, em que d é um vetor
deterministico. A transformacdo ndo linear de uma VAG e uma VZ ndo preserva a PDF
e o conjunto original, mas uma aproximagao dos mesmos é gerada.
H4 duas abordagens comuns na literatura que permitem aproximar a PDF da VA Y:

a estendida e a transformacao unscented (UT). A abordagem estendida é baseada nas
séries de Taylor truncadas nos termos de primeira ordem.

Fato 2.4.3. Transformacdo nao linear de uma variavel aleatéria Gaussiana.
Sejam as VAGs X; ~ N (£1,P1) e X5 ~ N (%,,P?2), em que %, e £, sdo as médias
e P e P2 530 as matrizes de covaridncia correspondentes, e o vetor deterministico
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d. Segundo a abordagem estendida, a VA Y dada por (2.45) é aproximada pela PDF
Gaussiana Y ~ N (7,PYY), em que

9 = h (5&1/5&2/d) s (246)
H1 = Vxlh(fel,f(\fz,d), (247)
Hz = VX2h(J?1,3?2,d), (24:8)
PY = H;P"™"H| + H,P***H]. (2.49)

O

A UT aproxima a média 7 € R" e a covariancia PYY € R™" da VA Y por meio
dos pontos sigma X°P, que sdo vetores deterministicamente escolhidos. Os passos da
UT sao detalhados no algoritmo 2.4.1 segundo a sistematizagdo proposta por

( ). Este algoritmo é apresentado de forma genérica, a fim de que qualquer
transformacao néao linear de duas VAs seja utilizada.

Algoritmo 2.4.1. Transformacgdo unscented.
O algoritmo da UT é resumido na funcdo

[§,PYY,PY] = UT (%,%,, P, P**2 d h) .
Seja a transformacao ndo linear genérica
.1/ = h(x11x2/d)/ (250)

em que X; e x sdo VAs com médias £; € R" e X, € R" e matrizes de covariancia
paa e R™" e P22 € R™, ed € R” é um vetor deterministico. Os procedimentos para
obter a UT sdo apresentados a seguir.

e Gerar pontos sigma.

1: A partir das VAs x; e x,, defina o vetor de estados aumentado & como

[x 1] , (2.51)

X2

lis

X

emquef¥eR" efi=n+r.

2: Com base nas matrizes P e P*2*2 defina a matriz de covariancia P** € R™"
como

(2.52)

XX A P 0,y
P ‘lorxn prae |
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3: Compute os pontos sigma col; (X*P) € IR" e 0s pesos correspondentes y;, j =
1,...,2#, como

o & Xspl
XF = [Xspzl
= Hian + V[P -], (2.53)
1
= 2.54
Vi P ( )

2z

em que col; (X*F) é a j-ésima coluna da matriz X € R™?", 1;,,; € R™" ¢ o
vetor de elementos unitérios, (8)!/? é a raiz quadrada matricial, que pode ser
obtida pela fatoracdo de Cholesky. Além disso, X*P! € R™?" e X% € R"™*?"
sdo parti¢cdes da matriz X°P.
e Transformar os pontos sigma.
Propague cada ponto sigma col; <X5P1> e col; (X*?) pela transformagao (2.50) ge-
rando
col; (Y*P) = h (colj (XSPl) ,col; (XSPZ) ,d) , (2.55)
comj=1,..,21.
e Gerar estimativas de média e covariancia.

Com base em (2.55), estime a média j e as covaridncias P¥Y e P*'Y como

271

= Z yjeol; (Y*F), (2.56)
j=1
271

P = ¥ y;[eol; (") - 9] [col; (vF) - 7 (2.57)
j=1

P = i yi|col; (X¥1) = £ [eol; (Y*F) - y]T : (2.58)

=1

Assim como P*Y, a matriz de covariancia P**¥ pode ser obtida.

O fato a seguir apresenta o resultado da aplicacdo da UT nas VAs X; e X,.

Fato 2.4.4. Transformacao unscented.

Sejam X; ~ N (£1,P 1) e Xy ~ N (£,,P2*2) VAGs a priori, com médias £; e £, e cova-
ridncias P e P, tal que x; € X e x; € X, sdo realizagdes das VAs correspondentes,
e d € R? o vetor deterministico. Dada a transformacado ndo linear (2.45), a UT das VAs
X; e X, resulta em

[7,PY,PY] = UT (8,2, P, P**2,d,h) . (2.59)
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O

AVZY =19& GY[®]" C R™ associada a (2.45) é obtida por meio de quatro sobres-
timacoes sucessivas da transformacdo exata. Primeiramente, a transformacio exata
h(X1,X,,d) é sobrestimada usando a extensao do valor médio (2.22)

W(X1,X2,d) C h(%1,X2,d) & (Vi h(X1,X2,d)) G D] .

Em seguida, a fungdo h(%1,X,,d) é sobrestimada por uma extensdo intervalar natural
ou pela extensdo do valor médio, gerando o zonotopo mid (h(%;,X>,d)) ® U[®], e a
fungao (V4 h(X1,X>,d)) G é sobrestimada por uma extensdo intervalar, a fim de que
seja retornado um conjunto intervalar

W(X1,Xa,d) € mid (h(%1,X,,d)) & U[®] & [M][®]" .

Por fim, o zonotopo 0,x1 ® [M][CI)]”;1 é sobrestimado por outro zonotopo usando a
inclusdo de zonotopo (2.39)

W(X1,Xa,d) € mid (h(%1,X5,d)) @ U[D] @ o {omxl @ [M] [cp]”?} .

Assim, § = mid (h(%;,X,d)), G = [LI Gb], GP é a matriz geradora da inclusdo de
zonotopo ¢ {0m><1 & [M][CD]”?} e ng =ng+n+ n?.
O fato a seguir mostra o resultado da aplicagdo de (2.45) sobre as VZs X; e X».

Fato 2.4.5. Transformacdo néo linear de uma varidvel zonotépica ( , )-

Sejam os zonotopos X1 = £; & G [@]”Z1 CR"eX;, =% ® GXZ[CI)]”éX%2 C R, em que
%1 e X, sdo os centros e G e G** sdo as matrizes geradoras correspondentes, e o vetor
deterministico d € IR”. Com base na extensdo do valor médio (2.22), a transformacgéo
ndo linear Y = h(X;,X,,d) é aproximada pelo zonotopo

Y =G [d] c R"
= mid (h(2;,X,,d) ® [U G| [D]*, (2.60)

em que U é a matriz geradora do conjunto h(£1,X>,d), GP é a matriz geradora da
inclusdo de zonotopo © {Omxl <) [M][CD]”gl} dada por (2.39), [M] = A {V, h(X1,X,,d)} G é
y _

uma matriz intervalar e ng = ng +n+ nz,l.

O

Exemplo 2.4.2. Considere a transformacdo nédo linear de coordenadas polares para

T
coordenadas cartesianas y = [x1cos(x2) xlsen(xz)] ,em que x; é o raio e x; é o angulo,
as VAGs X; ~N(3,1)e Xo ~N(0,1),eas VZs X; = 3® 3[D] e X; = 0 3[D]. Na Figura
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2.8, as VAs Xj e X;, representadas pela VA aumentada X asVZs Xie Xy, representadas
pela VZ aumentada X, e as transformagdes correspondentes sdo ilustradas.

I’ \'\ _:l‘)
- ~ 8
. < - -
2 s . Yy
’ \ 6 |-------------|
’ - \ '
r o T 4 1
1 Il . 1 1
[ ¢y !
T —_—p 2 1
1 . 1
<toro [ =l <o f
\ 1
\ 2 1
-1 v !
A 7 4 1 1
A ’ 1 1
N - 1
¢ -6
2 ‘\ .
-
. - 8
-
~ o -
~ - -

Figura 2.8: Exemplo da transformacdo ndo linear y = [x;cos(x;) xlsen(xz)]T, repre-
sentada por linha tracejada, de: (a) VAGs X; e X, e (b) VZs X; e X, representadas
por linha continua e pelas varidveis aumentadas X e X, respectivamente (transforma-
cao_nao_linear @).

2.5 Considerag¢oes Finais

Este capitulo apresentou um resumo das ferramentas necessarias para compreensao
de abordagens que serdo discutidas nos capitulos seguintes. A VAG e a VZ foram
definidas com maior enfoque, dado que servirdo de base no contexto de estimacdo
de estados. Além disso, ressaltou-se que a transformacdo afim de uma VAG e uma
VZ preserva a representacdo original das varidveis. Por outro lado, a transformagdo
nao linear de uma VAG e uma VZ ndo preserva a representagdo original, mas uma
aproximagdo da distribui¢do ou conjunto da representacdo original. A motivagdo em
caracterizar incertezas por meio de VA estd nos valores ndo previsiveis assumidos pelas
incertezas aolongo dos eventos. A motivagdo em caracterizar incertezas por meiode VZ
estd relacionada a elas serem limitadas por um conjunto compacto independentemente
do padréo de valores assumidos, ou seja, ndo é necessario conhecer o comportamento
das incertezas, somente seus valores limites.






Capitulo 3

Métodos de Estimacao de Estados

“Na casa de meu Pai hd muitas moradas; do contrdrio, jd vo-lo teria
dito; pois vou preparar-vos lugar.”

Jo 14:2

3.1 Introducgao

Neste capitulo, sdo apresentados métodos de filtragem estocdstica e zonotdpica.
Na Secdo 3.2, filtros estocasticos baseados no filtro de Kalman sdo apresentados para
sistemas ndo lineares. Como esses filtros produzem estimativas aproximadas, também
sdo apresentadas abordagens que levam em consideragdo restrigdes nos estados para
melhorar as estimativas, como transformacao unscented com restri¢ao intervalar, otimi-
zacdo e truncamento da PDEF. Posteriormente, a Se¢do 3.3 trata da estimacao de estados
de sistemas lineares e ndo lineares por meio de técnicas denominadas associacdo de
conjuntos. O método de filtragem é denominado garantido desde que os estados do
sistema pertencam ao conjunto estimado, atendidas as hip6teses iniciais com relagdo
aos limites dos ruidos. Neste trabalho, sdo apresentadas duas abordagens de filtragem
zonotdpica. Uma delas é mostrada a partir do observador de Luenberger para sistemas
lineares e a outra é formulada tanto para sistemas lineares quanto ndo lineares com
base em zonotopos, aproximagdes intervalares e faixas. Enfim, a Se¢do 3.4 conclui este
capitulo, discutindo vantagens e desvantagens das abordagens apresentadas.

3.2 Meétodos de Filtragem Estocastica

Filtro é uma solucdo para o problema de estimacdo de estados. Algoritmos base-
ados no filtro de Kalman (do inglés, Kalman Filter (KF)) sdo muito utilizados desde a
proposi¢do do mesmo em ( , ). O KF é uma ferramenta destacada na
literatura devido a sua otimalidade na estimacao de estados, a qual é obtida para siste-
mas dindmicos lineares submetidos a ruidos Gaussianos. Assim, o KF é um estimador
de minima variancia e mdxima verossimilhancga, ou seja, as estimativas geradas sdo
as mais precisas e provaveis, respectivamente ( , ; , ). Desde a
publicacdo do KF padrdo, outros filtros baseados na versado original tém sido propostos
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para sistemas ndo lineares, tais como o filtro de Kalman estendido (EKF) e o unscented
(UKF). O EKF aproxima o modelo matematico nao linear (1.1)-(1.2) por uma expansao
em séries de Taylor, enquanto o UKF utiliza a transformacdo unscented (UT) para gerar
os pontos sigma, que sdo vetores deterministicamente escolhidos, e obter estimativas
relacionadas ao vetor aleatdrio (VA) transformado. Em geral, as solu¢des obtidas pelos
tiltros estocasticos no contexto ndo linear sdo aproximadas, dado que sdo baseados em
VAs Gaussianas (VAG), cuja PDF ndo é preservada em transformacdes ndo lineares.
Basicamente, o KF é composto de duas etapas: predigio e assimilagio de dados.

Em alguns casos, além do modelo matematico do sistema (1.1)-(1.2) e das obser-
vagoes Yy disponiveis, informagdes a priori sobre o sistema sdo conhecidas e podem
ser transformadas em restri¢des nos estados. As restricdes nos estados podem ser de
igualdade e desigualdade. Originalmente, as estimativas dos algoritmos de filtragem
de Kalman ndo satisfazem restrigdes nos estados. Assim, diferentes abordagens tém

sido propostas: transformacao unscented com restri¢ao intervalar (ICUT) ( ,
), otimizacdo de uma funcao de custo ( , ) e truncamento da
funcdo densidade de probabilidade (PDF) ( , ).
Por conveniéncia, a formulagdo geral do problema (1.1)-(1.2) é repetida:
Xk = f (1,1, w1,k = 1), 3.1)
Y = h (xi,vk) (3.2)

emque f: R"XR' XRIXN — R'eh : R" X R" XN — R" sdo os modelos de
processo e medigao, respectivamente, e x; € IR" os estados a estimar sujeitos as restri¢des
intervalares

aig < Xig < big, (3.3)

com a;x < b, i = 1,2,... ,n. Deseja-se estimar a VA a posteriori X; por meio de média £
e covariancia Py™.

3.2.1 Filtro de Kalman

Considere o sistema dindmico linear a tempo discreto

Xp = Ar1 X1 + Bieoqttgy + BY wiy, (3.4)

Yk = Cexe + DPy, (3.5)
em que Ai_1, Bi, B,%_l, Cr e D,% sdo matrizes variantes no tempo, o superescrito g
significa transformacdo linear de uma VAG, x; € R" é o vetor de estados a estimar,
ur—1 € R? é o vetor de entrada, yx € R™ é o vetor de saida, wy € R7 e v € R" sdo os
ruidos de processo e medigdo, respectivamente. Os ruidos wy—; e v sdo considerados
brancos, Gaussianos e ndo correlacionados, com média nula e covariancia E [wsz] =k

eE [vkv{] = Ry, respectivamente. Assume-se que as estimativas dos estados iniciais £,
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e Py, as matrizes de covariancia Q1 e Ry, o vetor de entrada uy, as observagdes vy e as
matrizes Ax_1, Bi_1, Bf_l, Cre Df sdo conhecidos para k > 1.
Espera-se que um ganho 6timo K seja encontrado, a fim de que o funcional de custo

(K % tr(Pg) (3.6)
seja otimizado segundo o critério de minima variancia

Ky £ arg min }:’[V (Kk) , (3.7)
Ky

em que o superescrito MV no funcional de custo | indica minima variancia.
O algoritmo a seguir apresenta os passos do KF cléssico ( , )-

Algoritmo 3.2.1. Filtro de Kalman.
O algoritmo do KF é resumido na fungao

|£6,P| = KF (£61,P, Ac1,Bi1,Bf. CoDf Qi1 Ritti-1,Y)

Dadas as inicializagdes da funcdo KF em k = 0, os passos seguintes determinam a
predicdo e a assimilagdo de dados.

e Predicao.

1: Calcule a média a priori £xk-1 utilizando o modelo de processo (3.4)
Rpk-1 = Ak-1%k-1 + Brqu. (3.8)

2: Calcule a matriz de covariancia Py, a priori utilizando o modelo de processo
(3.4)

P = A PR AT+ B Oy (B 39

klk-1 k1P Ay + B Qe (B ) - (3.9)

3: Compute a média fix—1 com base na estimativa a priori Xi—1 e no modelo de
medicao (3.5)

Dige—1 = Crfigpe—1- (3.10)

4: Calcule as matrizes de covariancia Py, , e P, utilizando os modelos de
processo (3.4) e medicao (3.5)

Py 1 = PigeaCis (3.11)
T
P Zli—l =GP k|k—1CE + D{Ry (D,f) . (3.12)

e Assimilacdo de dados.
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1: Calcule o ganho de Kalman

% -1
Ke=Ppo_ (P) . (3.13)

2: Calcule a média a posteriori
Rr = Zuge-1 + Kie (Vk — Tipe-1) - (3.14)
3: Calcule a matriz de covariancia a posteriori

P =P, — KkPZVZ_lK,f. (3.15)

O

Algumas limita¢gdes do KF cldssico sdo gerar estimativas sem o compromisso de
satisfazer restri¢des e ndo tratar parametros incertos.

3.2.2 Filtro de Kalman Estendido

Basicamente o EKF lineariza o modelo do sistema em torno de um ponto de equi-
librio e aplica os passos do KF. Portanto, busca-se minimizar de forma aproximada o
mesmo funcional de custo (3.6). A partir do modelo ndo linear a tempo discreto (3.1)-
(3.2), a linearizagdo correspondente, usando séries de Taylor truncadas nos termos de
primeira ordem, é dada por

xi = f(x*Lutw Lk = 1) + Fp_ (xx—1 — x°%) + F (g — u®Y) + 7 Wi, (3.16)
Vi = h (x*9,0°k) + Hy (x¢ — x°9) + H ¥y, (3.17)
em que

F = Vof *Lu*w*k-1), (3.18)

F =V f(*uw*k-1), (3.19)

FY =Vof *Tuwk -1), (3.20)

H =V h (x*9,0°0k), (3.21)

H} = Vyh (x*1,0°9,k) (3.22)

sdo matrizes Jacobianas avaliadas nos pontos de equilibrio x*9, u®, w®* = 0y e v*1 =
Oyx1, € as parcelas de ruido @_; e 7, representam, ao mesmo tempo, as parcelas de ruido
w1 e g e erros de linearizacdo. Os termos de ruido @y_; e 7 sdo considerados brancos,
Gaussianos e ndo correlacionados, com média nula e covariidncia E [wsz] = Qe

E [z‘)k@ﬂ = Ry, respectivamente.
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Observacdo 3.2.1. Quando as fungdes f e h sdo continuas e néo lineares, cada ma-
triz Jacobiana associada ao modelo linearizado e discretizado é calculada da seguinte
maneira: (i) linearize as fung¢des continuas e nao lineares f (x(t),u(t),w(t)) e h (x(t),0(t)),
obtendo um modelo linearizado continuo cujas matrizes Jacobianas sdo dadas por
F¢ = V. f (x*4u*d,w*) e H* = V,h (x*1,0°9); (ii) em seguida, discretize o modelo lineari-
zado continuo segundo o método zero-order-holder (ZOH) com periodo de amostragem
Ts, a fim de que as matrizes Jacobianas do modelo discretizado F¢ = exp (F°T;) e
HY = exp (H°T,) sejam aproximadas pela expansdo em séries de Taylor da exponencial
de matriz truncadas na terceira ordem, ou seja, F¢ ~ I + FTy + 1 (F°T,)* + L (F°T,)’
( , )- Neste método de discretizacdo, as entradas sdo mantidas constantes
durante o intervalo de amostragem T.

O

Os pontos de equilibrio x*1 e u°1 sdo considerados como, respectivamente, a média
mais recente da VA X e o proprio vetor deterministico u. As transformagdes ndo lineares
sdo aproximadas por transformacgdes lineares como no Fato 2.4.3. O algoritmo a seguir
apresenta os passos do EKF classico ( , )-

Algoritmo 3.2.2. Filtro de Kalman estendido.
O algoritmo do EKF é resumido na fungao

I:_‘)?jk,P;((X] = EKF (ﬁk—1/PZi1/Fz_11F;cl_1/ka_llH])é/HZ/Qk—l/Rk/uk—lzyk/f/h) .

Dadas as inicializagdes da fungdo EKF em k = 0, os passos seguintes determinam a
predicdo e a assimilac¢do de dados.

e Predicdo.
1: Calcule a média a priori £x,-1 utilizando o modelo de processo ndo linear (3.1)
Rpp—1 = f (J?k—l,uk—l,oqxl,k - 1) . (3.23)

2: Calcule a matriz de covariancia Py, a priori utilizando o modelo de processo
linearizado (3.16)

Py = B Py (F) +F Qe (R (3.24)

3: Compute a média fix—1 com base na estimativa a priori X—1 e no modelo de
medigdo nao linear (3.2)

gk”(—l =h ("’eklk—lloi’xllk) . (325)
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4: Calcule as matrizes de covariancia lei_l e lei_l utilizando os modelos de

processo (3.16) e medicdo (3.17) linearizados

X T
p k|¥<—1 = P (H;c() y (3.26)
PY = HPs (HY) + YR (HY) (3.27)

e Assimilacdo de dados.

Com base em (3.13)-(3.15), determine as estimativas de média £ e covariancia P;*
a posteriori.

O

O EKF é uma aplicagdo do KF para sistemas ndo lineares, na qual é conservada
a eficiéncia computacional ao longo das recursdes. Entretanto, o EKF esta sujeito a
algumas limitagdes como: baixo desempenho para sistemas fortemente nédo lineares,
as estimativas de estados podem divergir, exige a existéncia das matrizes Jacobianas e
ndo trata restrigdes, nem parametros incertos.

3.2.3 Filtro de Kalman Unscented

Nesta subsecdo é apresentado o algoritmo do UKF conforme sistematizacdo pro-

posta por ( ). Esse algoritmo permite tratar casos em que os ruidos
de processo w e medigdo v sdo aditivos ou multiplicativos. O UKEF foi proposto por
( ), motivado por limitacdes do EKF oriundas, principalmente,

de linearizacdo. Assim como o KF, o UKF possui duas etapas: predicdo e assimilagdo
de dados. A etapa de predigdo do UKF é composta pela propagacdo da VA X;_; pelo
modelo de processo (3.1), gerando Xjy-1, e pela transformacdo desta VA pelo modelo
de medicdo (3.2) gerando Yjy-1. O funcional de custo considerado é o mesmo do KF
(3.6), portanto, a etapa de assimilagdo de dados é a mesma do KF. Note que, a menos
do instante de tempo k, a transformagdo (2.50) equivale ao modelo de medigdo (3.2)
quando x; = x; e xp = Uy.

Algoritmo 3.2.3. Filtro de Kalman Unscented.
O algoritmo do UKF é resumido na fungdo

|£6,P| = UKF (261, P, Qi1 Rt Vi f 1)

A seguir, sdo apresentados os passos para obter as estimativas a posteriori do UKF.
Lembre-se que a funcdo UT formulada no Algoritmo 2.4.1 permite aplicar qualquer
tipo de transformacao nao linear para duas VAs.

e Predicao.
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A partir do Algoritmo 2.4.1 da UT e da inicializa¢do da fungdo UKFem k = 0, a
etapa de predicdo é dada por:

1: Determine as estimativas de média Xi—1 e covaridncia P;{‘l’,‘(_l a priori

[P Onen | = UT (£61,0p, Py Qe i, f) (3.28)

em que f é o modelo de processo (3.1).

2: Determine as estimativas de média 1 e covariancias lei_l e lei_l

|91, P PE | = UT (£e1,0ma, Py RiOh), (3.29)
em que /1 é o modelo de medicao (3.2).

e Assimilacdo de dados.

Com base em (3.13)-(3.15), determine as estimativas de média £ e covariancia P}
a posteriori.

Os passos do UKF sédo ilustrados no diagrama da Figura 3.1.

Kt Xt Yk|k-1

Figura 3.1: Tlustracdo dos passos de predicao, durante o qual propagam-se as VAs X;_;
e Xi-1, produzindo Xyx-1 e Yik-1 respectivamente, e assimilagdo de dados, no qual a
VA X é estimada, do UKF.

O UKF é um algoritmo bem conhecido na literatura por ser um algoritmo aproxi-
mado de minima variancia baseado no KF, ndo necessitar do modelo linearizado do
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sistema, e gerar resultados mais precisos do que o EKF. A linearizagao neste caso é feita
de forma estatistica, em que uma VAG é transformada em outra VAG por um modelo
ndo linear ( , ). Segundo os préprios autores do UKEF, é mais sim-
ples aproximar uma PDF do que aproximar um modelo néo linear ( ,

), ao contrdrio do que é feito no EKFE. Duas limita¢des deste filtro sdo nédo tratar
parametros incertos e gerar estimativas sem o compromisso de satisfazer restrigdes.
A motivagdo das abordagens estocésticas exploradas nas proximas subse¢des é tratar
restricbes durante a estimacdo de estados.

3.2.4 Filtro de Kalman com Restricao Intervalar na Transformagao
Unscented

Diferentemente da UT, a ICUT aplica a UT com restri¢do intervalar na etapa de
predicdo do UKF. A restri¢do intervalar é aplicada nos pontos sigma, os quais devem
satisfazer

A < X7 <bik, i=1...n, j=1..2n+1) (3.30)

Caso o vetor £, ndo satisfaca (3.3), o mesmo deve ser projetado nas bordas da restrigdo
antes de utilizar a ICUT. Desse modo, quando um ponto sigma ultrapassa os limites da
restri¢cdo intervalar, o ponto sigma também é projetado nos limites da restricdo, para
que (3.30) seja satisfeita. Assim, os pontos sigma X" ndo satisfazem a relagdo de média
e covariancia da VAG que os gerou, e os pesos y passam a ser diferenciados. Isso
quer dizer que, embora os pontos sigma X;p sejam gerados pela média £ e covariancia
Py, as operagoes (2.56) e (2.57) ndo retornam as mesmas estimativas da VAG inicial.
Entdo, a média e a covaridncia dos pontos sigma calculados capturam a informagédo de
restri¢do intervalar na etapa de predicédo ( , ).

Neste trabalho, a abordagem UT é trocada pela ICUT na predicdo do UKEF, tal que o
mesmo funcional de custo (3.6) seja considerado para célculo do ganho de Kalman Kj.
Assim, obtém-se o algoritmo chamado de IUKF. O procedimento daICUT é apresentado
no algoritmo a seguir baseado em ( , ) e na sistematizagdo proposta

por (2015

Algoritmo 3.2.4. Transformagao unscented com restrigdo intervalar nos estados.
Este algoritmo é resumido na func¢do

[7,PYY,PY] = ICUT (&,%2, P, P**2,d h,a,b,x) .
Considere novamente a transformacgao ndo linear genérica
]/ = h(.X'l,Xz,d),

em que x; e xp sd0 VAs com médias #; € R" e £, € R" e matrizes de covariancia
pax e R™" e P22 € R™™, e d é um vetor deterministico. Dada a inicializag¢do da
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funcdo ICUT, em que x é o parametro que determina o espalhamento dos pontos
sigma, 0s passos seguintes determinam o algoritmo da ICUT:

e Gerar pontos sigma com restrigdo intervalar nos estados.

1: A partir das VAs x; e x,, defina o vetor de estados aumentado ¥ € R” como
(2.51),em que 1 = n + m.

2: Com base nas matrizes P e P*?* defina a matriz de covaridncia PX* € R™"
como (2.52).

3: Determine N € R™*?%

N =[P - P9 (3.31)

4: Parai=1,...,iej=1,..,2f, determine Q € R™?"

Vil + K, N(i,]') =0

: A7 bi—%
Q(l P A n'un( n+x, N(i,j) ), N(z,]) >0 (332)
mm( Vil + K, ?\'[;il), N(i,]') < 0,
. a - b . . .
em que 4 = l ] eb = , ou seja, as restri¢des da VA x, sdo
—OOmx1 +Oom><1
consideradas ilimitadas.
5: Encontre o vetor O € R
0; £ min (col;(Q2)). (3.33)

6: Dado o parametro k > —ii, calcule as varidveis g e 8

ot _ 2kl , (334)
2(7 + 1) (L4 0; — (27 + 1) Vit + x)
s 1 o

7: Encontre o vetor de pesos y € R¥"*1

Yo=B, vj=00;+p. (3.36)
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8: Por fim, determine a matriz de pontos sigma X € R

Xspz
= 3%11><(2ﬁ+1) + [Oﬁxl S, S—] (337)

P L [Xspll

sendo X°*P1 € R"™@™D) ¢ X5P2 ¢ R™("*1) particdes da matriz X°P, e

S+é[91coll ((p**)”z) eﬁcolﬁ((pii)m)],
S_ 2 [=Ogmeol; (PX)'?) ... —Ocoly (P)'?)].

e Transformar os pontos sigma.

Calcule os pontos sigma transformados, Y*P, pela equagdo (2.55),comj = 1,...,(271+
1).

e Gerar estimativas de média e covaridncia.

Estime a média {/ e as covariancias P¥Y e P*'¥ por meio de (2.56)-(2.58).
O

Observagdo 3.2.2. Quando a covaridncia da PDF de entrada, relacionada a 1o, ultra-
passa a regido de restricdo, a ICUT garante que os pontos sigma X°P, gerados por (2.57),
pertencam a regido de restricdo e a covariancia obtida seja menos incerta do que a
covariancia de entrada.

O

Observagao 3.2.3. Quando a covariancia da PDF Gaussiana de entrada, relacionada a
1o, ndo ultrapassa os limites das restri¢des, a ICUT se resume a UT, logo, o IUKF se
resume ao UKF, de tal forma que os pontos sigma e os pesos relacionados a cada uma
das abordagens retornam a mesma média e covariancia. Além disso, o ponto sigma de
peso o € escolhido sempre como a média X.

O

A seguir, uma aplicacdo dos sub-passos 1 a 8 da abordagem ICUT é exemplificada
a fim de ilustrar a Observagdo 3.2.2.

T T
Exemplo 3.2.1. Considerex € R?, % = [0,25 1] , P> = Iy, comrestricdesa = [—0,5 O]

eb= [2 2,5]T. Na Figura 3.2, a média £ representada por (o) satisfaz (3.3), mas a co-
variancia P* representada por (—) ultrapassa os limites estabelecidos pelas restrigdes
a e b. Assim, aplicando os sub-passos 1 a 8 da ICUT, as estimativas de média, repre-
sentada por (¢), e covariancia, representada por (- - —), dos pontos sigma sdo geradas
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juntamente com os pesos correspondentes representados por (x). A média dos pontos
sigma necessariamente satisfaz (3.3), devido a projecdo dos pontos sigma nas bordas
da restrigcdo ultrapassadas. Essa projecdo implica em pontos sigma ndo centralmente
simétricos e uma covariancia menos incerta.

O

O algoritmo do IUKF é apresentado a seguir com base no Algoritmo 3.2.4 da ICUT.

Algoritmo 3.2.5. Filtro de Kalman com restri¢do intervalar na transformacao unscented.
Este algoritmo é resumido na fungdo

|£6,P| = TUKF (%1, P, Qe R thir, Vit b, f1)

Dada a inicializacdo da fungdo IUKF em k = 0, os procedimentos para obter as
estimativas a posteriori do IUKF sdo apresentados a seguir.

e Predicao.

1: Determine as estimativas de média fjx_1 e covariancia P,’(‘l’,‘(_1 a priori

[x\'k|k—1lp;<(|)](<_110n><n] = ICUT (ﬁk—lquX1/P;((ilIQk—lluk—llflak/ble) s (338)

em que f é o modelo de processo (3.1).

2: Determine as estimativas de média 71 e covariancias lei_l e P;;i_l

[96.P2 Y| = ICUT (21,01, PS5y RiO g b ), (3.39)

em que h é o modelo de medicéo (3.2).

e Assimilacdo de dados.

Com base em (3.13)-(3.15), determine as estimativas de média % e covariancia P}*
a posteriori.

O

A principal vantagem do IUKF em relagdo ao UKF estd na aplicacdo da ICUT na
etapa de predi¢do em vez da UT, sendo geradas estimativas de média e covariancia
mais coerentes com a regido das restrigdes. Como a ICUT tem passos similares aos da
UT, o tempo de processamento do IUKF e do UKF sdo préximos. Entretanto, o IUKF
ndo trata parametros incertos nem leva em conta que o passo de assimila¢do de dados
possa conduzir a resultados imprecisos.
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Figura 3.2: Exemplo da gerac¢do de pontos sigma pela ICUT, em que as estimativas inici-
ais demédia £ = [0,25 1], representada por (o), e covaridncia P = I,,, representada
por (—), de x € R? sdo apresentadas com a média representada por (¢), a covariancia
representada por (— - —) e 0s pesos (x) dos pontos sigma ap0s aplicar os sub-passos 1 a
8 com x = 0 (aplicacao_da_abordagem_ICUT @).

3.2.5 Filtro de Kalman Unscented com Otimizag¢ao

Este filtro realiza uma otimiza¢do em cada ponto sigma e, ao final, tem-se uma
contribuicdo atualizada do conjunto de pontos sigma otimizados. Portanto, trata-se de
uma otimizagdo local. O problema de otimizacdo é formulado para o j-ésimo ponto
sigma col,; (X;px), comj=1,...,2n. Afungdo de custo a ser minimizada é (

,2013)

2 (ol (7)) (cob (527) = cob (R5) (PRr)” €
+ (e = (col, (X37) scol, (XF¥) k) Ry (o), (3.40)
em que (e) representa a mesma expressdo em ()" que pré-multiplica a inversdo ma-

tricial (e)~! correspondente, as estimativas de estados col; (Xiﬁ:il) e Pix_, sdo dadas

pela fungdo UT no Algoritmo 2.4.1, enquanto os pontos sigma col, (XZPX) e col; (X;pv),
cujos superescritos estdo relacionados ao vetor de estados x; e medicdo v, respectiva-
mente, sdo utilizados na equagdo (2.55) para gerar o j-ésimo ponto sigma transformado,
col; (Y,ip), pelo modelo de medigdo h. O j-ésimo ponto sigma 6timo, col; (Xipo), é dado
por

col; (£") £arg  min M (col; (X)) (3.41)

k ElkSCOlj(XipX)Sbk k

Quando o modelo de medicdo (3.2) € linear, ele pode ser reescrito como

Yk = Ckxk + Ug.
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Neste caso, em especial, (3.40) pode ser reduzida a seguinte funcdo de custo (

7 )

M (col, (X)) = (col, (X)) ((p;lxk_l)‘1 + c,{Rk-le) col; (x:7)
-2 ((X,illjj_l)T (PE) "+ (= 00" Rk-lck) col; (X;™). (3.42)

A formulacéo (3.42) reduz consideravelmente o tempo de processamento. No soft-
ware MATLAB®, a funcdo quadprog permite resolver problemas de programagao qua-
drética, enquanto a funcdo fmincon permite resolver problemas tanto lineares quanto
ndo lineares. Note que, dado que as matrizes Pi_1 € R sdo definidas positivas, a fungao
de custo JMP é estritamente convexa ( , ). Isso quer dizer que o minimo
existente na fungdo é global e, assim, apenas um ponto sigma 6timo é obtido. Entre-
tanto, como os pontos sigma finais sdo obtidos pelos pontos sigma individualmente
calculados, tal resultado é tratado como local.

O algoritmo do UKF com otimiza¢do (OUKF) a seguir é dividido em dois passos:

predicdo e assimilagdo de dados.

Algoritmo 3.2.6. Filtro de Kalman unscented com otimizagao.
Este algoritmo é resumido na fungdo

[J?k,PZX:I = OUKF (-'fk—l/P;((il;Qk—l/Rk/uk—lzyk/akzbk/f/h) .

Dada a inicializagdo da fungdo OUKF em k = 0, os passos para obter as estimativas
a posteriori do OUKF sdo apresentados a seguir.

e Predicao.

1: A partir da fungdo UT no Algoritmo 2.4.1, calcule as estimativas de média

N . 9
fuk-1 € covariancia Pklk—l a priori

I:J?k|k—1lp])((|)]((_1loﬂ><n:l =UT (fk—lloqxllpl)c(ille—l/uk—llf) ’ (343)

em que f é o modelo de processo (3.1).
2: Em seguida, determine a matriz de pontos sigma, X" |, e 0s pesos y; corres-

pondentes por meio das equagdes (2.53) e (2.54), respectivamente.

e Assimilacdo de dados.

1: Utilize um algoritmo de otimizac¢do em (3.40) para gerar o j-ésimo ponto
. JoE {Spo © . e .
sigma 6timo, col; (Xk ), dado que o j-ésimo ponto sigma transformado

col; (Y;p) é dado pelo modelo de medigao & (3.2)

col; (Y{P) = h(col; (X;P*) col; (X) k) (3.44)
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e 0s pontos sigma col; (X;’p X) e col; (X;p V), cujos superescritos estdo relacio-
nados ao vetor de estados x; e medigao vy, respectivamente, sdo obtidos por
(2.51)-(2.53).

2: A partir da matriz de pontos sigma otimizados X;** e dos pesos y corres-
pondentes, calcule a estimativa de média X e covariancia P}* a posteriori por
meio de (2.56) e (2.57), respectivamente.

O

Observagdo 3.2.4. Em geral, mesmo que as matrizes de covaridncia Pjj_; e Ry sejam
definidas positivas e conduzam a minimos globais, os pontos sigma obtidos ndo sdo

estritamente 6timos, dado que as mesmas matrizes ndo sdo conhecidas exatamente.
O

A principal vantagem do OUKF em relacdo a UKF e IUKF é gerar estimativas
de centro e covaridncia, relacionada a 10, que estejam contidas na regido das restri-
¢Oes. Trés limitagdes deste filtro sdo ndo tratar pardmetros incertos, gerar estimativas
aproximadas, dado que a PDF Gaussiana original passa a ser limitada, e o tempo de
processamento, uma vez que € necessdrio executar um algoritmo de otimizagdo para
cada ponto sigma a cada instante de tempo.

3.2.6 Filtro de Kalman Unscented com Truncamento da Func¢dao Den-
sidade de Probabilidade

A abordagem de truncamento da PDF trata restri¢des de desigualdade e pode ser
implementada tanto para algoritmos de EKF como UKF. Em resumo, estimativas de
média e covaridncia a posteriori sdo geradas pelo EKF ou UKFE. Entdo, o mesmo funcional
de custo (3.6) é considerado. Em seguida, por meio de uma terceira etapa no algoritmo
de filtragem, as restri¢cdes intervalares sdo aplicadas individualmente, de forma que as
estimativas de média e covariancia truncadas £; e P{*, respectivamente, sejam obtidas
recursivamente a cada passo i, com i = 1,...,n. O objetivo principal dessa abordagem
é confinar a maior drea da PDF de x; dentro da regido intervalar. O procedimento de
truncamento da PDF apresentado é baseado em ( , ) e ( ,

).

Como a UT ndo leva em consideracdo restrigdes, estas sdo aplicadas apenas no
processo de truncamento, o qual recebe estimativas j4 atualizadas. A combinacdo do
UKF com a abordagem de truncamento da PDF é denominada TUKF neste trabalho. A
seguir, o algoritmo do TUKF é apresentado.

Algoritmo 3.2.7. Filtro de Kalman unscented com truncamento da fun¢do densidade de
probabilidade.
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Este algoritmo é resumido na fungdo
[xk/PXXt] TUKF (xk 1IPk 1/Qk 1/Rk1uk L]/k/ﬂk/bk/f h)

Considere fc}”. e P;{"l‘.t as estimativas de média e covaridncia do vetor aleatdrio x]t< como

saidas da recursdo, provenientes da imposi¢do das primeiras i —1 restri¢des intervalares
(3.3), em que o superescrito t indica as estimativas obtidas pelo truncamento.

1: Dada a inicializagdo do TUKF em k = 0, estime a média % e a covariancia P} a
posteriori pelo Algoritmo 3.2.3 utilizando a fun¢do UKF.

2: Na primeira recursdo, i = 1, inicialize as estimativas fc}( L€ Pﬁt:
st o
X1 = X (3.45)

PRt = P, (3.46)

3: Depois, execute 0s quatro passos seguintes para cada recursdoi,comi=1,...,n

(a) Apliqueadecomposigao de Schur na matriz simétrica P para obter a matriz
ortogonal S € R™", ou matriz de autovetores, e a matriz diagonal W € R™",
ou forma canodnica de Jordan, tal que

SWS™ = P
(b) Dado que a matriz ortogonal © € IR™" satisfaz

T
oW col; (%) = | [P O]

aplique a ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para encontrar a matriz ortogo-
nal ® que é dada por

L_lin,(S)W'/?, I=1
lin/(©) = mek'

3.47
(61 - 22;11 (efcolq (@T)) col, (@T))T , 1=2,...n, 347)

sendo ¢; = col; (I,x,), liny(e) a [-ésima linha e col;(e) a [-ésima coluna; caso
lin)(®) = 014, entdo faca a seguinte corre¢do

-1 T

liny(®) = (¢fcol, (©7)) col, (€7) ] (3.48)

=1
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depois, normalize cada linha da matriz ©

liny(®) = li@®), I=1,..n (3.49)

__t
tiny(©)1],

(c) Calcule os parametros normalizados da restri¢do intervalar ¢;; < th. i < dii

em quezt £ @W /25T (xk -z l.) € R" é a VA transformada, sendo ¢i; < dy; €
R determinados por

1

Cki = (aik —xty), (3.50)
N

dy; = ! (bi,k - x}/k’i) ) (3.51)

[pxxt
Pz(i),(i),k,i

A média Z; , e a covariancia P de z; ; sdo dadas, respectivamente, por
At T
gt =1 Onuon)] (3.52)
T
Pt = dlag([f Lixnon)| ) (3.53)

em que a média ; e a variancia o7 truncadas sdo dadas por

v = \5 , (3.54)

(3.55)

[0}
Pt
o
—_——
|
W
~
[
[0}
X
o
—_———
|
I\)‘ 0y
=10
~
| S —

Wi = vi

dZ
)(ckl —2u;) = exp( ](dkl —2u;) + yl + 11 (3.56)

A

I

=

o

X

O
—
<l,

sendo

erf(b) = % fo b exp (—72)dr (3.57)

a fungéo de erro.

(d) Determine a transformacao inversa

R = SWPOT2 + 2, (3.58)
Pyt = SW?O'PeW!/?ST. (3.59)

ki+1
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4: Por fim, em i = n, faga

=2, (3.60)
Pt = PRt (3.61)
O

Basicamente, as estimativas a posteriori provenientes do Algoritmo 3.2.3 do UKF
e cada restrigdo intervalar (3.3) sdo utilizadas para transformar o vetor aleatdrio x;
em z . O vetor zk é a versdo de xi; truncada nos limites (3.50) e (3.51) com menor
Varlanc1a 072 e maior probabilidade na média y;, a fim de que a maior area da PDF
pertenca a restrlgao Ap6s determinar as estimativas de média Z, . e covariancia P{*, a
transformagcdo inversa (3.58) e (3.59) é aplicada para obter xk Fmalmente, na u1t1ma
recursdo, i = n, todas as restricdes intervalares (3.3) foram utlhzadas. A seguir, o
procedimento de truncamento é exemplificado.

T
Exemplo 3.2.2. Considere x; € R? uma VA a posteriori com média £ = [0,25 1] , CO-

T T
variancia PI’(‘X = I« e restri¢Oes intervalares a; = [—0,5 0] eb = [2 2,5] . Na Figura

3.3, % € representado por (o), a covariancia P} é representada por (—) e as restrigdes
ai e by sdo representadas por (-). A partir do algoritmo de truncamento, as estimativas

T
de média e covaridncia truncadas correspondentes sdao JE; = [0,5430 1,1452] , repre-

T
sentada por (), e P:Xt = diag ([0,4003 0,4157] ), representada por (- - —), que sdo mais
precisas do que a VAG de entrada.

Em relacdo ao IUKF, o TUKF tem a vantagem de retornar como saida do algoritmo
estimativas mais precisas, ou seja, menor varidncia. Em relacdo ao OUKEF, o tempo de
processamento do TUKF é menor devido a ndo executar um algoritmo de otimizacao.
Uma desvantagem do TUKEF é ndo tratar parametros incertos.
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Figura 3.3: Exemplo da abordagem de truncamento em que as estimativas de média
2 =1[025 1], representada por (o), e covaridncia P;(‘X = >4, representada por (—), de
x¢ € R? sdo usadas no passo de truncamento para obter a média 32}( =[0,5430 1,1452],
representada por (¢), e covaridncia PY* = diag ([0,4003 O,4157]T), representada por
(= - -) (aplicacao_da_abordagem_de_truncamento @).

3.3 Métodos de Filtragem por Associacao de Conjuntos

Nesta segdo sdo apresentados métodos alternativos de filtragem, baseados no con-
texto de associagdo de conjuntos para representar incertezas. Ou seja, em vez de
representar incertezas por meio de VA, elas sdo representadas por conjuntos. Ao con-
trario dos filtros estocdsticos, que sdo solu¢des aproximadas para sistemas néo lineares,
o método de filtragem por associagdo de conjuntos é denominado garantido quando as
hipéteses no inicio do projeto sdo satisfeitas. Essas hipdteses sdo discutidas ao longo
das préximas subsegdes.

3.3.1 Filtro de Kalman Gaussiano e Zonotdpico

O filtro de Kalman Gaussiano e zonotdpico (ZGKF) pode ser tratado como um
método de filtragem hibrida para sistemas lineares, porque ele aborda a fusdo de ca-
racteristicas intrinsecas do KF com a teoria de conjuntos zonotépicos. Embora o ZGKF
seja chamado de filtro, ele apresenta a estrutura de um preditor. No ZGKE, a parcela
zonotdpica garante robustez ao pior caso de perturbacdo no sistema e computagao
de dominios, enquanto a parcela estocéstica contribui para avaliagdo probabilistica de
testes. As defini¢des apresentadas nesta subsecdo sao baseadas em ( , ).

A seguir, o vetor de estados é definido como um vetor hibrido xi‘, que é modelado
por duas fontes de incerteza: zonotdpica e Gaussiana.

Definigao 3.3.1. Vetor hibrido ( , ).
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Sejam o zonotopo degenerado X = 0,x1 @ G;[CD]”E eR"eaVAG X, ~ N (Onxl,P;X),
em que x; € Xy e xf € Xx. O vetor hibrido x}(‘ é definido como

h & sh z g
Xp =X+ a0+ x, (3.62)

z

em que £ € R” é o centro do vetor de estados x}'.
O

A VAG X ~ N (£,P) é utilizada para definir um elipsoide, cuja expressao matema-
tica é igual a (2.29) a menos da parametrizacdo unitaria, pois a parametrizacdo é dada
pelo maior valor da VA chi quadrado (2.8). Como a VAG tem suporte ilimitado, atribui-
se a taxa de erro a do tipo I, que representa a probabilidade da VAG ndo satisfazer o
elipsoide de confianga correspondente.

Definicao 3.3.2. Elipsoide de Confianca ( , )-
Seja a VAG X ~ N (&,P*), em que x € X é uma realizacdo, e @ o erro do tipo I. O
elipsoide de confianca é definido como

E@PY), 2 {xeR": (x-)' (P (x -9 <x2(1-a)f, (3.63)

em que x2 (1 —a) € R é o maior valor da distribui¢do chi quadrado com n graus de
liberdade que limita superiormente a matriz de covariancia P8 com probabilidade
(1 — a). Dessa forma, a probabilidade de x pertencer ao elipsoide (3.63) é

p(reEEPN,)=1-a. (3.64)

O

A partir do elipsoide de confianca definido anteriormente, no teorema a seguir é
indicado que o vetor hibrido possui probabilidade minima de (1 — a) de pertencer ao
conjunto resultante da soma do zonotopo com o elipsoide de confianga, que sdo as
representacdes das parcelas zonotdpica e Gaussiana, respectivamente.

Teorema 3.3.1. Dominios de confianga ( , )-
Seja a" = " + x” + x8 o vetor hibrido tal que x* € X = 0,,q ® GX[D]"s, x8 € X ~
N(0,x1,P88) e a € [0; 1]. A seguinte probabilidade é satisfeita:

p(a € 2 & GO @ E (0,0, PBE),) 2 (1 - ). (3.65)

O

No teorema a seguir, o zonotopo X e o elipsoide de confianga gerado pela VAG X
sdo aproximados individualmente por uma caixa que os contém. A soma destas caixas
resulta em outra caixa. Logo, o resultado da soma de Minkowski em (3.65) estd contido
na nova caixa e o dominio de confianca obtido é ainda maior.
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Teorema 3.3.2. Caixa de confiancga ( , ).

Sejam o zonotopo X = 0,1 ® GX[®]" € R", o elipsoide de confianga gerado pela
VAG X ~ N (0,x1,P#8) e o centro £" € R", que definem o vetor hibrido x". Dada a taxa
de erro a € [0; 1], o envoltério intervalar do vetor hibrido x" é dado por

=8 — R (3.66)

em que r* = |G| 1 + Tdiag% (Pg8), Y = \x2(1—a), x2(1—a) € R é o maior valor
da distribuicdo chi quadrado com n graus de liberdade, e diag%(O) retorna um vetor
coluna contendo a raiz quadrada de cada elemento diagonal da matriz P#8.

O

O critério de otimalidade do ZGKF é a minima variancia. A funcdo de custo J%© é
definida para minimizar conjuntamente as parcelas zonotdpica e Gaussiana do vetor
hibrido. O parametro n representa a influéncia do peso de cada tipo de incerteza na
minimizacdo da funcdo de custo J4C.

Definicao 3.3.3. Funcédo de custo J%C ( ,

Sejam o zonotopo Xy = 0,x1 @ GX[CD]”? eR'ea VAG Xe ~ N (Onx1,ng) que re-
presentam o vetor hibrido xf', e € [0;1]. O critério de minimizacdo J/© é definido
como

T
J76 (Kia) £ (1 - ptr (G,t (G) ) + ntr (P¥¥), (3.67)
em que K;_; é 0 ganho que minimiza a fungdo de custo J7°.
O

A seguir é definida a norma de Frobenius, que é usada como um critério de tamanho
de zonotopo.

Definic¢ao 3.3.4. Norma de Frobenius ( , ).
Seja 0 zonotopo X = £&GX[D]"s = ﬁ@[g’{ S - gﬁq] [@]"%. A norma de Frobenius
de G* é dada por
IG¥I 2 \tr (GX(G9') = (3.68)
O
Seja o sistema dinamico linear a tempo discreto
= Ay 1x,£l L+ B +wi +wb (3.69)

J/k 1= Craxy + 0 + 0%, (3.70)
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em que Ay € R™", Bx.; € R™? e Cr—1 € R™" sdo matrizes variantes no tempo, yx—1 €
IR™ o vetor de saida e x? € IR" os estados a estimar. Observe que (3.69)-(3.70) apresenta
duas fontes de incerteza. Primeiramente, w” e w8 sdo ruidos de natureza zonotépica e
Gaussiana, respectivamente, que modelam incertezas limitadas e ilimitadas associadas
ao modelo de processo. Analogamente, os ruidos v” e v® modelam incertezas limitadas
e ilimitadas relacionadas ao modelo de medicdo. As varidveis w e v sdo mutuamente
independentes e tém as seguintes caracteristicas:

wy € Wie1 =001 ® ka_l[q)]n?/ (3.71)
0 € Vicr = Oy @ G, [P, (3.72)
Wb € Wicr ~ N (0x1,Qi1), (3.73)
U;%_l € Vicr ~ N (Oux1, Ri-1) - (3.74)

Por meio da formulagdo do problema (3.69)-(3.74), o seguinte estimador de estados
¢é proposto em ( ) para predizer o vetor hibrido x}:

X = Araxy + By + wi_ +wb |+ Ky (yk_1 — Cho1 X1 — U, — Uf_l). (3.75)

Dado que o vetor hibrido satisfaz (3.62), cada parcela do mesmo ¢é utilizada no
estimador (3.75), gragas a superposigdo satisfeita, para definir a predi¢do do vetor
hibrido. Assim, 2! representa apenas os resultados centrais do estimador, x7 resultados

k
associados a incerteza zonotédpica e x¥ resultados associados a incerteza Gaussiana.
~ o~ h ,
Entéo, a predigdo de x; é dada por

K1 = arg min JE (Ki1) , (3.76)
k-1

2 Apoifier + Beoatier + Kot (ke — Crerfie) (3.77)

X & A+ wiy = Ry (Ceaxf, +97,), (3.78)

X2 At + b - K (Ck_lx,%_l + vf_l) , (3.79)

X

em que Xi_l € Xk—l = Onxl ) Gz_l[q)]:f e xf_l € Xk_1 ~ N(Onxhpii).

1
. . n , . 1A
O vetor hibrido predito x! = &' + x% + x? é caracterizado por x? € X = 0,1 ® G{[D],*

ext e Xy ~ N (Onxl,Pfg). A matriz G} é obtida pelo esquema classico de predicdo de
zonotopo ( , ) gerando

Gy, =lp G5, (3.80)

Gy =[(A1 - KeaCin) G, G, —RinGy | (3.81)

Em (3.80), |, G}_, corresponde a redugéo da parcela zonotépica G; ,, sendo |, 0 opera-

dor reducdo de ordem ¢, cujos passos de redugdo sdo apresentados no Algoritmo 2.3.1.
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A matriz de covariancia P é obtida ao computar a covariancia de x¥ em (3.79). Dadas
as relacdes matriciais (A + B)T = AT + BT e (AB)" = BTAT, e garantindo independéncia
entre x?, wf e v%, a covariancia de x? resulta em

N . T . "
PP = (Ak—l - Kk—lck—l) P, (Ak—l - Kk—lck—l) + Qe1 + Ko R K. (3.82)

Com base na fungdo de custo (3.67) e na predigdo (3.76)-(3.82), a proposi¢do a seguir
permite computar o ganho Kj_; de maneira 6tima.

Proposicao 3.3.1. Ganho 6timo do observador ( , )-
Seja a fungdo de custo ]ZG dada por (3.67), G} por (3.81) e ng por (3.82). O ganho
6timo do observador Ky_; = = arg rmn ]kG (Kiq) € dado por

R -
Rit = Aa PGy (Cea P Ly +REE) (3.83)
em que
PR, = (1= )Gy, (GL,) + 0P, (3.84)
z v v T
RE =1 -G, (Gk_l) + 1Rk (3.85)
O

A seguir, é apresentado o algoritmo do ZGKFE

Algoritmo 3.3.1. Filtro de Kalman Gaussiano e zonotépico.
Este algoritmo é resumido na fungdo

[ﬁzlczlpfg] = ZGKF (552_1/(;;(( 1/P]§ 11Ak—1/Bk—1/Ck—l/GZ\]_llG‘k]_]/Qk—l/Rk—llrll(P) .
Os passos a seguir determinam o algoritmo do ZGKFE.

1: Dada a inicializagdo da fungdo ZGKF em k = 0, calcule as matrizes P*, e R 8 , por
meio de (3.84) e (3.85), respectivamente, e compute o ganho 6timo Kk_1 em (3 83).

2: Utilize (3.77) para calcular o centro predito do vetor de estados £}

3: Utilize o Algoritmo 2.3.1 para reduzir o zonotopo de entrada G;
e calcule a matriz geradora predita G} por (3.81).

+_1» gerando Gk iy

4: Calcule a matriz de covaridncia predita Pfg com base em (3.82).
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Os passos do ZGKF sdo ilustrados no diagrama da Figura 3.4.

h h
Xk-1 Xk
Yi.
i —D| Ky [—D i

L1
[#]

>

Figura 3.4: Ilustragdo dos passos do ZGKF, em que X!'  ¢é a variadvel hibrida inicial
composta por pacelas Gaussiana P2, centro ! | e zonotopica G} ,. A partir desta
varidvel, um ganho Ky_; é calculado e, por meio de observagdes até o instante k — 1, a

variavel hibrida atual X} ¢ estimada.

Note que o Algoritmo 3.3.1 ndo necessita de computar a caixa de confianga (3.66) e
considera o suporte ilimitado da incerteza Gaussiana x® ao longo das itera¢des. Como
o suporte da VAG éilimitado, utiliz4-la para definir os limites de uma VA chi quadrado
conduz ao intervalo [0; +00). Conforme estd definido em (3.63), o valor de parametri-
zacgdo do elipsoide de confianga, neste caso, equivale a +c0 e 0 erro a é nulo. Dado que
o vetor de estados a estimar satisfaz o vetor hibrido (3.62), os estados exatos do sistema
pertencem ao conjunto formado pela soma das incertezas zonotépica e Gaussiana.
A caixa de confianga é proposta para representar graficamente os estados estimados.
Embora a probabilidade dos estados exatos pertencerem a caixa de confianga (3.66)
seja unitdria, representa-la graficamente corresponde a um resultado impreciso, pois o
elipsoide é o préprio espago Euclidiano. Por isso é proposto representar graficamente
uma caixa de confianga com a > 0 na qual o elipsoide de confianga é um subconjunto
do espago Euclidiano, a fim de que a diminuigdo do conservadorismo gere resultados
precisos em torno dos estados exatos. Ainda que este procedimento conduza a uma
caixa ndo garantida, para o usual limite de confianca 99,73% (30), a soma das incerte-
zas zonotopica e Gaussiana gera um conjunto preciso com probabilidade préxima da
unidade.

Observacgdo 3.3.1. A minimizac¢do da norma de Frobenius sugere sensibilidade a ordem
deredugao ¢, resultando em conjuntos zonotépicos mais ou menos conservadores. Isso
ocorre porque tal minimizag¢do ndo reduz volume efetivamente, pois esta associada a
reducdo de norma-2. Segundo ( , ), ndo ha uma maneira direta para escolher
a ordem de reducdo ¢, pois esta representa um compromisso entre precisdo e tempo de
processamento. Para diferentes sistemas dindmicos, espera-se que uma mesma ordem
de reducdo ¢ conduza a diferentes tamanhos de zonotopo e tempo de processamento.
Portanto, uma maneira pratica para escolher a ordem de reducdo ¢ é por meio de
simulag¢des do estimador sem aplicar qualquer algoritmo de reducdo de ordem. Neste
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caso, a ordem de redugdo ¢ ¢ escolhida como a ordem de zonotopo 7, para a qual a
norma de Frobenius ndo se altera significativamente ao longo do tempo. Para sistemas
dindmicos continuos, a ordem de redugdo pode ser escolhida como a maior possivel tal
que o tempo de processamento médio da CPU néo ultrapasse o periodo de amostragem
do hardware.

Observacao 3.3.2. Considere os dois casos extremos para 1 € [0;1]. Cason =1, ndo ha
a presenca de ruidos zonot6picos, entao, (3.62) resulta em xi‘ = 322 + xf . Assim, o ZGKF
reduz ao preditor de Kalman ( , ). Caso 11 = 0, ndo hé a presenga de
ruidos Gaussianos, entdo, (3.62) resulta em xi‘ = 92}{‘ +x7. Desse modo, o ZGKF reduz ao

KF zonot6pico (ZKF) ( , )-

O
3.3.2 Filtro Zonotépico
A seguir, o filtro zonot6pico (ZF) proposto por ( ) é apresentado em
dois casos: (i) ndo linear, que é o mais geral, e (ii) linear.
Caso Nao Linear
Nesta subsecdo é apresentado o ZF baseado em ( , )e( ,

) para o caso de sistema ndo autonomo. Uma importante vantagem deste filtro em
relacdo as solugdes aproximadas provenientes das filtragens de Kalman apresentadas
na Secdo 3.2 é estimar estados garantidos inclusive de sistemas ndo lineares. Para que
as estimativas sejam de fato garantidas, é necessario que as premissas do filtro sejam
atendidas, caso contrario ndo se pode afirmar a caracteristica garantida do mesmo.

Considere o sistema nédo linear a tempo discreto

Xk = f (X1, Up—1, W1,k = 1), (3.86)
Yk = h (xx,01k), (3.87)

sendo f : R" X RV XRIXIN - R"eh : R" X R" X IN — R" os modelos de processo
e medicdo, respectivamente, u;_; € IR” a entrada e x; € R" os estados a estimar. As
parcelas w1 € R7 e vy € R sdo os ruidos de processo e medigdo, respectivamente,
que podem assumir qualquer caracteristica de amplitude, deterministica ou aleatoria,
desde que estejam limitados aos zonotopos correspondentes, isto é, wy-; € Wi, e
vr € V. Além disso, os estados iniciais xy, devem pertencer ao zonotopo inicial xy € X,
que é um conjunto convexo e compacto.

O algoritmo do ZF é originalmente proposto em trés passos, mas nesta subse-
cdo é considerado um quarto passo para reduzir zonotopo: (i) limitar a trajetéria
incerta f (Xy_1,uk-1, Wi-1,k — 1), (ii) computar o conjunto de estados consistente Yy_1,
(iii) computar o conjunto de estados incerto e exato Xi e (iv) reduzir o zonotopo X
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para o zonotopo X;. Dado o conjunto compacto X1, a trajetoria incerta limitada
f (Xi-1,up—1, Wi_1,k — 1) do sistema ndo linear é obtida utilizando uma extensao inter-
valar W (Xj_1,uk-1, Wi—1,k — 1) tal que

Xig-1 = W (X k1, Wicr,k = 1) 2 f (Xper g1, Wi k= 1)
O conjunto de estados consistente Y1 é definido como
Yig-1 = {x € R" : yi € h(x,V,k)}

e aproximado pela faixa Yjy_1. O conjunto de estados incerto e exato X; é definido pela
intersecdo

Xi = f (Xt Wici k= 1) N Y, k> 1,

e aproximado por

Xi = X1 N Vg1

Por fim, a redugdo de ordem do zonotopo Xy é realizada pelo operador |, com ordem
de reducdo ¢. O primeiro passo é semelhante a predi¢do do KF, enquanto os passos
(ii) e (iii) sdo semelhantes a assimilacdo de dados. O quarto passo é introduzido para
reduzir tempo de processamento.
A seguir, sdo apresentados trés teoremas bases do algoritmo do ZF proposto por
( ). Depois, o algoritmo do ZF é apresentado retomando os teoremas. O
primeiro teorema é o resultado do Fato 2.4.5 e permite obter a predi¢cdo de um zonotopo
pelo modelo de processo f.

Teorema 3.3.3. Dada a fungdo f (xx_1,4k-1,wk-1,k — 1), 0 zonotopo X1 = %1 ® G,’(‘_l[q)]"z’
e 0 zonotopo Wi_1 = W1 ® ka_l[CD]”?, tem-se que

e O zonotopo

Z = f Rer,upr, Wi k- 1), (3.88)
e A matriz intervalar
[M] 2 AV f (Kt Wica k= 1)} Gy, (3.89)
e O zonotopo
W (K1 i1, Wik = 1) = Z@ 0 {0pa @ [MI[@]%], (3.90)

sdo tais que f (;Yk_l,uk_l,Wk_l,k - 1) cwv (;Yk_l,uk_l,‘Wk_l,k - 1).
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Quando f (xx_1,Uk-1,Wk-1,k — 1) € uma fungdo linear, a soma de Minkowski pode ser
utilizada no Teorema 3.3.3, a fim de que f (;(k_l,uk_l,‘Wk_l,k - 1) seja computado de
maneira exata ( , ). Pelo teorema a seguir, é possivel definir uma faixa,
que é um conjunto consistente com a medicao.

Teorema 3.3.4. Dada a funcéo h(xx,vy,k), o zonotopo Xjy-1, 0 zonotopo Vi e as observa-
cdes Y, é possivel obter o vetor ¢; € R" e os escalares s;, p; € R

¢; = mid (A {Vxhi (Xk|k_1,(Vk,k)T}), (3.91)
[A]l=2a {C?Xk|k—1 - h; (Xk|k—1ka,k)}, (3.92)
5; = mid([A]), (3.93)
pi = %diam([A]), (3.94)

tal que [A] 2 {cf;(k|k_1 —h; (ka_l,(Vk,k)}. Neste caso, a faixa 1 = {x : |ciTx - di| < pi},
em que d; = y;x +5;, é tal que X k-1 N Hixk-1 C X Kk-1 N Y i Kle—1-

O

Observacao 3.3.3. Em (3.92), o conjunto exato é sobrestimado por um intervalo [A],
visto que os parametros s; e p; sdo obtidos por operagdes intervalares. Antes de realizar
a sobrestimacao, qualquer extensdo intervalar pode ser usada, de modo que os zonoto-
pos envolvidos nas opera¢des ndo sdo necessariamente transformados em envoltério
intervalar. Note que quando & é uma funcdo néo linear, o efeito de dependéncia surge
na equacéo (3.92), ja que o conjunto Xj;_; aparece mais de uma vez. No entanto, a
mesma equacdo pode ndo ser sujeita ao efeito de alargamento, visto que apenas uma
dimensdo da transformagdo é usada por vez.

O

A intersegdo entre o zonotopo Xy-1 € a faixa Y1 pode ser computada de duas

maneiras neste trabalho. A primeira delas é dada pelo seguinte teorema ( ,
):
Teorema 3.3.5. Dado o zonotopo ;Yklk—l = Xyj—1 @ Gzlk_1[®]”§, o vetor A € R" e a faixa

Y1 = {x €R": |ch - d| < p}, tem-se que

R = Bger + A (d = R ), (3.95)
G = [(1 - A Gy, p)\] ) (3.96)

sdo tais que Xy N Y, C Xy = £, @ GZ[CD](”EH).



3.3 Métodos de Filtragem por Associagdo de Conjuntos 63

O vetor A é dado pela minimizag¢do de um critério de tamanho do zonotopo X (D),
que influencia no conservadorismo do conjunto atualizado. Dois critérios de mini-
mizagdo sdo apresentados em ( , ): (i) minimizacdo de segmentos ou
norma de Frobenius e (ii) minimizac¢do de volume.

Dado um zonotopo X = £ & GX[®]": C R” e uma faixa S = {x eR": |ch - d| < p},
pode-se computar o vetor A € R", de forma andloga ao ganho de Kalman, buscando
minimizar a norma de Frobenius do zonotopo Xi(A)

GG e
TG (G) e+ p?

(3.97)

Outra forma de definir o vetor A é utilizar o algoritmo de minimizagdo de volume
, ). Dado um zonotopo X = £ ® G*[P]"* C R" e uma faixa S =
{x eR": |ch - d| < p}, pode-se calcular, por meio de um algoritmo de otimizagédo, o

vetor A que minimiza o volume do zonotopo Xi(A)

N(ng,n) N(ng,n—l)

Vol (X (1) =2" Y ‘det[([nxn—AcT)Ai”+2" Y ‘det[(lnxn—/\CT)Bi pA]

=1 1=

7

(3.98)

em que N (ng,n) é a combinacdo matematica que retorna os diferentes caminhos de
escolher 1 elementos de um conjunto n,, A; € R™" denota todas as matrizes que
podem ser obtidas tomando 7 colunas da matriz G* e B; € R™"~) denota todas as
matrizes que podem ser obtidas tomando 7 — 1 colunas da matriz G*.

Observagao 3.3.4. Outra forma de calcular a intersegdo X; é proposta por

( ). Dado um zonotopo X = £ ® GX[D] =X & [g’l‘ .- g’,;g] [@]* ¢ R" e uma
faixa S = {x eR": |ch - d| < p}, para j = 0,1,...,ng, sdo definidos (ng + 1) zonotopos
X(j) = x(j) ® G(j)[D]"s em que

32+(d_CT£)g’? sel<j<nyec'gr+0
%(j) = Ty 8 SRS SNes (3.99)
X, caso contrario,
T ,x
‘ g = chi g5, sei# ]
gl=2", o857 o (3.100)
! %g}‘, sei=j
]

_ o/ 7/ <j< Tgx
G(j):{ [31 S5 e gng], se1_]_1,1g.ec g #0 (3.101)
G*, caso contrario.
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O zonotopo escolhido é o de menor volume com base na equagao

N(ng,n)
Vol (X) = 2" Z det(A))]. (3.102)

i=1

O

Em geral, a minimiza¢do de segmentos (3.97) apresenta menor custo computacional
do que algoritmos baseados em minimiza¢do de volume, apesar de gerar zonotopos
mais conservadores. A abordagem de minimizagdo de volume (3.98) necessita de um
algoritmo de otimizacdo a cada iteracdo, por isso demanda mais tempo de proces-
samento do que a minimizagdo de segmentos. Essa minimizagdo gera um zonotopo
menos conservador, mas ndo impede que algumas dire¢des do zonotopo sejam muito
incertas. O volume Vol (X' (/\)) é uma funcdo convexa de A, pois zonotopo é um conjunto
convexo, assim, so existe uma solugdo. Entdo, encontrar o vetor 6timo A que minimiza
o volume do zonotopo X(A) é um problema convexo ( , ).

Em (3.99)-(3.101), sdo gerados (ng + 1) zonotopos candidatos que satisfazem XNS C
X = x @ G[®]"s. O critério para escolha do melhor zonotopo é o menor volume dado
por (3.102), que permite computar o volume de um zonotopo qualquer. Esta intersecao
apresenta melhoria significativa em relagdo a (3.98) devido a auséncia do algoritmo de
minimizag¢do. Assim, resultados similares sdo obtidos com tempo de processamento
muito menor. Além disso, a ordem do zonotopo de entrada é mantida. A seguir, o
algoritmo do ZF é apresentado.

Algoritmo 3.3.2. Filtro zonotépico.
Este algoritmo é resumido na fungdo

Xk =ZF (Xk—l/(Wk—ll(Vk/uk—h]/k;QD;f/h) .

Dada a inicializacdo da fun¢do ZF em k = 0, em que ¢ é a ordem de reducao, os
passos seguintes definem o algoritmo do ZF.
e Predigdo do zonotopo X Klk—1-

Utilize o Teorema 3.3.3 para computar o zonotopo Xj_1.

e Medicao.
A partir dos zonotopos X k-1 € Vi, e da i-ésima medigdo y;x, utilize o Teorema
3.3.4 para computar a i-ésima faixa Y;y-1.

e Intersecao ( , )

Compute a intersegdo Xi por meio do Teorema 3.3.5 com base na minimizacdo
de segmentos (3.97). Enquanto todas as medicdes y;x, i = 1,2,...,m, ndo forem
utilizadas, volte ao passo anterior.
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e Redugio do zonotopo Xj.

Utilize o Algoritmo 2.3.1 de redugdo de zonotopo para reduzir a ordem do zono-
topo X gerando G =1y G}, que é a matriz geradora do zonotopo de saida deste
algoritmo Xj.

Os passos do ZF sdo ilustrados no diagrama da Figura 3.5.

Observacao 3.3.5. H4 ocasides em que o ZF ndo converge devido a sensibilidade do
filtro a dindmicas ndo lineares, oriunda da utilizacdo da aritmética intervalar nos dois
primeiros passos do ZF. Isso ocorre devido ao efeito de alargamento e ao efeito de
dependéncia. Uma forma de contornar isso, mesmo que nem sempre garanta conver-
géncia e resultados precisos, é linearizar o sistema em torno de um ponto de equilibrio
a cada instante de tempo, como é realizado no EKF (3.16)-(3.17). Neste caso, o ponto
de equilibrio x* é escolhido como a estimativa mais atual de centro do zonotopo X.

O

O algoritmo proposto por ( ) é geral, dado que estima estados
de sistemas tanto lineares quanto ndo lineares. Entretanto, esse algoritmo apresenta
algumas limitag¢des, principalmente no contexto nao linear, que tém sido melhoradas,
como longo tempo de processamento da minimiza¢do de volume, sensibilidade aos
efeitos de alargamento e dependéncia, e imprecisdo na estimacdo de estados com
modelo de saida nao linear.

7
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Figura 3.5: Ilustragdo C}OS passos de predicdo, Xy—1, medi¢do, Yyy-1, intersecdo, X, e
redugdo de zonotopo, Xj, do ZF.

L
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Caso Linear

Considere que as fungdes f e h sdo lineares, gerando o sistema dindmico linear a
tempo discreto

Xk = Ak—1Xk-1 + Brautg—1 + B w1, (3.103)
Yk = Crxy + Divk, (3.104)

em que Ay1, Bx-1, B |, Cr e D sdo matrizes variantes no tempo, o superescrito z
significa transformacao linear de uma varidvel zonotépica, x; € R" é o vetor de estados
a estimar, 1,1 é o vetor de entrada, yx é o vetor de saida, wy—1 € R7 e vy € R" sdo
os ruidos de processo e medigao, respectivamente, que sdo assumidos desconhecidos,
mas limitados aos zonotopos correspondentes, isto €, wy-1 € Wi_1 e v € V. Além
disso, os estados iniciais x, devem pertencer ao zonotopo inicial xy € Xj.

A seguir, é apresentada a versdo simplificada do ZF para o modelo linear (3.103)-

(3.104).

Algoritmo 3.3.3. Filtro zonotépico linear.
Este algoritmo é resumido na fungdo

Xk =LZF (Xk—lrAk—l/Bk—l/Bz_llck/Di/(Wk—l/(Vk/uk—l/yk/(P> .

Dada a inicializa¢do da fun¢do LZF em k = 0, em que ¢ é a ordem de reducdo, os
procedimentos a seguir determinam os passos do ZF para o caso linear.
e Predigdo do zonotopo X1

Dado o modelo de processo (3.103), o zonotopo X1 = 21 @ G;{‘_l[CD]n‘é e 0 Zono-

k-1
topo Wi = W1 @ lecv_l[q)]”?, determine o zonotopo X Kk-1 = Xie—1 D GZ|k_1[q’]Zfi_1
de forma exata pelo esquema cldssico de predigdo de zonotopo ( , ), em
que

X1 = Ax—1%x-1 + Broatk—q + B W1, (3.105)
Gin = |BGY, AaGL. (3.106)
e Medicéo.

A partir dos zonotopos X k-1 € Vi, e da i-ésima medicdo y;x, utilize o Teorema
3.3.4 para computar a i-ésima faixa Y;r-1. Note que, como & é linear, (3.92) é
simplificada em

[A] = & {D;Vy}. (3.107)

e Intersecao ( , ).
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Compute a intersegio Xj por meio do Teorema 3.3.5 com base na minimizagao
de segmentos (3.97). Enquanto todas as medicdes y;x, i = 1,2,...,m, ndo forem
utilizadas, volte ao passo anterior.

e Reducao do zonotopo Xj.

Utilize o Algoritmo 2.3.1 de reducdo de zonotopo para reduzir a ordem do zono-
topo X gerando Gf =l, G}, que é a matriz geradora do zonotopo de saida deste
algoritmo Xj.

O

Observacdo 3.3.6. Note que (3.107) depende apenas do zonotopo de ruido de medigéo.
Assim, ndo existe efeito de dependéncia. Entretanto, ainda que ndo exista efeitos de
alargamento e dependéncia no computo da faixa Y, o efeito de alargamento aparece ao
aproximar o conjunto consistente exato Y pela faixa Y, que é um conjunto ilimitado.

O

3.3.3 Filtro Zonotépico Nao Linear com Restricao Intervalar nos Es-
tados

O ZF proposto por ( ) ndo trata restrigdes nos estados. Entdo, é
possivel obter zonotopos inconsistentes com a regido de restricio. Uma maneira in-
tuitiva de levar em conta restri¢des intervalares nos estados é aplicar uma interse¢do
entre o zonotopo obtido pelo ZF e a caixa de restricdo, que representa o conjunto in-
tervalar de restricio. Como zonotopos ndo satisfazem a propriedade de intersecdo,
esta deve ser sobrestimada a fim de ser representada por um zonotopo. Com o intuito
de tratar restri¢cOes intervalares nos estados, este trabalho propde uma variagdo do ZF,
cujo algoritmo é denominado IZFE. Este algoritmo independe dos tipos de intersecdo e
minimizacdo utilizados. Apés os passos de predigdo, medicdo e interse¢do do ZF, uma
intersecdo entre o zonotopo obtido pelo ZF e a caixa de restri¢do é proposta. O procedi-
mento de intersegdo é o mesmo do ZF, ou seja, a intersecdo desejada é aproximada pela
interse¢do entre zonotopo e faixa. A diferenca é que cada faixa é definida diretamente
pelas restri¢cdes intervalares, portanto, ndo ha efeitos de alargamento e dependéncia
associados. O algoritmo do IZF é apresentado a seguir.

Algoritmo 3.3.4. Filtro zonotépico ndo linear com restricdo intervalar nos estados.
Este algoritmo é resumido na fungdo

Xk = IZF (;Yk—l/Wk—lz(vk/uk—l/ykz(P/akzbk/f/h) .

Dada ainicializagdo da fungdo IZF em k = 0, os passos seguintes definem o algoritmo
do IZF.
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Predic¢do do zonotopo X Klk—1-

Utilize o Teorema 3.3.3 para computar o zonotopo X Klk—1-

Medicao.

A partir dos zonotopos Xyi-1 € Vi, e da i-ésima medigdo y;x, utilize o Teorema
3.3.4 para computar a i-ésima faixa Y;y-1.

Intersecéo-I ( , )-

Compute a intersecao Xy por meio do Teorema 3.3.5 com base na minimizagao
de segmentos (3.97). Enquanto todas as medigdes y;x, i = 1,2,...,m, ndo forem
utilizadas, volte ao passo anterior.

Intersecao-I1I.

1: Dada a intersecdo X}, determine o envoltério intervalar correspondente por
(2.38)
H = n{X}. (3.108)

2: Dado o envoltério intervalar H e a caixa de restricdo R, definida pelas
restricoes ay e by, calcule a interse¢do intervalar

IT=HNR (3.109)

3: Caso a intersecdo I seja igual ao envoltdrio intervalar H, o zonotopo Xk
é escolhido como a saida deste sub-passo, pois a restricdo ja é satisfeita
pelo zonotopo. Caso contrério, utilize cada restri¢do intervalar da caixa R
para gerar uma faixa S e, com isso, realize os mesmos procedimentos da
Intersegdo-I para computar a intersecio entre a faixa S e o zonotopo Xj.

e Redugio do zonotopo Xj.

Utilize o Algoritmo 2.3.1 de reducdo de zonotopo para reduzir a ordem do zono-
topo do passo anterior gerando G} =|,, G}, que é a matriz geradora do zonotopo
de saida deste algoritmo X;.

A fim de melhor evidenciar os passos do IZF, o diagrama da Figura 3.6 é apresentado

supondo que a intersecdo proposta neste trabalho é aplicada a cada iteracdo.
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Figura 3.6: Ilustracdo dos passos de predi(;é(_), Xij—1, medicdo, Y1, intersegdo-I, X r
intersecao-II, X?, e reducgdo de zonotopo, X, do IZF. Neste caso, a intersegdo-II é
aplicada a cada iteragéo.

As restricOes intervalares ai e by, representadas pela caixa de restri¢do R, sdo uti-
lizadas em todas as itera¢des do Algoritmo 3.3.4. A intersecdo I é escolhida como
pardmetro para identificar se o zonotopo Xj, obtido pelo passo Intersecio-I, satisfaz
completamente as restri¢des intervalares. Quando o zonotopo néo satisfaz todas as res-
tri¢des, a intersecdo entre a caixa de restricdo R e o zonotopo Xj é realizada por meio da
Intersecdo-II, que gera um resultado menos conservador do que 7. Como a intersegao
s6 é considerada de forma conveniente, diminui-se a perda de precisdo desnecessaria
que o algoritmo teria caso ela sempre fosse incorporada no zonotopo de saida. Pelo
pacote de extensdo INTLAB, a intersecdo entre intervalos pode ser computada pela
funcgao intersect.

O passo de intersegdo proposto no Algoritmo 3.3.4 é exemplificado a seguir.

2] 1 2 2
Exemplo 3.3.1. Considere o zonotopo X = [1] &) [3 2] e a caixa de restrigdo R = [2?] D

l265 205] . Aplicando o quarto passo do Algoritmo 3.3.4 e utilizando as minimiza¢des
de segmentos e volume propostas por ( ) sdo gerados os resultados

ilustrados na Figura 3.7.
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Figura 3.7: Exemplo de aplicacdo do quarto passo do Algoritmo 3.3.4 para realizar
a intersecdo entre a caixa de restri¢do intervalar R, representada por (- - —), e 0 zo-
notopo X, representado por (—), gerando outros zonotopos pelas minimizacdes de
segmentos (Xminseg), Tepresentado por (:), e volume (Xminvol), representado por (——),
(intersecao_entre_caixa_e_zonotopo @).

Note que as interse¢des retornadas sdo sobrestimadas. Isso ocorre porque, em
geral, a interse¢do entre zonotopos ndo é um zonotopo, visto que o conjunto exato nem
sempre é centralmente simétrico. Entdo, é necessario sobrestimar o conjunto exato para
reescrevé-lo em termos de zonotopos comuns.

3.4 Considerac¢oes Finais

Neste capitulo, foram apresentados diferentes algoritmos para estimar estados vi-
sando atender restri¢cdes intervalares. Nos filtros estocésticos foram expostas as abor-
dagens ICUT, otimizagdo e truncamento da PDF a posteriori. Uma vez que a covariancia
da VAG original, relacionada a 1o, ultrapassa a regido da restri¢do intervalar, a ICUT
tem a vantagem de gerar estimativas de média e covariancia mais precisas por meio
de pontos sigma com pesos diferenciados. A abordagem de otimizacdo sempre gera
estimativas de estados restritas a regido de restri¢io com pelo menos 68% de confianga.
A abordagem de truncamento da PDF tem a vantagem de sempre modificar os dois
primeiros momentos da PDF original, de maneira que a maior drea da PDF pertenca a
regido da restricdo. Estas abordagens geram solug¢des mais precisas do que o UKF, no
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entanto, os resultados obtidos pelos filtros correspondentes sao aproximados, devido
a erros de linearizacdo estatistica empregada pela UT.

Quanto as técnicas de associagdo de conjuntos, o0 ZGKF é formulado para sistemas
lineares inspirado no observador de Luenberger. Este filtro funde conhecimentos esta-
tisticos sobre VAG com conjuntos zonot6picos. A caixa de confianga (3.66) é introduzida
a fim de que limites para os estados sejam obtidos segundo o erro a.

O ZF é outra técnica de associa¢do de conjuntos formulada pela intersecdo entre
zonotopo e faixa. Diferentemente do ZGKF, o ZF pode ser utilizado também em
sistemas ndo lineares. Estes filtros s6 podem conduzir a estimacdo garantida quando
as hipoteses feitas no inicio do projeto sdo satisfeitas. Em geral, o ZF apresenta melhor
desempenho do que o ZGKE. O ZF pode se tornar impreciso em sistemas ndo lineares
devido ao efeito de dependéncia, dado que os zonotopos dos estados aparecem mais de
uma vez, e ao efeito de alargamento, pois o algoritmo considera sobrestimagdes em cada
passo. Duas formas de computar a intersecdo do ZF foram apresentadas: intersegdo
proposta por ( ), visando redugdo da norma de Frobenius ou volume
de zonotopo, e a outra proposta por ( ) baseada em minimo volume.
Mesmo quando a minimizagdo de volume é utilizada, o ZF ndo impede que alguns
estados sejam imprecisos, ou seja, nem todas as dire¢des alcangam a mesma precisdo.
A partir do ZF, foi proposto um novo passo, a fim de que restrigdes intervalares fossem
consideradas, gerando o algoritmo IZF.






Capitulo 4

Exemplos Numéricos

“Eles disseram: Cré no Senhor Jesus Cristo e serds salvo, tu e tua
casa.”

At16:31

4.1 Introducao

Neste capitulo sdo aplicados os métodos de filtragem estocdstica e de associacdo
de conjuntos apresentados no Capitulo 3 a seis exemplos. O objetivo principal é com-
preender como os algoritmos funcionam frente a: incerteza nos parametros, incertezas
de natureza Gaussiana e zonotdpica, e restricdes nos estados. Além disso, deseja-se
analisar a questdo de sintonia dos filtros, sensibilidade a condigdes iniciais e explorar
vantagens e desvantagens dos algoritmos. Primeiramente, dois sistemas lineares sdo
apresentados baseados em incerteza nos parametros ( , ) e incerteza
hibrida ( , ), cuja estimagdo de estados é realizada pelos métodos KF,
ZGKEF e ZF. Depois, dois sistemas ndo lineares sdo utilizados para comparar o UKF e
o ZF, a saber: sistema de Lorenz ( , ) e rastreamento de um veiculo (

, ). Em seguida, dois sistemas nao lineares benchmark com restri¢des inter-
valares sdo apresentados: reator em batelada ( , ) e reator de tanque
continuamente misturado ( , )- Neste caso, a estimacao de estados é feita
pelos algoritmos UKEF, IUKF, TUKF, OUKF e IZF. Para comparar os métodos de filtra-
gem utilizados, os indices de desempenho raiz quadrada do erro quadrético médio,
traco médio e tempo de processamento médio da CPU sdo empregados. Com o intuito
de evitar ambiguidades sobre exatiddo de estimativas, o termo precisio é usado para
caracterizar incerteza de matriz de covariancia e matriz geradora, enquanto acurdcia é
usado para médias e centros.

4.2 Sistemas Lineares

Dois exemplos sdo apresentados nesta segdo. O primeiro deles considera um sistema
sujeito a incertezas Gaussianas, cujo dominio é ilimitado, e a um parametro intervalar
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desconhecido. No segundo exemplo, o sistema abordado ndo considera parametro
desconhecido, mas contém incertezas de natureza Gaussiana e zonotdpica, cujo domi-
nio é restringido por zonotopos. Para estimar os estados destes sistemas, sdo utilizados
os algoritmos KF, ZGKF e ZF.

4.2.1 Sistema com Parimetro Intervalar

Descri¢ao do Processo

Considere o sistema linear ( , )
0 -0,5 -6
Xk = ll 14 0/3Ck—1] Xk-1+ 0,02[ 1 ]wk—lr (4.1)
ye=[-2 1]+ 0,20, (4.2)

em que (1 € X,E_l C R é um parametro desconhecido mas limitado no intervalo

[-1;1], w1 € Wie1 C R e v € Vi C R sdo ruidos Gaussianos de processo e medigao,
respectivamente. Além disso, x; é o vetor de estados a estimar, tal que x; € Xj.

Este sistema foi proposto por ( ) com o intuito de comparar duas
abordagens de filtragem: a técnica padrdo de KF e outra que leva em conta o parametro
intervalar desconhecido (x-; com norma limitada, a fim de minimizar o trago da matriz
de covariancia garantida dos estados. Neste exemplo, deseja-se computar os estados
do sistema na presenga do parametro variante no tempo Ci_;.

Para simular o sistema proposto, sdo escolhidos xyp = 0,x1, em que 025 é 0 vetor
de elementos nulos, realiza¢des da PDF uniforme U(-1,1) para (-1, e realiza¢des
Wie1 ~ N(0,Qk-1) e Vi ~ N(O,R) com Q-1 = Ry = 1. Seis cendrios sdo propostos
para avaliar o desempenho dos filtros de acordo com a sintonia dos estados e termos
de ruido dos mesmos: (i) cendrio preciso cuja sintonia é a referéncia, uma vez que as
incertezas Gaussianas sdo consideradas conhecidas exatamente, (ii) inicializagcdo ruim
das estimativas de estados, (iii)-(vi) sintonia ruim dos ruidos de processo e medicéo.
No cenario (i), o KF ¢é inicializado com a média X, = 0,4, e matrizes de covariancia
Py = Ix, Qk-1 = Ry = 1,em que I« € amatrizidentidade. Como existem apenas ruidos
Gaussianos, 0 ZGKF reduz ao preditor de Kalman, n =1, ng = Py*ea = 0,0027 ¢ o usual
nivel de confianca 30,. O ZGKF e o ZF sao sintonizados com W;_; = Vi = 0 & 3[D],
Xo = 021 ®32[P]? € ordem de redugéo ¢ = 14, em que [@] = [-1; 1] é a caixa unitéria.
Note que as incertezas zonot6picas sdo escolhidas como os menores intervalos que
contém o dominio das incertezas aleatérias com 99,73% de confianca. Os estados
iniciais dos algoritmos usados sdo ilustrados na Figura 4.1, em que o intervalo do
ZGKEF é gerado segundo a caixa de confianga (3.66).

Como o KF e o ZGKF néao consideram parametros incertos, durante a estimagao
de estados, o parametro (;—; é escolhido fixo e igual a zero, que é o valor médio
dele. Por outro lado, como o ZF utiliza aritmética intervalar, é possivel considerar o
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parametro intervalar C, substituindo-o pelo intervalo correspondente X,f_l = 0o 1[D].
Dois algoritmos de minimizagdo sdo utilizados com o ZF: minimizacdo de segmentos
(3.97) e minimizacao de volume (3.99)-(3.101).

No cendrio (ii), o desvio padrdo das estimativas de estados iniciais o,, = Pé’;)
é aumentado em 100 vezes. Nos cendrios (iii) e (iv), os desvios padrdo dos ruidos
de processo e medicdo sdo aumentados em 100 vezes, respectivamente. Por fim, nos
cendrios (v) e (vi), os desvios padrdo dos ruidos de processo e medigdo sdo reduzidos
em 100 vezes, respectivamente. Note que, na simulagdo do sistema, os parametros de
estados e ruidos sdo sempre os mesmos da referéncia, a diferenca é que estes parametros

sdo considerados diferentes na entrada dos algoritmos conforme o cendrio considerado.

Para comparar as estimativas dos filtros empregados, dois critérios de desempenho
sdo apresentados: (i) o tempo de processamento médio da CPU (T'Y) e (ii) a raiz
quadrada do erro quadratico médio da estimativa central do j-ésimo estado (RMSE))

N
1 1 .\ .
RMSE; = — LA\ ; (i = Zn) S j=1eom, (4.3)
em que 1 é a quantidade de varidveis de estados, N é o tempo final e M é a quantidade
de realiza¢des Monte Carlo. A configuracdo do computador utilizado é: HD de 160Gb,
memoria RAM de 3,25Gb, Windows 7 Ultimate, processador Intel core 2 Quad CPU

Q6700 2,66GHz e placa de video off-board GeForce 9600Gt com 512Mb de memédria.

ot #* Estado verdadeiro
— 7
AL — 7 (G KF

—— K
<t or *

Figura 4.1: Conjuntos iniciais de estados para os algoritmos KF (elipsoide), ZGKF e ZF
(zonotopos).
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Resultados da Simulagao
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Figura 4.2: Estimacdo de estados do sistema linear com parametro intervalar para o
cendrio (i). (a)-(b) correspondem aos estados estimados, (c) é a norma de Frobenius
de zonotopos para uma realizacdo Monte Carlo; e (d) é o RMSE de centros e médias
estimados ap6s 100 realizacdes Monte Carlo.

As Figuras 4.2a-4.2¢c dizem respeito a uma simula¢do Monte Carlo do sistema linear
para o cendrio (i) e a Figura 4.2d a 100 realizagdes Monte Carlo. Nas Figuras 4.2a e
4.2b sdo apresentados os estados estimados, sendo os algoritmos ZF com minimizagao
de segmentos (ZFninseg) € ZF com minimizagdo de volume (ZFpinvo1) 08 Gnicos que
consideram o parametro intervalar. Em torno dos estados verdadeiros sao apresentados
os intervalos A{X} e o nivel de confianca 30, (para o KF). Estimativas de centro e média
dos filtros sdo comparadas apenas no indice RMSE, a fim de facilitar a visualizagdo das
figuras. Na Figura 4.2¢ é apresentado um critério de tamanho de zonotopo, neste caso
a norma de Frobenius. Com base nesses resultados, percebe-se que o KF e o ZGKF
alcancam menor incerteza, dado que neste cendrio as matrizes de covaridncia dos
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ruidos sdo consideradas conhecidas exatamente. Dentre os estimadores zonotépicos,
0 algoritmo ZF i s¢g retorna menor norma de Frobenius inclusive do que o ZGKF, pois
para 11 = 1 este algoritmo tem a prioridade de reduzir apenas a covariancia dos estados
preditos.

Tabela 4.1: Tabela referente ao indice T’V ap6s 100 realizagdes Monte Carlo do sistema

linear com parametro intervalar para o cendrio (i).

KF ZGKF ZFmin.seg ZFminvol
TCPU (10-3s) 0,069 | 0,164 3,94 20,0

Ainda que os algoritmos KF e ZGKF ndo considerem parametros incertos na esti-
magao de estados, nota-se que, ao trabalhar com o valor médio do pardmetro intervalar
Ck-1, todos os filtros apresentam bom desempenho, pois os intervalos e o nivel de con-
fianca 30, sdo capazes de incluir a maior parte dos estados verdadeiros para um longo
do tempo de simula¢do. Percebe-se que 0 ZFinvo alcanga menor incerteza do que
ZF ninseg, Mas ndo conduz necessariamente ao melhor centro com base na Figura 4.2d,
uma vez que a abordagem de volume prioriza a escolha do menor volume. Por outro
lado, reduzir norma de Frobenius estd intimamente ligado a reduzir a norma-2, que
é a mesma norma comparada no indice RMSE, por isso o centro do ZFminseg € mais
acurado do que 0 ZFinvol. Dentre todas as estimativas de RMSE, a média do KF é a
mais acurada, devido a dupla contribuicdo de atualizacdo da média a posteriori: ganho
de Kalman e medigéo atual.

Na Tabela 4.1, o indice T“'V de cada algoritmo é apresentado. Aquele com o
menor tempo de processamento é o KF, enquanto o maior tempo é do ZFin vol. Iss0 ja
era esperado, pois o computo de dominios utilizando conjuntos é uma metodologia de
estimacdo de estados custosa computacionalmente, neste caso devido ao crescimento do
numero de geradores de zonotopo, conduzindo a um maior tempo de processamento.

No cenario (ii), a0 aumentar a covariancia dos estados iniciais Py*, ap6s algumas
iteragdes o cendrio (ii) converge para o cendrio (i). Isso ocorre nos filtros ZFninseg €
ZFninvol, porque o passo de predi¢do de zonotopo é exato.

Os resultados para os cendrios (iii)-(vi) sdo apresentados na Figura 4.3, na qual é
ilustrada a estimagdo apenas do estado x, que contém o parametro intervalar. Como
esperado, o indice TCPY 6 0 mesmo em todos os cendrios. Com base nos resultados, o
erro de sintonia do ruido de processo gera menor precisdo do que o erro de sintonia do
ruido de medigdo para os filtros baseados em ruido Gaussiano, KF e ZGKEF. Por outro
lado, os filtros zonot6picos, ZFin seg € ZFminvol, Sugerem maior sensibilidade ao erro de
sintonia do ruido de medicao.

Em geral, considerar que a sintonia de ruido seja menos precisa conduz a resulta-
dos mais conservadores, e o contrario também é verdadeiro. Entretanto, ruidos mais
precisos podem levar a estados ndo garantidos.
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Figura 4.3: Estimagdo de estados do sistema linear com parametro intervalar para os
cendrios (iii)-(vi). (a)-(c) correspondem ao cendrio (iii), 1000y, (d)-(f) ao cendrio (iv),
10005, (g)-(i) ao cendrio (v), 0,010, e (j)-(1) ao cendrio (vi), 0,010,. A primeira coluna
de figuras, formada por (a), (d), (g) e (j), é a estimagdo do estado x; a segunda coluna,
formada por (b), (e), (h) e (k), corresponde a norma de Frobenius; e a terceira coluna,
formada por (c), (), (i) e (1), é o indice RMSE.
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No cenario (v), os métodos KF e ZGKF ndo garantem inclusdo dos estados do sis-
tema, enquanto no cendrio (vi) os resultados sdo préximos do cendrio (i). A ordem de
reducdo ¢ escolhida é suficiente para gerar resultados similares aos obtidos quando
@ > 14. A minimizagdo de segmentos é mais sensivel a alteracdo da ordem de reducao,
visto que esta influencia diretamente a incerteza final do conjunto. Por outro lado, a
minimizac¢do de volume usada é capaz de gerar muitos conjuntos zonotépicos candi-
datos para baixa ordem de redugdo e escolher o mais preciso deles. Ressalta-se que nos
cendrios (iii)-(vi) o centro do ZFnynseg € mais acurado do que a média do KF, ou seja, a
média s6 se destaca quando a sintonia de ruido é precisa.

4.2.2 Sistema com Ruidos Gaussiano e Zonotdpico
Descri¢ao do Processo

O seguinte sistema dinamico linear a tempo discreto é proposto por

(2015):

Xy = Ap_1X5-1 + Broqup—q + wi_l + w;‘f_l, (44)

Yi = Cixy + v + 0%, (4.5)

2,55 -2,52 0,95 1
emque A =| 1 0 0 |,Bi.1=|0leCy = [1 =27 1,4]. As parcelas wy; | €
0 1 0 0
Wi e w;f_l € Wj_; sdo ruidos zonotdpico e Gaussiano, respectivamente, associados
ao modelo de processo, tal que Wi_1 = 031 @ ka_1[®]3 e Wi1 ~ N (03x1,0¢-1), com
GkW_1 = 10721353, Qk—1 = 033, €M que 0343 é a matriz de elementos nulos. Analogamente,
as parcelas vf € Vi e vf € Vi sdo ruidos associados ao modelo de medicdo, tal que
Vi =00 G/[P] e Vi ~ N (0,Ry), com G} =0 e Ry =0,25.

] A\ 7 A1 Z 3 VA —
As realizagdes do ruido zonot6pico de processo w; , sdo geradas por wy , =

T
G, [1 -1 1] v, em que v € [-1;1] é um sinal de onda quadrada com periodo de
12 instantes de tempo. As realiza¢des do ruido zonot6pico de medigdo v} sdo geradas
com a PDF uniforme U (—GZ,GZ). A entrada uy_; é um degrau de amplitude 0 a 0,25 no

instante de tempo k = 100. O vetor de estados iniciais é xy = [4 4 4]T.

Para estimar os estados do sistema, sdo usados os algoritmos KF, ZGKF e ZF nos
mesmos seis cendrios do exemplo anterior, avaliando-se o desempenho dos filtros de
acordo com a sintonia destes. No cendrio (i) sdo escolhidos £y = O3x1, Py = 0sxs,
Qk-1 = 107* X 1/9I343 e Ry para o KF, a fim de que o elipsoide do ruido de processo
esteja inscrito no intervalo 0sx; @ [@]° com 99,73% de confianga. Para os outros filtros,
sdo escolhidos G = 5343 € ¢ = 100, tal que xg € 0341 @ 5I5,3[P]?, como verificado na
Figura 4.4. Uma vez que hd ruidos de natureza Gaussiana e zonotépica, para o ZGKF

sdo escolhidos P5® = Py, 1 = 0,5 e a = 0,0027.
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Resultados da Simulagao

Na Figura 4.5 sdo apresentados os resultados da estimacdo de estados do sistema
linear com ruidos Gaussiano e zonot6pico. As Figuras 4.5a-4.5b ilustram o estado
estimado x; para uma realizagdo Monte Carlo, e o RMSE, ap6s 100 realiza¢des Monte
Carlo, para o cendrio (i), respectivamente. As Figuras 4.5c-4.5f ilustram apenas o estado
x3 estimado nos cendrios (iii)-(vi), respectivamente. Os outros estados estimados ndo
sdo apresentados, mas os resultados sdo similares. No cendrio (i), como o ruido de
processo nao é bem aproximado por uma VAG, o pior desempenho observado é do KF,
pois o nivel de confianga 30, falha muitas vezes em incluir o estado verdadeiro. Dentre
os métodos ZGKF e ZF, o ZGKF gera incertezas mais precisas, pois a presenca do ruido
de medicdo Gaussiano permite que, além da norma de Frobenius, a covaridncia dos
estados preditos seja minimizada. O ZF é usado com a minimizagdo de segmentos e
gera menor RMSE.

3 Estado verdadeiro

Zonotopo
I Elipsoide
e
5 sy
: ’ | ‘
-5
5 ~
i 5
0 e, R
.. 0
~ ]
x -5 -5 x

2 1

Figura 4.4: Zonotopo inicial dos filtros zonotépicos.

Tabela 4.2: Tabela referente ao indice T**V ap6s 100 realizagdes Monte Carlo do sistema
linear com ruido Gaussiano e zonotépico para o cendrio (i).

KE | ZGKF | ZF
TCPU (10—35) 0,0631 | 0,380 | 1,08

O indice TV de cada estimador de estados é apresentado na Tabela 4.2. Percebe-se
que algoritmos baseados em zonotopos demandam maior tempo de processamento. A
ordem de redugdo ¢ = 100 é escolhida tal que os resultados obtidos sdo similares aos
gerados por ¢ > 100.
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Figura 4.5: Estimacdo de estados do sistema linear com ruido Gaussiano e zonot6pico
para os cendrios (i), (iii)-(vi). (a)-(b) correspondem ao cendrio (i), referéncia, (c) ao
cenario (iii), 1000,, (d) ao cenario (iv), 1000, (e) ao cenario (v), 0,010, e (f) ao cenario
(vi), 0,010,.

Desse modo, a minimizac¢do de volume ndo é usada, devido ao tempo de proces-
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samento e aos resultados gerados serem préximos dos obtidos pela minimizacdo de
segmentos. Note pelos dois exemplos lineares apresentados que a escolha da ordem de
reducdo varia para cada um deles, sendo um compromisso entre precisdo e tempo de
processamento. As mesmas observagoes realizadas no exemplo anterior sobre a ques-
tdo de sintonia para os outros cendrios sdo véalidas. Em especial, o ZGKF, por tratar
duas naturezas distintas de ruido neste exemplo, sugere maior sensibilidade a alteracdo
de sintonia das mesmas nos cendrios considerados. No cenério (v), os métodos KF e
ZGKEF falham em incluir os estados do sistema, porque o ruido de processo limitado
é considerado muito pequeno, assim, os valores +0,01 do sinal quadrado nunca sdo
incluidos na sintonia, piorando inclusive o desempenho do KF. A Figura 4.5d ilustra
a sensibilidade do ZF a sintonia do ruido de medicdo. Isso ocorre porque a largura
da faixa é proporcional ao didmetro do intervalo, quanto maior este for, maior sera a
regido envolvida pela faixa, conduzindo a zonotopos mais conservadores.

4.3 Sistemas Nao Lineares

Por meio dos exemplos desta secdo, algumas limita¢des do ZF na aplicacdo a sis-
temas ndo lineares sdo evidenciadas. Dois cendrios sdo investigados: (i) modelo de
medicdo nao linear e (ii) dinamica cadtica. No primeiro caso, dado que o modelo de
medicdo é ndo linear, a largura da faixa obtida no passo de medicdo varia segundo
a predicdo de zonotopo. Devido ao efeito de dependéncia, a largura da faixa cresce
rapidamente e, entdo, o filtro ndo converge. No segundo caso, devido ao processo de
discretiza¢do do sistema ndo linear com dindmica caética, a predigdo de zonotopo passa
a ser muito conservadora, devido aos efeitos de alargamento e dependéncia, e a ordem
de grandeza alcancada pelos estados do sistema, comprometendo a convergéncia do
filtro.

Uma maneira de contornar ambas as limitagdes é utilizar o sistema linearizado
durante o processo de filtragem ( , ). Com isso, o passo de predicdo de
zonotopo nao esta sob influéncia do efeito de alargamento e do efeito de dependéncia.
Além disso, no passo de medi¢do ndo hd mais efeito de dependéncia e a largura da
faixa é controlada pelo zonotopo de medi¢do. Desse modo, o filtro pode alcangar
convergéncia. Ao linearizar o modelo do sistema, é necessario sintonizar o ZF, de
forma que as parcelas de ruido incluam erros de linearizacdo. Portanto, além das

limitagOes citadas, deseja-se analisar a questdo de sintonia do ZF e compara-lo com o
UKE
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4.3.1 Rastreamento de um Veiculo Terrestre
Descri¢ao do Processo

Considere a dindmica de um veiculo terrestre genérico com médulo de velocidade
constante dada por ( , )

X1j-1 + TsXz 1
X2 k-1 + TsXap1
X3k-15/8%
X4k-18/5}

Xi = + Wk-1, (46)

em que Ts = 0,5s é o periodo de amostragem, s = 15m/s é a velocidade constante

de referéncia e s? = /x5, | +x3, | é o termo de normalizacio das componentes de

3k-1 " Mak-1

velocidade tal que x;k + xik = s%. O ruido de processo wy_1 € Wi1 ~ N (0g1,Qx-1)
00 O 0

é branco com covaridncia Qy_1 = 00 0 0 , considerando 30,., = 0,3m/s um
0 0 001 O 4
00 0 001

erro de baixa incerteza para os estados de velocidade.

Assume-se que a posicdo do veiculo é medida em coordenadas polares sobre o plano
R? e dada pelo modelo de medicao

2 2
AR T Xk
Yk =

atan (xz”‘ )

X1,k

+ Uy, (47)

em que v € Vi ~ N (0241,Ri) é o ruido de medi¢do com desvio padrao o,, tal que
30,, = 0,15m e 30,, = 2,618 X 10°rad, que sdo dados por sensores precisos, GPS
NovAtel OEMStar e IMU Xsens MTi-G respectivamente ( , ).

Este sistema é simulado com x; = [5 51 1]T. Para estimacgdo de estados, sdo
utilizados EKF, UKF e ZF. Os resultados do EKF sdo apresentados apenas neste exemplo,
a fim de que o leitor note a semelhanca de resultados e perceba que o UKF é uma
forma de linearizacdo também. A inicializacdo dos filtros estocasticos é dada pela

média Xy = [3 3 3 3]T e pelas matrizes de covariancia Py = Ija, Qi1 = 1,50k
e Ry = 1,5R;. Para o ZF, todo o sistema é linearizado em cada instante de tempo
em torno da estimativa mais atual do centro do zonotopo X. Os zonotopos iniciais
00 0 0
00 0 0
0 0 03674 0
00 0 0,3674

e Vi = 0pq @ 10‘2diag ([18,37 O,32]T) [®]?>. Para reduzir o intervalo do zonotopo

sdo escolhidos como Xy = £y @ 3L1u[P]*, Wisi = Opq @ [®]*
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estimado, a ordem de redugdo ¢ é escolhida como ¢ = 10.000. O ZF ¢ utilizado com
a minimizagdo de segmentos, que é um método mais rdpido do que a minimizagdo
de volume. Note que as parcelas de ruido nos filtros estocasticos e no ZF sdo maiores
do que o ruido efetivo no sistema, visto que é necessario incluir erros de linearizagdo
durante a sintonia dos filtros.

Resultados da Simulagao

Em aplicagdes praticas, a ordem de reducédo ¢ deve satisfazer o compromisso entre
precisdo e tempo de processamento. Por meio de simula¢do do ZF, duas maneiras
diferentes de escolher a ordem de reducdao méxima sdo: (i) ndo limitar o nimero de
geradores do zonotopo e verificar a partir de qual ordem a norma de Frobenius nédo
se altera significativamente ao longo do tempo, e (ii) definir uma ordem de reducéo
e verificar se 0 TV nao ultrapassa o periodo de amostragem do hardware. Neste
exemplo de rastreamento, ¢ = 10. 000 é escolhida conforme a segunda maneira.

O ZF com minimiza¢do de volume e ¢ = 14 gera resultados mais precisos (ndo
mostrados), mas o TPV é maior do que 0,5s e a incerteza varia rapidamente de ordem
de grandeza segundo a dindmica do erro de linearizacdo. As matrizes de covariancia
Qi1 e Vy sdo sintonizadas com base nos filtros estocasticos, escolhendo-se os menores
valores tal que a incerteza das estimativas pode incluir os estados do sistema com
99,73% de confianca.

As Figuras 4.6a e 4.6b correspondem, respectivamente, ao erro dos estados xy, 0x;, e
x4, 0x4, estimados do sistema de rastreamento de um veiculo para uma realizagao Monte
Carlo. Os outros estados (ndo mostrados) apresentam as mesmas caracteristicas. A
Figura 4.6c é o RMSE das estimativas de média e centro dos algoritmos ap6s 100
realizacdes Monte Carlo. O sistema de rastreamento é linearizado para utilizagdo do
ZF, dado que este ndo converge mesmo utilizando a minimiza¢do de volume. Isso
ocorre devido aos efeitos de alargamento e dependéncia que aparecem no zonotopo
predito, associado ao modelo de processo, e ao efeito de dependéncia no passo de

medic¢ao, associado ao modelo de medicao.

Com base nos resultados da Figura 4.6, embora o intervalo do ZF seja mais incerto do
que o nivel de confianca 3o, dos filtros estocdsticos, o centro dele é tdo acurado quanto
as médias, dado que os ruidos do sistema sdo considerados muito baixos. Para todos os
estados estimados, a incerteza é variante no tempo e possui caracteristica integradora
advinda do modelo. Percebe-se também que o ZF é mais sensivel a dinamica do erro
de linearizagdo e retorna resultados mais conservadores.

O indice TPV de cada algoritmo é apresentado na Tabela 4.3. Note que os valores
obtidos sdo coerentes com o periodo de amostragem de 0,5s.
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Figura 4.6: Estimacdo de estados do sistema de rastreamento de um veiculo. (a) e (b)
correspondem, respectivamente, ao erro dos estados x; e x4 estimados por EKF, UKF
e ZF, ap0s linearizar o modelo, para uma realizacdo Monte Carlo; e (c) é o RMSE de
centro e média estimados ap6s 100 realiza¢des Monte Carlo.

Tabela 4.3: Tabela referente ao indice T“*V ap6s 100 realizagdes Monte Carlo do sistema
de rastreamento de um veiculo.

EKF | UKE | ZF
TCPU (10—65) 1,01 | 1,50 | 40,0
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4.3.2 Sistema de Lorenz
Descri¢ao do Processo

O modelo de Lorenz, proposto por ( ), ¢ uma simplificacdo das equagdes
de Navier-Stokes da mecanica dos fluidos e é puramente deterministico, ou seja, ndo
existe parcela de ruido. As equagdes de Lorenz sao equagdes de convecgdo dadas por

x1(t) Y1 (x2(t) — x1(t))
Xz(t) =1X1 (t) (¢2 - X3(t)) - XQ(t) , (48)
X3(t) x1(8)xa(t) — Yaxs(t)

em que o estado x; mede a taxa do movimento convectivo, x, a variagdo horizontal
de temperatura e x3 a variacdo vertical de temperatura, os parametros 11, Y, e Y3
sdo nameros reais positivos e representam, respectivamente, o ntimero de Prandtl, o
nimero de Rayleigh e algumas proporgdes fisicas da regido sob considerag¢do. Quando
os sinais de x; e x, sdo iguais, significa que o fluido quente estd subindo e o fluido
frio estd descendo. Quando os sinais de x; e x; sdo contrérios, significa que o fluido
quente estd descendo e o fluido frio estd subindo. Valores positivos de x; indicam que
os gradientes mais fortes ocorrem préximo das fronteiras, que sdo determinadas por
algum conjunto limitante para o qual a trajetéria é atraida. Quando x; = x; = x3 =0,
indica que ndo ha conveccdo do fluido, uma vez que o movimento convectivo é gerado
pela variagdo de temperatura ndo nula.

Basicamente, este sistema sugere que um comportamento turbulento e complexo
em sistemas com infinitos graus de liberdade, como a atmosfera, pode ser modelado
por simples sistemas deterministicos de dimensao finita ( , ). Entretanto,
as equagdes de Lorenz ndo representam um modelo realista do problema dindmico do
fluido original se 1; é muito distante da unidade. Nesta segdo, sdo considerados os
parametros 1 = 16, Y, = 45,92 e Y3 = 4, que caracterizam a ocorréncia de dindmica
cadtica do sistema de Lorenz ( , )

Para simulacdo do sistema, o algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem com passo
tixo é empregado com o periodo de amostragem T, = 0,01s. Além disso, os estados

T
iniciais sdo escolhidos como xy = [0,1 0,1 0,1] . O modelo de medicao linear assume
que o primeiro estado x; é medido

ye=[1 0 0]x+o (4.9)

em que vx € Vi ~ N (0,Ry) é o ruido de medigdo, cujo desvio padrdo o, é escolhido de
forma que a relagdo sinal ruido (do inglés, signal-to-noise ratio (SNR)) seja de 20db.
Para estimagdo de estados, os algoritmos UKF e ZF sdo utilizados. A matriz de
covariancia do ruido de processo wy_; € R? é sintonizada com Qi1 = 107 X I343. Este
ruido ndo existe no modelo continuo, mas é considerado como erro de discretizagao
para melhorar a convergéncia dos filtros. O UKF é inicializado com a média £, =
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03x1 € as matrizes de covariancia Py = 0,25I3x3, Qr-1 € Rx. O ZF ¢ inicializado com
Wi-1 = 0351 ©3X 102 L353[P)°, representando erros de linearizagdo do sistema néo linear,
Xo = £ ® 1,5L3,3[P] e Vi = 0® 3 VR([P]. O ZF é utilizado com as minimizacdes de
segmentos e volume, e ordem de redugédo ¢ = 20, por causa do tempo de processamento.
A inicializa¢do das estimativas de estados dos filtros é ilustrada na Figura 4.7.

9|€ Estado verdadeiro
— 7o notopo

I Elipsoide

-1

-2
1.5

0 1.5
05 0.5

Figura 4.7: Conjuntos iniciais dos algoritmos UKEF (elipsoide) e ZF (zonotopo).

Resultados da Simulagao

A ordem de redugdo ¢ é escolhida como o maior valor tal que 0 ZFyinseg gera
resultados com o T“'Y mais préximo de 0,01s. Na Figura 4.8, os estados estimados do
sistema de Lorenz pelos algoritmos UKF e ZF sdo apresentados para uma realizacdo
Monte Carlo. As Figuras 4.8a, 4.8c e 4.8e se referem aos estados estimados pelo ZF sem
linearizar o modelo de processo, enquanto as figuras restantes aos estados estimados
pelo ZF apés a linearizacdo do modelo. O UKF sempre considera o modelo nao
linear. Nas Figuras 4.9a e 4.9b, sdo ilustrados o volume dos zonotopos estimados pelos
algoritmos ZFninseg € ZFminvol antes e apds a linearizagdo do sistema, respectivamente.

No passo de predicdo do ZF, a matriz intervalar (3.89) é computada segundo uma
matriz Jacobiana discreta. Para o sistema de Lorenz, essa matriz é calculada com base na
linearizacdo e, depois, discretizacdo do modelo continuo néo linear, usando expansao
em séries de Taylor truncadas na terceira ordem dos termos ndo lineares, sendo avaliada
no intervalo dos estados. Quando os termos nao lineares sdo desconsiderados, ha
apenas efeito de alargamento. Neste caso, o ZF alcanga convergéncia, mas resultados
mais conservadores (ndo mostrados) sdo gerados pelas minimizagdes de segmentos
e volume. Considerando os termos nao lineares da matriz Jacobiana linearizada e
discretizada, o ZF diverge por causa do acréscimo do efeito de dependéncia, que
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acentua o crescimento do conjunto em aproximadamente kT = 0,5s, para a minimizagao

de volume.
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Figura 4.8: Estimacao de estados do sistema de Lorenz utilizando UKF e ZF para uma
realizacdo Monte Carlo. (a), (c) e (e) correspondem ao ZF com o modelo ndo linear,
enquanto as figuras restantes dizem respeito ao ZF com o modelo linearizado.
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O répido crescimento do conjunto ocorre devido a ordem de grandeza da amplitude
alcancada pelos estados x; e x3 nesse instante de tempo, que sdo as parcelas afetadas
pelo efeito de dependéncia na matriz Jacobiana. Além disso, enquanto o estado x;
permanece com convergéncia, o volume do zonotopo cresce lentamente, mas préoximo
de kT = 1s o volume cresce rapidamente devido a divergéncia do estado x;. Note que
este estado diverge por causa dos outros estados, que influenciam a resposta completa
do sistema. Ainda que a ordem de reducdo ¢ seja muito elevada, o ZF diverge.

() (b)

1030
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1 DZC'G -
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Figura 4.9: (a) e (b) correspondem a evoluc¢do do volume de cada zonotopo do ZF antes e
depois da linearizagdo do modelo, respectivamente, para uma realizacdo Monte Carlo;
e (c) é o RMSE dos estados estimados pelo UKF e pelo ZF, com o modelo linearizado.

Utilizando o modelo linearizado, o ZF garante a convergéncia porque os efeitos de
alargamento e dependéncia relacionados ao zonotopo predito ndo influenciam mais o
passo de predicdo. Diferentemente do ZF, o UKF néao sugere sensibilidade a dinamica
cadtica do sistema e gera resultados precisos e acurados de incerteza e média, como
observado na Figura 4.8 e no RMSE da Figura 4.9 ap6s 100 realizagdes Monte Carlo. O
indice de cada estimador de estados é apresentado na Tabela 4.4. O ZFin o1 apresenta
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Tabela 4.4: Tabela referente ao indice TV

de Lorenz.

ap0s 100 realizagdes Monte Carlo do sistema

UKF ZFmin.seg ZFminvol
TCPU(10-3s) 0,153 | 8,13 231

o T’V maior devido & minimiza¢do de volume, cujo valor ultrapassa o periodo de
amostragem de 10ms.

Com base nas Figuras 4.8 e 4.9, a minimizacdo de volume gera menor volume do
conjunto estimado, mas é mais sensivel a variacdo de erro, dado que os resultados sdo
sucetiveis a picos. A minimizacdo de segmentos gera melhor desempenho RMSE, mas
€ mais sensivel a sistemas ndo lineares, uma vez que a redugdo da norma de Frobenius
ndo implica em minimiza¢do de volume, que estd diretamente ligado a convergéncia
do filtro.

4.4 Sistemas Nao Lineares com Restri¢ao Intervalar nos
Estados

Os exemplos desta secdo buscam avaliar o desempenho dos algoritmos baseados
no UKF e no ZF ante sistemas com restri¢des intervalares.

441 Reator em Batelada
Descri¢ao do Processo

A seguinte reagdo de fase gasosa reversivel do reator em batelada (do inglés, batch
reactor) é considerada ( , ; , ; , ;

,2010)

2R* 2 RP, (4.10)
2

em que k; = 0,16min"*atm™ e k, = 0,0064min""! sdo as proporgdes das taxas de reacdo.

Estas reagdes ocorrem em condigdes isotérmicas e volume constante, dado que as
espécies R* e RP estdo bem misturadas. Definindo o vetor de estados x(f) € R2 como
pressdes parciais de R* e R em atm, a dindmica da reagdo (4.10) é dada por

a)] _ [-2kx3 () + 2k (1)
[Xz(t)] _[ klel(t)—kzxz(t) ' (4.11)
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A simulagdo do sistema é executada integrando o modelo de processo (4.11) segundo
o algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo e periodo de amostragem

T
Ts = 1s. A condigédo inicial do sistema (4.11) é xg = [3 1] . O modelo de medicdo do
reator representa a pressao total medida e é dado por

ye=[1 1]xe+2 (4.12)

em que v, € Vy é o ruido de medicao, tal que Vi ~ N (0,Rx) com Ry = 0,01.

Para estimacdo de estados, os algoritmos UKEF, IUKF, TUKF, OUKEF e IZF sdo utili-
zados. Como a pressdo ndo pode ser negativa, restri¢des intervalares sdo estabelecidas
nos estados x; durante o processo de filtragem, sendo os limites inferior e superior

Ay = Opgg € b = [100 100]T, respectivamente. Ainda que ndo exista ruido no mo-
delo continuo, o ruido de processo wi-_; representa erros de discretizagdo e é consi-
derado nos algoritmos baseados em UKF como realizagoes Wi_1 ~ N (02x1,Qk-1) com
Qi-1 = 107'°,,,. Para o IZF com minimizacdo de volume, wy_; e vy sdo considerados
como Wiy = 0px1 @ 3 X 1050 [®]? € Vi = 0 @ 0,3[D], respectivamente, e a ordem de
reducdo ¢ é escolhida como ¢ = 14 por causa do tempo de processamento.

Dois cendrios sdo propostos para estimagdo de estados: (i) inicializagdo boa dos
estados, mais proxima de x, e (ii) ruim, distante de xy. Para o cendrio (i), os estados

T
iniciais dos filtros estocéasticos sdo escolhidos como % = [2,5 1,5] e Py = 0,161,
enquanto os estados iniciais do IZF sdo dados pelo conjunto zonotépico X, = %, @
1,2, [®]?. Para o cendrio (ii), os estados iniciais dos filtros estocésticos sdo escolhidos

T
como Xy = [0,1 4,5] e Py = 4rxo, enquanto os estados iniciais do IZF sédo dados pelo
conjunto zonotdépico Xy = £p ® 615, [P]*. Estas inicializacdes sdo ilustradas na Figura
4.10.

Para comparar as estimativas dos filtros empregados, trés critérios de desempenho
sdo apresentados: (i) RMSE, (ii) T“"V e (iii) mean trace (MT)

100 N

MT = fﬁ% Z Z tr(Py,). (4.13)

m=1 k=1

Visto que o modelo de medigdo (4.12) é linear, o problema de otimiza¢do quadratica
(3.41) é resolvido pelo OUKF utilizando programagao quadrética no software MATLAB®,
tanto para este exemplo quanto para o préximo. Para utilizar o IZF com minimizagdo
de volume nos sistemas ndo lineares, apenas resultados provenientes da intersegao
(3.99)-(3.101) sao apresentados, por causa do tempo de processamento associado a
minimizacao (3.98).
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Figura 4.10: Representacdo dos conjuntos zonotépico e elipsoidal iniciais para os cena-
rios (i) e (ii) do reator em batelada.

Resultados da Simulagao

A sintonia dos estados e ruidos para os filtros é realizada no limiar da convergéncia
do ZF, ou seja, para valores maiores hd alguma realizacdo na qual o ZF diverge. Além
disso, a matriz Jacobiana computada no passo de predi¢do do IZF considera os termos
ndo lineares, sendo sucetivel ao efeito de dependéncia. Na Figura 4.11 sdo apresentados
os estados estimados do reator em batelada e o desvio padréao o,,, para os dois cendrios,
com base em uma realizacdo Monte Carlo. As Figuras 4.11a, 4.11c e 4.11e dizem
respeito ao cendrio (i), enquanto as restantes ao cendrio (ii). Na Figura 4.12, sdo
apresentados critérios de tamanho de zonotopo para os dois cendrios, com base em
uma realizacdo Monte Carlo, e o RMSE das estimativas de média e centro ap6s 100
realizagdes Monte Carlo para o cendrio (i). Para melhor visualizagdo, nas Figuras 4.11a
e 4.11c sdo apresentados apenas resultados do TUKF' e do IZF, mas todos os filtros
convergem.

A partir dos resultados, os filtros estocdsticos convergem mais rdpido do que o
IZF. Entretanto, inicializar o UKF com uma matriz de covariancia que permite valores
negativos para os estados atrasa a convergéncia, devido a incompatibilidade do filtro
com o modelo de processo. Mesmo assim a inicializagdo ruim é realizada para os filtros,
pois na pratica os estados podem ser negativos devido a algum erro na medida.

Como os estados estimados e o desvio padrao evidenciam que os filtros estocasticos
IUKEF, TUKF e OUKF convergem para os dois cendrios, tais algoritmos ndo sugerem

!Para computar a decomposicdo de Schur no Algoritmo 3.2.7, optou-se por utilizar a fungéo jordan
proposta por Paul Godfrey, que estd disponivel em http:/my.fit.edu/~gabdofjordan.txt.
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sensibilidade a condicdes iniciais. O desvio padrdo dos algoritmos UKF, IUKF e TUKF
¢é praticamente o mesmo.

(a) (b)
3.5 g
Estado verdadeiro —— UKF
.......... 30, ——IUKF
S S Intervalo IZF 2 — TUKF

—— OUKF
Estado verdadeiro

Xy (atm)
Xy (atm)

L n i
0 500 1000 1500

KT (s)
(c)
7
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Figura 4.11: Estimacdo de estados do reator em batelada para uma realizagdo Monte
Carlo. As Figuras (a), (c) e (e) dizem respeito ao cendrio (i), enquanto as figuras restantes

ao cendrio (ii). Os estados estimados sdo apresentados em (a)-(d); (e)-(f) correspondem
ao desvio padréo oy, .
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Figura 4.12: (a)-(d) dizem respeito a critérios de tamanho de zonotopo do IZF para
uma realizagdo Monte Carlo; (e) corresponde ao RMSE dos estados estimados apés 100
realizacoes Monte Carlo. (a), (c) e (e) estdo relacionadas ao cenério (i), e as restantes ao
cendrio (ii).

No cendrio (ii), o UKF demora a convergir e permite valores negativos para os esta-
dos estimados. Ao aplicar a informacdo de restri¢do intervalar no UKEF, este converge,
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dado que tal informagdo melhora a média e a covariancia dos estados estimados. No
cendrio (ii), a sensibilidade do IZF a condi¢des iniciais esta associada, principalmente,
ao efeito de alargamento da matriz intervalar no computo da matriz Jacobiana, a qual é
influenciada pela inicializagdo e evolucado do estado Xk, pelo periodo de amostragem
Ts e pelo ruido de processo “W_4, alterando assim a estabilidade do filtro.

Os resultados do IZF para este cendrio sdo omitidos porque o centro do estado x;
varia em torno de 50atm com intervalo [0; 100]atm, enquanto o centro do estado x;
varia em torno de -47,3atm com intervalo [-97,7;3,0]atm. Assim, o IZF permite que
o zonotopo dos estados cresga ao longo do tempo até alcangar um conjunto limitante,
sem garantir reducdo de incerteza. Mesmo quando os termos néo lineares da matriz
Jacobiana sdo desconsiderados, o IZF ndo reduz incerteza, devido ao efeito de alar-
gamento. Entdo, observa-se que aplicar a restrigdo intervalar na forma de intersegao
entre conjuntos ndo resolve o problema de sensibilidade a condic¢des iniciais para o
ZF, porque a intersecdo basicamente é um método de projecdo, na qual se descarta o
dominio que esteja fora da restricdo. Entretanto, a regido obtida é grande o suficiente
para causar sensibilidade no IZF.

Como esperado, o menor RMSE na Figura 4.12e é alcancado pelos filtros estocésticos
que tratam restricdo intervalar. Segundo a Tabela 4.5, 0 menor MT e o maior TPV
provém do OUKEF devido ao algoritmo de otimizagdgo. Em todos os casos, o TV é
menor do que o periodo de amostragem de 1s.

Tabela 4.5: Tabela referente aos indices MT e TV ap6s 100 realizacdes Monte Carlo do
reator em batelada para o cendrio (i).

UKF | TUKF | TUKF | OUKF | IZF
MT(10—4atm2) 334 | 334 | 334 | 1,12 | —
TCPU (10-3s) 0,226 | 0,366 | 1,03 | 595 | 27,2

4.4.2 Reator de Tanque Continuamente Misturado
Descri¢ao do Processo

Considere as seguintes rea¢des reversiveis de fase gasosa ( , ;

, ; , 2010)

k
W§W+ﬁ,
2

2RP & RC
ky ’
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cujas proporgdes das taxas de reagdo sdo k; = 0,5, k, = 0,05, k3 = 0,2 e ky = 0,01, a matriz
-1 1 kyx1(t) — koxo(t)x3(t)

0 -2 1] eastaxasdereacdosdore(t) = kax2(t) — kexa(t)

estequiométrica é 5¢ = l

Estas reacdes ocorrem em condicdes isotérmicas com as espécies R, RP e R® bem
misturadas, dado que o reator de tanque é continuamente misturado (do inglés, conti-
nuously stirred tank reactor (CSTR)). O vetor de estados x(t) € R} representa as concen-
tragdes das espécies R*, RP e R® em mol/l. A dindmica do CSTR é dada por

HE) = %((se)T () + % ([ —x®] u(t))), (4.14)

T
em que VR = 1001 é o volume do reator, ¢f = [0,5 0,05 O] mol/l é o vetor de concen-

T
tracdo de entrada permitida, u(t) = [qf qo] é o vetor de entrada tal que g > 0 e g° > 0
sdo as taxas de entrada e saida volumétrica permitidas, respectivamente.

Para simula¢do do CSTR, o algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo
é empregado para integrar o modelo de processo (4.14) com periodo de amostragem
Ts = 0,25s. A condicdo inicial do sistema é escolhida como xy, = [0,5 0,05 O]T e
g" = g° = 1. O modelo de medigdo do CSTR representa a pressdo total medida e é dado

por
yk=[RT RT RT]xk+vk, (4.15)

em que RT = 32,84atm X 1/mol é uma constante e v, é o ruido de medi¢do, cujas
realizagdes sdo tomadas da VA Vi ~ N(0,R;) com Ry = 0,25%.

Para estimagdo de estados, sdo utilizados os algoritmos UKF, IUKF, TUKF, OUKF e
IZF. Como a concentragdo ndo pode ser negativa, restri¢cdes intervalares sao estabeleci-
das nos estados x; durante o processo de filtragem, sendo os limites inferior e superior

A = 031 € by = [100 100 1OO]T, respectivamente. A matriz de covariancia do ruido
de processo wi_; € R? é escolhida como Qy_; = 107%I5; para os filtros estocésticos. Este
ruido de processo é considerado devido a erros de discretizacdo. Para o IZF, wy_; e vy sdo
considerados como Wy_1 = 0351 ® 3 X 102 [3,3[P]° € Vi = 08 0,75[D], respectivamente,
e a ordem de redugdo escolhida é ¢ = 14.
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Figura 4.13: Representacdo grafica dos conjuntos zonotépico e elipsoidal iniciais para
os cenarios (i) e (ii) do CSTR.

Os mesmos cendrios do exemplo anterior sdo propostos. Para o cendrio (i), os

T
estados iniciais dos filtros estocasticos sdo escolhidos como %y = [0,4 0,1 0,1] e

T
* =10"*diag ([10 0,625 0,625] ), enquanto os estados iniciais do IZF sdo dados por

T
Xo = %4 eadiag([9,49 2,37 2,37| )[@]3.
Para o cendrio (ii), os estados iniciais dos filtros estocésticos sdo escolhidos como

T
X0 = [0 0 3,5] e Py = 0,5I3x3, enquanto os estados iniciais do IZF sdo dados pelo
conjunto zonotopico Xy = £ @ 2,12L343[®]°. A inicializacdo dos filtros para os dois
cendrios é ilustrada na Figura 4.13.

Resultados da Simulagao

Assim como no reator em batelada, a sintonia dos estados e ruidos estid no limiar
de convergéncia do ZF, valores superiores provavelmente conduzem a divergéncia
do mesmo. Nas Figuras 4.14 e 4.15, sdo apresentados os estados estimados, desvios
padrdes e critérios de tamanho de zonotopo para uma realizacdo Monte Carlo, em que
as letras (a), (c) e (e) se referem ao cendrio (i), e as restantes ao cenario (ii). Para melhor
visualizagdo, no cendrio (i), apenas resultados do TUKF e do IZF sdo explicitados na
Figura 4.14, e os gréficos de desvio padréo o,,, para ambos os cenarios sdo explicitados.
No primeiro cendrio, o IZF reduz muito a incerteza devido a minimiza¢do de volume,
cujo intervalo se torna mais preciso do que o nivel de confianga dos filtros estocasticos
ao longo das iteragdes.

Com base no cenadrio (ii), nota-se que o UKF sugere sensibilidade a condi¢des iniciais
da matriz de covariancia P}, que afetam o tempo de convergéncia. Além disso, valores
negativos sdo permitidos pelo UKF, uma vez que as restri¢des a; e by ndo sdo conside-
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radas nos estados. Para o mesmo cendrio, quando considerada a restrigdo intervalar,
os outros filtros estocdsticos convergem.
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Figura 4.14: Estimacdo de estados do CSTR para uma realizagdo Monte Carlo. (a), (c)
e (e) dizem respeito aos estados estimados para o cendrio (i), e as figuras restantes ao
cendrio (ii).
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Figura 4.15: (a), (c) e (e) estdo relacionadas ao cendrio (i), e as restantes ao cendrio (ii)
para uma realizacdo Monte Carlo. Em (a) e (b) é apresentado o desvio padréo oy,,,
(c)-(f) sdo critérios de tamanho de zonotopo do IZF.

No cendrio (ii), o IZF é omitido porque o centro e o intervalo variam muito ao longo
das iteragdes. Além disso, o IZF apresenta pior desempenho em relagdo ao reator em
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batelada, dado que o segundo passo de intersecdo, no qual as restri¢des sdo aplicadas,
é mais sobrestimado devido ao aumento de ordem do sistema, conduzindo a intervalos
de [-199,1;0,9] a [0,9;100]. O IZF também sugere sensibilidade a condig¢des iniciais e
isso pode comprometer a capacidade do filtro em reduzir incerteza, no entanto, aplicar
restri¢do intervalar ndo é capaz de levar a convergéncia do mesmo. Isso ocorre porque
a interse¢do comum entre conjuntos funciona como proje¢do. Assim, o compromisso
da intersegdo entre conjuntos ndo é reduzir incerteza, obtendo outro conjunto menor do
que a propria restri¢do. J4 os filtros estocasticos que tratam restri¢des, buscam melhorar
as estimativas de média e covariancia reduzindo a incerteza dos mesmos, por isso eles
ndo sugerem sensibilidade a condig¢des iniciais.

O indice RMSE de médias e centros estimados no cendrio (i) é apresentado na Figura
4.16 ap6s 100 realizacdes Monte Carlo. Em geral, espera-se que o RMSE do IZF seja o
pior, visto que a prioridade da minimiza¢do de volume nao é reduzir norma-2, mas o
nivel de incerteza obtido pode resultar em centros mais acurados do que as médias dos
filtros estocéasticos, como evidenciado na figura.

Na Tabela 4.6, sdo apresentados os indices MT e TCY, sendo o menor MT do OUKE,
devido ao algoritmo de otimizagdo, e o maior TCU do IZF, por causa da minimizagdo
de volume. Note que o aumento da dimensdo do sistema, em relagdo ao reator em
batelada, faz com que o IZF tenha maior tempo de processamento do que o OUKF. Em
todos os casos, 0 T’V ¢ menor do que o periodo de amostragem de 250ms.

<1072

-~

()]

RMSE (mol/l)
IS o

w

Figura 4.16: Indice RMSE dos estados estimados ap6s 100 realizagdes Monte Carlo para
o cenario (i).
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Tabela 4.6: Tabela referente aos indices MT e TV ap6s 100 realizacdes Monte Carlo do
CSTR para o cendrio (i).

UKF | TUKFE | TUKF | OUKF | IZF
MT(10-5m012 /12) 560 | 560 | 560 | 543 | —
TCPU (10—35) 0636 | 0,777 | 1,77 | 62,4 | 80,3

4,5 Conclusoes

A partir da Secédo 4.2 foi possivel avaliar as principais diferencas entre algoritmos
baseados em incerteza aleatéria e zonotépica. Como esperado, o KF apresenta desem-
penho 6timo para ruidos puramente Gaussianos, devido a contribuigdo do ganho de
Kalman e da medigdo atual no passo de assimilacdo de dados. Nos outros cendrios
considerados e na presenca de ruidos Gaussianos e zonotépicos, o ZF com minimizagao
de segmentos gera centros mais acurados com maior intervalo associado. Em relacdo
ao KF, o ZF se destaca pela estimagdo garantida, quando atendidas as premissas de pior
caso de ruido, e por levar em conta incerteza nos parametros. Dentre os algoritmos de
associacdo de conjuntos na literatura, o ZF se destaca pelo menor tempo de processa-
mento. A minimizacdo de segmentos se destaca por melhor estimar os centros, dado
que ela esta relacionada a minimiza¢do de norma-2, mas é mais sensivel a sistemas
ndo lineares. A minimizagdo de volume se destaca pela diminui¢do de incerteza, mas
demanda maior tempo de processamento. O ZGKF é um algoritmo hibrido dado que
permite considerar incertezas Gaussianas e zonotdpicas na estimagdo de estados. Em
geral, o centro do ZGKF é menos acurado do que o centro do ZF com minimizagdo de
segmentos, mas é mais rdpido.

Como explicitado na Segdo 4.3, a abordagem de minimiza¢do de segmentos do ZF
pode ndo convergir para sistemas nao lineares por dois motivos: (i) para processo linear
e medicdo ndo linear, a faixa construida tem largura varidvel com o processo devido
ao efeito de dependéncia e, talvez, ao efeito de alargamento, e (ii) no caso contrario,
a faixa tem sua largura limitada pelo zonotopo do ruido de medicdo, mas o zonotopo
predito cresce rapidamente devido ao efeito de alargamento e, possivelmente, ao efeito
de dependéncia.

Além do sistema de Lorenz, o ZF foi implementado em alguns sistemas na dindmica
cattica como Rossler-chaos e Rossler-hyperchaos ( , ), ndo mostrados neste
documento. Em todos os casos, o ZF ndo converge apds os efeitos de alargamento e
dependéncia se tornarem muito expressivos, devido a ordem de grandeza da amplitude
alcancada pelos estados estimados sucetiveis a tais efeitos. Ao linearizar os modelos em
torno do centro mais atual, o ZF convergiu para minimizagdo de segmentos e volume.
Em especial, a lineariza¢do do modelo Rossler-hyperchaos nao foi capaz de levar o ZF a
convergéncia.
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Segundo os resultados obtidos na Secdo 4.4, os métodos estocdsticos que levam
em consideragdo as restri¢des intervalares nos estados geram melhores estimativas e
ndo sugerem sensibilidade a condi¢des iniciais como o UKF, dado que tais restri¢des
auxiliam na convergéncia dos algoritmos. Além disso, é possivel explicitar quatro
pontos muito importantes sobre a minimiza¢do de volume do IZF: (i) volume préximo
de zero ndo implica em incerteza quase nula em todas as dire¢des, (ii) a abordagem de
volume sugere maior sensibilidade a dindmica de erro, (iii) sensibilidade a condi¢des
iniciais e (iv) aplicar restri¢des intervalares como interse¢do ndo leva, necessariamente,
o ZF a convergir. Embora a evolugdo temporal do volume de um zonotopo se aproxime
de zero, aminimizacdo de volume ndo impede que alguns estados sejam muito incertos,
como observado em ( , ), pois 0 compromisso dessa minimizacdo é escolher
o menor volume dentre os possiveis zonotopos candidatos, independentemente das
dire¢des. Por exemplo, no reator em batelada, o intervalo do IZF é muito mais preciso
no primeiro estado, cerca de oito vezes. No CSTR, o intervalo de x; é cerca de duas
vezes mais preciso do que o de x,, e o intervalo de x, é cerca de 10 vezes mais preciso
do que o de x3. Estes resultados também evidenciam que a minimiza¢do de volume
pode gerar resultados com picos, devido a dindmica do erro. Ressalta-se também
que o IZF sugere maior sensibilidade a condi¢oes iniciais do que o UKF, neste caso
por causa do efeito de alargamento, porque a escolha de uma inicializagdo um pouco
diferente daquela caracterizada como “boa” ja é suficiente para o filtro ndo convergir.
Entretanto, o UKF converge inclusive para a inicializa¢do “ruim”. Quanto a intersecdo
do IZF, mesmo que ela fosse exata, ndo seria suficiente para garantir convergéncia, uma
vez que o tamanho da regido formada pelas restri¢des é grande o bastante para que o
IZF nao reduza incerteza. Isso ocorre por causa do passo de predigdo de zonotopo, que
é sujeito aos efeitos de alargamento e dependéncia, o qual é mais expressivo quanto
maior for a regido envolvida.



Capitulo 5

Conclusoes

“Porque dele, por Ele e para Ele sdo todas as coisas. A Ele, seja a
gléria para sempre. Amém.”

Rm 11:36

Este capitulo resume o contetido apresentado no trabalho, assim como as contri-
bui¢des do mesmo. Em seguida, sdo sugeridos possiveis trabalhos futuros, que sdo
limitagdes percebidas ao longo do trabalho.

5.1 Considera¢oes Gerais

Este trabalho realiza uma andlise comparativa de estimagdo de estados entre duas
abordagens, aleatéria e zonotdpica. A abordagem aleatéria é a base dos algoritmos
de filtragem de Kalman, que sdo utilizados ha décadas na literatura. Por sua vez, a
teoria de conjuntos é a base dos estimadores zonot6picos, que sdo solugdes destacadas
pela caracteristica garantida. Para isso, estudou-se de forma detalhada as ferramentas
necessdrias para compreender a base dos algoritmos empregados.

No Capitulo 2, foram apresentados conceitos essenciais para entendimento das
abordagens, tais como conceitos estatisticos de probabilidade, média e covariancia, de-
tini¢do e caracteriza¢do de uma varidvel aleatéria, intervalar e zonotépica, entre outros.
Ao longo do capitulo, exemplificaram-se alguns conceitos para melhor compreensao
dos mesmos. Além disso, baseados em tais conceitos, os resultados de transformacdes
lineares e ndo lineares de varidveis aleatérias e zonotdpicas foram apresentados.

Em seguida, no Capitulo 3, as principais abordagens estocdasticas e zonot6picas para
estimacdo de estados foram apresentadas, como KF, EKF, UKF, ZGKF e ZF. Por meio
destes métodos, os estados sdo estimados sem o compromisso de satisfazer restri¢des.
Na abordagem zonotépica, é intuitivo tratar restri¢des intervalares por meio de inter-
se¢do entre conjuntos, enquanto na abordagem estocdstica é demandada uma etapa a
mais. Entdo, foram apresentados também os algoritmos IUKF, OUKF, TUKEF e IZF, que
levam em conta restri¢des intervalares nos estados. Em geral, os passos dos algoritmos
foram mostrados de forma detalhada e com notagdo unificada. Por fim, no Capitulo 4,
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estudos de casos foram apresentados para que, por meio dos resultados gerados pela
implementacdo dos algoritmos, pudesse ser realizada uma anélise critica dos mesmos.

Acredita-se que este trabalho alcangou seus objetivos e fornece uma boa revisao
bibliografica sobre as principais formas de estimar estados.

5.2 Contribui¢oes

As principais contribui¢des deste trabalho sdo explicitadas a seguir. Uma revisao
bibliografica detalhada dos métodos de estimacdo de estados mais utilizados na li-
teratura é apresentada. A abordagem estocastica é uma abordagem ja consolidada,
enquanto a abordagem de associagao de conjuntos tem ganhado crescente visibilidade,
cujos conceitos, para o caso ndo linear, ainda nado estdo claros na literatura. Acredita-se
que a juncdo dos contetdos relacionados a essas abordagens e a metodologia de apre-
sentagdo dos mesmos, por meio de exemplos e descri¢do de algoritmos, auxiliardo e
incentivardo outras pessoas a trabalhar com as mesmas abordagens ndo somente na
drea de estimacdo de estados.

Os algoritmos empregados neste trabalho foram aplicados em dois exemplos linea-
res e quatro exemplos nao lineares, sendo dois deles com restri¢do intervalar. Por meio
de anadlise gréfica e indices de desempenho como TCPY, RMSE e MT, foi possivel com-
parar os algoritmos. Para os casos lineares, foi explicitado que o KF s6 é mais preciso
quando os ruidos sdo puramente Gaussianos e a sintonia destes € muito boa, nos mais
variados cendrios e na presenca de ruidos Gaussianos e zonot6picos, o ZF gera centros
mais acurados com menor precisao associada. Para os casos ndo lineares, explicitou-se
que as estimativas da abordagem estocéstica sdo mais precisas e acuradas do que a
abordagem zonotdpica. Entretanto, hd situagdes em que as estimativas geradas pela
abordagem zonotépica sdo mais precisas e acuradas, como no exemplo CSTR. Além
disso, a sensibilidade a condi¢des iniciais é muito mais importante no ZF do que no
UKEF, pois o ZF pode divergir.

Com base no algoritmo ZF, que ndo considera restri¢des nos estados, foi proposta
uma forma de realizar intersecdo entre zonotopo e caixa de restri¢do. Basicamente, é
aplicado um novo passo de interse¢do sobre o zonotopo proveniente do ZF, antes de
reduzir este zonotopo, a fim de que, por meio da intersecdo entre faixa e zonotopo
proposta por ( ), seja realizada a interse¢do entre o zonotopo e a caixa
de restrigdo, que é usada para definir cada faixa.

No Capitulo 4 foram explicitadas algumas limitagdes dos métodos UKF e ZF. Ambos
os algoritmos sugerem sensibilidade a condi¢des iniciais e, especificamente o ZF, ndo
converge para sistemas com func¢do de medigdo néo linear e ou sistemas com dindmica
cadtica devido a efeitos de alargamento e dependéncia. Uma maneira de superpor as
barreiras de convergéncia do ZF foi linearizar o modelo em torno do centro do zonotopo
mais atual. Com isso, foi analisada a sintonia dos filtros, dado que erros de lineariza¢do
devem ser incluidos para melhorar a dinamica dos algoritmos.
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5.3 Trabalhos Futuros

Ao longo deste trabalho, foram verificadas algumas limita¢des da abordagem zo-
notdpica que merecem ser investigadas. Conforme observado no Capitulo 4, as esti-
mativas centrais dos filtros baseados em associa¢do de conjuntos ndo sdo tdo acuradas
quanto as médias estimadas. Desse modo, acredita-se que propor um funcional de
custo baseado na norma-co possa ser capaz de melhorar a estimativa central, uma vez
que este funcional leva em conta o centro do conjunto.

No Capitulo 4 observou-se que o ZF pode ser sensivel ao processo de discretizacdo
de sistemas ndo lineares continuos. Esta sensibilidade est4 relacionada ao surgimento
ou, até mesmo, intensificacdo do efeito de dependéncia. Neste trabalho optou-se por
realizar a discretizagdo do modelo linearizado continuo por meio do método ZOH, em
que as matrizes Jacobianas do modelo discretizado sao aproximadas pela expansao em
séries de Taylor da exponencial de matriz truncadas na terceira ordem. Entretanto,
ao substituir intervalos nas matrizes Jacobianas do modelo discretizado, o efeito de
dependéncia surge e pode levar o ZF a divergéncia. Caso as séries de Taylor sejam
truncadas na primeira ordem, é possivel obter convergéncia com menor precisao as-
sociada. Com base nisso, acredita-se que seja possivel obter convergéncia e resultados
precisos para o ZF utilizando outras formas de discretizacao.

Em todos os exemplos considerados neste trabalho, a ordem de reducdo de zono-
topos foi considerada constante ao longo das simulac¢des. Para sistemas ndo lineares,
acredita-se que ha pontos de operagao mais sensiveis a reducdo de ordem, que podem
levar a um crescimento mais rapido e conservador do zonotopo estimado. Possivel-
mente, a escolha de uma ordem de reducdo variante no tempo melhore a precisdo das
estimativas obtidas nesses pontos de operacado e atenue o crescimento acelerado dos
zonotopos.

Em ( , ), a teoria de zonotopos com restri¢ao foi proposta para o
caso linear. Zonotopos com restricdo satisfazem a propriedade de interse¢do. Dessa
forma, conjuntos zonot6épicos podem ser exatamente computados durante a estimagao
de estados. Como a teoria de zonotopos com restricdo é recente e ainda ndo esta
consolidada para o caso ndo linear, acredita-se que seja possivel propor um algoritmo
zonotopico baseado nessa teoria e no ZF para estimar estados de sistemas ndo lineares, o
qual também sera capaz de incorporar as restri¢des intervalares de forma mais eficiente
do que o IZF.
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