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RESUMO

Este trabalho trata da aplicacdo da Formulacdo Posicional do Método dos Elementos Finitos
(FPMEF) para analise de estruturas e mecanismos reticulados planos com ligagdes
viscoelasticas ndo lineares. Apresenta-se também uma formulacdo alternativa para a analise
estatica de estruturas empregando-se a FPMEF e a abordagem classica do método
incremental-iterativo. Na formulacdo posicional, as posicdes nodais sdo tratadas como as
incognitas do problema, em vez dos deslocamentos nodais normalmente utilizados. As
equagodes de equilibrio do sistema sdo escritas considerando o principio da energia potencial
total estacionaria e a solug¢do do sistema ndo linear final de equagdes é obtida pelo método de
Newton-Raphson. O algoritmo de integragdo temporal implementado é o de Newmark.
Considera-se a formulacdo Lagrangeana total, a cinematica de Bernoulli-Euler e o
comportamento linear elastico no material. Na modelagem das ligagdes, constroi-se uma
estratégia que possibilita a consideracdo de diversos modelos reoldgicos, embora nesta
dissertacdo apenas a conexdo de Kelvin-Voigt é abordada. Ao final, realiza-se exemplos

numéricos a fim de se ilustrar a aplicabilidade da formulacdo para problemas praticos.

Palavras-chave: Ligacdes Viscoelasticas, Formulacao Posicional do Método dos Elementos

Finitos, Dindmica Nao Linear, Mecanismos Multicorpos
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ABSTRACT

The work deals with the application of the Positional Formulation of the Finite Element
Method (PFFEM) for analysis of 2D framed structures and mechanisms with nonlinear
viscoelastic connections. An alternative formulation for static analysis of structures is
presented using the PFFEM and the classical aproach of the incremental-iterative method. In
the positional formulation, the nodal positions are choosen as the unknown variables of the
problem, rather than nodal displacements normally used. The equilibrium equations of the
system are written through the principle of stationary total potential energy and the solution of
the final nonlinear system of equations are obtain by the Newton-Raphson procedure. The
temporal integration is performed by the Newmark’s algorithm. The total lagrangian
formulation, the kinematics of Bernoulli-Euler and the elastic linear model in the material is
used. In the connections modeling, an strategy that is able to consider many reologic models
is created, though only Kelvin-Voigt’s connections is addressed in this work. At the end,
numerical examples are provided showing the applicability of formulation for pratical

problems.

Key-words: Viscoelastic Connections, Positional Formulation of Finite Element Method,

Nonlinear Dynamic, Multibody Mechanisms
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INTRODUCAO

1.1. Generalidades

Em estruturas sujeitas a agdes dindmicas ¢ comum o emprego de dispositivos que amortecem
a resposta estrutural, isto ¢, que dissipam energia. Esses dispositivos podem ser encontrados

em edificagdes resistentes a sismos e, como mostra a Figura 1, também em pontes.

Figura 1 — Amortecedores utilizados em uma ponte (extraido de https://www.facebook.com/Site
AEngenharia/photos/peb.1014279722002872/1014278818669629/?type=3&theater).

Nos setores automobilistico e aeronautico os elementos dissipadores de energia, usualmente
associados a molas, podem também ser encontrados em mecanismos. Segundo Norton (2010),
mecanismo € um sistema de elementos (rigidos ou deformaveis) unidos e organizados para
transmitir movimento de uma maneira predeterminada. Um mecanismo pode ser entendido
como uma estrutura hipostatica que realiza um movimento de acordo com um padrio

desejado. A Figura 2 mostra o mecanismo do trem de pouso de um avido.



Figura 2 — Trem de pouso de um Airbus A350 (extraido de https://br.depositphotos.com/117396764/stock-
photo-airbus-a350-undercarriage.html).

Nos dispositivos de amortecimento podem ainda ser utilizados materiais com comportamento
viscoelastico, como mostra a Figura 3. O uso dessa tecnologia em estruturas de concreto
armado, segundo pesquisadores, ¢ mais atrativo do que o emprego de amortecedores de massa
sincronizada, tendo em vista que estes ocupam varios pisos no topo de arranha-céus. Dessa
forma, os projetistas podem distribuir os elementos viscoeldsticos ao longo da altura da

estrutura. De acordo com a Figura 3, esses dispositivos entram em servico quando ha

movimento relativo de paredes e/ou pilares.

Material viscoelastico

| }
r'~—|E ~/ Movimento relativo
[ | de paredes/pilares

Material viscoelastico |
fixado entre as placas de ago ' h !

Figura 3 — Dispositivo com material viscoelastico utilizado em edificio (adaptado de
ttps://www.engenhariacivil.com/amortecimento-viscoelastico-estruturas-betao).



Dentro desse contexto, constata-se que uma analise de estruturas/mecanismos considerando a
presenga de ligacOes viscoelasticas se faz necessaria. Destaca-se que os componentes
estruturais envolvidos nessa analise podem ser leves e flexiveis, o que pode resultar em
grandes deslocamentos e rotagdes do corpo em questdo. Diante disso, uma analise ndo linear

do problema ¢ mais indicada.

A literatura apresenta varios trabalhos relacionados a estruturas/mecanismos com ligacdes
semirrigidas € com conexdes viscoelasticas, tais como: Silva et al. (2018), Valipour e
Bradford (2012), Attarnejad e Pirmoz (2014), Ambrdsio e Verissimo (2009), Flores (2004),
John e George (2016) e Huang ef al. (2015).

Diante da dificuldade de se obter solugdes analiticas para esses casos, especialmente em
corpos submetidos a for¢as dindmicas, opta-se por utilizar métodos numéricos para encontrar
respostas aproximadas pata tais problemas. Dentre os métodos numéricos empregados
atualmente, destaca-se o Método dos Elementos Finitos (MEF) que sera utilizado neste

trabalho com algumas modificagoes.

1.2. Justificativa

A formulacdo a ser empregada considera, em vez dos deslocamentos nodais, as posi¢cdes dos
noés como incognitas, sendo referida como Formulagdo Posicional do Método dos Elementos
Finitos (FPMEF). A consideracdo de conexdes viscoeldsticas em mecanismos utilizando a
FPMEF ¢ de carater inovador e, como visto anteriormente, ¢ necessaria para uma melhor

descri¢do do comportamento do sistema.

1.3. Objetivos

Este trabalho propde:

» aplicar a FPMEF para a andlise de estruturas e mecanismos reticulados planos com
ligacdes viscoelasticas ndo lineares;

» implementar um codigo computacional para a analise estatica de estruturas usando a
FPMEF, empregando-se a metodologia consagrada na literatura inicialmente concebida

nos trabalhos de Argyris (1965), Pian e Tong (1971) e Zienkiewicz (1971).



Além disso, para melhor visualizacdo do comportamento de um mecanismo/estrutura, propds-
se a construcdo de um script que mostra o movimento descrito pelo corpo ao longo do tempo
(animacdo). Detalhes desse script encontram-se no Apéndice A. Todos os codigos
computacionais foram desenvolvidos no software MATLAB® aproveitando-se as rotinas em

Fortran elaboradas por Greco (2004).

1.4. Organizacao do texto

O presente texto ¢ composto por cinco capitulos principais, além do capitulo inicial
(Introducio). No capitulo dois (Fundamentagcdo Teodrica) ¢ apresentado os conceitos
basicos para a constru¢do das formulagdes a serem utilizadas posteriormente. No capitulo trés
(Metodologia) descreve-se os procedimentos e passos algébricos utilizados para se alcangar
os objetivos referidos no item 1.3. No capitulo quatro (Exemplos Numéricos) sio
apresentados os resultados obtidos empregando-se a metodologia proposta e as comparagdes
com resultados encontrados na literatura. Por fim, no capitulo cinco (Conclusées e
consideracdes finais) ¢ feita uma analise global do trabalho e dos resultados, bem como a

sugestdo de temas futuros de pesquisas na area tratada.



2

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. Comportamento viscoelastico

A evolugdo das variaveis tensdo e deformagdo ao longo do tempo e a validade da Lei de
Hooke sdo hipoteses adotadas pela teoria da elasticidade linear e amplamente empregadas na
engenharia. Contudo, um projeto de estruturas de alto desempenho geralmente leva em conta
um comportamento mecanico complexo dos materiais e/ou das ligacdes. Nesse caso, as
solugdes baseadas nas premissas classicas citadas anteriormente ndo condizem com os

resultados obtidos na pratica.

Diante disso, busca-se adotar modelos reoldgicos' conjugados capazes de representar com
maior fidelidade o comportamento real das estruturas. Esses modelos conjugados sdo obtidos
através da associagdo em série e/ou em paralelo de dois ou mais modelos reoldgicos basicos.

A Figura 4 mostra os modelos bésicos.

Ressalta-se que, para um mesmo material, diferentes modelos conjugados podem ser

construidos, a fim de se representar fenomenos distintos em determinadas circunstancias.

! Segundo Filho et al. (2007), reologia ¢ o ramo da Fisica que estuda as relagdes entre as tensdes, deformagdes e o tempo.



Modelo | Comportamento | Simbologia Tipo de~ Comentario
deformacio
, Recupera instantaneamente
Elastico F=kx F k F Reverswel a energia de deformagao
IV ¢ Imediata quando descarregado
Plisti F<F R X= 0 Fp Ireversivel Nao recupera en~ergia
astico A F e Imediata de deformacdo
F=F, =>x=livre F - quando descarregado
. F F . Recupera lentamente a
Viscoso F=cx < - RNe V(?rswe.l ¢ energia de deformagdo
c Nao-imediata do d d
quando descarregado

Figura 4 - Modelos reoldgicos basicos (adaptado de Filho ez al. (2007)).

O modelo elastico se refere ao surgimento de deslocamentos reversiveis e imediatos quando
submetido por uma forca. Entende-se por deslocamentos reversiveis aqueles que deixam de
existir apés um descarregamento estatico. Os deslocamentos imediatos sdo os que surgem
simultaneamente com as forgas correspondentes e que permanecem constantes ao longo do

tempo, se as forgas a clas associadas também se mantiverem inalteradas.

O modelo plastico representa a ocorréncia de deslocamentos imediatos ndo reversiveis, isto ¢,
de deslocamentos imediatos que ndo se anulam totalmente no descarregamento. Na Figura 4,
Fy equivale a um limite acima do qual os deslocamentos sdo livres e abaixo do qual ndo ha

deslocamento.

O modelo viscoso busca representar um fendmeno caracteristico de liquidos. Sabe-se da
Mecanica dos Fluidos que os liquidos reais s@o capazes de transmitir tensdes de cisalhamento
apenas em movimento e que, para fluidos Newtonianos, a tensao tangencial 7 ¢ proporcional a

taxa de deformacao de cisalhamento y:

Ty 2.1)

No caso de solidos, segundo Filho et al. (2007), a viscosidade ¢ entendida como o fendmeno
do surgimento de deformacgdes ndo imediatas. No modelo viscoso, os deslocamentos podem
variar ao longo do tempo mesmo que as forgas a elas associadas se mantém constantes.
Assim, a Eq. (2.1) ¢ estendida para forcas/tensdes e deslocamentos/deformacdes normais

(F = ¢ X), conforme mostra a Figura 4.



Neste trabalho sera considerado nas ligagdes apenas o modelo conjugado viscoelastico de
Kelvin-Voigt, formado pela associagdo em paralelo de uma mola com um amortecedor. De
acordo com Findley et al. (1989), dentre os materiais com comportamento viscoelastico estdo

plésticos, madeira, fibras naturais e sintéticas, concreto e metais em altas temperaturas.

A Figura 5 mostra alguns fendmenos que podem ocorrer em modelos viscoelasticos. Em (a)
observar-se uma deformacdo instantanea devido a uma tensdo aplicada subitamente. Em (b) ¢
evidenciado o fenomeno da fluéncia, isto €, o aumento lento e continuo da deformagido do
material, de forma assintdtica, quando sujeito a uma tensdo constante. Em (c) tem-se a
relaxagdo, ou seja, as tensdes diminuem gradualmente quando ha uma deformagdo constante.
Os casos (d), (e) e (f) podem ser observados quando uma tensdo ¢ constante em um intervalo
de tempo. O caso (d) representa uma deformacdo instantdnea recuperada, o (e) uma

deformacao recuperada ao longo de um periodo e o (f) uma deformagao permanente.

Entrada Resposta
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Figura 5 - Fendomenos comuns em varios materiais viscoelasticos (adaptado de Findley et al. (1989)).

A Figura 6 apresenta as respostas de alguns modelos viscoelasticos quando submetidos a uma

forca constante, a um deslocamento constante e a um aumento linear de deslocamento com o



tempo. O modelo reologico viscoelastico de Kelvin-Voigt que serd abordado neste trabalho

esta indicado no item (d) da Figura 6
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Figura 6 - Resposta de alguns tipos de modelos reologicos: (a) elastico; (b) viscoso; (c¢) Maxwell; (d)
Kelvin-Voigt; (¢) Zener (adaptado de BaZant e Cedolim (2010)).



Nota-se que nos casos (b) e (d), quando se submete o modelo a um deslocamento constante, a
forca tende ao infinito no instante que o deslocamento ¢ aplicado. Além disso, observa-se que
no modelo de Kelvin-Voigt o amortecedor ndao permite deslocamento no instante em que uma
forca stbita ¢ aplicada. No modelo de Zener, também chamado de modelo padrdo de s6lido, o
comportamento elastico instantaneo depende dos parametros k; e &, sendo que a soma deles
representa a rigidez do material. Nesse modelo, conforme mostra a Figura 6, k; determina o

deslocamento final apds um intervalo de tempo suficientemente grande.

2.2. Principio dos Trabalhos Virtuais para o problema dinimico

Em um sistema discreto, a equacdo de equilibrio estatico referente a um Grau de Liberdade

(GL) de um no, supondo um corpo deformavel, pode ser expressa como:

F,=F, (2.2)

em que £, € a forca externa resultante aplicada sobre o n6 e F; é a forga interna que o corpo
atua no n6. No problema dindmico, a equag@o de equilibrio pode ser escrita de acordo com o

Principio de d’Alembert:
F,=F, +mii (2.3)

em que m ¢ a massa pontual relativa ao GL em questdo e #i ¢ a aceleracdo dessa massa. Vale
ressaltar que, quando F; = 0 na Eq. (2.3), obtém-se a conhecida expressdo da 2% Lei de

Newton para corpos rigidos. Na Eq. (2.2), a forca externa resultante F, pode ser decomposta

em uma parcela de for¢a conservativa externa F, e em uma parcela de forca ndo
conservativa externa F,'°. Analogamente, a forga interna resultante F; pode ser decomposta

em uma parcela conservativa F° e em uma parcela ndo conservativa F;"°, ambas exercidas

pelo proprio corpo. Assim, tem-se pela Eq. (2.3):

F, =F+mii = (F¢ + 2 )=(F + B/ Jemii = Fe +(F — F )~ Ff —mii=0 =

Fc+Fnc_ int_FI:O (2-4)
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em que definiu-se F, =F,, F, =F -F", F,, =F ¢ F;=mii. Nota-se que, por
construcdo, Fi, ¢ definido como a parcela conservativa da forca interna e, portanto, deve ser
obtida utilizando-se as deformacgdes elasticas do material (podendo este ser linear ou ndo

linear). As forcas dissipativas decorrentes de eventuais deformagdes inelasticas ou devidas ao

amortecimento intrinseco da estrutura devem ser incluidas na parcela F,"¢.

A Eq. (2.4) pode ser usada para encontrar a equacdo de movimento do sistema mostrado na

Figura 7a.

- Fot K F
T I
Referéncia m - m
mop [l [l
v L p E E  E B,

(a) (b)

Figura 7 — (a) Sistema massa-mola-amortecedor de 1 grau de liberdade. (b) Diagrama de corpo livre.

Assim, pelo diagrama de corpo livre da Figura 7b, tem-se:

c nc

F +(F )—Em—F, =0 = mg+[p(t)—cit]—ku—mii=0 =

= |mii+ci+ku=p(t)+F (2.5)

em que F = mg ¢ a forca peso. Caso se desconsiderasse a gravidade, F seria entendida como
uma for¢a externa diretamente aplicada sobre o né na diregdo do grau de liberdade em

questdo.

A partir da Eq. (2.4) pode-se chegar a uma forma alternativa de se expressar o equilibrio. Seja
a grandeza ou um deslocamento arbitrario, isto €, que pode assumir qualquer valor.

Considera-se que essa grandeza ¢ imagindria, ou seja, virtual. Isso posto, a condicdo de
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equilibrio alternativa ¢ obtida multiplicando-se os membros da Eq. (2.4) por um deslocamento

virtual ou:

(F'c—i_Fnc_F;'nt_F})&’t:O&’t = E‘&I+Fnc&{_Ent&/t—F]&/t=0 =

= W, +W,.—W,,, —W; =0 (2.6)

em que oW, é chamado de trabalho virtual de F. na direcdo de du e assim, de maneira
analoga, defini-se oW,., oW, e oW, Como a Eq. (2.4) ¢é valida para qualquer tempo, o
desenvolvimento na Eq. (2.6) pode ser interpretado como a imposi¢do de um deslocamento
virtual na direcdo do grau de liberdade em um instante de tempo fixo qualquer. Ressalte-se,

entdo, que o deslocamento virtual ndo ¢ uma funcdo do tempo (Craig e Kurdila, 2006). Além

disso, como o deslocamento virtual é imposto em um tempo fixo, as for¢as sdo constantes ao

longo de ou.

A igualdade em destaque na Eq. (2.6) ¢ a expressdo matematica do Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV) para o problema dindmico. Como nesse caso forneceu-se um deslocamento

virtual, esse principio também ¢ chamado de Principio dos Deslocamentos Virtuais.

Observa-se que o deslocamento virtual ndo precisa ser infinitesimal. Ele pode ser finito desde
que as forcas permanecam constantes em modulo, direcdo e sentido durante du. Assim, o PTV
¢ aplicavel tanto para deslocamentos virtuais finitos ou virtuais infinitesimais. Outra
ponderagdo importante ¢ que os deslocamentos virtuais ndo necessitam obrigatoriamente de
ser cinematicamente compativeis com as restricdes do sistema. Nao obstante, ¢ conveniente
que eles o sejam, pois, assim, apenas as for¢as que realizam trabalho virtual ndo nulo sdo

incluidas na expressdo do PTV (Chen e Lui, 1987).

E fundamental notar que, como mostrado anteriormente, a condi¢io de equilibrio dada pela
Eq. (2.4) implica no PTV. Além disso, assumindo-se que o PTV ¢ valido, conclui-se que o

sistema estd em equilibrio. De fato, da Eq. (2.6) tem-se:

§VI/C+§Wnc_ int_gl/V] =0 = 5(Fcu)+5(Fncu)_5(F'ntu)_5(Flu)=0 =

1

= (OF . u+F.ou)+(oF, u+F,ou)—(oF, u+Fou)—(oF,u+F,ou)=0 =
—— :,0—-' —— —_—

=0 =0 =0
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= F;:&J—FFnc&’l_F;'nt&’{_F'[&’{:O = (F;:_'_Fnc_ int_ﬂ)&zo (27)
Como odu ¢ arbitrario, a Eq. (2.7) é genericamente satisfeita se:

F,+F, —F, —F =0 (2.8)

int
que ¢ a mesma igualdade dada na Eq. (2.4). No desenvolvimento da Eq. (2.7) utilizou-se o
fato de que as forgas sdo constantes ao longo do deslocamento virtual, ou seja, os incrementos
virtuais de forca s@o iguais a zero. Adicionalmente, como o deslocamento u ¢ suposto sempre
na direcdo do grau de liberdade, o dngulo entre a for¢a e o deslocamento sera zero e o trabalho

sera simplesmente o produto da forca pelo deslocamento.

A seguir, propde-se determinar a equacdo de movimento do problema dado na Figura 7a

utilizando-se o PTV, e tendo como base a Figura 8. Nesse caso, tem-se:

Fiy

ou

Figura 8 — Deslocamento virtual du.

W, +W, .~ W,

int

-W, =0 = Fou+F u-F,ou-Fu=0 =

= mgdu+[ p(t) — il — kudi —miicdu =0 = {mg+[ p(t) — cit]—ku—mii}u =0 =

= mg +[p(t)—ci]—ku—mii=0 = mii+ca+ku:p(t)+F (2.9)
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que ¢ a mesma igualdade encontrada na Eq. (2.5).

2.3. Principio da Energia Potencial Total Estacionaria

Além do PTV, existe outra maneira de se exprimir a condi¢cdo de equilibrio de um sistema. Da
Resisténcia dos Materiais, sabe-se que o trabalho real das forgas internas conservativas W, é
a propria variagao real da energia de deformagao AU do corpo:

W, =AU (2.10)
Neste ponto, um comentario oportuno se faz necessario. Segundo Wylen et al. (1995), o
trabalho, diferentemente da energia de deformag@o, ¢ uma forma de energia em transito, isto
¢, ele se define apenas durante um estado inicial 1 ¢ um estado final 2 de um sistema. Diante
disso, pode-se utilizar notagdes alternativas que remetem a essa ideia de uma maneira mais
direta. Sendo assim, as notagdes W, 12, utilizada por Wylen et al. (1995), e AW,,, utilizada
por Bazant e Cedolim (2010), por exemplo, enfatizam que o trabalho da forca foi realizado

durante a mudanga entre dois estados. Ressalta-se, portanto, que AW, ndo significa

Winta — Wine1. Isso posto, a Eq. (2.10) pode ser reescrita semelhantemente da seguinte forma:

AW,

int

=AU (2.11)

Logo, em se tratando de grandezas virtuais, da Eq. (2.11) pode-se escrever:

SW, =8U (2.12)

em que oW, é o trabalho virtual (¢ ndo variacdo do trabalho) das forcas internas

conservativas e oU ¢ a variagdo (de fato) virtual da energia de deformacao.

Adicionalmente, recorda-se da Fisica que o trabalho das forgas externas conservativas W,
sobre um corpo se relaciona com a variacdo real da energia potencial do sistema AV de acordo

com a Eq. (2.13).

2 . A . I3 . o X
Outra energia em transito também muito comum na engenharia ¢ o calor.
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W =-AV (2.13)
Analogamente ao raciocinio feito para W;,, anteriormente, pode-se afirmar que:
oW, =-oV (2.14)

em que oW, € o trabalho virtual das forgas externas conservativas e oV ¢ a variagdo virtual da

energia potencial do sistema.

A energia cinética K, por sua vez, ¢ escrita do seguinte modo para um grau de liberdade:
|
Kzzm(u) (2.15)

em que u ¢ a velocidade da massa m. Determinando-se, agora, o incremento virtual da energia

cinética 0K devido a um deslocamento virtual du, tem-se:

é](zlm%@&:m@@&:mﬁ&zﬂ&:éﬂfl (2.16)
2 du dt du

Por fim, substituindo-se as Eqgs. (2.12), (2.14) e (2.16) na Eq. (2.6) tem-se:

W +W, . —W,

int

-W,=0 = =6V+W, -U-K=0 =
= U+0V+K-W, =0 = S(U+V+K-W )=0 =

nc

=N (2.17)

em que definiu-se [1 =U + V' + K — W,,.. A grandeza Il ¢ chamada de energia potencial total
ou funcional, pois transforma um campo vetorial (descrito por deslocamento, forga,
velocidade e aceleracdo) em um campo escalar (energia). A Eq. (2.17) é a forma alternativa
procurada de se expressar a condicdo de equilibrio. Ela ¢ a expressdo matematica do Principio

da Energia Potencial Total Estacionaria (PEPTE).
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E indispensavel destacar que a Eq. (2.4), o PTV ¢ o PEPTE sio equivalentes. Em outras

palavras, se um dos trés for valido os outros dois também o serdo.
Agora, propde-se novamente a determinacdo da equagdo de movimento do problema da
Figura 7a utilizando-se, dessa vez, o PEPTE. Primeiramente calcula-se as parcelas energéticas

do sistema separadamente:

1

U =—ku? (2.18)
2
AV=-W, = Vz—jmgduz—mgu (2.19)
0
1 )
K =Em(u) (2.20)
W, =F, . = W, = | [p0)-cildu (2.21)
0

em que na Eq. (2.19) a energia potencial inicial (igual a zero) ¢ relativa a linha de referéncia
adotada para o problema conforme mostra a Figura 7a ¢ u* é a distancia total acumulada ao

longo da qual agem as forcas p(f) e cu. Assim, I é escrito como:

u*

N=U+V+K-W, =%ku2 —mgu+%m(it)2 — | [p(t) - cit]du (2.22)
0

Aplicando-se o PEPTE tem-se:

§H=O:@§u=0: ku—ngrnm@—i [p(t)—cu]du ou =
u du du|Jo

= {ku—mg+ ma;lu—[p(t)—cu]}&z =0 (2.23)
u
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O célculo das derivadas na Eq. (2.23) merece uma observagdo relevante. Nota-se que ndo se
utilizou a regra da cadeira na parcela referente ao amortecimento viscoso (cu). Além disso,
mesmo se a for¢a externa fosse dependente do tempo e da posicdo explicitamente, ou seja,
p = p(t,u), ainda assim ndo se utilizaria a regra da cadeia nesse termo. Isso se justifica pelo
fato de que as forcas atuantes na dire¢do do grau de liberdade sdo constantes ao longo de uma

perturbagdo du, como mencionado no item 2.2.

Assim, como ou ¢ arbitrario, a Eq. (2.23) é genericamente satisfeita se:

ku—mg+ma@—[p(t)—cu]=o =X ku—mg+m@@—[p(t)—cu]=o =
du dt du
= ku—mg+mii—[p(t)—ci] =0 =|mii + i+ ku=p(t) + F| (2.24)

que ¢ a mesma equacgdo de movimento encontrada na Eq. (2.5).

Até aqui se considerou o deslocamento u como incognita do problema. A fim de apresentar a
Formulacdo Posicional do Método dos Elementos Finitos (FPMEF) posteriormente,
desenvolve-se agora a expressdo da energia potencial total para o problema da Figura 7a

tomando-se como incognita a posicdo do n6. A Figura 9 mostra a relacdo entre posicdo e

deslocamento: u=X-X,,.

X Referéncia

Figura 9 — Posicio inicial (X;), posicio final (X) e deslocamento (#) para um sistema de referéncia fixo.

Como X, ndo varia no tempo, pode-se afirmar que X=u ¢ X =ii. Utilizando-se essas relacdes

e o fato de que u=X—-X, = du=dX, tem-se pela Eq. (2.22):
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u*

IT =%ku2 —mgu+%m(i¢)2 - [p(t)—cu]duz
0

Xo+u*
1

= HX X, —mg(X—X0)+%m()b2 —I [p(6)—cX]ax (2.25)

Xo

Aplicando-se o PEPTE na Eq. (2.25) para se obter a equacdo de movimento e, ressaltando-se

que as forcas cX e p(f) sdo constantes ao longo de 5X, tem-se:

dll

oll=0 = —
ax

X =0 = {k(X—XO)—mg+mX%—[p(z)—cx]}a}(=o -

dx dX :
- {k(X—XO)—mngE—[p(t)—cX]}@Y:0 -

= |mX +cX + k(X -X,)=pt)+F (2.26)

E interessante notar que a expressdo de IT da Eq. (2.25) pode ser reescrita de forma mais
sintética e, mesmo assim, conduzir a mesma equagdo diferencial de (2.26). Para isso,

negligencia-se o termo +mgXy da Eq. (2.25) que ndo depende de X:

Xo+u*

I, =%k(X—X0)2 —mgX+%m(X)2 —J' [p(6)—cx|ax (2.27)

Xo

Pode-se verificar, entdo, que a equagdo de movimento oriunda de Il. sera idéntica a

Eq. (2.26). Finalmente, a Eq. (2.27) apresenta-se de uma forma mais geral como:

Xo+u*

I, = U(X)—mgXJr%m(X)z —I [p(t) —cX]dX (2.28)

Xo

em que U(X) ¢ a energia de deformacg@o do sistema escrita em fungdo da posi¢do X. Portanto,
a equagdo de equilibrio dindmico (ou equacdo de movimento) que sera utilizada na FPMEF ¢&,

de acordo com a Eq. (2.28):
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SIL =0 = {‘W—mgwgé—[p(t)—cx]}&(:o SN
= %+mX+CX—[p(t)+F]=O (2.29)

E fundamental destacar que caso se queira calcular a energia potencial total do sistema a

Eq. (2.25) deve ser utilizada, e ndo a Eq. (2.27).

2.4. Formulacao Posicional do Método dos Elementos Finitos

A FPMEF foi inicialmente concebida nos trabalhos de Coda (2003) ¢ de Coda e
Greco (2004). Nessa formulacdo, as equacdes de equilibrio sdo construidas a partir do
Principio da Energia Potencial Total Estacionaria (PEPTE), considerando, em vez dos graus

de liberdade de translacdo dos nos, as posi¢des nodais como incognitas.

Coda (2003) e Coda e Greco (2004) desenvolveram a formulacdo para analise estatica de
estruturas reticuladas considerando cinematica de Bernoulli-Euler nos elementos finitos,
comportamento elastico linear do material e o referencial Lagrangeano total. Nos exemplos
realizados nesses trabalhos, a formulacdo posicional mostrou-se precisa e apresentou
satisfatoria convergéncia quando comparada com resultados de solugdes analiticas e
numéricas presentes na literatura. Destaca-se que a FPMEF ¢ intrinsecamente ndo linear

geométrica.

Greco (2004) e Greco e Coda (2006) estenderam a formulagdo para o problema dindmico com
amortecimento viscoso em estruturas reticuladas e mecanismos multicorpos, utilizando
equacdes de integracdo temporal de Newmark. Em Greco (2004) sdo considerados problemas
de contato/impacto entre estruturas e entre estruturas e anteparos rigidos. Nessa tese também

sdo considerados efeitos elastoplasticos no material.

Em relagdo ao tipo de referencial adotado, vale ressaltar que, na analise dindmica, técnicas
que utilizam de sistemas de coordenadas intermedidrios que giram, como a corrotacional,
dependem de referenciais ndo inerciais. Portanto, surgem pseudo-forcas referentes a nao
uniformidade da velocidade de rotagdo do referencial, a acelera¢do centrifuga e a aceleragdo

de Coriolis. Desse modo, os termos da matriz de massa acabam se tornando néo lineares o que
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dificulta a analise, em especial no que diz respeito a integracdo temporal (Ibrahimbegovi¢ et
al., 2003; Mékinen, 2007). Isso ndo ocorre na formulacdo lagrangeana total, pois suas
variaveis sdo todas descritas em relagdo a um tUnico referencial, que €, portanto, inercial

(Siqueira, 2016).

Marques (2006) ampliou o estudo de contato/impacto empregando elementos finitos
bidimensionais. Nessa dissertacdo, o autor utiliza o algoritmo de Newmark com algumas

modificacdes a fim de garantir sua estabilizacdo.

Greco e Venturini (2006) aplicaram a FPMEF na analise de estabilidade de treligas
tridimensionais. A identificacdo de pontos criticos ¢ realizada de forma indireta através da
analise de singularidade da matriz Hessiana. Segundo os autores, a formulag¢do pode ser usada
para analisar problemas com severo comportamento ndo linear geométrico, além de
possibilitar estudos de pds-flambagem. Em Greco et al. (2006) o estudo de estabilidade de

trelicas ¢ aprimorado devido a consideragdo de efeitos elastoplasticos no material.

Coda e Paccola (2007) utilizaram a formulag@o posicional na andlise estatica de placas com
espessura constante, empregando elementos finitos isoparamétricos triangulares curvos. Em
Coda e Paccola (2008) ha a inclus@o da variacdo da espessura na formulacdo e adota-se a

relagdo constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff.

Maciel (2008) e Maciel e Coda (2010) estenderam a formulagdo para a analise dinamica de
solidos tridimensionais. Em Maciel (2008) ha a abordagem de analises de porticos planos com
cinematica de Reissner e problemas de impacto de estruturas tridimensionais em anteparos

rigidos. Nessa tese, o comportamento do material é considerado elastico.

Carrazedo (2009) e Carrazedo ¢ Coda (2010) consideraram efeitos térmicos em impactos
entre estruturas adotando a formulagdo posicional. Segundo os autores, a consideragdo desses
efeitos ¢ muito importante, pois além de se avaliar a transformacdo da energia mecanica em
calor, pode-se considerar as mudancas das propriedades mecanicas do material ao longo da
analise. Para previsdo do impacto, foi utilizado a técnica do multiplicador de Lagrange
associada a teoria potencial. Os resultados encontrados para a formulagao proposta mostraram

boa correlagdo com os fornecidos pela literatura.



20

Rigobello (2011) e Rigobello et al. (2014) aplicaram a FPMEF na analise estatica termo-
mecanica de estruturas de ago aporticadas. Os autores adotaram um modelo constitutivo
tridimensional, de modo que o efeito combinado das tensdes normais e cisalhantes na

verificagdo do critério 3D de plasticidade ¢ considerado.

Reis (2012) implementou computacionalmente uma técnica a fim de incluir ligacdes
semirrigidas elastopldsticas na analise estatica geometricamente ndo linear de porticos planos.
O autor considerou cinematica de Reissner e comportamento elastoplastico multilinear para a
ligacdo. O acoplamento numérico foi realizado através de uma formulagdo algébrica em que a
matriz de rigidez e as forgas internas das ligagdes semirrigidas sdo incorporadas na matriz e
no vetor de forcas internas da estrutura, respectivamente, em cada iteracdo do método de
Newton-Raphson. O autor adicionou uma parcela devida a energia interna da mola na
expressdo da energia potencial total. Reis e Coda (2014) expandiram o trabalho de
Reis (2012) incluindo efeitos elastoplasticos nas barras. Conexdes semirrigidas também foram
consideradas no trabalho de Coda e Paccola (2014), em que o colapso progressivo e a analise

dindmica de porticos planos foram abordados.

Em Lacerda (2014) diferentes medidas de deformacdo sdo adotas para avaliar a resposta de
treligas planas e tridimensionais usando a formulacdo posicional. Segundo esse trabalho, a
formulagcdo mostrou praticidade na implementagdo computacional e os resultados obtidos

foram satisfatorios quando comparados com os da literatura.

Oliveira (2012) e Oliveira e Greco (2015) empregaram a FPMEF na analise de problemas
envolvendo massas moveis em cabos e vigas. Oliveira (2012) verifica as influéncias dos
valores da massa e de sua velocidade no comportamento de cabos, bem como as influéncias
da velocidade da massa, das condicdes de apoio e dos efeitos elastoplasticos no
comportamento de vigas sujeitas a massas moveis. Em Oliveira e Greco (2015), vigas
laminadas sdo consideradas na analise. Essa configura¢do laminada permite considerar barras

constituidas de materiais diferentes e com se¢des de geometria complexa, por exemplo.

Rabelo (2015) foi um dos pioneiros na inclusdo de modelos reologicos em analises que
utilizam a formulacdo posicional. Em sua dissertacdo, o autor trata do estudo do
comportamento viscoeldstico de fluéncia de materiais compositos em trelicas. Adotou-se o

modelo reologico de Zener que € capaz de retratar o fendmeno da fluéncia através de uma
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taxa de deformacdo temporal. Os resultados do codigo desenvolvido foram satisfatorios e

condizentes com a teoria.

Becho et al (2015) e Becho (2016) adotaram modelos reologicos para descrever o
comportamento de fluéncia em porticos planos. Segundo os autores, a formulagdo é capaz de
representar a evolucdo dos deslocamentos ao longo do tempo, sob carregamento estatico, de

acordo com o esperado pela teoria da viscoelasticidade.

Siqueira (2016) e Siqueira e Coda (2016) analisaram estruturas e mecanismos planos
contendo ligacdes deslizantes. Essas ligacdes foram introduzidas no sistema mecanico através
do método dos multiplicadores de Lagrange. A formulagdo demonstrou versatilidade e
precisao nas aplicagdes e, além disso, grandes deslocamentos e rotagdes foram corretamente

modelados tanto em analises estaticas quanto dindmicas.

Madeira e Coda (2016) realizaram um estudo de controle de vibragdes utilizando um modelo
reolégico de Kelvin-Voigt. A introducdo das massas dos dispositivos ¢ feita por meio de
multiplicadores de Lagrange que impdem o movimento da massa ao longo do elemento finito.
Os autores ressaltam que a principal vantagem dessa formulagdo, quando comparada com as
existentes na literatura, ¢ a possibilidade de considerar modelos reoldgicos mais complexos

sem a necessidade de resolver as equagoes diferenciais analiticamente.

Em Kzam (2016) um estudo aprofundado da instabilidade local e global de estruturas
tridimensionais € realizado. O autor afirma que o uso do método do Newton-Raphson em
conjunto com o algoritmo de Lanczos pode determinar com precisdo significativa os valores

das cargas limites das estruturas.

Cavalcante (2016) apresenta uma formula¢do termodinamicamente consistente para analisar
problemas dinamicos em trelicas com comportamento elastico e/ou plastico. O trabalho
também abrange problemas de impacto considerando efeitos térmicos, empregando

algoritmos de integragdo temporal alternativos ao classico Método de Newmark.

Silva (2017) estende o estudo de Cavalcante (2016) para o caso de porticos planos com

cinematica de Reissner. Nesse trabalho, a autora conclui que o acoplamento termomecénico
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tem grande influéncia na flexibilidade das estruturas analisadas, sendo intensificada em

proporg¢ao com a temperatura de referéncia.

Sanches e Coda (2017) apresentam uma metodologia de analise dindmica de mecanismos
multicorpos planos que inclui colapso progressivo. Os autores adotam a cinematica de
Timoshenko e, a fim de permitir a ruptura das barras durante a andlise, empregam os

multiplicadores de Lagrange na montagem dos elementos finitos.

Avancini (2018) aplica a FPMEF e o Método de Particulas em problemas de interacao fluido-
estrutura bidimensionais. Nesse trabalho a metodologia proposta foi estudar o escoamento
incompressivel do fluido em descricdo Lagrangenana, utilizando as posi¢des e pressdes como
varidveis principais, em vez de velocidades e pressdes tradicionalmente empregadas. Segundo
o autor, a viabilidade da analise Lagrangeana na Mecanica dos Fluidos depende da
preservacdo da qualidade da malha de elementos finitos, e isso foi obtido através da utilizagdo
do Método dos Elementos Finitos de Particulas, combinado a técnica de triangulacdo de

Delaunay e o método alpha shape para o reconhecimento do contorno.

A seguir, apresenta-se a formulagdo posicional para os problemas estatico e dinamico. Os

detalhes matematicos podem ser encontrados em Greco (2004).

=  Problema Estatico

A equacio de equilibrio para o problema estatico, de acordo com a Eq. (2.29), pode ser escrita

como:

dU(X)
dx

—F=0 (2.30)
em que [ neste trabalho denota forca externa diretamente aplicada sobre o né. Nota-se, entdo,
que ¢ necessario calcular a energia de deformacgao em funcao da posicdo. Para isso ¢ adotado

o Elemento Finito (EF) de barra de 2 nds conforme mostra a Figura 10.
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Figura 10 — Elemento finito deformado.

As incognitas do n6 1 sdo posi¢do no eixo horizontal (X,), posi¢do no eixo vertical (1) e
giro (6,). De maneira analoga, define-se as incognitas para o nd 2. A energia de deformagao ¢é

dada por:

U=J.J-0'd5dV=J. J.Egdngzgj- &' d¥ (2.31)
Ve ¥Fde 2 ¥

em que considerou-se o material Hookeano. Como o referencial ¢ Lagrangeano total, a
integral da Eq. (2.31) ¢ realizada no volume inicial ¥# do EF. A deformagdo ¢ escrita com

base na cinematica de Bernoulli-Euler ¢ com base na seguinte medida objetiva®:

_ds—ds,

E .
d
mé dSO

(2.32)

em que ds ¢ o comprimento de uma fibra do eixo médio do EF apos a deformagdo e ds,

representa o comprimento dessa fibra na configuragdo original. Considera-se que na posi¢ao

de referéncia todos os elementos finitos sao retos.

Utilizando-se a varidvel adimensional & da Figura 10, escreve-se X = (&) e ¥ = f{({) para a

configuragdo deformada, adotando-se um polindmio cubico entre e Y-

3 Medida de deformagéo objetiva é aquela que fornece valor nulo para movimentos de corpo rigido.



X=X +1,¢&
Y=c&+dE +el+ f

em que definiu-se:

c=(tan@, +tané,)l, -2/,
d =31, —(2tané +tand, )l
e=1,tang,

S=Y

Para a configuragdo indeformada tem-se:

X0 = X0 410

Y=Y +1)¢

tendo em vista que o EF inicialmente ¢ reto. Nota-se que:

dé \\dé dé
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(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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e de maneira analoga defini-se para ds,, dX’ ¢ dY’. Assim, pode-se substituir ds e ds, na
Eq. (2.32) e obter a deformacao do eixo médio em funcdo das incognitas dos nos e da variavel

adimensional &

£ =0,V +Bes? +2dE +ef 1 (2.44)

em que / é o comprimento do EF na configuragdo deformada e¢ [, na configuracdo
indeformada. A fim de se ter a deformagdo em qualquer fibra localizada a uma distancia y

perpendicular ao eixo neutro, tem-se:
E=E8nea — XY (2.45)
em que y € a curvatura de um comprimento ds. A curvatura exata ¢ dada por:

dX d*Y d*X dy

__dgdg® dgt dg (2.46)
(4 -()
- + -
dé g

Calculando-se as derivadas da Eq. (2.40) utilizando-se as Egs. (2.33) e (2.34) e substituindo-

se yna Eq. (2.45) tem-se:

1, (6¢&+2d)

£= Z—\/(IX Y+ (Bes? +2deE+e) ~1- (2.47)

0 [(zX ) +(3c& +2d§+e)2]3/2

Assim, € possivel realizar a integral da Eq. (2.31) utilizando a expressdo da Eq. (2.47). Neste
trabalho fez-se essa integral através da quadratura de Gauss-Legendre utilizando-se dois
pontos de Gauss. Apos o célculo da energia de deformagdo em fungdo das incdgnitas do
problema (para um EF serdo 6 variaveis), realiza-se a derivacdo em relagdo a um grau de
liberdade e obtém-se a equagdo de equilibrio dada pela Eq. (2.30). Essa equagdo pode, entdo,

ser escrita para um grau de liberdade i da seguinte forma:
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1
ou
l,| =—d&-F, =¢g(X,)=0 2.48
J S F=elx) 2:43)

em que u« ¢ a densidade de energia de deformag@o e definiu-se:
1

g(x;)=1, j u, dé—F, (2.49)
0

Nota-se que a solu¢do do problema ¢ a raiz da fungdo residuo g e, como g é ndo linear,
utilizou-se o Método de Newton-Raphson para soluciona-lo. Assim, expandindo-se g em
polindmio de Taylor até o termo de primeira ordem e empregando-se a notacao vetorial tem-

se, para um EF:
g(X)=0 = g(X,)+Vg(X,)AX=0 (2.50)

Em que Xy ¢ o vetor da posic¢do inicial dos nos do EF, AX ¢ o termo incognito da equacdo e

Vg(Xp), chamada de Matriz Hessiana, ¢ expressa por:

1

VelX,)= g (X,)=1, [, 2 @5

X()
As derivadas u,; e u,; podem ser encontradas em Greco (2004). Através do Método da

Rigidez Direta monta-se o vetor residuo (fungdo g) e a matriz Hessiana para todo o modelo. O

critério de parada considerado para o processo incremental-iterativo foi:

aX]= > [(aX),T < Tol (2.52)

em que N ¢ o nimero total de graus de liberdade do modelo. O vetor AX € obtido por:

AX =—[Vg(X,)] " g(X,) (2.53)
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A atualizagdo da posicdo ¢ dada por:

X, =X, +AX (2.54)

=  Problema Dindmico

De acordo com a Eq. (2.29), a equacdo de equilibrio dindmico para um grau de liberdade i ¢

dada por:

SU(X,)
oX

i

+miXi+CiXi_[pi(t)+F:’]:0 (2.55)

Para o problema dindmico, considerou-se neste trabalho apenas a aplicagdo de forcas
variaveis com o tempo sobre os nds, e negligenciou-se a presenca da gravidade. Entdo, da

Eq. (2.55) tem-se:

%mg@ +¢, X, —p,()=g(X,)=0 (2.56)

1

em que, de maneira analoga ao problema estatico, definiu-se:

1

g(Xi) = Zoju,i d§+miXi +ciXi -p,(®) (2.57)
0

tendo em vista que o calculo da energia de deformagdo segue o mesmo procedimento do

problema estatico.

Para integrar a Eq. (2.56) no tempo utiliza-se o Método implicito de Newmark cuja ideia
basica ¢ supor a variacdo da aceleragdo conhecida durante um intervalo de tempo Az. Dessa

forma, as seguintes equagdes sdo obtidas, de acordo com Greco (2004):

x|y = &), o] vl (3-p)x] 2, | .59
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X,

X

+At(1-y)X,

+7At)'fi

i s+1 s+1 (259)

em que s é um instante de tempo atual e, considerando-se X; constante tem-se y=1/2 e f=1/4
e para X; linear tem-se y= 1/2 e #=1/6. Escrevendo-se a Eq. (2.57) em um instante posterior

s + 1 e utilizando-se as Egs. (2.58) e (2.59) tem-se:

1

g(Xi|. I)ZIOJ‘usidf +m X, +c X, _pi|. )

s+ 0 o s+1 s+1 s+

o om| 7 |2l
=ZOJ‘u,[d§ +m,| — T +C{Ri5+—X,. L TYNT| | =p,, =0 (2.60)

o Tl [AAD par 1
em que:

X, ; 1 .
T|, =—s+—+| ——1|X] (2.61)
* By A 20 s

R| =X| +At(1-y)X, (2.62)

Da mesma forma do problema estatico, utiliza-se o Método de Newton-Raphson para
encontrar a raiz da func¢do g. Empregando-se a notagdo vetorial para um EF, tem-se da Eq.

(2.60):
oX],,)=0 = g(x,| )+ velx,|  Jax=0 (2.63)

em que XO|S+1 ¢ o vetor da posicao inicial dos nés do EF no instante posterior s + 1, AX é a

incognita da equacdo e Vg(XO |5+1) ¢ a matriz Hessiana para o problema dinamico, dada por:

1

s+1): g (Xo|x+1)= ju’ik dg

0

I m+2 ¢ (2.64)

Vgl X + +
g( 0 XO‘ ﬂ(At)z ﬂAt
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em que:

(2.65)

\S)
S O O o o =
S O O o = O
S O O O o O
S O = O O O
S =, O O O O
S O O o o O

sendo p a massa especifica do material e 4 a area da se¢@o transversal. Além disso, supds-se o

amortecimento proporcional a massa:
C=2¢cM (2.66)

em que ¢, ¢ o coeficiente de amortecimento adotado. Uma vez calculados o vetor residuo ¢ a
matriz Hessiana para cada EF, monta-se o vetor residuo e matriz Hessiana para todo o
sistema. O critério de parada considerado aqui é o mesmo do problema estatico. O termo

incognito ¢ dado por:

AX = —[Vg(X,

541 )]_lg(Xo

) (2.67)

A posigao ¢ atualizada como:

=X,| , +AX (2.68)

1 s+l

s+1

2.5. Metodologias para solucio do processo incremental-iterativo

= Abordagens utilizadas em Greco (2004)

Para a analise estatica, Greco (2004) concebeu duas formas de solugdo. A primeira ¢ admitir
as posicdes como incognitas e incrementar-se as forcas externas, conforme mostra o
procedimento da Figura 11. O indice j indica o passo e o indice k indica a iteracdo. Na pratica,
o contador de iteragdes ¢ zerado a cada passo por conveniéncia. Destaca-se que o vetor AF ¢

constante ao longo de toda a analise.
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INIiCIO
(i)j=k=1.Ajusta—seF’ =0,X, =X
(ii) Calcula —se F/ =F’/™' + AF
(iii)Sek =1
Atualiza-se X, =X, | +AX, |
fimse
(iv) Calcula —se g(X, )
(v) Calcula —se Vg(X, )
(vi) Calcula —se AX, e|AX, |
(vii)Se ||AXk || <Tol
Jj=j+l1
k=k+1

Retorna —se ao item (ii)

, €AF

inicial

se nao
k=k+1
Retorna —se ao item (iii)
fimse
FIM

Figura 11 — Algoritmo para analise estatica utilizado por Greco (2004) adotando-se controle de forca.

A segunda forma de solucdo ¢ admitir as for¢as como incognitas e incrementar-se as posicoes,
como mostra a Figura 12. O vetor AX ¢ definido pelo usuario e o vetor de forgas externas (F),

referente a todo o modelo, é obtido através do vetor de forgas internas (Fiy):

(2.69)

Depois desse procedimento, o vetor de forcas externas ¢ zerado para a continuidade da analise

€m um novo passo j.

Nota-se que dada uma posigdo deslocada da estrutura, existird apenas um Unico vetor de
forcas externas nodais que satisfaz o equilibrio. No entanto, a unicidade do carregamento

nodal externo ndo garante unicidade das agdes sobre o dominio dos elementos finitos.
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E interessante notar que o vetor AX a ser fornecido pelo usuario deve ser compativel com a
estrutura e com o carregamento externo, o que requer uma analise qualitativa prévia do

problema mais aprofundada.

INICIO
(i) j=k=1.Ajusta —se X" = X" e AX
(ii) Calcula —se X’/ = X/~ + AX
(i) Sek =1
Atualiza —se X, =X, | +AX, |
fimse

(iv) Calcula — se g(Xi )
(v) Calcula — se Vg(X',f )
(vi)Calcula —se AX] e ”AXi ”
(vii) Se[AX /| < Tol

j=j+1

k=k+1

Armazena—seF =F,

F=0

Retorna —se ao item (ii)

se nao
k=k+1
Retorna —se ao item (iii)
fimse

FIM

Figura 12 - Algoritmo para anilise estatica utilizado por Greco (2004) adotando-se controle de
deslocamento.

= Abordagem classica

Como aponta Yang e Shieh (1990), a metodologia a seguir foi inicialmente idealizada nos
trabalhos de Argyris (1965), Pian e Tong (1971) e Zienkiewicz (1971). Essa metodologia se
apresenta na seguinte equagdo de equilibrio incremental, no ambito do MEF formulado em

deslocamentos (Fuina, 2014):

K/, 8U/ =61/ P+Q/ (2.70)
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em que

K/, ¢é a matriz de rigidez tangente da iteragdo k-1 do passo j, fungdo do campo de
deslocamentos U7 ,;
dU/ ¢ o vetor incremental de deslocamentos da iteragdo k do passo j;

0] ¢é o incremento do fator de carga A da iteragdo k do passo j;
P ¢ vetor de forcas externas (constante durante a analise);

Q/_, ¢é o vetor de forcas residuais da iteragdo k-1 do passo j.

Como 8U/ ¢ a incognita da equagio, pode-se reescrever a Eq. (2.70) na seguinte forma:

oUL = (KL, ) 02/ P+Q/, =0/ (K., ) ' P+(K],)'Ql, =01/8U}" +8U/° 2.71)
em que definiu-se:

SU” = (K., )'P (2.72)
oUle = (K/,)'Q1, (2.73)
A convergéncia ¢ verificada da seguinte forma:

LS [P LU [ (2.74)

4P Jo.
em que o vetor de forcas residuais ¢ calculado como:
Q, =4P-(F,), (2.75)

sendo que no inicio de cada passo o vetor Q ¢ zerado e (Fiy), € calculado com base no vetor

U, . A atualizagdo das variaveis ¢ feita através de forma incremental:



A=A+ 04

U, =U,_ +8U,

33

(2.76)

(2.77)

sendo que oU, ¢ obtido pela Eq. (2.71). A Figura 13 mostra o algoritmo genérico para esse

método incremental-iterativo.

INICIO

(1) j=k=1.Ajusta—seP

(i) Calcula—se K/,

(iii) Calcula —sedU/” edU/*

(v)Calcula—sedU/

(vi) Atualiza—se U] e 2]

(vii)Calcula—se(F,, )

(viii)Calcula—seQ,

(ix)Seconverge
j=j+1
k=k+1

k

se nao
k=k+1

fimse
FIM

(iv) Calcula —se 54 (Depende do Método de Controle)

Retorna —se ao item (ii)

Retorna —se ao item (ii)

Figura 13 — Algoritmo para abordagem classica.

Na etapa (iv) do algoritmo da Figura 13, o incremento do fator de carga 64, ¢ calculado de

acordo com o Método de Controle escolhido. Os Métodos de Controle usuais sdo: controle de

forca, controle direto de deslocamento, controle de comprimento de arco, controle de

deslocamento generalizado, controle por trabalho e controle de residuo ortogonal. Neste

trabalho sera dado um foco apenas no controle de for¢a e no controle direto de deslocamento.
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O controle de forca tem por ideia basica incrementar a for¢a externa somente na primeira
iteracdo de cada passo. Para as iteragdes seguintes o incremento do fator de carga ¢ zerado,

como mostra a Eq. (2.78):

Constante, parak =1
oA, = (2.78)
0 parak >1

Como nesse Método supde-se que a forca € a variavel independente ¢ o deslocamento ¢ a
variavel dependente, isto ¢, o deslocamento ¢ funcdo da forca, ocorre falha no tracado da
trajetoria de equilibrio em regides que, na verdade, hd um decréscimo de forca e um
acréscimo de deslocamento. Desse modo, o fendmeno snap-through acontece, como mostra a

Figura 14.

Snap-through

Figura 14 — Representacio do snap-through.

O controle direto de deslocamento, por sua vez, adota a forca como a variavel dependente e o
deslocamento como a variavel independente. Assim, incrementa-se o deslocamento/rotagéo de
um grau de liberdade i apenas na primeira iteracdo de cada passo, e nas iteracdes seguintes o

incremento zerado, como indica a Eq. (2.79):

(éUk)i =

Constante, parak =1
(2.79)

0 parak >1

O incremento do fator de carga é obtido pela Eq. (2.71), escrita para um grau de liberdade i:
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(0,) ~lou°)
)

SA = (2.80)

Como o vetor de forgas residuais € nulo na primeira iteragdo, ¢ nas demais iteragdes o

incremento de deslocamento € nulo, entdo tem-se:

(Sj]—j;)l)i’ parak =1
SA = N (2.81)
loui°)
—W, parak>1

Nesse Método, em contraste ao controle de forga, ocorre falha no tragado da trajetoria de
equilibrio em regides que, na verdade, ha um acréscimo de for¢a e um decréscimo de

deslocamento. Diante disso, o fenomeno snap-back acontece, como mostra a Figura 15.

F

Figura 15 — Representacdo do snap-back.

Destaca-se que o método de controle direto de deslocamento requer como dado de entrada
apenas o incremento de deslocamento de um grau de liberdade, em contrapartida a abordagem
mostrada na Figura 12, que necessita de um vetor incremental de deslocamentos. Assim, a
analise qualitativa prévia do comportamento da estrutura utilizando o método de controle de

deslocamento torna-se mais simples.
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3

METODOLOGIA

3.1. Inclusao das ligacoes viscoelasticas

O comportamento nao linear de uma mola ou de um amortecedor foi modelado utilizando-se

uma curva multilinear, como mostra a Figura 16.

~ 8
L !
&[T ‘
8177 | !
1 X, X
1 | : D
XXy Xoy Xy Xus X

Figura 16 — Curva multilinear.

Essa abordagem, adotada também por Reis (2012), permite ao usudrio inserir a curva que
melhor lhe atenda, e apresenta maior estabilidade numérica do que a alternativa de se

implementar uma fung¢do analitica para representar a nao linearidade.

Como cada trecho da curva ¢ linear, adotaram-se as seguintes relacdes para a mola e para o

amortecedor, respectivamente:

1 I A B A O
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Na Eq. (3.1) gi e g representam as forgas nodais que atuam, respectivamente, na direcdo dos
graus de liberdade i e j, que estdo conectados através de uma mola ou de um amortecedor.
Destaca-se que i e j devem ser compativeis, isto ¢, relativos a uma mesma dire¢@o: horizontal,
vertical ou rotacional. O termo JX; € a incognita na direcdo do grau de liberdade i e X; é a
incognita na dire¢@o de j. O parametro k € a inclinacdo da reta corrente da curva da mola para

um dado deslocamento x =X ; —X,. Os termos X e )(} sdo as velocidades dos graus de
liberdade i e j, respectivamente. Analogamente a k, o parametro ¢ ¢ a inclinacdo da reta
corrente da curva do amortecedor para uma dada velocidade x = X P X ;- Ressalta-se que X;

e X; podem ser graus de liberdade translacionais ou rotacionais.

Assim, uma vez calculado o deslocamento relativo de uma mola ou a velocidade relativa de
um amortecedor, verifica-se em qual trecho linear de cada lei de comportamento os dados se
encontram e, através da Eq. (3.1), calculam-se as for¢as nodais e a matriz Hessiana correntes e
o0s incorpora, respectivamente, no vetor de forcas nodais e na matriz Hessiana da estrutura em
cada grau de liberdade associado a ligag@o. Essa incorporacdo ¢ feita dentro de cada iteracdo
do método de Newton-Raphson. Além disso, caso o deslocamento ou velocidade calculado(a)
coincida com um ponto pertencente a duas retas (Figura 16), adota-se a inclinagdo média das

retas adjacentes ao ponto como a inclinagao atual.

O procedimento adotado para incluir ligagdes viscoeldsticas neste trabalho ¢
consideravelmente mais simples do que o apresentado por Kassimali (1999) e
Galvao et al. (2010), nos quais a matriz de rigidez do elemento finito ¢ modificada para

considerar as conexoes.

E importante destacar que o amortecimento intrinseco da estrutura (Eq. (2.66)) permanece
inalterado, uma vez que a massa ndo se altera. Porém, a matriz de amortecimento que sera
incluida na matriz Hessiana (Eq. (2.64)) podera ndo ser mais constante ao longo da andlise,
tendo em vista a ndo linearidade de possiveis amortecedores presentes no modelo. Diante

disso, a nova matriz Hessiana sera:

1

s+1): S (XO|_§‘+1): J‘u’ik déj

0

Vg(XO

! ’ |, (3.2)

+ M+
B(ALY B At

Olgst

Xo ‘x+l
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evidenciando que C ¢ calculado para uma velocidade X, 1
s+

Por fim, nos problemas estaticos, apenas a inclusdo de molas ¢ realizada, seguindo o

procedimento anteriormente exposto.
= Implementacio computacional

A estratégia para a implementagdo computacional das conexdes neste trabalho ¢ geral, ainda
que apenas o modelo de Kelvin-Voigt seja adotado. O procedimento proposto permite a
consideragdo de qualquer arranjo viscoelastico para modelar uma ligagdo pontual e, além

disso, ele pode ser empregado seja qual for a formulagao escolhida.

A motivagdo para a referida estratégia tem como base a técnica de conexao nodal apresentada

por Greco (2004), como mostra a Figura 17.

Graus de liberdade iniciais Graus de liberdade reordenados

Figura 17 — Graus de liberdade iniciais e reordenados

Nessa técnica, os elementos finitos vizinhos podem possuir nds de extremidade em uma
mesma posicdo geométrica, porém com numeragdo nodal distinta (Greco, 2004). Assim, a
cinematica de um grau de liberdade de um no6 pode ficar independente da do outro, como por

exemplo, o giro, exemplificado pela Figura 17.

Desse modo, a criagdo de dois nés em um mesmo ponto ja permite a inclusdo do modelo
reologico de Kelvin-Voigt, tendo em vista que nessa conexdo necessita-se de apenas um grau
de liberdade adicional (Figura 18) para representar o movimento relativo a esquerda e a

direita de um no. Na Figura 18 g; € a for¢a aplicada no n6 i, g; € a forga aplicada noné j, X; é o
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grau de liberdade do n6 i em uma dada diregdo e X; ¢ o grau de liberdade do n6 j na mesma

direcdo.

X, X,
— c —
}

& — g
BN - L.
VA A A
k

Figura 18 — Graus de liberdade para o modelo de Kelvin-Voigt.

No caso de um modelo de Maxwell ou de um modelo de Zener, para a correta descrigdo
cinematica da ligagdo, deve-se adicionar mais um grau de liberdade. Dessa forma, o grau de

liberdade extra ¢ obtido criando-se mais um nd na mesma posicdo geométrica em que a

conexao sera introduzida, como mostra a Figura 19 e a Figura 20.

Xl. Xj Xk
— — —>
g
.J[
&; I J k&
c k

Figura 19 — Graus de liberdade para o modelo de Maxwell.

A forca g; na Figura 19 e na Figura 20 ¢ aplicada no n6 j. Sua representacdo estd um pouco

acima do no6 apenas para melhor visualizacao.

X X, X,

— — o

&
I
&; &

Sy e 3 Sy

i k

k,

Figura 20 — Graus de liberdade para o modelo de Zener.
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Assim, qualquer modelo viscoelastico pode ser incluido na analise de forma simples, bastando
apenas que se insira um n6 em uma mesma coordenada na malha, de acordo com o niimero de
graus de liberdade adicionais requeridos. A Figura 21 e a Figura 22 mostram, por exemplo,

modelos viscoelasticos mais gerais.

¢ c, c

eee

Figura 21 — Modelo generalizado de Maxwell.

¢ G Cn
k ] ] ]
_ ] ] ]
AN AN
k, ky k,

Figura 22 — Modelo generalizado de Kelvin-Voigt.

E importante destacar que o script implementado possibilita a consideragio de movimento
relativo na diregdo horizontal, vertical e rotacional em um mesmo ponto do modelo. Desse
modo, ¢ possivel incluir em uma conex@o pontual, por exemplo, o modelo de Zener na
direcdo horizontal, o modelo de Maxwell na direcdo vertical ¢ o0 modelo de Kelvin-Voigt na
direcdo rotacional. Nesse exemplo citado deve-se criar trés nos (j, ¢ € k), como mostra a

Figura 23.
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Xz,l Xj,l Xk,l
— — —
&1
C3 ]
gi1 i e VAVAVAY A 8k
—D e k, . —
i k
k,

Tgi’z TX'z

i
q
842
ks
T Xia
k AN
Er2
Ce
Xis [ i k, k r
L\ >/ Xy3
8i3 i3

Figura 23 — Modelo Zener (horizontal), Modelo Maxwell (vertical) e Modelo Kelvin-Voigt (rotacional).

A Figura 24 mostra o arquivo de entrada para o exemplo da Figura 23.
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Numerode Leis
7

Leil

0,0 0,0
1,0 100,0
2,0 400,0

Lei 7

0,0 0,0
1,0 100,0
2,0 400,0

Noinicial Nofinal Lei k(H) Lei_c(H) Lei_k(V) Lei_c(V) Lei_k(R) Lei_c(R)
ij-13-1-1-1-1
jk 2-1-1-1-1-1
ik 1-1-1-1 7 6
ig -1-1-1 4 -1-1
gk -1-1 5-1-1-1

Figura 24 — Dados no arquivo de entrada.

O campo “Lei_k(H)” denota qual ¢ a lei da mola disposta na direcdo horizontal, o campo
“Lei_c(V)” denota qual ¢ a lei do amortecedor disposto na dire¢do vertical e assim define-se
os demais campos. Além disso, o niamero -1 indica que ndo ha mola/amortecedor na
respectiva direcdo. Isso posto, entre o no i e j na dire¢@o horizontal define-se um amortecedor
de lei 3, entre 0 nd j e k na direcdo horizontal tem-se uma mola de lei 2 e entre i e k tem-se
uma mola de lei 1 na dire¢do horizontal e uma mola de lei 7 ¢ um amortecedor de lei 6 na
direcdo rotacional. Entre i € ¢ hda um amortecedor com lei 4 e entre ¢ e £ hd uma mola com
lei 5, ambos na diregdo vertical. Destaca-se que as leis 1 e 7 representam leis bilineares, como

mostra a Figura 24.



43

3.2. Abordagem classica para o método incremental-iterativo aplicada a
FPMEF

Repete-se aqui a equagdo do problema estatico (Eq. (2.50):
g(X)=0 = g(X,)+Veg(X,)AX=0 = HAX=-g(X,)+Q (3.3)

em que se definiu H =Vg(X0) como sendo a matriz Hessiana. Montando-se uma equacio

incremental da Eq. (3.3) de forma analoga a Eq. (2.70) tem-se:
H{, 8X| =-dg(X,); +Q{, (3.4)

Nota-se que:

int Jk it /k

J
—P} (6, ), (6K, ), 50, =(oF, )| o7 P 69
Xy

em que:

(5F,, ) = [(F. ) - (%, )] (3.6)

No entanto, o termo (F )2 da Eq. (3.6) ainda é desconhecido antes do calculo de 8Xj.

int

Diante disso, optou-se por realizar o célculo do incremento do vetor de forga interna

utilizando F.

nt

da tltima iteragdo (k - 1) e da penultima iteragdo (k - 2):

(SFim )Z = [(Fint )2_1 - (Fint )i—z] 3.7

O procedimento adotado na Eq. (3.5) permite que se defina P ¢ A da mesma forma que a
abordagem classica. Desse modo, pode-se construir os métodos de controle para a FPMEF de

maneira andloga ao que foi feito no item 2.5.

Assim, utilizando-se a Eq. (3.5) na Eq. (3.4) tem-se:
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Hi—l 5X'/€ = 52’/1 P- (SFim )Z + Qi—l = 5X/€ = (Hi—l )71 [5/111 P- (6Fim )2 + Q/i—l:l =
= X/ = (u., ) P—(H, ) 6k, ) +(H],)'QL, =

= X/ = o4 8X|" +8X| " +8X]° (3.8)

em que se definiu:

oX;” = (H/,)'P (3.9)
38X/ = —(H], )" (3F,,); (3.10)
oX¢=(H[.)'Q/, @10

A convergéncia adotada foi:

2] < Tol (3.12)
4P|

O vetor Q, ¢ calculado da seguinte forma:
Q, =4P-(F,), (3.13)

sendo que no inicio de cada passo o vetor Q ¢ zerado e (Fint )k ¢ calculado com base no vetor

X . A atualizagdo das variaveis ¢ feita como:
A=A + 04, (3.14)

X, =X, , +0X, (3.15)
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em que 80X, ¢ obtido pela Eq. (3.8). A Figura 25 mostra o algoritmo genérico para esse

método incremental-iterativo.

INICIO

(1) j=k=1.Ajusta—seP

(ii)Calcula—se H7

(iii) Calcula —sedX /", X/ ¢ e X/ ¥

(iv) Calcula —se 54, (Depende do Método de Controle)

(v)Calcula—sedX/

(vi) (Fint )k—Z = (Fim )k—l

(vii) Atualiza —se X/ e A/

(viii)Calcula—se(F,,)

(ix)Calcula—seQ,

(x) Seconverge
j=Jj+1
k=k+1

Retorna —se ao item (ii)

k

se nao
k=k+1
Retorna —se ao item (ii)
fimse
FIM

Figura 25 — Algoritmo proposto para analise estatica utilizando a abordagem classica.

O célculo de 54] para o método de controle de forga ¢ idéntico ao indicado pela Eq. (2.78). J4

para o controle direto de deslocamento, a Eq. (2.79) requer o incremento de deslocamento. No
entanto, o incremento de deslocamento ¢ igual ao incremento da posicdo de um grau de

liberdade i:

) =(x)-(x,) = (U) =(5x) (3.16)

Diante disso, a entrada de dados pelo usuario nao se altera e, entdo, pode-se obter o valor de

S/, da Eq. (3.8), escrita para um grau de liberdade i, da seguinte forma:
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o) ~lox ) foxs?)
o)

A = (3.17)

Como Q ¢ nulo na primeira iteragdo, ¢ nas demais iteragcdes o incremento de posi¢do ¢ nulo,

entao tem-se:

ST
5/1.2' — k . . (3. 18)
i) (o)
_ (aj(ff’)i , parak >1
k

Entretanto, o desenvolvimento anterior ndo conduziu a respostas satisfatorias para o controle
por deslocamento devido a instabilidade numérica gerada pela presenca dos termos relativos a

oF,

nt *

Diante disso, optou-se por desprezar esses termos nas equacdes. Assim, a Eq. (3.8) se

tornou:

X/ = 64 8XJ" + 86X/ (3.19)

e a Eq. (3.18) foi modificada para:

((é?(j,fp)l) , parak=1
SA = X o (3.20)
(axs2)
———, parak>1
(oxi7)

No proximo capitulo aplica-se as formulagdes/metodologias propostas. Os exemplos 1, 2 e 3

sdo referentes a problemas estaticos e os demais envolvem problemas dinamicos.
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4

EXEMPLOS NUMERICOS

4.1. Exemplo 1

Deseja-se obter a trajetoria vertical de equilibrio do ponto de aplicacdo da forca P da trelica
mostrada na Figura 26 pela solugdo analitica e pela FPMEF. As molas sdo consideradas

lineares elasticas.

P=50kN L=10m
k=10"N/m %P E =30 GPa
A=12x10"m

I=144%10 m

Figura 26 — Dados do exemplo 1.

A solucdo analitica sera obtida fazendo-se o equilibrio da estrutura na posicao deslocada,

como mostra a Figura 27a.
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(a) (b)

Figura 27 — Dados geométricos para solucdo analitica.

Convencionando-se a forga normal N nas barras de tragdo, o equilibrio do n6 da rotula fornece

(Figura 27b):
ZFV 0 = P+2Nsinf =0 “.1)

Considerando o material elastico linear tem-se:

A
oeEe=N g2 N psS%Po g, (4.2)
A o L

em que A € area da secdo transversal e Au ¢ diferenca de comprimento ocorrida em cada

barra. Realizando-se o equilibrio de uma das barras de acordo com a Figura 28 tem-se:

P/2T
ATE s v

Figura 28 — Dados para o equilibrio de uma das barras do sistema.

ZMA=O:>R:£(L+5) (4.3)
2y
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ZFh=O:>F=£(L+5) (4.4)
2y

Como a mola tem comportamento linear (F = k9), tem-se pela Eq. (4.4):

k5=£(L+5):>5= PL 4.5)
2y 2ky—P
Determinando-se Au utilizando-se a Eq. (4.5) tem-se:
Au=c, —c, = L+s L _ 2kLy(cos B, —cos 3, )+ PLcos 3, (4.6)
cosf, cospf, (2ky — P)cos f3, cos f3,
Substituindo-se a Eq. (4.6) na Eq. (4.2) tem-se:
N:EAZky(cos,BO—cos,b’i)+Pcosﬁi @7
(2ky = P)cos
Substituindo-se a Eq. (4.7) na Eq. (4.1) tem-se:
2 - )+ P A
P+2EA(tanﬂi)[ ky(cos f, —cos j, ) + COSﬁl]zo (4.8)
(2ky - P)
em que:
By = arctar(ﬁj 4.9)
L
B, = arctan[ Y j: arctan| ——2 | = arctan{(zky—_}))} (4.10)
L+0o 2kL

L+[ H;J
2ky— P
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A Eq. (4.8) esta descrita em funcdo de P e y e ¢ a solugdo analitica procurada para o

problema.

Na resolucdo do problema através da FPMEF foram adotadas as numeragdes mostradas na
Figura 29. Nota-se que a mola do apoio esquerdo interliga os graus de liberdade 1 (n6 1) e 4
(n6 2) e a mola do apoio direito interliga os graus de liberdade 10 (n6 5) e 13 (nd 6). Foi

utilizada uma tolerancia igual a 10%,

|| EF

Figura 29 — Dados para analise numérica.

A Figura 30 mostra as trajetorias de equilibrio obtidas. Nota-se que a formulacio de controle
de deslocamento nao foi capaz de tracar a trajetéria de forma fidedigna no trecho em que P ¢
negativo. A trajetdria via controle de forca foi satisfatoria, mostrando 6tima correlacdo com a

solu¢do analitica antes e apds o snap-through.

250
= = Sol. Analitica
200 1 —— Contr. de Desloc. (presente trabalho)
Zz —— Contr. de Forca (presente trabalho)
= 150 1
&~ — Contr. De desloc. (Abordagem de Greco (2004))
100 -
50 A
0 : \ : . / : .
0,2 0,4 > 0,8 1 1,2 1,4
-50 -
-100 -
w (m)

Figura 30 — Trajetoria de equilibrio utilizando a solucio analitica, o controle de forca e o controle de
deslocamento.



51

4.2. Exemplo 2

O exemplo trata de um portico (Figura 31) cujas barras horizontais foram discretizadas em 15

EF, as barras verticais de 3,2 m em 8 EF e as diagonais em 34 EF. As molas translacionais sdo

lineares e, para as ligagdes rotacionais, adotou-se uma discretizagdo da fungdo M = k\/g. Nas

conexdes inclinadas, situadas no meio das diagonais, foi utilizada uma decomposi¢do da

rigidez conforme mostra a Figura 32.

. élgP $10P
H>C;§ O

P=30kN

32m
k=10 N/m
E=30GPa P
A=375x10m =
[=1953x 10" m'
32m
k
A

6,0 m

Figura 31 — Dados do exemplo 2.

k sena

Figura 32 — Decomposicio da rigidez.

A Figura 33 mostra a resposta obtida para o portico com e sem molas, sendo este ultimo com
os apoios engastados. Nota-se, entdo, que o uso das ligagcdes horizontais nos apoios, em vez

do engastamento, contribuiu para um aumento consideravel no deslocamento horizontal do

no A.



P (kN)
35 -

30
25

20

15 A
—— Com molas

—— Sem molas

Xy (cm)

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 33 — Forca P x posicio horizontal do n6 A.

52

Na Figura 34 sdo mostradas as deformadas do poértico para alguns niveis de carregamento. Os

deslocamentos nodais foram aumentados 4 vezes para melhor visualizacdo. Destaca-se que a

FPMEF se mostrou capaz e eficiente para a andlise do modelo.

[\ RN VS B SV e RN

Y (m)

| — P=0kN
— P=75kN

i — P=15kN

1 P=225kN

_ — P=30kN

T T T T T T T T T 1 X(m)
2 -1 0 1 2 3 4 5 o6 7 8

Figura 34 — Aspecto deformado da estrutura em algumas etapas de carga.
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4.3. Exemplo 3

O exemplo trata de um arco senoidal de formato y(x)zzsin(%xj submetido a um

carregamento uniformemente distribuido, como mostra a Figura 35. O arco foi discretizado
em 18 EF, cada um com comprimento horizontal igual a 1/18 m. Pretende-se comparar os
resultados obtidos com os encontrados em Galvao et al. (2010) para valores diferentes da

rigidez k das molas eldsticas lineares.

q
A A A A A A A A

z=0.02 m
L=10m
E =210 GPa z
h=0.02m

Figura 35 — Dados do exemplo 3.

A Figura 36 mostra os resultados obtidos. Nota-se que ha 6tima concordincia com os
resultados fornecidos pela literatura. O método de controle por deslocamento direto para este

exemplo mostrou-se estavel e eficaz.

2.5 7

{ k — o
2.0 ¢ Galvaoetal. (2010)
— Presente trabalho
— k =20 FEIL
£ 1.5
= k=10 EIL
=
S
1.0 k=5EIL
k =EIL
0.5 A
k=0
00 T T T T T 1
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4

d/z

Figura 36 — Caminhos de equilibrio para diferentes valores de k.
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4.4. Exemplo 4

O exemplo trata de um portico em L com uma ligagdo semirrigida & submetido a forga P(¢)
como mostra a Figura 37. A viga e o pilar foram discretizados com 10 EF cada um.
Considerou-se A7 = 10™ e uma tolerancia de 10™. Dois valores de amortecimento (c,,) foram
adotados: ¢, = 2,0 e ¢, = 4,0. Os resultados obtidos sdo comparados com os fornecidos por

Silva (2009). Este exemplo foi publicado no trabalho de Fernandes, Vasconcellos e

Greco (2018).

AN\Y

oy
k=137.3 Nm/rad k 0.5m
E=200GPa " PO,
_ . G|
o ="7800 kg/m PO 19.6 N
EI = 41.48 N2 0.5m |
pA =11.08 Ns?/m? |
‘ D
Lsm 0.0987 * ¢ (s)

Figura 37 — Dados do exemplo 4.

A Figura 38 mostra os resultados obtidos para o deslocamento horizontal do ponto de
aplicacdo da forca P(f). Nota-se que o caso ndo amortecido concorda satisfatoriamente com o
encontrado por Silva (2009). Além disso, os casos amortecidos t€ém a mesma frequéncia de

fase do caso ndo amortecido e a amplitude relativa a estrutura com ¢, ¢ menor do que a

2

amplitude relativa & estrutura com ¢, com ambas decrescendo em toda a andlise, conforme

era esperado.
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©  Silva(2009) ceeeeeee Presente trabalho (c1) = — Presente trabalho (¢c2) —— Presente trabalho (ndo amortecido)
0.8 1

0.6 1

w (cm)

0.4 1

tempo (s)

Figura 38 — Deslocamento horizontal do ponto de aplicacdo da forca x tempo.

A Figura 39 mostra a resposta do portico para diferentes valores de P(¢). Percebe-se que
quando P cresce um comportamento ndo periodico e irregular tende a ser mais visivel. Além

disso, para P =800 kN e P = 900 kN uma instabilidade numérica € verificada.

20 1

w(cm)

A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
tempo (s)

Figura 39 — Deslocamento horizontal do ponto de aplicacdo da forca para diferentes valores de P().
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4.5. Exemplo 5

O exemplo trata de uma viga com ligacdo Kelvin-Voigt em ambas as extremidades que esta
submetida a uma forga P(f) como mostra a Figura 40. A estrutura foi dividida em 10 EF. Foi
escolhido A7 = 10° e uma tolerdncia igual a 10®. O amortecimento estrutural nio foi
considerado. Uma comparacao ¢ feita com os trabalhos de Chan e Chui (2000) e Silva (2009).

Este exemplo foi publicado no trabalho de Fernandes, Vasconcellos e Greco (2018).

Carregamento 1

P (f)
P () T
% 2.85 kN
% Jw E |
L2 L2 TR ©
Carregamento 2
p=27786kgm’  L=051m P &
A4=806x10m  E=20684GPa 5 85 kN

[,=677x10'm  ¢=0.1 Ns/m |
L=677x10'm  k=EI/L=27.457 Nm/rad |

O.bOI ’ t(s)

Figura 40 — Dados do exemplo 5.

A Figura 41 mostra o deslocamento vertical do ponto médio da viga biengastada obtido por

Silva (2009), Chan e Chui (2000) e pela formulagdo proposta usando a inércia /; e o

carregamento 1. A Figura 42 mostra o caso para a viga com ligagdes elasticas usando também

a inércia /; e o carregamento 1. Conclui-se, entdo, que ha boa concordéncia dos resultados

obtidos pela FPMEF com os disponibilizados pela literatura.
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o Silva(2009)

2.5 1
o Chan e Chui (2000)
— Presente trabalho
2.0 A
]
L @
2 > 0L %o °
1.5 - o oooo :
O (] <
o o o
b g E 3
3 S o 5
1.0 A ° < o
o) o] 0
o2 OQ‘) Ooo
(o}
X °
0.5 08°%8 <>o % O
o o o,
Oo ) OQ
oo O@ i
0.0 T T T T )
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
tempo (s)
Figura 41 — Deslocamento vertical x tempo para viga biengastada.
0
25 - Silva (2009)
< Chan e Chui (2000)
— Presente trabalho
20 7 O <>°
O
[ O
§ b
~ 9
2 9
1.5 1 of Py
o
9 o
by & .
o ° NS
< < °
1.0 o o o
O & ° i
© & o <
9 o s
<o é) N Oo o
o O
0.5 1 & Ko % N
oo ° o
<o
<
<o
% o
00 v T T T T 1
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
tempo (s)

Figura 42 — Deslocamento vertical x tempo para ligacdo elastica.

Uma analise da resposta da viga com conexdes elasticas para diferentes valores de P(¢) com
-~ - 3 -
duracdo igual a 10~ s revela um comportamento ndo esperado como pode ser observado pela

Figura 43. A amplitude de resposta para P = 180 kN ¢ menor do que para P = 150 kN, que ¢
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menor do que para P = 100 kN na vibragdo livre. Desviando desse padrao, para P =280 kN o

sistema oscila com uma amplitude maior do que para P = 100 kN. Outro comportamento

andmalo ¢ o fato da frequéncia ndo permanecer constante para os diferentes valores de P.

Entao, ¢

provavel que para P em torno de 100 kN a viga sofre algum tipo de instabilidade

estrutural, tendo em vista a andlise qualitativa de sua resposta.

8 -
— P=100kN
— P=150kN
67 — P=180kN
a P=280kN
~~ 4 ]
=
8
=

U

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tempo (X103 s)

Figura 43 — Resposta da viga com conexdes elasticas para diferentes valores de P.

A Figura 44 mostra a resposta da viga com ligacdes elasticas e viscoelasticas utilizando-se a

inércia 1, e o carregamento 2. Observa-se que o modelo reoldgico de Kelvin-Voigt diminui

continuamente a amplitude do deslocamento na vibracao livre, conforme se esperava.

w (mm)

......... Ligagdo elastica
1.5 4

— Ligagdo viscoelastica

1.0 4

s tempo (X107 s)

Figura 44 — Resposta para ligacao elastica e viscoelastica.
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4.6. Exemplo 6

O exemplo trata de um mecanismo biela-manivela submetido a um momento M(f), conforme
mostra a Figura 45. A haste AB foi discretizada em 5 EF e a haste BC em 10 EF. Foi
escolhido A7 = 5x10” ¢ uma tolerancia igual a 10"'°. O amortecimento estrutural nio foi
considerado. No nd da rotula (n6 B) empregou-se uma conexdo de Kelvin-Voigt (KV) na
direcdo horizontal e uma na direcdo rotacional, como indicado na Figura 45. A rigidez da
mola da ligagio viscoelastica horizontal ¢ constante e igual a 5,0x10* N/m. A mola da ligagio
viscoelastica rotacional segue a lei dada pela Figura 46 e o amortecedor dessa conexdo pode
seguir as leis mostradas na Figura 48, indicadas graficamente na Figura 47. Parte desse

exemplo foi publicado no trabalho de Vasconcellos e Greco (2017).

o A=40x10"m
M) = 26.0(1-¢7") for 0<t<0.7s p =2500.0 kg/m
0 for t>0.7s _ 4 4
1=133x10 m
y E=30.0GPa
X
ﬁ C [y
A O V]
M(t) B —
02m 0.4m B
Figura 45 — Dados do exemplo 6.
18 -
16 -
14 - (4,0;15,92)
12 -
(0,99;9,9)
£ 101
= g
8 (0,66:7,92)
6 -
4 (0,33;4,62)
2
O T T T T 1
0 1 2 3 4 5

6 (rad)

Figura 46 — Lei da mola da ligacio viscoelastica rotacional no né6 B.
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CEXRY XIX I

67 -e-nn .
g5 —_m T
Z
= 4 _ - e d
s ....... _ - -~ -

349 T ="

o __--
2 n o _ - -
. ~
11
0 T T T T T T T T T T T T 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 (rad/s)
Figura 47 — Leis utilizadas para os amortecedores.
Leil Lei II Lei 111
0 (rad/s) M (Nm) |@ (rad/s) M (Nm) |@ (rad/s) M (Nm)

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
1,0 1,5 1,0 1,0 1,0 0,8
2,0 25 2,0 1,5 2,0 1,2
9,0 6,0 11,0 42 12,0 333

Figura 48 — Coordenadas dos pontos das leis utilizadas nos amortecedores.

A Figura 49 mosta a posi¢do do n6 C em fungdo do tempo para alguns casos de conexdes. O
rétulo “rKV II” indica que foi utilizado apenas a ligag@o viscoelastica rotacional de Kelvin-
Voigt com o amortecedor seguindo a lei III e, de maneira andloga, definem-se os rotulos
“rKV II” e “rKV I”. A indicagao “rKV III + hKV I” significa que foi empregada a conexao de
Kelvin-Voigt rotacional com um amortecedor de lei IIl e a conexdo de Kelvin-Voigt
horizontal com um amortecedor de lei . Nota-se que a presenga apenas da ligacdo elastica
rotacional diminuiu a frequéncia, mas manteve o carater periddico da resposta, como era
esperado. Além disso, o amortecedor de lei I implicou na diminuicao da amplitude de maneira
mais rapida que o amortecedor de lei I, e esse de maneira mais rapida que o amortecedor de
lei 1. Esse resultado confirma uma analise qualitativa da Figura 47 que mostra a lei I com
maior inclinacdo que a lei I, e essa com maior inclinacdo que a lei III. Outro aspecto
interessante ¢ que quando a conexado viscoelastica horizontal ¢ usada junto com a rotacional, a
posi¢do horizontal do né C ultrapassa a posicdo original (60 cm) de maneira mais acentuada,

como pode ser visto na Figura 49 pouco depois de r =2 s.
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rKVII
rKVI1

0 2 4 6 8 10 12

tempo (s)

Figura 49 — Posicdo horizontal do né C x tempo para as ligacdes estudadas.
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Rotula sem ligagdo

— Lig. Elastica Rotacional

rKVIII+hKVI

A Figura 50 mostra a deformada do mecanismo com ligacao “rKV III + hKV I” para alguns

instantes de tempo. Nota-se que a conexdo horizontal provoca um deslocamento relativo

horizontal bem evidente no n6 da rétula, tanto em instantes que ocorrem afastamento das

barras quanto nos instantes quem ocorrem cruzamento das barras.

20

10

Y(cm)

-5

-10

-15

— 2,1s
— 22s
— 2,26
— 2,35
— 2,45
--—-245s
— 2,65

. 20 3 0= 30 60

X (cm)

Figura 50 — Mecanismo biela-manivela em alguns instantes de tempo.

70
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4.7. Exemplo 7

O exemplo trata de um mecanismo com 3 barras submetido a um momento M(f) como pode
ser visto na Figura 51. As barras AB e CD foram discretizadas em 5 EF e a barra BC em 10
EF. Foi escolhido Af = 5x10 ¢ uma tolerancia igual a 10™"°. O amortecimento estrutural ndo
foi considerado. Nas rotulas B e C foram empregadas ligacdes de Kelvin-Voigt rotacionais,
cada uma com mola linear de rigidez igual a 0,8 Nm/rad e amortecedor linear cujo coeficiente
de amortecimento vale 0,09 Nm/(rad/s). O carregamento dindmico M(#) estd indicado na
Eq. (4.11).

32

E=130,0 GPa A4=25x10m
7 4

[=5208x10m  p=2500 kg/m

50 cm
B C
5
e 5
70° 70°
Y (\]
Al X D
M(2)

Figura 51 — Dados do exemplo 7.

49881
M(t):{ls(l et ) p/ 0<1<0,7s @i

0 p/ t>0,7s

A Figura 52 mostra a posi¢do horizontal do ponto C em fun¢do do tempo para o caso com
ligacdo viscoelastica, com ligacdo elastica e com roétula livre. Constata-se que a analise com a
rétula livre foi abortada no instante # = 0,9 s e a analise com ligagdo elastica no instante
t=4,015 s, respectivamente. A analise numérica do mecanismo com ligagdo de Kelvin-Voigt,
no entanto, foi forneceu resultados para um intervalo de tempo maior, resultando em um

amortecimento eficaz, como mostra a Figura 52.
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80 -
70 1
E 60 -
2
O
< 50 -
40 — Ligacdo viscoelastica
30 - — Rotula livre
— Ligacdo elastica
20 T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

tempo (s)

Figura 52 — Posi¢do horizontal do ponto C x tempo para ligacido de Kelvin-Voigt e para rétula livre.

A Figura 53 mostra a posi¢do horizontal do ponto C quando se utiliza uma ligacdo apenas
elastica com rigidez da mola igual a 6 Nm/(rad/s). Constata-se que o movimento com essa

ligacdo permanece em carater periddico com amplitude menor do que para o caso com rotula

livre, conforme era esperado.

80 1 L
— Ligagao elastica
----- Roétula livre

Xc (cm)

20 | .

tempo (s)

Figura 53 — Posicio horizontal do ponto C x tempo para k = 6 Nm/(rad/s).

Para o caso em que a rigidez da mola vale 6 Nm/(rad/s) um comportamento curioso do
mecanismo pode ser observado, como mostra a Figura 54. Em vez de seguir o giro anti-
horéario, as barras assumem uma configuracio diferente, indicada em ¢ = 0,6 s. O movimento

oscilatorio permanece e a analise numérica consegue descrever a cinematica do mecanismo

até r= 1,82 s.
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25 1
20 A
15 A — 04s
fg 10 A —0,5s
; 51 — 0,6
0 — 0,62
-5 A — 0,655
210 A — 0,67s
-15 - — 0,7s
-20 1
-25 1
230 . ; ; ; ; ; : ; .
-30 20 -10 0 10 20 30 40 50 60

X (cm)

Figura 54 — Mecanismo em alguns instantes de tempo.

4.8. Exemplo 8

O exemplo trata de um mecanismo Peaucellier (Figura 55) submetido a um momento M(t)
conforme mostra a Figura 56. As barras BC, CF, FE, ED e DC foram discretizadas em 5 EF
cada uma, e as barras AD e AF em 10 EF. Foi escolhido Az = 10~ e uma tolerdncia igual a
10®. O amortecimento estrutural foi desprezado. Todas as conexdes de Kelvin-Voigt possuem
mola com rigidez igual a 10° Nm/rad e amortecedor com coeficiente de amortecimento igual a

3 Nm/(rad/s).

Brago
E=210GPa
A=36x10"m
1=432%x10°m
p=7700 kg/m’

1,75 m

Demais barras

E=210GPa
A=18x10m
1=0,57x 10" m
p©=17700 kg/m3

1,75 m

1,5m 1,5m 1,0m 1,0m

Figura 55 — Dados do exemplo 9.
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M (Nm)

7.5 % 10"

0,1 tempo (s)
Figura 56 — Carregamento dinimico aplicado no mecanismo Peaucellier.
A Figura 57 mostra a posi¢ao vertical do ponto E para o mecanismo com todas as rotulas

livres. Observa-se que, em geral, quanto maior o numero de ligacdes presentes no modelo,

maior ¢ a frequéncia do sistema, conforme se esperava.

6 — Rotulas livres
— Apenas kvl

51 — kv1+kv2

4 — kv1+kv2+kv3+kv4d+kvs
Es-
m
>

2 -

1 4

0 T 1

0,2 1,6

-1 A

2 A

3

tempo (s)

Figura 57 — Posicéo vertical do ponto E x tempo.

As figuras 58 e 59 mostram a configuracdo do mecanismo sem ligagdes para alguns instantes
de tempo. Nota-se que em ¢ = 0,37 s a barra AF fica acima da barra AD e a barra CF também

se situa acima da barra CD como mostra a Figura 58.
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1 —t=017s i
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3 — t=0,25s !
£ —— t=03s :
24— t=037s i
1 -
O -
-1 -
2 1
-1 0 6
X (m)
Figura 58 — Mecanismo sem ligacdes em alguns instantes de tempo (parte 1/2).
57 1
]
""" Posicao original !
47 —— =042 i
£=0,58's i
3 .
E —— t=0,645 / ’ |
> —t=07s i
i
]
1 - i
]
\\ l
\\l
0 - X
]
]
]
1 - i
]
]
]
-2 T T T T T $ 1
-1 0 1 2 3 4 5 6

X (m)

Figura 59 - Mecanismo sem ligacdes em alguns instantes de tempo (parte 2/2).

As figuras 60 e 61 mostram a configuracdo do mecanismo com a ligagdo kvl em alguns
instantes de tempo. Observa-se que a conexdo impede a sobreposicdo das barras AD e AF,
porém ainda ha grande aproximacgdo das barras CF e CD, principalmente em ¢ = 0,7 s na

Figura 61.
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Figura 60 — Mecanismo com kvl em alguns instantes de tempo (parte 1/2).
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Figura 61 — Mecanismo com kvl em alguns instantes de tempo (parte 2/2).

As figuras 62 e 63 mostram a configuracdo do mecanismo com as ligagdes kvl e kv2 em
alguns instantes de tempo. Percebe-se que as conexdes impedem a sobreposicdo das barras

AD e AF e das barras CF e CD.
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Figura 62 — Mecanismo com (kvl+kv2) em alguns instantes de tempo (parte 1/2).
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Figura 63 — Mecanismo com (kvl+kv2) em alguns instantes de tempo (parte 2/2).

As figuras 64 e 65 mostram a configuracio do mecanismo com todas as ligacoes
viscoelasticas em alguns instantes de tempo. Comparando-se as configuracdes dos mesmos
tempos das figuras 62 e 64 nota-se que a frequéncia do sistema com todas as ligacoes
aumentou, como era esperado. De igual modo, tem-se a mesma conclusdo ao se confrontar as

figuras 63 e 65.
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Figura 64 — Mecanismo com todas as conexdes viscoeldsticas em alguns instantes de tempo (parte 1/2).
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Figura 65 - Mecanismo com todas as conexdes viscoeldsticas em alguns instantes de tempo (parte 2/2).
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CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho a FPMEF foi aplicada & analise de estruturas e mecanismos multicorpos
reticulados planos com ligagdes viscoeldsticas ndo lineares de Kelvin-Voigt. A estratégia
adotada para incluir as ligagdes na malha de elementos finitos permite a considera¢do de
qualquer modelo reoldgico viscoelastico e, além disso, pode ser empregada seja qual for a

formulagdo escolhida.

A utilizagdo da referida metodologia com ligagdes elédsticas conduziu a resultados condizentes
com os fornecidos pela literatura como indicado nos exemplos 3 (Figura 36), 4 (Figura 38) e 5
(Figura 42). O uso das ligagdes do tipo Kelvin-Voigt levou a resultados satisfatorios do ponto
de vista qualitativo como discutido nos exemplos 5, 6, 7 e 8. Além disso, destaca-se que o
procedimento proposto possibilita a inser¢do de uma conexao na dire¢do horizontal, vertical e
rotacional entre elementos finitos ou entre um apoio e um EF. Salienta-se ainda que a técnica
adotada para incluir a ndo linearidade nas molas e amortecedores (curva multilinear) ¢ geral e
apresentou boa estabilidade numérica. Adicionalmente, refor¢a-se que a formulacdo
posicional mostrou-se capaz para a andlise de mecanismos com conexdes viscoelasticas,

como mostrado nos trés ultimos exemplos.

Outra proposta do trabalho foi uma formulagdo alternativa para a analise estatica utilizando-se
a FPMEF e a abordagem classica do método incremental-iterativo. O uso dessa abordagem
possibilitou estudar o exemplo 3, cuja andlise seria mais trabalhosa caso se utilizasse o
algoritmo da Figura 11, tendo em vista que este requer um vetor deslocamento incremental
como dado inicial. No entanto, contata-se que a formulagdo de controle de deslocamento nao
forneceu resultados satisfatorios para o exemplo 1, no trecho em que a forca tem sinal
negativo. Diante disso, ressalta-se que a formulacdo requer revisdes nesse aspecto em futuras
pesquisas. Outros temas que poderdo ser tratados posteriormente sdo: implementacdo de

outros métodos de controle adotando a metodologia proposta, analise de mecanismos com
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outros modelos reologicos nas ligagdes, extensdo da analise de mecanismos com conexdes 2D
para mecanismos 3D, inclusdo de efeitos térmicos nos exemplos desta dissertacdo e
desenvolvimento de algoritmos para andlise quase-estatica de estruturas com ligagdes
viscoelasticas usando técnicas de adaptatividade do incremento de tempo. Além disso, pode-
se utilizar a mesma ideia de inser¢ao de ligagdes viscoelasticas deste trabalho para analisar os
casos mais gerais com conexdes viscoelastoplasticas. Por fim, destaca-se que a
implementacgao do script que permite visualizar o movimento de um mecanismo foi de grande
valia, pois contribuiu para uma melhor analise do comportamento do sistema ao longo do

tempo.
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APENDICE A — SOBRE O SCRIPT DESENVOLVIDO

A Figura 66 mostra a caixa de dialogo gerada pelo script criado. Dois arquivos de extensdo
“.txt’ devem ser fornecidos para que o programa obtenha os dados iniciais do modelo, bem
como as posi¢cdes nodais ja calculadas previamente. Além disso, incluiu-se um campo ‘Fator
de escala’ com o intuito de aumentar os deslocamentos do mecanismo para melhor

visualizacdo de seu comportamento.

I=ES

Digite "1" para Dinamico ou "0" para Estatico:

Digite o0 nome do arguiva de entrada (com extensao:
iz txt

Cigite o nome do arguivo com a: posicoss nodais ja calculadas:
ail txt

Litnite inferior do eixo X

fos

Limite supetior do eixo X

7

Limite infeior do eixa %

fos

Limite superior do eixo %

D3

mumern total de pazsos:
{1008

Fator de ezcala:

Incremento de tempo:
1 0e-4

(6].4 Cancel

Figura 66 — Dados de entrada para a animacio.
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A ideia basica da animacao esta apresentada na Figura 67. Utilizando-se o comando ‘line’ do
MATLAB® ¢ a matriz de incidéncia nodal, o codigo desenha a configuragdo do mecanismo
para um instante de tempo e, em seguida, pausa essa configuracdo por um intervalo de tempo
bem pequeno. Antes de passar para a proxima iteracdo, a configuragdo corrente ¢ deletada,

fornecendo, assim, o carater de movimento da animacdo.

for t = O:npt % Loop no n° total de passos de tempo.
[X,Y] = Nodal Positions (Arg2);
if t == % Realiza s6 uma vez.
X0 = X; $ Armazena a posicdo inicial do mecanismo.
YO = Y; $ Armazena a posicdo inicial do mecanismo.
else
delete (A) ;
str = strcat(' t = ', num2str(t*dt), ' s');
A = annotation('textbox',dim, 'String',str, 'FitBoxToText', 'on');
end
L = zeros(nel,1l);
for 1 = 1l:nel % Desenha para o instante de tempo corrente.
L(i,1) = line([X0(inc(i, 1)) + (X(inc(i,1)) - XO(inc(i,1)))*
fs X0 (inc(i,2)) + (X(inc(i,2)) - XO0(inc(i,2)))*fs]l,...
[YO(inc(i,1)) + (Y(inc(i,1)) - YO0 (inc(i,1)))*fs
YO (inc(i,2)) + (Y(inc(i,2)) - YO0 (inc(i,2)))*fs],
'Color','r', 'LineWidth',2);
end
pause (1e-300) ;
if (t < npt) % A fim de n&o apagar a uUltima configuracéao.
delete (L) ; % Apaga a configuracdo corrente do mecanismo.
end
end

Figura 67 — Trecho do script.



