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Resumo

Seja x a involucao canonica da dlgebra de grupo K G induzida pela aplicacao z +— z~*

para x € GG. No caso em que K é uma extensao real de Q, consideramos elementos
Cayley unitdrios construidos a partir de elementos anti-simétricos k = a(z — z7!)
em KG tais que 1 + k é invertivel em KG, para a € K e x € (G. As construgoes
envolvem uma interessante seqiiéncia nos coeficientes de (14 k)™, que é a seqiiéncia
de Fibonacci quando @ = 1. Estudamos também involucoes e elementos Cayley
unitarios no anel M, (D) de matrizes n X n sobre um anel de divisao D, baseados
no artigo Unitary elements in simple artinian rings de C. Chuang e P. Lee.
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Abstract

Let * denote the canonical involution of the group algebra K'G induced by the map
x+— o ! for x € G. In case K is a real extension of Q, we consider Cayley unitary
elements built out of skew elements k = a(x—x~!) in KG such that 1+% is invertible
in KG, for a € K and x € GG. The constructions involve an interesting sequence in
the coefficients of (1 + k)~! which is the Fibonacci sequence when o = 1. We also
study involutions and Cayley unitary elements in the ring M, (D) of n X n matrices
over a division ring D, based on the article Unitary elements in simple artinian rings
of C. Chuang and P. Lee.
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Introducao

Entendemos por involugao um anti-automorfismo de ordem 2 em um anel. Um
dos exemplos mais elementares é a aplicacao transposta no anel de matrizes sobre um
corpo. A “algebra-multiplicagdo de uma superficie de Riemann” é um exemplo de
uma algebra sobre QQ admitindo uma involucao e foi a motivacao para a investigagao
de anéis com involugao iniciado por A. Albert [1] no inicio dos anos 30.

Em 1998, M. A. Knus, A. Merkurjev, M. Rost e J. P. Tignol publicaram o livro
The book of involutions [8], que trata de involugdes de uma maneira bem geral e
apresenta resultados um tanto quanto sofisticados. Anterior a estes autores, em
1976, 1. Herstein [6] também dedicou um livro a este assunto intitulado Rings with
tnvolution, onde tratou os resultados conhecidos até entao em uma variedade de
diregoes.

Nesta dissertacao, concentrar-nos-emos principalmente em anéis de grupos e anéis
de matrizes munidos de involugoes especificas e desenvolveremos resultados a res-
peito de elementos Cayley unitarios destes anéis.

Elementos unitéarios e Cayley unitarios tém sido objetos de interesse no estudo de
anéis com involucao em recentes trabalhos de pesquisa. Em 1995, estes elementos
foram particularmente estudados por C. Chuang e P. Lee [2] em anéis de matrizes
M,(D), onde D é um anel de divisdo. Eles determinaram condigoes para que um
elemento seja o produto de dois elementos Cayley unitéarios de M, (D).

Em 2001, J. Gongalves e D. Passman [5] mostraram que um par de elementos
Cayley unitarios em uma algebra de grupo K G essencialmente gera um subgrupo
livre do grupo dos elementos unitarios de KG.

Dividiremos este trabalho em trés capitulos. O primeiro, intitulado “Conceitos
e resultados essenciais”, possui quatro secoes, sendo que as trés primeiras tratam
de “Médulos e algebras”, “Involucoes em um anel” e “Elementos unitarios e Cayley
unitarios” abordando estes conceitos, exemplos dos mesmos e alguns resultados a
eles relacionados que serao importantes no decorrer deste texto. Ja a Secao 4,



intitulada “Fungoes geradoras”, explica resumidamente como podemos utilizé-las
para tentar encontrar o termo geral de uma seqiiéncia dada por uma relagao de
recorréncia e as utiliza na obtencao de uma férmula para o termo geral da seqiiéncia
(G;) recursivamente definida por

Go=0,Gi=1¢ Gi=a’Gi2+ G, i >2,

onde o é um elemento de uma extensao real de Q. Tal férmula serd importante na
demonstracao do Teorema 2.3.1.

O Capitulo 2 trata sobretudo de elementos Cayley unitarios da élgebra de grupo
KG sobre um corpo K, a principio de caracteristica zero, munida da involugao
canodnica induzida pela aplicacdo = — z7 !, z € G. Este capitulo se inicia com
exemplos de elementos Cayley unitarios obtidos a partir dos geradores do conjunto
dos elementos anti-simétricos de K G para alguns grupos finitos.

A partir da observacao dos exemplos construidos, elaboramos hipdteses que sao
trabalhadas a partir de novos exemplos e de uma observacao cada vez mais mi-
nunciosa dos mesmos. Todo este processo culmina primeiramente na obtencao do
Teorema 2.2.1 que garante a existéncia do inverso de 1 +x — 27! em K@, quando
x € G,o(r) =n > 2e K é um corpo com caracteristica zero, e além disso nos fornece
uma expressao explicita para tal inverso em funcao da seqiiéncia de Fibonacci (F;)
definida recursivamente por Fy =0, Fy =1e F; = F; o+ F;_{, para 1 > 2.

Em seguida, obtemos o Teorema 2.3.1 que consiste em uma generalizagao do Teo-
rema 2.2.1, garantindo a existéncia do inverso de 1+a(r—z71) em KG, para a € K,
e fornecendo uma expressao para este inverso. Neste resultado, exigimos como
hipdtese que K seja uma extensao real de Q e vemos que a expressao obtida para
o inverso de 1+ a(z — x71) depende da seqiiéncia (G;) definida acima que, por sua
vez, constitul uma generalizagdo da seqiiéncia de Fibonacci (F;). Finalmente, no
Teorema 2.4.1, damos uma férmula explicita para o elemento Cayley unitdrio de
KG obtido a partir de a(z — z71). E feita, entao, a caracterizagao dos elementos
Cayley unitarios de QG para alguns grupos pequenos.

O capitulo termina com duas proposicoes e um exemplo que buscam responder
as seguintes questoes:

v’ “Que elementos de G sao elementos Cayley unitarios de KG?”
v’ “A partir de que elementos anti-simétricos de KG eles sao obtidos?”

v “Se xz € G e o(x) é par, entdo = é um produto de elementos Cayley unitérios

de KG77.



O terceiro capitulo lida com involugdes em um anel de matrizes M, (D), onde D
¢ um anel de divisao. Este capitulo é baseado sobretudo no artigo Unitary elements
in simple artinian rings de C. Chuang e P. Lee [2]. Os dois teoremas principais de
tal artigo (nossos teoremas 3.3.2 e 3.3.8), junto com um coroldrio (nosso corolario
3.3.6), estabelecem a solugao do problema anteriormente mencionado de determi-
nar condi¢oes para que um elemento unitario seja um produto de dois elementos
Cayley unitarios de M, (D), quando este anel estd munido de uma involugao e a
caracteristica de D é diferente de 2.

Omitimos a demonstracao do Teorema 3.3.8, procurando esclarecé-lo através de
um exemplo, mas a prova do Teorema 3.3.2 feita por Chuang e Lee é apresentada
neste trabalho e utiliza o Teorema 3.2.1. Este, por sua vez, nos permite caracte-
rizar involugoes em M, (D), a menos de isomorfismos de anéis com involugao. A
definicao geral de isomorfismos de anéis com involucao e alguns exemplos destes
isomorfismos em anéis de matrizes sao dados na Secao 1, enquanto a Secao 2 trata
da caracterizagao de involugoes em M, (D).

A dissertacao termina com a secao “Consideragoes finais”. Primeiramente é
elaborada uma hipétese sobre a existéncia do inverso de

1+ ay(z — xp—l) + ag(x?’ _ l,p—S) et ap_2(mp—2 . xg)

em KC), e, consequentemente, a respeito da existéncia do elemento Cayley unitario
construido a partir de

k=oap(z— 2" ) +az(x® — 2P 2) + -+ ap o(aP? — 27),

quando K ¢é uma extensao real de Q, C,, = (z), p é um primo impar e oy, g, - - -, Qp—2
pertencem a K.

A seguir sao feitas consideracoes sobre hipdteses mais fracas para o corpo K nos
Teoremas 2.3.1 e 2.4.1. Por fim, é feito um ultimo comentario que diz respeito a
generalidade das involugoes e dos isomorfismos de anéis de matrizes com involugao
considerados na Se¢ao 1 do Capitulo 3.



Capitulo 1

Conceitos e resultados essenciais

1.1 Mobdulos e algebras

Nesta se¢ao recordaremos alguns conceitos basicos e fixaremos notagoes que serao
utilizadas no decorrer deste trabalho.

Dado um grupo G, denotaremos por o(z) a ordem de um elemento x € G.
Os anéis com os quais trabalharemos serao anéis com unidade. Serao utilizadas
as notagoes U(R) para o grupo das unidades (elementos invertiveis) de um anel
R e Int(u) para o automorfismo interno induzido pelo elemento u € U(R), isto é,
Int(u)(z) = uru™! para todo x € R. Vale lembrar que se z € U(R), entdao x nao é
um divisor de zero.

Recordemos ainda que um anel R é denominado um anel de divisao se todos
os seus elementos nao nulos sao invertiveis (isto é, se R\{0} = U(R)). Denotando
por Z(R) o centro de um anel R, temos que Z(D) é um corpo se D é um anel de
divisao.

Definicao 1.1.1 Seja R um anel. Um grupo abeliano M (aditivo) é chamado um
R-mddulo a esquerda (ou um mddulo a esquerda sobre R) se, para cada elemento
xr € R eme M, temos definido um produto xm € M tal que:

(1) (z 4+ y)m =xzm +ym,

(1) (z-y)m = x(ym),

(12d) x(m1 +ma) = xmy + xmy,
(iv) 1m = m,

para todo x,y € R e m,my, mg € M.



Analogamente podemos definir um R-moédulo a direita. Neste trabalho utilizare-
mos o termo R-moédulo como uma abreviacao para R-médulo a esquerda. Notemos
que, se K é um corpo, o conceito de K-modulo coincide com a nogao de espaco
vetorial sobre K. Assim, constituem exemplos de K-mddulos com as operacoes
usuais:

e K" o conjunto dos vetores colunas com suas n coordenadas em K;

e M,(K), o conjunto de matrizes n x n com entradas em K;

e K[t], o conjunto dos polindomios na varidvel ¢t com coeficientes em K.

Dado um homomorfismo ¢ de M,(K), entao K" é um M, (K)-médulo com o
produto Av definido por ¢(A) - v, para toda matriz A € M, (K) e todo v € K",
onde - denota a muliplicagdo de matrizes. Neste caso, diremos que K™ é um M, (K)-
moédulo com o produto induzido por ¢. Em particular, se ¢ é a identidade,
entdo K™ é um M, (K)-médulo com o produto Av coincidindo com a multiplicagao
de matrizes A - v.

Se L é um ideal a esquerda de um anel R, entao L é um R-mddulo. Em particular,
um anel é sempre um maédulo sobre si mesmo.

Dado um anel R, um exemplo importante de R-moédulo que sera utilizado neste
trabalho é o chamado anel de séries formais R|[[¢]] dado por

com as operacoes

i a;t + i bit! = i (a; + b))t
i=0 i=0 i=0

1=0 =0 1=0

onde ¢; = E a;b;_;.

J=0

Definicao 1.1.2 Sejam R um anel e M um R-mddulo. Um subconjunto nao vazio
N C M € chamado um R-submddulo de M se as sequintes propriedades sao
satisfeitas:

(Z) ny+ng €N
(i1) xn € N,

para todo ny,ny,n € N ex € R.



Se V' é um espaco vetorial sobre um corpo K, entao os K-submodulos de V' sao
precisamente seus subespacos. Em geral, todo moédulo nao nulo M contém pelos
menos dois submédulos, M e {0}, os quais sao chamados triviais.

Definicao 1.1.3 Seja R um anel. Um R-mddulo M ¢é chamado simples se
M # {0} e seus unicos R-submddulos sao os triviais.

Vale ressaltar que K™ nao é um K-moédulo simples quando n > 1, ja que todo
subespago de K™ é um K-submédulo. No entanto, K™ é um M, (K )-mddulo simples
com o produto induzido por um automorfismo ¢, conforme veremos no proximo
exemplo.

Exemplo 1.1.4

Seja K um corpo e ¢ um automorfismo de M, (K). Entdo K" é um M, (K)-
modulo simples com o produto induzido por .

De fato, seja N # {0} um M, (K)-submédulo de K. Entao N possui um
elemento v # 0. Sejam v; uma coordenada nao nula de v e « € K. Como ¢ é um
automorfismo de M, (K), para cada j € {1,---,n}, existe uma matriz A; tal que
©(A;) = 2 Ej, onde Ej; é a matriz com 1 na (j,4)-ésima entrada e 0 nas demais.
Assim,

o
A =p(4)) v= U—Eﬂ S = ey,
1
onde e; é o vetor com 1 na j-ésima coordenada e 0 nas demais.

Logo, como N é um M, (K)-submédulo e « foi escolhido arbitrariamente, segue
que ae; € N para todo o € K e j € {1,--- ,n}. Portanto, N = K".

Exemplo 1.1.5

Sejam K um corpo e i € {1,--- ,n}. O ideal (a esquerda) de matrizes colunas
0 -+ 0 ay 0 - 0
0 -+ 0 ay 0 - 0

¢ um M, (K)-médulo simples com a operagao usual.

Definicao 1.1.6 Sejam M e N dois modulos sobre um anel R. Uma aplicacao
f:M — N éum isomorfismo de R-moddulos, se f é um isomorfismo de grupos
aditivos e

flam) =z f(m),
para todo x € R e m € M. Neste caso, dizemos que M e N sao R-modulos
1somorfos.



Exemplo 1.1.7

Sejam K um corpo e L; e L; dois ideais de matrizes colunas com ¢, j € {1,--- ,n}.
A aplicagao f : L; — L; definida por:
0 -+ 0 ay 0 -+ 0 0 -+ 0 ay 0 -+ 0
=
0 -+ 0 ay 0 -+ 0 0 -+ 0 ay 0 -+ 0
— {-ésima coluna — j-ésima coluna

¢ claramente um isomorfismo de M, (K)-médulos.

Assim, L; e L sao M, (K)-médulos simples e isomorfos para todo i, j € {1,--- ,n}.
Em geral temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.1.8 Se K ¢é um corpo, entdo todos os M, (K)-mddulos simples sdo
isomorfos.

Demonstra¢ao: Seja N um R-médulo simples, onde R = M, (K). Segue do visto
acima que basta provar que existe i € {1,--- ,n} tal que N é isomorfo ao ideal de
matrizes colunas L.

Como N = 1N C RN C N, temos RN = N. Logo, como R = ZLi e N # {0},
i=1
existe ¢ € {1,---,n} tal que L;N # {0}. Portanto, existe n € N tal que l;n # 0
para algum [; € L;. Consideremos, entao, a aplicacao

Temos que f é um homomorfismo de grupos aditivos com conjunto imagem
f(L;) # {0} e satistaz f(xl;) = xf(l;), para todo z € R e l; € L;. Como f(L;) é
um R-submddulo de N e N é um R-mddulo simples, entdo f(L;) = N. Por outro
lado, como o nticleo Ker(f) é um R-submédulo de L; tal que Ker(f) # L; e L; é um
R-médulo simples, entao Ker(f) = {0}. Logo, f é um isomorfismo de R-mddulos.

a

Definicao 1.1.9 Seja R um anel comutativo. Um R-mddulo A é chamado uma
R-dlgebra se existe uma multiplicacao definida em A tal que, com a adi¢cdo dada
em A e esta muliplicacao, A € um anel e valem as sequintes condicdes:

z(ab) = (za)b = a(zb),
para todo x € R e a,b € A.



Se R é um anel comutativo, entao M, (R), R[t] e R[[t]] sdo exemplos de R-algebras.
Notemos também que se D é um anel de divisao, entao M, (D) é uma Z(D)-élgebra.
Apresentaremos a seguir um exemplo de R-algebra que serd importante no desen-
volvimento de nosso trabalho.

Sejam R um anel, G um grupo e RG o conjunto de todas as combinagoes formais

o= Zozl,x, com «, € R e apenas um numero finito de a,’s diferentes de zero.
zelG

Definimos que Zaxx = Zﬁxx se, e somente se, a, = [, para todo z € G. Em

zeG el
RG definimos, respectivamente, as operagoes soma e produto por:

a+ﬁ=2awx+26$x22(az+ﬁz)x,

zeG zeG zeG
a - ﬁ = ZO@U’E : Zﬁyy = Z (O‘zﬁy)@jy)
zeG yeG z,yeG

Reordenando os termos do produto, obtemos

a'ﬁzzo@ﬁx'ZByy:Z’}/zzv

zeG yeG zeG

onde v, = Z o By

TY==2

Com estas operagoes ¢é facil ver que RG é um anel com unidade 1 = g Uy T,

zeG
onde o coeficiente de 1 € GG é a unidade 1 € R e os coeficientes dos demais u;’s sao

todos iguais a zero. Temos assim a seguinte definicao:

Definicao 1.1.10 Sejam R um anel e G um grupo. O conjunto RG com as operagoes
soma e produto definidas acima é denominado o anel de grupo de G sobre R.

Em RG podemos definir também o produto de elementos de RG por elementos

AER:
)\Z QU = Z()\ax)x.

z€G zeG

Com esta operacao, RG é um R-mddulo. Ainda, no caso em que R é comutativo,
RG é uma R-algebra.

Definicao 1.1.11 Sejam R um anel comutativo e G um grupo. O anel de grupo
RG com o produto de seus elementos por elementos de R definido como acima é
denominado a dlgebra de grupo de G sobre R.

8



Observemos que, se identificarmos z € G com 1-x € RG, podemos considerar G
contido em RG, e assim os elementos de GG formam uma base de RG sobre R.

1.2 Involucoes em um anel

Daremos agora a defini¢ao de involugao em um anel e, em seguida, apresentaremos
exemplos de involugoes e veremos algumas defini¢oes e proposicoes relacionadas ao
conceito de involucao que serao utilizadas mais adiante.

Definicao 1.2.1 Seja R um anel. Dizemos que uma aplicacao * : R — R ¢ uma
involugcao em R se, para todo x,y € R, as sequintes propriedades sdo satisfeitas:

(0) (z+y) =a"+y

*

(@) (ry)” = ya”

Observacao 1.2.2

Dada uma involucao * em um anel R, utilizaremos a notagao exponencial z* para
denotar a imagem de x em R por .

Exemplo 1.2.3 Aplicacao identidade em um anel comutativo
Seja R um anel comutativo e consideremos a aplicacao

*x : R — R

r = .

Claramente valem as propriedades (i) e (éi7); além disso, como R é comutativo,
a propriedade (i7) é satisfeita, ja que (xy)* = xy = yxr = y*z*. Logo, * é uma
involucao em R.

Exemplo 1.2.4 Conjugacdao complexa em C

Seja R = C e consideremos a aplicacao

* C — C
a+ 0 — a—pi

Da definicao das operagdes em C, seguem facilmente as propriedades (i), (i) e (7).
Portanto, * é uma involu¢ao em C denominada conjugacao complexa.



Exemplo 1.2.5 Involucoes em H
Seja R = H, a algebra dos quatérnios hamiltonianos reais, e consideremos as
aplicagoes
oo H — H
o+ a1t + agj + azsk —  ag— i — ) — agk

o H — H
g + a1t + ] + azsk —  ag+ ast + ayg + ask.

Da definigao das operagoes em H, seguem as propriedades (7), (i7) e (iii). Por-
tanto, e ~ sdo involugoes em H, sendo que ~ serd denominada involugao canénica

em H.

Exemplo 1.2.6 Involu¢ao em um anel de grupo RG

Sejam R um anel com uma involu¢ao ~ e G um grupo. Definimos, para o anel
de grupo RG, a seguinte aplicacao

x RG — RG
a:Zaxa: = o :Za_xaj_l
zelG z€G
Agora
(a+ 0B)" (Z QT + Z Brx > = (Z(O&r + ﬁdx) = Z(aw + ﬁx)x_l
zeG zeG zeG zeG

=Y @+ =) ' +) Bl = (Z awa) * (Z 536""")

zeG zeG zeG zeG zeG

:CY*—i—ﬁ*

(- B)" = (Z 0@@?'2@1/) = (Z (Oéxﬁy)(xy)> = > (B (ay) ™

zeG yeG z,yeG z,yeG

=Y Gy e =D Byt ma = (Zﬁyy>*- (Zaxxy

z,yeG yeG zeG yeG zeG
_ 6*05*

10



(a*)" = (Zax:ﬂ) = Za:x(:r_l)_l = Zaw = qa.

zelG zeG zeG

Assim, procedendo de modo analogo para o produto de dois elementos quaisquer de
RG, verificamos que * é uma involucao em RG. Notemos ainda que, para todo anel
R comutativo, RG possui uma involucao * definida como acima, ja que a identidade
¢ uma involugao em R.

Exemplo 1.2.7 Involucdo canonica na dlgebra de grupo KG

Seja KG uma algebra de grupo sobre um corpo K. Do que foi visto no exemplo
anterior, segue que a aplicacao

*

KG — KdG
o= Zaxx — af = apr

zeG zeG

é uma involucao, que serd denominada involugao canénica em KG.

Exemplo 1.2.8 Involug¢io em M,(R) obtida a partir de uma em R

Sejam R um anel e ~ uma involucao em R. Entao a aplicagao

« ¢ My(R) — My(R)

(aij)  — (a5)
¢ uma involugao em M, (R). De fato, como ~ uma involugdo em R, entao

((aij) + (bi))" = (ai; +bij)* = (azi + bji) = (@5 + bji) = (a5) + (bji)
= (ay)" + (by)"

11



Exemplo 1.2.9 Transposta de uma matriz em M,(R)

Seja R um anel comutativo. Considerando a aplicagao identidade como sendo a
involugao ~ em R, segue do exemplo anterior que

x : M,(R) — M,(R)

(ai;)  — (a;)
¢ uma involugao em M, (R) comumente chamada de transposta.

Proposigao 1.2.10 Seja x uma involu¢ao em um anel R. Entao valem as sequintes
propriedades:

(i) 1" =1

(ii) Se x € U(R), entdo (z71)* = (x*)~*

(i1i) © € Z(R) se, e somente se, * € Z(R).
Demonstracao:

(1) Temos
L= (1) = (1) = (1) T = 11— 1

(ii) Se x € U(R), entao aplicando * em xz~! = 1 e utilizando que 1* = 1, obtemos

(z71)*2* = 1* = 1. De modo andlogo, z*(z~!)* = 1 e, portanto, (x71)* = (z*)~L.
(i1i) Se x € Z(R), entao para todo y € R temos que
vy =2'(y")" = (ya)" = (vy")" = (y') " = ya’

e portanto z*y = yx*, o que implica z* € Z(R). Reciprocamente, se z* € Z(R),
entdo do que ja foi mostrado temos que x = (z*)* € Z(R). 0

A partir de uma involugao * em um anel R, podemos construir novas involugoes.
Por exemplo, se u € U(R) é tal que u* = +u, entdo a composicao o = Int(u) o * é
uma involugao em R. De fato, como Int(u) é um automorfismo, temos:

(a+0)° =Int(u)(a+ b)* = Int(u)(a* + b*) = Int(u)(a*) + Int(u)(b*) = a” + b7
(ab)” = Int(u)(ab)* = Int(u)(b*a*) = (Int(u)(b*))(Int(u)(a*)) = b7a’”

(@) = Int(uw)(Int(w)(a*))* = u(ua™ v e = u(u™") (a*) uu

= u(u’) tauu! = u(tuw) ta(Fu)u T = a
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Vejamos dois exemplos de involugoes assim construidas que serao fundamentais
no Capitulo 3.
Exemplo 1.2.11

Sejam D um anel de divisao, ~ uma involugdo em D e C' = diag(cy,- -+ ,¢,) uma
matriz diagonal invertivel com ¢; = ¢;, para ¢ = 1,--- ,n. Se 7 ¢é a involugao em
M, (D) dada por (a;;) — (@j;) (veja Exemplo 1.2.8), entdo C7 = C e a aplicacao

o=1Int(C)o 7

¢ uma involucao em M, (D).

Exemplo 1.2.12

1 0
em M,,(K). Entao, se 7 é a involucao transposta em M, (K), temos que ST = —S
e a aplicagao

Sejam K um corpo, n =2m e S = < 0 1 ) € M,(K), onde I é a identidade

o=Int(S)o 7

é uma involugao em M, (K).

s

Definicao 1.2.13 Seja R um anel com uma involu¢ao . Um elemento k € R é
denominado um elemento simétrico de R se k* = k. O conjunto dos elementos
simétricos de R é

R*={ke€R|k =k}

s

Definicao 1.2.14 Seja R um anel com uma involugao x. Um elemento k € R €
denominado um elemento anti-simétrico de R se k* = —k. O conjunto dos
elementos anti-simétricos de R é

R ={keR|k*=—k}.

No caso em que K é um corpo com caracteristica diferente de 2 e * é a involugao
canonica na algebra de grupo KG, temos o seguinte resultado para o conjunto dos
elementos anti-simétricos.

Proposicao 1.2.15 Sejam K wum corpo com caracteristica diferente de 2 e % a
involugdo canénica em KG. Entio KG~, como K-mddulo, é gerado por x — x7 !,

red.
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Demonstracao: Se « = Zamx € KG~, entao Z QT = —Z azz" . Logo

zelG zelG zeG
1 -1
a, = —Q,—1, para todo x € G. Portanto, a = Z iax(m —ax). 0
zeG

Proposicao 1.2.16 Seja k € R~. Entdo 1 + k € invertivel em R se, e somente se,
1 — k € invertivel em R.

Demonstragao: Se 1+ k ¢ invertivel em R, entdo existe z € R tal que z(1+k) = 1.
Assim,
r(1+k)=1=1"=0+k)z" =1+ k%)2" = (1 —Fk)z".

Definicao 1.2.17 Uma involucao x em um anel R é denominada uma involugao
do primeiro tipo se todo elemento do centro de R é simétrico. Caso contrdrio,
ela € dita ser do segundo tipo.

A aplicacao identidade em qualquer anel comutativo, a involug¢ao canonica em H
e a transposta em M, (R), onde R é um anel comutativo, sdo exemplos de involugoes
do primeiro tipo. Ja a conjugagao complexa em C e a involugao canonica na algebra
de grupo K G, onde G é um grupo abeliano contendo elementos de ordem maior que
2 e K é um corpo, sao exemplos de involugoes do segundo tipo.

1.3 Elementos unitarios e Cayley unitarios

Introduziremos nesta segao dois subconjuntos de U(R), onde R ¢ um anel munido
de uma involugao, que serao parte essencial no desenvolvimento desta dissertacao.

s

Definigao 1.3.1 Seja R um anel com uma involugdo . Um elemento u € U(R) é
denominado um elemento unitdrio de R se uu* = 1. O conjunto dos elementos
unitdrios de R é um subgrupo de U(R) denotado por Un(R).

Proposigao 1.3.2 Sek € R~ e 1+k € U(R), entiou = (1—Fk)(1+k)~' € Un(R).
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Demonstracao: Como k* = —k, segue imediatamente que

w o= (1= k)1 + k)Y
= (1-k)Y(1+k).

Logo
ww* = (1—k)(1+k)"1 k) (1+k
= 1-k(A -k A +k) 1 1+k
= 1
Portanto, u é um elemento unitario de R. 0

Definic¢ao 1.3.3 Um elemento u € Un(R) € chamado um elemento Cayley uni-
tdrio de R se existe k € R~ com 1+k invertivel em R tal que v = (1—k)(1+k)~L.
Neste caso, dizemos que u € o elemento Cayley unitdrio obtido a partir de k, deno-
tado, quando conveniente, por up). O conjunto dos elementos Cayley unitdrios de
R serd denotado por Un®(R).

Se R é um anel com involucdao no qual 2 é invertivel e u € Un®(R), entdo a
proxima proposi¢ao nos diz que existe um tnico kK € R~ com 1 + k invertivel em R
tal que u = up,.

Proposicao 1.3.4 Sejam R um anel com involu¢ao * no qual 2 € invertivel e
u € Un(R). Seu=up = up, entio k = h.

Demonstragao: Suponhamos que up) = uj). Entao
I+(1-kQ+k) " =1+0-n)(1+h)""
o que implica
I+E A+ +0-kBA+k) ' =0+RA+h) T +1-h)QA+h)"N
Logo, 2(1 4+ k)™' =2(1+ h)~! e, como 2 ¢ invertivel em R, segue que
(1+k)t=0+hn)""

Assim, 1 + k =1+ h e, portanto, k = h. 0O
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Se k € R~ é tal que 1 + k é invertivel em R, entao da Proposi¢ao 1.2.16 segue
que 1 — k também é invertivel em R. Além disso,

upgui-g = (L= k)L + k) (1 + k)1 - k)~ =1

Assim temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.5 Sejam R um anel com involu¢io e uy € Un“(R). Entdo
(up) ™ = n-

Nos préximos dois lemas, encontrados em [2], R é um anel com involugdo * no
qual 2 é invertivel. Estes lemas nos dao condicoes necessérias e suficientes para que
u € Un(R) seja, respectivamente, um elemento Cayley unitério e um produto de
dois elementos Cayley unitéarios de R.

Proposicao 1.3.6 ([2], Lema 1) Seja u € Un(R). Entdo u € Un®(R) se, e so-
mente se, 1 + u € invertivel em R.

Demonstracao:
(=) Se u € Un®(R), entao u = (1 —k)(1+k)~! para algum elemento anti-simétrico
k tal que 1+ k é invertivel em R. Logo

l+u = 1+(1-k)(Q+k)
= 1+B)A+E)+ 0 -k +k)!
= 2(1+k)"

Portanto, como 2 é invertivel em R, entao 1 + u é invertivel em R.

(<) Se uw é um elemento unitdrio tal que 1 + u ¢é invertivel em R, entao
k= (1—u)(1+u)"! ¢ anti-simétrico. De fato, como * é uma involugio e u € Un(R),

o= (1 —u)(14+u)™

= (1+u)™) (1 —u)
= (1+w)) "1 —u)
— (1 4 w1 — )
= (I+uH 1 —-u)

(

(

(



Somo (1—u)(1+wu)=(1+u)(l—u)entao (1+u)""(1—u)=(1—u)(l+u)""
0go
Fr=—14+uw) ' (1l-u)=—-1-u)(l+u)"' =~k

Agora, como 2 é invertivel em R, entao 1+ k = 2(1 + u)~' é invertivel em R.
Assim, como 1 — k = 2u(1 + u)™!, temos que

(=R +k)™ = 200 +w) 20+ w) ) = 20(1+u) (w2 = 2027 =

Logo, u= (1 —k)(1 + k)~ = up € Un“(R). 0

Proposigao 1.3.7 ([2], Lema 2) Se u € Un(R), entao u é um produto de dois
elementos Cayley unitdrios de R se, e somente se, (1 4+ u) — (1 — u)k € invertivel
em R, para algum elemento k € R~ com 1 + k invertivel em R.

Demonstracao:

(=) Suponha que v € Un(R) é um produto de dois elementos Cayley unitarios
de R, isto é, u = upjupy. Entdo uui_y = u(upg) ™" = up, ou seja, uuj_y € Un®(R).
Da Proposicao 1.3.6 segue que 1 + uu_y ¢ invertivel em R. Agora

T4uuiy = 14+u(l+k)(1—k)"
= 1-kA -k +ul+k) 01—k
= (1—k+u+uk)(1—-k)*
= [(14+u)—(1—wk](1—Fk)"
Logo, (1 +u) — (1 —u)k = (1 + uui_p)(1 — k) é invertivel em R.

(<) Se (1+u) — (1 —u)k é invertivel em R, para algum elemento k € R~ com 1+k

invertivel em R, entao 1+ uuj_y = [(1 +u) — (1 — w)k](1 — k)~* é invertivel em R.
Logo, pela Proposigao 1.3.6, uu_y € Un®(R), isto é, uu— = up), h € R. Assim,
u = uppu) ¢ um produto de dois elementos Cayley unitdrios. 0

1.4 Funcoes geradoras

Nesta secao explicaremos brevemente como, utilizando funcoes geradoras, pode-
mos encontrar o termo geral de uma seqiiéncia dada por uma relagao de recorréncia.
A seguir encontraremos o termo geral da seqiiéncia (G;) que sera utilizada no
Capitulo 2.
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Definicao 1.4.1 A funcao geradora de uma seqiiéncia Ay, Ay, A, - -+ € definida
como a série formal A(t) = Z Ait".

>0

Dada uma relagao de recorréncia que define uma seqiiéncia Ag, A, Ao, -+ cujo
termo geral A; é desconhecido, podemos tentar obter uma féormula para este termo
geral encontrando uma forma fechada para a fun¢ao geradora A(t) e entdo obtendo
o coeficiente de t* em A(t). Mais precisamente, conforme mencionado em [11], uma
formula para A; pode ser obtida seguindo-se os seguintes passos:

1. Descreva os valores de ¢ para os quais a relagao de recorréncia ¢é valida.

2. Escreva a fungado geradora a ser procurada A(t) = g A;t" em termos da

i>0

seqiiéncia desconhecida (A4;).

3. Multiplique ambos os lados da relacao de recorréncia por t* e some sobre todos
os valores de 7 para os quais a recorréncia é valida.

4. Expresse ambos os lados da equacao resultante explicitamente em termos de
A(t).

5. Resolva a equacao resultante para a desconhecida funcao geradora A(t).

6. Tente obter a férmula para A; expandindo A(t) em uma série de poténcias e
tomando entdo o coeficiente de t* nesta série.
Exemplo 1.4.2 Férmula para o termo geral da seqiiéncia (G;)

Sejam K uma extensao real de Q e 0 # a € K. Usando fungoes geradoras,
encontraremos uma férmula para o termo geral da seqiiéncia (G;) dada por

Go = 0, Gl =1e Gz = 042Gi,2 + Gi—l, 7 2 2. (11)

Seja G(t) = Z Git" a funcdo geradora de (G;). Multiplicando por ¢ cada termo

1=0
da relagao de recorréncia de (1.1) e somando sobre ¢ > 2, obtemos

Z Git' = o Z Giot' + Z Gt

i>2 i>2 i>2
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o que implica

Z Gztz == Oé2t2 Z Gi_Qti_2 + 1 Z Gi_lti_l,

1>2 1>2 1>2

ou seja,

i>0 i>0 i>0

Logo, desde que Gy = 0 e G; = 1, da defini¢ao de G(t), segue
G(t) —t = 2 G(t) + tG(2),

assim,

t
Git)= ———-
®) 1—t—a?t?
Sejam 1’ = 1+V2f;§40‘ p/ = l=vltda® W' Como as raizes de 1 —t — a?t? sao —1' e
—r" entao r'r” —% e
1—t—a*t? = —a®(t+r")(t+7)
= (1 —a®"t)(1 —a®r't).

Expandindo —22 em fragoes parciais, temos

t

t B t
1—t—a22  (1—a2't)(1 —ar't)

B 1 1 1
N a?(r'—r") \1—=a?r't 1—a?r'"t

Como o?(r' — 1) = V1 + 4a?, segue que

G — ! 1 1
VI +4a2 \1—a2r't  1—a2r't

Agora, no anel de séries formais K|[t]],

1_M Zw ANeK.
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Logo

G(t) _ - —{1— = (Z (OzQT/)iti _ Z (OzQT//)iti) .

=0 7

Como G; é o coeficiente de t* em G(t), segue que

1 , .
OZ2T,)Z _ (a27“”)2) .

/1t a2 (

Portanto, da definicao de v’ e r”, temos

(1+vV1+4a?)" — (1 — V1 +4a?)"
Gi: X =01, m, .- (12)
2i(v/1 + 4a?)

Agora, observemos:

(14 V1 +4a2) — (1 — V1 +4a?) =

=2 Y () vivaa

m impar
=2v1+40% ) (Z)(1+4a2)’"21,
m impar m

Logo, a férmula geral para G; é:

1 l gym=1 .
Gi= g5 > <m>(1+4a) T, 0> 1. (1.3)
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Capitulo 2

Elementos Cayley unitarios de
algebras de grupos

Neste capitulo estudaremos elementos Cayley unitarios da algebra de grupo KG,
onde K é um corpo, a principio de caracteristica zero, G é um grupo e a involugao
x ¢ a canOnica em KG.

2.1 Exemplos de elementos Cayley unitarios

O nosso objetivo inicial é estudar alguns grupos finitos tentando obter exemplos
de elementos Cayley unitarios nas algebras destes grupos sobre corpos de caracte-
ristica zero. Mais precisamente procuraremos, num primeiro momento, encontrar
elementos Cayley unitarios obtidos a partir dos geradores de KG~ para alguns
grupos finitos. Neste sentido, nossa preocupagao se encontra em verificar se um
gerador x — 27t € KG~ é tal que 1 + 2 — 2~ ! é invertivel em KG.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.1.1 KSj

Sy ={(x,ylx*=1,y3 =1,y =y ‘o), KS3~ é geradopory—y ltel+y—y?
¢ invertivel, pois (1+y —y~')(5 + 3v°) = 1. Assim, da Proposi¢ao 1.3.2, obtemos
o elemento Cayley unitario

1 1
— 1 — -1 - T2
u (1-y+y )(2+2y>
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Exemplo 2.1.2 KD,

y~ o), y—yt € KD, el+y—y ! éinvertivel,
1

pois (1+y—y 1) (2 — iy + 2y® + 1y®) = 1. Assim, da Proposi¢do 1.3.2, obtemos
1 2 4, 2,
U = - —-y+- -
5 57750 757

um elemento Cayley unitario de K Djy.

Exemplo 2.1.3 KQg

Qs = (m,y|lat=1,22=y? oy =y '2)el+ax—a'el+y—y !sio invertiveis,
pois (1 +a—27) (3 -z +22°+52°) =le(l+y—y )(E—sy+ 3y’ +3y°) = 1.
Assim

1 2 4 2

_ 4 T 2, 4.3
Uy = 5 5x+5w +5.:1:

L2 4, 2,
u —= _— — —_ —
2 5 5?/ 5?/ 59

sao elementos Cayley unitarios de K(Qs.

Observemos que, embora Dy e (Qg sejam grupos distintos, se x é um elemento de
ordem 4 em um destes grupos, entdao 1+x —z~! é invertivel, sendo seu inverso dado
por % — %:L‘ + §$2 + %1‘3 e o elemento Cayley unitério obtido a partir de z — 2~ dado
por % — %x + %SL‘2 + %x?’. Assim, se x € G e o(x) = n, pelo que temos observado,
(1+2z—2")"" e uy_,y, caso existam, parecem nao depender de G, mas apenas
da ordem de x. Portanto, trabalharemos a partir de agora com os grupos ciclicos

Cp = (x), o(x) =n > 2.

Trabalhando com 3 < n < 7, encontramos:

22



N[ =

_ 1 1,2, 1.4 4 1.5
L+ 727+ g+ g

BT+ L =2+ Szt + Sat + 2

=l-z+z Y1 +z—aH!

_2 4,2 4 2.3
5£L’+5$ —|—5x

U=

—L—Zo+ 2?4+ 223+ 2

_1 1.2, 1.4, 1.5
2x+2$ +2x +2x

_3 _ 14 12,2 4 186
25 — 297 T 39 w0 + 592" + 552° + 3
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Os resultados acima sugerem que se C,, = (z), entdo 1 +x — ! é invertivel em
KC,, quando K é um corpo de caracteristica zero. Na tentativa de mostrar que
isto de fato ocorre e de encontrar alguma regularidade que nos ajude a obter uma
férmula geral para (1 + z — x7)~!, podemos resolver de uma forma padrao, para
3 <n <7, os sistemas lineares

ag — Qp_1 + ay =1

a1 — ag + a9 = 0

< as — a1 + as =0
p—1 — Gz +ay = 0

\

que fornecem o inverso de 1 + z — ™!, onde o(z) = n. Como exemplo, vejamos a

obtengao de (1 + 2 — 2~ ~! no caso em que n = 7.

Exemplo 2.1.4 Obtengio de (1 +z — 2z~ )™ no caso em que o(x) =1T.

Sejam C7 = (x) e K um corpo com caracteristica zero. Queremos encontrar ag,
ai, ag, as, ay, asz, ag € K tais que

(142 — 27" (ao + a1 + ap2”® + a3z’ + a2’ + as2” 4 aea®) = 1.

Isto é equivalente a encontrar uma solugao do sistema linear

.
ap + ag —ay =

ay+ag—ay =

as +a; —as =

as + as —agy =

a4 + as — as

as + a4 — g =
\a6+a5—a0 =

SCoocooco o~

Resolveremos o sistema acima seguindo os seguintes passos:

1¢ passo: Isolaremos ag na 7* equacao e o substituiremos na 6% equacao; isolaremos,
entao, as na 6% equacao e o substituiremos na 5* equacao e assim sucessivamente.
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Logo

ag — g — Qj
ay = 13—2%)3(16.

\

2° passo: Escreveremos todos os a;’s em funcao de ag, substituindo ag em ay, e,
entao, ag € a; em as, e assim sucessivamente. Obtendo

(ap = 33(1 — ag)
a1 = 57(1 — ag)
as = (1 — ag)
a3 = 53 (1 — ag)
ay = (1 — ag)
as = %(1 — ag)

\ ag = %(1 — ag)-

3° passo: Encontraremos o valor de ag e entao, por substituicao, os dos demais a;’s.
Assim,

9 4 5 —1 6 -7 13
Qa, = —. a = —. a = — a = —. = — a = — € Q _ -
07 997" T 29" T 29" TP T 297 P T 29" T 29 T 0T 29
Portanto,
13 7 6 1 5 4 9
Q4+z—aosHY =2 - —24+ —2— 23+ —2* + —2°+ 25

29 29 29 29 29 29 29
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Observando cuidadosamente os a;’s obtidos nos dois primeiros passos da resolucao
de nosso sistema linear, podemos encontrar uma férmula para (14 2z —271)~!, onde
o(z) =n > 2. E o que faremos na préxima se¢ao.

2.2 Encontrando (1 +z — 2 1)~}

Sejam x € G tal que o(x) = n > 2 e K um corpo de caracteristica zero. No
Exemplo 2.1.4, obtivemos o inverso de 1 + x — =1, para n = 7, resolvendo em
‘trés passos’ um sistema linear nas variaveis ag,--- ,ag. Observando os a;’s obti-
dos no 1° passo da resolucao de nosso sistema linear, vemos que os denominadores
de ag, as, ay4, a3, as € a; sao os seis primeiros termos da seqiiéncia de Fibonacci
1,2,3,5,8,13, ... J4 os numeradores dos a;’s obtidos no 2° passo sao os sete primeiros
termos da seqiiéncia de Fibonacci 13, —-7,6,—1,5,4,9, ...

Uma pergunta natural e importante é a seguinte: “B possivel escrever os a;’s
obtidos nestes dois passos em funcao de uma mesma seqiiéncia de Fibonacci?”. A
resposta ¢é afirmativa e tal seqiiéncia pode ser encontrada a partir da observacao de
que os a;’s obtidos no 2° passo podem ser reescritos da seguinte forma:

(ap = 53(1 — ag)
a1 = 3=>(1 — ag)
a2:21 5(1—a6)

! az=Z=2(1 - ag)
ay = 22(1 — ag)
a5:25 (1 — ag)
ag = 2L (1 — ag)

Assim, vamos considerar (F;) a seqiiéncia de Fibonacci
0,1,1,2,3,5,8,13,21, - --
dada pela relacao de recorréncia

FOIO, F1:1 eFi:E,1+E,2,i>2. (21)
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Reescrevendo os a;’s em funcao dos F;’s temos

(ap = P};ﬁf(l — ag)
ar = ilg‘_ﬁﬁ(l — ag)
a = FE(1 — ag)
az = F=(1 — ag)
ay = (1 — ag)
a5 = %8‘_?(1 — ag)
ag = P]?,;L_};l(l ag):

Logo, podemos escrever para n = T:

a; =
Fn+l -1

e entao encontrando a expressao para a,_; e, por substituicao, a dos demais a;’s,

obtemos ‘
E + (_1)2Fn—z

Foai+ Foq—(1+(=1)7)

a; = ,0=0,1,--- ;n—1.

Formulamos entao o seguinte.

Teorema 2.2.1 Consideremos (F;) a seqiéncia de Fibonacci definida em (2.1). Se
x € G € tal que o(z) = n > 2 e K é um corpo com caracteristica zero, entao
142 —at € invertivel em KG e seu inverso é dado por ag + a1z + -+ -+ ap_12™ 1,
onde ,

E + (_1)2Fn71

1=
Fop1 +Foo — (14 (-1))

a; =

Vamos nos preparar para, na préxima secao, demonstrarmos este teorema em
uma situagao mais geral, considerando elementos 1+a(r —z7!) € KG, onde o € K
ex € G com o(x) =n > 2. Para este fim vamos considerar, a partir de agora, K
uma extensao real de Q.
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2.3 Encontrando (1 + a(z — 2 1))™!

Sejam C,, = (x) tal que n > 2 e a um elemento nao nulo de K. Queremos encon-
trar (1 + a(z — z7'))~! em KC, para posteriormente obtermos o elemento Cayley
unitdrio proveniente do elemento anti-simétrico a(z —z~'). A fim de encontrarmos
uma férmula geral para tal inverso, estudaremos inicialmente o caso particular em
que o(x) =T.

Sejam C7 = (z) e @ um elemento nao nulo de K. Queremos encontrar ag, aj, as,
asz, a4, as, ag € K tais que

(1+a(z — 27 ) (a + 17 + apa® + azz® + agr® + as2® + ag2®) = 1.

Isto é equivalente a encontrarmos uma solugao do sistema linear

(
ag + xag — aay =

a1 + aag — aas
as + aa; — aas
as + aas — aay
a4 + aas — aas
as + aay — aag =
ag + aas — aayg =

|
SCoocooco o~

Resolvendo o sistema acima seguindo os passos descritos no Exemplo 2.1.4, obte-
mos

1° passo:
( R—
ag = alayg — as)
_ o(aag—ay)

as = 1+a?

a — a(oag—(1+a?)as3)
4= 14202

Un — a(aBag—(14+202)as)
3 1+3a2+at

o — alatag—(143024+at)ay)
2= 1+4a2+3a4

a1 — a(aPag—(1+4a%430%)ag)
1= 1+5a2+6a1+a0

an — (1—1—5042—#6044—1—046)(1—0@6)-
0™ "1+6a2+10a%+4a5—a7
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Notemos que nos denominadores dos a;’s, 1 < 7 < 6, aparece uma interessante
seqiiéncia 1,14 a2, 14+ 2021 + 302 4+ o*, 1 + 40?4 3a*,1 + 5a? + 6a* + ab muito
parecida com a seqiiéncia de Fibonacci, ja que satisfaz a relacao de recorréncia

Gi = OZ2G¢_2 + Gi—1~

2° passo:
(a0 = e (1 — aay)
ay = 2 (o™ 5al) (1 _ oag)
2(.3 2 4
az = Tt (L — )
Ly = i (1 — ag)
3 3 2
04 = Tgad i s aas (1 — aao)
2 2 4 3
as = 1f6(gzl2—:—?1a0aji4;g—)a7(1 — aag)
2 4 5
| 46~ 1féii?ozfi4zg—iﬂ(l — aag)-

Observemos que os a;’s podem ser reescritos da seguinte forma:

7 0 2 4 6

a0 = e (1 — )
a; = 1—i61a211((};?40—563&a7<1 — aag)
az = 1—1—56;;?[1010421(2042%@7(1 &a6)

) 43 = 1+§51a—;i10a4+i(;2—aa)7(1 @CLG)
a4 = 1+élojgioi()a4+4;+a )7(1 aag)

5

a5 = 1+6(;—2i_i?0;40;—4a —;7(1 aag)
ag = 1455244(31(;;%&4256 7(1 — aag)-
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Assim, seja (G;) a seqiiéncia

0,1,1,14+a% 1+ 202 1+ 302+ a*, 1 +4a* + 30,1 + 502 + 6a* + af,

(G;) é dada pela relagao de recorréncia
Go=0,Gi=1¢ Gi=a’Gi o+ Gy, i =2,

ou seja, (G;) é a seqiiéncia de Fibonacci (F;) quando o = 1.

Reescrevendo os a;’s em funcao dos G;’s temos

( ag = 7GOG—; — OG7(1 — aag)
a; = 6G1GZ a71G6(1 aag)
ay = 5G2(;; a72G5(1 aag)
as = 46’%2 — 3G4(1 aag)
ay = 3G‘g; — 4G?’(l aag)
a5 = QG‘Z;B o 5G2(1 aag)
ag = 1G6GZ a76G1(1 — aag)

Logo, paran =7,

a"G + (—a)'G,

Gn—‘rl_an i(l—&an_1)7i:0’17...’n_l’

a; =

e assim

Oén_iGi + (—Oé)iGn_i
Gn-i-l + CVQGTL—l - an(l + (_1)“)7

a; = 1=0,1,--- ,;n—1.
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Em geral, vale a seguinte generalizacao do Teorema 2.2.1:

Teorema 2.3.1 Sejam z € G tal que o(x) = n > 2 e a € K, onde K é uma
extensdo real de Q. Entdo, o elemento 1 + a(x — ™) € invertivel em KG e seu
inverso € dado por ay+ a1 + -+ + ap_12"" L, onde

Oén_iGz' + (—Oé)iGn_Z‘
Gn+1 + 062an1 _ Oén(l + (_1)n)’

para 0 <i<n—1, e G; € dado pela relagao (1.1), para 0 < j < n.

a; = (2.2)

Demonstracao: Para que ag + a1 + - - - + a,_12" ! definido no enunciado de nosso
teorema seja um elemento de KG, basta que G, 11 + a?G,_1 — a"(1 + (—=1)") seja
diferente de zero. Para garantir este fato, vamos utilizar a férmula geral para a
seqiiencia (G;) encontrada no Exemplo 1.4.2; analisando o que ocorre nos dois casos
possiveis: n impar e n par.

Se n é impar, entao
Gn+1 + 042an1 - Oén<1 + (_1)11) = Gn+1 + 062an1
e, como o > 0, segue de (1.3) que

Gn+1 + 042Gn_1 > 0.

Se n é par, entao
Gn+1 + CYQGn_l — O./n(l + (—1)”) = Gn+1 + Oéan_l —2a".

Segue de (1.3) que

G = 5 > ( . )(1+4a2> >

m impar
¢ 1 1
. n— 9\ m=1L
Gri= gz 3 ( - )<1+4a )
m impar
Agora, como n+ 1 e n — 1 s@o impares e K é uma extensao real de QQ, entao
1 mn+1 min-1 1 » o (2a)"
GTL > - 1 4 2 2 > - 4 2 2 = — = n
e

1 n—1 gy (n=D—1 1 g\ n=2 (2a)n—2 Y
Gnlzﬁ(n_l)(l—i—lla) z > (4a?) 2 = S =a" %
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Logo,
Grp1 + 2Ghq — 20" > " + o*a™? — 2a".

Portanto,
Gri1 + ?Grq — 2™ > 0.

Agora, consideremos os a;’s dados em (2.2). Vamos mostrar que ag+- - -+a, 2"

é o inverso de 1 + a(r — z7!) quando x € G é um elemento de ordem n > 2.

(1 + O‘(x - lﬁl))(@o +a1x + asx® 4+ -+ an_lxn71> _

= (ag+ ap_1 —aa) +- -+ (a; + aa;_1 — aai)x' +- -+ (@p_1 +aa,_o — aay)z™ !

Assim, basta mostrar que ag + aa,_1 — aay =1, a,_1 + aa,_o — aayg = 0 e, para
todoi € {1,--- ,n—2}, a; + aa;_1 — aa;y; = 0. Da defini¢ao dos a;’s e da relagao
(1.1), temos

ap + aa,_1 — aap =
"Gy (—)°Gp + (' Gy 4 (—a)" T Gh) — (@G 4 (—a)'Gr)
- Gn+1 + OzQGn_l — Oz”(l + (—1)”)

(G + 0?Gr1) + 0*Groy — a™(1 + (—1)")
Gr +0?Gooy — a1+ (=1)")

G + %G — (14 (=1)")
Gn+1 + CYQGn_l — a”(l + (-1)”)

a; +aa;_1 — a1 =

o Oén_i(Gi + 052G1;1 — Gprl) + (—Oé)i(Gn,i — aniJrl + Oé2Gn,i,1)
G + 02Gyr — an(1+ (1))

_ a" 0+ (—a)".0 0
- Gun +0a2Guo —an(L+(=1))
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(p—1 + Qp_2 — QG =

aGp_1 + (—a)" Gy + a(@®?Gh_s + (—a)"2Gy) — a(a"Gy + (—a)°G,)
Gn+1 + OéQGn_l - Oén(l + (-1)”)
06(an1 + Oé2Gn,2 — Gn)

— — 0
Gn+1 + O./QGn_l — Oén(l + (_1)n)

e o teorema esta demonstrado. 0O

2.4 Elementos Cayley unitarios de K G obtidos a
partir de a(z — z7!)

Sejam z € G tal que o(x) =n >2e a € K, onde K é uma extensao real de Q.
O elemento Cayley unitério obtido a partir de a(z — 2~ ') é dado por

1—afz—a2 )1 +alx—z1)"

Agora, 14+ a(z —z7 ) =ay+ a1z + -+ a,_12"", onde os a;’s sao dados por
(2.2). Logo

1-—alz—o YA +alz—271) =
=(1—az+azr Y ag+ arx + agx® + -+ + ap_12" )
= (ap— Qay_1+aay)+- -+ (a; — aa;_; + aa; )T+ -+ (a1 — Qap_o +aag)z™ L

Substituindo os a;’s por suas respectivas expressoes e utilizando a rela¢ao (1.1),
obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.4.1 Sejam x € G tal que o(x) = n > 2 e a € K, onde K é uma
extensdo real de Q. O elemento Cayley unitdrio de KG obtido a partir de a(z—z~1)
¢ dado por by + bix + -+ + b,_12" L, onde

b G, —2a2°G, 1 +a™(1+ (=1)")
P Gu Gy —an (L4 (=)

bi:2a,~,z’:1,---,n—1,

e 0s a;’s sao dados por (2.2).
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Exemplo 2.4.2 Caracterizacao dos elementos Cayley unitdrios de QCs

Seja C3 = (), entao QC3~ = {a(xr — 27 ');a € Q} e, conseqiientemente, todo
elemento Cayley unitario de QC3 é obtido a partir de a(x — x7!), para algum
a € Q. Agora, do Teorema 2.4.1 segue que, se o € Q, entao ujy(z—,-1y € dado por
by + byz + byz?, onde

Gs — 20&2G2 + a3(1 -+ (—1)3)
G4 + CEQGQ + a3(1 + (—1)3)
(14 a?) — 2a?

(14 2a2) + a?
2

11—«
14 302

Gy + (—a)lGy
Gi+a?2Gy+ a3 (1+ (—1)3)
5 o —a
(14 2a2) +a?
2a(a — 1)
1+ 3a?

bp =

alGy + (—a)?Gy
Gy + a2Goa3(1 + (—1)3)
o + a
(1+2a?)+a?
2a(a+1)
1+3a%

b2:

Assim, todo elemento Cayley unitario de QCj5 é da forma

1

T 302 (1—o?+2a(a — 1)z + 2a(a + 1)2?)
para algum « € Q, e entao

1
14 302

Un®(QCs) = { (1 -0+ 20(a— 1)z +2a(a+ 1)z%) ;0 € @} C Un(QCS).
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Notemos que Un®(QC3) nao é subgrupo de Un(QC3), j& que o produto de dois
elementos Cayley unitarios nao é necessariamente um elemento Cayley unitario. De

fato, sejam k1 = —(z —x7') e ky = —3(z — 2™'), entdo
2 2 1,
Uk, = X € u[kQ]:g—l-gx—gl’ )

o que implica
1 2 2
U1 UK :——+—I+—ZE2.
[1} [2} 3 3 3

Agora
2 2
L+ uppupe) = 3(1+ 2 +27)

e 2(1+ x + 2?) ¢ divisor de zero, pois

e a)(1-n) =201 =0,

ja que 2% = 1. Logo, 1 + Uk, Uk, D@0 ¢ invertivel e da Proposigao 1.3.6 concluimos
que Uk, Uk, nao ¢ um elemento Cayley unitario.

Notemos também que = e z?

u[_(x_x_l)} =T e u[x_x—l] = 1’2.

sao elementos Cayley unitarios de QCj3 ja que

Exemplo 2.4.3 Caracterizacao dos elementos Cayley unitdrios de QS3

Seja Sz = (z,y |2 =1,y° = 1,zy = y~ '), entdo QS;~ = {a(y—y'); 0 € Q} =
QCs57, onde C3 = (y). Logo

I/{TLC(QS;),) = UTLC(QC;;)

= {1 +13a2 (1 -+ 20(a—1)y+2a(a+1)y*) ;0 € Q}-

Exemplo 2.4.4 Caracterizacao dos elementos Cayley unitdrios de QCy

Seja Cy = (), entdao QC,~ = {a(r — z7');a € Q} e, conseqiientemente, todo
elemento Cayley unitdrio de QCy é obtido a partir de a(z — z~!), para algum
a € Q. De modo andlogo ao que foi feito para QC', temos que, se o € Q, entao
Ula(z—z-1)] = Do + b1 + box? + bsa®, onde

1 20 402 200

b = —-—— = - = — b = "
07 14402 ! 1+4a2” 2 1+4a2 © 0 1+ 402
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Logo

1
14+ 402

Un®(QC,) = { (1 - 20z + 40’2* 4 202%) ;o € Q} C Un(QCy).

Notemos que z, 22 e 2% nao sao elementos Cayley unitérios de QC}, ja& que todo

elemento Cayley unitario de QC possui termo independente nao nulo.

Exemplo 2.4.5 Caracterizacao dos elementos Cayley unitdrios de QD

Seja Dy = (z,y|2* =1,y* = 1,2y = y~'z), entao QD,~ = {a(y —y');a € Q}
= QC,, onde Cy = (y). Logo

Mnc (@D4) = L{nc (QC4)

— {1+4a2 (1—2ay+4a2y2+2ay3);a€(@}~

Exemplo 2.4.6 Caracterizacao dos elementos Cayley unitdrios de QCj

Sejam C5 = (z) e , f € Q. Entdo 1+ a(z — 2*) + 8(2* — 2?) ¢ invertivel em
QOC5 e seu inverso é dado por ag + a1x + asx? + asx® + asx*, onde

ot 4260 — B2’ + 30 — 203 + 1 4 3* + 3732
ot + 108a3 — 55202 + 5a2 — 1083 + 1 + 532 + 534
at — 203 + 2B — B2a® — 3Pa® + af? —a — 203 +2a8 + [+ B4+ 3

Qo

= 50l + 1080® — 5322 + 5aZ — 100° + 1 + 532 + 51

B at + 2802 + o + o — Ba? — 20 — 208 — 3a3? — 203% + B+ B+ 233
4= 50l + 1000® — 5322 + baZ — 100° + 1 + 502 + 51

B at —a? + 280 + Ba? — B2a? + o? — 208 + 3a3? — 203% — B+ 3 — 23
4= 5at + 108a® — 53202 + 502 — 1003 + 1 + 53 + 554
0 — at + 202 + 2B — 3%a® + 3P0 — 206% + a + 208 — aF? — 3 + 32 +ﬁ4'

5at + 106a? — 53202 + 5a2 — 10a3® + 1 + 532 + 534

Além disso, o elemento Cayley unitério obtido a partir de a(z — z*) + 8(2® — 2?)
¢ dado por by + bz + byx? + bya® + by, onde
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_ 1-38"46a3® —66a° + 30?3 + o — 30" 4 3
5ol 4+ 106a3 — 565202 + 5a2 — 10af3 + 1 + 562 + 534
2(at 4+ 26 — 20® — 38a? — ?F + af? — a — 2a33 + 2a8 + B+ 32 + 33)

0

b= S5a* + 106a3 — 53202 + 5a2 — 10a33 + 1 + 532 + 534

- 2(a* + a® +280° + a2 — Ba? — a?B% — 208 — 2a3* — 3a3% + 23% + B + )
bat + 108a3 — 5522 4+ ba? — 10a33 + 1 + 552 + 554

by = 2(a* — o + 2603 + a® — a?6% + Ba® — 203 — 2033 + 3af? — 232 + B — f3)
S5at + 108a3 — 5522 + ba? — 10a33 + 1 + 532 + 554

by — 2(a* +200® + 20° + 360” — a’F* — af’ + a = 20° + 206 + 5* + 3* = %)

5a4 + 108a3 — 56202 + 5a? — 10a3® + 1 + 532 + 5434

Notemos que os denominadores dos a;’s sao iguais a 5(a®+a8—3?)2+5(a?+ (%) +1
e, portanto, sao sempre maiores que zero, o que nos garante que a;, b; € Q para todo
i. Quando a e 3 percorrem todo o conjunto Q obtemos Un®(QCs). Além disso,

05 - L{nC(QC’5),
Jé que uj) = 1, u[_(x_m4)_(m3_z2)} =T, u[_(x_$4)+(x3_x2)] = :L‘2, u[($_$4)_($3_x2)] = LE3 e
Ulla—at) 4 (a3 —a2) = T

Segue do que foi visto nos exemplos acima que, se x é um elemento de um grupo
G e o(z) = 3 ou o(x) = 5, entdo z € Un®(QG), enquanto que se o(x) = 4, entdo
x ¢ Un®(QG). Em geral, vale o seguinte resultado.

Proposigao 2.4.7 Sejam x € G tal que o(x) = n e K um corpo de caracteristica
diferente de 2. Entdo x € um elemento Cayley unitirio de KG se, e somente se, n
€ impar.

Demonstracao: Como x € G, entao x é um elemento unitario de KG. Logo, segue

da Proposigao 1.3.6, que = é um elemento Cayley unitario se, e somente se, 1 + x é
invertivel em KG. Agora,

1 1
(1+ x)§(1 —r+ =2+ (D)) = 5(1 + (=1)"ta™).
Como o(x) = n, temos

(1+ x)%(l —r+at -2 (D)) = %(1 + (=)™ ). (2.3)
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Assim, se n é impar, entao 1 4+ = é invertivel em K@, o que implica x é um
elemento Cayley unitario. Se n é par, entao 1+ x é divisor de zero e, portanto, nao
¢ invertivel em K'G, o que faz com que x nao seja um elemento Cayley unitario.

Concluimos que se GG é um grupo com ordem impar e K é um corpo de caracte-
ristica diferente de 2, entao todo elemento de G é um elemento Cayley unitario de
K(G. Mais do que isto, se x € G tem ordem impar n > 1, entao o elemento anti-
simétrico k tal que x = up é conhecido. Eo que veremos na préxima proposicao.

Proposicao 2.4.8 Sejam x € G um elemento nao trivial de ordem impar n e K
um corpo de caracteristica diferente de 2. Entdo x = uy), onde

k — —(LL’ o $n71> o (QJB o xn73) .. (xn72 o $2>.
Demonstragao: Como x tem ordem impar n > 1, entao x = upj e 1+ = 2(1 k)~
Agora, de (2.3) temos que 1+x = 2[1 — (z—z"~ 1) (23 =2 3)— o — (2" 2 —2?)] !
Logo, da unicidade de k, segue que k = —(z — 2™ 1) — (23 —2"3) — .- — (:c" 2 xz)

O

Se a ordem de G ¢ par, entdo G € Un®(KG), ja que G possui elementos de
ordem 2, que por sua vez nao sao elementos Cayley unitarios. Uma pergunta que
poderiamos fazer é: “Se x € G e o(x) é par, entdo x é um produto de elemen-
tos Cayley unitarios de K G?”. Vamos responder esta questao através do seguinte
exemplo.

Exemplo 2.4.9

Se Dy = (x,y|2? =1,y* = 1,2y = y~'z), entdo

n®(QD,) = { (1 — 2ay + 40’y® + 2ay3) o< Q} .

1+ 402

Assim, x e y? sdo dois elementos de D, de ordem par, mas x nao é um produto de
elementos Cayley unitdrios de QDy, enquanto y* o é (note que y* = (up)?, onde
k=3 —y*)

2
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Capitulo 3

Involucoes em anéis de matrizes

Sejam D um anel de divisao e ~ uma involucao em D. Neste capitulo, denotare-
mos por 7 a involugdo no anel de matrizes M, (D), vista no Exemplo 1.2.8, dada
por

T : My,(D) — M,(D)

(aig) = (@)

Conforme veremos, 7 sera usado no Teorema 3.2.1, o qual nos permite caracterizar
involugoes em M,,(D) e serd utilizado na demonstracao do Teorema 3.3.2. Este, por
sua vez, trata de elementos unitarios que sao produtos de dois elementos Cayley
unitarios de M, (D), quando este anel estd munido de uma involu¢ao * que induz

uma involugao diferente da identidade em D e a caracteristica de D é diferente de
2.

3.1 Isomorfismos de anéis com involucao

Definicao 3.1.1 Sejam o1 e 05 involucoes nos anéis Ry e Ry, respectivamente. Um
isomorfismo de anéis com involug¢do (Ri,01) — (Ry,09) € um isomorfismo
de anéis ¥ : Ry — Ry tal que (x”) = (¥(x))” para todo x € Ry. Neste caso,
denotamos (Ry,01) = (Rg, 09).

Considerando uma involugao ~ no anel de divisao D e U e V matrizes invertiveis
em M, (D) tais que U™ = U e V™ = £V vimos na Segao 2 do Capitulo 1 que as
aplicagoes * = Int(U) o 7 ¢ 0 = Int(V') o 7 s@o involugdes em M, (D).
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Agora, se P é um elemento invertivel de M, (D) temos que ¢ : M, (D) — M, (D),
dado por ¥(A) = PAP~!, é um isomorfismo de anéis. Assim, munindo M,, (D) com
as involugoes * e ¢, podemos nos perguntar quando

v (Ma(D),*) — (Ma(D),o0)
A —  PAP!

é um isomorfismo de anéis com involucao. Temos,

Y(A*) = (Int(U) (A7) = w(UATU ) = P(UATU Y P! = (PU)A™(PU) ™!

(U(A))7 = Int(V)(¥(A))" = V(PAPT) V™ = (V(P™))A"(PTVY),

para toda matriz A € M, (D). Logo, se PU = V(P~!)", nossa aplicagao 1 é um
isomorfismo de anéis com involucao.

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 3.1.2

Seja ~ a involucao em H, vista no Exemplo 1.2.5, dada por

ao + aii + asj + ask = ag + azi + a1j + ask

e consideremos

U:(? g>eu(M2<H)) e % =Int(U)o .

Entdao U™ = U e * é uma involu¢ao em Mo (H).
Se P =5 < A :2; ) € U(My(H)), entdo a aplicacao

Vo (Ma(H), x) — (Ma(H),7)
A —  PAP!

¢ um isomorfismo de anéis com involugao, ja que neste caso o = Int(V') o 7, onde V'
é a identidade,

o L [2 2 1/ 2 3 oy o
P1:§<i j)ePUzﬁ(% ‘Z):(Pl) — V(P
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Exemplo 3.1.3
Sejam ~ a conjugacao complexa em C, * = Int(U) o 7 e o = Int(C) o 7, onde
0 — -1 0
(1) o= (W)
Entao * e o s@o involugdes em My(C), pois U =U e C™ = C.

Se P = ‘/75 ( o ) € U(M5(C)), entao a aplicagao

)

v oo (Ma(C), %) — (M(C),0)
A —  PAP7!

é um isomorfismo de anéis com involugao, ja que

pr— V2 ( —b ) — (P,

2 7 1

Exemplo 3.1.4

Sejam ~ a identidade em C, * = Int(U) o 7 e 0 = Int(S) o 7, onde

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 -1 1 0 0 01

U=1 11 0 2| °°=| -1 0 0o

0O -1 2 0 0O -1 0 0

Entao * e o s@o involugdes em My(C), ja que U™ = —U e S™ = —5.

—_ = =0
o= OO
— o OO

1
SePz(i
0

) € U(M4(C)), entao

0 0 1 0
o 0 0 1| oo
PU=1 1 1 o -1 | 750
0 -1 1 1

E, portanto, a aplicagao

oo (My(C), %) — (My(C),0)
A —  PAP7!

¢ um isomorfismo de anéis com involucao.
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Proposicao 3.1.5 Seja ¢ : (Ry,01) — (Rg,02) um isomorfismo de anéis com in-
volucao. Entao valem as sequintes propriedades:

(i) k € Ry~ se, e somente se, (k) € Ry~ .
(i1) u € Un(Ry) se, e somente se, P(u) € Un(Ry).
(iii) u € Un®(Ry) se, e somente se, ¥(u) € UnC(Ry).
Demonstracao: Para cada item provaremos apenas uma das implicagoes, a outra se

obtém aplicando a inversa de ).

(i) Seja k € R;~. Temos k7' = —k e, portanto, (k) = ¢(—k). Assim, como
¥ é uma isomorfismo de anéis com involugao, segue que

(V(K))7 = (k™) = =(k),
ou seja, (k) € Ry™.
(i1) Se u € Un(R,), entdo uu®* = 1 e assim
() (¥ (w)” = P(u)p(u™) = P(uu™) = P(1) = 1.
Logo, ¥(u) € Un(R).
(iii) Se u € UnC(R,), entdo u = ugy com k € Ry~ Logo ¢(k) € Ry~ e

v(u) = Plup) = (1 —k)1+k)7) = (@1 - k)1 +E)™
= (1=v(k)A+ (k)™ = uyw)-

Portanto, ¥ (u) € Un®(Ry). 0

3.2 Caracterizacao de involucoes

Iniciaremos esta secao com alguns exemplos de involugoes em anéis de ma-
trizes que nos permitirao entender melhor o comportamento de involugoes em anéis
M, (D), onde D é um anel de divisao.

Sejam o7 a involucao em M, (H) dada por

a b\ (a ¢
c d _gbd
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e 09, 03, 04 € 05 involugdes em My(C) dadas por
a b\” (a3 a b\” B a —c
c d S \20 d ) c d ~\=b d )’
a b\ _(a -¢ a b\7 _( d -b
c d S\ =b d ¢ c d \ —c a )’

onde ~ e " denotam, respectivamente, a involucao canoénica em H e a conjugacao
complexa em C.

Entao oy induz em H uma involucao ~ que coincide com a involugao canodnica
“em H e cada o0,,, com m = 2,3,4 e 5, induz em C uma involucdo ~, que é a
identidade quando m = 2,3 e 5 e coincide com a conjugacao complexa ~ no caso em
que m = 4. Além disso, para cada ~ assim definido, temos uma aplica¢ao 7, (com
Ty = T3 = T5) € podemos escrever:

om = Int(Cy,) o 7, para m=1,2,3e4, e o5 =1Int(S)o 75,

ondeC’1:<g (5)),02:<é Si),ngCz;:(é _01)652<_01 (1))

Ainda, os elementos da diagonal de C; sao fixados pela involugdo canonica em
H (que é a involu¢ao ~ induzida por o1), os elementos da diagonal de Cy e C3 sao
fixados pela identidade (que é a involugao ~ induzida por o9 e 03) e os da diagonal
de C} sao fixados pela conjugacao complexa (que é a involugao ~ induzida por ay).

Assim, 01, 09, 03 € 04 se enquadram no Exemplo 1.2.11 e o5 é a involucao do
Exemplo 1.2.12 quando K = C e n = 2. Em geral, a menos de isomorfismo de
anéis com involucao, toda involu¢do em M, (D) se enquadra em um destes dois
exemplos. Isto é o que nos informa o proximo resultado, cuja demonstracao pode
ser encontrada em [3].

Teorema 3.2.1 ([4], Lema 2.1) Sejam D um anel de divisio com centro Z(D) e
n um inteiro positivo. Suponhamos que M, (D) tenha uma involugao *. Entao uma,
e somente uma, das alternativas abairo ocorre:

(1) D tem uma involu¢io ~ induzida por % e existe uma matriz diagonal in-
vertivel C' = diag(cy, -+ ,¢,) € My(D), com ¢ = ¢; para todo i, tal que
(M, (D), ) = (M,(D),Int(C) o 7).

(11) D = Z(D) € comutativo, n = 2m e (M, (D),*) = (M,(D),Int(S) o 7), onde a
involucao ~ induzida por * € a involucao identidade em D, S = ( _01 é > el
¢ a identidade em M, (D).
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Observacao 3.2.2

Segue da demonstracao do teorema acima que existe P € M, (D) invertivel tal
que o automorfismo interno Int(P) é um isomorfismo de anéis com involugao de
(M, (D), *) sobre (M,(D),Int(C) o 7), no caso do item (i), e de (M,(D),*) sobre
(M,(D),Int(S) o 7), quando * se enquadra no item (7).

Observacao 3.2.3

Se * induz uma involugdo em D diferente da identidade ou se D # Z(D), entao
* se enquadra necessariamente no item (i) do Teorema 3.2.1.

Exemplo 3.2.4
Seja * a involucao em My (H) dada por

a0+a1i+a2j—|—a3k b0+b12+b2j+b3]€ *:
Co + Cl'i + ng +03k‘ d() + dli + dzj + dgk’

o do—dyi +dyj —dsk b+ byi + byj + bok
N —03+Cli+62j—00k‘ ao+a2i—a1j—a3k ’

para todo a,, b.,c.,d. € R com 1 <r < 4.

Como H # Z(H), segue da Observacao 3.2.3 que * se enquadra no item (i) do

Teorema 3.2.1. Agora, * = Int(U) o 7, onde U = < 0 é > e ~ é a involugdo em H

dada por

aop + a7 + CLQj + agk‘ = ag + ast + Cllj + Clgk-

Logo, * coincide com a involucao de mesmo nome vista no Exemplo 3.1.2 e,
portanto,
(My(H), %) = (Ma(H), Int(C') o 7),

onde C' ¢é a matriz identidade em My (H).

Exemplo 3.2.5

Sejam ~ a conjugagao complexa em C e % a involugdo em M, (C) dada por
o b\ [ d b
cd) \\—-¢ a
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Entao * se enquadra no item (i) do Teorema 3.2.1. De fato, % é a involucao de
mesmo nome vista no Exemplo 3.1.3, j4 que * = Int(U) o 7, onde U = ( ? _Oi )
Assim,

(Ma(C), %) = (M2(C), Int(C) o 7),
ondeC:(_o1 ?)

Exemplo 3.2.6

Seja * a involu¢ao em My (C) dada por

a1 Q12 Az aig bir bz biz bus
Q21 Q22 A23 A4 o ba1 by baz by
az1 Az a3z 0a34 B b31 b3a b3z b3y ’
ay1 Q42 A43 A44 bayr biz baz bas
onde
7| b | bs;
1 || 2a93 + asz + as3 || —2a91 + 2a90 — 4agy — azy + azp — 2a34 — a41 + a4 — 2044
2 —2a13 + a43 2a11 — 2a12 + 4a14 — aq1 + ag2 — 2a44
3 —ai3 ay; — a2 + 2ay4
4 —a13 — d23 a1 — 12 + 2a14 + a1 — A + 2a04
7| by; [ by
1| —2a93 + 2a24 — azz + azq — Qaz + Qaq || —20a92 + 4asz — azp + 2a33 — a2 + 2a43
2 2013 — 2014 — 43 + Q44 2019 — 4a13 — s + 2a43
3 13 — Q14 aja — 2a13
4 a13 — Q14 + Q23 — A2y a12 — 2a13 + A — 2a93

Temos que * se enquadra no item (i7) do Teorema 3.2.1. Com efeito, x é a
involu¢do de mesmo nome vista no Exemplo 3.1.4, ja que * = Int(U) o 7, onde

0 0 1 o0
0 0 -1 1 L. )
U=\ 2 1 o _, |e ¢aidentidade em C. Logo,
0 -1 2 o0

(My(C), %) = (My(C), Int(S) o 7),

0
1
0 .
0

OO O
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O fato de termos trabalhado no exemplo anterior com n = 4 (e ndo com n = 2,
como nos Exemplos 3.2.4 e 3.2.5) ndo foi ao acaso. De fato, se K é um corpo, para
se obter uma involucao em M, (K) que se enquadre no item (ii) do Teorema 3.2.1 e
nao coincida com Int(S) o 7, precisamos trabalhar com n par e maior que 2.

Proposicao 3.2.7 Sejam K um corpo e x uma involugao em My(K) que se en-
quadra no item (ii) do Teorema 3.2.1. Entao * = Int(S) o 7.

Demonstragao: Segue da Observagao 3.2.2 que existe P € My(K) invertivel tal que

oo (Ma(K), %) —  (Ma(K),Int(S) o 7)
A — PAP!

¢ um isomorfismo de anéis com involucao. Assim, como 1) preserva involugao, temos
PA P! = (A*) = Int(S)(v(A))" = S(PAPY) S =S(P ) A P"S™ 1,
para toda matriz A € My(K). Logo,
A" =P ISP Y ATPTSTIP = (PS(P YY) AT(PTLS(PTY)) L

Como 7 ¢é a involugdo transposta em My(K), entdo BSB™ = (det B)S, para toda
matriz B € My(K). Assim,

1

- 71: A‘r —1
derpn” AT

A* = (det(P~1)S) A" (det(P1)S) ! = det(P~1)SAT

para toda matriz A € My(K). E, portanto, * = Int(S) o 7. 0

Como toda involugdo em um corpo K é um automorfismo, podemos, uma vez
conhecidos os automorfismos de K, caracterizar todas as involugoes em M, (K).

Exemplo 3.2.8 Caracterizagdo das involugoes em M, (R)

Lembrando que a identidade é o tnico automorfismo de R, vemos que a tnica
involugao em R é a identidade. Portanto, se * é uma involugdo em M, (R), entao
a involucao ~ induzida por * é a identidade. Logo nossa involucao 7 é a aplicacao
transposta e segue do Teorema 3.2.1 que, a menos de isomorfismo de anéis com
involugao, * é da forma Int(S) o 7 ou Int(C) o 7, onde C' é uma matriz diagonal
invertivel em M, (R).
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Exemplo 3.2.9 Caracterizagio das involucées em M,(Q(v/d))

Seja d um inteiro positivo livre de quadrados. As tnicas involucoes em Q(\/E)
sao:

SEE Q(\/E) - Q(\/C_l) e & o @(\/C_Z) - Q(\/E)
a+bv/d — a+b/d a+bVd — a—b\/a,

pois todo automorfismo de Q(v/d) é a identidade em Q e leva v/d em £+/d.

Se * é uma involucdo em M, (Q(v/d)), entdo * induz em Q(v/d) uma involucio
~ que coincide com & ou &,.

e Se ~ é ainvolucao &1, entao 7 é a involucgao transposta e, a menos de isomorfismo
de anéis com involugao, * é da forma Int(S) o 7 ou Int(C') o 7, onde C' é uma matriz

diagonal invertivel em M, (Q(V/d)).

e Se ~ é a involugdo &, entdo 7 é dada por (a;; + bi;Vd)™ = (aj; — b;iV/d) e, a
menos de isomorfismo de anéis com involugao, * é da forma Int(C) o 7, onde C é
uma matriz diagonal invertivel em M, (Q(v/d)) cujas entradas sio fixadas por &,
isto é, pertencem a Q.

3.3 Produto de elementos Cayley unitarios

No capitulo anterior trabalhamos com elementos Cayley unitarios em uma algebra
de grupo K G munida da involugao canodnica e vimos que em QD, existe um ele-
mento unitario que nao é Cayley unitério (Proposi¢ao 2.4.7), nem o produto de dois
elementos Cayley unitarios de QD, (Exemplo 2.4.9).

Nesta secao veremos que o problema de determinar quando um elemento unitério
¢ um produto de dois elementos Cayley unitarios de M, (D) estd completamente
resolvido, quando este anel estd munido de uma involucao * e D é um anel de
divisao com caracteristica diferente de 2.

Observemos inicialmente que se * induz a identidade em D, entao D é um corpo,
ja que ab = (ab)* = b*a* = ba, para todo a,b € D. Assim, temos dois casos possiveis
para nossa involucao * em M, (D):

12 caso: * nao induz a identidade em D

2° caso: * induz a identidade em D e assim D = Z(D).
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Com o objetivo de demonstrar o Teorema 3.3.2, que trata do caso em que * induz
uma involucao em D diferente da identidade, consideremos o seguinte lema.

Lema 3.3.1 ([2], Lema 3) Seja D um anel de divisao e consideremos Hy,--- , Hy,
subconjuntos de D, cada qual contendo pelo menos dois elementos. FEntao para
qualquer A € M, (D), existe uma matriz diagonal H = diag(hy,--- ,hy,), com
hi € H; para i = 1,--+ ,n, tal que I — A — AH ¢ invertivel em M,(D), onde I
¢ a identidade em M, (D).

Demonstracao: Nossa prova serd por inducao sobre n. Primeiramente, consideremos
ocason = 1.

e Se A=0,entao I — A— AH = I para qualquer H € H; e a afirmacao vale
trivialmente.

eSe A#0, entdo [ — A— AH = 0 apenas se H = A~! — I. Como H,; contém
pelo menos dois elementos, existe H € H; com H # A~! — I e para este H temos
que I — A— AH # 0, isto é, [ — A — AH é invertivel em M, (D).

Agora assumamos que n > 1 e que a afirmagao vale para n — 1. Consideremos
A = (aij)i<ij<n € My(D) e seja A" € M,_1(D) a submatriz de A formada pelas
primeiras n — 1 linhas e n — 1 colunas de A, isto é, A" = (a;j)1<ij<n—1-

A1n
A/
A= &nfl,n
Apl *** Apn-1 Apon
Da hipétese de inducao segue que existe H' = diag(hy, -+ ,h,_1), com h; € H;,

i=1,---,n—1,tal que I' — A’ — A’H’ é invertivel em M,_1(D), onde I’ denota a
identidade em M,,_1(D). Mostraremos que I — A — AH é singular para no maximo
um elemento h, € H,, onde H = diag(hy,--- , hy).
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Suponhamos que h, € H, seja tal que

—CLln(l + hn)
I — A — AH .
[—A—AH = ~tn-1n(L + fin)
_an1(1+h1) _an,n—1(1+hn—1) 1 _an,n(1+hn)
seja singular.
Entao existe um vetor nao nulo v = (v, -+ ,v,) com entradas em D tal que
v(l —A— AH)=0. Seja v' = (v1,+ -+ ,v,_1). Mostraremos que, como v # 0, entao

v, # 0.
Suponhamos por absurdo que v, = 0. A multiplicacao de v pelas primeiras n — 1
colunas de I —A—AH nosda v'(I'—A'—A’'H') = 0 e, como a matriz I'— A'— A'H' é

invertivel em M,,_1(D), temos que v' = 0 e portanto v = 0, uma contradigdo. Assim
v, # 0.

O produto de v pelas primeiras n — 1 colunas de I — A — AH é
V(I'—= A = AH) —vp(an(1+hy), -+ yann—1(1 + hp_y)) = 0.
Logo
(v Mo, v o) = (@ (T+ )y a1 (14 hy ) (I — A — AH)) !
é determinado por hy,--- , h,_1 e as entradas de A.

O produto de v pela n-ésima coluna de I — A — AH é

Uy — Zviam(l + hy,) =0.
i=1

n
Como v, # 0, entao Z v, 7 0 e portanto
i=1

h, = (Z viam> vy, — 1= (Z (vn_lvz-)am> —1.

i=1 =1
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Assim, como (v, vy, -+, v, v,_1) é determinado por hy,--- ,h,_1 e as entradas
de A, entao h,, também o é. Portanto, I — A — AH ¢é singular para no maximo um

elemento h,, € H,, onde H = diag(hy,--- ,h,). Logo, como H,, contém mais de um
elemento, podemos escolher h,, € H,, tal que H = diag(hq,--- , h,) torna [ —A— AH
invertivel em M, (D). 0

Teorema 3.3.2 ([2], Teorema 1) Seja D um anel de divisao com caracteristica
diferente de 2. Suponhamos que R = M, (D) tenha uma involu¢ao * que induz uma
mvolugao em D diferente da identidade. Entao todo elemento unitdrio de R é um
produto de dois elementos Cayley unitdrios.

Demonstracao: Seja ~ a involugao induzida por *x em D. Entao ~ é diferente da
identidade e segue da Observacao 3.2.3 que * se enquadra no item (i) do Teorema
3.2.1. Em virtude da Proposicao 3.1.5, podemos supor que existem n elementos 7;’s
em D, com 7; = m; # 0, tais que

()" = (miazim; ™)
para toda matriz (a;;) € R.

Seja U uma matriz unitaria de R. Como a caracteristica de D ¢ diferente de 2,
podemos definir a matriz

1
A=-(I-U).
S - U)
Parai=1,--- ,n, seja

H;,={ma € D|a=—a}.

Como ~ nao é a identidade em D, existe b € D tal que b = ¢ # b. Assim, seja
a=>b—c#0. Temos que

G=b—c=b—-¢=c—b=—(b—c) = —a.

Como —a = —a = —(—a), m; # 0 para todo i = 1,--+ ,n e a caracteristica de D
é diferente de 2, entdo m;a e m;(—a) sdo dois elementos distintos em H;. Portanto
H; contém pelo menos dois elementos e do Lema 3.3.1 segue que existe uma matriz
diagonal H = diag(hq,--+ ,hy), com h; € H; parai=1,--- ,n, tal que I — A— AH
¢é invertivel em R.

Temos que H = (h;;) € R~. De fato, para cada i = 1,--- ,n, existe a; € D tal
que a; = —a; e h; = ma;. Assim,

e gy mhim T sej =
<m>—W@mj>_{mmfasw#i
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Agora,

1 1

T -1 _ = -1 _ __ ——__ -1 __ -1 __ _
Wihiﬂ'i = T;T;Q;T; = T;Q; T;T; = m(—ai)mm = —TT;Q; = —hl

LOgO (hlj)* = _(h’l])
Além disso, temos que I + H é invertivel em R, pois
I+ H =diag(1+ hy,---, 1+ hy)

el+h;=1+ma; # 0paratodoi=1---,n (ja que @ = —a; e T, = m; # 0).
Como ]
I—A—AHzé[(IJrU)—([—U)H]

¢ invertivel em R, entao (I +U)— (I —U)H é invertivel. Assim, como H € R~ com
I+ H invertivel em R e U € Un(R), segue da Proposigao 1.3.7 que U é um produto
de dois elementos Cayley unitarios de R. 0O

Trataremos agora do caso em que * induz a identidade em D e portanto D é um
corpo K.

Primeiramente notemos que se K é um corpo e % é uma involugdo em M, (K),
desde que Z(M,(K)) = K, entao * induz a identidade em K se, e somente se, * é
do primeiro tipo.

A fim de provarmos a préxima proposicao, consideremos o seguinte lema.

Lema 3.3.3 Sejam K um corpo e ¢ um automorfismo de M,(K) que fiza os ele-
mentos de K. Entao ¢ € um automorfismo interno.

Demonstracao: Segue dos comentarios feitos na primeira secao do Capitulo 1 que
K™ pode ser visto como um M, (K)-médulo com o produto induzido tanto pela
identidade (que é um automorfismo de M, (K)), como por ¢. Em ambos os ca-
sos concluimos do Exemplo 1.1.4 que o respectivo M, (K)-médulo é simples. Pela
Proposigao 1.1.8, esses dois M,,(K)-médulos sao isomorfos e, assim, existe um iso-
morfismo de M, (K)-médulos f: K™ — K" tal que

J(A-v) =0(A)- f(v),

para todov € K" e A € M,(K).

Agora, como ¢ fixa os elementos de K e p(I) = I, entao

flav) = f((al) -v) = p(al) - f(v) = ap(l)- f(v) =al - f(v) = af(v),
para todo a € K ev € K™
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Assim, f é uma transformagao linear bijetiva e, portanto, existe uma matriz C
invertivel tal que f(v) = C - v, para todo v € K". Logo,

C-(A-v) =p(4)-(C-v),

para todo v € K" e A € M,(K), o que implica que C' - A = p(A) - C, para toda
matriz A € M, (K). Portanto,

90(A> =C-A- C1_17
para toda matriz A € M, (K), isto é, ¢ = Int(C). 0
Na préxima proposicao e nos dois corolarios subseqiientes, estaremos considerando

R o anel de matrizes M, (K) sobre um corpo K munido de uma involu¢ao * do
primeiro tipo.

Proposicao 3.3.4 ([2], Lema 4) Para todo A € R temos que det A* = det A.

Demonstracao: Sejam A' a transposta da matriz A em R e ¢ a aplicacao de R em
R tal que p(A) = (A*)". Se A, B € R entéao, como * e t sao involugoes em R, temos
que ¢ é uma bijecao com p(A + B) = p(A) + ¢(B). Ainda,

p(AB) = ((AB)")" = (B"A")" = (A")(B")" = ¢(A)p(B).

Logo ¢ é um automorfismo de R. Além disso, como * e t sao do primeiro tipo, entao
¢ deixa os elementos centrais de R fixados. Desta forma, ¢ é um automorfismo de
R que fixa os elementos de K e, portanto, pelo lema anterior, existe uma matriz
invertivel C' € R tal que, para todo A € R, p(A) = CAC™!, isto é,

(A")f = CAC™,
Assim, A* = (C*)"1A'C" e, portanto,

det A* = (det C*) "' (det A")(det C*) = det A" = det A.

Corolario 3.3.5 ([2], Corolario 1) Se U € Un(R) entdo detU = +1.

Demonstracao: Seja U € Un(R). Como UU* = 1, entao segue da proposi¢ao
anterior que (det U)? = (det U)(det U*) = 1 e portanto det U = =+1. 0
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Corolario 3.3.6 ([2], Corolario 2) Se U € R é um produto de elementos Cayley
unitdrios entao det U = 1.

Demonstragio: Suponhamos que V € Un®(R), digamos V = (I — H)(I + H)™*
para algum H € R~ com [ + H invertivel em R. Desde que H = —H*, usando a
Proposicao 3.3.4, obtemos

detV = [det(I — H)][det(I + H)]™" = [det(] — H)][det(I — H)*]™*
= [det(] — H)][det(I — H)]' = 1.

Assim, todo elemento Cayley unitario de R possui determinante 1. SeU = U; --- U,,
com U; € Un®(R) parai=1,--- 7, entdo

detU = (det Uy) - - - (det U,.) = 1.

O corolario anterior nos permite concluir que se * ¢ uma involu¢ao do primeiro
tipo em M, (K), entdo apenas as matrizes unitarias de determinante 1 podem ser
expressas como um produto de elementos Cayley unitarios. O préximo exemplo
mostra que nem toda matriz unitaria de determinante 1 pode ser assim expressa.

Exemplo 3.3.7 Matriz unitdaria de determinante 1 que nao pode ser expressa como
um produto de elementos Cayley unitdrios

Sejam K = {—1,0,1} um corpo com trés elementos e R = My(K) com uma

involucao * definida por
a b\’ _ a —c
cd/) \—-b d )’

Os elementos anti-simétricos de R sao todos da forma < 2 o ), onde a € K. Logo

e {(00) () (0 )

O tnico elemento de R~ com a propriedade de ser invertivel quando somado a

identidade é ( 8 8 ) Logo, < (1) (1) > é o unico elemento Cayley unitario de R.

Agora, ( _01 31 > € Un(R) nao é um produto de elementos Cayley unitérios de
R, embora tenha determinante 1.
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Na verdade, este é o inico exemplo de matriz unitaria de determinante 1 que nao
¢ um produto de elementos Cayley unitarios, conforme garante o seguinte resultado
de C. Chuang e P. Lee.

Teorema 3.3.8 ([2], Teorema 2) Seja K um corpo de caracteristica diferente de
2. Suponhamos que R = M, (K) tenha uma involugcio * do primeiro tipo. Entdo
qualquer elemento unitario de R com determinante 1 é um produto de dois elementos
Cayley unitdrios, exceto quando K € um corpo com trés elementos, n =2 e x € a

mwvolugao dada por < Z Z ) = ( ,ab _dc >

Exemplo 3.3.9 FElementos Cayley unitdrios de My(K)

Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2 e * a involugao transposta em

R = M,(K), isto é,
a b\ _(a ¢\
c d ~\b d

R:{( 0 g);aeK} e Un(R)= A, UA,,

Entao

—Q

onde
./4 b - q? b2 1 A b - a? b2 —1
1= b y a + = (§ 9 = b ,a + = .

Seja o € K tal que 1+ o? # 0. O elemento Cayley unitdrio obtido a partir de

m=(5%0)¢
10 0 « 10 0 o)\l
o = (o 4) = (% )HCo 1)+ (5 5)]
B 1 —« 1 « _1_ 1 1 —« 1 —a
N <a 1)(—04 1) _1+a2(a 1)(a 1)
B 1 1—-a®> —2a
o 1-1-@2( 20 1—042)~
i) = {1 ) 1t o)

Segue do Corolario 3.3.6 que os elementos de Un(R) que sao produtos de Cayley
unitéarios estao todos contidos em A; e do Teorema 3.3.8 concluimos que, na verdade,
todos os elementos de A; sdao produtos de dois elementos Cayley unitarios.
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Se A= ( B ) € Ay, entdo A = Uy Uppr), com

_ 0 1 r_ 0 _1%
H_(_l())e]—[_(i 0 ), seb#1

1-b

H:<0 _1>eH’:< Oa 1_+b), se b —1.
1 0 —% 0

De fato, se b # 1, entao

Ui — 0 -1 U — 1 (1-0)2—a* 2a(1-0) .
M=\1 0 )" T 0 212\ —2(1-b) (1-b?2+a?
Como a® +b? =1, entdo (1 —b)? —a? = =2b(1 —b) e (1 —b)?> +a® = 2(1 = b). Logo
Uy = ( :2 . > e, portanto,

0 —1 -b a a b
U[H]U[H'1:<1 O)(—a —b>:<—b a):A'

Analogamente temos o caso em que b # —1.
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Consideracoes Finais

Considerando K uma extensao real de Q, a € K e z um elemento de ordem finita
de um grupo G, o Teorema 2.4.1 nos permite caracterizar todos os elementos Cayley
unitarios da algebra de grupo K G, munida da involugao canonica, obtidos a partir
de um elemento anti-simétrico da forma a(z—z~'). Assim, quando G é um grupo tal
que o K-médulo KG™~ possui um unico gerador, podemos utilizar este teorema para
caracterizar todo o conjunto Un®(KG). Essencialmente fizemos isto para K = Q
nos Exemplos 2.4.2, 2.4.3 e 2.4.4, quando G = (5, S5 e (Y4, respectivamente.

Agora, para G = C5 = (x), temos que
KCy~ = {al(:c — ") +as(2® —2%); a1,a5 € K}

e assim o Teorema 2.4.1 caracteriza apenas os elementos Cayley unitarios de K C5 tais
que a; = 0 ou ag = 0. Calculos computacionais nos permitem concluir, conforme
visto no Exemplo 2.4.6, que existe o inverso de 1 + ay(z — 2?) + az(2® — 2?) em
K5 para todo ap,a3 € K e ainda nos dao o elemento Cayley unitario up) para
k= ai(z — 2') + az(x® — 2?). Ou seja, caracterizamos completamente o conjunto
UnC (KCs).

Calculos semelhantes podem ser feitos para C; = (x) e obtemos uma expressao

geral para o inverso de 1+ a;(z — 2°%) + az(2® — 2*) + a5 (z° — 2?) em KC; em fungao

de parametros oy, asz, a5 € K.
Isto sugere que em geral para C, = (), com p primo impar, temos que
T+ag(r—a" ") +ag(@® — 2?3 + -+ ap o(2P72 — 2?)

¢ invertivel em KC,. E assim, o elemento Cayley unitario uy) pode ser construido
para
k=oai(z— 2P +as(@® —2P) +-- -+ ozp_g(:pp_2 — ).
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E importante salientar que, embora os Teoremas 2.3.1 e 2.4.1 tenham sido enun-
ciados e provados no caso em que K é uma extensao real de Q, eles sao verdadeiros
para qualquer corpo K tal que G,41 + o?G,_; — a™(1 + (=1)") seja diferente de
zero para todon > 2 e a € K. Em particular, se G é um grupo finito de ordem
m > 2, basta observar se G,,,1 + a*G,_1 — a™(1 + (—=1)") é diferente de zero para
todo a € K e para todo n tal que 2 <n < m e n divide m.

Por exemplo, se G é um grupo de ordem 20, entao, conforme veremos a seguir,
os Teoremas 2.3.1 e 2.4.1 sao verdadeiros também para a extensao nao real de QQ
dada por Q(i\/a), onde d > 1 é um inteiro positivo livre de quadrados.

Exemplo

Seja G um grupo de ordem m = 20. Entao os divisores de m maiores que 2 sao
4,5, 10 e 20. Agora,

n G+ 0?Groy —a”(1+ (=1)")

4 1+ 4a?

5 1+ 502 + 5at

10 (14 5a? 4 5at)?

20 || (1+40®)(1+ 302 + a*)?(1 + 5a® + 5at)?

Consideremos, entao, os polinomios na varidvel o dados por 1+4a2, 1+ 502+ 5a*
e 1+ 3a® + at. Temos:

Polinomio Raizes em C

1+ 402 +1

1+ 502+ 50t || £iy/&(5+V5)
1+3a®+a* | +iy/3(3£V5)

Assim, se K = Q(Z\/E) onde d > 1 é um inteiro positivo livre de quadrados,
segue que Gy + a*G,_1 — a™(1 + (—1)") é diferente de zero para todo a € K e
para todo n tal que 2 < n < 20 e n divide 20. Logo, valem os Teoremas 2.3.1 e 2.4.1
para tal grupo G e tal corpo K.
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Antes de finalizar, observemos que, na Secao 1 do Capitulo 3, vimos trés exemplos
de isomorfismos de anéis de matrizes com involucao. Em todos eles consideramos
uma involugao ~ em um anel de divisdo D e duas involugoes em M, (D), a saber

x =Int(U)o 7 e o =Int(V)o 7,

onde U é uma matriz invertivel em M, (D) tal que UT = +U e

e No Exemplo 3.1.2, V é a matriz identidade

e No Exemplo 3.1.3, V' é uma matriz C' diagonal invertivel cujas entradas sao
fixadas pela involugao ~

e No Exemplo 3.1.4, V é a matriz S = ( _01 é ), onde [ é a identidade em
M, (C).

Além disso, o isomorfismo considerado era sempre um automorfismo interno
Int(P), onde P é uma matriz invertivel em M, (D) tal que PU =V (P~1)".

Embora possa parecer que as involucgoes * e o e os isomorfismos de anéis de
matrizes com involugao definidos como acima sao um tanto quanto particulares, eles
na verdade dao conta de toda a caracterizacao feita no Teorema 3.2.1.

De fato, conforme podemos verificar em [3], dada uma involugao * em M, (D),
existe uma matriz invertivel U € M, (D) e uma involu¢do ~ induzida por * em D
tal que

« =Int(U)o 7 e U ==U,

sendo que a alternativa U™ = —U ¢ considerada apenas no caso em que n é par, ~
¢ a identidade e D é um corpo.

Ainda, o isomorfismo de anéis com involucao que nos permite caracterizar * é
na verdade um automorfismo interno Int(P), onde P é uma matriz invertivel em
M, (D) tal que

e No caso em que U™ = U: PU = C(P~!)" para alguma matriz C' diagonal
invertivel cujas entradas sao fixadas pela involucao ~

e No caso em que n = 2m, ~— € a identidade, D é um corpo e U™ = —U:
PU =8(P7!) com S = ( ! ), onde I é a identidade em M,,(D).
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