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son e Rogério.
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3 DEMONSTRAÇÃO DOS PRINCIPAIS RESULTADOS 29
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A SIMETRIZAÇÃO DE SCHWARZ 41
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RESUMO

Neste trabalho, determinamos uma estimativa ótima do semigrupo do

calor em Rn a partir da desigualdade de Sobolev logaŕıtmica ótima, e encon-

tramos algumas funções extremais para a melhor constante nesta estimativa.

Primeiramente, determinamos a melhor constante C0 tal que a desigualdade

‖u‖r ≤ C0‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q

é válida para toda função u ∈ C∞
c (Rn), onde n > 2, 2 < q ≤ 2(n−1)

n−2
,

r = 2(q − 1) e θ = n(q−2)
(q−1)(2n−(n−2)q)

. Como consequência deste resultado,

mostramos que para toda função u ∈ W 1, 2 (Rn) com
∫

Rn |u|2dx = 1,∫
Rn

|u|2 log |u|dx ≤ n

4
log

(
2

πne

∫
Rn

|∇u|2dx
)
,

e que esta desigualdade é ótima. Como aplicação desta última, determinamos

uma estimativa ótima para o semigrupo do calor. Precisamente, para toda

função u ∈ Lq (Rn),

‖et4u‖p ≤ (CqCp′)
n (4πtl)−

n
2l ‖u‖q

onde 1 < q < p < ∞, t > 0, 1
p

+ 1
p′

= 1, 1
l

= 1
q
− 1

p
, Cp =

(
p1/p

(p′)1/p′

)1/2

e(
et4)

t≥1
é o semigrupo do calor. Além disso, a igualdade ocorre para

u(x) = α

(
πq′

tl

)−n
2

e−
q′
4tl
|x−x|2 ,

onde α > 0 e x ∈ Rn.
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ABSTRACT

In this work, we find an optimal estimate for the heat-diffusion semigroup

on Rn by using the optimal logarithmic Sobolev inequality, and we also find

some extremal functions for the best constant in this estimate. At first, we

obtain the best constant C0 such that for all u ∈ C∞
c (Rn),

‖u‖r ≤ C0‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q ,

where n > 2, 2 < q ≤ 2(n−1)
n−2

, r = 2(q − 1) and θ = n(q−2)
(q−1)(2n−(n−2)q)

. Next, we

prove that for any function u ∈ W 1, 2 (Rn) with
∫

Rn |u|2dx = 1,∫
Rn

|u|2 log |u|dx ≤ n

4
log

(
2

πne

∫
Rn

|∇u|2dx
)
,

and that this inequality is sharp. From this last inequality, we determine an

optimal estimate for the heat-diffusion semigroup. Precisely, for any function

u ∈ Lq (Rn),

‖et4u‖p ≤ (CqCp′)
n (4πtl)−

n
2l ‖u‖q,

where 1 < q < p < ∞, t > 0, 1
p

+ 1
p′

= 1, 1
l

= 1
q
− 1

p
, Cp =

(
p1/p

(p′)1/p′

)1/2

and(
et4)

t≥1
is the heat-diffusion semigroup. Moreover, equality holds for

u(x) = α

(
πq′

tl

)−n
2

e−
q′
4tl
|x−x|2 ,

where α > 0 and x ∈ Rn.
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NOTAÇÕES

A seguir e ao longo desta dissertação adotaremos as seguintes notações:

• C∞c (Rn) denota o espaço das funções suaves com suporte compacto em

Rn.

• D1, p (Rn) :=
{
u ∈ Lp∗ (Rn) : ∂u

∂xi
∈ Lp (Rn) , ∀i = 1, ..., n

}
, p 6= n, onde

p∗ = np
n−p

.

• ‖u‖p :=
(∫

Rn |u(x)|pdx
) 1

p .

•W 1, p (Rn) = D1, p (Rn)∩Lp (Rn) é o espaço de Sobolev com a norma ‖.‖W 1, p

definida por ‖u‖W 1, p = ‖u‖p +
n∑

i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
p
.

• D2, q (Rn) = D1, 2 (Rn) ∩ Lq (Rn) é o espaço de Banach com a norma ‖.‖2, q

definida por ‖u‖2, q = ‖∇u‖2 + ‖u‖q.

• Γ(x) :=
∫∞

0
tx−1e−tdt , para x > 0, é a função gama.

7



Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO E

PRINCIPAIS RESULTADOS

Os espaços de Sobolev representam um papel central na teoria das equações

diferenciais parciais - EDP’s (veja, por exemplo, [8] e [10]). Os teoremas de

imersão destes espaços em espaços de Lebesgue se traduzem em desigual-

dades ditas desigualdades de Sobolev. Estas desigualdades são fundamentais

na aplicação da análise funcional linear e não-linear à teoria das EDP’s. Elas

também estão relacionadas com um grande número de outras desigualdades

tais como as desigualdades de Nash, as desigualdades de Moser e as de-

sigualdades de Sobolev logaŕıtmicas. As primeiras idéias sobre desigualdades

de Sobolev foram introduzidas por S. L. Sobolev [18] no final dos anos 30.

Mais tarde outros matemáticos trabalharam neste campo, especialmente E.

Gagliardo [9] e L. Nirenberg [16] nos anos 50. Estes últimos estabeleceram

desigualdades mais gerais conhecidas hoje como desigualdades de Gagliardo-

Nirenberg-Sobolev as quais estendem a desigualdade clássica de Sobolev. O

estudo de desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev ótimas teve ińıcio

em [3] motivado pelo problema de Yamabe, famoso problema da geometria.
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Posteriormente, vários trabalhos trataram desta questão tais como [4], [20]

e [13]. Desigualdades de Sobolev ótimas são utilizadas em estimativas de

ńıveis cŕıticos de certos funcionais de energia. Uma aplicação importante

das desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev ótimas é uma estimativa

ótima do semigrupo do calor.

1.1 Generalidades

Nesta seção, apresentamos algumas noções básicas visando uma boa com-

preensão desta dissertação. Destacamos, entre outras, as desigualdades do

tipo Gagliardo-Nirenberg-Sobolev e as desigualdades de Sobolev logaŕıtmicas.

Vamos ver, através de alguns exemplos, porque é importante estudar as me-

lhores constantes em desigualdades funcionais. Também, definimos o semi-

grupo gerado pelo núcleo do calor em Rn.

1.1.1 Desigualdades de Sobolev

Seja p ≥ 1. Denotemos por Lp (Rn) o espaço das funções p-integráveis munido

da norma

‖u‖p =

(∫
Rn

|u|pdx
) 1

p

em relação a medida de Lebesgue sobre Rn. Uma função u ∈ Lp (Rn) possui

uma i-ésima derivada fraca se existe uma função mensurável gi tal que, para

toda função ϕ ∈ C∞c (Rn), tem-se∫
Rn

u
∂ϕ

∂xi

dx = −
∫

Rn

giϕdx .

Quando gi existe, gi está unicamente determinada fora de conjuntos de me-

dida de Lebesgue nula. Assim, denotamos gi = ∂u
∂xi

e ∇u =
(

∂u
∂x1
, ..., ∂u

∂xn

)
. O
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espaço de Sobolev D1, p (Rn) é definido por

D1, p (Rn) =

{
u ∈ Lp∗ (Rn) : ∃ ∂u

∂xi

e
∂u

∂xi

∈ Lp (Rn) , ∀ i = 1, ..., n

}
,

onde p 6= n e p∗ = np
n−p

. O espaço de Sobolev D1, p (Rn) munido da norma

‖.‖D1, p , definida por

‖u‖D1, p = ‖∇u‖p ,

é um espaço de Banach. De acordo com o teorema de imersão de Sobolev,

D1, p (Rn) ↪→ Lp∗ (Rn) continuamente. Assim, existe uma constante positiva

C tal que, para todo u ∈ D1, p (Rn), tem-se

‖u‖p∗ ≤ C‖∇u‖p .(1.1)

Esta desigualdade está relacionada com um grande número de outras de-

sigualdades. Em particular, quando p = 2, temos a desigualdade de Nash

fraca

‖u‖1+ 2
n

2 ≤ C‖∇u‖2‖u‖
2
n
1(1.2)

para todo u ∈ W 1, 2 (Rn) = D1, 2 (Rn) ∩ L2 (Rn). Para verificar (1.2) basta

usar (1.1) e a desigualdade de interpolação de Hölder

‖u‖2 ≤ ‖u‖θ
2∗‖u‖1−θ

1 ,

onde 1
2

= θ
2∗

+ 1− θ. A desigualdade (1.2) foi utilizada por J. Nash em [15]

na obtenção de estimativas a priori para equações eĺıpticas e parabólicas.

Posteriormente, J. Moser [14] utilizou a desigualdade

‖u‖1+ 2
n

2(1+ 2
n

)
≤ C‖∇u‖2‖u‖

2
n
2(1.3)

que segue de (1.1) e da desigualdade de Hölder, uma vez que 2 < 2(1 +

2
n
) < 2∗ para n > 2. É interessante registrar que as desigualdades (1.1)

para p = 2, (1.2) e (1.3) são equivalentes, veja [5]. As desigualdades que

focalizaremos nesta dissertação são desigualdades que estendem (1.1), (1.2)

e (1.3), conhecidas como desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.
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1.1.2 Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Usando a desigualdade de Hölder e a desigualdade de Sobolev, obtemos:

Teorema 1.1. Sejam 1 ≤ p < n, 1 ≤ s < ∞ e 0 ≤ θ ≤ 1. Existe uma

constante positiva C tal que para todo u ∈ D1, p (Rn) ∩ Ls (Rn),

‖u‖q ≤ C‖u‖1−θ
s ‖∇u‖θ

p(1.4)

onde 1
q

= θ
(

1
p
− 1

n

)
+ 1−θ

s
.

Este resultado foi demonstrado, independentemente, por E. Gagliardo

e L. Nirenbeg, e usado no estudo das equações diferenciais eĺıpticas. Ob-

serve que, quando θ = 1, temos a desigualdade de Sobolev (1.1). Por isso,

desigualdades do tipo (1.4) são denominadas desigualdades de Gagliardo-

Nirenberg-Sobolev. Note também que (1.4) generaliza (1.2) e (1.3). Das

desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev derivamos as desigualdades

de Sobolev logaŕıtmicas.

1.1.3 Desigualdades de Sobolev logaŕıtmicas

Sejam 1 ≤ p < n e p ≤ s ≤ p∗. Da desigualdade de Hölder, segue que para

todo u ∈ W 1, p (Rn) \{0}

‖u‖s ≤ ‖u‖θ
p‖u‖1−θ

p∗

com θ = p(p∗−s)
s(p∗−p)

. Tomando o logaŕıtmo em ambos os lados desta desigualdade

segue que

log

(
‖u‖s

‖u‖p

)
+ (θ − 1) log

(
‖u‖p∗

‖u‖p

)
≤ 0 .

Defina g(s) = log
(
‖u‖s

‖u‖p

)
+ (θ − 1) log

(
‖u‖p∗

‖u‖p

)
em [p, p∗]. Observando que

g(p) = 0 e g(s) ≤ 0, ∀s ∈ [p, p∗], encontramos

d

ds
log

(
‖u‖s

‖u‖p

) ∣∣∣∣
s=p

− p∗

p(p∗ − p)
log

(
‖u‖p∗

‖u‖p

)
≤ 0 .
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Como d
ds

log
(
‖u‖s

‖u‖p

) ∣∣∣∣
s=p

= 1
p

∫
Rn

|u|p
‖u‖p

p
log
(

|u|
‖u‖p

)
dx (veja apêndice B), temos

que∫
Rn

|u|p log

(
|u|
‖u‖p

)
dx ≤

p∗‖u‖p
p

p∗ − p
log

(
‖u‖p∗

‖u‖p

)
=
n‖u‖p

p

p
log

(
‖u‖p∗

‖u‖p

)
.

Dáı, para todo u ∈ W 1, p (Rn) \{0} com ‖u‖p = 1, temos
∫

Rn |u|p log (|u|) dx ≤
n
p

log (‖u‖p∗). Assim, da desigualdade de Sobolev, encontramos∫
Rn

|u|p log (|u|) dx ≤ n

p2
log

(
C

∫
Rn

|∇u|pdx
)
,(1.5)

para todo u ∈ W 1, p (Rn) com ‖u‖p = 1. Desigualdades do tipo (1.5) são

denominadas de desigualdades de Sobolev logaŕıtmicas.

Observação 1.1. Podemos também obter a desigualdade (1.5) usando as

desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev. Basta colocar s = p e fazer θ

tender a zero em (1.4).

A desigualdade de Sobolev logaŕıtmica, publicada por L. Gross [11] em

1976 afirma que, para qualquer função u ∈ C1 (Rn), tem-se∫
Rn

|u|2 log |u|dµn(x) ≤ ‖∇u‖2 + ‖u‖2 log ‖u‖ ,

onde dµn(x) é a medida Gaussiana

dµn(x) = (2π)−
n
2 e−|x|

2/2dx

e ‖.‖ denota a norma sobre o espaço de Hilbert L2 (Rn, dµn(x)),

‖u‖2 =

∫
Rn

|u|2dµn(x) .

Se ‖u‖ = 1, ∫
Rn

|u|2 log |u|dµn(x) ≤ ‖∇u‖2 .
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Esta desigualdade tem importantes aplicações na teoria dos campos de quan-

tum. Ela é equivalente a desigualdade (1.5) no caso p = 2 e C = 2
πne

. Na

mecânica estat́ıstica, por exemplo, a desigualdade de Sobolev logaŕıtmica

aparece como uma ferramenta de grande utilidade, veja [19]. Neste trabalho,

vamos encontrar a melhor constante e algumas funções extremais para a de-

sigualdade de Sobolev logaŕıtmica (1.5) no caso p = 2, e usaremos estes

resultados para encontrar uma estimativa ótima para o semigrupo do calor

em Rn. Vejamos, então, a noção de semigrupo do calor.

1.1.4 Semigrupo do calor em Rn

O semigrupo do calor em Rn é a famı́lia de operadores
(
et4)

t≥0
definidos da

seguinte maneira: (
e04u

)
(x) = u(x)

e (
et4u

)
(x) =

1

(4πt)
n
2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t u(y)dy, t > 0 .

Podemos verificar que o semigrupo do calor satisfaz:

a) e04u = u;

b) e(t+s)4 = et4 ◦ es4, ∀t, s ≥ 0.

O semigrupo do calor está intimamente ligado à equação do calor

∂tu−4u = 0 em Rn × (0,∞)

u(x, 0) = f(x) sobre Rn .

Precisamente, temos:

Teorema 1.2. Seja f ∈ Lp (Rn), 1 ≤ p <∞. Então

u(x, t) =
(
et4f

)
(x)

13



satisfaz

∂tu−4u = 0 em Rn × (0,∞) .

Se f é limitada e cont́ınua então u é cont́ınua sobre Rn × [0,∞) e u(x, 0) =

f(x). Além disso, u(., t) converge para f na norma ‖.‖p quando t→ 0.

Neste trabalho, vamos encontrar uma estimativa ótima para o semigrupo

do calor como uma aplicação de Lq (Rn) em Lp (Rn), 1 < q < p <∞.

1.1.5 Desigualdades ótimas

Muitos problemas da análise matemática têm suas origens na geometria e na

f́ısica. Como um exemplo temos o importante problema de Yamabe da ge-

ometria diferencial. Yamabe procurou mostrar que sobre uma variedade Rie-

manniana compacta (Mn, g) de dimensão n ≥ 3 sempre existe uma métrica

com curvatura escalar constante. Este é um problema de geometria que pode

ser transformado num problema de EDP eĺıptica não-linear. Para solucionar-

mos alguns desses problemas, procuramos resolver problemas de minimização

associados nos quais estão envolvidas as desigualdades de Sobolev ótimas.

Assim, interessa-nos encontrar funções extremais e assim explicitar as me-

lhores constantes para tais desigualdades. Tornemos isso mais preciso. Sejam

E e F espaços de Banach e T : E → F uma trasformação linear cont́ınua.

Assim, existe uma constante positiva C tal que

‖Tu‖F ≤ C‖u‖E , ∀u ∈ E .

Seja C0 a menor constante positiva tal que ‖Tu‖F ≤ C0‖u‖E , ∀u ∈ E. Duas

perguntas que surgem são as seguintes:

a) Existe u ∈ E tal que ‖Tu‖F = C0‖u‖E ?

b) Qual a forma expĺıcita da melhor constante C0?

14



A primeira questão é equivalente ao problema de minimização

C−1
1 = inf {‖u‖E : u ∈ E e ‖Tu‖F = 1} .

De fato, se este ı́nfimo é atingido para algum u1 ∈ E com ‖Tu1‖F = 1, então

‖Tu1‖F = C1‖u1‖E e C0 = C1.

Reciprocamente, se u1 ∈ E satisfaz ‖Tu1‖F = C0‖u1‖E então

C−1
0 = inf {‖u‖E : u ∈ E e ‖Tu‖F = 1} .

No caso em que E = D1 ,p (Rn) e F = Lp∗ (Rn), 1 ≤ p < n, temos

‖u‖p∗ ≤ C0‖∇u‖p , ∀u ∈ D1 ,p (Rn) .

Assim, o problema de minimização associado é

inf

{∫
Rn

|∇u|pdx : u ∈ D1, p (Rn) e

∫
Rn

|u|p∗dx = 1

}
.

Se existe u ∈ E tal que ‖Tu‖F = C0‖u‖E, podemos responder a segunda

questão colocando C0 = ‖Tu‖F

‖u‖E
.

As primeiras contribuições neste assunto foram dadas por T. Aubin [4] e

G. Talenti [20]. Eles provaram, independentemente, o seguinte teorema:

Teorema 1.3. Sejam 1 ≤ p < n e p∗ = np
n−p

. Então:

a) Para todo u ∈ D1, p (Rn),

‖u‖p∗ ≤ K(n, p)‖∇u‖p(1.6)

onde K(n, p) = π−
1
2n−

1
p

(
p− 1

n− p

)1− 1
p

 Γ
(
1 + n

2

)
Γ(n)

Γ
(

n
p

)
Γ
(
1 + n− n

p

)
 1

n

15



para 1 < p < n, e K(n, 1) = (Γ(1+n/2))
1
n

n
√

π
.

b) K(n, p) é a melhor constante em (1.6) e, para 1 < p < n, tem-se igualdade

em (1.6) se, e somente se, u tem a forma

u(x) =
(
a+ b|x|

p
p−1

)1−n
p
,

onde a e b são constantes positivas.

Como as desigualdades de Sobolev são um caso particular das desigual-

dades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, é natural estudarmos as melhores

constantes para as desigualdades do tipo Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.

1.1.6 Organização da dissertação

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de melhores constantes de uma

classe de desigualdes de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev e da estimativa ótima

para o semigrupo do calor em Rn. Precisamente, estamos interessados em

explicitar a melhor constante C0 tal que a desigualdade

‖u‖r ≤ C0‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q(1.7)

seja válida para toda função u ∈ D2, q (Rn) (veja notações), onde n > 2,

2 < q ≤ 2(n−1)
n−2

, r = 2(q − 1) e θ = n(q−2)
(q−1)(2n−(n−2)q)

.

Em 2003, Del Pino e Dolbeault [7] mostraram que as funções extremais

para (1.7) são da forma

u(x) = α
(
1 + β|x− x|2

)− 1
q−2 ,∀x ∈ Rn,

onde α ∈ R, β > 0, x ∈ Rn, e que

C0 =

(
q − 2

2
√
π

)θ (
2q

n(q − 2)

) θ
2
(
δ

2q

) 1
r

 Γ
(

q
q−2

)
Γ
(

δ
2(q−2)

)


θ
n

.
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Como consequência deste resultado, eles mostraram que para toda função

u ∈ W 1, 2 (Rn) com
∫

Rn |u|2dx = 1,∫
Rn

|u|2 log |u|dx ≤ n

4
log

(
2

πne

∫
Rn

|∇u|2dx
)

e que esta desigualdade é ótima. Como aplicação desta última desigualdade

temos a estimativa ótima para o semigrupo do calor: para toda função u ∈

Lq (Rn),

‖et4u‖p ≤ (CqCp′)
n (4πtl)−

n
2l ‖u‖q

onde 1 < q < p < ∞, t > 0, 1
p

+ 1
p′

= 1, 1
l

= 1
q
− 1

p
, Cp =

(
p1/p

(p′)1/p′

)1/2

e(
et4)

t≥1
é o semigrupo do calor.

Esta dissertação está organizada da seguinte maneira:

No caṕıtulo 2, vamos encontrar as constantes ótimas de uma famı́lia de de-

sigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev que interpola de maneira ótima

a desigualdade clássica de Sobolev e a desigualdade de Sobolev logaŕıtmica.

Para isso vamos definir um funcional J no espaço D2, q (Rn) o qual assume

um mı́nimo sobre um conjunto admisśıvel escolhido apropriadamente e usare-

mos métodos variacionais e concentração de compacidade para encontrarmos

funções extremais. Finalizamos este caṕıtulo explicitando a melhor constante

usando as propriedades da função Gama.

No caṕıtulo 3, faremos algumas aplicações do resultado demonstrado no

caṕıtulo 2. Encontraremos funções extremais para a desigualdade logaŕıtmica

de Sobolev e apresentaremos uma estimativa ótima para o semigrupo do calor

em Rn.

No apêndice A, apresentamos alguns resultados sobre simetrização de Schwarz.

Usando a simetrização de Schwarz mostramos que o mı́nimo do funcional J

é uma função radialmente simétrica e não-crescente.

Finalmente, demonstramos no apêndice B uma fórmula de diferenciação

muito usada no Caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 2

DESIGUALDADE DE

GAGLIARDO-NIRENBERG-

SOBOLEV

ÓTIMA

Neste caṕıtulo, estabeleceremos a validade de uma famı́lia de desigualdades

ótimas de Gagliardo-Nirenbeg-Sobolev. Para isto, utilizaremos métodos varia-

cionais, simetrização de Schwarz, unicidade de soluções radiais para equações

quasilineares e um importante lema de concentração de compacidade devido

a Strauss.

Denotemos por D2, q (Rn), q > 1, o espaço D1, 2 (Rn)∩Lq (Rn) munido da

norma ‖.‖2, q definida por ‖u‖2, q = ‖∇u‖2 + ‖u‖q. Este espaço é um espaço

de Banach reflexivo. De fato, seja n > 2 e 2∗ = 2n
n−2

. O espaço

D1, 2 (Rn) =
{
u ∈ L2∗ (Rn) : ∇u ∈ L2 (Rn)

}
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com o produto interno ∫
Rn

∇u.∇vdx

e a norma correspondente (∫
Rn

|∇u|2dx
)1/2

é um espaço de Hilbert. Sendo D1, 2 (Rn) um espaço de Hilbert, D1, 2 (Rn) é

reflexivo. Assim, notando que T : D2, q (Rn) → D1, 2 (Rn)×Lq (Rn) dada por

T (u) = (u, u) é uma isometria de D2, q (Rn) sobre T (D2, q (Rn)), temos que

D2, q (Rn) é reflexivo.

Observação 2.1. Seja u ∈ W 1, 2 (Rn). Então u ∈ D2, q (Rn) para todo q ∈

[2, 2∗]. De fato, se q ∈ [2, 2∗] então

‖u‖q ≤ C‖u‖W 1, 2 , ∀u ∈ W 1, 2 (Rn) .

Assim, existe uma sequência (uk)k≥1 em C∞c (Rn) tal que

‖uk − u‖2 → 0 , ‖∇uk −∇u‖2 → 0 e ‖uk − u‖q → 0 .

Donde, ‖uk − u‖2, q → 0 e, consequentemente, u ∈ D2, q (Rn).

O principal resultado deste caṕıtulo é:

Teorema 2.1. Sejam n > 2 e 2 < q ≤ 2(n−1)
n−2

. Então para todo u ∈ D2, q (Rn),

tem-se

‖u‖r ≤ C(n, q)‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q(2.1)

onde r = 2(q − 1) e θ = n(q−2)
(q−1)(2n−(n−2)q)

. Além disso, colocando δ = 2n −

q(n− 2) > 0 , a constante ótima C(n, q) tem a forma expĺıcita

C(n, q) =

(
q − 2

2
√
π

)θ (
2q

n(q − 2)

) θ
2
(
δ

2q

) 1
r

 Γ
(

q
q−2

)
Γ
(

δ
2(q−2)

)


θ
n
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e, para α ∈ R, β > 0, x ∈ Rn,

u(x) = α
(
1 + β|x− x|2

)− 1
q−2

é função extremal.

Observe que quando q = 2(n−1)
n−2

temos θ = 1, r = 2n
n−2

= 2∗ e, de

(2.1), obtemos a desigualdade clássica de Sobolev na sua forma ótima com

a sua constante ótima C(n, q) = K(n, 2). Sendo assim, assumiremos na de-

mosntração deste teorema que q < 2(n−1)
n−2

. A demonstração do Teorema 2.1

depende de dois lemas essenciais:

Lema 2.1 (lema de compacidade - Strauss). Seja (uk)k≥1 uma sequência

limitada em Lp (Rn) ∩ Lq (Rn), 1 < p < q < ∞. Sejam r ∈ (p, q) e u ∈

Lr (Rn) tais que

lim
k→∞

∫
K

|uk − u|rdx = 0

para qualquer compacto K ⊂ Rn. Suponha que

lim
|x|→∞

(uk − u) (x) = 0 , uniformemente em relação a k .(2.2)

Então (uk)k≥1 converge fortemente para u em Lr (Rn).

Demonstração do Lema 2.1

Primeiramente, observe que

lim
s→0

|s|r

|s|p + |s|q
= 0 .

Dáı e da condição (2.2), dado ε > 0 existe R0 > 0 tal que

|uk − u|r ≤ ε (|uk − u|p + |uk − u|q) , ∀ |x| > R0, ∀ k ∈ N .

Donde ∫
|x|>R0

|uk − u|rdx ≤ ε C .
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Por outro lado, existe k0 ∈ N tal que∫
|x|≤R0

|uk − u|rdx < ε, ∀ k ≥ k0.

Assim, ∫
Rn

|uk − u|rdx < ε+ ε C, ∀ k ≥ k0.

Portanto,

lim
k→∞

∫
Rn

|uk − u|rdx = 0 . �

Sejam n > 2, 2 < q < 2n−1
n−2

e r = 2(q − 1).

Lema 2.2. Considere o funcional J definido em D2, q (Rn) por

J(u) =
1

2

∫
Rn

|∇u|2dx+
1

q

∫
Rn

|u|qdx .

Dado c > 0, defina c∗ = inf
u∈Mc

J(u), onde

Mc =

{
u ∈ D2, q (Rn) :

∫
Rn

|u|rdx = c

}
.

Então existe uma função não-negativa e radialmente simétrica u ∈ Mc tal

que J(u) = c∗ > 0 .

Demonstração do Lema 2.2

Seja u ∈ Mc. Então u ∈ Lq (Rn) ∩ L2∗ (Rn). Como 2 < q < 2n−1
n−2

e

r = 2(q − 1), temos que q < r < 2∗. Pela desigualdade de interpolação de

Hölder1,

‖u‖r ≤ ‖u‖1−θ
q ‖u‖θ

2∗ ,

1Seja u ∈ Lp (Rn)∩Lq (Rn) com 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Então u ∈ Lr (Rn) para todo r ∈ [p, q]

e

‖u‖r ≤ ‖u‖θ
p‖u‖1−θ

q ,

onde 1
r = θ

p + 1−θ
q .
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onde θ = 2∗

r

(
r−q
2∗−q

)
. Assim, da desigualdade de Sobolev, temos

‖u‖r ≤ ‖u‖1−θ
q C1‖∇u‖θ

2 .

Tomando s = 2q
2+θ(q−2)

, temos que

1 =
s(1− θ)

q
+
sθ

2

e da desigualdade de Young2, segue que

cs/r

sCs
1

=
‖u‖s

r

sCs
1

≤ 1− θ

q

∫
Rn

|u|qdx+
θ

2

∫
Rn

|∇u|2dx ≤ J(u) , ∀u ∈Mc .

Portanto, c∗ > 0. Seja, agora, (uk)k≥1 uma sequência minimizante para J

em Mc, ou seja,

lim
k→∞

J(uk) = c∗.

Observe que (|uk|)k≥1 também é uma sequência minimizante para J em Mc.

Seja vk = (|uk|)∗ o rearranjamento de |uk| (veja apêndice A). Temos, pelos

Teoremas A1 e A3, que vk ∈ D2, q (Rn),
∫

Rn |vk|rdx = c e

c∗ ≤ 1

2

∫
Rn

|∇vk|2dx+
1

q

∫
Rn

|vk|qdx ≤
1

2

∫
Rn

|∇uk|2dx+
1

q

∫
Rn

|uk|qdx ,∀k ≥ 1.

Logo, (vk)≥1 é uma sequência de funções não-negativas, radialmente simétricas

e não-crescentes tal que

lim
k→∞

J(vk) = c∗.

Pelo fato de D2, q (Rn) ser reflexivo, podemos assumir (passando a uma sub-

sequência se necessário) que a sequência (vk)k≥1 converge fracamente para

algum u em D2, q (Rn). Da semicontinuidade inferior de J temos que

J(u) ≤ lim inf J(vk) = c∗.

2Seja 1 < p < ∞. Denotamos por p′ o conjugado de p, isto é, 1
p + 1

p′ = 1. Assim,

ab ≤ 1
p
ap +

1
p′

bp′

para quaisquer a, b ≥ 0.
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Observando que a inclusão D2, q (Rn) ⊂ Lr (Rn) é cont́ınua, podemos concluir

que (vk)k≥1 converge fracamente para u em Lr (Rn). Pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov (veja [6]), temos que

lim
k→∞

∫
K

|vk − u|rdx = 0

para cada compactoK ⊂ Rn. Temos, também, pelo Teorema A.4 do Apêndice

A, que

(vk − u)(x) → 0 quando |x| → +∞,

uniformemente em relação à k. Assim, pelo Lema 2.1, vk → u em Lr (Rn).

Portanto, u ∈Mc e, consequentemente,

J(u) = c∗ . �

Demonstração do Teorema 2.1

Para demonstrar o Teorema 2.1, utilizaremos o Lema 2.2 para uma escolha

especial de c. Seja u o minimizador de J em Mc, dado pelo Lema 2.2. Pelo

método dos multiplicadores de Lagrange (veja [1]), existe λ > 0 tal que u

satisfaz a equação

−∆u+ uq−1 − λur−1 = 0 em Rn .(2.3)

Assim, da teoria de regularidade eĺıptica, temos u ∈ C2 (Rn). Do prinćıpio

do máximo forte, temos que u > 0 em Rn. Multiplicando λ
q−1
r−q em ambos os

lados de (2.3), obtemos

−∆w + wq−1 − wr−1 = 0,

onde w(x) = λ
1

r−qu
(
λ

q−2
2(r−q)x

)
. Assim, w é uma solução radial positiva da

equação eĺıptica quasilinear

−∆u+ uq−1 − ur−1 = 0 em Rn .(2.4)
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Mas a equação (2.4) tem uma solução expĺıcita dada por

w∗(x) = α
(
1 + β|x|2

)− 1
q−2

com

α =

(
2(q − 1)

2(n− 1)− q(n− 2)

) 1
q−2

e β = (q − 1)

(
q − 2

2(n− 1)− q(n− 2)

)2

.

Verifiquemos isto. Primeiramente, temos que

−4w∗ =
2αβ

q − 2

(
1 + β|x|2

) 1−q
q−2 +

4αβ2(1− q)

(q − 2)2
|x|2

(
1 + β|x|2

) 3−2q
q−2

=
2αβ

q − 2

(
n
(
1 + β|x|2

) 1−q
q−2 +

2β|x|2(1− q)

q − 2

(
1 + β|x|2

) 3−2q
q−2

)
.

Como

2αβ

q − 2
=

(
2

q−1
q−2 (q − 1)(q − 2)

(2(n− 1)− (n− 2)q)2

)(
(q − 1)

1
q−2

(2(n− 1)− (n− 2)q)
1

q−2

)

=
2

q−1
q−2 (q − 1)

q−1
q−2 (q − 2)

(2(n− 1)− (n− 2)q)
2q−3
q−2

=
q − 2

(2(n− 1)− (n− 2)q)

[(
2(q − 1)

2(n− 1)− (n− 2)q

) 1
q−2

]q−1

= αq−1 q − 2

2(n− 1)− (n− 2)q
,

temos que

−4w∗ = wq−1
∗

n(q − 2)

2(n− 1)− (n− 2)q
+ αq−1 2β|x|2(1− q)

2(n− 1)− (n− 2)q

(
1 + β|x|2

) 3−2q
q−2

+ wq−1
∗

2(q − 1)

2(n− 1)− (n− 2)q
− wq−1

∗
2(q − 1)

2(n− 1)− (n− 2)q

ou seja,

−4w∗ = −wq−1
∗ + wq−1

∗
2β|x|2(1− q)

2(n− 1)− (n− 2)q

(
1 + β|x|2

)−1 − wq−1
∗

2(1− q)

2(n− 1)− (n− 2)q

= −wq−1
∗ − wq−1

∗
2(1− q)

2(n− 1)− (n− 2)q

(
β|x|2

1 + β|x|2
− 1

)
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= −wq−1
∗ − wq−1

∗
2(1− q)

2(n− 1)− (n− 2)q

(
1 + β|x|2

)−1

= −wq−1
∗ + wq−1

∗
2(q − 1)

2(n− 1)− (n− 2)q

(
1 + β|x|2

)−1

= −wq−1
∗ + wr−1

∗ .

Assim, w∗ é solução da equação (2.4). Como a solução radial positiva da

equação (2.4) é única (veja [17]), temos

w∗(x) = w(x)

= λ
1

r−qu
(
λ

q−2
2(r−q)x

)
.

Logo,

u(x) = λ−
1

r−qw∗

(
λ−

(q−2)
2(r−q)x

)
.

Veja que

c =

∫
Rn

urdx =

∫
Rn

λ−
r

r−qw∗

(
λ−

q−2
2(r−q)x

)r

dx = λ
n(q−2)
2(r−q)

− r
r−q

∫
Rn

w∗(x)
rdx.

Neste ponto fazemos uma escolha conveniente de c na definição de Mc:

c =

∫
Rn

w∗(x)
rdx > 0.

Assim, temos que λ = 1 e, consequentemente, u(x) = w∗(x) , ∀x ∈ Rn .

Donde

J(w∗) ≤ J(u) , ∀u ∈Mk.

Seja u ∈Mc. Defina, para λ > 0, uλ(x) = λ
n
r u(λx) . Como∫

Rn

|uλ|rdx =

∫
Rn

|u|rdx = c ,

temos uλ ∈Mc. Dáı, J(w∗) ≤ J(uλ) , isto é,

J(w∗) ≤ λ
n−2

r ( 2n
n−2

−r)
∫

Rn

|∇u|2

2
dx+ λ−n(1− q

r )
∫

Rn

|u|q

q
dx, ∀λ > 0 .
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Considere a função f(λ) = aλk1 + bλ−k2 com

a =
‖∇u‖2

2

2
, b =

‖u‖q
q

q

k1 =
n− 2

r

(
2n

n− 2
− r

)
e k2 = n

(
1− q

r

)
.

Minimizando f em λ > 0 (usando as derivadas da função f), obtemos

J(w∗) ≤ C0

(
‖u‖1−θ

q ‖∇u‖θ
2

)δ
,

onde

C0 =
1

2
λ

2n(2−q)+2
n(2−q)+4(q−1)
∗ +

1

q
λ

n(2−q)
n(2−q)+4(q−1)
∗ , λ∗ =

n(q − 2)

q(n(2− q) + (q − 1)2)
,

θ =
n(q − 2)

(q − 1)(2n− (n− 2)q)
e δ =

2(q − 1)(2n− (n− 2)q)

2n− q(n− 2) + 2(q − 2)
.

Assim,

‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q ≥
(
J(w∗)

C0

) 1
δ ‖u‖r

c
1
r

, ∀u ∈Mc .

Donde

‖u‖r ≤ c
1
r

(
C0

J(w∗)

) 1
δ

‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q ,

e temos igualdade quando u = w∗ .

Dado u ∈ D2, q (Rn) , u 6= 0 , tem-se c
1
r

‖u‖r
u ∈Mc . Dáı,

c
1
r

‖u‖r

‖u‖r ≤ C(n, q)

(
c

1
r

‖u‖r

)θ

‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q

(
c

1
r

‖u‖r

)1−θ

implica

‖u‖r ≤ C(n, q)‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q .

Portanto, temos que

‖u‖r ≤ C(n, q)‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q , ∀u ∈ D2, q (Rn) ,
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onde C(n, q) é a constante ótima

C(n, q) = c
1
r

(
C0

J(w∗)

) 1
δ

.

Como ‖w∗‖r = C(n, q)‖∇w∗‖θ
2‖w∗‖1−θ

q , podemos calcular C(n, q) direta-

mente. De fato, observe que para quaisquer constantes α, β > 0, a função

wα, β(x) = α
(
1 + β|x|2

)− 1
q−2

satisfaz
‖wα, β‖r

‖∇wα, β‖θ
2‖wα, β‖1−θ

q

=
‖w∗‖r

‖∇w∗‖θ
2‖w∗‖1−θ

q

pois a desigualdade (2.1) é invariante por dilatação, homotetia e translação.

Desta maneira, fazendo α = β = 1, temos

C(n, q) =
‖w1, 1‖r

‖∇w1, 1‖θ
2‖w1, 1‖1−θ

q

.

Calculemos algumas integrais :

a)

‖w1,1‖r
r =

∫
Rn

1

(1 + |x|2)
2(q−1)

q−2

dx =

∫ ∞

0

(∫
∂B[0,t]

1

(1 + |x|2)
2(q−1)

q−2

dS

)
dt

=
nπ

n
2

Γ
(

n
2

+ 1
) ∫ ∞

0

tn−1

(1 + t2)
2(q−1)

q−2

dt

=
nπ

n
2

2Γ
(

n
2

+ 1
) ∫ ∞

0

u
n−2

2

(1 + u)
2(q−1)

q−2

du

=
nπ

n
2

2Γ
(

n
2

+ 1
) Γ
(

n
2

)
Γ
(

2(q−1)
q−2

− n
2

)
Γ
(

2(q−1)
q−2

)
= π

n
2
δ

2q

Γ
(

δ
2(q−2)

)
Γ
(

q
q−2

) ;

b)

‖w1,1‖q
q =

∫
Rn

1

(1 + |x|2)
q

q−2

dx =
nπ

n
2

2Γ
(

n
2

+ 1
) ∫ ∞

0

u
n−2

2

(1 + u)
q

q−2

du
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=
nπ

n
2

2Γ
(

n
2

+ 1
) Γ
(

n
2

)
Γ
(

q
q−2

− n
2

)
Γ
(

q
q−2

)
= π

n
2

Γ
(

δ
2(q−2)

)
Γ
(

q
q−2

) ;

c)

‖∇w1,1‖2
2 =

∫
Rn

|x|2

(1 + |x|2)
2(q−1)

q−2

dx =
nπ

n
2

Γ
(

n
2

+ 1
) ∫ ∞

0

tn+1

(1 + t2)
2(q−1)

q−2

dt

=
nπ

n
2

2Γ
(

n
2

+ 1
) ∫ ∞

0

u
n
2

(1 + u)
2(q−1)

q−2

du

=
n(q − 2)π

n
2

2q

Γ
(

δ
2(q−2)

)
Γ
(

q
q−2

) ;

onde δ = 2n− q(n− 2) e Γ é a função Gama (veja [2] para propriedades da

função Gama). Usando a relação 1
r
− 1−θ

q
− θ

2
= − θ

n
e os cálculos das integrais

em a), b) e c), encontramos

C(n, q) =

(
q − 2

2
√
π

)θ (
2q

n(q − 2)

) θ
2
(
δ

2q

) 1
r

 Γ
(

q
q−2

)
Γ
(

δ
2(q−2)

)


θ
n

. �

Observação 2.2. Vimos, na demonstração do Teorema 2.1, que as funções

da forma

u(x) = α
(
1 + β|x− x|2

)− 1
q−2 , ∀x ∈ Rn,

são funções extremais para a constante ótima C(n, q). Podemos mostrar,

também, que se uma função u ∈ D2, q (Rn) é extremal para C(n, q), então

para algum α ∈ R, algum β > 0 e algum x ∈ Rn,

u(x) = α
(
1 + β|x− x|2

)− 1
q−2 , ∀x ∈ Rn ,

veja os detalhes em [7].
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Caṕıtulo 3

DEMONSTRAÇÃO DOS

PRINCIPAIS RESULTADOS

3.1 Desigualdade de Sobolev logaŕıtmica ótima

Usando o Teorema 2.1, vamos mostrar que quando q se aproxima de 2, a

desigualdade limite é a desigualdade de Sobolev logaŕıtmica na sua forma

ótima.

Teorema 3.1. Seja n > 2. Então, para qualquer u ∈ W 1, 2 (Rn) com∫
Rn |u|2dx = 1,∫

Rn

|u|2 log |u|dx ≤ n

4
log

(
2

πne

∫
Rn

|∇u|2dx
)
.(3.1)

A desigualdade (3.1) é ótima e, para σ > 0 e x ∈ Rn,

u(x) = π
n
2 σ−

n
2 e−

1
σ
|x−x|2 , ∀x ∈ Rn,

é função extremal.

Demonstração do Teorema 3.1
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Seja u ∈ W 1, 2 (Rn) \{0}. Então u ∈ D2, q (Rn) para qualquer q ∈ [2 , 2∗].

Pelo Teorema 2.1, temos

‖u‖r ≤ C(n, q)‖∇u‖θ
2‖u‖1−θ

q ,

onde 2 < q ≤ 2(n−1)
n−2

e r = 2(q − 1). Dáı

log ‖u‖r ≤ log
(
‖∇u‖θ

2

)
+ log

(
C(n, q)‖u‖1−θ

q

)
e, consequentemente,

1

θ
log

(
‖u‖r

‖u‖q

)
− 1

θ
logC(n, q) ≤ log

(
‖∇u‖2

‖u‖q

)
.(3.2)

Notando que

1

θ
log

(
‖u‖r

‖u‖q

)
=

(q − 1)(2n− (n− 2)q)

n(q − 2)
log

(
‖u‖r

‖u‖q

)
,

temos

lim
q↓2

1

θ
log

(
‖u‖r

‖u‖q

)
=

4

n

(
d

dq
log

(
‖u‖r

‖u‖q

) ∣∣∣∣
q=2

)
.

Do Teorema B.4 e da regra da cadeia,

d

dq
log

(
‖u‖r

‖u‖q

) ∣∣∣∣
q=2

=
1

2

∫
Rn

|u|2

‖u‖2
2

log

(
|u|
‖u‖2

)
dx .

Donde

lim
q↓2

1

θ
log

(
‖u‖r

‖u‖q

)
=

2

n

∫
Rn

|u|2

‖u‖2
2

log

(
|u|
‖u‖2

)
dx .

Assim, de (3.2) obtemos a seguinte desigualdade

2

n

∫
Rn

|u|2

‖u‖2
2

log

(
|u|
‖u‖2

)
dx− lim

q↓2

1

θ
logC(n, q) ≤ log

(
‖∇u‖2

‖u‖2

)
.(3.3)

Vamos, agora, calcular lim
q↓2

1
θ
logC(n, q).

Escolha, para C(n, q), a função extremal

wq(x) =
(
1 + (q − 2)|x|2

)− 1
q−2 .
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Colocando q − 2 = 1
k

temos

lim
q↓2

(
1 + (q − 2)|x|2

)− 1
q−2 = lim

k→+∞

(
1 +

|x|2

k

)−k

= e−|x|
2

,

pois lim
k→+∞

(
1 + y

k

)k
= ey. Considere a função w(x) = e−|x|

2
. Sendo wq uma

função extremal para C(n, q), temos

1

θ
logC(n, q) = − log

(
‖∇wq‖2

‖wq‖q

)
+

1

θ
log

(
‖wq‖r

‖wq‖q

)
ou seja

1

θ
logC(n, q) = − log

(
‖∇wq‖2

‖wq‖q

)
+

1

θ
log

(
‖wq‖r

‖wq‖q

)
+

1

θ
log

(
‖w‖r

‖w‖q

)
−1

θ
log

(
‖w‖r

‖w‖q

)
.

Dáı,

lim
q↓2

1

θ
logC(n, q) = − log

(
‖∇w‖2

‖w‖2

)
+ lim

q↓2

1

θ
log

(
‖wq‖r

‖wq‖q

)
+

+ lim
q↓2

1

θ
log

(
‖w‖r

‖w‖q

)
− lim

q↓2

1

θ
log

(
‖w‖r

‖w‖q

)
,

já que

lim
q↓2

1

θ
log

(
‖∇wq‖2

‖wq‖q

)
= log

(
‖∇w‖2

‖w‖2

)
.

Como lim
q↓2

1
θ
log
(
‖w‖r

‖w‖q

)
= 2

n

∫
Rn

|w|2
‖w‖22

log
(

|w|
‖w‖2

)
dx, encontramos

lim
q↓2

1

θ
logC(n, q) = − log

(
‖∇w‖2

‖w‖2

)
+

1

n

∫
Rn

|w|2

‖w‖2
2

log

(
|w|2

‖w‖2
2

)
dx+ 4Q

onde Q =

(
lim
q↓2

1
q−2

log
(
‖wq‖r

‖wq‖q

)
− lim

q↓2
1

q−2
log
(
‖w‖r

‖w‖q

))
.

Note que

1

q − 2
log

(
‖wq‖r

‖wq‖q

)
=

1

2(q − 2)
log

(
‖wq‖r

r‖wq‖2−r
r

‖wq‖q
q‖wq‖2−q

q

)
=

1

2
log
(
‖wq‖q‖wq‖−2

r

)
+

1

2(q − 2)
log

(
‖wq‖r

r

‖wq‖q
q

)
.
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Assim,

lim
q↓2

1

q − 2
log

(
‖wq‖r

‖wq‖q

)
=

1

2
log

(
1

‖w‖2

)
+(3.4)

+
1

2
lim
q↓2

1

q − 2

[
log (‖wq‖r

r)− log
(
‖wq‖q

q

)]
.

Usando o Teorema B.5 e a regra da cadeia, encontramos

lim
q↓2

1

q − 2

[
log (‖wq‖r

r)− log
(
‖wq‖q

q

)]
=

d

dq
[r log (‖wq‖r)− q log (‖wq‖q)]

∣∣∣∣
q=2

=
1

‖w‖2
2

∫
Rn

|w|2 log |w|dx.

Portanto, (3.4) se reduz à

lim
q↓2

1

q − 2
log

(
‖wq‖r

‖wq‖q

)
=

1

2
log

(
1

‖w‖2

)
+

1

2‖w‖2
2

∫
Rn

|w|2 log |w|dx.

Também temos

1

q − 2
log

(
‖w‖r

‖w‖q

)
=

1

2(q − 2)
log

(
‖w‖r

r‖w‖2−r
r

‖w‖q
q‖w‖2−q

q

)
=

1

2
log
(
‖w‖q‖w‖−2

r

)
+

1

2(q − 2)

[
log (‖w‖r

r)− log
(
‖w‖q

q

)]
e, dáı,

lim
q↓2

1

q − 2
log

(
‖w‖r

‖w‖q

)
=

1

2
log

(
1

‖w‖2

)
+

1

2
lim
q↓2

1

q − 2

[
log (‖w‖r

r)− log
(
‖w‖q

q

)]
=

1

2
log

(
1

‖w‖2

)
+

1

2

d

dq
[r log (‖w‖r)− q log (‖w‖q)]

∣∣∣∣
q=2

=
1

2
log

(
1

‖w‖2

)
+

1

2‖w‖2
2

∫
Rn

|w|2 log |w|dx.

Portanto, Q = 0 e

lim
q↓2

1

θ
logC(n, q) = − log

(
‖∇w‖2

‖w‖2

)
+

1

n

∫
Rn

w2

‖w‖2
2

log

(
w2

‖w‖2
2

)
dx.

Observe que

‖∇w‖2
2 =

∫
Rn

4|x|2e−2|x|2dx e ‖w‖2
2 =

∫
Rn

e−2|x|2dx .
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Assim, usando que
∫

Rn e
−|x|2dx = π

n
2 e

∫
Rn |x|2e−|x|

2
dx = n

2
π

n
2 , tem-se

‖w‖22
‖∇w‖22

= 1
n

e∫
Rn

w2

‖w‖2
2

log

(
w2

‖w‖2
2

)
dx =

∫
Rn

w2(
π
2

)n
2

log

(
e−2|x|2(

π
2

)n
2

)
dx

=

∫
Rn

−2|x|2w2(
π
2

)n
2

dx−
∫

Rn

w2(
π
2

)n
2

log
(π

2

)n
2
dx

= −n
2
−

log
(

π
2

)n
2(

π
2

)n
2

∫
Rn

e−2|x|2dx

= −n
2
− n

2
log
(π

2

)
.

Dáı,

− log

(
‖∇w‖2

2

‖w‖2
2

)
+

2

n

∫
Rn

w2

‖w‖2
2

log

(
w2

‖w‖2
2

)
dx = log

(
1

n
e−1−log(π

2 )
)

= log

(
2

πne

)
.

Logo,

lim
q↓2

1

θ
logC(n, q) =

1

2
log

(
2

πne

)
.

Desta forma, a desigualdade (3.3) é

2

n

∫
Rn

|u|2

‖u‖2
2

log

(
|u|
‖u‖2

)
dx− 1

2
log

(
2

πne

)
≤ log

(
‖∇u‖2

‖u‖2

)
.

Portanto, para qualquer função u ∈ W 1 , 2 (Rn) com
∫

Rn |u|2dx = 1,

2

n

∫
Rn

|u|2 log |u|dx ≤ 1

2
log

(
2

πne

)
+log ‖∇u‖2 =

1

2
log

(
2

πne

∫
Rn

|∇u|2dx
)
.

Finalizando, sejam σ > 0 e x ∈ Rn. Escolha para C(n, q) a função extremal

wq(x) =
(π
σ

)n/2
(

1 + (q − 2)
|x− x|2

σ

)− 1
q−2

.

Usando que lim
k→∞

(
1 + y

k

)k
= ey encontramos que

lim
q↓2

wq(x) =
(π
σ

)n/2

e−
1
σ
|x−x|2 .
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Coloque w(x) =
(

π
σ

)n/2
e−

1
σ
|x−x|2 . Como wq é uma função extremal para

C(n, q),

lim
q↓2

1

θ
logC(n, q) = − log

(
‖∇w‖2

‖w‖2

)
+

1

n

∫
Rn

w2

‖w‖2
2

log

(
w2

‖w‖2
2

)
dx .

Mas, vimos que lim
q↓2

1
θ
logC(n, q) = 1

2
log
(

2
πne

)
. Dáı,

− log

(
‖∇w‖2

‖w‖2

)
+

1

n

∫
Rn

w2

‖w‖2
2

log

(
w2

‖w‖2
2

)
dx =

1

2
log

(
2

πne

)
,

ou seja, ∫
Rn

|w|2 log |w|dx =
n

4
log

(
2

πne

∫
Rn

|∇w|2dx
)
. �

Assim, a desigualdade (3.1) é ótima.

Observação 3.1. Vimos, na demonstração do Teorema 3.1, que as funções

da forma

u(x) = π
n
2 σ−

n
2 e−

1
σ
|x−x|2 , ∀x ∈ Rn ,

são funções extremais para a melhor constante 2
πne

. Por outro lado, pode-

se mostrar que se uma função u ∈ W 1, 2 (Rn) com
∫

Rn |u|2dx = 1 é função

extremal para 2
πne

então, para algum σ > 0 e algum x ∈ Rn, tem-se

u(x) = π
n
2 σ−

n
2 e−

1
σ
|x−x|2 , ∀x ∈ Rn .

Veja M. Del Pino e J. Dolbeault [7].

3.2 Estimativa ótima para o semigrupo do

calor em Rn

Nesta seção, vamos estudar a conexão entre a desigualdade logaŕıtmica de

Sobolev e o controle da norma do semigrupo do calor.
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Teorema 3.2. Sejam n > 2 e 1 < q <∞. Então, para todo u ∈ Lq (Rn),

‖et4u‖p ≤ (CqCp′)
n (4πtl)−

n
2l ‖u‖q

onde 1 < q < p < ∞, t > 0, 1
p

+ 1
p′

= 1, 1
l

= 1
q
− 1

p
, Cp =

(
p1/p

(p′)1/p′

)1/2

e(
et4)

t≥1
é o semigrupo do calor. Além disso, a constante (CqCp′)

n (4πtl)−
n
2l

é ótima e, para α > 0 e x ∈ Rn, a função u(x) = α (πσ)−
n
2 e−

σ
4
|x−x|2, com

σ = q′

tl
, é uma função extremal.

Vamos, primeiramente, utilizar a desigualdade de Sobolev logaŕıtmica

para estabelecermos um lema que será usado na demonstração do teorema

3.2.

Lema 3.1. Sejam n > 2 e 1 < q <∞. Então, para todo u ∈ C∞c (Rn) \ {0}

tal que u ≥ 0,∫
Rn

|u|q

‖u‖q
q
log |u|dx ≤ n

2q
log

(
q2

2πne(q − 1)

〈−4u, uq−1〉
‖u‖q

q

)
+ log ‖u‖q(3.5)

onde 4 é o operador laplaciano e 〈−4u, uq−1〉 =
∫

Rn(−4u)uq−1dx .

Demonstração do Lema 3.1

Seja u ∈ C∞c (Rn)\{0} tal que u ≥ 0. Assim, u
q
2 ∈ C∞c (Rn)\{0} e u

q
2 ≥ 0

pois u
q
2 é a composição de duas funções C∞c (Rn) e u

q
2 (x) = 0 se, e somente

se, u(x) = 0. Pelo Teorema 3.1,∫
Rn

(
uq/2

)2
‖uq/2‖2

2

log
(
uq/2

)
dx ≤ n

4
log

(
2

πne

∫
Rn |∇uq/2|2dx
‖uq/2‖2

2

)
+ log

(
‖uq/2‖2

)
.

Como log
(
‖uq/2‖2

)
= q

2
log (‖u‖q), ‖uq/2‖2

2 = ‖u‖q
q e

∫
Rn |∇uq/2|2dx =

q2

4(q−1)

∫
Rn(−4u)uq−1dx = q2

4(q−1)
〈−4u, uq−1〉, temos a seguinte desigualdade

q

2

∫
Rn

|u|q

‖u‖q
q
log |u|dx ≤ n

4
log

(
q2

2πne(q − 1)

〈−4u, uq−1〉
‖u‖q

q

)
+
q

2
log ‖u‖q ,

a qual implica∫
Rn

|u|q

‖u‖q
q
log |u|dx ≤ n

2q
log

(
q2

2πne(q − 1)

〈−4u, uq−1〉
‖u‖q

q

)
+ log ‖u‖q . �
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Observação 3.2. Se u ∈ C∞c (Rn) \ {0}, u ≥ 0, então et4u satisfaz a

desigualdade (3.5). De fato, seja (ρk)k≥1 uma sequência de funções em

C∞c (Rn) \ {0} satsfazendo:

a) para cada k ∈ N, ρk(x) = 1 se |x| ≤ k;

b) para cada k ∈ N, ρk(x) = 0 se |x| ≥ k + 1;

c) (|∇ρk|)k≥1 e (|4ρk|)k≥1 são sequências uniformimente limitadas em k e

x.

Como et4u ∈ C∞ (Rn) \ {0} e et4u ≥ 0 (pois u ∈ C∞c (Rn) \ {0} e u ≥ 0),

temos que ρke
t4u ∈ C∞c (Rn) \ {0}. Assim, colocando ρke

t4u no lugar de u

em (3.5) e fazendo k →∞, obtemos o resultado desejado.

Demonstração do Teorema 3.2

Sejam u ∈ C∞c (Rn) \ {0} com u ≥ 0, 1 < q < p < ∞ e T > 0. Sejam I

um intervalo aberto tal que [0, T ] ⊂ I e σ : I → R uma função de classe C1

com σ(0) = q, σ(T ) = p e dσ
dt
> 0 em [0, T ] (uma escolha expĺıcita de σ será

feita mais tarde). Pelo Teorema B.5 e propriedades de semigrupo segue que

‖et4u‖σ(t) é continuamente diferenciável sobre [0, T ] e

(3.6)
d

dt
log
(
‖et4u‖σ(t)

)
=
〈
(
4et4u

)
,
(
et4u

)σ(t)−1〉
‖et4u‖σ(t)

σ(t)

+
1

σ(t)

dσ(t)

dt

(
∂

∂s
log
(
‖et4u‖s

s

) ∣∣∣∣
s=σ(t)

− log
(
‖et4u‖σ(t)

))
.

Temos, pelo Lema 3.1 e observação 3.2, que (3.5) é satisfeita quando substi-

tuimos q por σ(t) e u por et4u, ∀t ∈ [0, T ]. Coloque et4u = u1. Considere,

agora, a seguinte função definida em (0,∞)

g(γ) =
σ(t)

γ

〈−4u1, u
σ(t)−1
1 〉

‖u1‖σ(t)
σ(t)

+(n/2σ(t)) log

(
γ

4πe2(σ(t)− 1)

)
+log

(
‖u1‖σ(t)

)
.

Minimizando g obtemos que

γ0 =
2σ(t)2〈−4u1, u

σ(t)−1
1 〉

n‖u1‖σ(t)
σ(t)
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é o mı́nimo absoluto de g e

g(γ0) =
n

2σ(t)
log

(
σ(t)2

2πne(σ(t)− 1)

〈−4u1, u
σ(t)−1
1 〉

‖u1‖σ(t)
σ(t)

)
+ log ‖u1‖σ(t) .

Como∫
Rn

|u1|σ(t)

‖u1‖σ(t)
σ(t)

log |u1|dx ≤
n

2σ(t)
log

(
σ(t)2

2πne(σ(t)− 1)

〈−4u1, u
σ(t)−1
1 〉

‖u1‖σ(t)
σ(t)

)
+log ‖u1‖σ(t) ,

temos que ∫
Rn

|u1|σ(t)

‖u1‖σ(t)
σ(t)

log |u1|dx ≤ g(γ) , ∀γ > 0 .

Em particular, para todo t ∈ [0, T ],

∂

∂s
log
(
‖et4u‖s

s

) ∣∣∣∣
s=σ(t)

≤ g

(
dσ(t)

dt

)
,

já que
∂

∂s
log
(
‖et4u‖s

s

) ∣∣∣∣
s=σ(t)

=

∫
Rn

|et4u|σ(t)

‖et4u‖σ(t)
σ(t)

log |et4u|dx

e
dσ(t)

dt
> 0 .

Assim, por (3.6), para todo t ∈ [0, T ],

(3.7)
d

dt
log
(
‖et4u‖σ(t)

)
≤
(

n

2σ(t)2

)
dσ(t)

dt
log

(
dσ(t)

dt

1

4πe2(σ(t)− 1)

)
.

Neste ponto definimos σ(t) por

1

q
− 1

σ(t)
=

t

lT
,

onde 1
l

= 1
q
− 1

p
. Dáı, a desigualdade (3.7) torna-se

d

dt
log
(
‖et4u‖σ(t)

)
≤
( n

2lT

)
log

(
σ(t)2

4πT le2(σ(t)− 1)

)
.

Pelo Teorema fundamental do cálculo,

log
(
‖eT4u‖σ(T )

)
−log

(
‖e04u‖σ(0)

)
≤
∫ T

0

( n

2lT

)
log

(
σ(t)2

4πT le2(σ(t)− 1)

)
dt ,

37



ou seja,

‖eT4u‖p ≤ ‖u‖q (4πT l)−
n
2l e

∫ T
0 ( n

2lT ) log

(
σ(t)2

e2(σ(t)−1)

)
dt
.

Fazendo a mudança de variável s = 1
σ(t)

e colocando K = e2, temos

∫ T

0

( n

2lT

)
log

(
σ(t)2

e2(σ(t)− 1)

)
dt =

n

2

∫ 1
p

1
q

log

(
1

s(1− s)K

)
ds

= −n
2

∫ 1
p

1
q

log (s(1− s)K) ds

= −n
2

(
log

(
K−l (1/p)1/p

(1/q)1/q

(1/p′)−1/p′

(1/q′)−1/q′

)
+ 2l

)
= log

(
K

nl
2 (CqCp′)

n
)
− nl .

Portanto

e

∫ T
0 ( n

2lT ) log

(
σ(t)2

e2(σ(t)−1)

)
dt

= e−nlK
nl
2 (CqCp′)

n = (CqCp′)
n ,

implicando a desigualdade

‖eT4u‖p ≤ ‖u‖q (4πT l)−
n
2l (CqCp′)

n .

Como T > 0 é arbitrário, para cada u ∈ C∞c (Rn) \ {0} com u ≥ 0,

‖et4u‖p ≤ ‖u‖q (4πtl)−
n
2l (CqCp′)

n , ∀ t > 0 .

Dada u ∈ Lq (Rn), u ≥ 0, existe uma sequência de funções não negativas em

C∞c (Rn) \ {0} que converge para u em Lq (Rn). Assim,

‖et4u‖p ≤ ‖u‖q (4πtl)−
n
2l (CqCp′)

n , ∀ t > 0 .

Agora, dada u ∈ Lq (Rn), tem-se

|et4u| ≤ et4|u|
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e, consequentemente,

‖et4u‖p ≤ ‖et4|u|‖p ≤ ‖u‖q (4πtl)−
n
2l (CqCp′)

n , ∀ t > 0 .

Portanto, para todo u ∈ Lq (Rn),

‖et4u‖p ≤ ‖u‖q (4πtl)−
n
2l (CqCp′)

n , ∀ t > 0 .

Mostremos que a constante (4πtl)−
n
2l (CqCp′)

n é ótima. Para isso tome a

função gaussiana u(x) = (πσ)−
n
2 e−

σ
4
|x|2 , onde σ = q′

tl
> 0. Assim,

(
et4u

)
(x) =

(πσ)−n/2

(4πt)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t e−
σ
4
|y|2dy

=
(πσ)−n/2

(4πt)n/2
e−

σ
4(1+tσ)

|x|2
(

4t

1 + tσ

)n
2

π
n
2

= (πσ)−
n
2

(
1

1 + tσ

)n
2

e−
σ

4(1+tσ)
|x|2 .

Donde

‖et4u‖p = (πσ)−
n
2

(
1

1 + tσ

)n
2
(

4π(1 + tσ)

pσ

) n
2p

.

Temos, também, que

‖u‖q = (πσ)−
n
2

(∫
Rn

e−
qσ
4
|x|2dx

) 1
q

= (πσ)−
n
2

(
4π

qσ

) n
2q

.

Dáı,

‖et4u‖p

‖u‖q

= (CqCp′)
n (4πtl)−

n
2l

(
(q′)n/2q′ (ltσ)n/2l

(p′(1 + tσ))n/2p′

)
.

Como σ = q′

tl
, segue que (

(q′)n/2q′ (ltσ)n/2l

(p′(1 + tσ))n/2p′

)
= 1
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e, consequentemente,

‖et4u‖p

‖u‖q

= (CqCp′)
n (4πtl)−

n
2l . �

Veja que, para α > 0 e x ∈ Rn, a função

uα(x) = α (πσ)−
n
2 e−

|x−x|2
σ , onde σ =

q′

tl
,

é função extremal para a melhor constante (CqCp′)
n (4πtl)−

n
2l .

Observação 3.3. É importante registrar que a desigualdade de Sobolev logaŕıtmica

ótima é equivalente à estimativa ótima do semigrupo do calor fornecida no

Teorema 3.2. Para ver a demonstração deste fato consulte [21].
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Apêndice A

SIMETRIZAÇÃO DE

SCHWARZ

Vamos colocar aqui alguns resultados sobre simetrização de Schwarz e re-

ferências para as demonstrações. Façamos, primeiramente, algumas definições.

Definição A.1. Sejam A1, . . . , Ak subconjuntos borelianos de Rn, dois a dois

disjuntos e com medida finita, e 0 < ak < ak−1 < . . . < a1 números reais.

Considere a função simples f =
k∑

i=1

aiχAi
. Definimos o rearranjamento da

função f por

f ∗ =
k∑

i=1

aiχ[Ri−1≤|x|<Ri] ,

onde R0 := 0 e Ri ≥ Ri−1 são dados pela relação m ([Ri−1 ≤ |x| < Ri]) =

m (Ai) (m := medida de Lebesgue).

O teorema seguinte nos permite definir o rearranjamento de uma função

p-integrável positiva qualquer.

Teorema A.1. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e f ∈ Lp (Rn) uma função positiva. Existe

uma única função positiva f ∗ ∈ Lp (Rn) tal que, para todo λ > 0,

m ([f ≥ λ]) = m ([f ∗ ≥ λ]) ,
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onde o conjunto [f ∗ ≥ λ] é uma bola B (0, Rλ). Alem disso, a função f ∗ é

radial, não-crescente e, para toda função cont́ınua e crescente G : R+ → R+

com G(0) = 0, temos ∫
Rn

G (f) dx =

∫
Rn

G (f ∗) dx .

Definição A.2. A função f ∗ chama-se o rearranjamento não-crescente (ou

a simetrização de Schwarz) da função f .

Resultados fundamentais sobre simetrização de Schwarz:

Teorema A.2 (Desigualdade de Riesz). Sejam f, g ∈ L2 (Rn) funções

positivas. Então, ∫
Rn

fgdx ≤
∫

Rn

f ∗g∗dx .

Teorema A.3. Seja u ∈ W 1, 2 (Rn) uma função positiva. Então, o seu

rearranjamento u∗ pertence ao espaço W 1, 2 (Rn) e∫
Rn

|∇u∗|2dx ≤
∫

Rn

|∇u|2dx .

Teorema A.4. Seja u ∈ Lp (Rn), 1 ≤ p <∞, uma função positiva. Então,

|u∗(x)| ≤ |x|−
n
p

(
Γ
(

n
2

+ 1
)

πn/2

)1/p

‖u∗‖p , para todo x 6= 0 .

Demonstração:

Basta observar que 0 ≤ u∗(x) ≤ u∗(y) se |x| ≥ |y| e, colocando r = |x|,

‖u∗‖p
p ≥

nπn/2

Γ
(

n
2

+ 1
) ∫ r

0

u∗(s)psn−1ds ≥ nπn/2

Γ
(

n
2

+ 1
)u∗(r)p

(
rn

n

)
. �

Observação A.1. Suponha que (uk)k≥1 seja uma sequência limitada em

Lp (Rn) de funções positivas. Naturalmente, (u∗k)k≥1 é uma sequência lim-

itada em Lp (Rn), digamos ‖u∗k‖p ≤ B. Assim, do Teorema A.4,

|u∗k(x)| ≤ C|x|−
n
p , para todox 6= 0 ,
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com C = B

(
Γ(n

2
+1)

πn/2

)1/p

independente de k. Donde u∗k(x) → 0 quando

|x| → ∞ uniformemente em relação a k.

Para ver as demonstrações dos resultados deste apêndice consulte [12] e

[20].
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Apêndice B

UMA FÓRMULA DE

DIFERENCIAÇÃO

Vamos demonstrar neste apêndice um resultado de diferenciação (Teorema

B.5), o qual foi usado no caṕıtulo 3.

Teorema B.1. Sejam Ω um subconjunto aberto de Rn e 1 ≤ p < ∞. Se

uk → u em Lp (Rn), existem uma subsequência (uki
)i≥1 de (uk)k≥1 e g ∈

Lp (Rn) tais que:

a) uki
(x) → u(x) q.t.p. em Ω;

b) |u(x)|, |uki
(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω .

Demonstração:

Podemos assumir (passando a uma subsequência se necessário) que uk(x) →

u(x) q.t.p. em Ω. Assim, existe uma subseqência (uki
)i≥1 de (uk)k≥1 tal que

‖uki+1
− uki

‖p ≤ 2−i , ∀i ≥ 1 .

Defina g(x) = |uk1(x)|+ Σ∞
i=1|uki+1

(x)− uki
(x)|. Dáı,

|uki
(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω .
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Donde |u(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω. �

Teorema B.2. Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto com medida de Lebesgue

finita. Sejam 1 ≤ p, r <∞, f ∈ C
(
Ω× R

)
e |f(x, u)| ≤ c

(
1 + |u| p

r

)
, onde c

é uma constante positiva. Então, para todo u ∈ Lp (Ω), f(., u) ∈ Lr (Ω) e o

operador A : Lp (Ω) → Lr (Ω) dado por

A(u) = f(., u)

é cont́ınuo.

Demonstração:

Suponha que u ∈ Lp (Ω). Já que cr
(
1 + |u| p

r

)r ∈ L1 (Ω), segue que f(., u) ∈

Lr (Ω). Seja, agora, (uk)k≥1 uma sequência em Lp (Ω) tal que uk → u em

Lp (Ω). Considere uma subsequência (wk)k≥1 de (uk)k≥1. Sejam (uki
)i≥1 e g

dados pelo Teorema B.1. Como

|f(x, uki
)− f(x, u)|r ≤ 2rcr

(
1 + |g|

p
r

)r

e

2rcr
(
1 + |g|

p
r

)r

∈ L1 (Ω)

segue do Teorema da convergência dominada que Auki
→ Au em Lr (Ω). �

Teorema B.3. Sejam Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto e 2 < p < ∞. Então

o funcional

ψ(u) =

∫
Ω

|u|pdx

é de classe C1 (Lp (Rn) ,R) e 〈ψ′(u), h〉 = p
∫

Ω
u|u|p−2hdx.

Demonstração:

Sejam u, h ∈ Lp (Ω). Dados x ∈ Ω e 0 < |t| < 1, pelo Teorema do valor

médio, existe λ ∈ (0, 1) tal que∣∣∣∣|u(x) + th(x)|p − |u(x)|p
∣∣∣∣

|t|
≤ p (|u(x)|+ λ|h(x)|)p−1 |h(x)| .
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Pela desigualdade de Hölder, temos que

(|u(x)|+ |h(x)|)p−1 |h(x)| ∈ L1 (Ω) .

Assim, pelo Teorema de Lebesgue,

〈ψ′(u), h〉 = p

∫
Ω

u|u|p−2hdx .

Logo, ψ é Gateaux diferenciável. Defina, agora, f(u) = pu|u|p−2. Seja

(uk)k≥1 uma sequência em Lp (Ω) tal que uk → u em Lp (Ω). Do Teorema

B.2 segue que f(uk) → f(u) em Lq (Ω) quando q = p
p−1

. Novamente pela

desigualdade de Hölder,

|〈ψ′(uk)− ψ′(u), h〉| ≤ ‖f(uk)− f(u)‖q‖h‖p

Donde

‖ψ′(uk)− ψ′(u)‖ ≤ ‖f(uk)− f(u)‖q

e, consequentemente, ψ′ é cont́ınua. �

Observação B.1. Podemos monstrar que o funcional ψ é um funcional de

classe C2 (Lp (Rn) ,R). Veja [22].

Teorema B.4. Suponha que u ∈ Ls (Ω) para todo s ∈ (q, p), 1 < q < p <∞.

Então a função ϕ(s) = ‖u‖s
s é diferenciável e

d

ds
‖u‖s

s =

∫
Ω

|u|s log |u|dx .

Demonstração:

Temos que ∣∣∣∣ log |u|
∣∣∣∣ ≤ (eα)−1

(
|u|α + |u|−α

)
,∀α > 0 .

Assim, pelo Teorema da convergência dominada,

d

ds
‖u‖s

s =

∫
Ω

d

ds
|u|sdx

=

∫
Ω

|u|s log |u|dx . �
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Agora, como consequência dos resultados anteriores, podemos estabelecer

uma fórmula de diferenciação para o funcional F (t, s) = ‖φt‖s.

Teorema B.5. Suponha que 1 < p < q < ∞ e a < b. Para cada t ∈

(a, b), seja φt uma função real sobre Rn (não identicamente nula ) tal que a

transformação t 7→ φt, de (a, b) em Ls (Rn), é continuamente diferenciável

para cada s ∈ (p, q), com derivada φ
′
t. Então a função F (t, s) = ‖φt‖s é

diferenciável sobre (a, b)× (p, q) com derivadas parciais:

∂F

∂t
(t, s) = ‖φt‖1−s

s

∫
φ
′

tφt|φt|s−2dx

∂F

∂s
(t, s) = s−1‖φt‖1−s

s

∫
|φt|s log |φt|dx− s−1‖φt‖s log ‖φt‖s

onde assumimos que 0s log 0 = 0 .

Demonstração:

Basta usar os teoremas B.3 e B.4, e a regra da cadeia. �

Teorema B.6. Suponha que u ∈ Ls (Rn) para todo s ∈ (q, p), 1 < q < p <

∞. Então a função convexa s 7→ log (‖u‖s) é diferenciável em (q, p) e

d

ds
log (‖u‖s) =

1

s

∫
Rn

|u|s

‖u‖s
s

log

(
|u|
‖u‖s

)
dx.

Demonstração:

A função convexa s 7→ log (‖u‖s) é diferenciável porque ela é a composta de

outras duas funções diferenciáveis. Como log (‖u‖s) = 1
s
log (‖u‖s

s), temos

que

d

ds
log (‖u‖s) =

d

ds

1

s
log (‖u‖s

s)

= − 1

s2
log (‖u‖s

s) +
1

s

∫
Rn

|u|p

‖u‖s
s

log |u|dx

=
1

s

∫
Rn

|u|s

‖u‖s
s

log |u|dx− 1

s
log (‖u‖s)

∫
Rn |u|sdx
‖u‖s

s

=
1

s

∫
Rn

|u|s

‖u‖s
s

log

(
|u|
‖u‖s

)
dx. �
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