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RESUMO

Neste trabalho, determinamos uma estimativa 6tima do semigrupo do
calor em R™ a partir da desigualdade de Sobolev logaritmica étima, e encon-
tramos algumas funcoes extremais para a melhor constante nesta estimativa.

Primeiramente, determinamos a melhor constante Cy tal que a desigualdade

lull, < CollVull3]lully™

, ,q. ~ 0o n 2(71_1)

¢ vélida para toda fungao u € C*(R"), onde n > 2, 2 < ¢ < =7,
. . o n(q—2) N .

r=2¢qg—1)e0 = T D9 Como consequéncia deste resultado,

mostramos que para toda fungao u € W2 (R") com [, |u*dz = 1,

2
/ |u|? log |u|dz < %log (—/ |Vu’2dx) :
n e Jgn

e que esta desigualdade é 6tima. Como aplicagao desta tltima, determinamos
uma estimativa étima para o semigrupo do calor. Precisamente, para toda

funcao u € L7 (R"),
le"®ull, < (CyCy)" (4mtl) ™ |lull,

1/2
T A (L0
1~ q p? p (p/)l/p/

tA : . P .
(e ) 1> € 0 semigrupo do calor. Além disso, a igualdade ocorre para

n
'\ T2 ’

™q Q=2

’U/(:C) = <—> e 4tl‘x CE‘ ,

tl

ondel<q<p<oo,t>0,%+§:1,

onde o« >0 ex € R™



ABSTRACT

In this work, we find an optimal estimate for the heat-diffusion semigroup
on R” by using the optimal logarithmic Sobolev inequality, and we also find
some extremal functions for the best constant in this estimate. At first, we

obtain the best constant Cy such that for all u € C2° (R"),

lull, < CollVullzllullg™,

2(n—1) . _ n(g—2)
where n > 2,2 <q< =—=> r=2(¢—1) andé’—m. Next, we

prove that for any function v € W2 (R") with [p, |u[*dz =1,

2
/ |u|?log |u|dz < %log (—/ |Vu’2d:c) ,
n e Jgn

and that this inequality is sharp. From this last inequality, we determine an
optimal estimate for the heat-diffusion semigroup. Precisely, for any function
u € L1 (R"),

e ully < (CyCp)™ (4mtl) ™3 [lull,,

141 9 1_1_1 _ (e
Wherel<q<p<oo,t>0,p+p,—1,l—q p>Cp—((p,)1/p/> and

(em) 51 is the heat-diffusion semigroup. Moreover, equality holds for

o) (1)

where o« > 0 and T € R"™.

e

/
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NOTACOES

A seguir e ao longo desta dissertacao adotaremos as seguintes notagoes:

e C (R™) denota o espaco das fungdes suaves com suporte compacto em

R™.

e DLP(R") := {u € L (R"): % e L”(R"),Vi=1, ...,n}, p # n, onde

o [[ully = (fon lu(x) i)

o WLP(R™) = DLP (R")NLP (R") é 0 espago de Sobolev com a norma |||y, »
du

dz;

definida por HUHWLP = ||u||p + Z ‘
=1

p

e D%4(R™) = DY2(R") N L? (R") é o espago de Banach com a norma ||.||2,,

definida por [[ulls, = [|Vullz + [[ull,.

o [(z) := [[“t*"te~'dt , para x > 0, ¢ a fungdo gama.



Capitulo 1

INTRODUCAO E
PRINCIPAIS RESULTADOS

Os espacgos de Sobolev representam um papel central na teoria das equacoes
diferenciais parciais - EDP’s (veja, por exemplo, [8] e [10]). Os teoremas de
imersao destes espacos em espagos de Lebesgue se traduzem em desigual-
dades ditas desigualdades de Sobolev. Estas desigualdades sao fundamentais
na aplicacao da analise funcional linear e nao-linear a teoria das EDP’s. Elas
também estao relacionadas com um grande ntimero de outras desigualdades
tais como as desigualdades de Nash, as desigualdades de Moser e as de-
sigualdades de Sobolev logaritmicas. As primeiras idéias sobre desigualdades
de Sobolev foram introduzidas por S. L. Sobolev [18] no final dos anos 30.
Mais tarde outros matemaéticos trabalharam neste campo, especialmente E.
Gagliardo [9] e L. Nirenberg [16] nos anos 50. Estes ultimos estabeleceram
desigualdades mais gerais conhecidas hoje como desigualdades de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev as quais estendem a desigualdade classica de Sobolev. O
estudo de desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 6timas teve inicio

em [3] motivado pelo problema de Yamabe, famoso problema da geometria.



Posteriormente, varios trabalhos trataram desta questao tais como [4], [20]
e [13]. Desigualdades de Sobolev 6timas sao utilizadas em estimativas de
niveis criticos de certos funcionais de energia. Uma aplicacao importante
das desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 6timas é uma estimativa

otima do semigrupo do calor.

1.1 Generalidades

Nesta secao, apresentamos algumas nocoes bésicas visando uma boa com-
preensao desta dissertacao. Destacamos, entre outras, as desigualdades do
tipo Gagliardo-Nirenberg-Sobolev e as desigualdades de Sobolev logaritmicas.
Vamos ver, através de alguns exemplos, porque é importante estudar as me-
lhores constantes em desigualdades funcionais. Também, definimos o semi-

grupo gerado pelo nicleo do calor em R™.

1.1.1 Desigualdades de Sobolev

Sejap > 1. Denotemos por L? (R™) o espago das fungoes p-integraveis munido

1
= ( [ 1uac)
Rn

em relagao a medida de Lebesgue sobre R”. Uma funcao u € L? (R™) possui

da norma

uma ¢-ésima derivada fraca se existe uma funcao mensuravel g; tal que, para

toda funcao ¢ € C° (R™), tem-se

/uagpd:c:—/ gipdx .

Quando g; existe, g; esta unicamente determinada fora de conjuntos de me-

dida de Lebesgue nula. Assim, denotamos g; = 2% e Vu = ( Ju Ju ) O

ox; Ox1° """ Ozn




espago de Sobolev D7 (R™) ¢ definido por

. ou ou
Lp (pry — P ny . P (R™ ;=
D+P (R") {uEL (R)'Hﬁxi e amiEL (R™), Vi 1,...,n},

- O espago de Sobolev D? (R™) munido da norma

n—p’

onde p #n e p* =
|./p1.» , definida por

[ullprr = [[Vull,,
é um espaco de Banach. De acordo com o teorema de imersao de Sobolev,
DLP (R™) — LP" (R™) continuamente. Assim, existe uma constante positiva

C tal que, para todo v € DY? (R"), tem-se
(1.1) [ullps < ClIVull, .

Esta desigualdade estd relacionada com um grande nimero de outras de-
sigualdades. Em particular, quando p = 2, temos a desigualdade de Nash
fraca

1+2 2
(1.2) [ull,”™ < ClIVull2]lullf
para todo v € WhH2 (R") = D42 (R") N L? (R™). Para verificar (1.2) basta

usar (1.1) e a desigualdade de interpolagao de Holder

ulli™,

0
2*

[ull2 < [l

onde 1 = £ +1—6. A desigualdade (1.2) foi utilizada por J. Nash em [15]
na obtencao de estimativas a priori para equacoes elipticas e parabdlicas.

Posteriormente, J. Moser [14] utilizou a desigualdade

142 2
(1.3) [ully 2y < ClIVullaffullz

2(1+2
que segue de (1.1) e da desigualdade de Hoélder, uma vez que 2 < 2(1 +
%) < 2% para n > 2. E interessante registrar que as desigualdades (1.1)
para p = 2, (1.2) e (1.3) sao equivalentes, veja [5]. As desigualdades que
focalizaremos nesta dissertagao sao desigualdades que estendem (1.1), (1.2)

e (1.3), conhecidas como desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.

10



1.1.2 Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Usando a desigualdade de Holder e a desigualdade de Sobolev, obtemos:

Teorema 1.1. Sejam 1 < p <n, 1 < s< oo el <0 < 1. Exriste uma
constante positiva C tal que para todo u € DV? (R™) N L* (R"),

(1.4) lully < Cllull=°IVully

1 11 1-6
ondeg—g(———>—|— .

p n s

Este resultado foi demonstrado, independentemente, por E. Gagliardo
e L. Nirenbeg, e usado no estudo das equacgoes diferenciais elipticas. Ob-
serve que, quando # = 1, temos a desigualdade de Sobolev (1.1). Por isso,
desigualdades do tipo (1.4) sdo denominadas desigualdades de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev. Note também que (1.4) generaliza (1.2) e (1.3). Das
desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev derivamos as desigualdades

de Sobolev logaritmicas.

1.1.3 Desigualdades de Sobolev logaritmicas

Sejam 1 < p<nep<s<p*. Da desigualdade de Holder, segue que para
todo u € WhH? (R")\{0}

lualls < Tl

1-0
p*

comf =2 80’ - :;;. Tomando o logaritmo em ambos os lados desta desigualdade
segue que

[[ell ll
— [[al] _ llaall %
Defina g(s) = log< ) + (0 1)log< ) em [p,p*]. Observando que

llull llull

g(p) =0eg(s) <0, Vs € [p,p*], encontramos

d S * *
Do ()| 2y (Ll <
as ) ooy~ 2 =) 8

11




_ 1 Jul?
» oo Tul 108 (

5=p

) dx (veja apéndice B), temos

que

/ M”log( il )dx< Pl 2o < p*> _ il 21lo (HUHP*).
n [[ull, P —p [Jullp P [[ullp

Dai, para todou € Wh? (R") \{0} com ||ul|, = 1, temos [, [u[?log (Ju|) dz <

+log (||ee||p=)- Assim, da desigualdade de Sobolev, encontramos

n
(1.5) /n |ul? log (|u]) dx < Elog (C’/n |Vu|pdx> :

para todo u € WP (R") com |ull, = 1. Desigualdades do tipo (1.5) sdo

denominadas de desigualdades de Sobolev logaritmicas.

Observagao 1.1. Podemos também obter a desigualdade (1.5) usando as
desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev. Basta colocar s = p e fazer 6

tender a zero em (1.4).

A desigualdade de Sobolev logaritmica, publicada por L. Gross [11] em

1976 afirma que, para qualquer fungao u € C* (R™), tem-se
| 110 aldyen @) < [l + [l o el
onde dpuy,(x) é a medida Gaussiana
dpn(z) = (2m) 72 e 1P 2gy
e ||.|| denota a norma sobre o espago de Hilbert L? (R™, du,(z)),
P = [ fufdu(e).
R

Se |Jull =1,
[ul*log |uldpn () < [|Vul*.
]Rn

12



Esta desigualdade tem importantes aplicagoes na teoria dos campos de quan-
tum. Ela é equivalente a desigualdade (1.5) no caso p =2 e C = . Na
mecanica estatistica, por exemplo, a desigualdade de Sobolev logaritmica
aparece como uma ferramenta de grande utilidade, veja [19]. Neste trabalho,
vamos encontrar a melhor constante e algumas fungoes extremais para a de-
sigualdade de Sobolev logaritmica (1.5) no caso p = 2, e usaremos estes

resultados para encontrar uma estimativa 6tima para o semigrupo do calor

em R”. Vejamos, entao, a nogao de semigrupo do calor.

1.1.4 Semigrupo do calor em R"

O semigrupo do calor em R” é a familia de operadores (e** definidos da
>0

seguinte maneira:

(¢%u) (x) = (47rlt)’£ / " et uy)dy, 1> 0.

Podemos verificar que o semigrupo do calor satisfaz:

a) e"%u = u;

b) e85 = eth o 38 Vit 5 > 0.

O semigrupo do calor esta intimamente ligado a equacao do calor

Ou—Au = 0 em R" x (0,00)

u(z,0) = f(z) sobre R".
Precisamente, temos:

Teorema 1.2. Seja f € L (R"), 1 <p < co. Entdo
u(z,t) = (e f) ()

13



satisfaz

Ou—Au=0 emR"x (0,00).

Se f € limitada e continua entdo u € continua sobre R™ x [0,00) e u(z,0) =

f(z). Além disso, u(.,t) converge para f na norma |.||, quando t — 0.

Neste trabalho, vamos encontrar uma estimativa étima para o semigrupo

do calor como uma aplicagao de L7 (R™) em LP (R"), 1 < ¢ < p < 0.

1.1.5 Desigualdades 6timas

Muitos problemas da andlise matematica tém suas origens na geometria e na
fisica. Como um exemplo temos o importante problema de Yamabe da ge-
ometria diferencial. Yamabe procurou mostrar que sobre uma variedade Rie-
manniana compacta (M", g) de dimensao n > 3 sempre existe uma métrica
com curvatura escalar constante. Este é um problema de geometria que pode
ser transformado num problema de EDP eliptica nao-linear. Para solucionar-
mos alguns desses problemas, procuramos resolver problemas de minimizacao
associados nos quais estao envolvidas as desigualdades de Sobolev 6timas.
Assim, interessa-nos encontrar funcoes extremais e assim explicitar as me-
lhores constantes para tais desigualdades. Tornemos isso mais preciso. Sejam
E e F espacos de Banach e T : F — F uma trasformacao linear continua.

Assim, existe uma constante positiva C' tal que
[Tullr < Cllullp, Yu e E.

Seja Cp a menor constante positiva tal que ||Tu||r < Col|u||g, Vu € E. Duas
perguntas que surgem sao as seguintes:
a) Existe u € E tal que ||Tul|r = Collul|g ?

b) Qual a forma explicita da melhor constante Cy?

14



A primeira questao é equivalente ao problema de minimizacao
Cit=inf{||lullp:u € Ee|Tullp=1} .
De fato, se este infimo é atingido para algum u; € E com ||[Tu||r = 1, entao
[Tus||p = Cillmlle e Co=Ch.
Reciprocamente, se u; € E satisfaz | Tuy||p = Collus|| g entao
Cot=inf{||lullg:u € Ee|Tullr=1}.
No caso em que E = D'? (R*) e F = LP" (R"), 1 < p < n, temos

p < CollVull,, Vue D7 (R .

[

Assim, o problema de minimizacao associado é

inf {/ |VulPdx : v € DVP (R™) e/ ulP"dx = 1} .
RTL n

Se existe u € FE tal que ||Tu|lp = Collu||g, podemos responder a segunda

5 T
questao colocando Cy = ||”u“”|LF'

As primeiras contribui¢oes neste assunto foram dadas por T. Aubin [4] e

G. Talenti [20]. Eles provaram, independentemente, o seguinte teorema:

Teorema 1.3. Sejam 1 <p<n ep* = n"—_’;?. Entao:
a) Para todo u € D7 (R"),

(1.6) |lu

p < K(n,p)|[Vull,

3=

_aap-d =3[ T(142)T(n)
onde K(n,p)=m 2 (n—p) F<%>F<12+n_%>

15



(D(14n/2)) 7

b) K(n,p) € a melhor constante em (1.6) e, para 1 < p < n, tem-se igualdade

para 1 <p<mn, e K(n,1)=

em (1.6) se, e somente se, u tem a forma
N
u(@) = (a+blaf1) ",

onde a e b sao constantes positivas.

Como as desigualdades de Sobolev sao um caso particular das desigual-
dades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, ¢ natural estudarmos as melhores

constantes para as desigualdades do tipo Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.

1.1.6 Organizagao da dissertacao

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de melhores constantes de uma
classe de desigualdes de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev e da estimativa 6tima
para o semigrupo do calor em R". Precisamente, estamos interessados em

explicitar a melhor constante Cj tal que a desigualdade
(1.7) lull: < Coll Vullallullg™

seja vélida para toda funcio u € D?7(R") (veja notagoes), onde n > 2,

20n—1) . _ n(g—2)
2<q<T55r=2a-1 el = gxang

Em 2003, Del Pino e Dolbeault [7] mostraram que as fungoes extremais

para (1.7) sdo da forma
u(z) =a (14 Flz — E|2)_q%2 Ve e R",

onde a« € R, 3> 0,7 € R", e que

= (%2) (™ 2)>z (;q) ()

16
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Como consequéncia deste resultado, eles mostraram que para toda funcao

ue Wh?(R") com [, |ul*de =1,

2
/ |u|? log |u|dz < %log (—/ |Vu‘2d:c)
n e Jgn

e que esta desigualdade é 6tima. Como aplicacao desta tltima desigualdade
temos a estimativa 6tima para o semigrupo do calor: para toda funcao u €
LT (R"),
le 2 ully < (CyCyp)" (4mtl) "3 ull,
1p \1/2
ondel<q<p<oo,t>0,%+§:1,%:é—%,(]p:((;)W) e
(em)Ql é o semigrupo do calor.
Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira:
No capitulo 2, vamos encontrar as constantes 6timas de uma familia de de-
sigualdades de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev que interpola de maneira étima
a desigualdade classica de Sobolev e a desigualdade de Sobolev logaritmica.
Para isso vamos definir um funcional J no espaco D*7(R") o qual assume
um minimo sobre um conjunto admissivel escolhido apropriadamente e usare-
mos métodos variacionais e concentragao de compacidade para encontrarmos
funcoes extremais. Finalizamos este capitulo explicitando a melhor constante
usando as propriedades da funcao Gama.
No capitulo 3, faremos algumas aplicagoes do resultado demonstrado no
capitulo 2. Encontraremos fungoes extremais para a desigualdade logaritmica
de Sobolev e apresentaremos uma estimativa 6tima para o semigrupo do calor
em R".
No apéndice A, apresentamos alguns resultados sobre simetrizagao de Schwarz.
Usando a simetrizagao de Schwarz mostramos que o minimo do funcional J
¢ uma funcao radialmente simétrica e nao-crescente.
Finalmente, demonstramos no apéndice B uma férmula de diferenciacao

muito usada no Capitulo 3.

17



Capitulo 2

DESIGUALDADE DE
GAGLIARDO-NIRENBERG-
SOBOLEV

OTIMA

Neste capitulo, estabeleceremos a validade de uma familia de desigualdades
otimas de Gagliardo-Nirenbeg-Sobolev. Para isto, utilizaremos métodos varia-
cionais, simetrizacao de Schwarz, unicidade de solugoes radiais para equacoes
quasilineares e um importante lema de concentracao de compacidade devido
a Strauss.

Denotemos por D*?(R"™), ¢ > 1, o espago D2 (R") N L? (R") munido da
norma ||.||2,, definida por ||ullz,, = ||Vull2 + [|ull;- Este espago é um espaco

de Banach reflexivo. De fato, sejan > 2 e 2* = % O espaco

D' (R") ={ue L” (R"): Vue L*(R")}

18



com o produto interno

/ Vu.Vodx

1/2
(/ \Vu|2d:c)
R’ﬂ

é um espago de Hilbert. Sendo D2 (R™) um espago de Hilbert, D2 (R") é

€ a norma Correspondente

reflexivo. Assim, notando que 7' : D*7(R") — DY2 (R") x L (R") dada por
T(u) = (u,u) é uma isometria de D> (R") sobre T (D*4(R")), temos que

D> (R") ¢é reflexivo.

Observagao 2.1. Seja u € WH2(R"). Entdio u € D*?(R") para todo q €
[2,2*]. De fato, se q € [2,2*] entdo

lully < Cllullw.2, Yu e WH2(R") .
Assim, eziste uma sequéncia (ux),s, em C° (R") tal que
lur = ulla =0, [|Vur = Vully = 0 e flup —ully = 0.
Donde, ||ux — ull2., — 0 e, consequentemente, u € D> (R™).

O principal resultado deste capitulo é:

Teorema 2.1. Sejamn >2e2 < ¢ < % Entdo para todo v € D*7(R"),
tem-se

(2.1) lull: < C(n, @) Vullg]lull;™

onder =2(qg—1) e 0 = %. Além disso, colocando § = 2n —

q(n —2) >0, a constante détima C(n,q) tem a forma explicita

oo () () () (7625

19




e, para « € R, >0, 7 € R,
1
u(z) = o (14 plz —z) 2
€ fungao extremal.

%temosﬁzl,r:ﬂ:?ke,de

Observe que quando ¢ = —5

(2.1), obtemos a desigualdade classica de Sobolev na sua forma étima com

a sua constante 6tima C'(n,q) = K(n,2). Sendo assim, assumiremos na de-

2(n—1)
n—2

mosntracao deste teorema que ¢ < . A demonstracao do Teorema 2.1

depende de dois lemas essenciais:

Lema 2.1 (lema de compacidade - Strauss). Seja (uy)r>1 uma sequéncia
limitada em LP (R") N LI(R"), 1 < p < q < o0. Sejam r € (p,q) e u €
L™ (R™) tais que
lim / lug — u|"de =0

K

k—oo
para qualquer compacto K C R™. Suponha que
(2.2) ‘ l|im (u, — u) () =0, uniformemente em relagio a k.

Entao (ug)k>1 converge fortemente para u em L" (R™).

Demonstracao do Lema 2.1

Primeiramente, observe que
lim — 15—
P T + ol
Dai e da condigao (2.2), dado € > 0 existe Ry > 0 tal que
lug, — u|” < e(Jup — ul? + Jup —ul?) , Vx| > Ry, Vk € N.
Donde
/ lup, — u|"de < eC'.
|Ct|>R0
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Por outro lado, existe kg € N tal que
/ lup, — u|"de <€, Yk > k.
lz|<Ro

Assim,

/ |up —ul"de < e+€C, VEk > k.

Portanto,

lim lup, —u|"dz = 0. O
k—oo Rn
Sejamn > 2,2 < ¢ <2 er=2(qg—1).

n
n—

Lema 2.2. Considere o funcional J definido em D*?(R") por

1 1
T(u) = -/ |Vu|2dx+—/ luftdz .
2 Rn q n

Dado ¢ > 0, defina ¢* = inj\g J(u), onde
ucMc

M, = {u € D> (R") : / lu|"dx = c} :

Entao existe uma fungao nao-negativa e radialmente simétrica uw € M, tal

que J(u) =c¢* >0 .

Demonstragao do Lema 2.2

Seja u € M. Entao u € L?(R") N L* (R"). Como 2 < ¢ < 2221 ¢
r = 2(q— 1), temos que ¢ < r < 2*. Pela desigualdade de interpolagao de
Holder!,

lelle < Tl llell3-

1Sejau € LP (R*)NLY (R™) com 1 < p < q < oo. Entdo u € L™ (R™) para todo 7 € [p, q]

el < Jlullp el

onde 1 =
s

RS
<|
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onde 0 = % (;j_qq). Assim, da desigualdade de Sobolev, temos

lully < Jlullg™"CulI Vull3.

2

_ q
Tomando s = 5T8(0=2)

, temos que

1:3(1—9)+ﬁ
q 2

e da desigualdade de Young?, segue que

o ullp 16 0
=< Idy + = 2de < J Yu e M,.
O Fo i /n|u| x+2/Rn|Vu| x < J(u), Yu €

Portanto, ¢* > 0. Seja, agora, (uy),-, uma sequéncia minimizante para .J
em M., ou seja,

lim J(ug) = .

k—o0

Observe que (|ug|)k>1 também é uma sequéncia minimizante para J em M..
Seja vg = (Jug|)* o rearranjamento de |ux| (veja apéndice A). Temos, pelos

Teoremas Al e A3, que v, € D> (R"), fRn |og|"dx = c e

1 1 1 1
" < —/ |Vvk|2dx—|——/ v |Ydx < —/ |Vuk\2dx+—/ lug|dz Yk > 1.
2 R q n 2 R~ q Jrn

Logo, (vx)s, € uma sequéncia de fun¢oes nao-negativas, radialmente simétricas
e nao-crescentes tal que

lim J(vg) = ¢".

k—o0

Pelo fato de D*7 (R"™) ser reflexivo, podemos assumir (passando a uma sub-
sequéncia se necessario) que a sequéncia (vg)r>1 converge fracamente para

algum u em D% (R"). Da semicontinuidade inferior de J temos que

J(@) < liminf J(v;) = ¢*.

2Seja 1 < p < 0o. Denotamos por p’ o conjugado de p, isto &, % + ﬁ = 1. Assim,

1 1. .
ab < fap—i——/bp
p p

para quaisquer a,b > 0.
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Observando que a inclusao D> (R™) C L" (R") é continua, podemos concluir
que (vg)g>1 converge fracamente para @ em L" (R™). Pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov (veja [6]), temos que

lim / o, —u|"de =0
K

k—oo

para cada compacto K C R”. Temos, também, pelo Teorema A.4 do Apéndice
A, que

(vp —u)(z) = 0 quando |z| — +o0,

uniformemente em relagdo a k. Assim, pelo Lema 2.1, v, — w em L" (R").

Portanto, w € M, e, consequentemente,
J(m) =c". O

Demonstragao do Teorema 2.1

Para demonstrar o Teorema 2.1, utilizaremos o Lema 2.2 para uma escolha
especial de c¢. Seja u o minimizador de J em M., dado pelo Lema 2.2. Pelo
método dos multiplicadores de Lagrange (veja [1]), existe A > 0 tal que @

satisfaz a equacao
(2.3) AT+ - N =0 em R".

Assim, da teoria de regularidade eliptica, temos u € C? (R"). Do principio
-1
do maximo forte, temos que w > 0 em R". Multiplicando A7 em ambos 0s

lados de (2.3), obtemos
—Aw 4wt —w =0,

1 —2 . , - . ..
onde w(x) = Arau ()\2&*‘1) :c) Assim, w é uma solucao radial positiva da

equacgao eliptica quasilinear
(2.4) ~Autu™ —u"t=0 em R".
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Mas a equagao (2.4) tem uma solugao explicita dada por
1
wi(z) = a(1+ Blzf’) 2
com

(FZQM—?ij&—m>ﬁze ﬁ:@_w(%n—giin—”f’

Verifiquemos isto. Primeiramente, temos que

203 g 4af?(1 - =
I R R e A (R R
208 e 28Jz*(1—q) =
_ q_2<n(1+ﬁ|x|2) + L) (14 Blaf) )

2(n—1) = (n—2)g) >

_ q—2 ( 2(q— 1) )“ .
(2(n—1) = (n—2)g) [\2(n—1) — (n—2)q

— ! q—2

temos que

. n(g —2) o1 2Bz’ (1 —q) =
BT ra vy T ey ey gl S

- 2(¢ = 1) o 2(¢ —1)

o 12(71—1)—(7@—2)(] - 12(71—1)—(71—2)(]
ou seja,

L 28leP—g) L 21-g)
—hw, = —ulT 12(n— 1) —(n—2) (1+ Blal) o 12(n —1)—(n—2)q

. -1 2(1 — Q) ﬁ|$|2 —
* * %n—U—OwQM(1+Mﬂ2 Q
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1 2(1 _ Q)

e e gy ()
_ q— q— 2(q—1) -1
= el 1Q(n—l)—(n—2)q (1+51l%)

.91 r—1
= w, tw, .

Assim, w, é solugdo da equacao (2.4). Como a solugao radial positiva da

equagao (2.4) é unica (veja [17]), temos
wie(xz) = w(x)
— A (A

Logo,

1 (9—2)

u(x) = N Taw, <)\72(T*q) :c) :

Veja que

—r __r_ __g=2_ \T n(g=2) _r -
c= udr = A Taw, </\ 2(r—q) x) dr = \20—a) "7 wy(x)"dx.
n Rn n

Neste ponto fazemos uma escolha conveniente de ¢ na definicao de M,.:

c= / wy(x)"dx > 0.

Assim, temos que A = 1 e, consequentemente, u(z) = w.(zr), Vr € R".
Donde
J(wy) < J(u), Vu € M.

Seja u € M,. Defina, para A > 0, uy(z) = Aru(Az). Como

/ lun|"dx :/ lu|"dx = ¢,

temos uy € M.. Dai, J(w,) < J(uy) , isto é,

n—2 n 2 q q
J(w,) < A5 <3—2—”>/ WTulda:—l—)\_”(l_r)/ ‘%dw, YA > 0.
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Considere a fungao f(\) = aA¥ + bA7%2 com

[Vull3

uq
B 7R
2 q

-2 2
klzn ( n —7’) (§ kzzn(l—g)
T n—2 T

Minimizando f em A > 0 (usando as derivadas da funcao f), obtemos

. 5
J(w.) < Co (ullg™ IVull2)”

onde
1 —2n@-a+2 __n(=q) n(q _ 2)
Cy = )\n<2 q)+4(q—1) 4+ = )\n<2 Q) +4(q— 1)’ )\* _ :
2 q anZ—q)+ (a— 1)2)
g— n(q —2) o 5o 2la=1@n—(n—2)q)
(¢ —1)(2n — (n—2)q) 2n — q(n —2) 4+ 2(q — 2)
Assim,
J(w)\ 3 ||ul,
Il a1 > ( (w )) lelle e g,
C’0 cr
Donde

>l

1 C _
Jull < ¢t (5025 ) IVl

e temos igualdade quando u = w, .

Dado u € D*4(R") , u # 0 , tem-se e M. . Dal,

full»

1 0 1 1-6
Cr Cr
HUHr_ Cln.q) | = | IVullzllully™
|| || ] 0l

lull, < C(n, @) Vullallully™ -

implica

Portanto, temos que

lull, < Cn, )l Vullallully™, Yu € D (R"),
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onde C(n,q) é a constante tima

Como [Jw.]l, = C(n,q)||Vw.|§]w.][;~?, podemos calcular C(n,q) direta-

S

mente. De fato, observe que para quaisquer constantes «, 3 > 0, a funcao

Wa,p(x) = o (1+ Blaf*) =2

satisfaz
e
=0 [ Vw,]|§]Jw.]|}°

pois a desigualdade (2.1) é invariante por dilatagao, homotetia e translagao.

Desta maneira, fazendo a = 3 = 1, temos

C(n,q) =

|V, 1| ||w1 e

Calculemos algumas integrais :

a)
1 o 1
w147 = / odr = / / )dS) dt
R (14 |x]?) a2 0 BI04 (1 + |z )

’I’L7T% ] nfl
T (241 / s
(5 + ) 0 (1 + t2) q—2

nmz /°° u's J
= orin L) o U
(5+1)Jo 4w
nmz I (%) I (2((1(1:21) o %)
or (2 +1) r (2@—1))

q—2

+

20 -
= T2 ——"<"
2 )
"1 ()
b)
1 nm? 5
w12 = / S / du
re (1 + |2]2) ' (5+1) o (1+uw)



c)

_ |z|? nms o0 gt
||vw1,1||§:\/ 2(g—1) dx = F n 1 2(g—1) dt
R (1 4 |2]2) 0 G+ Jo (145

onde §d = 2n —q(n —2) e I' é a fungdo Gama (veja [2] para propriedades da

funcdo Gama). Usando a relacdo £ —1=¢ — % — 2 ¢ o5 célculos das integrais

r q 2 n

em a), b) e ¢), encontramos

cwo-(52) () () () e

[\VJise}
SIS
Sl

2(¢—2)
Observacao 2.2. Vimos, na demonstracao do Teorema 2.1, que as fungoes
da forma

u(z) = o (1+ Blz — E\z)_q%? , Vo € R",

sao fungoes extremais para a constante dtima C(n,q). Podemos mostrar,
também, que se uma funcdo u € D (R"™) € extremal para C(n,q), entdo

para algum o € R, algum G > 0 e algum T € R",
1
u(@)=a(l+plz—7°) 2, Ve e R",

veja os detalhes em [7].
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Capitulo 3

DEMONSTRACAQO DOS
PRINCIPAIS RESULTADOS

3.1 Desigualdade de Sobolev logaritmica 6tima

Usando o Teorema 2.1, vamos mostrar que quando ¢ se aproxima de 2, a
desigualdade limite é a desigualdade de Sobolev logaritmica na sua forma

Otima.

Teorema 3.1. Seja n > 2. Entdo, para qualquer v € W12 (R") com
Jgn |ul?dz =1,

2
(3.1) / |u|? log |u|dx < ﬁ10g (—/ \Vu]de) :
Rn 4 e Jgn
A desigualdade (3.1) € dtima e, para 0 >0 e T € R",

_n
2

n —Lip_z2
u(z) =n20 e 727 Yr e R,

€ funcao extremal.

Demonstracao do Teorema 3.1
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Seja u € WhH2 (R")\{0}. Entao u € D*4(R") para qualquer q € [2,2*].

Pelo Teorema 2.1, temos
lull, < C(n, @) [ Vulla]lull;™,
ond62<q§%er:2(q—l). Dai
log [[ull» < log (| Vull2) +log (C(n, ) [ull;™)
e, consequentemente,

| |mw | IVl
3.2 —log< — —logC(n,q) <log | — | .
(3.2 08 \ uf, ) '8¢ (9 Tll

Notando que

%log (Hu\lr) _g=D@n—(n=2)q), (HUHT) |

lllq n(q —2) [ullq

1m&%0wﬁ:é'&%cwﬂ |
ql2 6 || w4 n \ dq [Jullq g=2

Do Teorema B.4 e da regra da cadeia,

d IIUHT) 1/ Juf? ( [l )
— log (— = - log dz .
dq lullg/ lg=a 2 Jrw [l [l

1 . 2 2
lim—log(HuH ) :—/ |u—|210g( [l >d3:.
al2 6 lullg ) 1 Jre [z [l

Assim, de (3.2) obtemos a seguinte desigualdade

2 [ Ju? [ul 1 [Vulla
(3.3) —/ —-— log (— dx — lim —log C(n, q) < log :
n Jen |3 [l al2 0 [l

Vamos, agora, calcular ligl % log C'(n, q).
q

temos

Donde

Escolha, para C(n, q), a fungao extremal

wy(x) = (1+ (g — 2)|a2) ™ .
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Colocando ¢ — 2 = % temos

k—-4o00

1 z2\ 7" 2
lim (1 —Nzl?) 2 = 1 1 |_ — o=l
;gl( + (¢ )|z ) im < + ’ > e )

pois lim (1 + %)k = e¥. Considere a fungao w(z) = e~1#*. Sendo w, uma

k—+4o00

fungao extremal para C'(n,q), temos

1 [Vwgll2\ | 1 [[wglr
—logC'(n,q):—log( g + —log 1
0 [[wqllq 0 [[wqllq

ou seja

1 Vg2 | 1 [wgllr ), 1 Jw][») 1 [w][
—log C(n,q) = —log (—q +-log + log ——log | +—— | .
0 lwllg /0 [[wgllq [wllq/) 0 [wllq

Dai,

.1 V]| 1 [[wg]l
hm—logC(n,q) —lo < +1 —log 2 +
al2 0 []]2 20 [[wglg
Her) (le\r)
+ lim-— log( — lim 1 ,
al2 0 lwll,) aiz 0 [wllq
ja que
i 21 (U202 g (U012,
al2 f [[wgllg [[wl]2

| [wll-\ _ 2 Jwlz
Como 1;{121 4 log < - > = fR” log <”w” > dx, encontramos

[[wli3

1 1 2 2
limalogC’(n,q):—log<vaH2) —|——/ [w] log( [w] )dm+4Q
nJr

al2 [[w]l2 o [lwl]]3 Jwl]3
N S TENS lwgll-\ _ 1 [[w]l:
onde () = (E{Q g log (et ) lim 725 log (I ||q>) :
Note que
1 ., 1 r 2—r
o (L2l) o (Lol
q—2 [[wgllq 2(¢ —2) [[wgllqllwqllg

| ) | ol
= Liog (gl eyl +—1og(—‘” |
5 108 (leallalleeall. ™) + 50—y log {
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Assim,

L1 lwgll-) _ 1 1
(3.4) lim log ( g = ~log +

al2 ¢ — 2 lwgllg /2 lwll

1. 1 .

5%{?@ [log(quHT) — log (qu“g” :

Usando o Teorema B.5 e a regra da cadeia, encontramos

1 d
lim —— [log ([[w,|];) —log (|lw,||%)| = = [rlog (||w,|l+) — qlog (||w
ﬂ2q_2[ (l[wg[7) (llwqll9)] 7g 7108 (lwgllr) (Hqu)]q:2
1
= W . |w|210g|w|dx
2 n

Portanto, (3.4) se reduz a

.1 llwql 1 1 1 5
lim —— log (—q = —log + |w|* log |w|dz.
al2 ¢ —2 lwgllg /) 2 lwll2/)  2[wll3 Jrs

Também temos

1 Jwll.) 1 lwliFlwl
log = 10g o n2=q
q—2 [l 2(¢ = 2) [wllgllwllg
1 i 1 .
= s (lwlllhwll?) + 5= lox () ~log ()]
e, dai,
1 me> 1 ( 1 ) 1.1
lim ——lo = —lo + —lim —— |log (||w]|;.) — log (||w]|Z
i e (1) = o (o ) + g lim g flog () — log (Jul]
1 1 1d
= —log( )+—— rlog (||wl|,) — qlog (||w
5 Tl 3 g Mg () (I Mﬂqﬁ
1 1 1
= —log( ) + lw|? log |wl|dz.
2 lwllz/) 2fjwll3 Jr

Portanto, @ =0 e

.1 IVwl|2 1 w? w?
lim —log C'(n,q) = —log ( + —/ log | — | dx.
al2 0 [[w]]2 n Jen |Jwlf3 lwll3

Observe que

IVl = [ lafe s o ulf= [ e
n

n
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. _ 2
Assim, usando que fan el dr = 7

) 9 2 —2fz|?
/ w210g(w2)d$ - / wQIOg ‘ = | dv
o JTl2 75 \ T2 " (%)” (5)°

Dai,

Vwl3) 2 2 2 1 x
—log <%) + —/ v 5 log ( d 2) dr = log (—e_l_log<2))
[[wl]3 n Jen (w3 [[wl]3 n

Logo,
1 1 2
léglalog C(n,q) = ilog (—) :

mne

Desta forma, a desigualdade (3.3) é

2 2 1 2
—/ [u] 5 log ( [ ) dr — = log (—) < log (—”VUH2> .
n Jen [ull3 [l 27 \mne [l

Portanto, para qualquer fungao v € W' ?(R") com [, [ul*dz = 1,

2 1 2 1 2
—/ lu|? log |u|dz < = log [ — ) +log ||Vul|; = = log —/ |Vul*dz | .
n Jrn 2 e 2 e Jpn

Finalizando, sejam o > 0 e T € R". Escolha para C'(n, ¢) a fungao extremal

wy(x) = (f)"/2 (1 . 2)M)_qi2 |

g g

Usando que klim (1 + %)k = e¥ encontramos que
— 00

i n/2 1 —2
limw,(x) = (—) e o lz=T"
iy 4(T) -
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n/2 _1,._=2 , ~
Coloque w(z) = (£ / e~ =% Como w, é uma funcio extremal para
o q s

C(n,q),

.1 IVwl|2 1 w? w?
hm—logC(n,q):—log( +—/ —=log | —— | dx.
al2 0 [l n Jen [Jwlf3 lwl3

. . 1 . 1 2 ’
Mas, vimos que 1;{121 5logC(n,q) = 5log (%) Dali,

1 2 2 1 2
_1Og(|lvw|l2> +_/ w 210g< w 2) dr— Lo (_)
[w]]2 n Je Jwlf3 [w][3 2 mne

ou seja,
2
/ lw|? log |w|dx = 2log (—/ ]Vw\%lx) : O

Assim, a desigualdade (3.1) é 6tima.

Observacao 3.1. Vimos, na demonstracao do Teorema 3.1, que as fun¢oes
da forma
o re W yr e R,

sao funcoes extremais para a melhor constante % Por outro lado, pode-

se mostrar que se uma fungio u € W2 (R") com [g, [ul*de =1 € fungao

extremal para # entdao, para algum o > 0 e algum T € R", tem-se
_ o n Ll g2 n
u(r) =m20 2¢ - , VreR".

Veja M. Del Pino e J. Dolbeault [7].

3.2 Estimativa 6tima para o semigrupo do
calor em R"

Nesta se¢ao, vamos estudar a conexao entre a desigualdade logaritmica de

Sobolev e o controle da norma do semigrupo do calor.
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Teorema 3.2. Sejamn > 2 e 1 < g < oo. Entdo, para todo uw € L1 (R™),
e ull, < (CoCp)"” (datl) ™ lull,

1,1 _ 1 1_1_1 _ (e M2
ondel <qg<p<oo,t>0 +5=1 7=, p;Cp*<(p,)1/p/) €

(em)t21 ¢ o semigrupo do calor. Além disso, a constante (C,Cy)" (4mtl)™ 2
¢ étima e, para a > 0 ¢ T € R", a fungio u(z) = a (7o) 2 e 777 com

7

i, € uma fungdao extremal.

g =

Vamos, primeiramente, utilizar a desigualdade de Sobolev logaritmica
para estabelecermos um lema que sera usado na demonstracao do teorema

3.2.

Lema 3.1. Sejamn > 2 e 1 < ¢ < co. Entdo, para todo u € C* (R™) \ {0}

tal que u > 0,

Jul® ¢ (Auui
(3.5)/ log |u|dx < log + log |||
ze [Jullg 2¢ " \2mne(g—1)  [Jullg !

onde A € o operador laplaciano e (—Au,u?") = [0, (=Auw)u?dz .

Demonstracao do Lema 3.1
Seja u € C° (R™)\ {0} tal que u > 0. Assim, uz € C° (R™)\ {0} e uz >0
pois u2 é a composicio de duas funcoes C° (R™) e u?(z) = 0 se, e somente

se, u(z) = 0. Pelo Teorema 3.1,

q/2 2 q/2 24
/ il log (u?'?) dz < %10% (: e T x) +log (Ju?2) -
R

o [Jus]3 ne [Jud?|]3

Como log ([ut’?]l2) = 4log (Jully). [u?[} = [[ullf e fo [Vu?dr =

4(qq—i1) Jn (—Au)utda = %(—Au, u?™1), temos a seguinte desigualdade

[ b 2 (~Buw) g
g log uldz < 2 log ( + L1og Jull,
2 Jeo Tl 1\ Grnelg 1) Jull p gl

a qual implica

] ¢ (~Duu
7 log Juldr < < — log +log [Jull, - O
/R" [ullg 2mne(q—1)  lullg !
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Observagao 3.2. Se u € C>(R") \ {0}, u > 0, entdo e"“u satisfaz a
desigualdade (3.5). De fato, seja (,ok.)k21 uma sequéncia de fungoes em
C (R™) \ {0} satsfazendo:

a) para cada k € N, pp(z) =1 se |z] < k;

b) para cada k € N, pip(x) =0 se |z| > k+1;

¢) (IVor)is1 € ([Apk])is1 sdo sequéncias uniformimente limitadas em k e
.

Como e®u € C* (R™) \ {0} e e"®u > 0 (pois u € C° (R") \ {0} eu > 0),
temos que pret®u € C° (R™) \ {0}. Assim, colocando pye'®u no lugar de u

em (3.5) e fazendo k — oo, obtemos o resultado desejado.

Demonstracao do Teorema 3.2

Sejam v € C° (R")\ {0} comu >0,1<g<p<ooceT >0. Sejam [
um intervalo aberto tal que [0,7] C I e o : I — R uma fungao de classe C*
com o(0) = ¢, o(T) =pe % >0em [0,7] (uma escolha explicita de o serd
feita mais tarde). Pelo Teorema B.5 e propriedades de semigrupo segue que

|e"®ully() é continuamente diferencidvel sobre [0, 7] e

o(t)—1
d " _ ((Beu), (e Fu))
(3.6) 7 108 (e ullow) = a0
o(t)
1 do(t) { O A A
- _1 S _1 '
EONT (as og ([l ull) . og (lle"ullor)

Temos, pelo Lema 3.1 e observagao 3.2, que (3.5) é satisfeita quando substi-

Su = uy. Considere,

tuimos ¢ por o(t) e u por e“u, Vt € [0,T]. Coloque €'
agora, a seguinte func¢do definida em (0, co)
o(t) (~Lur,uf" )

o(t
Tl

9(y) =

+(n/20(t)) log (47“22(0?]5) — 1))4—10g (||u1||g(t)) )

Minimizando g obtemos que
20 (1)2(—Aug,uf ")

o(t
nllu || 2)

Yo =
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¢ o minimo absoluto de g e

n o) (~Duuf™)
9(%) = 57— log o Flogffurfloc
20 (t) (27rne(0(t) 0wl !

Como

|7 n ot)?  (=Luy,uf")
——log |u|da < - log - +log [[utllo) ,
/Rn ||U1HUE3 o 2mne(o(t) — 1) ||U1H(;Eg

temos que

|u1|0(t)
— g logluildr < g(v), ¥y >0.
R

" luallce
do(t
o (129,
s=o(t)

tA ) |o(t)
:/ —|6 ul =0 log|etAu|dx
s=o(t) IR [[€2u]l50)

Em particular, para todo ¢ € [0, 7],

a S
—log (|le"“ull)

ja que

d tA ) ||s
< tog (le"2ull)

do(t)
dt
Assim, por (3.6), para todo t € [0, T7,

d . n dO‘(t) dO'(t) 1
(37 log (e ulloe) < <W)710g( di 4we2(o<t)—1>>'

Neste ponto definimos o (t) por

> 0.

1 1 t

q o) 1T’

onde ; = £ — 1. Dai, a desigualdade (3.7) torna-se

1
p

%log (e ullow) < <2lLT) o (47TTZGZ<(‘?@ N 1)) |

Pelo Teorema fundamental do céalculo,

log ([le"“ullor)) —log (le" ullo) < /T (L> log ot dt
a(T) a(0)) = 0 AT 47TTZ€2(O'(t) _ 1) )
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ou seja,

T( n o(t)2
€7l < [l (4T o s

Fazendo a mudancga de variavel s = ﬁ e colocando K = €2, temos

_n <log< ‘(/p)'r /p’)_l/p:> +21)
2 (/)" (1))~
= log ( K% (C,Cy)" ) —nl.
Portanto
M et (.0, = @y
implicando a desigualdade
leull, < llully (4nT1) ™5 (C,Cp)"
Como T > 0 ¢ arbitrério, para cada v € C2° (R") \ {0} com u > 0,
e al, < ul, (drt)~F (C,Cp)" , Vit >0,

Dada u € L9(R™), u > 0, existe uma sequéncia de fung¢oes nao negativas em

C® (R™) \ {0} que converge para u em L7 (R™). Assim,
e ull, < llull, 4rtl) % (C,Cp)", Yt > 0.
Agora, dada u € L?(R"), tem-se
et Pu| < e ul
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e, consequentemente,
le®ully < lleJulll, < lully (4rt)) ™3 (C,Cp)" Vi > 0.
Portanto, para todo v € L% (R"),
le®ull, < lull, (4mth)~# (C,C)" , Vit > 0.

Mostremos que a constante (47tl)” 2 (C,Cpy)" é étima. Para isso tome a

~ . —_n o2 / .
funcdo gaussiana u(r) = (7o) 2 e~ onde 0 = L > 0. Assim,

Q

)—n/2

') (v) = { /6_143|26‘Zy|2dy

(
(7TO'>_n/2 —L|x|2 4t % n
— —/26 4(14to) T2

1+to

= (W>_g( : )26‘“11””'2.

1+to

Jeull, = (o) # (15 ) (M) .

po

Donde

Temos, também, que

1
lull, = (o) ([ i)’

Dai,
tA n nn/2q¢ lt n/2l
||6 U’Hp — (O Op,)n (47Ttl)_a (q> ( 0) . .
lullg ! (P (1 + to))"?
Como o = ‘g—ll, segue que

((q’)"/” <zw>"/”) _
(¥ (1+ o))"
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e, consequentemente,

||€tAu||p

[ullq

= (C,C)" (4mtl) ™2t . O

Veja que, para a > 0 e T € R”, a funcao

/
|o—7|2

ug(z) =a(ro) 2e” =, ondeo = q—,

tl

é funcao extremal para a melhor constante (C,Cp)" (47Ttl)_%.

Observacao 3.3. E importante registrar que a desigualdade de Sobolev logaritmica
otima € equivalente a estimativa otima do semigrupo do calor fornecida no

Teorema 3.2. Para ver a demonstragdo deste fato consulte [21].
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Apeéendice A

SIMETRIZACAO DE
SCHWARZ

Vamos colocar aqui alguns resultados sobre simetrizacao de Schwarz e re-

feréncias para as demonstracoes. Facamos, primeiramente, algumas definigoes.

Definigao A.1. Sejam Ay, ..., Ay subconjuntos borelianos de R", dois a dois

disjuntos e com medida finita, e 0 < ap < ar_1 < ... < a1 NUMETOS TEALS.
k

Considere a funcao simples [ = > a;xa,. Definimos o rearranjamento da
i=1

funcao f por
k

7= aixin, <<k

=1

onde Ry :== 0 e R; > R;_; sdo dados pela relagio m ([Ri—; < |z| < R;]) =
m (A;) (m := medida de Lebesgue).

O teorema seguinte nos permite definir o rearranjamento de uma funcao

p-integravel positiva qualquer.

Teorema A.1. Sejam 1 < p < oo e f € LP (R") uma fung¢do positiva. Existe

uma unica fungao positiva f* € LP (R™) tal que, para todo A > 0,
m([f 2 A)=m([f"=A),

41



onde o conjunto [f* > A € uma bola B (0, Ry). Alem disso, a func¢ao f* €
radial, nao-crescente e, para toda fungao continua e crescente G : R, — Ry

com G(0) =0, temos

/nG(f)da::/nG(f*)dx.

Definigao A.2. A fun¢ao f* chama-se o rearranjamento nao-crescente (ou

a simetriza¢ao de Schwarz) da fungao f.
Resultados fundamentais sobre simetrizagao de Schwarz:

Teorema A.2 (Desigualdade de Riesz). Sejam f,g € L* (R™) fungdes
positivas. Entao,

fogde < [ frg*dx.
R™ R™

Teorema A.3. Seja u € WY2(R"™) uma fungdo positiva. Entdo, o seu

rearranjamento u* pertence ao espaco WhH? (R") e

/\Vu*\2dx§/ |Vul*dz .
n Rn

Teorema A.4. Seja u € LP (R"), 1 < p < oo, uma fung¢do positiva. Entao,

F (E + 1) 1/7’
ju*(x)] < |z|™7 <#) |lu*l,, para todo x # 0.

Demonstracao:
Basta observar que 0 < u*(z) < u*(y) se |z| > |y| e, colocando r = |z|,
nm/

n/2 r TL?Tn/2 -
ol > s [t spstds > ooy (_) R
L(5+1)Jo I'(2+1) n

Observacao A.l. Suponha que (“k)kzl seja uma sequéncia limitada em
LP (R™) de fungoes positivas. Naturalmente, (uy),~, € uma sequéncia lim-

itada em LP (R™), digamos ||uj||, < B. Assim, do Teorema A.4,
lui(z)| < Clz|"» , para todox # 0,
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n 1/p
com C = B <F(ﬂi;1)) independente de k. Donde uj(z) — 0 quando

|z| — oo uniformemente em relagao a k.

Para ver as demonstragoes dos resultados deste apéndice consulte [12] e

[20].
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Apeéendice B

UMA FORMULA DE
DIFERENCIACAO

Vamos demonstrar neste apéndice um resultado de diferenciagao (Teorema

B.5), o qual foi usado no capitulo 3.

Teorema B.1. Sejam 0 um subconjunto aberto de R™ e 1 < p < oco. Se
up — u em LP (R™), existem uma subsequéncia (uy,);>1 de (ug)g>1 € g €
LP (R™) tais que:

a) u, () — u(x) q.t.p. em §;

b) lu(x)|, |ug,(z)] < g(x) q.t.p. em .

Demonstragao:
Podemos assumir (passando a uma subsequéncia se necesséario) que uy(z) —

u(z) q.t.p. em . Assim, existe uma subseqéncia (ug,);>1 de (ug)r>1 tal que

, <270 Vi1,

HukHl — Uk,

Defina g(x) = [ug, ()] + X2 [ug,, (¥) — u,(x)]. Dai,
luk, ()] < g(x) q.t.p. em Q.
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Donde |u(z)| < g(x) q.t.p. em Q. O

Teorema B.2. Seja 2 C R™ um subconjunto aberto com medida de Lebesque
finita. Sejam 1 < p,r < oo, f €C (U xR) e|f(z,u)] <c(1+ |ul"), onde c
¢ uma constante positiva. Entdao, para todo u € LP (), f(.,u) € L" () e o

operador A : LP (Q) — L" (Q2) dado por

Au) = f(.,u)
€ continuo.
Demonstracao:
Suponha que u € L (Q). J& que ¢’ (1 +|u|7)" € L' (Q), segue que f(.,u) €
L™ (). Seja, agora, (ug)r>1 uma sequéncia em LP () tal que up — u em
LP (). Considere uma subsequéncia (wg)k>1 de (ug)k>1. Sejam (uy,)i>1 € g

dados pelo Teorema B.1. Como

F () = ) <27 (14 gl )

¢ (14 1gl7) € L' (9)
segue do Teorema da convergéncia dominada que Auy, — Au em L (2). O

Teorema B.3. Sejam (2 C R™ um subconjunto aberto e 2 < p < co. Entao

o funcional
wla) = [ fupds
Q
€ de classe C' (L? (R™) ,R) e (¢'(u), h) = p [, u|u[P~*hdzx.
Demonstragao:

Sejam u,h € LP (). Dados z € Qe 0 < [t| < 1, pelo Teorema do valor

médio, existe A € (0,1) tal que

[u(z) + th(x)]P — Ju(z)[”
< p (Jul@)| + Ala(@))" ™ |h(z)].

i
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Pela desigualdade de Holder, temos que
([u(@)] + [h(2))"" |h(z)] € L' () -
Assim, pelo Teorema de Lebesgue,

(0 (u), B = p / alul”*hdz

0
Logo, ¢ ¢ Gateaux diferencidvel. Defina, agora, f(u) = pulu[P~2. Seja
(ug)g>1 uma sequéncia em LP () tal que up — w em LP (Q2). Do Teorema
B.2 segue que f(ug) — f(u) em L9(Q) quando ¢ = —Z. Novamente pela

p—1
desigualdade de Holder,

(' (ug) — @' (), )] < |1f (ur) = F()llglI 2]l
Donde
19" (ur) — " ()| < [1f (ur) = f(w)llq

e, consequentemente, ¢ é continua. [

Observacao B.1. Podemos monstrar que o funcional v € um funcional de

classe C* (L* (R™) ,R). Veja [22].

Teorema B.4. Suponha que u € L* () para todo s € (q,p), 1 < ¢ <p < 0.

Entao a fungao o(s) = ||u||® € diferencidvel e

d
—||ul| = °1 dz .
Sl = [t tog fulds
Demonstragao:
Temos que

log [ul| < (ea)™ (Ju|*+ |u[~) ,Va > 0.

Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada,
d d
s s
—llully = | ——|ul’dz
ds q ds

= / |u|® log |u|dz . O
0
46



Agora, como consequéncia dos resultados anteriores, podemos estabelecer

uma férmula de diferenciagao para o funcional F (¢, s) = ||¢¢]|s.

Teorema B.5. Suponha que 1 < p < ¢ < o0 ea < b. Para cada t €
(a,b), seja ¢y uma fungdo real sobre R"™ (ndo identicamente nula ) tal que a
transformagao t — ¢, de (a,b) em L* (R™), é continuamente diferencidvel

para cada s € (p,q), com derivada ¢,. Entio a funcio F(t,s) = ||¢ils €

diferencidvel sobre (a,b) X (p,q) com deriwadas parciais:

OF :
e L R R

OF _ s s _
55 (Bs) =5l /W log |¢r|dz — 57 [ log || el

onde assumimos que 0°log0 =0

Demonstracao:

Basta usar os teoremas B.3 e B.4, e a regra da cadeia. [J

Teorema B.6. Suponha que u € L* (R™) para todo s € (¢,p), 1 < qg<p<

00. Entdo a fungao conveza s log (||ul|s) € diferencidvel em (q,p) e

d 1 |ul® |ul
—log (|[ulls) = —/ log ( dz.
ds s Jgn [lull$ [Jwlls

Demonstragao:

A fungao convexa s — log (||ul|s) é diferencidvel porque ela é a composta de

outras duas fungoes diferencidveis. Como log (|julls) = log (|[u])%), temos
que
d d1
9 ) = 254 s
Lrog(full) = 1o (Jul)
1 1 |ul?
= —log(ul) +5 [ o loglulds
s? s Jro [lull3
1 |u|® 1 Jom [ul*dz
= o fulde — < g (Jul.) S
s Jrn [ull3 s el

1 S
= —/ [ul log< [ul )dm. U
s Jrn [lull3 ells
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