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Introducao

Neste trabalho estudamos as superficies em R® de curvatura média constante invariantes por subgrupos a 1-
parametro de isometrias.

No capitulo 1, revisamos alguns conceitos de Algebra Linear e Teoria de Grupos. Identificamos ainda o grupo
ISO(R3) das isometrias de R? com o subgrupo G(4) de matrizes 4 x 4 da forma:

G4) = { {fg ﬂ [T € 0(3), a € Mas(R), 0 € Mlxg(R)}

e mostramos que subgrupos a 1-pardmetro de G(4) s@o, a menos de conjugacao, da forma

cos(at) sen(at) 0
_ —sen(at) cos(at) 0 0
Gap = 0 0 1
0 0 0

sendo « e 3 nimeros reais.

No capitulo 2, revisamos alguns conceitos da Geometria das curvas e superficies. Além de estudarmos a agao
dos grupos G, s sob pontos de R3. Grande parte dos capitulos 1 e 2 foi baseada em [8].

Se a = 0, o grupo Gy g contém as translacoes e é denominado grupo de translacdo; no caso em que 5 =0, Gq 0
contém as rotagoes e é dito grupo de rotacdo; se o e 3 sdo ambos nao nulos, G g é chamado grupo de movimentos
helicoidais. Uma superficie S tal que g(S) = S para todo g € G, g ¢é dita G, g-invariante. As superficies invariantes
pelos grupos Gg g, Ga,0 € Go g sao chamadas superficies translacionais, rotacionais e helicoidais, respectivamente.

No capitulo 3, estudamos as superficies translacionais, concluindo que as tnicas superficies translacionais de
curvatura média constante sao o cilindro circular e o plano.

No capitulo 4, estudamos as superficies rotacionais e mostramos um resultado devido a Ch, Delaunay: “Su-
perficies rotacionais de curvatura média constante sao obtidas pela rotagao das roulettes das conicas.” Sendo roulette
a trajetéria descrita por um dos focos de uma conica enquanto ela (a conica) rola sobre uma reta sem deslizar. O
conteudo deste capitulo foi baseado no artigo [5] de J. Eells.

Seja:

Yy = {superficies helicoidais em R?® de curvatura média H = cte # 0}

e S o circulo unitério parametrizado por (cos,senf) (6 € [0,27)). No capitulo 5, mostramos que existe uma
aplicacao diferenciavel, 2m-periddica e sobrejetiva

$(0,By) : S* x [0,00) — B,

tal que ¢(0,[0,00)) sdo as superficies rotacionais em Y. Para a superficie rotacional S(By) = ¢(0, By) (By fixo),
(0, By) (6 € [0,27)) é uma familia de superficies helicoidais associada a S(Bp) (no sentido de que cada superficie
dessa familia é isométrica a S(By)). O contetddo deste capitulo foi baseado no trabalho de Manfredo P. do Carmo e
Marcos Dajczer ([3]).



Capitulo 1

Isometrias e Grupos a um parametro

Para dar inicio ao estudo das superficies invariantes por subgrupos a 1-parametro de isometrias R?, faremos uma
breve exposicao sobre isometrias, grupos de isometrias e subgrupos a um parametro de isometrias.

1.1 Um pouco sobre transformacoes lineares ortogonais.
Definicao 1.1 Uma transformacdo ortogonal, é uma transformacéo linear C : R® — R3 tal que
(Cv, Cw) = (v,w),
para todo par de vetores v e w € R3.
Definicao 1.2 Para cada transformacao linear T : R® — R3, a adjunta de T é a transformacgdo T* : R® — R3 tal
que
(T'u,v) = {u, T*v),
para todo par u, v € R3.
Segue naturalmente de [7] que se C' é uma transformagcao ortogonal, entao:
(a) CC* = C*C =1, onde I é a identidade de R3.
(b) C* é uma transformagao ortogonal.
(c) det C = +1.
(d) C preserva a norma euclideana.
Definigao 1.3 O(3) = {C : R?® = R3; CC* = I} € o conjunto das transformagdes ortogonais de R3.

Proposigao 1.1 O conjunto O(3), em relagao d operagio de multiplicagdo de matrizes (ou composi¢do de fungoes),
€ um grupo. |

Demonstragao:

(1) Vejamos que O(3) é fechado em relagdo & operagdo. Sejam C e C’ € O(3), entéo
(CC"u, CC"v) = (C'u, C'v) = (u,v).
Logo CC" € O(3).
(2) Sabemos que a operagao é associativa.

(3) O elemento neutro é dado pela identidade I de R3.
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(4) Pela definigdo de O(3), o inverso de C' € O(3) é C* logo O(3) é um grupo. [
Definigao 1.4 Um subespaco V C R3 € dito invariante por uma transformagcio linear T : R? — R3 se T(V) = V.

Proposicao 1.2 Sejam C € O(3) e V um subespaco invariante por C. Entdo o complemento ortogonal, V*, de V
€ invariante por C.

Demonstragao:
C é bijetora, pois det C' = 41 # 0. Sejam z € V e y € VL. Como V ¢ invariante por C, Cz € V e logo

(Cx,y) = 0.
Como C é bijetora, existe y’ € R? tal que y = Cy’. Portanto
0= (Cz,y) = (Cz,Cy") = (2,9)

e logo y' € V*, ou seja, V+ ¢ invariante por C. [ ]

Proposigao 1.3 Dada C € O(3), existe uma base ortonormal em que a representacio de C €

cosa —senax 0
C, = | sena  cosa 0], aeR.
0 0 +1

Demonstragao:

O polinémio caracteristico de C' p(\) = det(C — AI) é um polindémio de coeficientes reais e grau trés. Portanto
p(A) possui pelo menos uma raiz real Ag. Entdo Cv = Agv. Desde que C é transformacao ortogonal o valor de A\ é 1
ou -1, pois || Cv ||=|| v ||= |Xo| || v |- Suponhamos que C' possua apenas um autovalor real e que esse autovalor é 1.
Consideremos a base ortonormal {vy,v2,v3} tal que v3 é autovetor associado a A\g = 1 e os vetores v; e vg formam
uma base (ortonormal) de {v: Cv =v}*. Como C é transformagao ortogonal e v; L vy, resulta Cv; 1 Cvy. Além
disso, Cv; e Cvy sdo unitarios e ,por hipétese, {v : Cv = v}* ndo possui nenhum subespaco de dimenséo 1 deixado
invariante por C. Portanto existe o € R tal que Cv; = cos avy — senawvy e Cvg = senawy + cos avy . Assim na base
{v1,v2,v3} a representacao de C é C,,.

No caso em que todas as raizes de p()\) sdo reais, R® pode ser escrito como R3 = {v: Cv=0v}®{v: Cv = —v}.
Nesse tltimo caso, com a escolha de uma base ortonormal para esses dois subespacgos, a representacao matricial de
CéC,,coma=0oua«a=m,o que conclui a proposicao. [ |

1.2 Isometrias

Definigao 1.5 Uma fungdo g : R® — R3 tal que || g(u) — g(v) ||=|| v — v || para todo par u, v em R3 é dita uma
1sometria.

Exemplo 1.1 Um exemplo trivial de isometria é a translagdo por um vetor a € R®, T,(v) = a+v , pois

| Ta(w) = Ta(v) || lat+u—(ato)]

= fJu—v].

Exemplo 1.2 Um outro exemplo de isometria é uma transformagdo linear ortogonal C € O(3), pois

| Cv—Cuw|* = (Cv,Cv)+ (Cw,Cw)—2(Cv,Cw)
= (v,v) + (w,w) — 2(v,w)

= Jlo-wl?.
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Exemplo 1.3 Uma fungio definida por g(v) = a+Cv, a € R? e C € O(3) é uma isometria pelos exemplos anteriores.
Na préxima proposigao mostraremos que toda isometria g é da forma g(v) = a + Cv, a € R® e C € O(3).
Proposigao 1.4 Seja g : R? — R® uma isometria. Entdo existem a € R® e C € O(3) tais que
g(v) = a+ Cu,
para todo v € R3.

Demonstragao:
Comegamos definindo a = ¢(0) e C(v) = g(v) — a. Mostraremos:

(a) C preserva a norma,
(b) C preserva o produto interno,
(¢) C é linear.

Prova de (a). || C(v) ||=]| g(v) —a ||=|| g(v) — g(0) ||=|| v = 0 ||=|| v ||. Logo C preserva a norma.
Prova de (b).

(C),Cw)) = [CE)-Clw) |- C)|I* - Clw) |?
= H 9(v) *HQQ(w)HII2 F' CH(v) ||||22 = Clw) |

= (v,w).

Portanto C' preserva o produto interno.
Prova de (c). Da definigdo de C temos C(0) = 0. Além disso, dos itens (a) e (b) obtemos

I Clv+w)=Cv) = Cw) > = (Clv+w)=C(v) = C(w),C(v+w) - Cv) - C(w))

= [[Clw+w)|*+ || C(v) + Cw) [|* =2(C(v + w), C(v))
—2(C(v+w),C(w))

= [[Clo+w) >+ C) >+ || C(w) [|* +2(C(v), C(w))
—2(C(v+ w),C(v)) —2(C(v + w), C(w))

= [v+w P+ lvI*+[lw?+2(v,w)
—2(v 4+ w,v) — 2(v + w, w)
= v+w|P+]v+w|?* —2v+w,v+w)
= 0.
Logo, C(v+w) = C(v) + C(w) para todo par v, w € R3. Juntando ao fato de que C'(0) = 0, obtemos que C é linear.

Como C é linear e preserva produto interno, resulta que C' é uma transformagao ortogonal. O que conclui a
proposicao. [ |

1.3 O Grupo de Isometrias de R3.

Proposigao 1.5 ISO(R?)={isometrias de R3} é um grupo com a operagdo de composicao de funcaes.

Demonstragao:
Se g,hek € ISO(R?), pela Proposi¢do 1.4 existem a, b, ¢ € R3 e T, S, R € O(3) tais que, g(u) = a + Tu,
h(u) =b+ Su e k(u) = ¢+ Ru. Temos entdo que

e gh € ISO(R?), pois gh(u) = a+T(b+ Su) = (a+ Tb) + TSu € ISO(R3), pois a+Tb € R3 e T'S € O(3);
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e g(hk) = (gh)k, pois
g(hk)(u) = g((b+ Sc)+ SRu) = (a+T(b+ Sc)) + TSRu= (a+Tb+TSc)+TSRu

(gh)k(u) = (a+Tb) +TS(c+ Ru) = (a +Tb+TSc) + TSRu;
e 0 elemento neutro de ISO(R3) é e(u) = u,Vu € R3;
e oinversode g é g~ (u) = —Tta+ T 'u, pois gg ' (u) =a+T(-Tta+T'u) =uegtglu) = -T ta+
T a+Tu) = u.
Portanto ISO(R?) é um grupo. [ |

Defini¢ao 1.6 Definimos por G(4), o subgrupo de matrizes 4 X 4 com a forma

G(4) = { [g ﬂ [T €0(3), a € Myy1(R), 0= (0,0,0) € Mlxg(]R)} . (1.1)

Proposigao 1.6 ISO(R?) ¢ isomorfo a G(4).

Demonstragao:
Recordemos que dois grupos G7 e Ga, sao isomorfos quando existe uma fungao bijetora ¢ : G; — G4 tal que

¥(g.9") =1 (9)¥(¢g'), para todo g e ¢’ € G1. Seja
¢: ISO(R3) — G(4)

W) =a+Tu {T “}

0 1}

Para g(u) = a + Tu, h(u) = b+ Su temos g.h = (a+ Tb) + TSu e ¢(g9) = [g ClL] e ¢(h) = {kg 11)] Entao

¢<g).¢<h>=[§ ?H‘g l{]z[Tf Tbﬁ“]zqs(gh).

Agora devemos mostrar que ¢ é um isomorfismo, i.e, uma aplicagao bijetora. Ora ¢ é injetora, pois se ¢(g) = ¢(h)
entao T'= S e a = b, portanto g = h. Para mostrar a sobrejetividade, seja

o 5] ecw.
entao [%‘ (11] o
com g(u) =a+ Tu. [ |

Definicao 1.7 Dizemos que um subgrupo H de G € subgrupo a I-parametro se existe uma aplicacdo continua e
sobrejetora ¢ : (R, +) — G tal que p(r 4+ s) = ¢ (r).4(s) para todo r e s € R.

Lema 1.0.1 Sejam H C G(4) um subgrupo a 1-pardmetro e h € H. Entdo deth = 1.

Demonstragao:
C a
0 1

a l-parametro, existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : (R, +) — H tal que (1) = h. Mas ¥(1) = ¢(3).0(3) =

2 2
(1/)(%))2 Assim
1\’ 1\’
det h = det (1) = det <¢ <2>> = <det¢ (2>> > 0.
Logo det h = 1. ]

Com efeito, seja h = { ] € G(4). O determinante de h é dado por det h = det C = £1. Como H é subgrupo
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1

Definigao 1.8 ¢ e g2 € G sao conjugados, se existe g € G tal que go = gg19~ ", analogamente dois subgrupos Hi e

H, de G sao conjugados, se existe g € G tal que Hy = gHy g™ 1.

Exemplo 1.4 Se C € O(3), da Proposigao 1.3, existe uma base ortonormal B = {u, us, u3} tal que a representacao
de C é C,. Denotemos por A a matriz de passagem da base ortonormal fixa para a base B. Entao C, = A~'CA.
Assim C e C, sdo conjugadas.

Lema 1.0.2 Seja H C G(4) um subgrupo a 1-parametro Entao todo

C a
h[o 1}€H

é conjugado, por elemento de G(4), a uma matriz da forma

cosaa senax 0 O 0
o = —senax cosae 0 0| Ca 0
B = 0 0 1 B I
0 0 0 1 0 0 0 1
onde a, (€ R.
Demonstragao:
Seja h = [g Cﬂ € H e suponhamos que exista g = [g ﬂ € G(4) tal que h = gpo g, i.e, hg = gda, g, OU
seja

HRIHHR I
0 00

e )

O que faremos é determinar S, b e § satisfazendo a equagao (1.2). Por igualdade de matrizes em (1.2), obtemos

CS = SC,, (1.3)

Cb+a=5(0,0,8) + 0. (1.4)

De (1.3) vemos que, S é a matriz de passagem da base candnica para a base formada por vetores ortonormais tal que
a matriz de C' tem a representagdo C,. Portanto S € O(3). Consideremos S = [v1 vy v3], sendo vy, vy e v3 vetores
coluna de S. Além disto, de (1.3) temos que v3 é base do subespago de dimensdo 1 invariante por C. Temos entao
que

(C—1)b=pvs—a,

Assim, perguntamos: Para qual 8 o vetor Sus —a € Im(C — I)? Respondendo a esta pergunta encontraremos b e 3
e, finalmente, determinaremos g.

Pelo Lema 1.0.1, det h = 1, pois h é um elemento de um subgrupo a 1-parametro. Logo o nimero de subespagos
de dimensao 1 da forma {v: Cv = v} deixados invariantes por C' é 1 ou 3. Além disso, o nimero de subespagos de
dimensédo 1 da forma {v: Cv = —v} é 0 ou 2, pois sendo terfamos det C' = —1. Assim dividimos a pergunta acima
em dois casos:
1° Caso) dimIm(C — I) = 2: Nesse caso dimNuc(C — I) = 1 e vz é base de Nuc(C — I), pois vz é base de
{v: Cv=v} = Nuc(C —I). Como v1, vz e vz formam uma base ortonormal de R? temos que

Cvy = (cos a)vy + (sena)vy

Cvg = —(sena))vy + (cos a)va,



CAPITULO 1. ISOMETRIAS E GRUPOS A UM PARAMETRO 9

para algum « € R. Temos entao que

(C — vy = (cosa — 1)vy + (sena)ve

(C = Ivg = —(sena)vy + (cos o — 1)va.

Logo ((C—1I)vy, (C—1)ve) = (cosa—1)senav—sena(cosa—1) = 0 e {(C—I)v1, (C—I)vz} é um conjunto linearmente
independente que gera Im(C — I), ou seja, {(C — I)vy, (C — I)va} é base para Im(C — I). Desde que (C' — I)v; e
(C —I)vy séo escritos como combinagao linear de vy e vy, entdo podemos tomar {vy,v2} base para Im(C —1I). Além
disso R? = I'm(C — I) & Nuc(C — I). Entao todo vetor de v € R? pode ser escrito na forma

v =70+ (v, comﬁEIm(C—I),vgENuc(C—I)eBGR.

Assim, escrevemos

a = (a,v1)v1 + (a,va)va + (a,v3)vs .
—_———
eIm(C-1I) ENuc(C—-1)

Tomamos 3 = (a,v3) e escolhemos b na imagem inversa do vetor (a, v1)v1 + (@, v2)vz por (C' —I). O que conclui a
primeira parte.

2° Caso) dimIm(C — I) = 0: Escolhemos uma nova base ortonormal de R3 tal que a matriz de passagem para
esta base seja dada por S = [v; vy v3], com o vetor vs que forma a terceira coluna de S sendo vz = ﬁ (a #0),
B=|al eb=0, 0 que conclui o Lema.

Teorema 1.1 Todo subgrupo a 1-pardametro de G(4) é conjugado (por elemento de G(4)) a um subgrupo da forma

0
Gop = Cat ﬁot iteR >, aefeR fizos.
0 0 0 1

Demonstracao do Teorema 1.1:
Sejam e H grupo a l-parametro de G(4) e h € H. Suponhamos que h tenha a representacao abaixo,

cosa  sena 0

0
—senax cosa 0 O

1

0

h = (1.5)

0 0 Bl
0 0 1

com «, § € R. Entéo existe um homomorfismo continuo ¢ : (R,+) — H tal que ¥(1) = h. Temos

cos(na)  sen(na) 0 O
W) = (1) =hn = |~ sen(ona) cos%na) (1) nOﬁ
0 0 0 1
Analogamente ¥ (1) = ¥™(1/m) sendo
cos(a/m)  sen(a/m) 0 0
| —sen(a/m) cos(a/m) 0 0O
0 0 0 1
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com n, m # 0 € Z. Entao

cos(f=a) sen(-a) 0 0
_ | —sen(Za) cos(Za) 0 0
0 0 0 1
Como 1 é continua, para t € R resulta
cos(at) sen(at) 0 0
—sen(at) cos(at) 0 0
0 0 0 1

e esta € a expressao do homomorfismo ). )
Agora seja H C G(4) um subgrupo a l-parametro qualquer. Entdo existe um homomorfismo continuo 1 :
(R,+) — H tal que

cosae sena 0 O
o T al| —sena cosa 0 O _4
0 0 0 1

com g dado pelo Lema 1.0.2. Repetindo o raciocinio anterior

cos(at) sen(at) 0 O
= | —sen(at) cos(at) 0 0| _4
0 0 0 1

portanto, um subgrupo H a l-parametro de G(4) é conjugado a um G, 3. [ |
O Teorema 1.1 afirma que podemos considerar apenas os grupos G, g como subgrupos a l-parametro de G(4),
ou ISO(R?), pois se H ¢ subgrupo a l-parametro, podemos por mudancga de coordenadas tomé-lo como um G, g.



Capitulo 2

Curvas e Supertficies

2.1 Curvas

Definicao 2.1 Uma curva parametrizada diferencidvel de R™ € uma aplicagdo o, de classe C*°, de um intervalo
aberto I C R em R™. O conjunto dos pontos de R™ formado pelos pontos a(t), t € I, € o trago de a. A curva « é
reqular se seu vetor tangente é nao nulo para todo t € I, ou seja, o'(t) # 0 para todo t € I.

Neste trabalho estamos interessados apenas nos casos em que n = 2 ou 3.

Exemplo 2.1 a(t) = (zo + at,yo + bt, 20 + ct), t € R, é uma parametrizacio da reta de R® que passa pelo ponto
(0, Yo, 20) na diregao do vetor (a,b,c).

Exemplo 2.2 §(t) = (zg + rcost, yo + rsent, z9), t € R, é uma parametrizacao de um circulo de centro (xo, Yo, 20)
e raio r > 0.

Exemplo 2.3 ~(t) = (rcost,rsent,dt), t € R , é uma parametrizacao da hélice circular de passo § e eixo z.

Definicao 2.2 Uma curva o estd parametrizada pelo comprimento de arco s se || o/(s) ||= 1 para todo valor do
pardmetro s. Ou seja, se a: J C— R™, entdo « € parametrizada pelo comprimento de arco se o/ (s) € unitdrio para
todo s € J.

Exemplo 2.4 A curva a(s) = (rcos (f) , Tsen (f)) com s € [0,27) e r > 0 é parametrizada pelo comprimento de

arco, pois
| &(s) ||=] (—sen (;) , COS (;)) = \/sen2 (;) + cos? (;) =1

Definigao 2.3 A curvatura k(t) de uma curva o(t) = (z(t),y(t)) de R* é dada por

Oy ) =y ")
O w0 =0

ou
k(s) = 2'(s)y" (s) — y'(s)z" (s) (2.2)
se a estd parametrizada pelo comprimento de arco s.

Exemplo 2.5 A curva a(t) = (acost,bsent), t € R é a curva cujo traco é a elipse de equagao z—z + lé—z =1 e sua

curvatura é

ab

k(t) =
(a?sen?t + b2 cos? t)

32

Observamos que a curvatura da elipse nao se anula.

11



CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES 12

Exemplo 2.6 A curva a(t) = (acosht,bsenht), t € R é a curva cujo trago é a hipérbole de equagao i—z — z—j =1le
sua curvatura é

—ab
(azsenth + b2 cosh? t

k(t) = -
)/

Observamos que a curvatura da hipérbole é nao nula para todo t € R.

Definigdo 2.4 Seja a uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em R? e sejan(s) o vetor normal unitdrio
& a no ponto a(s). As Férmulas de Frenet sao:

{ a’(s) = ké s)n(s) (2.3)

n'(s) = -

2.2 Superficies

Definigao 2.5 Uma superficie parametrizada reqular é uma aplicacio X : U C R? — R3, onde U é um aberto, tal
que

(a) X € diferencidvel de classe C*;

(b) para todo par (u,v) € U, temos Xy (u,v) A Xy(u,v) # 0, onde X, (u,v) A Xy (u,v) denota o produto vetorial de
X (u,v) € Xy (u,v).
O subconjunto S de R® formado pelos pontos X(u,v) € o trago da aplica¢io X.
Exemplo 2.7 O trago de X(u,v) = (r cosu, rsenu,v), com (u,v) € R? e 7 > 0, é o cilindro de equacio 2% +y* = r2.

Exemplo 2.8 O traco de X(u,v) = (cos usenv, senusenv, cosv), com (u,v) € (0,27) x (0,7) é a esfera S? de centro
na origem e raio 1 menos um meridiano.

Exemplo 2.9 Seja a(u) = (f(u),0,g(u)), u € I C R uma curva regular tal que ¢’(u) # 0 para todo u do intervalo
I. Entao a superficie obtida pela rotagao de a(u) em torno do eixo z é uma superficie regular parametrizada por
X(u,v) = (f(u) cosw, f(u)senv, g(u)), v € [0, 27].

Exemplo 2.10 O trago de X(u,v) = (ucosv,usenv,v), com (u,v) € R?, é chamado helicéide.

%
\.\"&n

e

i

Figura 2.1: O traco do Helicéide
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Exemplo 2.11 Consideramos superficie obtida pela rotagdo de angulo v em torno do eizo z sequida da elevagao
de v da curva (2 + cosu,0,senu). Uma parametrizacao para tal superficie é X(u,v) = ((2 + cosu)cosv, (2 +
cos u)senv, senu + 6v), (u,v) € R, onde § é um nimero real e seu caso particular § = 0. Observamos que se § = 0,
a parametrizagao X(u,v) descreve o toro obtido pela rotagdo do circulo no plano Oz de raio 1 e centro (0,2,0).

Figura 2.2: O trago das superficies do exemplo 2.11

Definicao 2.6 A aplicacio de Gauss N : U — S? de uma superficie X : U — R3 € definida por

X (u,v) A Xy (u,v) Xu A X,

N = frg
(u,v) X (4, 0) AXo(0,0) | [ Xa A Xy ||

0X 0X
onde Xy = — e X, = —.
Y Ou Y v
Definicao 2.7 A curvatura média H de uma superficie S, parametrizada por X(u,v) e a curvatura Gaussianna K
sao dadas respectivamente por

_gE —-2fF +eG
H = 3 (EG — 2 (2.4)
e
eg — f?
K = — 2.
EG — F?’ (2:5)
onde
E = (X;,Xs)
F=(X,X,) , (26)
G = <Xt7Xt>
s&o os coeficientes da Primeira Forma Fundamental e
e = (X5, N)
=X, N) 27)
g= <Xtt7 N>

sao os coeficientes da Segunda Forma Fundamental.
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Exemplo 2.12 As curvaturas média e gaussiana do cilindro circular reto do exemplo 2.7, com parametriza¢do dada
1

por X(u,v) = (rcosu,rsenu,v) sdo H = —g, ¢ K =0.
r
Exemplo 2.13 Seja S a superficie obtida pela rotacao da curva (z(u),y(u),0), v € I C R, em torno do eixo x. S é
parametrizada por
X(u,v) = (z(u), y(u) cosv, y(u)senv), v € R.
Temos
Xy = (2'(u),y' (u) cos v,y (u)senv) Xy = (0, y(u)senv, y(u) cosv)

N(u,v) = W(—y’(u),x'(u) cosu, z'(u)senv) Xyy = (2" (u),y” (u) cosv, y” (u)senv)

A Xuv = (0, —y'(u)senv, y'(u) cosv) Xyv = (0, —y(u) cos v, —y(u)senv)
SSlEm* o' (u)? + v/ (u)? F=0 G=y(u?
o = Ty (w) — ' (w)y” (u) =0 g=-— y(u)z' (u)
(@ + )72 @+ y (w217
Portanto,
L 2y () — 2 () ) () .

(@'(w)? +y'(W)?)*2 y(u)(@'(u)? +y'(w)?)!/2

Observemos que a primeira parcela de H em (2.8) é a curvatura da curva (z(u),y(u),0) (da curva geratriz de S).

2.3 Superficies e Isometrias

Veremos que a curvatura média H de uma superficie S e a curvatura média H da superficie h(S), onde h pertence
a um subgrupo a l-parametro de ISO(R?), sdo iguais (i.e, H = H).

Proposicao 2.1 Sejam h € G, G subgrupo a 1-parametro de ISO(R?), S parametrizada por X(u,v) e h(S) parame-
trizada por h(X(u,v)). Entdo as curvaturas médias H e H, respectivamente, sdo iguais.

Demonstragao:
Mostraremos:

(a) Os coeficientes E, F' e G de S sdo iguais aos coeficientes E, F' e G de h(S) sao iguais.
(b) Os coeficientes e, f e g de S sdo iguais aos coeficientes €, fegde h(S) sdo iguais.

Do capitulo 1, temos que se h € ISO(R3), entdo h(u) = a + Tu, a € R3, T € O(3). Logo: z(u,v) = h(X(u,v)) =
a+ T(X(u,v)). Portanto

2z = TX,
2z, = TX,

Entao

E = {zy,2) = Xy, Xy) = E.

Analogamente temos que F' = F e G = G.
Temos ainda;

Zuy = TXyy
2oy = TXyp
- w X Zy TX, xTX, .
No vetor normal N (u,v) = I z » z I = TTX, < TX, | podemos escrever || TX, x TX, ||=| X, x X, ||, pois

pela identidade de Lagrange
2 2
|| TXy xTX, ||2:|| TX, ”2” X, ”2 - (<TXuaTXv>) :” Xu ”2” Xy ”2 - (<XuaXv>) :” Xy X Xy ”2 .
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Assim
~ TX, x TX,

N = — -
) = <%, |

Calculando o coeficiente é da Segunda Forma Fundamental.

TXuu
det | TX,
- TX, x TX TX,
& = (TXyw N(u,0)) = <Tqu, ““> - L ]
| X x X || [ X X Xo ||
X
det(h w
= ”)(X()2| det Xu = det(h) <qu7 N('LL, U>>
u v X,U
= det(h).e.

Sendo N (u,v) o vetor normal de X(u,v). Pelo Lema 1.0.1, det(h) = 1. Logo e = €. Analogamente, f=fejg=g.
Juntando (a) e (b) com a expressao (2.4), obtemos H = H. [ |

Definigao 2.8 Dizemos que uma superficie S é invariante por um subgrupo GC ISO(R?) (G-invariante) se h(S) = S
para todo h € G.

Unindo a Proposicio 2.1 com o Teorema 1.1, vemos que para estudar as superficies em R3 de curvatura média
constante invariantes por subgrupos a 1-pardmetro de ISO(R?), basta estudar as superficies de curvatura média
constante invariantes pelos grupos G g. A nossa proxima secao se dedicard a descrever as formas que os grupos
Go,3 podem assumir e estudar a imagem da acao desses grupos.

2.4 A Imagem da agao dos grupos G, em pontos de R?

No capitulo 1, vimos que o grupo ISO(R?) é isomorfo ao grupo G(4). Além disso, todo subgrupo a 1-parametro de
ISO(R?) é identificado, a menos de conjugacio, com um subgrupo de G(4) da forma

cos(at) sen(at) 0 0

_ —sen(at) cos(at) 0 0
Gap = 0 0 1 pt|(’

0 0 0 1

onde a e § € R.
Primeiramente, veremos como G, g age sobre pontos de R?. Recordemos que uma isometria h de R? é da forma

h(u) =a+Tu,a € R® e T € O(3). Apés a identificacio com G(4), temos h = [ g (11 } Observamos que h age
Uy
sobre [ 1{ } = ZQ do mesmo modo que h age sobre o vetor u = (uy,uz,u3) € R3, pois
3
1

Plu = T a u | | Tu+a
1] |0 1 1| 1 ’
Portanto, h € G(4) age sobre vetores (u1, uz, us, 1) € R* da mesma forma que h € ISO(R?) age sobre (uy, ug,us) €
R3.
Agora, estudaremos as formas de G, s e sua agdo em vetores (uy, us, us) (estamos identificando (u1, uz2,us, 1) € R?

com o vetor (u,us,u3) € R3).
O grupo G, g assume trés formas:
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(a) a =0 e Gy g contém translagdes na direcao do eixo z. A imagem da agdo de Gy g sobre (zo, Yo, 20) ¢ uma reta
na direcao do eixo z, pois

0 To Zo

I 0 Yo | _ Yo
Bt 20 zo + Pt

0 0 O 1 1 1

(b) B =0e Gqo contém as rotagdes em torno do eixo z. A imagem da acéo de G, o sobre (zo, Yo, 20) é um circulo

de centro (0,0, zp) e raio \/z2 + y3.

cos(at) sen(at) 0 0 Zo xg cos(at) — yosen(at)
—sen(at) cos(at) 0 0 Yo xosen(at) + yo cos(at)
0 0 1 0 20 - 20
0 0 0 1 1 1

(¢) No caso a #0 e 8 # 0, temos Gy 3 = G5, onde § = /[, pois, seja

cos(at) sen(at) 0 O
—sen(at) cos(at) 0 O

Patpt = 0( ) (() ) L gt | € Gas
0 0 0 1

Entao ¢at,ﬁt = ¢1.at,ﬁ.(5te G1,5. Reciprocamente, temos ¢t,(5t = ¢a.i B.LE Ga,p, logo Go g = G 5.
a7 a

Quanto a acao de G1 5 sobre um ponto (g, Yo, 20), temos

cost sent 0 O T o cost — ypsent
—sent cost 0 O i) xosent 4+ yo cost
0 0 1 6t 20 zo + Ot ’
0 0 0 1 1 1

ou seja, uma hélice circular de passo J e eixo z.



Capitulo 3

Superficies Translacionais

Superficies Translacionais sdo aquelas invariantes por translacdes em uma dada direcio de R3.

Exemplo 3.1 O cilindro a(t) + rw, sendo a(t) = (z(t),y(t),0), t definida no intervalo IC R, r € R e
w = (w1, ws,w3), € invariante pela translagdo de qualquer mailtiplo de w.

Figura 3.1: Um cilindro.

Proposigao 3.1 Seja S uma superficie translacional de curvatura média constante, entdo ou S € um plano, ou S é
um cilindro.

Demonstragao:

Pelo Teorema 1.1, o subgrupo a 1-parametro das translacoes em uma dada direcdo é identificado, via mudanca
de coordenadas, com o subgrupo a um parametro Gy g. As superficies translacionais sdo entao superficies invariantes
por Go s. Observamos que uma superficie Gy g-invariante possui um ponto da forma (x,y,0), pois se (z,y,2) € S,
como S é Gy g-invariante e a translacao g dada por (0,0, —z) pertence a Gy g, resulta g(z,y,2) = (z,y,0) € S.

Se S uma superficie Gg g-invariante parametrizada por X(u,v), (u,v) € U C R?. Como para todo p € S existe
uma reta na direcao de (0,0, 1), consideramos a parametrizagdo de uma destas retas dada por X(u(t),v(t)), t € R,

entao X i i
U U
X, X,

at at T

17
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é um vetor na direcao de (0,0,1), portanto (0,0, 1) pertence a todo plano tangente de S. Logo seu vetor normal em
cada ponto é linearmente independente com o vetor (0,0,1) o que faz da intersecgdo de S com o plano zOy uma
curva regular plana, denotemos esta curva por vy(s) = (z(s), y(s),0), j4 tomando-a com o parametro comprimento de
arco s, entdo uma parametrizagao para S é X(s,t) = (z(s),y(s),1).

Entdo calculamos os vetores X, e X;, tangentes a S.

Xs = (2'(s).9/(s),0), (3.1)

X, = (0,0,1). (3.2)

Seu vetor normal é dado por, o
Xs A Xy = By (s), —2'(s),0).
Entdo a aplicagdo normal de S é N(s,t) = (y/'(s), —2'(s),0), pois || Xs A X; ||= 1.

Temos
Xss = (27(5),47(5),0)
x5t = (0,0,0) )
x¢ = (0,0,0)
e
e = 27(s)y'(s) —2'(s)y”(s)
fo=20 ;
g = 0
a expressao da curvatura média de S é,
2H = 2" (s)y'(s) — 2/ (s)y" (). (3-3)

A expressao obtida em (3.3) é a expressao da curvatura de v a menos de sinal, portanto y(s) é uma reta ou uma

circunferéncia. Reciprocamente, se S é um cilindro circular reto de raio a > 0, sua curvatura média é H = % ([2],
a

pg 147); se S é um plano entdo H = 0 ([2], pg 147). Portanto se S é uma superficie Gy g-invariante de curvatura
média constante, entdao S é um cilindro circular reto ou um plano. [ |



Capitulo 4

Superficies Rotacionais

Superficies rotacionais sdo as superficies que sdo invariantes por rotacdes em R, ou seja, por rotacdes em relacao
a uma dada reta. Seu estudo se reduz ao estudo da curva geratriz, isto é, a curva descrita pela interseccao da
superficie com um plano que contenha o eixo de rotagao.

Figura 4.1: Uma superficie de rotagdo de eixo z.

Pelo Teorema 1.1, o subgrupo das rotacoes em relagao a um determinado eixo é identificado, via mudanga de
coordenadas, com o subgrupo a um parametro G, . As superficies rotacionais, sdo, entdo, superficies invariantes
por Gu.o.

Neste capitulo mostraremos os seguinte resultado provado por C. Delaunay em 1841 [4]:

Teorema 4.1 (Delaunay) Uma superficie rotacional de curvatura média constante é obtida pela rotagdo da roulette
de uma cénica.

A demonstragio apresentada se baseia no artigo de Eells [5] e segue as seguintes etapas:

1°) descreveremos as roulettes das conicas;

2°) iremos calcular as curvaturas médias das superficies obtidas pela rotagao destas curvas;

3°) via expressao da curvatura média, demonstraremos que a curva geratriz de uma superficie de rotagao de curvatura
média constante nao-nula satisfaz as equacoes das roulettes da elipse ou da hipérbole.

4.1 As Roulettes das conicas.

Descreveremos as roulettes das conicas.

19
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4.1.1 A Roulette da Parabola.

Como ilustracao, determinaremos , primeiro a roulette da pardbola. Uma pardbola de foco F' e reta diretriz r é
o conjunto {K € R? : dist(K,F) = dist(K,r)}. O ponto V da pardbola com a menor distancia a 7 é denominado
vértice da pardbola. V estd na reta perpendicular a r que contém o foco F' da pardbola, pois a reta que é perpendicular
a r e passa por F' é a que da a menor distancia entre F' e a diretriz, portanto a menor distancia entre a parabola e a
diretriz.

Figura 4.2: Pardbola com foco F=(0,c).

Tomando o sistema de coordenadas cartesianas (z,y) em que V=(0,0) e o eixo = é paralelo a reta diretriz,

sejam F = (0,¢) o foco e y = —c a reta diretriz. A equacao da pardbola é
2
x
=—. 4.1
V= (4.1)

Definigao 4.1 A roulette do foco F em relacio a uma reta tangente & pardbola é a trajetéria que F' descreve
enquanto a parabola rola sobre esta reta sem deslizar.

O objetivo desta secao é mostrar que esta roulette é uma catendria. Para tal vamos mostrar os seguintes

lemas:
z? x?
Lema 4.1.1 Sejam t a reta tangente a pardbola y = 1c Em um ponto K = (xo, 4—0) e P o ponto de interseccio de t
c c
x
com o eixo . Entao P = (?0,0).
Demonstragao:
N ) Ty Ty ad o .
A equacao det éy = Q—x — —I—Q—x s Logo, para y = 0 temos P = (—, 0). ] Para determinar
c c c

a coordenada y da roulette, encontraremos um ponto P’ de t tal que P’'F seja perpendicular a t. O préximo lema
determinard P’.

Lema 4.1.2 Com a notac¢do do Lema 4.1.1, FP € perpendicular a reta t.

Demonstragao:
Sejam m := coeficiente angular da reta F'P e m' := coeficiente angular de ¢. Basta mostrar que m.m’ = —1.
—c 2c T 2c x
Como m = =-—Zem =22 e portanto, m.m’ = ——.2% = —1. Logo FP L t. [ |
Zo/2 o 2¢ To 2¢

A figura 4.3 representa dois instantes diferentes em que a parabola rola sem deslizar sobre o eixo x, que é a reta
tangente do vértice.
e 0 primeiro instante (em linha cheia) representa o momento inicial do movimento em que a pardbola é tangente
ao eixo z em V = (0,0) e o foco estd em F' = (0,c) e estd representada também a reta tangente ¢t em K;
¢ 0 segundo instante (em linha tracejada) representa o momento em que a parabola rolou até o ponto K, agora
representado por K, ser tangente ao eixo z. O lema seguinte determinard equacoes para as coordenadas da roulette
da parabola.
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Figura 4.3: Parabola rolando.

72

Lema 4.1.3 Uma parametrizagao em coordenadas cartesianas da roulette da pardbola de equagao y = o é
c

x 2 2 2
ﬁ(a;):(/o \/1+£62dr—§\/1+502,6\/1+502) (4.2)

Demonstragao:

2 2
A parabola de equacao y = Z— pode ser parametrizada por a(z) = (a:, Z) Pelo Lema 4.1.1, P = (g, O)
c c

22\ /2 2\ Y2 22
e logo |PF| = <02 + 4) =c (1 + > . Analisando o instante em que o ponto K = (:E, > é tangente ao

4c? 4c
eixo x, as coordenadas do foco (agora representado por F) sdo dadas por (|V P|,|PF|) = (|[V P|,|PF]). Ora
VP = VK| - |PK],

onde |VK | é o comprimento do arco da pardbola de 0 até z,ou seja

" T ,,,2 1/2
VK| = 14— dr.
VA= [ ()

Por outro lado,

Logo
B z 2\ V2 - 22\ /2
Pl = 1+ — ) dr—=(1+—=]) .
VA /0<+402) " 2<+402>

Lema 4.1.4 Seja a(s) = (z(s),y(s)) a reparametrizacdo por comprimento de arco da roulette da pardbola dada por
B(x) = (F(x),y(x)) do Lema 4.1.53. Entdo

dx c
= m (4.3)
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Demonstragao:
Ora

x 2\ /2 r 22\ 2
T = 1+ — dr— -1+ —
z(@) /0 ( + 402) "3 ( * 4c2>
e . Calculando a derivada de Z(x), temos

. 1—"_5(,‘72 1/2
4c2

2 1/2
— o T

Calculando a derivada de g(x), temos

<

—~
8

~
|

N | =

P R X0 W UM WS W Ui
4c? 2 (4¢?) 2 4c? 2 4c? '

Logo

1 22\ z2 2\ 1

—/ 2 = 2
1+ 1+2) ==,
T(e) +7(@)" = 4( +42> 162 ( +4c2> 1

Como o parametro comprimento de arco s de 8 é dado por s(x fo |8 (r)|dr = fo /T )2dr, temos
ds EPPER— dz 1
— =4/7(2)?2 +7'(z)2. Logo — =
an VTR Lo g P T

dr _ dz dv

L e\, e e
ds _ dx'ds 2<1+ 402> 2 y(x(s))  y(s)

=2 Assun, pela regra da cadela,

|
Proposigao 4.1 A roulette da pardbola de equagdo y = Z—Z € a catendria de equagdo y = ccosh(%)
Demonstragao:
Pela equagao (4.3) Z—f 705 ( 76) Como [(x B(s) é regular, temos que a roulette da pardbola é (localmente)
1/2
o grifico de uma fungdo (x,y(z)). Além disso, — ( ) # 0, portanto,

—1/2
ar ()
ds dz '

Entao reescrevemos (4.3) como,

Logo,
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Observando que z/c > 1 (¢ é a menor distancia do foco a pardbola) e resolvendo a equagdo diferencial acima por
separacao de variaveis obtemos

y = y(x) = ccosh (if + const.) .
c

Considerando y(0) = ¢, resulta const. = 0. Como cosh é uma fungao par, obtemos

y(z) = ccosh (j:§> = ccosh <§> .

Cc C

Figura 4.4: A Catenaria.

4.1.2 Roulettes em relagcao a uma reta

A subsecao anterior é a motivacao desta subsecdo. Determinaremos propriedades tteis das roulettes em relacao
a uma reta.

Definigao 4.2 A roulette de um ponto F associado a curva C em relagdo a uma reta tangente ¢ C é a trajetoria
descrita por F enquanto C rola sobre esta reta tangente sem deslizar.

Proposigao 4.2 Sejam C uma curva regular com curvatura que nao se anula e F' um ponto que nao pertence a C.
Seja 3 a roulette de F associado a C em relagio a wma retra tangente & C. Sejam F um ponto de § e K o ponto
de contato de C com o eizo x (nesse instante). Entdo a roulette de F em relagdo a reta tangente de C € uma curva
reqular, além disso a reta normal a roulette em F passa por K, ou seja o segmento FK é perpendicular d reta tangente
a roulette em F.

Demonstragao:
Consideramos a roulette de F' = (xg,yp) associada & curva C parametrizada por «(5), onde 5 é o parametro
comprimento de arco da curva C.
A figura 4.5 representa dois instantes diferentes:

e No primeiro instante, antes de C' comecar a rolar, estao indicados o ponto F' = (xg,yo), a reta t, tangente a C'
em K = «(3), o ponto P € t tal que F'P L t e os vetores tangente e normal a C (¢/(3) = o/ e n(s) = n);

e 0 segundo momento representa o instante em que C rolou sobre o eixo x, sem deslizar, até o ponto K (agora
representado por K) ser tangente ao eixo x.
A demonstracdo da proposicao sera feita em trés etapas:
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Figura 4.5: Uma roulette.

1. determinamos o vetor FK ;
2. determinamos uma parametrizagdo ((3) para a roulette;
==
3. calculamos (FK,@'(s)), concluindo a proposigao.
Suponhamos C' orientada de tal modo que o vetor normal unitdrio n(s) em K = «(3) aponte para “dentro” (fig.

45).

Temos FK = (FK,o')o/ + (FK,n)n = (|[PK|)o/ — (|PF|)n.

No segundo instante, C rolou até K ser tangente ao eixo x (K agora é representado por K ). Nesse instante os
vetores (1,0) e (0,1) desempenham o papel de vetores tangente e normal, respectivamente, & C em K e

= ((FK,o'), (FK 1)) = (|PK|,~|PF)).

As coordenadas de F = (&, §) sao dadas por

{52 IVEI- PRI = VI - PR ws)
y=|PF|=|PF|

|V K| é igual ao comprimento de arco de C entre V = a(0) e K = «(3). Logo |VK| =3, pois 5 é o parametro
comprimento de arco de €. Como |PK| = (FK,d/) e |PF| = <7 n), uma parametrizagdo da roulette de

Fé

B(5) = (5— (FK,a) , —(FK,n)). (4.6)

O vetor FK = FK = o3 ) — F e logo —F—K = a’. Entao o vetor tangente de ((5) é



CAPITULO 4. SUPERFICIES ROTACIONAIS 25

F6) = (- LFR.a), S (FR m)
(1 ((4rR )+ R (LFR) + (FRow)
(1= (00" + (FR,a™) , (a/,n) + (FK,w))

(~(FR.,a"), (FR.x))

k (—<ﬁ,n> : —<ﬁ€,o/>)

pois pelas férmulas de Frenet, a” = kn e n’ = —ka’ | onde k a curvatura de C' em «(3). Portanto
== —/,_

(FK,F(5)) = k (=|PK|.|PF| + (=|PF|)(=| PK])) = 0,

o que conclui a demonstragao. A afirmacgdao de que a roulette é uma curva regular é resultado imediato da
equagdo 3'(s) = k (—|PF|,—|PK]), pois k # 0. [

Observacgao 4.1 Na demonstragdo da Proposicao 4.2, para a deduzir uma equagio para (3(3) utilizamos a
hipétese de que a reta t, tangente & C, tem inclinagao positiva (figura 4.5). No entanto, se t tivesse inclinagao
negativa, com a mesma escolha de orientacdo em C, obterfamos a mesma parametrizagao (3(3) para a roulette.

Observagao 4.2 A Proposicao 4.2 foi demonstrada sob a hipétese de que a curvatura de C' néo se anula, o
que garante que a trajetoria de F' é uma curva regular.

Coroldrio 4.2.1 Seja v(s) = (z(s),y(s)) a reparametrizacao de 3(3) pelo parametro comprimento de arco s.
Entao, com a mesma notagao da Proposi¢ao 4.2,

|FK| = +|PF| @i) - = +y(s) <‘Z> N : (4.7)

onde K é o ponto de contato de C com o eizo .

Demonstragao:  Com efeito, como visto na proposi¢ao anterior , 5'(3) = k (—|PF|,—|PK|) = —k (|PF|,|PK|),
logo

16'G) I= [kIv/(IPFD? + (|PK])? = |k|.|FK].

Por hipétese k # 0, dai
7@ (IPrL 1PE)
16 | [FK| " |FK]|

Como v(s) = (z(s),y(s)) é a reparametrizacao pelo comprimento, entao

dx |PF| y(s)
— =t—— =4 .
ds T |FK|  |FK]

4.1.3 A Onduldide

A elipse de focos F; = (—¢,0) e F» = (¢, 0) é o conjunto dos pontos K € R? tais que a soma dos comprimentos
dos raios focais é constante, ou seja |F1 K|+ |Fo K| = 2a > 0, onde a > ¢ é o comprimento do semi-eixo maior
e b=+/a? — c? o comprimento do semi-eixo menor.

Do Exemplo 2.5 e pela Proposicao 4.2 segue imediatamente que
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Figura 4.6: A Elipse.

Proposicao 4.3 A roulette de um dos focos de uma elipse(onduldria) em elagao a uma reta tangente é uma
curva reqular.

Analogamente ao caso da parabola, faremos uso de propriedades da tangente t, para deduzir uma equagao para
a onduldide.

Proposicao 4.4 Seja (s) = (z(s),y(s)) a parametrizagdo da onduldria pelo comprimento de arco. Entdo a
fung¢ao coordenada x(s) satisfaz

de y(s)? +0?
ds =+ 2ay(s) ’ (48)

sendo “a”o semi-eizo maior e “b”o semi-eixo menor da elipse.

Demonstracao:

Vamos considerar a elipse de centro O e semi-eixos maior e menor dados por a e b. Consideramos ainda o
circulo de centro O e raio a. Relativamente a elipse e o circulo, temos:
— O angulo formado pelos raios focais e a tangente ¢ sdo iguais (figura 4.7).
— Os pontos P; e P, de interseccao de t com o circulo de centro O e raio a, sao tais que Py F; | te PoFy | t.

— |PLF\|.|PyFy| = b2,

As duas tltimas propriedades sdo menos conhecidas. Para uma demonstragdo das mesmas, ver [9], pagina 111.
Na figura 4.8, consideramos a trajetéria do foco Fy da elipse enquanto ela rola sem deslizar sobre o eixo x.
Os triangulos

Fi1PiK e F;, P, K sao semelhantes. Logo

P F; K
AR _JAK] (4.9)
|PyFy|  |FRK]
Manipulando (4.9),
|PLFy|  |PFy||PFy| b

|PFb| (PR’ (PR
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-

Figura 4.7: Segmentos ortogonais na elipse.

Figura 4.8: Elipse rolando.

Além disso
K| |FiK|+ |[FK] [RK] - 2a

RE| |RK|  |RK|  |RK|]

1
e portanto

b2 B 2a 7
(|PRF|)?  |F2K]

1. (4.10)

Pela Proposi¢do 4.3 a roulette de uma elipse é uma curva regular e portanto admite parametrizacao pelo
comprimento de arco. O segmento |PyF5| é a coordenada y da roulette da elipse e pelo Corolédrio 4.2.1,

da\ !
|Fo K| = £y(s) (df) que ao ser substituida em (4.10) d4

b2 2a dx
=4 —— —1 4.11
Yy~ T yls) ds (4.11)

sendo s o parametro comprimento de arco da roulette. Entao

de _ y(s)*
ds = 2ay(s)

o que demonstra a Proposigao. [ |

Esta ultima equagao possui solucao em termos de fungoes
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elipticas ( ver [4]).

y(s)+b%
2ay(s)
a) No caso em que a = b a elipse é um circulo de raio a de “focos” F; = F; e a roulette se reduz a uma reta da

forma y = a;
b) no caso limite b = 0 (i.e,lim;_,q Z—ﬁ) a elipse degenera-se em um segmento de reta de comprimento 2a e Fj
em um dos extremos do segmento. Nesse caso, a roulette é constituida por semi-circulos de raio 2a.

Observagao 4.3 Consideragoes sobre a equagao ‘;—;ﬂ ==

4.1.4 A Nodaria
A Hipérbole de focos Fy e Fy é o conjunto dos pontos K do plano tais que
|F1 K| — |Fo K| = +2aq; (4.12)

em que a < c¢. Sendo o semi-eizo tranverso o valor a e b = v/c2 — a? o semi-eizo conjugado. Os segmentos
|F1K| e |Fo K| sdo denominados por raios focais (fig. 3.12).

e
)

Figura 4.9: Hipérbole.

Segue da Proposi¢cao 4.3 que

Proposicao 4.5 A roulette de um dos focos de uma hipérbole (noddria) em relacdo a uma reta tangente é uma
curva regular.

Analogamente aos casos da parabola e da elipse, faremos uso de propriedades da tangente ¢, para de deduzir
uma equacao para a nodaria.

Proposicao 4.6 Seja 3(s) = (x(s),y(s)) a parametriza¢io da noddria pelo comprimento de arco. Entdo

de y(s)?—b?
ds =+ 2ay(s) (4.13)

sendo a e b os semi-eixos transverso e conjugado da hipérbole.

Demonstragao:

Relativamente & hipérbole de semi-eixos a e b, centro O e focos F; e Fy. Temos;

— Seja t a reta tangente a hipérbole em K, entéo t é a bissetriz do dngulo determinado pelos raios focais.
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Figura 4.10: Segmentos ortogonais na hipérbole

]

Figura 4.11: Hipérbole rolando.

— t intercepta o circulo de raio a e centro O, em pontos P; e P> tais que PFy L te PoFs 1 t.
item | P F1].| Py Fy| = b2.
Na figura 4.11, consideramos a trajetoria do foco F» enquanto a hipérbole rola sobre o eixo x.
Como ng( P = Plf( F5 e F1]51K =K IE’QFQ = g, observamos que os triangulos F1 K P, e Fob KP; sao

semelhantes (trés angulos iguais), logo

P F K
|PFy| K] (4.14)
|PyFy| | FRK]|
Manipulando (4.14),
|PLFy| PR PR b
| Po 1| (|P2F))? (1P F))*
além disso,
\AE| _JRK| - R JRE]_, 2a
|Fo K| |Fy K| |Fy K| |[BRK|
portanto
b? 2a
Sy (4.15)
(|PF))?  |FRK]

Pela Proposi¢do 4.5 a roulette da hipérbole
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dzx

¢ uma curva regular. Pelo Coroldrio 4.2.1 |F2K| = £y(s) (d
s

-1
) que ao ser substituida em (4.15),

mostra que a equacao da roulette de Fy satisfaz

b2 2a dz
=+———+1, (4.16)
y(s)* y(s)ds
sendo s o parametro comprimento de arco da roulette, entao
dx y(s)? —v?
g2 7
ds 2ay(s)
o que demonstra a Proposicao. [ |

Novamente, a equagao anterior possui solu¢ao em termos de fungoes elipticas (veja [4]).

RS

Figura 4.12: A Nodaria.

4.2 As Curvaturas Médias do Catendide, Onduléide e Nodoside.

Nesta se¢ao realizaremos o calculo das curvaturas médias das superficies obtidas pela rotacao das
roulettes, a catendria, a onduldria e a noddria que originam o catendide, o onduldide e o noddide, respec-
tivamente.

No Capitulo 2, observamos que uma superficie de rotagdo pode ser parametrizada por X(u,v) =
(z(x),y(x) cosv, y(x)senv) e que a expressao de sua curvatura média é dada por

b T @y @) 2/ (x)

(@'(2)? +y'(2)?)*2 yl)(@'(2)? +y'(x)?)!/?

ou

(4.17)

se a curva geratriz da superficie estd parametrizada pelo
parametro comprimento de arco.

Lema 4.1.5 Se a curva geratriz de wma superficie de rotacao com eixo de rotag¢ao x estd parametrizada

e 2/(s) = (y(s), entio
H=—1 (f’(y) " f(yy)) . (4.18)
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Demonstragao:

Se 2/(s) é como acima, entao

Y'(s)=+(1— )2 =y =F0 - )21 Y = —fW)f (),

enquanto

@ =y =y =)=t - ).
Entao pela equagao (4.17),

H= -2 (P oo - pe) L0) = 2 (p+ 10).
Y y
2 2 9 5 |
Pela equacao (4.3) Z—i = 57 por (4.8) % _ inZyb de (413) % _ in;yb  bor (415)

calculamos H das superficies obtidas pela rotacao das roulettes das conicas:

C
1 c c
H=--(-—+-=)=0.
2( y2+y2)

x Catendide; f(y) = —
Yy
Pelos célculos acima, a curvatura média do catenéide é H = 0, portanto o catendide é uma superficie
minima, a unica superficie minima de revolugao (ver [2]).
* Onduléide, Cilindro e Esfera ;

27, 12
Yy +b
=+
f) Say
L[ day® — (> +b*)2a | y* + b 1
PO i e e RS
2 4da?y 2ay 2a
yQ—bQ
*x Noddide; f(y) =+
2ay
1 4ay® — (y* — b?)2a 2 _p? 1
H = —— | £ y (y22 ) :l:y 5 = F—.
2 4da?y 2ay 2a

4.3 Superficies Rotacionais de Curvatura Média Constante.

Pelo que vimos anteriormente, se uma superficie rotacional S com curva geratriz parametrizada
pelo comprimento de arco (z(s),y(s),0) satisfaz

dz y(s)? £ b2

ds 2ay(s)
para constantes a e b, entdo a curvatura média de S é nao nula.

Proposigao 4.7 Uma superficie rotacional S possui curvatura média constante H #£ 0 se, e s se, a
curva geratriz de S satizfaz

d

v+ 2ayd—x +b% =0, a e b constantes. (4.19)
S

Demonstragao:

Como S é uma superficie parametrizada regular podemos supor que localmente a sua curva geratriz
é o gréfico de uma funcéo, i.e, sua curva geratriz pode ser parametrizada por (z,g(x),0). Logo,

_1 gilx) 1
2 <(1 +4/(2)2)3/2  gx)(1 + gl(m>2)1/2) : (4.20)



CAPITULO 4. SUPERFICIES ROTACIONAIS 32

Como S é de
curvartura média constante, escrevemos H = i > 0. Logo

(e | -4
(1+9'(x 2)3/2 Q(I)(l—l-g]’(x)Q)l/Q a

Multiplicando ambos os membros desta tiltima expressao por 27’ (x), obtemos

J (@) — A+ §'(x)?)

~/ ~ ~/ _
2ay'(x) A+ 7@2P2 29(x)y' (x) = 0. (4.21)
A expressdo (4.21), pode ser integrada em z. E assim,
2ai
L[ T S (4.22)

T+ 7(@)2)72

sendo b? uma constante. Agora, reparametrizando pelo pardmetro comprimento de arco s = fox V147 (t)%dt,

obtemos
d
—2ay(s)d—§ —y(s)? = +b?, (4.23)
pois % = (1+ §/(z)?)~'/2. Isolando % em (4.23), resulta

dr _ y(s)* £
ds  2ay(s)

Considerando também o caso a < 0, obtemos

dx y(s)? £b°

ds —  2ay(s)

Considerando, também, o caso em que H = 0 e ja tomando da curva geratriz da superficie parame-
trizada pelo comprimento de arco, obtemos

(e 1 )
2\ +7(@)2)32  gla) A+ (@) )
Fazendo H = 0 em (2.8) obtemos

i@ 1
T+ 72 5e)
. ., . du du _, du L.
Definindo u(xz) = ¢'(x), obtemos §”(z) = = Y (x) = pris Substituindo este resultado na
€T Y Y
dltima equagao, obtemos
duy,
g 1
1+a> g’
2
que possui y = ¢(1 + u?)como solugio, onde ¢ # 0 é uma constante. Daf §' = (y> — 1, cuja
c

-, xr o . (- . .
solugao é y = ccosh (f +c), ou seja, a catendria. Reciprocamente, se a curva geratriz de uma

superficie rotacional S s(z;tisfaz (4.19) ou é uma catendria, pelos célculos da se¢do anterior concluimos
que S possui curvatura média constante. |
Juntando as Proposicoes 4.1, 4.4, 4.6 e 4.7 concluimos o Teorema 4.1 de Delaunay.

As superficies rotacionais de curvartura média constante nao nula sdo ditas Superficies de Delaunay.
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Ondularia {a=b)

W Ondularia
Onduldria (caso limite
WY b=0)

m Nodaria

Figura 4.13: As roulettes de Delaunay.

/—\/n\//\\/]
\_J/\J/\_,/\,/\J

Figura 4.14: As superficies de Delaunay com H # 0.



Capitulo 5

Superficies Helicoidais

Superficies Helicoidais sdo aquelas invariantes por movimentos helicoidais em R?, ou seja, por
movimentos helicoidais em relacao a uma dada reta. Pelo que vimos no capitulo 2, um exem-
plo de superficie helicoidal é dado pela superficie parametrizada por X(u,v) = (z(u)cos(av) +
y(u)sen(awv), —z(u)sen(awv) + y(u) cos(av), z(u) + Gv).

Como vimos, pelo Teorema 1.1, o subgrupo a 1-parametro de movimentos helicoidais em relagao
a um determinado eixo é identificado, via mudanga de coordenadas, com o subgrupo a 1-parametro
G1,5. As superficies helicoidais de passo d sao entao superficies invariantes por G 5.

Nos exemplos 2.10 e 2.11 sao descritas duas superficies helicoidais.

O objetivo deste capitulo é encontrar uma representagao para as superficies helicoidais de Cur-
vatura Média constante nao nula. Esta representacao é uma generalizagao do resultado obtido por K.
Kenmotsu no artigo [6]. O Lema de Bour e O Teorema de Lawson sdo pegas chaves para a obtengao
dessa representagao.

5.1 Parametrizacao Natural e o Lema de Bour.

Seja W C R? um aberto e X: W — R3 uma parametrizagao tal que X(W) é o trago de uma
superficie helicoidal de passo §. Suponhamos que para um aberto V' C W, a intersecgao de X(V') com
um plano IT D {eixo z}, seja localmente o grafico de uma funcdo A(p) com p € IIN {z = 0}.

Renomeando eixos podemos supor IIN{z = 0} = eixo z. Entado uma parametrizagdo para X(V)NII
é B(p) = (p,0,A(p)). Rodando B(p) em torno do eixo z de um angulo ¢ € R simultaneamente com
uma elevacao de dpp (dp = cte) obtemos a seguinte parametrizagao para X(V)

X(p, ) = (pcose, psenp, A(p) + dop), p € IN{z =0}, p € R. (5.1)

Seja Imm(W, R3) ={parametrizacoes de W em R3}. Dado H € R consideremos

Yy = {X € Imm(W,R?) : X é superficie helicoidal de

curvatura média constante H# 0}.

Definigao 5.1 Seja X(s,t) : W — R® € Imm(W,R3) uma superficie helicoidal parametrizada por
pardametros (s,t) tais que as s-curvas (t = cte) sao parametrizadas pelo comprimento de arco e as
t-curvas (s = cte) sao hélices ortogonais as s-curvas, entdo os parametros (s,t) sdo ditos pardmetros
naturais.

Observagao 5.1 Pela definicao, a Primeira Forma Fundamental de uma superficie helicoidal para-
metrizada por pardmetros naturais (s,t) é dada por

do? = ds® + U?(s)dt?. (5.2)

34
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(W) I

Figura 5.1: A intersec¢ao de X(W) com II.

Exemplo 5.1 Para o helicdide do Exemplo 2.10 parametrizado por
(u cos v, usenv, v), (u,v) € R?,
a Primeira Forma Fundamental é:
do® = du® + (1 + u?)dv>.

As v-curvas sdo hélices, sendo estas ortogonais as u-curvas. Fazendo a mudanga de coordenadas
u(s,t) = s ewv(s,t) =t, a Primeira Forma Fundamental do helicdide serd,

do® = ds® + (1 + s%)dt*.
Entdo para o helicdide, a funcio U(s) é definida por U(s)? =1+ s°.
Lema 5.0.6 (Bour) Seja S uma superficie helicoidal de passo 0y parametrizada por,
X(p, ) = (pcos ¢, psenp, A(p) + dop), (p,) € U C R?

entao S admite reparametriza¢io por pardmetros naturais (s,t). Além disso, existe uma famdlia a 2-
parametros de superficies helicoidais isométricas a S e tal familia contém uma superficie de rotagdo.

Demonstragao:
Para a superficie S a Primeira Forma Fundamental é dada por

2472

) SoN \?
do? = (1 4+ XN dp? + 200N dpdp + (p* + 63)dp? = (1 + [2)2) dp® + (p* + 62) (d<p + = 0 2) (5.3)
p* + 04 p* + 0

Definamos novas varigveis s = s(p, @) e t = t(p, p) pelas relagoes,

2yr2 \ 1/2
P7A
ds=1(1 d 5.4
5 <+P2+58) 0 (5.4)
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5o N
P+ 03

dt = dy + dp. (5.5)

A matriz jacobiana dessa mudanca é,
P22 1/2
s 0
J = p* + 45

SoX )
P*+ 05

Como det J # 0, podemos fazer uma mudanga de variaveis. Pelo Teorema da funcao inversa e a Regra
da Cadeia a matriz jacobiana da mudanca p = p(s,t) e p = @(s,t) é

-1/2
(1 + p2+)‘l22> / 0 dp Op
p* + 45 _|as ot
Y% p? 4+ N2\ 2 X dp 0o |’
p® + 62 p% + 62 ds Ot

portanto % =0, logo p(s,t) = p(s). A = A(s), pois A é fungdo de p. Para concluirmos que (s,t) é

uma parametrizagao natural em V C W, definamos U(s)? = p(s)? + §2. Entao, substituindo (5.4) e
(5.5) em (5.3), obtemos do? = ds? + U(s)2dt>.

A conclusao da segunda parte do enunciado do Lema de Bour vem da resposta dada a seguinte
pergunta: - “Dada uma funcdo U = U(s) > 0, existe superficie helicoidal da forma X(p, ) =
(pcos p, psenp, A(p) + dp) parametrizada por pardmetros naturais (s,t) e primeira forma dada por
do? = ds* + U(s)?dt?*?”Dito de outro modo: o objetivo é encontrar funcoes p,p e A de (s,t) para
valores arbitrdrios de 9§, satisfazendo,

2
2 _ ;.2 P 2
ds* = dp* + s d\=, (5.6)
e
Udt = +(p* + %)% [ dp + ~ 0 a). (5.7)
p2 +62
Pelas expressoes de p e A em (5.6), p e A ndao dependem de t. J4 de (5.7),
Op SN
= 5.8
0s P2+ 62 (58)
e
de U
=t 5.9
ot p? + 42 (5:9)
0? 0 0
Por (5.8), 9% _ 0, o que quer dizer que a—f nao depende da varidvel s, mas por (5.9) a—f é escrito
como fungao de p(s) e A(s), logo
dp U 1
o = 5.10
It P2+ 0212 m (5.10)
sendo m # 0 uma constante. Portanto, reformulamos (5.7) por
1 )
dp = —dt — ———=dA. 11
= P2+ 62 (5-11)

Por (5.10), m2U? = p? + 62 e derivando-a relacio a s, obtemos
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m?UU = pp,
m2UU
p
Elevando ao quadrado ambos os membros da tltima expressao temos

. mAU20?
P = 22 — 2 (5:12)

pois por (5.10), p> = m2U? —§2. O ponto em (5.12) denota derivagao em relagao a s. Entdo aplicando

os resultados acima a (5.6) obtemos

2 m*U? 2772 2772 2\ 7.2

Integrando em s obtemos, a menos de sinal,

mU :
)\ = /m(m2U2(l — m2U2) — 52)1/2d5 -+ Cy.

Eliminamos a constante ¢; por uma translacdo no eixo z. Pela equacao (5.11),

1 N

e fazendo t := t + mcy,eliminamos a constante cs, logo,

p = (m2U2 _ 52)1/2

A= /miU(mQU2(1—m2UQ) _ §%)1/2gs
(202 — 57) : (5.14)
16 [ (m2U2(1 — m2U2) — 62)1/2

L R U(m2U? — 62) ds

Substituindo m =1 e § = dp em (5.14) encontramos a parametrizacado da superficie S do enunciado
do Lema de Bour em parametros naturais, ji a escolha de 6 = 0 fornece uma superficie de rotagao
isométrica a S. Portanto as expressoes em (5.14) ddo uma familia a 2-parametros de superficies
helicoidais isométricas a superficie S e a familia (5.14) é denominada por Familia de Bour. ]

Observagao 5.2 O Lema de Bour foi demonstrado sob a hipdtese de que superficies helicoidais
possam ser escritas da forma x(p, ) = (pcos ¢, pseny, A(p) + dp) em um aberto V-C W. No entanto,
se observamos a relagdo da primeira das equagoes de (5.14) com as duas dltimas, vemos que a familia
de Bour estd bem definida para superficies tais que p(s) # 0.

Pelo Lema de Bour, uma superficie da familia a 2-parametros é determinada por uma funcao
U(s) > 0 e constantes m e 4.

Para encontrarmos elementos da familia de Bour com curvatura média constante nao nula, pre-
cisaremos encontrar a expressao da curvatura média H da superficie helicoidal [U, m, ] ( determinada
por U(s), m e §). De modo que a seguir, precisaremos calcular a expressdo da curvatura média de
[U,m,d]. Entao formulamos seguinte a proposicao:

Proposicao 5.1 [U,m,d] € uma superficie de curvatura média constante H se, e sd se, satisfaz

. . . 1/2
m2U U+ m20? —1=2H (m2U2(1 —m20?) — 52) . (5.15)



CAPITULO 5. SUPERFICIES HELICOIDAIS 38

Demonstracao:
Para calcular H, determinaremos os coeficientes da Segunda Forma Fundamental. Logo, neces-
sitaremos das expressoes dos vetores X, X, X,,, Xy, Xpp € X, A X, descritos abaixo,

X = (cos g, senp, N'(p)), X, = (—psengp, pcos ¢, d),

Xpp = (0,0,A7(p)), Xpp = (—senp,cos 9,0), Xy, = (—pcosp, —pseny, 0)
(&

X, A X, = (=dsenp + pX'(p) cos @, d cos ¢ + pX' (p)seny, —p),

onde X, = 3, idem para X, enquanto X,,, X,, €X,, indicam as derivadas de segunda ordem de
P

X.
Também é interessante termos em maos as expressoes
<X<p<,a: X A Xp> = _p2/\/(p)
(5.16)
(Xpp, Xp NXp) = 0

Como X=X(p(s), ¢(s,1)), pela regra da cadeia, os vetores tangentes de X podem ser escritos como

abaixo,
de dy
X, =XpptX, 50 e X=X, 50
0 1 0 SN
Pela equagao (5.11), Bf e df s por (5.8), assim
1 1 1 1 9p
Xt :~ EX%}, Xtt = WX‘PS@ € Xst = pXLpp + — m Os -
Entao,
1 1 dp
<Xtt7Xt /\Xs> = ﬁXW, R EXW A pr+X 8 =

1 1 .
= <m2Xw ’ EXvJ A pr> =

)
== E <X89‘P’X‘P /\ Xp> .

Pela primeira equagao de (5.16) e pela regra da cadeia, reescrevemos esta ultima expressao como,

PPNp)p _ p*A

(X, Xe A Xs) = — 8 T o3 (5.17)
Calculando,
10 1 .
(Xst; Xe AN Xy) = < PpXpp + — 8SDXWM EX@ A pr> =
P’ p g
= W(XW,XW/\XA 2 95 <Xw>vX ANX >

e fazendo uso das equagoes em (5.16) e a regra da cadeia, resulta

1 2 3 20p
(Xst, X A Xs) = poos 1 (50 —Ap 25 ) (5.18)

U2 o SN

Por (5.12), p? = h e por (5.8), ((;: R Portanto, desenvolvemos a equagéo

(5.18) em
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1 miU2U%  SmU(m2U? —6%) , , 9o 5
<X8t7Xt A XS> = ﬁ <6m2U2 . 52 (m2U2 _ 52)2mU (m U (]‘ —-m°U ) -9 ) =
5 miUR? (mPUR(1— m2U?) - 87))
T om? MU =5 m2U? — §? ’
dai,
o
(Kot Xe A X) = 5. (5.19)

Determinaremos o valor de || X; A X, ||. Utilizando a férmula dada para || Xs; A X, || na pagina
98 de [2],

| X; AX, |= VEG — F2 = \/1.U2 — 02 = U. (5.20)

Calculando os coeficientes f e g da Segunda Forma, pelas equagdes em (2.7), observamos que

X N Xy 1
= (Xst, N(s,t)) = { Xst, = Xst, Xs AN X
7= P N = (s PR ) = e e A
¢ Xs A X 1
s/\ t
= (X, N(s,t)) = ( Xyt = Xty Xs A Xy),
5= BN e = (X AR ) = g e X A0
portanto, por (5.18), (5.19) e (5.20), obtemos os seguintes valores para f e g,
)
= —, 5.21
f= e (521)
e
0t
PoA
=— . 5.22
9= 50 (5.22)
Para determinar o coeficiente e da Segunda Forma Fundamental, teremos um pouco mais de
“trabalho”. Recordemos da seguinte expressao da curvatura gaussiana, para superficies tais que

F =0 ([2], pdg. 237).

~~zvee ((733).* (7%0).) 629
2VEG EG), EG), '
e como a superficie helicoidal S estd parametrizada por parametros naturais, temos
FE = 1 = Et = 0,
G = U*s) = G, = 2UU,
entao )
G, Uu -
— | =2 — | =2U
logo,
2U U
K=——=——. 5.24
2U U ( )
) . . . eg — f?
Por (2.5), a férmula da curvatura gaussiana de uma superficie qualquer é dada por K = BG_F?
Observado que F' = 0, esta ultima expressao se reduz a equacao abaixo,
2
K=9- 1" (5.25)

U2
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Substituindo (5.21), (5.22) e (5.24) em (5.25),

i e(=PNm) - (0/m*r))?

U U
e obtemos
B mtU? U — 52
m2U2(m2U2%(1 — m2U2) _ 52)1/2'

(5.26)

Como a superficie S estd parametrizada por parametros naturais, a expressao para a curvatura

G—-2fF E
média dada por (2,4) é H = M, que podemos reescrever como
g
QH =e+ ﬁ

e utilizando (5.26) nesta tltima expressao, obtemos
. . . 1/2
m2U U +m20% — 1 = 2H (m2U2(1 — m2U?) — 52) :

ou seja, a expressao (5.15). Portanto, um elemento [U,m,d] da familia de Bour, possui curvatura
média H = cte # 0 se, e s6 se, satisfaz & equacdo (5.15). ]

A seguir determinaremos expressoes explicitas para as superficies helicoidais da familia de Bour
com curvatura média constante H # 0. No entanto, durante a determinacdo dessas expressoes
explicitas, surge um novo parametro, mostrando que tais superficies estao em uma familia maior.
Entao superficies helicoidais de curvatura média constante pertencem a uma familia a 3-parametros.
Além disso, as superficies da familia a 3-parametros ndo sao isométricas.

Dada uma superficie [U, m, 6] da familia de Bour, pela Proposicao 5.1, se [U, m, 0] possui curvatura
média constante, entao [U, m, §] satisfaz a equagdo

m2U U+ m2U? — 1 = 2H (m2U2(1 — m20?) - 52)1/2 .
Fazendo © = mU nessa iltima expressao, resulta
vi+ 3% — 1 =2H (2(1 — i2) — 62)"/*, (5.27)
definindo y = (22 — 2222 — §%)1/2 em (5.27), obtemos
i 442 —1=2Hy.

Além disso,
g = (2% — 22i? — 62"V (wi — xi® — 220d) =y aa(1l — &% — zd),

portanto
—yy (zd) " = @+ i% — 1,
logo
—yy (zi) "' = 2Hy.
Dai

= —2Huzi. (5.28)
Integrando (5.28),

y = —Hz? +a, a = constante. (5.29)
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Como 2 52 (s )
(m2—12¢2—52)1/2:—H:L‘2+a:>5c2:x - _(2 z* —a) ’
x
definindo z = 22 e supondo H # 0,
1
12'2 =2—6%— (Hz—a)? (5.30)

Manipulando esta tltima expressao,

2
L (Hr—ap = GHOAD oy (g, QHat D)
z—0"—(Hz—a)* = e (a® +67) Hz 5H .
Portanto,
1,  (2Ha+1)?  , (2Ha +1)\?
ey e G e

o\ 1/2
) (2Ha +1)? 9 o (2Ha +1)
° T 2<4H?_(a+6)_(HZ_2H>>

fazendo separacao de varidveis, temos

dz

(2Ha + 1) (2Ha +1) o 1/2 2ds,
a2 2y 52y _lefaar )
< e (a® +6%) <Hz S5 H > )
que ao ser integrada, da
I 2Ha +1
POt Ml
2Hs = sen” ! . 2H 72 +c.
2H 1
(( 40’};; ) _ (a2 +52))

Removemos a constante de integracao por reajuste do parametro s, logo

2H 1
g, 2Hetl
sen(2Hs) = 2H oL
(2Ha + 1)? 2, 2
———— —(a" +67)
4H?

dai

1
z = Yol (2Ha—|— 1+ (1 — 4H?%5? +4Ha)1/2sen(2Hs)) .

No entanto z = m2U?, logo

1
miU? = (2Ha+1+ (14 4Ha - 4H%6)"” sen(2H3)) (5.31)

A equagdo (5.31) fornece uma familia de fungoes U, (o que mostra que, embora as superficies
dessa familia estejam em pardmetros naturais, ndao sao isométricas), para simplificar a notagao, seja

B=(1+4Ha—4H%?)"” (5.32)
e supondo B # 0, reescrevemos (5.31) como

1
miU? = S5 (2Ha + 1+ Bsen(2Hs)) . (5.33)
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Derivando (5.33) em relacao a s,

. Bsen(2Hs)
2 —
Logo,
m2U = B cos(2H s). (5.34)
2HU

Agora serdo necessarias as expressoes de m2U? — 62 e m2U? (1 — m2U2) — 62 para que sejam

feitas suas respectivas substituigbes em (5.14), escrita abaixo
p=(mPU? = )2
/ m2U2 )( U2(1 — m20?) — 6%)/2ds
6 U2 m202) — §2)1/2
o= [La-t / U1 - m?0?) — )2
m m U(m2U? — §2?)

Pelas equagoes (5.33) e (5.34),

2

2772 2772 2
m2U?(1 —m=U?) oYoe] (2Ha + 1+ Bsen(2Hs)) — 1 (2H s),
: 4Ha+1-B* 1
m2U%(1 —m2U?%) = aIHQ + 1 (1+ Bsen(2Hs))?,
mas por (5.32), o valor de §2 é
52 AHa+1- B
B 4H? '
Logo
m2U?(1 —m UQ)—(FQ—&—E(l—i—Bsen(?Hs)) ,
. 1
m2U?(1 —m2U?) — 6% = 12 (14 Bsen(2Hs))?. (5.35)

J& por (5.31) e (5.32), determinamos m2U? — §2,

1 1+4Ha — B?
m2U? — 6% = BYee] (2Ha + 1+ Bsen(2Hs)) — %,
portanto
2772 2
m*U? = 8% = = (14 B*+ 2Bsen(2H3s)) . (5.36)
Substituindo (5.33), (5.34), (5.35) e (5.36) em
p = (mQUQ _ 52)1/2
mU 2772 2772 2\1/2

2072(1 — m2072) — §2)1/2
/ dt—é (m2U?(1 — m?U?) — &%) ds
m m

7 U(m2U? — §2)

obtemos assim que uma superficie helicoidal possui curvatura média constante H # 0 se, e somente
se, satisfaz (5.37) escrita abaixo
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p= (1+B*+ 2Bsen(2Hs))1/2

2H

\ / (1+4H?5% 4+ B? + 2Bsen(2Hs))'/?(1 4+ Bsen(2Hs))ds
N (14 B2 +2Bsen(2H3s))

t 9 1+ Bsen(2Hs)
p=——4H%} ds

m / (1+4H?262 + B2 + 2Bsen(2Hs))1/2 (1 + B2 + 2Bsen(2Hs))
sendo B definido pela relagao (5.32). A superficie com parametrizagdo dada no Lema 5.0.6 (com
m =1ed§ = §p) estd incluida na familia a 3-pardmetros, para ver isto, basta substituir m = 1 e
0 = dp em (5.37) e esta superficie possui H # 0 se, e s6 se, as fungdes p(s), ¢(s,t) e A(s) sao dadas
por (5.37), obtidas pela substitui¢io de m =1 e § = do.
Pelo que acabamos de calcular demonstramos a
Proposicao 5.2 As superficies helicoidais dadas por (5.1), i.e, as superficies de parametrizagdo
X(p,p) = (pcosp, psenp, A(p) + d¢), que possuem curvatura média constante H # 0 constituem
uma familia a 3-parametros, sendo B, 6 e m os parametros. Cada superficie dessa famdlia (i.e, B,
0 e m fixos) , é parametrizada de forma natural pela substitui¢ao de p,\, e p em (5.1) pelas suas
respectivas expressoes obtidas abaizo,

1

oY (1+B*+ 2Bsen(2Hs))l/2

p=

5= / (1 +4H?6% + B% + 2Bsen(2Hs))Y/?(1 + Bsen(2H3s))ds (5.37)

(14 B2+ 2Bsen(2Hs))

t 9 1+ Bsen(2Hs)
p=——4H%§ ds
m (1 + 4H?25% + B2 + 2Bsen(2Hs))/2 (1 + B2 + 2Bsen(2Hs))

Figura 5.2: Uma superficie da familia a 3-parametros.

Observagao 5.3 Consideragoes sobre a representagao (5.37)

1. O parametro m nao é efetivamente importante, pois os diferentes valores de m, apenas mudam
a parametrizagao da superficie, enquanto a imagem permanece inalterada. Portanto podemos

- t
definir uma nova variavel ¢ := — em (5.37). (O parametro m apenas muda a velocidade de ¢.)
m

2. Segue das expressoes em (5.37) que, exceto quando B = +1, temos p(s) # 0. Mesmo quando
B = =1, p(s) = 0 apenas para valores de s tais que sen(2Hs) = +1.

3. Se permitimos B = 0, entdo os cilindros estdo incluidos na representacio dada por (5.37)1.

INo caso em que B = 0, a representagdo dada por (5.37) fornece,
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4. Para B # 1 fixo e § arbitrédrio, obtemos da representacao (5.37), que as superficies helicoidais
de curvatura média constante que possuem mesmo valor de B estao todas contidas entre dois
cilindros pois,

(1- B) 1+ B
- K < —_
om =P =5

Para ver isto, observamos que

(1-B)?=1+B?-2B <1+ B?+2Bsen(2Hs) <14+ B> +2B = (1 + B)%

Uma superficie delimitada por dois cilindros é dita cilindricamente delimitada.

5. As superficies dadas por (5.37) estdo definidas para todos os valores dos parametros (s,t), o que
d4 uma parametrizagao global por parametros naturais.

Figura 5.3: Uma superficie helicoidal cilindricamente delimitada.

Observagao 5.4 Antes do resultado principal, devemos fazer algumas consideragoes de sinais:
e Como H # 0, podemos considerar H > 0,
e Do modo como B é definido, resulta B > 0,

b= o
A = (1+4H?%5?)s
t
YT T 1y 4H?8?

1
observamos que as curvas s = cte e t = cte sao hélices que preenchem o cilindro de raio 20
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o Como visto anteriormente, para diferentes valores de m em (5.37), com B e ¢ fixos, existem
parametrizacoes com mesma imagem, entdo podemos considerar m > 0.

Deste ponto em diante sempre consideraremos H e m positivos.

Teorema 5.1 Existe uma aplicagdo sobrejetiva ¢ : S* x [0,00) — g, tal que ¢(0,[0,0)) sdo as
superficies de rotagao em X e ¢(0, By), By € [0,00), § € [0,27], € a familia associada & superficie
de rotagao ¢(0, By) (no sentido de que cada elemento da famdlia € isométrico a ¢(0, By)). Além disso,
exceto para (0,1), (0, By) = X : W — R? ¢ dada explicitamente em uma parametrizacio global em
parametros naturais.
Demonstragao:

A demonstragdo completa se encontra em [3]. Aqui, daremos apenas um roteiro.
Seja Ul(a,d, m) a expressdo para U obtida por (5.31),

1
m2U? = Y (2Ha +1+ (1+4Ha —4H%62)"? Sen(2H5)) ;

ou seja

Ul(a,d,m)* = (2Ha + 1+ Bsen(2Hs)) . (5.38)

1
2m2 H?
Para encontrar uma familia a 2-parametros de superficies helicoidais de H = cte isométricas a uma
superficie de rotagdo com mesmo H, introduzimos novos parametros (ag, ) definidos por,

a(ao, ) ag cos 6
0 1+ 2apH(1 —cosf)’
agsend
) 0 = > 27]. .
(a()v ) 1+ 20/()H(1 — C059)7 ap = Oa 0 e [07 7T] (5 39)
1
m(ag, 0)?

1+ 2aoH (1 —cosf)’

U(ap,0,m) é o coeficiente G de uma superficie de rotagao da familia a 3-pardmetros, denotemos
por X(ag) esta superficie. Entao, devemos mostrar com o auxilio das equagoes em (5.39), que

Ul(a,d,m) = U(aop,0,1).

Antes de prosseguir, enunciamos uma versao “adaptada”do Teorema de Lawson que é de vital im-
portancia para da demonstragdo do Teorema 5.1. A demonstragdo deste teorema pode ser vista em
[1], pdgina 21.

Teorema 5.2 (Lawson) Sejam W C R? um aberto e S uma superficie com curvatura média constante
H parametrizada por X: W — R3. Entdo existe uma familia diferencidvel, 2m-periddica de superficies
Xg: W — R3 0 €[0,2n],Xo = X, com a mesma métrica induzida e com curvatura média H. Além

disso, a familia Xg contém todas as ( extensées de) superficies localmente isométricas a S com H
dado.

Juntando U(a,d, m) = Ul(ag,0,1), com o Teorema 5.2, obtemos que a familia Xg(aop), 6 € [0, 27]
é a familia associada a X(ag). Para ver que dada uma superficie helicoidal X da familia (5.37) com
pardmetros @, 6 e existe uma superficie de rotacio X(ag) (5.37) e um nimero 0 € [0,27] tal que
X = Xg(ap), devemos considerar a expressio de U(a,d,m) e encontrar uma superficie de rotacio
X(ap) tal que U(a,d,m) = Ulao,0,1). Para mostrar que U(a,d,m) = U(ao,0, 1), devemos trabalhar
a hipétese de que X e X(ag) possuem mesma curvatura média constante H e relacionar os coeficientes
da segunda forma e, f e g de X e e, fo € go de X(ag). Demonstrada essa segunda parte, serd

conveniente expressar a familia a 3-parametros da Proposi¢ao 5.2 em termos de (0, ap). Como

B(6, a¢) = (14 4agH)?(1 4 2a0H(1 — cos0)) L. (5.40)
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Entao definimos By = B(0, ap) e portanto
B2 =1+ 4agH. (5.41)

Isolando ag em (5.41)
ao = (Bf —1)/(4H)

e substituindo ag em (5.39),

2B
B(0,By) = 2+ (B2 - 1)(21 — cosf)
B (B2 — 1)senf
0(0,By) = 2H (2 + (Bog —1)(1 —cosf)) ’ o
m?(0,By) = -

2+ (B3 —1)(1 —cos#)

0 que prova a primeira parte do Teorema 5.1. O problema é quando B = 1. A superficie de rotacdo
da familia associada, i.e, # = 0, é dada por By = 1. Assim m?(0,1) =1 = B(6,1) e §(9,1) = 0 para
todo . Entdo, By = 1 corresponde & esfera? e a familia associada & esfera é a prépria esfera. Neste
caso a parametrizacao natural possui uma singularidade em exatamente dois pontos, justificando a
excecao feita no Teorema 5.1. .

Se § =0 e By = 0, por (5.42) obtemos B(#,0) = 0 para todo valor de 6, além disso p(s) = SH

portanto temos um cilindro circular reto o que mostra que a familia associada ao cilindro é o préprio
cilindro. m

?De Bp = 1, resulta ag = 0 (veja (5.41)), entdo
Ul(ap,0,1) = U(0,0,1) = (2H) 'sen(2Hs) e U(0,0,1) = —2Hsen(2Hs).
Para uma superficie helicoidal parametrizada por parametros naturais, a expressdao da curvatura gaussiana é K = 7UU_1, entao
K = —U(O,O,l)U(O,O,l)*1 = 2Hsen(2Hs) ((ZH)’lsen(QHs))_1 = 4H?, daf suponhamos que a curvatura média de U(0,0,1) seja
H = (2a)~! > 0, entdo a curvatura gaussiana de U(0,0, 1) serd K = 4(2a)~2 = a~2, ou seja U(0,0,1) é uma esfera.
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