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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é o estudo e visualizagdo das Variedades Invariantes de Difeomorfismos Planares de
classe C*. Geralmente, é impossivel determinar uma expressao analitica para as Variedades Invariantes sendo
necessario computagao numeérica para visualiza-las.

Dividimos o problema em duas partes. Na primeira, fazemos uma aproximacao nao linear das Variedades
Invariantes Locais. A seguir, encontramos as Variedades Invariantes Globais através de um método que resolve
arbitrariamente longos segmentos requerendo um nimero minimo de chamadas & aplicagao.

No capitulo 1, definimos o que é um sistema dinamico dado por um difeomorfismo de classe C*, classificamos
seus pontos fixos e definimos o conceito de Variedades Invariantes Locais e Globais.

No capitulo 2, demonstramos o teorema de conjugagao de um Difeomorfismo na vizinhanca de um ponto
fixo hiperbdlico com sua Forma Normal, o Teorema da Linearizagao de Sternberg, que garante uma conjugacao
de mesma classe do Difeomorfismo. A demonstragdo nos fornece um algoritmo para determinar as Variedades
Invariantes Locais da aplicagao dada pelo seu Polinomio de Taylor.

No terceiro capitulo, apresentamos dois métodos numéricos para determinar as Variedades Invariantes
Globais. O primeiro utiliza somente as definigoes e o segundo apresenta uma otimizacao onde reduzimos o
nimero de chamadas para o difeomorfismo enquanto mantemos uma boa resolugao.

No capitulo seguinte, definimos o Problema do Bilhar como um sistema dinamico discreto bidimensional
e conservativo. Apresentamos o Bilhar de Circulos Nao Concéntricos (BCNC) como um exemplo de Sistema
Dinamico Planar.

Terminamos com o Bilhar de Circulos Nao Concéntricos como exemplo. Encontramos o polinémio de
Taylor na vizinhanga de um ponto fixo hiperbédlico da aplicagao que define o BCNC e aplicamos o Teorema da
Linearizacao de Sternberg, obtendo as Variedades Invariantes Locais. Apds, aplicamos os algoritmos descritos
neste trabalho para encontrarmos as Variedades Invariantes Globais.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo introduzimos os conceitos de Sistemas Dinamicos Discretos Bidimensionais. O objetivo principal
é entender o comportamento de um ponto no plano quando iterado repetidamente por uma fungao.

2.1 Um Difeormofismo como um Sistema Dinamico

Assumimos f : R? — R? uma aplicacdo de classe C", » > 0, com inversa f~! definida e de mesma classe.
Consideramos a sequéncia {x,}52, definida por

Tnt1 = f(zp) n €N

onde z¢ € R%. A cada ponto z¢ temos uma sequéncia O(zo) = {2, }°, formada por pontos do plano que damos
o nome de Orbita associada a condicao inicial zo € R2. O conjunto formado por Orbitas é chamado Espaco de
Fase.

Se a sequéncia O(xg) for finita, entdo existe n € Z tal que f™(x¢) = xo. Dizemos que a dérbita associada
ao ponto xg é Periddica. O menor inteiro para o qual a igualdade é satisfeita é denominado periodo da 6rbita.
Chamamos ponto fizo um ponto que tenha uma drbita peridédica de perfodo 1, ou seja, f(zg) = .

A aplicagao f preserva a medida u se dada U C R? e a imagem de U por f, f(U), entdo u(U) = u(f(U)).
Dizemos que o difeomorfismo f preserva drea se a medida p for dada por p(U) = fU dxdy que corresponde a
|det(Df)| = 1. A partir deste ponto, consideramos f um difeomorfismo que preserva a drea.

2.2 Classificacao de um ponto fixo quanto a estabilidade

Seja x* um ponto fixo da aplicagao f, uma aplicagao que preserva area, e D f,« a parte linear de f em z*. Se
A1 e A2 sao os autovalores complexos de D f,« entao A\; Ay = 1. Distinguimos trés casos possiveis:

e Hiperbolico

Os autovalores sao diferentes e tem parte complexa nula satisfazendo 0 < [[A1]] < 1 < ||Az]]

e Eliptico
Os autovalores sdo tais que A\; = Ay # A\;. Note que || \1]| = |[A2 = 1.

e Parabdlico

Os autovalores sao reais e iguais a £1 (A} = Ag).



CAPITULO 2. PRELIMINARES )

Dois difeomorfismos f e g sao topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo h tal que foh = goh.
Dizemos que um difeomorfismo f de classe C* é estruturalmente estdvel se existe um aberto no espaco dos
difeomorfismos de mesma classe Uy C C*(R?) tal que os elementos deste aberto g € U + sao topologicamente
conjugados a f. Se x* é um ponto fixo hiperpdlico de f entao existe uma vizinhanca V.« de z* tal que f restrita
a esta vizinhanca é estruturalmente estavel.

A cada ponto fixo 2* € R? de f, podemos associar trés subespacos denominados Auto Espaco Estavel, Auto
Espaco Instdvel e Auto Espaco Central, respectivamente:

Es. = span{v:v € G()\) e Re(X\) < 1}

E¥. = span{v : v € G()\) e Re(\) > 1}
E¢. = span{v:v € G(\) e Re(N) =1}

Onde o conjunto G(\) compreende os autovetores generalizados (dados pela Forma Candnica de Jordan)
associados ao autovalor A de D f,~, Re()) é a parte real no nimero complexo A e, finalmente, span{vy, v, ..., v, }
é o espago gerado pelas combinacgoes lineares dos vetores vy, vs, ..., Up.

Estamos considerando x* um ponto fixo hiperbdlico de f logo dimES. = 0 e, além disso, dimE]. = dimEY

x

. =

1

2.3 Variedades Invariantes

Um conjunto invariante é um conjunto formado por drbitas de f. Ou, equivalentemente, U é invariante se
flU)CU.
A Variedade Estdvel, W#(x*), é definida como o conjunto dos pontos cujas iteradas por f se aproximam de

z*. Dessa forma,
We(2z*) = {z € R?: f*(z) — 2" quando k — oo}

onde f* e a k-ésima iterada da aplicacdo f. Tal conjunto é invariante por f.
Se Bg é a bola aberta centrada em z* com raio 3, a Variedade Estével Local de tamanho 3 é o conjunto

Wi(z*) = {z € Bg; f"(z) € Bg,¥n > 0}
e a Variedade Estédvel Global
We(z*) = Upen f"(W5(2%))

Similarmente, definimos Variedade Instdvel W*(2*) como o conjunto dos pontos que se aproximam de z*
com as iteradas de f~!
W (z*) = {z € R?: f*(z) — 2* quando k — oo}

onde f~% e a k-ésima iterada da aplicacdo inversa f~!. O conjunto W¥(z*) é invariante por f. A Variedade
Instavel Local de tamanho 3 é o conjunto

Wg(z*) ={z € Bg; f"(x) € Bg,Vn > 0}
e a Variedade Instavel Global é dada por
W(a*) = Upen /" (W5 (27))

Observamos que estes conjuntos nao sao érbitas simples de f. Sao compostos pela uniao de todos os pontos
que se aproximam ou afastam de z*, em cada caso. Cada uma desses conjuntos é formado por dois ramos
semi-infinitos com z* separando-os.

O Teorema da Variedade Estavel garante que tais conjuntos sdo, de fato, variedades de mesma classe do
difeomorfismo f. Entdo W#(z*) é uma curva invariante unidimensional de classe C" tangente em z* a direcao
estével e a extensdo global desta curva é garantida pela existéncia de f~!. Da mesma forma, W*(z*) é uma
curva invariante unidimensional de classe C" tangente em x* a direcao instavel e a extensao global desta curva
é garantida pela existéncia de f.



Capitulo 3

Forma Normal de um Difeomorfismo

3.1 Introducao

Para entendermos a dinamica de um difeomorfismo préximo a um ponto fixo, é util colocarmos as equagoes em
uma forma mais simples. Procuramos entao uma conjugacao para o difeomorfismo numa vizinhamga do ponto
fixo onde a expansao de Taylor do difeomorfismo conjugado esteja na forma normal.

Quando o ponto fixo é hiperbdlico, queremos saber como o comportamento do difeomorfismo préximo ao
ponto fixo é suavemente classificado pela sua parte linear. O Teorema de Grobman-Hartman nao garante
diferenciabilidade. Precisamos de condigoés para que o difeomorfismo seja diferenciavelmente conjugado com
sua parte linear e, caso isso nao seja possivel, se ainda assim podemos encontrar uma conjugagao apropriada.

3.2 Teorema de Sternberg

Seguindo a estratégia de [1], encontramos os coeficientes da série de Taylor da aplicagio que conjuga formalmente
os jatos de f com sua parte linear. O segundo passo é mostrar que a série encontrada corresponde a uma aplicacao
C*. Finalmente, mostramos que todas fungoes com mesma série de Taylor sao conjugadas.

Fixando coordenadas locais proximo ao ponto fixo z* da aplicagao f, os coeficientes do polinémio de Taylor
de grau k de f formam o conjunto J;f( f) que chamamos de k-ésimo jato de f em a*. Duas aplicagoes C*,
f e g, sio C™ tangentes em z, se JX. (f) = J¥.(g) para todo k € N, ou seja, se as séries de Taylor de f e g
coincidem neste ponto. _

Lembramos que A; e Ay sio os autovalores complexos de Df,,. Uma relagio da forma A\ = A\{\), k € {1,2}
é chamada relagao de ressonancia. Definimos o Cone Horizontal H)) no ponto z*, como o conjunto satisfazendo:

HJl ={(u,v) € To-R"[[J0]] < ~ull}
Analogamente, temos o Cone Vertical:
Ve ={(u,v) € To-R[[Ju] < v[v[}

Proposigao 1 Suponhamos que \j, # /\i)\% (autovalores ndo ressonantes) para todo k e todo i,j € N. Considere
a série de poténcias formal de f dada por

(o]
felw,y) = Y frajeicd
itg=1

com termo constante igual a zero e parte linear igual a diag(A1, A2) ( ou seja, matriz diagonal com autovalores
A1, A2). Seja g a parte linear de f. Entao existe uma série de poténcias formal resolvendo a conjugagao

hof=goh
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Demonstracao: De acordo com a hipétese feita sobre g (parte linear de f), podemos reescrever:

fo=Miwh + Y fragwiad

i+5>1
Afirmagao: A parte linear de h comuta com g. Se o [ indica o termo linear e os indica os termos de ordem
superior, temos:
hof = goh

(hl+hos)o(fl+fos) = go(hl+h05)
hlo(fl+fos)+hoso(fl+fos) = gohl+gohos
)

hlofl+hlofos+hoso(fl+fos = gohl+gohos

Tomando os termos lineares
hyog=goh,

temos demonstrada a afirmacdo. Assim, do fato se g ser diagonal, segue que h; é diagonal e h pode ser escrita
na forma:
_ i pod i pnJ
h(z1,22) = (@121 + E i, 3, oze + E UPRREAESY
itj>1 itji>1

Tomamos a k-ésima coordenada da equacao de conjugagdo hog=goh (k€ {1,2}):

hi(f(z1,22)) = ghi(z,y)

Z hiiifi(z1,22) fo(wr,20)! = Aphi(w1,22).
itj=1

Utilizando as definigbes de f e h , reescrevemos:

hi(f(x1,22)) = aufe+ Y heijhi(ar,z2) falzr, z2)’
itj>1
= oAkt ok Y feag@ied+ Y heagfi(en,ee) fa(en, 22)?
i+j>1 i+j>1
= QpA\TE + o Z fk’i’jl‘ix‘; +
i+j>1
Do gz Y frseied) ey + Y foseaiah)’
itj>1 s+t>1 s+t>1
ghi(z,y) = Ahg(z1,22)
= AQpTi + Mg Z hi,i jTh )
i+i>1
Resolveremos a equacao indutivamente em m = ¢ + j. Para m=1 a escolha é arbitraria. Podemos tomar

Dh = Id. Neste caso, o = 1 para i € {1,2}. Suponhamos que temos determinados os coeficientes hy; ; para
i+ j < m. Os termos envolvendo i + j = m sao:

i PN i ] i J _ i,.J
Qe fo,i,jT1T5 + Mk i j AT AT Ty + Ol jT1 %5 = Akhi,i 2725

onde C};,; sao termos que envolvem coeficientes com indices i, j tais que ¢ + j < m. Portanto, o termo hy; ; é
da forma:

b kg = Chig
VRV
k 172

Vemos que, o denominador nao se anula pois assumimos A\ # A{ A} . Veja no apéndice os cdlculos para m = 2
em=3.
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O

Supondo que ainda estamos nas condigdes da proposicao anterior mas agora A\, = ! \} para algum k, 4, j entao
os termos com coeficientes hy; ; desaparecem e nao podemos remover o termo envolvendo ;Cllx% da k-ésima
coordenada da equagao.

z

Definicao 1 Um termo nao nulo czizh na i-ésima funcgao coordenada proveninente da ressondncia A\, = A\ N}, é
chamado termo ressonante. A forma normal de uma aplicacdo € a aplicagdo pertencente a classe de equivaléncia
de f cuja série de poténcias contém somente os termos linear e ressonantes.

Passaremos agora a generalizacao onde g possui termos nao lineares:
o0
_ 0 i .0
Ge= D GrigTiwh = Nk + Y graric
i+j=1 i+j>1

Neste caso, o lado direito da k-ésima coordenada da equacao de conjugagao se torna:

o0
(goh(z,y)k = D grijhi(z1,22) ha(x1,22)
itj=1
= Ap(apzg + Z i s a))
i+i>1
+ Y gz + Y higiah) (asy+ D howiah)’
i+j>1 s+t>1 s+t>1

Os coeficientes dos termos de grau i + j = m satisfazem:
Ok frig + Prig NN, + Criy = Mehiig + kg

Com C}; ; determinado pelos passos anteriores (envolve apenas termos de menor grau). Se fixarmos a parte
linear de h, por exemplo, como a identidade (ay = 1), ainda temos que os termos néo ressonantes satisfazem:

~ Jrig = Criyg

hiij = — i; =20
kyi,g A — N (Gki.j )

Para os termos ressonantes, temos:
i = Thsij = Chiig

Ou seja, os termos ressonantes sao unicamente definidos se existir uma conjugacao formal. Provaremos agora
que para qualquer série formal existe fungdo C'*° com série de Taylor igual a série formal dada.

Proposicao 2 Para qualquer sequéncia ay; ; (k € {1,2} e i+j € N) eziste funcio f: R? — R? de classe C™
tal que ay sao os coeficientes da série de Taylor de f.

Uma Bump Function é uma funcao nao nula definida num conjunto aberto com suporte compacto. Exemplos
em R podem ser:

e2—(a+1) 2= (z-1)"2 lz| <1
0 |z| > 1

B f‘jl’ by(t —2)dt
[ b)dt

A fungdo bi(x) se anula, em todas as ordens, fora de [—1,1]. J4 a fungao ba(z) assume o valor 1 no intervalo
[—1,1] e se anula fora do intervalo [—2,2]. Utilizaremos Bump Functions do segundo tipo.

bg(l‘)
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Demonstracao: Seja

fr,me) = Y ak 2iadba((i + §)!Cr gl (21, 22) %)
itj=1

com Cp N = (Zi\;o D=t lar.ij)¥. Fixado (x1,z2) # (0,0), temos (i + )Cr i+ | (@1, 22)||? ilimitada e
estritamente crescente em ¢, j. Assim, existe somente um numero finito e termos diferentes de zero e a série é
convergente. Observe que, para os termos nao nulos, (i + j)!Cy, i+ || (1, 22)[|* < 2 entdo

a1 @3b2((i + )C e @ 22) 1) < awiglll (@)
(i+4)

rijl\ A~
T\ iy (0 + 9)!

(w5)

a tltima desigualdade vem do fato que |axq ;| < Sy 3, 4i—1 |0k,s¢|. Logo a soma converge uniformemente.
Para avaliar a derivada de ordem N na origem, consideramos os pontos (1, x2) tais que (i4-j)!C;45 [|(z1, 22) ||* <
lparat+j < N:

IN

flen,e) = > aiwiab+ Y aiaiadba((i + §)!Cr g ll (21, 22)])
i+j<N i+i>N

0°T f(z1,22)

Obtemos os coeficientes de Taylor através do cdlculo das derivadas parciais =575+
1 2

origem.

para s +t = N na

Ot f(xy,x2) 3S+t(zz‘+j§1v a; ;i) + ditieN ai 23 xba (i + )ICk, i | (2, ) [1?)

s t s t
O0x§0x} O0x50z}

Existem 3 possibilidades:

e i < souj <t Entao

5(%,1’,#”@%) _ 3(%,]'%37%1’2((2'+J')!Ck7(z’+j)“($ay)||2) —0
x50} x50z

e i > sej >t com aigualdade podendo valer somente para um das desigualdades. Possivel quando
8s+t(akwhjriré)
Ox§ ozl

O°F by ((i4+9)'Ch. (iey | (1,22]12)
2((1+J)a f’( JtrJ)H(“l z2||) é uma soma de
x5 0xh

s+t =N >i+j, ou seja, elementos do segundo somatério. Ao calcularmos obtemos todas

as poténcias em 1 e xo ndo negativas. A derivada parcial
)

termos da forma ((i + j)!Cky(Hj))mx’fxgb(Qn sendo igual a zero se s ou t forem maior que 2. Pela regra
0" an,i jxiahba (|K|!Cyiyll2]|)
dx§oxl

com poténcias positivas de x1 e x2. Ao substituirmos o ponto zero, as parcelas desta soma se anulam.

do produto, concluimos que a derivada parcial é uma soma de termos nulos ou

e i = s e j =1 Finalmente, .
0Tt (ap; 128 2
( kyi,J tl 2) — ak;ljl!j!
0x$0x} ”
e portanto, f tem a propriedades desejada.
|

Corolério 1 Seja f uma aplicagio C* com ponto fivo x* com parte linear diag(Ai,A2) ( ou seja, matriz
diagonal com autovalores A1, \2) satisfazendo a condi¢do de nao ressondncia A # No X, para todo k e todo
i,7 € N. Entdo localmente existe uma aplicacdo h de classe C> tal que ho foh™! é C™ tangente a parte linear

de f.
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Demonstracao: Tome a série de poténcias formal da proposicao [1] e construa a partir desta uma aplicagdo C'*°
usando a proposicao [2].

O

Até este ponto nao sabemos se a g encontrada pela conjugacao de f por h é realmente a forma normal de f.
Apenas temos que estas aplicagoes sao C'*° tangente. O préoximo teorema nos fornece a conjugagao com a forma
normal de f propriamente dita.

Teorema 1 Seja f uma aplicacao C'°° com um ponto fixo hiperbdlico x* e g uma aplicacdgo C*°, C'*° tangente
a f. Entdao existe uma vizinhanca U de z* e um difeomorfismo h de classe C*° tangente a identidade tal que
g=hofoh !

Demonstragao:Supomos, sem perda de generalidade, z* = 0. Pelo Teorema da Variedade Estével, a Var-
iedade Estdvel Local do ponto fixo z*, W (0), é o grifico de uma aplicagdo C*°, ¢ : Bj — E tal que
¢s(0) =0 e Dp5(0) = 0. Denotamos Bj(0) a bola de centro p e raio 3. Da mesma forma, a Variedade Instével
local W (0) é o gréfico da aplicagao C°, ¢, : B — E® tal que ¢,,(0) = 0 e D¢, (0) = 0. Considere aplicagao
¢: Bj @ B — E° @ E* definida por ¢(xs,7y) = (Ts — ¢u(Tu), Tu — ¢s(75)). A aplicagao f=¢ofogp~léum
difeomorfismo numa vizinhanga de 0 com f(0) =0 e Df(0) = Df(0). Além disso, a Variedade Estével Local
de f é uma vizinhanga da origem em E° enquanto que a Variedade Instédvel Local é uma vizinhanca da origem
em E". O mesmo vale para o difeomorfismo g. R

Tomamos p : R? — [0,1] tal que p = 1 em B%(0) e p = 0 em Bj(0). Defina f = pf + (1 — p)Df(0). Entao

2

f é um difeomorfismo que coincide com f em B% (0) e ¢ igual a Df(0) em B5(0).
2

Portanto podemos construir f e § difeormofismos tais que a Variedade Estdvel Local (resp. a Variedade
instavel Local) do ponto fixo hiperbdélico 0 é uma vizinhanca do ponto fixo no subespago Estédvel (resp. Instével)
da parte linear de f e g e ainda fora de uma vizinhanca os difeomorfismos f e g coincidem com as partes lineares,
Df(0) e Dg(0). Por abuso de notagdo, chamaremos estas aplicacoes de f e g.

Seja o« = g — f. Esta aplicagdo tem jato nulo no ponto fixo 0 e fora de uma vizinhanga de 0.

Construiremos uma conjugacio C™ tangente a identidade entre f e w = f +a™. Apds conjugaremos w e g.

A aplicacdo a pode ser decomposta em:

a=at+a”

Onde o™ tem jato nulo em R"~* (Variedade Instavel) e o~ tem jato nulo em R* (Variedade Estével). Para
construir tal conjugacao, seja p uma fungao C*° definida na esfera unitaria S tal que p = 1 na intersegao de .S
com o cone horizontal Hy,3, SN Hi/3, € p =0 na interse¢ao de S com o cone vertical Vi3, SN Vy /5. Defina:

{ a(@)p(f) sew#0

o (@) = 0 sex =10

A aplicacdo o~ é diferencidvel fora da origem. Pela regra da cadeia, a expressio para D*a~ é um polinémio
nas derivadas de a, p e ﬁ Cada monomio das derivadas de D¥a~ contém « ou (inclusive) suas derivadas.
Sabendo que a série de Taylor Tolf, (z) de ordem k de o~ na origem é nula temos que numa vizinhanga da
origem ¢ valido a™ (z) = T"_(z)+ R(z) = R(z). A fungao resto R(z) satisfaz limx_,()% = 0 para todo k € N.

As derivadas de a7 assumem a forma ﬁigﬁ)l onde p(z) é um polindémio em z e ||z||. Pela regra do produto, os

monodmios da k-ésima derivada de o~ sao da forma

0D ()0 () PE) _ V@) gy

Mas p e suas derivadas sao limitadas. O polinémio p converge para zero quando x tende a zero. E, conforme

visto acima, o limite de Itlym(\ll)l também é zero. Assim concluimos que o~ é C*° na origem.

Definimos f(t,z) = f + ta™ para t € [0,1]. Dado to, denotamos f;, a fungdo f(tg,x). Procuramos por uma
familia de difeomorfismos h; de classe C*° que satisfaca (Método do Caminho):

fo=hitofioh
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Derivando h, o ht_l ofy=fsohgo ht_l em relagao a s em s = ¢, temos

Ohs

Ofs hs

_ _ 0 _
a5 O Yofy = e ohsoh; '+ Dfs s ohyt
Finalmente, se v; = d(h‘;izzl)bj
veo fr=a" +Dfi(v)
Multiplicando por f;* & direita e denotando f.(v;) = Dfi(ve o fib):
vi = fulve) =a” o f;!
Observe que:
(Td—=(f)e) D _(f)l =D (f)l =Y (f)l = Id.
j=0 §=0 j=1
Entao a inversa de Id — f; é Z;io( f+). Podemos escrever
v=> (f)ra o fi = Dff"a” o fi™!
m=0 m=0

Precisamos mostrar que v; é um campo vetorial C* numa vizinhanga da origem. Para isto, provaremos que a
soma converge na topologia C'°°, ou seja, que a soma da k-ésima derivada converge para todo k € N.

A k-ésima derivada da composicdo m vezes de uma funcio f cresce & taxa de, no maximo C™*m*~! com C
uma cota maxima para as derivadas de até ordem k dos termos individuais. Para mostrar este fato, observamos
que para a primeira derivada temos, se | Df]| < Cy:

Dfm = Df|fm71 @) Df|fm72 O0...0 Df|']) < an

Para a segunda derivada:

DQfm = ZDf|fm*1"'DQfm—i(Df)Z‘m—i—l---Dﬂ:c < ngm

Prosseguindo analogamente, verificamos que a k-ésima derivada é cotada por mk’lC,’cnk onde Cj é uma cota
superior para as derivadas de f até ordem k. Portanto, podemos cotar D¥ fi™ por m*~1Cm* se IDOf| < Ch
para [ < k e, da mesma forma, cotamos f; ™' por (m + 1)k’1D,(€m+1)k se |[DWf=1| < Dy, paral < k.

Por Grobman-Hartman, a (—m — 1)-ésima iterada de f, ™' estd exponencialmente préxima de R* (Var-
iedade Estével) logo a~(f; ™ *(z)) e DFa~(f;7™ (z)) sdo arbitrariamente pequenos, pela construcio de a~.
As derivadas de o~ o ft"“1 sao polindbmios em a~ e f{"“l e suas derivadas. Consistem ent@o, em termos que
contém o ou uma de suas derivadas avaliadas em f~™~! e as derivadas de f~™~! j4 cotadas. Portanto cada
termo é exponencialmente pequeno pois é formado pelo produto de um termo exponencialmente pequeno por
um termo da forma mkilC,Tk. Logo a série vy e suas derivadas convergem.

Conseguimos a familia h; e portanto a conjugacao entre f e w. A segunda conjugagao (entre w e g) é feita
similarmente usando iteradas positivas de f e o™ no lugar de .

O

Completamos a prova do Teorema da Linearizacao de Sternberg;:

Teorema 2 Seja f um difeomorfismo C°° com um ponto fixo hiperbdlico p tal que a parte linear de f em p
nao tem ressonancias. Entao existe uma vizinhanca de p onde f € conjugada com sua parte linear.

Teorema 3 Seja f um difeomorfismo C°° com um ponto fixo hiperbdlico p tal que a parte linear de f € diagonal
e a forma normal de f em p € uma série de poténcias convergente. Entao f € localmente C*° conjugada a forma
normal.
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Demonstracao dos teoremas [2] e [3]: Apds resolver a conjugagao formal entre f e sua forma normal g, aplicamos
a proposigao [2] para obter uma fungdo C'* tangente a g. Finalmente, pelo teorema [1] temos o resultado.

|
A hipdtese de preservacao da drea gera ressonancias dos tipos:
AN =N
N = )y

Isto implica que ndo podemos conjugar o difeomorfismo f com sua parte linear. Ao resolver a equacdo de
conjugagao envolvendo os polinémios de Taylor de f e g (a forma normal a f), nao serd possivel anular termos
nao lineares que envolvem as ressonancias.Estamos portanto na situacao do Teorema 3.

3.3 Métodos Numéricos

Seja f um difeomorfismo no plano que preserva area de classe C”, r > 1, com um ponto fixo hiperbdlico na
origem O = (0,0). O Polinémio de Taylor de f no ponto fixo de grau n < r é dado por

D, DY,
2 n!

P(f)o = Dfo + .

Consideramos M a aplicagao linear que diagonaliza D f,, ou seja, M 1D fM = diag(\1, \2) onde diag(\1, \2)
é a matriz diagonal formada pelos autovalores de D f,, A\; e Ay (M é formada por autovetores de norma 1).

A aplicacdo f = M~'P(f),M é um polindmio com parte linear diagonal que satisfaz as hipteses do Teorema
da Linearizacdo de Sternberg. Logo temos garantida a existéncia de uma aplicacio h de classe C que conjuga
f com sua forma normal § de mesma classe.

A fim de definir tal conjugacdo explicitamente, calculamos os coeficientes da aplicacdo formal h até ordem
r. Para isto, seguimos o mesmo procedimento da primeira etapa da demonstracao do teorema.

Definimos h e § dois polinémios de grau n com coeficientes a determinar

h

n
i
E hijxiay

i+ji=1
n
- i,
g= 5 Gij T12y
i+ji=1

Fazemos a parte linear de h como a identidade e a parte linear de g igual a diag(A1, Az). Os coeficientes dos
termos de grau maior que 1 sao encontrados indutivamente. Coletamos os coeficientes c;; dos termos de grau
k da forma cijmiyj, com i+ j = k para k inteiro variando entre 2 e n. Estes coeficientes devem satisfazer a
equacao de conjugacdo h~!' fh = g em cada coordenada:

Fone F Pk NN, + Conke = Nihun ke + Gk

onde C; ;, sdo os termos que envolvem coeficientes com indices ¢, j tais que ¢ + j < k.

e Se \; # )\’fl)\gz entao podemos fazer g; . = 0 e temos o coeficiente h; ;, unicamente determinado.

e Se \; = )\]fl A§2 (condigao de ressonancia) entdo nao ¢é possivel anular o coeficiente g; 1, € podemos atribuir
qualquer valor a h;;. Escolhemos h;; = 0.
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Apds todo o processo, temos os polindomios h e g determinados.O fato de f preservar area implica que f
também preserva. Entéo det(Df) = Ay = 1, ou seja, Ay = )\% Esta igualdade nos leva a ressonédncias de

forma que g pode ser escrita na forma:
9(z,y) = Azwi (2122), A\~ ywa (2122))

onde w;(t) =1+ > 7-, wktk sdo séries de poténcias formais.
Observamos que os eixos coordenados sao as Variedades Invariantes de g pois

g"(z,0) = (A\"z,0)
9"(0,y) = (0,A7"y).

Se aplicarmos a conjugacdo h aos eixos obteremos as Variedades Invariantes de f. Finalmente, aplicando
a mudanga de coordenadas linear M as Variedades Invariantes de f, correspondem as Variedades Invariantes
locais de f.

Se o autovalor associado a primeira coordenada satisfizer A = A\; > 1 entao as Variedades Invariantes Locais
de f sao dadas por

W5'(0) = {Mg(z,0) € B(0,6)}
W5 (0) = {Mg(0,y) € B(o,0)}.

Para o célculo das Variedades Invariantes Locais, existem duas fontes de erro. A primeira é devido a
aproximagao feita da aplicacdo f por seu polindémio de Taylor. A segunda fonte provém do erro numérico (erro
de médquina), ao calcular a imagem dos eixos coordenados pela conjugagdo h. Observe que os erros nao se
acumulam, pois nao estamos calculando os iterados dos pontos.



Capitulo 4

Variedades Invariantes Globais

Utilizamos o Teorema de Linearizagdo de Sterberg para encontrar as variedades invariantes locais de um difeo-
morfismo f. Apresentaremos agora uma aproximacao das variedades invariantes globais a partir das locais.
Trataremos apenas a Variedade Instavel uma vez que a Variedade Estavel de f corresponde a Variedade Instavel
de f1.

A Variedade Instavel W*(z*) ¢ dividida pelo ponto x, em dois ramos semi-infinitos, que chamaremos W (z*)
e W¥(x*).

Figura 4.1: Os ramos Wi (z*) e W"(z*) da Variedade Instével

Encontraremos a componente W (z*) da Variedade Instdavel. A outra componente é encontrada de forma
analoga.

Suponha A; e Ao positivos, entdao o difeomorfismo f preserva orientagao. Isto significa que pontos na
componente W} (z*) tem sua imagem nesta mesma componente da Varieade Instdvel. O mesmo é valido para
pontos em W*(z*).

Seja y um ponto qualquer em W (z*) e zo a pré-imagem de zy por f, zo = f~'(zy) € W¥(z*). O
segmento Uy € Wi (z*) com extremos em x¢ e xxy ¢ um dominio fundamental para a componente Wi (z*) da

Variedade Instavel: 4
Wi(a*) = ULZ fH(U)

Denotamos a k-ésima iterada de Uy por f como Uy.

Escolhemos xy = f(x¢) para que a imagem U, do segmento U; seja tenha um de seus extremos igual 4 um
extremo de U;. Portanto U;11 estd concatenado com U; formando entdo um tinico segmento conforme indicado
na figura.

Seja V uma discretizagao de Up: V é uma sequéncia formada por pontos {z, }2_, com z; € Up.

Os métodos descritos a seguir sao baseados em iteracoes de pontos sobre os segmentos U;. Com a restrigao
xn = f(xg) garantimos que nado perdemos informagao sobre os extremos destes segmentos.

Nosso objetivo é utilizar V' para resolver a componente W (0) da Variedade Instavel, ou seja, procuramos
por um conjunto de pontos que seja uma discretizacao da Variedade Instavel. Estes pontos devem estar sobre
a variedade (ou suficientemente préximos) além de indicar as variagdes de curvatura desta.

14
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Figura 4.2: Segmento W (0) da Variedade Instédvel

4.1 Método Simples

Dada a sequéncia V' formada por pontos contidos na Variedade Instavel Local, o Método Simples consiste em
apenas iterar V por f sucessivamente. Chamamos de Xy a sequéncia V e definimos X417 como a imagem de
Xy por f, ouseja, Xgyr1 = f(Xi), i € N.

Fazendo zn = f;, garantimos que nao perderemos informacao correspondente aos extremos dos segmentos
Uy. E por conseguinte, ndo perderemos informagoes nos extremos de Uy calculando as sucessivas imagens de
Xk

Iterando M vezes X, obtemos uma aproximacao da Variedade Instavel formada por NM pontos

X =Ul X;.

Com este método, a distribuicdo dos pontos sobre os segmentos nao é controlada. Apéds algumas iteragoes
de Xy, podemos ver pontos muito préximos numa regiao enquanto que outros se apresentam muito distantes,
fazendo aparecer ”buracos” ao longo da curva. Além disso, o tamanho da curva tende a crescer rapidamente
(de fato, exponencialmente) com o nimero e iteragdes. Entao a quantidade de pontos necessdrios resolver um
dado segmento correspondente a sequéncia X; é muito maior do que a quantidade para resolver os segmentos
anteriores. Porém cada sequéncia Xj tem o mesmo tamanho, entao apds algumas iteragoes nao serd mais
possivel resolver a curva. E, se aumentarmos o nimero de pontos nas sequéncias iniciais, faremos muitas
chamadas desnecessarias, no sentido de resolver o segmento corrente, a aplicacao f.

4.2 Método Hobson

Nesta segdo, apresentaremos um método para encontrar a Variedade Instavel Global que melhora o Método
Simples descrito anteriormente.

Consideramos como segmento inicial uma curva Yy gerada pela interpolagao dos pontos da sequéncia V.
Utilizamos a curva Y; para mapear sua imagem por f, o segmento Y;. Dessa forma, além dos pontos de V
contamos com os pontos interpolados de Yy para determinar o préximo segmento que aproxima a Variedade
Instédvel, diferentemente do Método Simples onde trabalhdvamos apenas com os pontos de V.

O método interpolador deve ser tal que os segmentos Y} resolvam a Variedade Instavel. A principio, um
nimero arbitrario de pontos pode ser interpolado sobre Yy para produzir Y;. A questao é encontrar um conjunto
minimo de forma que U; seja resolvido em um niimero minimo de chamadas & aplicagao f.

Parametrizamos o segmento Yy com o pardmetro s variando no intervalo [0,1]. Entéo o valor s = 0 cor-
responde ao ponto zg e s = 1 corresponde a xy. Comecamos com s = 0 e prosseguimos ao longo de Yy com
incrementos As, que variam ao longo do processo, no parametro s. Em cada passo, tomamos o ponto em Y, que
corresponde ao valor do parametro s atual. Este ponto em Yj é a pré-imagem de um ponto em Y;. Continuamos
este processo enquanto s < 1. Finalmente, tomamos o ponto x como a ultima pré-imagem.

Devemos garantir que o tltimo ponto de Yy corresponda & imagem por f do primeiro ponto deste segmento
para que o os segmentos Yj se concatenem e assim a nossa aproximacao da Variedade Instdvel nao contém
buracos correspondendo & falta de pontos nos extremos de Yk.
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Para o valor de parametro s, denotamos a pré-imagem correspondente por yg € Yy e a imagem deste ponto

por y; = f(y5) € Y1. Queremos determinar o incremento As de forma que a pré-imagem y8+A5 em Y, produza
um ponto yf+AS a uma distancia apropriada da ultima imagem y7.

Figura 4.3: Pré imagens e suas respectivas imagens formando um novo segmento.

Este é ponto crucial do método. Tomar, a cada passo, o incremento As apropriado de forma que os pontos
na imagem resultante estejam a uma distancia adequada. Fazemos isto essencialmente por tentativa e erro,
monitorando dois pardmetros (« e 3) que definiremos a seguir.

Medimos a resolucao de Y7, através do parametro «, determinado com o auxilio de um ponto que chamaremos
Ponto de Diagndstico. Com o incremento As corrente, o ponto de diagnéstico é dado por yf+2AS = f(y(s)”fs).

s+As

Entao calculamos o angulo o entre a linha passando pelos pontos yj e yf+As e linha passando por ¥ e
+2As
i

< v1,V2 >

[[orl[[lvz

CoSx =

ysr2as

Figura 4.4: Angulo « utilizado para determinar a resolugao da curva a partir de trés imagens sucessivas

Este angulo é uma medida do espacamento entre as imagens relativo ao raio de curvatura local de Y;. De
acordo com o valor de «, ajustamos As de acordo com os valores Q,in € ez dados:

- Q2 Qmas

Os pontos 5 e yi % estdo muito distantes. Reduzimos o incremento As e produzimos outro Ponto de

Diagnéstico até encontrarmos um angulo « satisfatorio.

- Qmin < @ < Omag-

Aceitamos a pré-imagem tentativa yS*AS e sua imagem yf*AS. Prosseguimos utilizando estes novos pontos,

com o parametro s incrementado de As.

- < Qmin

Os pontos y; e nyrAs estao muito préximos. Aceitamos estes pontos mas aumentamos o valor de As.
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Em todos os casos, os pontos y8+2AS e yf+2AS sdo descartados. No caso em que As = AS,,;,, também
imposto, aceitamos o ponto yS"’As"“'” e yiTA%min ¢ prosseguimos.

Observamos que monitorar a resolugdo a cada passo, antes de aceitar cada novo ponto, é necessario para
garantir uma boa resolugdo em toda a variedade. N&ao monitorar o incremento As pode resultar em uma
resolugao pobre nas curvas onde ocorre uma rapida transicao dos valores de curvatura. Qualquer método que
assume que a curvatura nao varia bruscamente ao longo da variedade falhara nestes casos. O custo de resolver
este tipo de curvas é checar a resolugao a cada passo e repetir, se necessario, o passo com incrementos menores.

O trabalho extra em gerar o ponto de diagndstico também e necessario. Se usdssemos o ltimo ponto

calculado yffAs e os pontos Y] e yf+As para determinar o angulo « teriamos menos chamadas para a aplicagao

. Entretanto isto pode novamente resultar em resolucio pobre. E possivel que o angulo entre 35~ 2%, y§ e
p p p q Y1 » Y1

yf+As seja aceitavel enquanto que o angulo entre i, yf+AS e qualquer imagem subsequente nao seja aceitavel

nao importanto o quanto esta imagem esteja préxima de nyrAs. Isto ocorre quando a tangente no ponto nyFAS
faz um angulo maior que « com a reta determinada pelos pontos yj e yf*AS. Este problema é evitado utilizando

Figura 4.5: Determinacao de «a através do dltimo ponto calculado.

o ponto de diagnéstico conforme descrito acima.

Monitorar o garante resolugao qualitativa da variedade, ou seja, os pontos resolvem toda curva quando
plotados. Podemos melhorar nossa aproximacao monitorando mais um parametro 5 que definimos como o
produto de « pela distancia d entre os pontos yj e yf+AS.

Para uma interpolagao linear, a distancia entre a curva interpolada e a curva real idealizada que supomos

sendo um circulo é cotada por e.

S+2As
1

Figura 4.6: Trés imagens sucessivas em um circulo

ro? do

@
exr(l—cos-)m —~ —
2 8 8
Observe que se optarmos por monitorar apenas d e «, as secoes retilineas sao calculadas com mais pontos
do que o necessdrio. Por outro lado, monitorar somente (3 falha em resolver curvas com brusca variagao de
curvatura pois, mesmo préximos, os pontos podem nao resolver a curva. Portanto, obtemos melhores resultados
controlando a e (.
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4.3 Analise do Erro

Faremos uma breve discussao sobre as fontes de erro dos métodos descritos no capitulo.

Chamamos U o subconjunto da Variedade Instavel obtido pela concatenacao dos segmentos Uy, Uy, ...,Uy,...
satisfazendo U,,+1 = f(U,,). Similarmente, seja X a sequéncia de pontos obtida pela concatenacao das sequéncias
Xo, X1, ..., Xp... calculadas pelo Método Simples, ou seja, aplicando a aplicacao f*, i € N, a todos os pontos
da sequéncia inicial Xj.

Estimaremos agora, a distancia entre a curva X, produzida pelo Método Simples, e a curva U. Assumimos
que o ponto inicial zy de Xy e o ponto inicial ug na variedade instavel real Uy estao a uma distancia ¢;, ou seja
d(zo,ug) < €; onde d é a distancia Euclideana. O parametro ¢; é uma cota para o erro devido a aproximagao
do segmento inicial.

Uma segunda fonte de erro no Método Simples é o erro de maquina. Ao avaliar a imagem dos pontos
numericamente a sequéncia x, = f*(zo) formada pelas imagens de xy formam uma d-pseudo 6rbita. Ou seja,
d(xg+y1, f(zr)) < 0 para todo k, onde 0 é o erro de méquina na avaliagdo das imagens. O Lema do Sombreamento
diz que dado ¢, > 0 existe § > 0 tal que cada d-pseudo érbita é sombreada por uma érbita real {vy = f*(vo)},
onde d(xy,vk) < €5 para todo k. Isto é 1til se o erro de méquina, aproximadamente 0, é pequeno o suficiente
para aplicar valores e, de interesse. O Teorema do Valor Médio implica que d(ug,v;) < Cd(ug—1,v;—1) onde C
¢ 0o méximo da norma || D f]| sobre uma porgao apropriada do plano onde a variedade U esté contida. Repetidas
aplicagoes deste célculo implica d(ux,vx) < C¥d(ug,vo) < C*(e; + €5). Pela desigualdade triangular

d(zg,ug) < d(zg,vg) + d(vg, ug) < €5+ C*(e; + €s)

Entao o ponto inicial zg do segmento X gera uma sequéncia numérica que permanece a uma distancia da curva
U cotada exponencialmente.

Finalmente, faremos uma estimativa para a distdncia entre a curva calculada pelo Método Hobson e a
curva real. Seja Y a curva produzida pelos segmentos Yy, Y7, ...,Y,... calculados utilizando o Método Hobson.
Encontraremos cotas para a distancia entre Y e X.

Cada segmento Y3 de Y é imagem de pontos interpolados do segmento anterior. Serd necessario considerar
os pontos interpolados explicitamente. Seja Zj, a curva interpoladora dos pontos de Yy, entdo as pré-imagens
sao tomadas sobre a curva Zj. A principio, temos Yy 1 C f(Zk).

Se a interpolagao produz um erro maximo €, entao para cada zp € Zj existe um ponto yi € Yj tal que
d(zk, yr) < €. Similar a discussdo sobre a anélise do erro no método anterior, derivamos a desigualdades

d(f(zk), f(zz))

Cd(z, zk)

C(d(zk, yx) + d(yr, 1))
C(er + d(yr, 1))

d(Yr+1, Tri1)

INIAIA

onde C' é o méximo da norma || D f]| sobre uma por¢ao apropriada do plano onde a variedade U estd contida.
Tome Dy = d(yr,x,) € note que Dy = 0 (pois 0 Método Hobson e o Método Simples utilizam a mesma
sequéncia inicial, Xg = Yp). Entao

Dy < CA+C+C*4...+C" e,
ck—1

= 0o

€r

Isto vale para todo ponto y; € Y, entao este é um limite superior para a distancia entre X e Y sobre o k-ésimo
segmento. A Desigualdade Triangular pode ser usada para encontrar uma cota entre Y e U. Os erros no
Método simples e no Método Hobson se acumulam exponencialmente. Portanto, assim como qualquer método
baseado no mapeamento de um segmento inicial por f intmeras vezes, os métodos descritos neste trabalho
eventualmente falharao para porcoes da variedade suficientemente distantes do segmento inicial.



Capitulo 5

Bilhares

Um bilhar é um sistema formado por uma particula que se movimenta numa regidao plana ) cuja fronteira
0f) é composta por curvas simples. Consideramos este sistema conservativo, logo a particula se desloca em
movimento retilineo uniforme no interior de €2 até colidir com a fronteita 9). Devido a preservagao de energia,
a colisao é eléstica e segue as Leis da Reflexao.

Figura 5.1: O bilhar na elipse

Podemos descrever uma colisao a partir do ponto w de choque da particula com a fronteira e a diregao o de
movimento desta imediatamente apés o choque. Uma vez se deslocando no interior da regidao, necessariamente
ocorrerd uma colisao dada unicamente pela intersecao da reta suporte ao movimento da particula e a fronteira.
Logo o seu comportamento é deterministico. As sucessivas colisoes da particula descrevem completamente o
seu movimento. O Problema do Bilhar consiste no estudo deste movimento e constitui um sistema dindmico
bidimensional conservativo discreto.

5.1 Bilhar de Circulos nao Concéntricos(BCNC)

Neste bilhar, o movimento é restrito externamente por um circulo de raio unitario e, internamente por um
circulo de raio r com centro deslocado de ¢ em relacdo ao centro do circulo externo. A particula se movimenta
na regiao entre os dois circulos.

Os parametros r e ¢ devem satisfazer (r + 0) < 1 afim de que o circulo interno esteja estritamente contido
no externo.

19
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Figura 5.2: O Bilhar de Circulos nao Concéntricos

Buscaremos agora a defini¢ao da aplicacao T' que caracteriza o movimento da particula no BCNC. Para isto,
¢ suficiente levarmos em conta as colisoes com o circulo externo. Tomando w o angulo central do circulo externo
e a 0 angulo que a normal a fronteira no ponto w faz com a dire¢ao de movimento da particula imediatamente
apos a colisdo em w entdo a aplicacdo T" estd definida em A = [0,27] x (5, §). Dado um ponto wg no circulo
externo e uma diregdo «p, a aplicagdo T levard (wp,ap) € A em (w1,a1) € A que corresponde a uma colisdo

também sobre o circulo externo. A drbita do bilhar com condigao inicial (wg, ap) € A é formada pelos pontos
Or(wo,ap) = T (wo, ) n € Z
Observamos que T é inversivel:
T~ (wi, 01) = (m(T(wi, —an)), =m2(T (w1, —a1)))

Onde m; , i € {1,2} sdo as projecoes em cada coordenada. Existem dois tipos de movimentos possiveis para o
sistema:

T. A particula parte do circulo externo e a colisdo seguinte é novamente sobre o circulo externo. Entdao BCNC
é equivalente ao bilhar circular. Chamaremos de T, a aplicacao T neste caso.

Figura 5.3: Aplicagdo T, do BCNC que corresponde ao bilhar circular.

T; A particula colide com o circulo interno entre duas colisGes com o externo. A restrigao de T' a este caso
serd chamada T;

A seguir, deduziremos T, e T; e o dominio de validade de cada uma. Utilizaremos os pontos geométricos O
e I que sao os centros dos circulos externo e interno, respectivamente.

5.1.1 A aplicacao T,

Seja (wp,ap) o ponto inicial e (wi,a1) a colisdo seguinte. Os pontos O, Py = (coswy, senwy) e P, =
(coswy, senwi) formam um tridngulo isGsceles:
A partir disto, podemos tirar duas conclusoes:
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Figura 5.4: Aplicagao T; do BCNC. Uma colisdo interna entre as colisoes externas.

Figura 5.5: Aplicacao T, no BCNC.

1. Os angulos da base sao iguais, logo a; = ag.
2. Os angulos internos satisfazem (w; — wp) + a1 + g = 7, ou seja,

wy = Wy — 209 + 7.

Estas equagoes determinam:
a1 = Qp
T. = w1 =wg + 7 — 209
se | senag + dsen(ag — wo) |[> 7

1 2
o=(31)

Esta aplicagao equivale ao movimento no bilhar circular. Observamos que uma trajetéria mantém a se-
gunda coordenada constante. A estrutura do Espaco de Fase do Bilhar é caracterizada pelas curvas invariantes
F(wp, an) = ap.

cuja derivada é

5.1.2 A aplicagao T;

O objetivo desta segao é determinar as equagoes que definem o comportamento da particula quando ocorre uma
colisao com o circulo interno entre duas com o circulo externo.

Figura 5.6: Plano de Fase do Bihar Circular.
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Figura 5.7: A aplicagao T; no BCNC.

Para determinarmos a aplicacao T;, dividiremos o movimento em duas etapas. Na primeira, a particula
parte do circulo externo no ponto ws e colide com o circulo interno no ponto p e na segunda, a particula parte
do circulo interno no ponto p e colide novamente com o externo no ponto wsz. Em cada etapa, analisaremos
os momentos angulares ora referente ao ponto O ora referente ao ponto I e, da relagdo geométrica entre eles,
encontraremos uma equagao implicita para o movimento. Chamaremos (3 o angulo de saida nas colistes com o

circulo interno.

- Primeira Etapa :

Figura 5.8: Primeira Etapa do Movimento.

Considerando o médulo da velocidade da particula, ||v||, igual & 1, o momento angular [,. em relagdo a O
apods a colisdo em wy e 0 momento angular [; em relacdo a I para a colisdo em p satisfazem:

Figura 5.9: Relagao geométrica entre os momentos
¥ = |lel| = senas
lii = XU = Hl“H = rsenﬁ

Observamos que
||loe|| = ||l“|| + 58671’}/.
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Além disso, v = ™ — wa + @ entdo dseny = dsen(m —wq + ) = —dsen(ws — ag). Substituindo os valores
obtidos acima, temos a equacao implicita que define a primeira etapa do movimento:

senag = rsenf — dsen(agy — wo)

- Segunda Etapa:

Figura 5.10: Segunda Etapa do Movimento.

O momento angular /; em relagao a I apds a colisao em p e o momento angular l,. em relagao a O
imediatamente antes da colisdo em w3 e satisfazem:

Figura 5.11: Relagao geométrica entre os momentos.

lii = XU = ||l”H = rsenﬁ
loe = ToeX¥T = |loell = senas
Da figura, observamos que
[l = Nloell + dseny

O angulo v satisfaz m = v 4+ a3 + ws. Finalmente, temos a equacao implicita que determina a segunda

etapa do movimento

rsenfS = senag+ dsen(az + ws)

Resta apenas determinar o angulo 3. Considere os tridangulos 73 e T5 formados por O, ws e p e por O, p e ws,
respectivamente. Fazendo 1 + v2 = w; — wy, conforme a figura, temos

Mm+a=0
Yo+ oy =0

Somando as duas equagoes, temos que o angulo ( satisfaz

28 = asg + as + w3 — ws.
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Figura 5.12: O angulo ¢

Concluimos que a aplicacao T; é dada por

senag + dsen(ag — wp) = rsenf
T; = senay + 0sen(aq + wy) = rsenf
26 = ag — wo + wy + oy

DT; = ailr a2
a21 a22
1

all = ~costay)rcos(d) <(26 cos(ag — wy) cos(ay) — rcos(f) cos(a)

+262% cos(ay + w) cos(ag — wp) — 8 cos(ay 4 w1 )r cos(B)

_r cos(ﬁ)é cos(ag — wO)))

e sua derivada

com entradas iguais a:

al2 = — 2 cos(ayp) cos(ag) — 2d cos(ag — wp) cos(ay)

a cos(al)r cos(f) (
+r cos(B) cos(ay) — 28 cos(ag + wq) cos(ap)
—262 cos(a + w1) cos(ag — w) + 6 cos(ag + wy )r cos(B)
+r cos(3) cos(ag) + 7 cos(5)d cos(ay — wo))

1

021 = m ((262 COS(OLl -+ 'lUl) COS(OCO - wo)

—d cos(ay + wy)rcos(B) — rcos(B)d cos(ag — wo))>
1

a22 = m ((—26 cos(a + wy ) cos(ap)

—262 cos(ay + w1) cos(ag — w) + 6 cos(ay + wy )r cos(B)

+7 cos(3) cos(ag) + 7 cos(5)d cos(ag — wo)))

5.1.3 Condigoes para as aplicacoes T, e T;

Partindo de um ponto no circulo externo, o limite onde a particula colide com o circulo interno ocorre quando o
angulo de reflexao § assume os valores &7, ou seja, quando a trajetéria da particula tangencia o circulo interno.
Substituindo o valor de 3 nas equagdes que definem 7;:

T
SeNmaz + 0sen(Qmae — w) = rsen 5) ="

T
senmin + 0sen(min —w) = rsen( — 5) = —r
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Figura 5.13: Trajeéria limite entre T, e T;.

Logo, para colidir com o circulo interno, o angulo a deve satisfazer:

—r < sena + dsen(a —w) < r

Determinaremos a equagao de o em funcao de w a fim de visualizar a regiao onde ocorre a transicao da
aplicagao T, para a aplicagdo T;. A fronteira da regido em A onde e vélida a aplicagdo T, é dada por

sena + dsen(a — w) = £r
Com os parametros r, d e w fixos e algumas igualdades trigonométricas temos que

sena + d(senacosw — cosasenw) = =+r

é equivalente a a equagao do 2° grau
(1 + 26 cosw + 0%)z? + 2r(1 + § cosw)x + (12 — §?sen’w) = 0
cujas raizes sao
r(1+ 6 cosw) + dsenw(1 + 62r% + 26 cosw)
1+ 20 cosw + 62

—r(1 4+ §cosw) + dsenw(1 + §2r? + 25 cos w)
142§ cosw + 62

SeNmazr =

SENAmin =

Figura 5.14: As curvas dividem o Plano de Fase em duas regioes: A regiao central corresponde ao dominio de
T; e as regioes superior e inferior correspondem ao dominio de T
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5.1.4 A aplicagao do BCNC

A aplicagao que define o Bilhar de Circulos nao Concéntricos é dada por

a1 = O
T, = w1 =wg + 77— 209
se | senag + dsen(ag — wg) |> 7
T = senag + dsen(ag — wp) = rsenf

senay + dsen(ag +wr) = rsenf
208 = ag — wo + w1 + ay
se | senag + dsen(ap — wo) |<

Teorema 4 A aplicacio T, definida acima, € uma aplicagdo continua porém ndo diferencidvel.

Demonstragao:

As aplicagoes T, e T; sdo C'*° em seus respectivos dominios de defini¢do. Vamos analisar a continuidade de T'.
Seja (au,, wy,) uma sequéncia contida no dominio de validade de T;, ou seja , | sena,, +dsen(a, —w,) |< r, tal que
(aun, wy,) converge para um ponto (a, w) na fronteira desta regido. Para cada n, chame T'(w,, a,) = (W), o).
Quando n — oo temos que [ tende a =7 e as equagdes de T; satisfazem (podemos supor § — +7 pois o caso

em que 3 — —7 ¢é andlogo)

sena 4+ dsen(al +wr) = rsenf
sena), + 0sen(2p — o, +wy,) = rsenf
senay, + dsen(m — oy +wy) = T

senay, = 1 —dsen(a, —wy)
sena), = 1 — (rsenf — senay,)
sena), = senay,

Para o valor de w;, temos:

20 — (o — wp, + )
= 20 -2, +w,

3 ¥ 3 *

igual a T,. Portanto quando n — oo Temos T;(w,, a,) — T.(w, @), ou seja, T' é continua.

Cada entrada da matriz que define a derivada de T, é da forma m + b com a e b fungoes limitadas.

Quando § tende a £7 estas entradas divergem. Portanto T' nao ¢ diferencidvel.

O

Teorema 5 Seja T a aplica¢io que define o Bilhar de Circulos nao Concéntricos. Entdo T preserva medida,
ou seja, para todo subconjunto mensurdvel A C A, a medida p definida por

,LL(A)://Asenadozdw

satisfaz p(A) = p(T(A)).

Demostracao:
Se senadadw é invariante entao

H(A) = / /A senadadw — / /T , enadde = p(T(A)

De acordo com o Teorema Fundamental das Trocas de Variaveis, a integral a direita ¢ igual a

// senadadwz//senaU\dadw
T(A) A
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onde J é o Jacobiano da aplicagao 1. Comparando esta expressao com a integral a esquerda, deduzimos que a
relagao
senaq |J| = senay

é necessaria e suficiente para a invaridncia da medida. Entao precisamos mostrar que

‘ senoy ’
senag |

Tomando a derivada de T, igual & DT, e DT; nos respectivos dominios de definicao e realizando o calculo dos

determinantes, temos
senaoyg

det(DT,) = det(DT;) = sena,

conforme desejavamos. Logo T preserva a medida p.

5.2 Pontos fixos do BCNC

Analisaremos os pontos fixos da aplicacdo T, ou seja, pontos que satisfazem T'(w,a) = (w,«). A aplicagdo T
nao tem pontos fixos, apenas drbitas periédicas que correspondem a rotagoes racionais. J& T; possui 2 pontos
fixos. Se T'(w,a) = (w,a), da relagdo 20 = ag — wp + w1 + a1 temos B = a. E das outras duas relagdes que
definem T; concluimos que sen(a — w) = sen(a + w). Entao

a—w=rm—a+w+2kr ou a—w=a+w+2kr keZ

A primeira possibilidade implica que o = 5, que estd fora do intervalo permitido. Logo esta igualdade nao nos
dé informacgoes sobre os pontos fixos de T;. A partir da segunda, temos w = km, o que nos leva as solucoes
w=0ew=m.

O valor de @ em w = 0 segue da igualdade

sena + dsen(a —w) = rsenf
(14+6—r)senae = 0
=a = 0

Para w = m a mesma igualdade acima nos leva a

sena + dsen(a —w) = rsenf
(1-6—r)sena = 0
sa = 0

Concluimos que os pontos fixos de T sdo (0,0) e (7, 0). Analisaremos, a seguir, a estabilidade destes pontos:

- (w7a) = (070)
A linearizacao de T' = T; no ponto (0,0) é dada por

Dfiog = r4+20r — 25 — 262 2(1+6)(1+7—4)
(0,0) = 25(6 — 1) 7+ 267 — 26 — 262

cujos autovalores sao

Ao = 1(r + 201 — 26 — 26%) £ 1\/45(1 +6)(0—7r)(1—1+9)
r

r
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com autovetores correspondentes

v = %(\/2(1 +0)(1 — 7 +0),i\/20(r — 0))

vy = %(\/2(1 +0)(1 — 7 +0),—i\/20(r — 9))

Observamos a estabilidade do ponto fixo (0,0) depende dos pardmetros r e 0:
r > 0 Autovalores complexos conjugados e o ponto fixo é eliptico.
r = ¢ Autovalores iguais a —1 e (0,0) é parabdlico.
r < § Autovalores reais e com mdédulo diferente de 1 entdo o ponto é hiperbdlico.
- (’LU,O() = (77’0)
A linearizacdo de T no ponto (7,0) é dada por

D o r—=20r+25—26% 2(1-6)(1—r—9)
(m0) = 25(r + 6) r— 207 + 26 — 267

cujos autovalores sao

Mo = 1(r — 261 + 26 — 20%) + 2\/5(1 — &) (r+06)(1—r—19)
T r

e os autovetores correspondentes

v = %(\/2(1—6)(1—7"—6),\/25(r+6))
o= (AT~ 7 ), ~/2(r +0)

Como os valores de r e § sao positivos, com (r + d) < 1 verificamos que os fatores da raiz quadrada sdo
sempre positivos se § # 0, satisfazendo a condi¢do de hiperbolicidade. Portanto o ponto fixo (m,0) é
sempre hiperbdlico.



Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo aplicaremos os resultados discutidos ao longo do trabalho para um exemplo de bilhar: O Bilhar de
Circulos ndo Concéntricos. Tomaremos o ponto fixo hiperbélico (w, @) = (7, 0) e encontraremos as Variedades
Invariantes Locais utilizando o Teorema da Linearizacao de Sternberg. A seguir, através do Método Simples e
do Método Dana Hobson encontraremos as Variedades Invariantes Globais.

6.1 BCNC

Consideramos o BCNC com parametros § = 0.2 e r = 0.7.

Figura 6.1: BCNC com parametros § = 0.2 e r = 0.7

cujo Espaco de Fase tem a estrutura:

6.2 Variedades Invariantes Locais

Colocaremos a aplicagao que define o BCNC nas hipdteses do Teorema de Linearizacao de Sternberg para
encontrar o difeomorfismo conjugado a f cujas Variedades Invariantes correspondem aos eixos coordenados. O
ponto fixo hiperbdlico (m,0) estd contido do dominio da aplicagao T;. Substituindo as fungdes trigonométricas
desta aplicacao por séries de poténcias de grau 8, obtemos na vizinhanca do ponto fixo uma aproximagcao de grau
8 de T; para termos uma aproximacao de T razoavel pelo seu Polinomio de Taylor. Denotamos este polinémio
por f(w,a) = (f1(w,a), fa(w,@)). Além disso, os pontos na imagem devem satisfazer ||sena+dsen(a—w)| <r
para que T seja dada por T;.

filw,a) = 228571 + 1.057143w
29
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Figura 6.2: Plano de Fase para o BCNC com parametros 6 = 0.2 e r = 0.7. As condigoes iniciais foram iteradas

200 vezes e sdo dadas por (—3.14 + i34 —ido) e (i%1%, i) para i € {0...29}

1386670° + .142367a2w + .380898aw? 4 .070041w?
.1263890° + .176349a*w + 3446180 w? + .235879a w3
+.060183cw* — .017178w®

12819307 + .21834a° + .4201540°w? + 3749240 w?
+.2075283w* + .0165830%w® — .034069aw’ — .001950w”

folw,a) = 1.057143c + .514286w
—.0046650° — 34227402 w — .141691aw® — .180175w>
—.0053550° — .115877a*w — .0370200w? — 01416302 w?
—.0087550w* + .039467w"
—.006175a" — 07938605 w — .0467600°w? — 0605430 w?
—.03347603w* + .0073970w® + .017324aw® — .006811w"

Realizando a mudanca de coordenadas

M= 0.7680 —0.8320
—\ 05120  0.5547

que diagonaliza a aproximacao de f, temos f(w,a) = M 1o fo M(w,a) = (fi(w,a), f2(w,a)).

filw,a) = ldw
—.17380° 4 .15160°w — .1384aw? + .0990w?
—.0508a° + .2153a*w — .3434a3w? + .350502w® — .30520w* + .1474w®
—.0297a" 4+ .1781a8w — 48800 w? + .8253a w3
—.96540°w* + 8314w’ — 4990w’ + .1352aw”

folw,a) = .T142«
—.025702 4+ .07060%w — .1516aww + .3408w?
—.0255a° 4 .1120a*w — .3098cw? + .40720%w? — .4450aw* + .1952w°
—.0171a" 4 .11960w — .3841a°w? + .8079a w3
—1.0754a3w* 4 1.0128a%w® — .6281aw® + .1691w”
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Figura 6.3: As curvas sdo imagens dos eixos coordenados pela aplicacdo h, ou seja, sdo as Variedades Invariantes
de f. Os pontos s@o érbitas calculadas numericamente com condigoes iniciais sobre as Variedades Instavel e

Estavel, respectivamente.

Estamos nas condigoes do Teorema de Linearizacao de Sternberg. Resolvendo as equagoes de conjugagao,
encontramos h(w, a) = (hy(w, ), ho(w, @)).
hi(w,a) = 1.0w
0.1679a” — 0.2211a%w + 0.07371w?*
0.05250° — 0.13460"w0.16250°w? — 0.1369aw* + 0.03672w”
0.0203a" — 0.1092a%w + 0.1326a°w? — 0.1078a*w® +
0.1738a2w® — 0.08568aw® + 0.0157w”

ho(w,a) = 1.0«
0.0737a° — 0.2211aw? + 0.1679w>
0.0367a” — 0.1369a*w + 0.162502w® — 0.13460w* + 0.0525w°
0.0157a" — 0.08560%w + 0.1738a°w? — 0.1078a3w*
+0.1326a2w® — 0.1091aw® 4+ 0.02033w”

Além disso, encontramos a aplicagdo w que caracteriza a Forma Normal de f.

wy(t) = 1-—0.0989¢+ 0.1009¢* — 0.1208¢

wo(t) = 14 0.0989¢ —0.09117¢* 4 0.1018¢>

Finalmente, aplicando h sobre os eixos coordenados e voltando &s coordenadas originais, temos uma aprox-
imacao das Variedades Invariantes apresentadas na figura 5.3.

Observamos que os pontos tomados sobre a Variedade Instavel, se iterados, permanecem sobre tal curva.
Para a Variedade Estavel, apds algumas iteragoes, pontos tomados sobre a variedade se afastam desta. Devemos
este comportamento ao erro numeérico.
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Figura 6.5: Método Simples - Variedade Instével (10 iteragoes do segmento inicial).

6.3 Variedades Invariantes GGlobais

Fora da vizinhanga do ponto fixo onde nao necessariamente vale o Teorema da Linearizagdo de Sternberg,
encontramos a Variedade Instavel Global através dos Métodos Simples e Dana Hobson. Para determinarmos a
Variedade Estével, calculamos a Variedade Instdvel de f~!. Nesta secdo, apresentamos os resultados obtidos
da aplicagao deste procedimento ao Bilhar de Circulos nao Concéntricos

No método Dana Hobson utilizamos os parametros

- Qmin = 0.99
- Qg = 0.999
- ASpmin = 0.00001

Figura 6.6: Método Dana Hobson - Variedade Estével Global (10 iteragoes do segmento inicial).
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Figura 6.7: Método Dana Hobson - Variedade Instavel Globais (11 iteragdes do segmento inicial).

De fato, o Método Simples deixa buracos em algumas regioes das Variedades Invariantes. Jd o Método Dana
Hobson, além de ndo deixar tais buracos faz uma aproximacao linear (nesta implementacao) das variedades.
A figura 5.8 apresenta a superposicao do espago de Fase e as Variedades encontradas.

Figura 6.8: Superposi¢ao dos resultados.

Os pontos que definem as variedades nao se distinguem quando muito préximos e, devido ao fato das
Variedades Invariantes se acumularem nelas préprias, podemos realizar poucas iteragoes. A solugdo para este
problema seria aumentar o niimero de casas decimais na representacao dos pontos.

O Plano de Fase aporesenta 4 regioes distintas: Duas ilhas, Curvas Invariantes Correspondentes as Orbitas
préximas ao bordo do bilhar, Variedades Invariantes no ponto fixo hiperbdlico e uma regiao de aparéncia caotica.



Referéncias Bibliograficas

[1] HASSELBLATT B.; KATOK A. Introduction to the Modern Theory of Dynamical Systems. Cambridge
University Press, 1995.

[2] PALIS; DE MELO. Introdugdo aos Sistemas Dindamicos. Rio de Janeiro: IMPA, 1978. (Projeto Euclides)

[3] ROBINSON, K. Dynamical Systems: Stability, Symbolic Dynamics, and Chaos. Segunda Edi¢ao. Boca
Raton: CRC Press, 1998.

[4] BOHIGAS, O.; BOOSE7 D.; EGYDIO DE CARVALHO, R.; MARVULLE, V. Quantum Tunnelling and
Chaotic Dynamics. Nuclear Physics A, Holanda, 1993. 360, p. 197 - 210.

[5] HOBSON, D. An efficient method for computing invariant manifolds of planar maps. Journal of Computa-
cional Physics, San Diego, 1993. 104, p. 14-22.

[6] SAITO, N.; HIROOKA, H.; FORD, J.; VIVALDI, F.; WALKER, G. H. Physica D , Amsterdam, 1982. 5,
p. 273 - 286.

[7) COSTA, M. Estudo de Orbitas Periédicas no Bilhar de Circulos nio Concéntricos (Mestrado em Fisica) -
Instituto de Ciéncias Exatas, Universaidade Federal de Minas Gerais, Belo Horizonte, 2001.

[8] PIMENTEL, F. Pontos Heterdclinos de um Bilhar Eliptico Perturbado. (Mestrado em Matemadtica) - In-
stituto de Ciéncias Exatas, Universaidade Federal de Minas Gerais, Belo Horizonte, 1993.

34



