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dois. 72

4.1 Folheação geral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

1 Introdução

O estudo das folheações holomorfas surge de maneira natural do estudo

das equações diferencias complexas. Painlevé foi o primeiro em desenvolver

métodos próprios para o estudo da equação diferencial racional y.x = P (x,y)
Q(x,y)

onde P (x, y) e Q(x, y) são polinômios complexos. As soluções da equação são

subvariedades conexas imersas em C2 de dimensão complexa um. O conjunto

de soluções determina uma folheação de C2 de dimensão um.

No caso em que a singularidade do campo holomorfo em C2 é degen-

erada, o estudo depende das propriedades que impomos sobre o grupo da

holonomia com respeito ao divisor relativo a uma explosão. A holonomia do

divisor D é a generalização da transformação de Poincaré ou transformação

de primeiro retorno, isto é, dados γ caminho fechado sobre uma folha L e Σ

seção transversal a L tal que Σ ∩ L = {p}, a holonomia fγ : (Σ, p) → (Σ, p),

definida como “f(q) = o primeiro retorno quando fazemos o levantamento

do caminho γ sobre a folha que passa por q”. A aplicação fγ só depende

da classe de γ no grupo de homotopia da folha L. Assim o pseudo-grupo

de homotopia é a imagem do homomorfismo H : π1(L, p) → Dif(σ, p)) onde

H([γ]) = [f ]γ que o germe de holonomia. Este conjunto de difeomorfis-

mos não forma um grupo, pois cada elemento depende de seu domı́nio de

definição, mas vistos como germes difeomorfismos, isto é, partindo por uma

relação de equivalência adequada, podem-se ver como um grupo.

Nesta dissertação pretendemos estudar o espaço de Moduli topológico

versos anaĺıtico de alguns casos particulares de germes de folheação singular

holomorfa em (C2, 0). Em particular, faremos uma análise da caracterização

obtida em [19] para folheações genéricas cuja ordem de anulação na origem

é um e dois, que de igual forma se baseia nos trabalhos sobre deformação

topologicamente trivial de Cerveau e Sad [10].

O espaço moduli de germe de folheação holomorfa gerada por um campo

holomrfo X em (C2, 0) com primeiro jato não nulo será ŕıgido, quando a

singularidade de X estiver no domı́nio de Poincaré e for não hiperbólica , e

quando a matriz da parte linear X for triangular superior.

Se a singularidade estiver no domı́nio de Siegel e for lineariarizável, então

4



o espaço moduli é ŕıgido ou tem dois representante. Se a singularidade for

hiperbólica o espaço moduli será isomorfo ao semi-plano complexo.

O espaço moduli de germe de folheação holomorfa gerada por um campo

holomrfo X em (C2, 0) G.N.A. com multiplicidade algébrica dois, também

será ŕıgido.

2 Preliminares

Definição 2.1 Uma variedade complexa de dimensão m é um conjunto Mm

juntamente com uma famı́lia A={(Vα, fα);α ∈ I} onde fα : Vα → M são

funções injetivas e Vα ⊂ Cm abertos que satisfaz as seguintes propriedades

i)
⋃
α

fα(Vα) = M

ii) Para todo α e β com fα(Vα) ∩ fβ(Vβ) = W 6= ∅, os conjuntos f−1
α (W )

e f−1
β (W ) são abertos em Cm e o mapa f−1

β ◦ fα : f−1
α (W ) → f−1

β (W )

é um biholomorfismo.

iii) A famı́lia A={(Vα, fα)} é maximal em relação a (i) e (ii).

Chamando ϕα = f−1
α e Uα = fα(Vα) é posśıvel construir um atlas A =

{(Uα, ϕα);α ∈ I} tal que

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ)

é um biholomorfismo, para todo α, β ∈ I com Uα ∩ Uβ 6= ∅.
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ϕα

ϕβ

Cm
Cm

ϕβ ◦ ϕ−1
α

a

Mm

Dizemos que uma variedade M é orientável se para todo Uα ∩ Uβ 6= ∅, a

aplicação

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ)

tiver determinante jacobiano positivo.

Proposição 2.2 Toda variedade complexa anaĺıtica é orientável.

Demonstração: Vamos supor que dimCM = 2, pois a prova para dimensão

arbitraria é análoga.

Sejam (U1, ϕ1) e (U2, ϕ2) duas cartas de M com U1 ∩ U2 6= ∅ e

ϕ = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩ U2) → ϕ2(U1 ∩ U2)

um biholomorfismo que define a mudança de cartas.

Seja z ∈ ϕ1(U1 ∩ U2) ⊂ C2 ≈ R4 ponto arbitrário isto, é z = (x, y)

com x ∈ C e y ∈ C, assim podemos reescrever z em coordenadas reais com

z = (x1, y1, x2, y2), de igual forma ϕ2(U1 ∩U2) ∈ C2 ≈ R4, ϕ = (ϕ1, ϕ2) onde

ϕj = θj + iηj e θj e ηj satisfazem as condições de Cauchy-Riemann para todo

i = 1, 2, assim

ϕ ' (θ1, η1, θ2, η2).
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Logo o determinante é

detJϕ = det



∂θ1

∂x1

∂θ1

∂y1

∂θ1

∂x2

∂θ1

∂y2
∂η1

∂x1

∂η1

∂y1

∂η1

∂x2

∂η1

∂y2
∂θ2

∂x1

∂θ2

∂y1

∂θ2

∂x2

∂θ2

∂y2
∂η2

∂x1

∂η2

∂y1

∂η2

∂x2

∂η2

∂y2


Como ϕ é anaĺıtica temos as relações

a =
∂θ1

∂x1

=
∂η1

∂y1

, b =
∂θ1

∂y1

= −∂η1

∂x1

, c =
∂θ1

∂x2

=
∂η1

∂y2

, d =
∂θ1

∂y2

=
∂η1

∂x2

,

e =
∂θ2

∂x1

=
∂η2

∂y1

, f =
∂θ2

∂y1

= −∂η2

∂x1

, g =
∂θ2

∂x2

=
∂η2

∂y2

, h =
∂θ2

∂y2

=
∂η2

∂x2

.

substituindo obtemos

detJϕ = det


a b c d
−b a −d c
e f g h
−f e −h g

 = −det


a b c d
e f g h
−b a −d c
−f e −h g



= det


a c b d
e g f h
−b −d a c
−f −h e g



= det

 1

2


1 0 −i 0
0 1 0 −i
−i 0 1 0
0 −i 0 1




a b c d
e g f h
−b −d a c
−f −h e g




1 0 i 0
0 1 0 i
i 0 1 0
0 i 0 1




=


a+ ib c+ id 0 0
e+ if g + ih 0 0

0 0 a− ib c− id
0 0 e− if g − ih


= det

(
a+ ib c+ id
e+ if g + if

)
det

(
a+ ib c+ id
e+ if g + if

)
= |(bg − ed+ ah− fc) + (ag − ec− bh+ df)i|2

= (bg − ed+ ah− fc)2 + (ag − ec− bh+ df)2.

Isto implica que detJϕ > 0, pois ϕ é um biholomorfismo, então conclúımos

que M é orientável.
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2.1 Folheação holomorfa

Uma folheação holomorfa de dimensão k é um objeto definido por um atlas

holomorfo A = {(Uα, ϕα);α ∈ I} tal que toda carta (Uα, ϕα) ∈ A satisfaz

i) ϕα(Uα) = Aα ×Bα onde Aαe Bα são abertos de Ck e Cm−k respectiva-

mente.

ii) Para todo (xβ, yβ) ∈ ϕβ(Uα ∩ Uβ), (xβ ∈ Cke yβ ∈ Cm−k) a mudança

de carta satisfaz ϕα ◦ ϕ−1
β (xβ, yβ) = (fαβ(xβ, yβ), gαβ(yβ)).

Cn−k

Ck

Cn−k

Ck

ϕα

ϕβ

a

ϕα(a) = (xα, yα)

ϕβ(a) = (xβ, yβ)

ϕα ◦ ϕ−1
β

Cada carta (ϕα, Uα) é chamada de carta distinguida da folheação F . Os

subconjuntos de U da forma ϕ−1
α (Aα × b) são chamados de placas da carta

distingüida (ϕα, Uα).

Um atlas que satisfaz tais propriedades define uma partição de M em

subvariedades de dimensão k, chamadas folhas, da seguinte forma: p e q estão

na mesma folha se existem (Uα1, ϕα1), . . . , (Uαk, ϕαk) e constantes y1, . . . , yk ∈
Cn−k tais que:

ϕ−1
αi (· × {yi}) ∩ ϕ−1

αi+1(· × {yi+1}) 6= ∅
com

p ∈ ϕ−1
α1 (· × {y1}) e q ∈ ϕ−1

αk (· × {yk}).
Este atlas define uma folheação holomorfa de dimensão k sobre M .

Exemplo 2.3 Dado um espaço afim Cn podemos considerar qualquer de-

composição Cn = Ck × Cn−k. Tal decomposição define uma folheação F de

dimensão k em Cn, cujas folhas são os subespaços afins Ck × q, q ∈ Cn−k.
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Observamos neste exemplo que se k = 1, isto é, se cada folha é da forma C×q,
tal folheação também pode ser definida como fluxo complexo do campo

∂

∂x1

.

Toda folheação de dimensão 1 pode ser definido localmente por fluxo do

campo de vetores da seguinte forma.

Definição 2.4 Uma ação ϕ : C ×Mm 7→ Mm é chamada de fluxo na var-

iedade Mm se satisfaz as seguintes propriedades:

i) ϕ(0, x) = x ∀ x ∈Mm.

ii) ϕ(t1 + t2, x) = ϕ(t1, ϕ(t2, x)) = ϕ(t2, ϕ(t1, x)) para todos t1, t2 ∈ C.

Teorema 2.5 Seja X um campo de vetores holomorfo sobre um aberto U de

Cn (n ≥ 2), i.e.,

X : U → Cn

z 7→ X(z) = (X1(z), . . . , Xn(z))

onde z = (z1, . . . , zn) e Xj(z) são funções holomorfas, para j = 1, · · · , n.
Dado p0 ∈ U existem ε > 0, um aberto V ⊂ U com p0 ∈ V , e uma única

função holomorfa ξ : D(0, ε)× V 7→ U tal que

dξ(T, z)

dT
= X(ξ(T, z)).

Demonstração: A prova de existência e unicidade de uma equação difer-

encial anaĺıtica segue os mesmos passos que no caso real, e aqui só faremos

o esboço da prova. Para isto, definimos o operador de Picard

P : An(Dε) → An(Dε)

P(f(T, z)) = z +

∫ t

t0

X(f(T, z))dt

onde

A(Dε) = {f : Dε → C; f é função holomorfa em Dε e cont́ınua em Dε}.

Observe que tal espaço é, com a norma do máximo, um espaço normado

completo e assim An(Dε) é um espaço de Banach. Assim, análogo ao caso

real, a prova se reduz a mostrar que P é um operador de contração, e, pelo

teorema do ponto fixo de Banach, tal operador possui um único ponto fixo

que será exatamente a solução da equação diferencial.

Como conseqüência do teorema de existência e unicidade de solução de

uma equação diferencial segue o seguinte resultado, que garante a existência

de sistemas coordenados em certo sentido triviais.
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Teorema 2.6 (teorema do fluxo tubular holomorfo.) Seja X um campo

holomorfo definido em U e p0 ∈ U um ponto tal que X(p0) 6= 0. Então

existe um sistema coordenado holomorfo em uma vizinhança de p0 tal que

X = (1, 0, . . . , 0).

Demonstração: Ver [14].

Observamos que o teorema do fluxo tubular implica que o fluxo é lo-

calmente trivial em todo ponto não singular, assim o comportamento da

folheação só pode ser caracterizado a partir de invariantes globais e da clas-

sificações dos pontos singulares.

Como uma generalização natural de folheação temos o conceito de fol-

heação singular.

Definição 2.7 F é dita uma folheação singular de dimensão k sobre Mm,

se existe um conjunto anaĺıtico sing(F) ⊂ Mm de dimensão ≤ m− 2, tal

que F �M\sing(F) é uma folheação de dimensão k sobre M\sing(F).

O conjunto sing(F) é chamado conjunto singular de F .

2.2 Folheação holomorfa de dimensão 1 sobre uma var-
iedade complexa

Teorema 2.8 Seja M uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2 e F
uma folheação holomorfa de dimensão 1 sobre M . Então existem coleções

X = {Xα}α∈A, U = {Uα}α∈A e G = {gαβ}Uα∩Uβ 6=∅ tais que:

• U é uma cobertura de M por abertos.

• Um conjunto {Xα}α∈A de campos vetoriais holomorfos definidos em Uα

tal que Xα 6≡ 0.

• gαβ ∈ O∗(Uα ∩ Uβ), onde O∗ é o conjunto das funções holomorfas não

nulas, tais que

Xα = gαβ ·Xβ em Uα ∩ Uβ.

• Se p ∈ Uα, então TpF = C.Xα(p), o subespaço de TpM gerado por

Xα(p).

Demonstração: Ver [15].

Um campo de vetores em um aberto U de C é uma aplicação que associa a

cada ponto x ∈ U um vetor do espaço tangente M em x. A um campo de
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vetoresX em U está associado uma equação diferencial ordinária
dx

dt
= X(x).

Do teorema de existência e unicidade para E.D.O. temos que sob certas

condições em X, a E.D.O. associada ao campo tem solução, ou seja, por cada

ponto x ∈ U passa uma órbita de X. Quando X não possui singularidades

(isto é X(x) 6= 0, ∀ x ∈M) as órbitas de X definem localmente as folhas de

uma folheação de dimensão 1 complexa. Observe que a órbita gerada por X

é a mesma que é gerada por gX onde g ∈ O∗(U).

Dado um campo de vetores X holomorfo no aberto U ⊂ C2, onde X =

(P,Q), podemos associa-lo a uma 1-forma w = Pdy −Qdx, chamado forma

dual de X, tal que w.X = Pdy(P,Q)−Qdx(P,Q) = PQ−QP = 0.

SeX é um campo anaĺıtico em U ⊂ C2 com singularidade em (0, 0), isto é,

X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) onde P (x, y) e Q(x, y) são funções anaĺıticas com

P (0, 0) = 0 e Q(0, 0) = 0, observamos que P e Q podem ser representados

em série de Taylor centrada em (0,0) como

P (x, y) = a10x+ a01y + · · ·

Q(x, y) = b10x+ b01y + · · ·

onde · · · representa termos de ordem superior. Logo

X =

[
P (x, y)
Q(x, y)

]
=

[
a10 a01

b10 b01

] [
x
y

]
+

[
. . .
. . .

]
onde a derivada do campo X no ponto (0, 0) é

DX(0) =

[
a10 a01

b10 b01

]
que é a parte linear do campo X. Assim, se for um campo em U ⊂ Cn, então

DX(0) será uma matriz n× n.

Seja X um campo holomorfo em uma variedade Mm, dado um p ∈M tal

que X(P ) = 0, podemos encontrar uma carta local (ϕp, Vp) tal que ϕ(p) =

0. Assim para estudar singularidades de um campo em M , basta estudar

singularidades de campos de vetores numa vizinhança de 0 ∈ Cn.

Teorema 2.9 Seja F folheação singular de dimensão 1 em Mm tal que

cod(sing(F)) = 1, então existe F tal que sing(F) ⊂ sing(F), cod(sing(F)) ≥
2 e

F �M\sing(F)= F �M\sing(F)
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Demonstração: Ver [15]

A folheação F definida no teorema é dita saturada.

Definição 2.10 S é separatriz por 0 ∈ Cn se:

i) 0 ∈ S,

ii) S é anaĺıtico irredut́ıvel ,

iii) S\{0} está contido numa união finita de folhas.

Exemplo 2.11 Vamos achar uma folha S que é uma separatriz de uma fol-

heação F definida pelo campo X(x, y) = (λ1x, λ2y). Primeiro temos que

achar o fluxo do campo (órbitas). Mas o fluxo de X é dado por

ϕ(x, y, T ) = (x exp(λ1T ), y exp(λ2T )) ver exemplo 2.30.

Assim temos que ϕ(1, 0, T ) = (expλ1T, 0) é uma folha da folheação F . Como

a aplicação exponencial assume qualquer valor complexo não nulo, podemos

dizer que o plano (x, 0) menos (0,0) é uma folha L de F , e S = L∪ {(0, 0)}
é uma separatriz por zero, pois satisfaz as condições da definição .

Observamos que a existência de separatriz, em geral, não é um fato trivial,

por exemplo, se considerarmos o campo real

X : R2 → R2

(x, y) 7→ (−y, x)

cuja forma associada a esse campo é dada por, w = −ydy − xdx, o zero

é uma singularidade isolada e esse campo define uma folheação F que são

ćırculos concêntricos como mostra a figura abaixo.

R2

x

y

Portanto não temos nenhuma folha que passa por zero. Logo não temos

uma separatriz de F em 0 ∈ R2.
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2.3 Germe

Sejam E e F espaços topológicos e p ∈ E. Introduzimos no conjunto das

aplicações definida em uma vizinhança arbitrária de p a seguinte relação de

equivalência ':

Dado f : V ⊂ E → F e g : U ⊂ E → F onde V e U são vizinhança aberta

de p, dizemos que f ' g se, e somente se, existe uma vizinhança aberta

W ⊂ V ∩ U de p tal que f �W = g �W .

A classe de equivalência de f , que será denotada por [f ]p, é chamada de

germe de f em p.

O conjunto dos germes em p ∈ E de homeomorfismos locais que deixam

p fixo será denotado por Hom(E, p). Quando E é uma variedade complexa

podemos definir de igual forma germes em p de biholomorfismo locais que

deixam p fixo, o qual será denotado por Dif(E, p). Convém notar que

Hom(E, p) é um grupo com a operação composição. Se X é uma variedade

complexa, então Dif(E, p) é um subgrupo de Hom(E, p).

Seja F e G duas folheações definidas nas vizinhanças V e U respectivamente

de um ponto p ∈ E, dizemos que F é equivalente G se, e somente se, ex-

iste uma vizinhança W ⊂ V ∩ U de p tal que, F �W≡ G �W . De maneira

análoga, o germe de uma folheação holomorfa F é definido numa vizinhança

V do ponto p como a classe de equivalência de F e será denotada por [F ]p e

chamada de germe de F em p.

2.4 Classificação das singularidades de um campo holo-
morfo.

Suponha 0 ∈ Cn singularidade isolada do campo holomorfo X. Então

i) Dizemos que 0 ∈ Cn é uma singularidade não degenerada se DX(0) é

não singular.

ii) Seja λ = {λ1, . . . , λn} o conjunto de autovalores deDX(0) (λ é chamado

de espectro de DX(0)). A singularidade será hiperbólica se DX(0) for

não degenerada e todos os quocientes
λi

λj

(i 6= j) forem não reais.

iii) Se a envoltória convexa do espectro não contém 0 ∈ Cn, ou seja,

0 /∈ H(λ1, . . . , λn) = {α1 ·λ1+· · ·+αn ·λn ; αj ∈ R+ e α1+· · ·+αn = 1}

dizemos que a singularidade está no domı́nio de Poincaré. Caso contrário,

dizemos que está no domı́nio de Siegel.
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iv) Dizemos que a singularidade 0 ∈ Cn tem uma ressonância, se existem

1 ≤ i ≤ n e m1, . . . ,mn inteiros não negativos tais que Σn
j=1mj ≥ 2 e

λi = Σn
j=1mj.λj. Uma singularidade que não possui ressonância será

chamada de não ressonante.

Analogamente definimos o domı́nio de Poincaré e ressonância para germe

de biholomorfismo da seguinte forma: dado um difeomorfismo f(z) = Az +

· · · onde A é uma matriz diagonal n × n cujos elementos da diagonal são

µ1, . . . , µn, e zero é uma singularidade de f . Dizemos que 0 ∈ Cn está no

domı́nio de Poincaré se existem α1, . . . , αn ∈ R+ tais que µα1
1 . . . . .µ

αn
n 6= 1

onde α1 + · · · + αn = 1. Se n = 1, 0 ∈ Cn estará no domı́nio de Poincaré

se |µ1| 6= 1. Dizemos ainda que 0 ∈ Cn possui ressonância se existem

m1, . . . ,mn ∈ N tais que,
n∑

j=1

mj ≥ 2 e µi =
n∏

j=1

µ
mj

j para todo 1 ≤ i ≤ n. Se

n = 1, então µm−1
1 = 1 onde m ≥ 2.

Esta definição surge por analogia entre difeomorfismos gerados como ex-

ponencial de um campo com singularidade, em outras palavras, o elemento

do grupo de Lie associado à álgebra de Lie de germe de campo holomorfo.

Exemplo: Seja X(x, y) = (2ix, 2y) um campo, cuja forma associada é

dada por w = 2ixdy − 2ydx. Temos que 0 ∈ Cn é uma singularidade de X e

DX(0) =

(
2i 0
0 2

)
,

logo os autovalores de DX(0) são λ1 = 2i e λ2 = 2. Como
λ1

λ2

=
2i

2
= i temos

que 0 ∈ Cn é uma singularidade hiperbólica e está no domı́nio de Poincaré.

Notemos que zero é singularidade não ressonante. De fato, suponhamos

que 0 ∈ Cn seja ressonante, então existem m1 e m2 inteiros não negativos

tais que m1 + m2 ≥ 2 e 2i = 2m1 + 2im2 m1 = i−m2i, onde m2 6= 1, pois

se m2 = 1 teŕıamos m1 = 0, o que não pode ocorrer, logo m1 é um numero

complexo, absurdo. Portanto 0 ∈ Cn é não ressonante.

Vamos agora achar o difeomorfismo associado a este campo. ComoX(x, y) =

2ix
∂

∂x
+2y

∂

∂y
então X ·x = 2ix⇒ X2 · x = (2i)2x⇒ · · · ⇒ Xn · x = (2i)nx

analogamente temos que Xn · y = 2ny, com isso o difeomorfismo será da

seguinte forma

f(x, y) = exp(X)

(
x
y

)
=

∞∑
n=0

Xn

n!

(
x
y

)
=
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∞∑

n=0

(2i)n

n!
x

∞∑
n=0

(2)n

n!
y

 =

(
x exp(2i)
y exp(2)

)
.

Logo este difeomorfismo é hiperbólico.

Definição 2.12 Seja X um campo de vetores holomorfo definido numa viz-

inhança de 0 ∈ C2, com 0 uma singularidade isolada de X. Sejam λ1 e λ2 os

autovalores de DX(0). Dizemos que 0 é uma singularidade simples de X, se

uma das condições abaixo for verificada:

i) λ1 6= 0 e λ2 = 0 (ou vice-versa). Neste caso, dizemos que a singulari-

dade é uma sela-nó.

ii) λ1, λ2 6= 0 e
λ1

λ2

não é racional positivo. Os números
λ1

λ2

e
λ2

λ1

serão

chamados de números caracteŕısticos da singularidade.

2.5 Conjugação

a) Dois campos holomorfos X e Y definidos sobre as variedades N e M

respectivamente são topologicamente conjugados se existe um homeo-

morfismo ϕ : N → M tal que ϕ(ψX(t, x)) = ψY (t, ϕ(x)) onde ψX :

Dε × Up → N é o fluxo do campo X numa vizinhança de um ponto

p ∈ N e ψY : Dγ × Vϕ(p) → M é o fluxo do campo Y numa vizinhança

do ponto ϕ(p) ∈M .

b) Sejam f(x, y) = 0 e g(x, y) = 0 duas curvas que contêm a origem.

Dizemos que tais curvas são topologicamente conjugadas numa vizin-

hança do 0 ∈ Cn, denotado por (f = 0)0 ∼top (g = 0)0 se existe

H ∈ Hom(C2, 0) tal que f = g◦H.

c) Sejam F e G folheações holomorfas das variedades complexas N e M

respectivamente. F é topologicamente conjugada G, F ∼top G, se existe

um homeomorfismo φ : N →M tal que φ(sing(F)) = sing(G) e φ leva

folha de F em folha de G.

d) Duas 1-formas w e η em C2 são topologicamente conjugadas numa viz-

inhança do 0 ∈ Cn, são topologicamente conjugadas w ∼top η, se as

folheações Fw e Fη geradas por w e η respectivamente são topologica-

mente conjugadas numa vizinhança do zero.
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e) Sejam G e H ⊂ Dif(Ck, 0) dois subgrupos. G é topologicamnete con-

jugado a H G ∼top H se existe h ∈ Hom(Ck, 0) e um isomorfismo de

grupos ψ : G→ H tais que, g ◦ h = h ◦ ψ(g) para todo g ∈ G.

Nas definições acima diremos que as conjugações são holomorfas a aplicação

conjugação forem holomorfas.

Seja X um campo de vetores holomorfo dizemos que X é linearizável

numa singularidade 0 ∈ Cn se X ∼hol DX(0). E será topologicamente

linearizável numa singularidade 0 ∈ Cn se X ∼top DX(0).

Dada uma variedade M denotamos por X(M) o conjunto de todos os

campos de vetores holomorfos definidos em M e denotaremos por
X(M)

∼top

o

conjunto das classes de conjugação.

Se w e η são formas locais duais aX e Y ao redor de uma singularidade, tal

que w ∼hol η. Assim as folheações Fw e Fη são conjugadas numa vizinhança

da singularidade (que podemos supor igual a 0 ∈ Cn numa carta local), logo

existe H ∈ Dif(Ck, 0) que leva folhas de Fw em folhas Fη. Portanto H∗(w)

é múltiplos por função holomorfa não nula a η, isto é H∗(w) ∧ η = 0.

2.6 Teoremas de Linearização

Definição 2.13 Uma aplicação é dita estável em O ∈ Cn, se para toda

vizinhança U de 0 existe uma vizinhança V ⊂ U de 0, tal que para todo

n ≥ 0, fn está definida em V e fn(V ) ⊂ U .

Teorema 2.14 (Linearização estável)

Seja f ∈ dif(Cn, 0) um difeomorfismo fixando 0, e A = Df(0) matriz

diagonalizável com autovalores de módulo 1. f é linealizável se e somente se,

f é estável em 0.

Demonstração: Suponhamos f linearizavel, isto é, existe h : W →
h(W ) definida em uma vizinhança da origem W , tal que h ◦ f = A ◦ h
onde A = Df(0). Dado U vizinhança da origem definimos r ∈ R+ tal

que h(U ∩ W ) ⊃ Br(0) e seja V = h−1(Br(0) logo para todo x ∈ V e

h(x) ∈ Br(0) portanto Ah(x) ∈ Br(0) pois os autovalores de A tem norma 1

logo h−1(fh(x)) ∈ h−1(Br(0)) = V implica f(x) ∈ V , portanto f(V ) ⊂ V .

Reciprocamente, se U é uma vizinhança de 0 onde os iterados de fn formam

uma familia normal. Definimos

hn =
1

n

n−1∑
i=0

A−if i,
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assim,

hn ◦ f =
n−1∑
i=0

A−if i+1 = A

n−1∑
i=0

A−(i+1)f i+1

= Ahn +
1

n
A(A−nfn − I).

A familia (hn)n≥0 é normal, logo tomando uma subseqüência convergente a

H temos que H ◦ f = A ◦H, no domı́nio de estabilidade.

Corolário 2.15 Seja f ∈ dif(Cn, 0) um difeomorfismo fixando 0, e A =

Df(0) matriz diagonalizável com autovalores de módulo 1. Se f é topologi-

camente linearizável, então f é analiticamente conjugado a sua parte linear.

Demonstração:

Se f é topologicamente linearizável, então f é estável, logo é linearizável.

Teorema 2.16 (teorema de linearização de Poincaré.) Seja Z(x) um campo

de vetores tal que A = DZ(0) é uma matriz triangularizável não ressonante.

Se A está no domı́nio de Poincaré, então Z(x) é analiticamente, linearizável.

Demonstração: O campo Z(x) é anaĺıtico e pode ser escrito como uma

série

Z(x) = Ax+ Pk(x) + · · · ,

onde A = D+N tal que, D diagonal não ressonante eN triangular nilpotente,

e o fluxo do campo é dado por ẋ = Ax+ Pk(x) + · · · .
Dado que queremos eliminar o jato Pk, vamos fazer uma mudança de

variável

y = Gk(x) = x+ Fk(x), onde Fk(x) é um polinomio homogeneo de grau k

que tem inversa dada por

x = y − Fk(y) + · · ·

assim,

ẏ = ẋ+∇Fk(x).ẋ

= Ax+ Pk(x) +∇Fk(x)(Ax+ Pk(x)) + · · ·
= Ay − AFk(y) + Pk(y) +∇Fk(y)(Ay − Fk(y) + Pk(y)) + · · ·
= Ay + (∇Fk(y).Ay − AFk(y) + Pk(y)) + · · · .
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Como queremos eliminar o termo de grau k, basta encontrar Fk tal que

∇Fk(y).Ay − AFk(y) = −Pk(y).

Consideremos o operador AdA(F (x)) = ∇F (x).(Ax) − AF (x) que age

sobre o espaço Dm de vetores sobre C cujas componentes são polinômios

homogêneos de grau m. Observemos que os monômios Fkα = xαek formam

uma base para dito espaço, onde α = (α1, . . . , αn) com |α| = m, xα =

xα1
1 · · ·xαn

n e ek é o k-ésimo vetor coordenado.

Assim, o problema se reduz a mostrar que o operador AdA : Dm → Dm

definido como AdA(P (x)) = (∇P (x)) · Ax − AP (x) é sobrejetivo. De fato,

tal resultado é conseqüência do seguinte lema.

Lema 2.17 : Seja A não ressonante, então o operador AdA é invert́ıvel.

Além disso, se as coordenadas x1, . . . xn são escolhidas de tal forma que a

representação de A em dita base é triangular superior, então AdA é triangular

inferior na respectiva base de monômios ordenados pela ordem lexicográfica.

Demonstração:

No caso que A seja diagonal, i.e. A = diag(λ1, . . . , λn), temos que as Fkα

formam uma base de autovetores para o operador AdA. De fato,

Fkα = Xα


0
...
1
...
0

 , ∇Fkα = xα


0 . . . 0

...
α1

x1
. . . αn

xn
...

0 . . . 0

 ,

logo

adA(Fkα) = xα


0 . . . 0

...
α1

x1
. . . αn

xn
...

0 . . . 0

Ax− Axα


0
...
1
...
0



= xα


0
...

α1λ1 + · · ·+ αnλn
...
0

− xα


0
...
λk
...
0


= (α · λ− λk)Fkα
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Observemos que o autovetor Fkα tem como autovalor (α ·λ−λk), e dado que

A é não ressonante temos que tal autovalor é diferente de zero. Segue-se que

o operador AdA é invert́ıvel.

Para provar o lema no caso geral quando a forma de Jordan de A é

triangular superior, e os monômios estão ordenados segundo a ordem lexi-

cográfica, isto é Fkα 4 Flβ, se k < l ou caso k = l então α 4 β na ordem

lexicográfica. Assim, temos que mostrar que AdA(Fkα) como combinação

linear de monômios maiores do que Fkα e portanto o operador é triangular.

De fato,

∇Fkα(x)Ax = xα


0 . . . 0

...
α1

x1
. . . αn

xn
...

0 . . . 0




λ1 a21 . . . an1

0 λ2 . . . an2
...

. . .
...

0 . . . λn




x1

...

xn



= xα


0 . . . 0
...

. . .
...

α1λ1

x1
· · · α1a1n−1

x1
+ · · ·+ αn−1λn−1

xn−1

...
. . .

...
0 . . . 0




x1

...

xn


= α · λFkα +

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

aijFkαij

onde αi,j = α+ ej − ei e logo Fkαi,j
4 Fkα para todo os termos que aparecem

na soma anterior. De igual forma

AFkα(x) =


λ1 a21 . . . an1

0 λ2 . . . an2
...

. . .
...

0 . . . λn

xα


0
...
1
...
0

 = xα


ak1
...
λk
...
0


= λkFkα +

k−1∑
j=1

ajkFjα

.

e assim Fjα 4 Fkα para todos os termos que aparecem na somatória ante-

rior. Segue-se que o operador adA(Fkα) é triangular inferior nessa base, com

elementos na diagonal iguais a (α · λ − λk), e assim o operador é invert́ıvel.
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Para continuar a demonstração do teorema basta eliminar indutivamente

os termos de grau k, k+ 1, k+ 2, . . . , logo a mudança de variáveis procurada

é

Y = G(x) = lim
m→∞

Gm ◦Gm−1 ◦ · · · ◦Gk(x).

Por ultimo vejamos que tal mudança de variáveis é anaĺıtica. De fato, o jato

k de G(x) não depende de Gm para todo m > k. Assim G(x) é uma serie

formal bem definida.

Como Z(x) é convergente então existe uma bola Br tal que |Pk(x)| < c|x|k
para todo X ∈ Br e k > 1, assim

|Gk(x)| = |x+ Fk(x)| ≤ |x|+ |AdA
−1Pk(x)|

≤ |x|+ |AdA
−1| |(Pk(x)|

≤ |x|+ max
j=1,...,n
|α|=k

1

αλ− λj

c1|x|k

≤ |x|+ c2c1|x|k

= |x|+ C|x|k.

Logo

‖Gk‖ = sup
|x|≤Br

|Gk|
|x|

≤ 1 + Crk−1.

Segue que podemos limitar a norma da composta

‖Gk ◦Gk−1 ◦ · · · ◦Gk‖ ≤
k∏

j=2

(1 + Crj−1),

e fazendo limite temos

‖G‖ = lim
k→∞

‖Gk ◦Gk−1 ◦ · · · ◦Gk‖

≤ lim
k→∞

k∏
j=2

(1 + Crj−1) ≤ ∞

onde a ultima desigualdade é conseqüência da convergência da serie
∞∑

j=2

Crj−1,

assim ‖G‖ é anaĺıtico.

No teorema anterior e, assumimos que a parte linear é não ressonante,

mas de fato, da prova dos teoremas podemos ver que é posśıvel eliminar todos

os termos do campo, desde que o termo não seja ressonante. Em particular

no caso dimensão 2 temos, o seguinte resultado que classifica os campos

ressonantes no domı́nio de Poincaré.
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Teorema 2.18 (Poincaré-Dulac.) Seja X um campo de vetores holomorfo

definido numa vizinhança de 0 ∈ C2 tal que 0 é uma singularidade no domı́nio

de Poincaré ressonante, (ou seja λ = λ1

λ2
∈ {{N∗ ∪ 1

N∗} − {1}} onde λ1

e λ2 são os autovalores de DX(0)). Se λ = n ∈ N; n ≥ 2, então X é

holomorficamente conjugado ao campo Zα(x, y) = (λx + αyλ, y). O campo

será linearizável se, e somente se, α = 0

Demonstração: A demonstração é análoga à do teorema anterior, onde

só não podemos eliminar o termo ressonante.

2.6.1 Condições de Siegel.

Sejam q uma singularidade de um campo de vetores holomorfo X no domı́nio

de Siegel e sem ressonância, e λ = {λ1, . . . , λn} o espectro de DX(q). Dize-

mos que a singularidade satisfaz as condições de Siegel se existem constantes

C, v > 0, tais que para qualquer i = 1, . . . , n e qualquer n− upla de inteiros

não negativos α = (α1, . . . , αn)com |α| =
∑n

j=1 αj ≥ 2, temos

|λi − α · λ| ≥ C

|α|v
.

Note que as condições de Siegel implicam que a singularidade é não resso-

nante.

Teorema 2.19 (teorema de Linearização de Siegel.) Um campo holomorfo

em uma singularidade que verifica as condições de Siegel é linearizável.

Demonstração: A demonstração deste teorema se baseia no mesmo argu-

mento usado anteriormente mais a técnica de pequenos divisores. A prova

formal pode ser encontrada em [1]. Em linhas gerais, a prova segue do fato

que

|Ad−1
A | = max

j=1,...,n
|α|=k

1

|λi − α · λ|
≤ C

|α|v

Assim podemos limitar o operador Gk definido no teorema anterior numa

bola Br tal que |Pk(x)| < Ck|x|k para todo X ∈ Br da seguinte forma

|Gk(x)| = |X + Fk(x)| ≤ |x|+ |AdA
−1(Pk(x))|

≤ |x|+ |AdA
−1||Pk(x)|

≤ |x|
(

1 +
C

kvCk|x|k−1

)
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e portanto

‖Gk‖ = sup
|x|≤Br

|Gk|
|x|

≤ 1 + CCkk
vrk−1.

Assim, depois de cada mudança anaĺıtica Gk, é gerada uma nova constante

Ck que limita os termos que faltam por eliminar. Por último usando a técnica

de pequenos divisores prova-se que todos os Ck são uniformemente limitados,

logo a prova segue igual a prova feita no caso de domı́nio de Poincaré.

2.7 Blow-up ou explosão

Dado um germe de campo holomorfo em C2 com singularidade isolada em

(0, 0), a existência de separatriz foi mostrada em [9], utilizando o processo de

desingularização por blow-up ou explosão. Antes de descreveremos o processo

de blow up, precisamos do conceito de espaço projetivo e sua propriedades

2.7.1 Espaço Projetivo.

Nesta subseção mostraremos que a esfera de Riemann e o espaço projetivo

complexo são analiticamente equivalentes.

Definição 2.20 Definimos a esfera de Riemann como a compactificação de

C, isto é, C = C ∪ {∞} com ∞ /∈ C, onde uma vizinhanças V do ∞ é dada

por V = {Dr
c ∪ {∞}; r ∈ R+}

Observamos que C é um espaço compacto com esta topologia, de fato, basta

mostrar que toda seqüência de C possui uma subseqüência convergindo para

um ponto de C.

Suponhamos que {xn}, n ∈ N não possui uma subseqüência convergindo

para um ponto de C. Para todo r > 0, Dr∩{xn} é finito, pois, caso contrario

teŕıamos uma subseqüência {xnk} de {xn} que pertence a Dr que é compacto

com a topologia de C. Então {xnk} converge (passando a uma subseqüência

se necessário) para um ponto de Dr, assim {xn} possui uma subseqüência

que converge para um ponto de C o que é contraditório. Logo Dr
c ∩ {xn}

é infinito para todo r > 0. Portanto {xn} possui uma subseqüência {xnk}
convergindo para ∞.

Outra forma de compatificar C é compatificar R2 pois R2 ' C. Para isso

vamos utilizar a Projeção estereográfica. Seja S2
1
2

a esfera de raio 1
2

em R3.
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N

S = (0, 0)

ϕ1

(x, y)

ϕ1 : S2
1
2

− {N} → R2 onde ϕ1(x, y, k) = (
x

1− k
,

y

1− k
). De maneira análoga

definimos ϕ2 : S2
1
2

− {S} → R2 onde ϕ1(x, y, k) = (
x

1− k
,

y

k − 1
).

(x, y)

ϕ2

N = (0, 0)

S

Portanto podemos parametrizar a esfera utilizando duas cartas, U1 e U2

onde U1 ' C e U2 ' C.

(x, y)

ϕ2

N = (0, 0)

ϕ1

(x, y)
S = (0, 0)

Levando em conta a orientação dos planos temos que a função mudança de

coordenada está defina por:

ϕ12 = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : C− {0} → C− {0}

z 7→ 1

z

Assim temos que C = U1 ∪ U2 onde U1 ' U2 ' C
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Vamos mostrar que C é biholomorfo à CP(1) =
C2 − {0, 0}

∼
(espaço pro-

jetivo de dimensão um) onde (a, b) ∼ (c, d) se e somente se, existe µ ∈ C∗ tal

que (a, b) = µ(c, d) notação: a classe de (a, b) será denotada por (a : b).

Seja ψ : C → CP(1) tal que:

U1 → {(z : 1); z ∈ C}
z 7→ (z : 1)

e
U2 → {(1 : w);w ∈ C}
w 7→ (1 : w)

Vejamos que ψ está bem definida. Dado z ∈ U1 − {0} temos que w =

ϕ12(z) =
1

z
∈ U2. Observemos que z e w determinam o mesmo ponto em

CP(1). De fato, (1 : w) = (1 :
1

z
) e (z, 1) ∼ (1,

1

z
) pois (z, 1) = z

(
1,

1

z

)
assim (z : 1) =

(
1 :

1

z

)
e portanto ψ(w) = (1 : w) = (z : 1) = ψ(z). Com

isto temos que ψ está bem definido.

Notemos também que ψ é injetiva, de fato, se (z : 1) = (1 : w) então

existe µ ∈ C∗ tal que (z, 1) = µ(1, w) logo (z, 1) = (µ, µw) assim µ = z e

wz = 1 e portanto w =
1

z
= ϕ12(z).

Por outro lado, para todo (a : b) ∈ CP(1) sabemos que a 6= 0 ou b 6= 0.

No caso que a 6= 0 então (a : b) =

(
1 :

b

a

)
= ψU2

(
b

a

)
e se b 6= 0 então

(a : b) =
(a
b
, 1

)
= ψU1 . Logo ψ é sobrejetiva. Como ψ holomorfa e ψ−1 é

holomorfa então ψ é um biholomorfismo. Isso mostra que a esfera de Riemann

C e o espaço projetivo CP(1) são biholomorfismos.

Em geral se define o espaço projetivo de dimensão n como

CP(n) =
Cn+1 − (0, . . . , 0)

∼
onde (a1, . . . , an+1) ∼ (b1, . . . , bn+1) se e somente se existe λ ∈ C∗ tal que

(a1, . . . , an+1) = µ(b1, . . . , bn+1), notação: a classe de (a1, . . . , an+1) será de-

notada por (a1 : · · · : an+1) . Analogamente, o espaço projetivo de dimensão

n pode ser coberto por n+1 cartas U1, . . . , Un+1 onde U1 ' . . . ' Un+1 ' Cn.

2.7.2 Processo de Blow-up ou explosão num ponto.

Depois de definir espaço projetivo e estudar algumas propriedades, vamos

construir uma variedade que contém um espaço projetivo CP (1) e uma
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aplicação anaĺıtica de tal variedade sobre C2, cuja imagem é C2. Tal con-

strução também é valida no caso dimensão n.

Definição 2.21 Seja C̃2 a variedade complexa definida como

C̃2 = {(x, y, (a : b)) ∈ C2 × CP(1); bx = ya}

e π : C̃2 → C2 a aplicação de projeção π(x, y, w) = (x, y). A variedade C̃2

junto com a projeção π é chamada explosão (blow-up) de C2 no ponto 0.

Observamos que π−1(0, 0) = CP(1). De fato, se x = y = 0 então, para todo

(a : b) ∈ CP(1) temos que b.0 = a.0 = 0, e assim é satisfeita a condição para

pertencer a C̃2. Chamaremos de divisor a D = π−1(0, 0) = CP(1).

Mostraremos agora que

π �C̃2\D: C̃2\D → C2 − {0}

é um biholomorfismo. Suponhamos que,

π(x, y, (a1 : b1)) = π(x, y, (a2 : b2))

Como (x, y, (a1 : b1)) e (x, y, (a2 : b2)) pertencem a C̃2\D, temos que b1.x =

a1.y e b2.x = a2.y e x ou y é diferente de zero. Se x 6= 0 então ai 6= 0 para

todo i = 1, 2.De fato, se ai = 0 então bi = 0, assim (0, 0) ∈ CP(1) o que é

absurdo. Portanto usando a definição de CP(1) temos,

(ai : bi) = x(ai : bi)

= (xai : xbi)

= (xai : yai)

= ai(x : y)

= (x : y)

para todo i = 1, 2, logo (a1 : b1) = (a2 : b2) assim π �C̃2\D é injetiva.

E como π é sobrejetiva diferenciável, e π−1(0, 0) = CP(1), então π �C̃2\D
é um biholomorfismo.

y

x
x

y

D

π
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Como a última coordenada de C̃2 depende das duas primeiras, podemos

cobrir C̃2 utilizando duas cartas, U ' C2 e V ' C2 com coordenadas (t, x) e

(s, y) respectivamente. Onde π(t, x) = (x, tx) na carta ((t, x), U) e π(y, s) =

(sy, y) na carta ((s, y), V ).

A aplicação mudança de coordenadas é dada por:

π12 : V \{t = 0} → U\{s = 0}

(x, t) 7→
(

1

t
, xt

)
Dada uma folheação F∗ de C̃2, dizemos que D não é invariante por F∗

quando todas as direções tem separatriz. Dizemos que D é invariante, se

nem todas as direções possui separatriz. Nesse caso D\singF∗ será uma

folha da folheação F∗.

Vejamos o que ocorre com uma folheação após um blow-up π em 0 ∈ Cn.

Consideremos uma folheação holomorfa F numa vizinhança de 0 ∈ C2 com

singularidade isolada em 0. Suponhamos que F seja representada pelo campo

X = (P (x, y), Q(x, y))

ou, equivalentemente, pela 1-forma dual

w = P (x, y)dy −Q(x, y)dx.

Denotaremos por F∗ a folheação com singularidade isolada obtida de π∗(w).

Podemos descrever o desenvolvimento de Taylor de w em 0 ∈ C2 como:

w =
∞∑

j=k

(Pjdy −Qjdx),

onde Pj e Qj são polinômios homogêneos de grau j, com Pk ou Qk não nulo.

A forma π∗(w) se escreve na carta ((t, x), U) como:

π∗(w) =
∞∑

j=k

(Pj(x, tx)d(tx)−Qj(x, tx)dx)

= xk

∞∑
j=k

xj−k[(tPj(1, t)−Qj(1, t))dx− xPj(1, t)dt]

Dividindo a forma acima por xk obtemos:

x−kπ∗(w) = (tPk(1, t)−Qk(1, t))dx+ xPk(1, t)dt+ xα (∗)
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onde α =
∞∑

j=k+1

xj−k−1[(tPj(1, t)−Qj(1, t))dx+ xPj(1, t)dt], e assim xα é

nula sobre o divisor.

Se definimos

R(x, y) = yPk(x, y)− xQk(x, y),

podemos reescrever (∗) como

x−kπ∗(w) = R(1, t)dx+ xPk(1, t)dt+ xα.

Analogamente, ao calcularmos a expressão de π∗(w) na carta ((s, y), V ), obte-

mos:

y−kπ∗(w) = R(s, 1)dy − yQk(s, 1)ds+ yβ (∗∗)

O polinômio R(x, y) será chamado de cone tangente de w. Temos dois casos

a considerar:

(a) R ≡ 0. Neste caso, dizemos que a singularidade é dicŕıtica.

(b) R 6≡ 0. Neste caso, dizemos que a singularidade é não dicŕıtica. O cone

tangente tem então grau k + 1.

Analisemos os casos acima.

Caso (a): As formas em (∗) e (∗∗) ainda podem ser divididas por x e y

respectivamente. Dividindo (∗) por x obtemos a forma

w1 = Pk(1, t)dt+ α = Pk(1, t)dt+ (tPk+1 −Qk+1)dx+ xα1,

que não pode ser mais dividida por x, uma vez que Pk 6≡ 0. A folheação

F∗ será representada nesta carta por w1 e na outra carta por uma forma

w2, obtida da divisão de (∗∗) por y. Observe que, nos pontos do divisor

na primeira carta tais que Pk(1, t) 6= 0, as folhas de F∗ são transversais ao

divisor. Os pontos (t0, 0) tais que Pk(1, t0) = 0 serão pontos de singularidade

de F∗ ou pontos de tangência das folhas de F∗ com o divisor.

Além disso, cada folha transversal ao divisor dará origem a uma separatriz

local de F por blow-down. Sendo assim, uma singularidade dicŕıtica possui

uma infinidade de separatrizes.

Caso (b): Neste caso as formas em (∗) e (∗∗) não podem mais ser dividi-

das. Portanto elas representam F∗ nas cartas respectivas. Note que o divisor

é invariante por F∗. Além disto, as singularidades de F∗ no divisor, são os

pontos da primeira carta da forma (0, t0) onde R(1, t0) = 0 e mais o ponto

(0,0), da segunda carta, caso 0 seja ráız de R(s, 1) = 0. Assim F∗ possui

k + 1 singularidades, contadas com multiplicidade, no divisor.

Se alguma das singularidades de F∗ sobre D possui separatriz S, então

π(S) será separatriz de F em 0.
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Além disso, as separatrizes de F depois de blow-up são curvas que cruzam

o divisor, logo cada um desses pontos de corte tem que ser uma singularidade

sobre D. Isto é, nos valores de t tal que R(1, t) = 0. Em particular se w tem

parte linear A não nula, os zeros de R correspondem aos autovalores de A.

Consideremos agora um processo de blow-up em 0 ∈ C2, obtido por uma

sucessão de n explosões, Π : M → C2, com divisor D = ∪n
j=1Dj. O argu-

mento anterior prova que podemos obter uma folheação F̃ com singularidades

isoladas, e que em M\D ' C2\{0} coincide com F . Diremos que o divisor

Dj é não dicŕıtico, se ele for invariante por F̃ . Caso contrário diremos que

ele é dicŕıtico.

O processo de blow-up acima é chamado de uma resolução de singulari-

dade se as seguintes condições forem verificadas:

i) Todas as singularidades de F̃ em D são simples.

Exemplo 2.22 Considere o campo X = (3x + y) ∂
∂x
− (2x + y2) ∂

∂y
definido

numa vizinhança de (0, 0). Notemos que (0, 0) é singularidade isolada, assim

X define uma folheação F em (C2, 0) com singularidade em (0, 0). Como

DX(0, 0) =

(
3 1
−2 0

)
tem autovalores λ1 = 2 e λ2 = 1, temos λ1

λ2
= 2,

portanto, (0, 0) é uma singularidade que não é simples. Seja

w = (2x+ y2)dx+ (3x+ y)dy

a 1-forma dual de X. Denotemos por F∗ a folheação saturada obtida da

forma π∗(w), onde π é a explosão em (0, 0). Como π∗(w) na carta ((t, x), U)

é dada por:

π∗(w) = (2x+ x2t2)dx+ (3x+ xt)d(xt)

= (2x+ x2t2)dx+ (3x+ xt)(tdx+ xdt)

= (2x+ x2t2)dx+ 3xtdx+ 3x2dt+ xt2dx+ x2tdt

= (2x+ x2t2 + 3xt+ xt2)dx+ (3x2 + x2t)dt

então,

π∗(w)x−1 = (2 + xt2 + 3t+ t2)dx+ x(3 + t)dt.

Como π∗(w)x−1 é limitada numa vizinhança do zero, pelo teorema de ex-

tensão de Riemann podemos estender π∗(w)x−1 sobre x = 0. Assim F∗

será representada pela 1-forma w0 = (2 + xt2 + 3t + t2)dx + x(3 + t)dt.

Cujas singularidades sobre o divisor D0 são (−1, 0) e (−2, 0), (onde −1

e −2 são as ráızes de (2 + 3t + t2)). O campo associado a w0 é dado
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por X0(t, x) = (2 + xt2 + 3t + t2) ∂
∂t
− (3x + xt) ∂

∂x
. Logo DX0(x, t) =(

2xt+ 3 + 2t t2

−x −(3 + t)

)
, temos que

DX0(−1, 0) =

(
1 1
0 −2

)
e DX0(−2, 0) =

(
−1 4
0 −1

)
.

Segue que (−1, 0) é singularidade simples e (−2, 0) não é simples. Fazendo a

mudança de variáveis t 7→ t− 2 para levar a segunda singularidade à origem

e fazendo um blow-up na origem, temos na carta (s, t) com x = st, que

π∗(w0) = (t(t− 1) + st(t− 2)2)(sdt+ tds) + st(t+ 1)dt,

dividindo por t obtemos

w1 =
π∗(w0)

t
= (s(t− 1) + s2(t− 2)2 + s(t+ 1))dt+ t(t− 1 + s(t− 2)2)ds.

Daqui, as singularidades sobre o divisor D1 = (t = 0) são as ráızes de

4s2 = 0, isto é (0, 0), que é o ponto de intersecção dos divisores. O campo

associado a w1 é dado por X1(t, s) = t(t−1+s(t−2)2)
∂

∂t
− (s(t−1)+s2(t−

2)2 + s(t+ 1))
∂

∂s
. Além disso,

DX1(t, s) =

(
(t− 1) + 2s(t− 2)2 + (t+ 1) (t− 1) + 2s2(t− 1) + s

−t(t− 2)2 −2t+ 1− 2st(t− 2)− s(t− 2)2

)
,

donde

DX1(0, 0) =

(
0 0
0 1

)
,

portanto, a singularidade é simples.

p2

p1
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Teorema 2.23 (Teorema da resolução de singularidade de Seidenberg)

Toda singularidade isolada de uma folheação holomorfa em uma superf́ıcie

complexa admite uma resolução.

Demonstração: Ver [21].

Definição 2.24 Uma curva generelizada é singularidade tal que sua desin-

gularização nãp possui selas-nós nem divisores dicŕıticos.

Teorema 2.25 Seja X campo holomorfo definido em (C2, 0) com singular-

idade isolada em 0 ∈ C2 tal que a singularidade é uma curva generalizada.

Se X ∼top Y onde Y tem singularidade isolada em (C2, 0), então X e Y tem

a mesma árvore de desingularização.

Demonstração: Ver [5]

2.8 Holonomia

2.8.1 Holonomia de uma folha.

Definição 2.26 Sejam M uma variedade complexa de dimensão n e F uma

folheação holomorfa de codimensão k em M . Fixemos uma folha L de F
e uma curva cont́ınua γ : I → L (I denota o intervalo [0,1]). Sejam Σ0

e Σ1 seções transversais a F de dimensão k, tais que p0 = γ(0) ∈ Σ0 e

p1 = γ(1) ∈ Σ1. As seções Σ0 e Σ1 podem ser obtidas através de cartas

distinguidas U0 e U1 em p0 e p1 de tal forma que Σj corta cada placa de Uj

exatamente uma vez, como mostra a figura abaixo.

Σ1 Σ0

U1 U0

γp1
p0

L

Em seguida, consideremos uma cobertura finita de γ(I) por cartas distin-

guidas de F , digamos V0, . . . , Vm, tais que:
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i) V0 = U0 e Vm = U1

ii) Para todo j = 1, . . . ,m, Vj−1 ∩ Vj 6= ∅

iii) Para todo j = 1, . . . ,m, existe uma carta trivializadora U de F tal que

Vj−1 ∪ Vj ⊂ U

iv) Existem uma partição {0 = t0 < t1 < · · · < tm+1 = 1} de I tal que

γ[tj, tj+1] ⊂ Vj para j = 0, . . . ,m.

Para cada j = 1, . . . ,m, seja Σ
′
j uma seção transversal a F tal que γ(tj) ∈

Σj ⊂ Uj−1 ∩ Uj e Σ
′
j corta a cada placa de Uj−1 e a cada placa de Uj no

máximo em um ponto. Coloquemos também Σ
′
0 = Σ0 e Σ

′
m+1 = Σ1.

Utilizando (ii) e (iii), não é dif́ıcil ver que se q ∈ Σ
′
j, então a placa de

Vj que contém q, corta Σ
′
j+1 no máximo em um ponto, sendo que se q está

numa pequena vizinhança, digamos Aj, de γ(tj) em Σ
′
j, então esta placa corta

Σ
′
j+1 num ponto, digamos fj(q). Com isso podemos definir uma aplicação

fj : Aj → Σ
′
j tal que fj(γ(tj)) = γ(tj+1).

Se as seções consideradas são subvariedades holomorfas, o que suporemos

de agora em diante, então fj será holomorfa. De fato, fj será um biholo-

morfismo sobre sua imagem, já que podemos definir sua inversa de maneira

análoga. Em geral não é posśıvel compor fj+1 com fj, mas podemos compor

os seus germes, já que fj(γ(tj)) = γ(tj+1). Denotamos o germe de fj em

γ(tj) por [fj], e consideramos o germe composto:

[f ]γ = [fm] ◦ · · · ◦ [f0]

que será um germe de biholomorfismo em p0, onde, em prinćıpio, [f ]γ de-

pende da cobertura V0, . . . , Vm e das seções intermediárias consideradas. O

resultado abaixo, cuja prova pode ser encontrada em [4], mostra que de fato

[f ]γ não depende das construções auxiliares.

Teorema 2.27 O germe [f ]γ depende apenas de γ de Σ0 e de Σ1.

O germe [f ]γ é chamado de holonomia de γ com respeito às seções Σ0 e Σ1.

No caso em que γ é uma curva fechada em L, isto é p0 = p1, e Σ0 = Σ1, [f ]γ
é um elemento do grupo Dif(Σ0, p0) e é chamado de holonomia de γ com

respeito a Σ0, ou simplesmente holonomia com respeito a γ.

O seguinte teorema nos garante que a holonomia com respeito a γ não

depende explicitamente de γ e sim de de sua classe de homotopia.
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Teorema 2.28 Sejam M uma variedade complexa de dimensão n e F uma

folheação holomorfa de codimensão k em M . Fixemos uma folha L de F . Se

γ, δ : I → L são duas curvas fechadas tais que, γ(0) = γ(1) = δ(0) = δ(1) =

p0 ∈ L e γ e δ são homotópicas em L, então [f ]γ = [f ]δ.

Demonstração: Ver [4].

Convém lembrar aqui que duas curvas fechadas γ e δ são homotópicas em

L com extremo fixo p0 ∈ L, se existe uma aplicação continua H : I × I → L
tal que:

i) H(t, 0) = γ(t) e H(t, 1) = δ(t), ∀t ∈ I.

ii) H(0, s) = H(1, s) = p0 ∀s ∈ I.

Denotaremos por γ∼δ se γ e δ são homotópicas. A classe de homotopia

de uma curva γ com extremos em p é denotada por [γ]. O conjunto das

classes de equivalência de ∼ é, neste caso, chamado de grupo fundamental

ou de holonomia de L com base em p0. A notação geralmente utilizada para

esse grupo é π1(F , p0), onde F é a folheação que contém L, observamos que

L está determinado por p, pois para cada ponto não singular passa apenas

uma folha.

Definição 2.29 —rm Sejam M uma variedade complexa de dimensão n e F
uma folheação holomorfa de codimensão k em M , L uma folha de F , p ∈ L
e Σ uma seção holomorfa transversal a L tal que p ∈ Σ. A representação

de holonomia de L com respeito a p e a Σ é, por definição, a aplicação

H = HF ,p,Σ : π1(F , p) → Dif(Σ, p), definida por:

H([γ]) = [f ]γ

onde γ é um representante de [γ] e [f ]γ é um germe de holonomia de γ com

respeito a Σ.

O teorema anterior garante que H está bem definida, isto é, não depende

do representante γ de [γ].

O grupo de holonomia de L com respeito a p e a Σ, é a imagem de

H(π1(F , p)), onde H é um homomorfismo de grupos, e será denotado por

Hol(F , p,Σ).

Exemplo 2.30 Vamos achar a holonomia de uma folha L de uma folheação

F definida pelo campo X(x, y) = (λ1x, λ2y). Primeiro temos que achar as
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órbitas do campo, isto é, o fluxo gerado pela equação diferencial associada ao

campo X. Assim temos que achar as soluções das E.D.Os

x′ = λ1x

y′ = λ2y,

supondo que x(0) = x e y(0) = y, temos que a solução será:

x(T ) = x exp(λ1T )

y(T ) = y exp(λ2T )

Portanto o fluxo será dado por:

ϕ(x, y, T ) = (x exp(λ1T ), y exp(λ2T )).

Assim temos que ϕ(1, 0, T ) = (expλ1T, 0) é uma folha da folheação F . Como

a aplicação exponencial assume qualquer valor complexo não nulo, podemos

dizer que o plano (x, 0) é uma folha L de F , e é uma separatriz por zero.

Seja Σ1 a seção transversal no ponto (1,0) e seja γ(t) = exp(it) tal que

t ∈ [0, 2π], uma curva fechada na folha L (essa curva passa em (1,0) e

envolve a singularidade)

Vamos achar a holonomia de γ com respeito à Σ1.

Seja (1, y0) ∈ Σ1, então

ϕ((1, y0), T ) = (exp(λ1T ), y0 exp(λ2T )) = (exp(it), y0 exp(λ2T ))

(sobre a curva γ(t) = x) isso implica que exp(it) = exp(λ1T ) logo it = λ1t,

assim T =
it

λ1

.

Para uma volta completa temos que t = 2π e logo T =
2πi

λ1

, portanto

ϕ(1, y0, T ) = (1, y0 exp(2πiλ2

λ1
)). Como conseqüência, podemos definir a aplicação

holonomia da seguinte forma:

f : Σ1 → Σ1

y 7→ y exp
(
2πiλ2

λ1

)
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x

y

Σ1

(0, 0) (1, 0)

(1, y0)

(1, f(y0))

Teorema 2.31 (Mattei-Moussu) Sejam

X1 =

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)
+ · · · e X2 =

(
α1 0
0 α2

) (
x
y

)
+ · · ·

dois campos de vetores definidos numa vizinhança da origem. Suponhamos

que 0 ∈ C2 é uma singularidade no domı́nio de Siegel de X1 e X2, com o

mesmo quociente de autovalores, ou seja
λ1

λ2

=
α1

α2

∈ R−. Sejam fδ e gδ as

holonomias com respeito à separatriz (x, 0) geradas pelos campos X1 e X2,

respectivamente, onde δ é uma curva fechada que gera o grupo de homotopia

da separatriz y = 0. Se fδ e gδ são holomorficamente conjugadas então F
e G folheações geradas por X1 e X2 respectivamente são holomorficamente

conjugadas.

Demonstração: Seja −σ =
λ1

λ2

=
α1

α2

, assim podemos supor que a folheação

F(Xj) é gerado pelo campo Xj = x ∂
∂x
− σy(1 + xθj(x, y))

∂
∂y

para j = 1, 2

Temos que mostrar que a conjugação anaĺıtica entre as holonomias, im-

plica a conjugação anaĺıtica entre as folheações. Seja h : (C, 0) → (C, 0)

difeomorfismo que conjuga fδ e gδ, isto é,

h ◦ fδ = gδ ◦ h,

numa vizinhança da origem.

A partir de h vamos construir um homeomorfismo H : (C2, 0) → (C2, 0)

da seguinte forma

1. H(x, 0) = (x, 0), isto é, a separatriz {y = 0} é deixada fixa.

2. H(1, y) = (1, h(y))
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3. Para todo (x0, y0) que não pertence às separatrizes, seja fα a holonomia

da curva α com respeito as seções transversais Σx0 e Σ1, onde α é uma

curva que liga 1 a x0, e está contida na separatriz (y = 0) da folheação

F∞ gerada por X1. Seja gα a holonomia da curva α com respeito as

seções transversais Σx0 e Σ1, onde α é uma curva que liga 1 a x0, e

está contida na separatriz (y = 0) da folheação F∈ gerada por X2.

Definimos H da seguinte forma

H(x0, y0) = (x0, g
−1
α ◦ h ◦ fα(y0)).

αα

(1, 0)(1, 0)

Σ1 Σ1

(1, fα(y0))

x x

y

(x0, 0)

Σx0

y

(x0, y0)

(x0, 0)

(1, h(fα(y0)))

Σx0

(x0, g
−1
α (h(fα(y0))))

(x0, y0)

H

Vejamos que, com esta definição, H está bem definida, isto é, H não depende

da curva. Seja β curva sobre a separatriz (y = 0) que une x0 a 1. Temos que

mostrar que

H(x0, y0) = (x0, g
−1
α ◦ h ◦ fα(y0)) = (x0, g

−1
β ◦ h ◦ fβ(y0)),

(1, 0)
(x0, 0)

Σ1

Σx0

(1, h(fβ(y0)))

H

(1, h(fα(y0)))α

(1, 0)

xβ

(x0, 0)

(x0, y0)(1, fβ(y0)

y

(1, fα(y0))

y
Σx0

Σ1

α
(x0, y0)

xβ

(x0, p)

p = g−1
α (h(fα(y0))) = g−1

β (h(fβ(y0))) ?
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onde fβ é a holonomia da curva β com respeito as seções transversais Σx0

e Σ1, sendo β uma curva que liga 1 a x0, contida na separatriz (y = 0) da

folheação F∞ gerada por X1 e gβ a holonomia da curva β . Para mostrar a

independência da curva temos que verificar que

g−1
α ◦ h ◦ fα(y0) = g−1

β ◦ h ◦ fβ(y0),

que é equivalente a mostrar que

gβ◦α−1 ◦ h(y1) = h ◦ fβ◦α−1(y1),

onde y1 = fα(y0) ∈ Σ1. Mas fβ◦α−1 = fβ ◦ f−1
α−1 e gβ◦α−1 = gβ ◦ g−1

α−1 são as

holonomias com respeito à curva β ◦α−1, que é homotópica a kδ para algum

k ∈ Z. Assim fβ◦α−1 = fkδ = f
(k)
δ e gβ◦α−1 = gkδ = g

(k)
δ . Dáı temos que

gβ◦α−1 ◦ h(y1) = g
(k)
δ ◦ h(y1) = h ◦ f (k)

δ = h ◦ fβ◦α−1(y1)

o que prova que H esta bem definida em uma vizinhança da origem, salvo

na separatriz x = 0, onde ainda não definimos H, assim precisamos estender

analiticamente H para dita separatriz.

Para isto precisamos do seguinte resultado

Lema 2.32 Seja X1 e fα como anteriormente. Então existe uma constante

c > 0 tal que

|fα(x, y)| ≤ exp(l(α)c)|y| |x|σ,

onde l(α) é o comprimento da curva α.

Demonstração: Dado que X1 tem forma associada σy(1+xθ)dx+xdy,

então sobre a curva α temos que

σy(t)(1 + α(t)θ(α(t), y(t))α′(t) + α′(t)y′ = 0.

Dividindo por yα obtemos a equação

(log y)′ =
y′

y
= −σ(1 + αθ(α, y))

α′

α
= −σα

′

α
− σα′θ(α, y).

Assim,

d
dt

log |y(t)|2 = y′

y
+ y′

y

= −σ
(

α′

α
+ α′

α

)
− 2σ<(α′θ(α, y))

= −σ d
dt

log |α|2 − 2σ<(α′θ(α, y)).
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Integrando temos

log

(
|fα(x, y)|2

|y|2

)
= log |x|2σ − 2σ

∫ 1

0

<(α′θ(α, y))dt.

Mas, como

2σ
∫ 1

0
<(α′θ(α, y))dt ≤ 2σ

∫ 1

0
|<(α′θ(α, y))|dt

≤ 2σ
∫ 1

0
|α′| |θ(α, y)|dt

≤ 2l(α)c,

conclúımos que

|fα(x, y)| = |y| |x|σ exp(−σ
∫ 1

0

<(α′θ(α, y))dt) ≤ |y| |x|σ exp(l(α)c)

Para continuar a demonstração do Teorema de Mattei-Moussu, aplicamos

o lema anterior para as funções fα e gα, assim temos que

|g−1
α (h(fα(x, y)))| ≤ |h(fα(x, y))| |x|−σ exp(l(α)c1)

≤ ‖h‖ |fα(x, y)||x|−σ exp(l(α)c1)
≤ ‖h‖ |y| |x|σ exp(l(α)c)|x|−σ exp(l(α)c1) = C2‖h‖ |y|

logo V (x, y) = g−1
α (h(fα(x, y))) é limitado, e logo pelo teorema de extensão

de Riemann temos que V pode-se estender a x = 0.

Observemos que na prova só foi usado o fato que σ ∈ R− para garantir

que os campos tem uma representação, em algum sistema coordenado, como

x ∂
∂x
−σy(1+xθ(x, y)) ∂

∂y
. Assim, se temos dois campos com tal representação,

com holonomias analiticamente conjugadas então eles são analiticamente con-

jugados.

2.9 Invariantes topológicos

Nesta seção introduziremos alguns invariantes topológicos de uma folheação

ao redor de uma singularidade. Tais invariantes podem ser classificados entre

os que dizem algo sobre o comportamento das folhas perto da origem, e os

que geram algum tipo de invariante numérico associado à complexidade de

interseção na singularidade.

O seguinte resultado diferencia as singularidades que estão no domı́nio

de Siegel das singularidades que estão no domı́nio e Poincaré, usando as

tangências entre esferas ao redor da singularidade com as folhas da folheação.

37



Teorema 2.33 Dado um campo de vetores holomorfo

X(x, y) = (λ1x+ . . . )
∂

∂x
+ (λ2y + . . . )

∂

∂y
,

existe r > 0 tal que para todo esfera S3
ε com 0 < ε < r vale

i) Se λ =
λ2

λ1

∈ R+ então as folhas são transversais à esfera Sε.

ii) Se λ =
λ2

λ1

∈ R− então dado um ε > 0 existe uma folha que é tangente

à esfera Sε.

Demonstração: Representemos X em coordenadas reais (x1, x2, y1, y2),

onde x = x1 + ix2 e y = y1 + iy2, e assim

X(x, y) = X(x1, x2, y1, y2) = (λ1x1 + · · · , λ1x2 + · · · , λ2y1 + · · · , λ2y2 + · · ·).

Seja R o campo de vetores radial, que em coordenadas reais é dado por

R(x1, x2, y1, y2) = (x1, x2, y1, y2). Para mostrar i) basta mostrar que

F (x1, x2, y1, y2) = X.R = λ1(x
2
1 + x2

2) + λ2(y
2
1 + y2

2) + h(x1, x2, y1, y2) = 0

onde h é holomorfa com primeiro jato não nulo m ≥ 3, não tem solução

próximo de zero.

X

−→
R

x

y

ε

Dado que λ ∈ R+ podemos supor sem perda de generalidade que λ1, λ2 ∈ R+.

Por outra parte, como h começa num jato m ≥ 3 então existe uma constante

c tal que |h(x, y)| ≤ C|(x, y)|3 para todo |(x, y)| < r onde 1 > r > 0.
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Assim, para todo ponto (x, y) tal que |(x, y)| < 1
2
min{λ1

C
, λ2

C
, r} = δ temos

que

|F (x1, x2, y1, y2)| ≥ |λ1(x
2
1 + x2

2) + λ2(y
2
1 + y2

2)| − |h(x1, x2, y1, y2)|
≥ min{λ1, λ2}|(x, y)|2 − C|(x, y)|3
≥ |(x, y)|2(min{λ1, λ2} − C|(x, y)|)
≥ |(x, y)|2(min{λ1,λ2}

2
) > 0

Donde temos que F 6= 0 para (x1, x2, y1, y2) ∈ Bε ⊂ R4, com 0 < ε < δ

Para mostrar ii), basta mostrar que F = 0 tem por solução uma curva

passando por zero.

−→
R

x

y

ε

X

Seja π uma explosão de R4 na origem. Na primeira carta coordenada,a dita

explosão pode-se escrever em coordenadas como

π : R̃4 → R4

(x1, t1, t2, t3) 7→ (x1, x1t1, x1t2, x1t3)

onde π−1(0) = RP(3) é o divisor obtido da explosão. Mostrar que F = 0 tem

solução é equivalente a mostrar que

F ◦ π = λ1(x
2
1 + x2

1t
2
1) + λ2(x

2
1t

2
2 + x2

1t
2
3) + x3

1h(x1, t1, t2, t3)

= x2
1[λ1(1 + t21) + λ2(t

2
2 + t23) + x1h(x1, t1, t2, t3)]

= 0

tem solução que corta o divisor, que é equivalente a mostrar que

F̃ (x1, t1, t2, t3) = λ1(1 + t21) + λ2(t
2
2 + t23) + x1h(x1, t1, t2, t3)

= 0
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tem solução numa vizinhança de um ponto sobre o divisor. Seja p0 =

(0, 0, 0,
√
−λ) um ponto sobre o divisor. Observemos que F̃ (p0) = 0 e que

∂F̃ (p0)

∂t3
= 2λ2t3 + x1

∂h̃(p0)

∂t3
= 2λ2

√
−λ 6= 0.

Assim, pelo teorema da função impĺıcita, existem vizinhanças V0 de (0,0,0)

e I de
√
−λ e uma aplicação ξ : V0 → I tal que F̃ (x1, t1, t2, ξ(x1, t1, t2)) = 0

para todo (x1, t1, t2) ∈ V0. Então F̃ = 0 tem solução transversal ao divisor,

o que implica que F tem solução numa vizinhança de zero.

De fato, a prova mostra que sobre S3
ε existe uma subvariedade de tangen-

cias com as folhas de F de dimensão 2 real.

2.9.1 Número de Milnor

O seguinte invariante de uma singularidade está associado ao grau local da

singularidade e é chamado Número de Milnor

Para definir o número de Milnor de uma singularidade, consideremos uma

folheação holomorfa F em (C2, 0) e com singularidade isolada em 0 ∈ C2,

definida pelo campo

X(x, y) = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂y

= (Pk+1(x, y) + Pk+2 + . . . )
∂

∂x
+ (Qk+1(x, y) +Qk+2 + . . . )

∂

∂y
.

Para todo ε > 0 pequeno denotaremos por fε a função

fε : S3 → S3

(x, y) 7→ (P (εx, εy), Q(εx, εy))

‖(P (εx, εy), Q(εx, εy))‖
.

Observemos que tais funções estão bem definidas porque a origem é singu-

laridade isolada. A partir de tais funções podemos definir um invariante

topológico da singularidade da seguinte forma

Definição 2.34 O número de Milnor em 0 ∈ C2 da folheação F µ(F , 0), é

o grau gr(fε) da aplicação fε onde ε > 0 é pequeno.

Observamos que µ(F , 0) está bem definido, isto é, não depende do valor

de ε. De fato, se 0 < δ ≤ ε então as funções fε e fδ são homotópicas. Tal

homotopia pode ser definida da seguinte forma

H : (0, ε)× S3 → S3

(t, (x, y)) 7→ (P (tx, ty), Q(tx, ty))

‖(P (tx, ty), Q(tx, ty))‖
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assim H(δ, (x, y)) = fδ(x, y) e H(ε, (x, y)) = fε(x, y), segue-se que gr fε =

gr fδ (ver [13]).

Teorema 2.35 Seja X um campo holomorfo definido em (C2, 0) com primeiro

jato (Pk, Qk) tal que mdc(Pk, Qk) = 1. Então µ(X, 0) = k2.

Demonstração: Da homotopia anterior temos que

lim
t→0

H(t, (x, y)) = lim
t→0

(
(Pk(tx, ty) + · · · , Qk(tx, ty) + · · · )
‖(Pk(tx, ty) + · · · , Qk(tx, ty) + · · · ‖)

)
= lim

t→0

(
tk(Pk(x, y) + t(· · · ), Qk(x, y) + t(· · · ))
‖tk(Pk(x, y) + t(· · · ), Qk(x, y) + t(· · · ))‖

)
=

(Pk(x, y), Qk(x, y))

‖(Pk(x, y), Qk(x, y))‖

logo gr ft = gr f0, portanto µ(X) = gr f0. Mas o gr f0 é dado pelo número

de soluções de {
Pk(x, y) = ε1
Qk(x, y) = ε2

onde ε1 e ε2 são valores regulares. Assim pelo teorema de Bezout, temos que

o número de soluções do sistema é k2, logo µ(X, 0) = k2.

Teorema 2.36 (Camacho, Lins Neto, Sad.) O número de Milnor é um

invariante topológico, isto é, se F e F ′ são folheações holomorfas em (C2, 0)

e F ∼top F ′ então µ(F ′, 0) = µ(F , 0).

Demonstração: A prova do fato anterior pode ser encontrada em [5].

Essencialmente a prova se baseia na construção de uma deformação cont́ınua

da folheação F para a folheação F ′ onde tal deformação conserva o número

de Milnor.

O seguinte resultado relaciona o número de Milnor da singularidade na

folheação F com as singularidades que aparecem depois de fazer uma exp-

losão na singularidade.

Teorema 2.37 Seja F uma folheação holomorfa em (C2, 0) definida pela 1-

forma w = wk + wk+1 + . . . onde 0 ∈ C2 não é uma singularidade isolada

de wk e seja F∗ = π∗F onde π é o blow-up na origem. Se a singularidade é

não dicŕıtica então

µ(F , 0) = k2 − (k + 1) +
∑

p∈D∩sing(F∗)

µ(F∗, p).
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Demonstração: Seja wc = (wk + cαk) + wk+1 + . . . , onde escolhemos

αk de tal forma que wk + cαk tenha k singularidades simples sobre o divisor

depois de uma explosão, para todo c ∈ Bε e ε > 0 pequeno. Denoteremos por

Fc a folheação gerada por wc. Assim em coordenadas, wk + cαk se escreve

da forma

wk + cαk = (Pk(x, y) + cAk(x, y))dy + (Qk(x, y) + cBk(x, y))dx

e o cone tangente da forma

ψ(x, y, c) = x(Pk(x, y) + cAk(x, y)) + y(Qk(x, y) + cBk(x, y)).

Como w tem singularidade isolada em 0 ∈ C2, isto é, existe r > 0, tal

que a única singularidade de w em B(0, r) é 0 ∈ C2, pela continuidade da

deformação temos que existe ε > 0 tal que para todo |c| < ε, a forma wc

restrita ao bordo wc �∂B(0,r) não é nula.

Por esta observação, se as singularidades de wc emB(0, r) são {0, q1(c), · · · , qr(c)},
então podemos deformar homotopicamente

y

x

wc

y

x

w

q1(c) q3(c)

qr(c)

q2(c)

w para wc

tal que as curvas {qj(c); |c| < ε ficam em B(0, r), assim temos que

µ(F , 0) = µ(Fc, 0) +

r(c)∑
j=1

µ(Fc, qj(c)),

pois o número de Milnor é invariante por homotopia. Mas como wk + cαk só

tem fatores simples, pelo teorema 2.35 temos que µ(Fc, 0) = k2, portanto

µ(F , 0) = k2 +
r∑

j=1

µ(Fc, qj(c)).
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Por uma rotação, caso necessário, podemos supor que todas as singularidades

de F∗ estão na mesma carta ((t, x), U). Assim, após uma explosão, a forma

wc tem representação na carta ((t, x), U) como π∗(wc) = xkw1c onde

w1c = ψ(1, t, c)dx+ x(Qk(x, y) + cBk(1, t))dt+ x(· · · )dx+ x2(· · · )dt.

Sejam (F∗)∩D = {p1, · · · , pl} as singularidades sobre o divisor, e B1, . . . , Bl

bolas com Bi = B(pi, εi) e Bi ∩Bj = ∅ para todo i 6= j.

Seja 0 < δ < ε tal que se |c| < δ então

sing(F∗
c ) ∩ π−1(B(0, r)) ⊆

l⋃
j=1

Bj para todo |c| < δ

isso é posśıvel pois quando c → 0 cada ponto de sing(F∗
c ) ∩ π−1(B(0, r))

produz uma curva anaĺıtica que converge para o divisor. Como o conjunto

sing(F∗
c )∩π−1(B(0, r)) está contido em

⋃l
j=1Bj, podemos fazer uma partição

do conjunto de singularidades em subconjuntos da forma {q1j(c), . . . , qmjj(c)}
tal que qij ∈ Bj para i = 1, . . . ,mj,

Como se mostra na figura,

x

yy

x

q1(c)

q2(c)

q3(c)

qr(c)
p1

p2

pl

deformação continua de π∗(w) para π∗(wc)

em cada bola Bj temos a seguinte relação entre as singularidades

µ(F∗, pj) =

mj∑
i=1

µ(F∗
c , qij(c))
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segue que

l∑
j=1

µ(F∗, pj) =

l,mj∑
j,i=1

µ(F∗
c , qij)

=
∑

qij∈D

µ(F∗
c , qij) +

∑
qij /∈D

µ(F∗
c , qij)

=
∑

qij∈D

µ(F∗
c , qij) +

r∑
j=1

µ(Fc, qj(c))

= (k + 1) + (µ(F , 0)− k2).

portanto,

µ(F , 0) = k2 − (k + 1) +
∑

p∈D∩sing(F∗)

µ(F∗, p)

Observação:∑
qij∈D µ(F∗

c , qij) = k+1 pelo fato que αk é genérico, assim podemos escolhe-

lo de tal forma que as ráızes de ψ(1, t, c) = 0 sejam diferentes. Portanto

ψ′(1, t, c) 6= 0 pois caso contrario teŕıamos ráızes múltiplas. O campo associ-

ado a forma
π∗(wc)

xk
é dado por

ẋ = −x(Qk(1, t) + cBk(1, t)) + x2(· · · )
ṫ = ψ(1, t, c) + x(· · · )

Assim a parte linear desse campo centrada na singularidade (tj, 0) é dada

por

A =

(
−Q− k(1, tj) + cBk(1, tj) 0

∗ ψ′(1, tj, c).

)
Pela escolha de αk temos detA 6= (0) de onde conclúımos que o jato um

do campo na singularidade (tj, 0) tem dois autovalores diferentes de zero.

Isso implica que µ(F , tj) = 1, e como temos k + 1 singularidade, segue que∑
qij∈D µ(F∗

c , qij) = k + 1

2.9.2 Número de rotação de Poincaré

Definição 2.38 Seja f : S1 → S1 um homeomorfismo. Um levantamento

F : R → R é uma aplicação cont́ınua tal que f ◦ P = P ◦ F onde

P : R → S1

θ 7→ exp(2πiθ)
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é a projeção de recobrimento.

Observação:

i) P (θ) = P (θ + r) para todo θ ∈ R e r ∈ Z. De fato,

P (θ + r) = exp(2πi(θ + r))

= exp(2πiθ) · exp(2πir)

= exp(2πiθ) · 1
= exp(2πiθ)

= P (θ)

ii) Se F e F são levantamentos de f , então existem ∈ Z tal que F (x) −
F (x) = n para todo x ∈ R. De fato, como F e F levantamentos de f ,

então f ◦ P = P ◦ F e f ◦ P = P ◦ F , logo P ◦ F = P ◦ F que pela

observação (i) implica pela continuidade que F (x)− F (x) = n ∈ Z.

Teorema 2.39 Seja K é o conjunto de todos os homeomorfismos definido

em R, para todo homeomorfismo F ∈ K, a seqüência de funções periódica
1

n
(F n−id), onde n > 0, converge no espaço das funções cont́ınuas de peŕıodo

1 em R para uma constante ρ(F ), ou seja ρ(F ) = lim
n→∞

F n

n
.

Demonstração: Ver [22].

O número de rotação de Poincaré de f será dado por ρ(f) = ρ(F ) (mod Z).

Observamos que se F e F são dois levantamentos de F então F (x)−F (x) =

n ∈ Z. Assim ρ(f) não depende do levantamento.

Teorema 2.40 (Poincaré para rotações) Seja f : S1 → S1 de classe

C2 então f ∼top R onde R é a rotação exp(2πiρ(f)), e assim o número de

rotação de Poincaré de R é um invariante topológico.

Demonstração: Ver [20].

Teorema 2.41 Se w é uma 1-forma associada a um campo X então F (x, y) =

0 é uma separatriz da folheação gerada por X se w∧dF = Fθ onde, θ é uma

2-forma.

Demonstração: Como w(x, y) e dF são formas linearmente dependentes

em todo ponto (x, y) tal que F (x, y) = 0 pois F = 0 e w invariante, assim

temos que w ∧ dF é uma 2-forma que se anula sobre a curva F (x, y) = 0.

Logo, pelo teorema de fatoração de Weierstrass, segue que w∧dF = Fθ com

θ uma 2-forma holomorfa.
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Teorema 2.42 Seja X um campo holomorfo definido em (C2, 0) e sejam λ1,

λ2 autovalores de DX(0). Se λ1 e λ2 são não nulos e
λ1

λ2

,
λ2

λ1

não são inteiros

maiores que 1, então existe uma mudança de coordenadas anaĺıtica (y1, y2)

tal que X pode ser escrito por

X(y1, y2) = λ1y1(1 + · · · ) ∂

∂y1

+ λ2y2(1 + · · · ) ∂

∂y2

.

Neste sistema coordenado y1 = 0 e y2 = 0 são curvas invariantes de X.

Demonstração: Ver [16].

Em particular se 0 ∈ C2 é uma singularidade simples e λ1, λ2 são não

nulos, então a folheação possui duas separatrizes transversais.

2.10 Fibrado vetorial

Definição 2.43 Seja Mn uma variedade complexa de dimensão n. E é dito

um fibrado vetorial de posto k sobre M , se existe uma aplicação π : E →M

tal que,

a) para todo x ∈ M existe uma vizinhança V de x tal que, π−1(V ) '
V × Ck, isto é, existe um biholomorfismo ψV : V × Ck → π−1(V ), o

aberto V × Ck é chamado de aberto trivializador.

b) se a intersecção de duas vizinhanças for não vazia, V ∩ U 6= ∅, então

ψ−1
V ◦ ψU : V ∩ U × Ck → V ∩ U × Ck

preserva a estrutura linear, ou seja, ψ−1
V ◦ ψU(p, w) = (p, fUV (p) · w)

onde fUV (p) ∈ GL(k,C) e assim fUV ∈ O(U ∩ V,GL(k,C)). Em

particular, no caso k = 1 temos que fUV ∈ O∗(U ∩ V ).

Exemplo 2.44 C̃2 é um fibrado de posto 1 sobre D. Para mostrar esse

fato, temos que mostrar que existe uma aplicação π : C̃2 → D tal que para

todo p ∈ D existe uma vizinhança V de P tal que π−1(V ) = V × C. Seja

(a : b) ∈ CP(1) ' D, estudaremos π1(a : b). Sem perda de generalidade

podemos, supor a 6= 0. Como C̃2 = {(x, y, (a : b)); ay = bx} temos que

y =
b

a
x, e assim (x,

b

a
x, (a : b)) ∈ C̃2. Como {(x, b

a
x)|x ∈ C} ' C, segue que

π−1(a : b) = {(a : b)} ×C para todo (a : b) ∈ D, pois se a = 0 então b 6= 0, e

áı a demonstração é análoga.
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Dado que a 6= 0, então existe uma vizinhança V de a tal que para todo

ã ∈ V ⇒ ã 6= 0. Assim existe uma vizinhança U de (a : b) tal que (ã, b) ∈ U
se ã ∈ V , onde b é fixo.

Logo para todo (ã, b) ∈ U , temos que π−1(ã : b) = {(ã : b)}×C e portanto

π−1(U) = U × C.

Se a = 0 então b 6= 0 logo existe uma vizinhança V de a tal que para todo

b̃ ∈ V ⇒ b̃ 6= 0. Assim existe uma vizinhança U de (a : b) tal que (a, b̃) ∈ U
se b̃ ∈ V , onde a é fixo. Logo para todo (a, b̃) ∈ U , temos que π−1(a : b̃) =

{(a : b̃)} × C e portanto π−1(U) = U × C.

Os abertos U × C e U × C são abertos trvializadores.

Definição 2.45 Seja E umfibrado linear de dimensão k sobre M . Uma

seção é uma aplicação S : M → E tal que π ◦ S é a identidade.

Um exemplo de seção é a seção nula, que é dada por:

S : M → E
x 7→ (x, 0)

Definição 2.46 O espaço moduli de um germe de objeto anaĺıtico α (onde α

pode representar um germe de campo holomorfo, uma forma local em (C2, 0),

um germe de folheação, ou um grupo de germes de difeomorfismos fixando

zero) é o quociente:

M(α) =
{β germe de objeto ; β∼topα}

∼hol

.

α é dito ŕıgido se |M(α)| = 1, ou seja, a conjugação topológica implica con-

jugação anaĺıtica, e α é localmente ŕıgido se |M(α)| <∞ isto é, M(α) é

discreto.

Se o objeto α for uma 1-forma, o fato de α ser localmente ŕıgido significa

que existe uma vizinhança Vα da forma α (essa vizinhança na topologia dos

jatos) tal que M(α)Vα
=
{β∈Vα; β ∼top α}
{β∈Vα; β ∼hol α}

, tem apenas um elemento, ou

seja α e ŕıgido nessa vizinhança.

Observação: Uma vizinhança de uma 1-forma holomorfa em C2 na

topologia dos jatos, é dada por:

Vk(α, ε) = {η; ‖coef(ηj)− coef(αj)‖ < ε,∀j = 0, 1, . . . , k; ε > 0},

onde coef(nj) é o vetor de coeficientes de nj e ‖ · ‖ é a distância euclidiana

no espaço C2(k+1). Note que com essa definição Vk(α, ε) ⊂ Vk+1(α, ε).
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Exemplo 2.47 Vamos achar o espaço moduli, M(f), do difeomorfismo f(z) =

λz+· · · onde |λ| 6= 1. Note que zero é uma singularidade que está no domı́nio

de Poincaré e é não ressonante, portanto pelo teorema de linearização de

Poincaré f ∼hol f
′(0). Com isso conclúımos que f ∼hol g se e somente se

f ′(0) = g′(0).

Vamos determinar agora quando é que f é topologicamente conjugado a

uma aplicação g. Como |λ| 6= 1 então |λ| < 1 ou |λ| > 1. Se |λ| < 1, zero

será um ponto fixo atrator e se |λ| > 1, zero será um ponto fixo repulsor.

Assim podemos supor, trocando f por f−1 se necessário, que |λ| > 1, e como

o comportamento atrator ou repulsor é respeitado por conjugação topológica,

se f ∼top g, então g tem que ter um ponto fixo repulsor, logo, g tem que

ser da forma, g(z) = µz + · · · com |µ| > 1. Vamos mostrar que existe tal

conjugação para todo |µ| > 1. Como f ∼top λz e µz ∼top g então para

mostrar que f ∼top g basta mostrar que λz ∼top µz.

Seja f̃(z) = λz e g̃(z) = µz, vamos mostrar que existe uma H : C → C
que conjuga topologicamente f̃(z) a g̃(z), ou seja H(f̃(z)) = g̃(H(z)) ⇒
H(λz) = µH(z)

f g

H

H

H ◦ γ(t)γ(t)

|λ|

|λ|
1

1

1 1

|µ|

|µ|

Definimos H da seguinte forma: H(z) = z se |z| = 1, e e como precisamos

que H(f̃(z)) = g̃(H(z)), definimos para todo |z| = 1

H(λz) = µH(z)

= µz,

assim indutivamente temos que H(λjz) = µjz para todo j ∈ Z e todo z com

|z| = 1.
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Com isso cobrimos infinitas circunferências de raio 0 < |λj| <∞,j ∈ Z.

Agora passamos a definir H no domı́nio

A = {z ∈ C; 1 ≤ |z| ≤ |λ|}

que tem que ter imagem

H(A) = B = {z ∈ C; 1 ≤ |z| ≤ |µ|},

levando fronteira de A em fronteira de B.

Como λ e µ são números complexos, podemos escrever, λ = r1 exp (iθ1)

e µ = r2 exp (iθ2).

Vamos parametrizar a curva que une 1 a λ e a curva que une 1 a µ,

pois multiplicando por z essas parametrizações obtemos a parametrização da

curva que une z a zλ, e da curva que une z a zµ, onde as curvas pertencem

aos anéis A e B respectivamente. A parametrização da curva que une 1 a λ

pode ser dada por:

ϕλ(t) = ((1− t) + r1t) · exp (t(iθ1))

onde t ∈ [0, 1]. E a parametrização da curva que leva 1 a µ pode ser dada

por:

ϕµ(t) = ((1− t) + r2t) · exp (t(iθ2))

Portanto a parametrização da curva de z a zλ em A é dada por:

ψλ : S1 × [0, 1] → A
(z, t) 7→ zϕλ(t)

E a parametrização da curva de z a zµ em B é dada por:

ψµ : S1 × [0, 1] → B
(z, t) 7→ zϕµ(t)

Feito essas parametrizações definimos H no anel da seguinte forma:

H : A → B
w 7→ ψµ ◦ ψ−1

λ (w)

Resta verificar se H(λz) = µH(z). De fato, como as parametrizações das

curvas são funções cont́ınuas, pela construção a relação anterior é valida no

interior dos anéis, assim basta verificar a continuidade na fronteira do anel

A.
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No caso em que |w| = 1, temos

H(w) = ψµ ◦ ψ−1
λ (w)

= ψµ(w, 0)

= w

e no caso que |w| = |λ|, temos que w = λz, para algum z com |z| = 1, logo

H(w) = H(λz)

= ψµ ◦ ψ−1
λ (λz)

= ψµ ◦ ψ−1
λ (zr1 exp(iθ1))

= ψµ(z, 1)

= zr2 exp(iθ2)

= µz = µH(z).

Para podermos cobrir os outros anéis que faltam definimos H : Aj → Bj

onde

Aj = {z ∈ C; |λj−1| ≤ |z| ≤ |λj|}

e

Bj = {z ∈ C; |µ| ≤ |z| ≤ |µj|}

Para isso, observamos que se z ∈ Aj então
z

λj−1
∈ A, logo

H(z) = H
(
λj−1 z

λj−1

)
= µj−1H

( z

λj−1

)
= µj−1ψµ ◦ ψ−1

λ

( z

λj−1

)
Assim f̃(z) ∼top g̃(z) pois H é um homeomorfismo. De fato, H é de classe

C∞ em cada anel Aj, mas é só cont́ınuo em ∂Aj.

Portanto, se |λ| > 1, então f ∼top g se e somente se |g′(0)| > 1. Con-

clúımos que

M(f) =
{g; g∼topf}

∼hol

= C\D ' D∗

onde D é o disco unitário. Neste caso o espaço moduli depende exclusiva-

mente das parte linear do difeomorfismo.
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3 Espaço moduli de germes de folheações holo-

morfas em (C2, 0), gerada por campo holo-

morfo com primeiro jato não nulo.

Um campo holomorfo X com primeiro jato não nulo tem a seguinte forma

X(x, y) =

(
a b
c d

) (
x
y

)
+· · · , onde (· · · ) denota termos de ordem superior.

Se a matriz A =

(
a b
c d

)
tiver dois autovalores diferentes λ1 6= λ2 então

A é diagonalizável, portanto existe uma matriz B não singular tal que Λ =(
λ1 0
0 λ2

)
= BAB−1. ou seja, Λ é conjugada a A. Neste caso, para achar

o espaço moduli de F gerada por X(x, y) basta achar o espaço moduli da

folheação gerada pelo campo X(x, y) = Λ

(
x
y

)
+ · · · .

Se A tem dois autovalores iguais λ1 = λ2 = λ então A é diagonalizável

ou é conjugada à Λ1 =

(
λ λ
0 λ

)
. Neste segundo caso para achar o espaço

moduli de F gerada por X(x, y) basta achar o espaço moduli de X(x, y) =

Λ1

(
x
y

)
+ · · · , que gera a mesma folheação que Y (x, y) =

1

λ
X(x, y) =(

1 1
0 1

) (
x
y

)
+ · · · , logo basta achar o espaço moduli de Y (x, y).

3.1 Folheação F gerada por um campo com parte lin-
ear diagonalizavel e autovalores λ1 e λ2.

No que segue,X(x, y) representa o campo com parte linear igual a

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)

3.1.1 Espaço moduli no caso Im
λ1

λ2

6= 0.

Dado que Im
λ1

λ2

6= 0, temos que a singularidade é hiperbólica e portanto

está no domı́nio de Poincaré e é não ressonante. Portanto pelo teorema de

linearização de Poincaré, X(x, y) é holomorficamente conjugado a sua parte

linear DX(0)(x, y) =

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)
. Segue que os campos que são
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analiticamente conjugados com X têm parte linear conjugada a DX(0) e

logo são analiticamente linearizáveis.

Agora para achar os campos Z que são topologicamente conjugados a X

basta acharmos os campos Z que são topologicamente conjugados a DX(0),

pois Z ∼top DX(0) ∼top X implica Z ∼top X.

Observemos que DX(0) não pode ser conjugado topologicamente a um

campo com parte linear não diagonalizável. De fato, a direção de uma sepa-

ratriz na origem é exatamente um autovetor da parte linear do campo. Assim

para um campo da forma Y (x, y) =

(
1 1
0 1

) (
x
y

)
+ · · · , se (x(t), y(t)) é

uma parametrização de uma separatriz por 0C2 então (x′(0), y′(0)) = (v1, v2)

é um auto vetor da matriz C =

(
1 1
0 1

)
, portanto existe λ ∈ C tal que(

1 1
0 1

) (
v1

v2

)
= λ

(
v1

v2

)
, isso implica que

{
v1 + v2 = λv1

v2 = λv2

Para que esse sistema seja satisfeito, temos duas possibilidades, λ = 1 ou

v2 = 0. Se λ = 1 implica v2 = 0 então (1, 0) é a única direção posśıvel de

todas as separatrizes por zero. Se v2 = 0 implica λ = 1, logo estamos no caso

anterior.

Por outra parte, a folheação gerada por DX(0) tem duas separatrizes

transversais, logo duas direções transversais. Como conjugação topológica

preserva transversalidade temos que X não pode ser conjugado a Y .

Pelo mostrado anteriormente se Z ∼top DX(0) então Z tem parte linear

diagonalizável e assim podemos supor que

Z(x, y) =

(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
+ · · · .

Suponhamos que Im
λ2

λ1

> 0 e assim | exp(2πiλ2

λ1
)| < 1 . Vejamos que Im

µ1

µ2

>

0.

Seja (x0, y0) um ponto fora das separatrizes. Podemos parametrizar a

folha que passa por (x0, y0) gerada pelo fluxo do campo DX(0) como{
x(x0, t) = x0 exp(λ1t)
y(y0, t) = y0 exp(λ2t)
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e assim a holonomia com respeito à curva x = δ(t) = exp(it), curva fechada

contida na separatriz (y = 0), definida na seção transversal Σ1 = (1, y) é

dada por fδ(y) = y exp
(
2πiλ2

λ1

)
, como foi mostrado no exemplo 2.30.

Analogamente, a folha que passa por (x0, y0) gerada pelo campo Z é dada

por {
x̃(x0, t) = x0 exp(µ1t) + · · ·
ỹ(y0, t) = y0 exp(µ2t) + · · · ,

e a holonomia gerada pela mesma curva x = δ(t) = exp(it) com respeito a

seção transversal Σ1 = (x = 1) é dada por f̃δ(y) = y exp(2πiµ2

µ1
) + y2(· · · ).

Como Z ∼top DX(0) segue-se que existe um homeomorfismo h que leva

folha em folha, e conjuga as holonomias, isto é

h ◦ fδ ◦ h−1(y0) = f̃δ(y0).

Assim, temos que

h ◦ f (k)
δ ◦ h−1(y0) = (h◦fδ◦h−1)(k)(y0) = (f̃δ)

(k)(y0) = y0 exp

(
2πik

µ2

µ1

)
+· · · ,

está bem definido para todo k ∈ Z numa vizinhança de 0 ∈ C pelo fato de

que fδ é uma contração, já que
∣∣∣exp(2πik µ2

µ1
)
∣∣∣ < 1.

Dividindo por y0, obtemos
h ◦ f (k)

δ ◦ h−1(y0)

y0

= exp
(
2πik µ2

µ1

)
+ y0(· · · ), e

passando ao limite quando k →∞ teremos

lim
k→∞

h ◦ f (k)
δ ◦ h−1(y0)

y0

= lim
k→∞

(
exp

(
2πik

µ2

µ1

))
+ y0(· · · )

0 = lim
k→∞

(exp(2πik
µ2

µ1

)) + y0(· · · ).

Logo o limite a direita existe e é válido para todo y0 6= 0 pertencente a uma

vizinhança de zero. Fazendo y0 tender para zero temos que

0 = lim
y0→0

(
lim
k→∞

(
exp

(
2πik

µ2

µ1

)))
+ lim

y0→0
(y0(· · · )),

e assim

0 = lim
k→∞

(
exp

(
2πik

µ2

µ1

))
.

A igualdade anterior implica que Im
(

µ2

µ1

)
> 0, já que se

µ2

µ1

∈ R∗ então

| exp(2πiµ2

µ1
)| = 1 e logo lim

k→∞
(exp(2πik µ2

µ1
)) não pode convergir para 0, e no

caso Im(
µ2

µ1

) < 0 temos lim
k→∞

(exp(2πik
µ2

µ1

)) = ∞.
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Com isso conclúımos que 0 ∈ C2 é uma singularidade hiperbólica do

campo Z. Portanto, pelo teorema se linearização de Poincaré, Z ∼hol DZ(0).

Assim, para acharmos os campos que são topologicamente conjugados ao

campo DX(0), basta acharmos os campos DZ(0)(x, y) =

(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
onde Im(

µ2

µ1

) > 0, que são topologicamente conjugado ao campo DX(0).

Para isto vamos construir explicitamente tal conjugação. Como λ1

λ2
/∈

R, segue que λ̃1 = 2πi
λ1

e λ̃2 = 2πi
λ2

são R-linearmente independentes, logo

formam uma base de R2 como R-espaço vetorial. De igual forma µ̃1 = 2πi
µ1

e

µ̃2 = 2πi
µ2

formam uma base de R2 como R-espaço vetorial, assim existe uma

transformação linear B ∈ Gl(R, 2) que transforma uma base na outra, isto

é, Bλ̃1 = µ̃1 e Bλ̃2 = µ̃2.

Para cada ponto (x0, y0), sabemos que a folha gerada pelo campo DX(0)

é {
x(t) = x0 exp(λ1t) = exp(λ1(t+ a0)) ou 0
y(t) = y0 exp(λ2t) = exp(λ2(t+ b0)) ou 0

onde x0 = exp(λ1a0) ou 0 e y0 = exp(λ2b0) ou 0, assim definimos o home-

omorfismo H para cada ponto de uma folha, diferente das separatrizes, que

contém o ponto (x0, y0), da seguinte forma

H(x(t), y(t)) = (exp(µ1B(t+ a0)), exp(µ2B(t+ b0))),

e no caso das separatrizes definimos como

H(0, y(t)) = (0, exp(µ2B(t+ b0))), e H(x(t), 0) = (exp((µ1B(t+a0))), 0).

Observemos que H está bem definido. De fato, se x = exp(λ1(t + a0)) =

exp(λ1a
′), são duas representações de x, então λ1(t+ a0)− λ1a

′ = 2πik para

algum k ∈ Z. Segue que

exp(µ1B(t+ a0)) = exp(µ1B(a′ + λ̃′1k)) = exp(µ1B(a′)),

logo a imagem da coordenada x independe do representante. De forma sim-

ilar, prova-se que a imagem da coordenada y independe do representante.

Segue que H é um homeomorfismo bem definido que leva folhas de DX(0)

em folhas de DZ(0).

Assim conclúımos que X ∼top DX(0) ∼top DZ(0) ∼top Z implica X ∼top

Z, isto é, neste caso a classe topológica contem todos os campos tais que o

quociente dos autovalores tem parte imaginaria positivo. Assim

M(X) =
{Z;Z∼topX}

∼hol

' {p ∈ C; Im(p) > 0} = H,
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de fato, tal equivalência é dada por

M(X) → H
[Z] 7→ µ2

µ1

onde µ1 e µ2 são autovalores de DZ(0).

Portanto M(F) ' H
Interpretação geométrica da folheação F gerada pelo campo X.

Como o fluxo é dado por {
x(t) = x0 exp(t)
y(t) = y0 exp(λ2

λ1
t)

onde Im(λ2

λ1
) 6= 0, então dada uma curva numa das folhas, cuja a projeção

dessa curva sobre o eixo x é um segmento, e a projeção sobre o eixo y será

uma curva que se enrola na origem como mostra a figura abaixo

x0

L

x

π1

x(t) = x0e
t

x(t)

π2
y0

y
y

y0

y(t)

π2

y(t) = yoe
λt, t ∈ (−∞, 0]

3.1.2 Espaço moduli no caso
λ2

λ1

∈ R+ com
λ2

λ1

/∈ N∗ ∪ 1

N∗

Denotemos por λ =
λ2

λ1

. Como λ ∈ R+ \
(

N∗ ∪ 1

N∗

)
então 0 ∈ C2 é uma

singularidade não ressonante no domı́nio de Poincaré, pelo teorema de lin-

earização de Poincaré X ∼hol DX(0).

Como M(X) =
{Z;Z∼topX}

∼hol

, para acharmos os campos Z que são topo-

logicamente conjugados a X basta acharmos os campos Z que são topologi-

camente conjugados a DX(0), pois Z ∼top DX(0) ∼top X ⇒ Z ∼top X.

DX(0) não pode ser topologicamente conjugado a um campo da forma

Y (x, y) =

(
1 1
0 1

) (
x
y

)
+ · · · . De fato, como já foi mostrado anterior-
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mente, W só possui separaratrizes na direção (1, 0), eDX(0) possui duas sep-

aratrizes transversais. De igual forma, DX(0) não pode ser topologicamente

conjugado ao campo K(x, y) =

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+ · · · , já que este campo

possui separatrizes em todos as direções. De fato, este campo é dicŕıtico.

Após uma explosão o divisor não é invariante e por cada ponto do divisor

passa uma folha transversal ao divisor.

O campoX não pode ser topologicamente conjugado ao campo

(
1 0
0 0

) (
x
y

)
+

· · · , como veremos na seção 3.1.5.

Segue que DX(0) só pode ser conjugado a um campo da forma Z(x, y) =(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
+ · · · .

Observamos que µ =
µ1

µ2

∈ R, já que campo hiperbólico só pode ser conjugado

a outro campo hiperbólico.

Devido ao teorema 2.33, sabemos que um campo no domı́nio de Poincaré

não pode ser topologicamente conjugado a um campo no domı́nio de Siegel,

pois a propriedade de ser tangente a Sε é um invariante topológico.

Se µ for igual a n ∈ {N − {0, 1}}, sabemos pelo teorema de Poincaré-

Dulac que Z ∼hol Zα = (µx + αyµ, y). Vejamos que α = 0 e portanto Z

é linearizável, de fato, se α for diferente de zero, temos que Zα tem apenas

uma separatriz, mas, Z tem duas separatrizes transversais, logo, neste caso

Z não poderia ser holomorficamente conjugado a Zα.

Para comprovar a afirmação anterior, realizamos uma explosão na origem,

e como queremos mostrar que não existe separatriz na direção (1, 0), represen-

tamos a dita explosão na carta ((y, s), V ) onde π(y, s) = (sy, y), ou seja x =

sy e dx = ydt+ tdy. Como a forma associada a Zα é w = ydx−(µx+αyµ)dy,

então

π∗(w) = y(ydt+ tdy)− (µty + αyµ)dy

= y[ydt− ((µ−1)t+ α(y)µ−1)dy],

assim
π∗(w)

y
= ydt− ((µ−1)t+ α(y)µ−1)dy.

As singularidades sobre o divisor são pontos com coordenadas da forma (0, t0)

tais que
π∗(w)

y
(t0, 0) = 0, que é equivalente a dizer que (µ − 1)t0 = 0,

assim, no caso µ 6= 1, existe uma única singularidade no ponto (0, 0). Logo
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depois de µ explosões obtemos num sistema coordenado adequado a forma

π∗(n)(w) = ydtµ − αdy ao redor do µ-ésimo divisor.

·
·
·

µ explosões

x

y

x

y

Π

Como π∗(n)(w) não tem nenhuma singularidade sobre o divisor diferente

das esquinas e do ponto de interseção do primeiro divisor com o eixo x então

não temos separatriz em nenhuma direção diferente da direção (0,1). Assim,

se µ ∈ {N− {0, 1}} então Z ∼hol DZ(0)

Observemos que se µ ∈ { 1

N∗ − {1}}, então
1

µ
∈ {N − {0, 1}}, e como

Zµ e
Zµ

µ
geram a mesma folheação, logo estamos no caso anterior, e assim,

conclúımos que Zµ também é linearizável.

Por outro lado, se µ /∈ {{N∗ ∪ 1
N∗} − {1}}, então a singularidade é não

ressonante e como está no domı́nio de Poincaré segue-se que é linearizável,

ou seja, Z ∼hol DZ(0).

Em resumo temos que se DX(0) ∼top Z, então o campo é da forma

Z(x, y) =

(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
+ · · · , onde µ =

µ2

µ1

∈ R+ e, além disso, Z é

linearizável.

Portanto para acharmos todos campos que são topologicamente conjuga-

dos a X, basta acharmos todos campos DZ(0)(x, y) =

(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
que são topologicamente conjugados a DX(0).

Pelo lema 3.1 que demonstraremos a seguir temos que se DX(0) ∼top DZ(0)

então µ = λ portanto M(X) =
{Z;Z∼topX}

∼hol

= [X], logo M(F) = [F ], ou
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seja o espaço moduli da folheação F gerada pelo campo X é ŕıgido.

Interpretação geométrica da folheação F gerada pelo campo X

Como X ∼hol DX(0), temos que analisar apenas a forma da folheação

gerada pelo campo DX(0).

A folha que contem (x0, y0) da folheação gerada peloDX(0), tem parametrização{
x(t) = x0 exp(λ1t)
y(t) = y0 exp(λ2t)

implica {
log( x

x0
) = λ1t

log( y
y0

) = λ2t

portanto log( x
x0

) = (λ1

λ2
) · log( y

y0
) tomando o módulo, temos que

∣∣∣ x

x0

∣∣∣ =
∣∣∣ y

y0

∣∣∣(λ1
λ2

)

e assim |c‖x|R = |y| onde c = y0

x0
e R = (λ1

λ2
) 6= 1. Como x, y ∈ C, podemos

representar em coordenadas reais como x = x1 + ix2 =' (x1, x2) e y =

y1 + iy2 ' (y1, y2) com xi, yi ∈ R; i = 1, 2, definimos

F : R4 → R
(x1, x2, y1, y2) 7→ |c||x|R − |y|,

e assim S = F−1(0) é uma subvariedade de dimensão 3 real que contém a

folha que passa por (x0, y0). A subvaridade S pode ter as seguintes formas

dependendo do valor de R:

|y|

|x|

|y|

|x|

0 < R < 1 R > 1

Como as folheações tem dimensão dois real as folhas desta folheação estão

contidas nessas subvariedades .
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Lema 3.1 Se X(x, y) =

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)
e Z(x, y) =

(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
tais que λ =

λ2

λ1

, µ =
µ2

µ1

∈ R+ são topologicamente conjugados então µ = λ.

Demonstração: Como X ∼top Z então as holonomias com respeito as

separatrizes {x = 0} e {y = 0} são topologicamente conjugadas sejam

f1(y) = y exp(2πiλ) e g1(y) = y exp(2πiµ) as holonomias da folheações ger-

adas por X e Z respectivamente com respeito a separatriz {y = 0}, e sejam

f2(x) = x exp(2πi
λ

) e g2(x) = x exp(2πi
µ

) as holonomias da folheações geradas

por X e Z respectivamente com respeito a separatriz {x = 0}.
Como f1 e g1 são topologicamente conjugadas então λ − µ ∈ Z. De fato,

se y ∈ S1então f1(y), g1(y) ∈ S1 pois |y exp(2πiλ2

λ1
)| = 1 e |y exp(2πiµ2

µ1
)| =

1, logo f1|S1 : S1 → S1 e g1|S1 : S1 → S1 são difeomorfismos de S1 .

Como f1 e g1 já são rotações podemos calcular o número de rotação de

Poincaré. Para isso vamos tomar Fλ(y) = y + λ e Fµ(y) = y + µ lev-

antamentos de f1 e g1 respectivamente. Portanto o número de rotação de

Poincaré é dado por ρ(f1) = lim
n→∞

F n
λ (y)− y

n
mod Z = λ mod Z e ρ(g1) =

lim
n→∞

F n
µ (y)− y

n
mod Z = µ mod Z. Como o número de rotação de Poincaré

é um invariante topológico, como foi mostrado no teorema 2.40 se f1 ∼top g1

então ρ(f1) = ρ(g1) portanto Φµ− λ ∈ Z. Assim, fixado f1(y) = y exp(2πiλ2

λ1
)

onde λ = λ2

λ1
∈ R+, g1(y) = y exp(2πiµ2

µ1
) é topologicamente conjugado a f1(y)

se µ = µ2

µ1
∈ R+ e λ− µ ∈ Z.

De igual forma
1

λ
− 1

µ
∈ Z. Seja λ− µ = a e

1

λ
− 1

µ
= b. Se a = b = 0 então

F = G onde F e G são folheações geradas por X e Z respectivamente e ai

não temos nada a fazer. Suponhamos que a 6= 0 o que implica b 6= 0, além

disso podemos supor que a > 0 trocando a ordem de λ e µ se necessário.

Como λ−µ ∈> 0 então
1

λ
<

1

µ
portanto b < 0. Como µ = λ−a e

1

µ
=

1

λ
− b

multiplicando os dois obtemos

1 = (λ− a)(
1

λ
− b),

logo bλ2 − abλ+ a = 0 portanto λ =
a+

√
a2 − 4a

b

2

λ não pode ser igual a
a−

√
a2 − 4a

b

2
pois esse numero é negativo.
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Usando o mesmo argumento acima µ =
−a+

√
a2 − 4a

b

2
.

Como

a+ 2 =
√
a2 + 4a+ 4 >

√
a2 + 4a ≥

√
a2 − 4a

b
>
√
a2 = a,

então

a+ 1 =
a+ (a+ 2)

2
> λ >

a+ a

2
= a

ou seja a < λ < a+ 1, como a ≥ 1 implica λ > 1. Temos também que

1 =
−a+ (a+ 2)

2
> µ >

−a+ a

2
= 0

ou seja 0 < µ < 1 o que é absurdo, pois como vimos na interpretação

geométrica acima as folhas de F estão contidas em subvariedades que são

tangentes ao eixo |y|, e as folhas de G estão contidas em subvariedades que

são tangentes ao eixo |x|, portanto não podemos deformar continuamente as

folhas de F à obter as folhas de G.

3.1.3 Espaço moduli no caso
λ2

λ1

∈ N∗ ∪ 1

N∗

Como X(x, y) =

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)
+· · · , e K(x, y) =

(
λ2 0
0 λ1

) (
x
y

)
+

· · · geram a mesma folheação, para acharmos M(F) podemos supor sem

perda de generalidade que λ =
λ2

λ1

∈ N∗.

O campoX não pode ser topologicamente conjugado ao campo

(
1 0
0 0

) (
x
y

)
+

· · · , como veremos na seção 3.1.5.

Se λ ∈ N∗ − {1}, então pelo teorema de Poincaré-Dulac X ∼hol Zα(x, y) =

(λx+ αyλ, y). Se α = 0 então X ∼hol DX(0). Nesse caso para achar M(F)

usamos a mesma demonstração da seção 3.1.2, ou seja, M(F) = [F ]

Se α 6= 0 então X não é linearizável. Como M(X) =
{Z;Z∼topX}

∼hol

,

temos que caracterizar o conjunto {Z;Z∼topX}. X não pode ser topologica-

mente conjugado ao campo Y (x, y) =

(
1 1
0 1

) (
x
y

)
+ · · · . Para mostrar

esse fato, vamos mostrar fazendo explosões, que X e Y não têm a mesma
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árvore de desingularização, pois se fossem topologicamente conjugado eles

deveriam ter a mesma árvore de desinguarização (ver teorema 4.4).

A forma associada ao campo Y é

w = (x+ y + pj(x, y))dy − (y + ql(x, y)) · · · )dx

onde pj e ql são polinômios de jato j ≥ 2 e l ≥ 2 respectivamente. A forma

π∗(w) se escreve na carta ((t, x), U) como

π∗(w) = (x+ xt+ x2(· · · ))(xdt+ tdx)− (xt+ x2(· · · ))dx
= x2[1 + t+ x(· · · )]dt+ x[(t2 + x(· · · ))]dx

o que implica

π∗(w)

x
= [x(1 + t) + x(· · · )]dt+ (t2 + x(· · · ))dx.

As singularidades sobre o divisor são dadas pelos pontos (t0, 0) tal que
π∗(w)

x
(0, t0) =

0 ou seja, t20 = 0.

A forma π∗(w) se escreve na carta ((s, y), U) como

π∗(w) = (sy + y + y2(· · · ))dy − (y + y2(· · · ))(sdy + yds)

= (sy + y + y2(· · · ))dy − (sy + sy2(· · · ))dy − (y2 + y3(· · · ))ds

o que implica

π∗(w)

y
= (1 + y(· · · ))dy + (y + y2(· · · ))ds.

As singularidades sobre o divisor são dadas pelos pontos (s0, 0) tais que
π∗(w)

y
(0, s0) = 0. Mas para todo valor de s0,

π∗(w)

y
(0, s0) 6= (0), logo não

existem singularidade sobre o divisor nesta carta. Segue-se que, sobre o

divisor só existe uma singularidade.

A forma associada ao campo X é dada por

w = ydx− (λx+ αyλ)dy.

π∗(w) se escreve na carta ((s, y), V ) como

π∗(w) = y[yds− ((λ− 1)s+ α(y)λ−1)dy].
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Logo, as singularidades sobre o divisor são dadas pelos pontos (s0, 0) tais que
π∗(w)

y
(0, s0) = 0, ou seja s0 = 0 é a única singularidade sobre o divisor nessa

carta. Do mesmo modo π∗(w) se escreve na carta ((t, x), U) como

π∗(w) = xtdx− (λx+ α(xt)λ)(xdt+ tdx)

= xtdx− (λx2 + αxλ+1tλ)dt− (λxt+ αxλtλ+1)dx

= x[(t(1− λ) + αxλ−1tλ+1)dx− (λx+ αxλtλ)dt]

o que implica

π∗(w)

x
= (t(1− λ) + αxλ−1tλ+1)dx− (λx+ αxλtλ)dt.

Do mesmo modo, as singularidades sobre o divisor são dadas pelos pontos

(t0, 0) tais que
π∗(w)

x
(t0, 0) = 0. Como λ 6= 1, t(1−λ) = 0 implica t = 0, logo

temos uma singularidade nessa carta. Assim π∗(w) tem duas singularidade

sobre o divisor. E como π∗(w) tem uma singularidade sobre o divisor, X

e Y não têm a mesma árvore de desingularização. Segue que esses campos

não podem ser topologicamente conjugados, pois se fossem topologicamente

conjugado eles deveriam ter a mesma árvore de desinguarização (ver teorema

4.4).

Portanto, Z(x, y) =

(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
+ · · · , onde µ =

µ2

µ1

∈ R+. De

fato, como λ ∈ R+ e Z ∼top X o teorema 2.33 implica que µ ∈ R+.

Z não pode ser topologicamente conjugado a DZ(0). De fato, se Z ∼top

DZ(0), uma vez que Z∼topX, então temos equivalência topológica entre X e

DZ(0), o que é absurdo pois DZ(0) tem separatriz na direção (0,1) e X não

tem separatriz nesta direção, pois X ∼hol Zα e como foi mostrado na seção

3.1.2, Zα não tem separatriz nessa direção. Em decorrência disso teremos que

µ ∈ N∗ − {1}, e pelo teorema de Poincaré-Dulac Z ∼top Zβ = (µx+ βyµ, y).

Observação: Dados campos da forma Wβ = (µx + βyµ, y) e Wµ = (µx +

yµ, y), com β 6= 0, então Wβ ∼top Wµ, de fato, basta tomar o homeomorfismo

de conjugação da seguinte forma

H : C2 → C2

(x, y) 7→ (x, by)

onde βbn = 1.

Wβ ◦H = (µx+ βbµyµ, by)

= (µx+ yµ, by)

= H ◦Wµ
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Devido à observação feita acima podemos dizer que

X ∼top Zλ

e

Z ∼top Zµ.

Como supomos que X ∼top Z temos Zλ ∼top Zµ.

Agora vejamos que se Zλ ∼top Zµ então λ = µ. De fato, se são diferentes,

podemos supor sem perda de generalidade que λ < µ, e utilizando λ explosões

sucessivas na carta que contém o eixo y, obtemos

π∗(λ)(wλ) = ydt− dy,

onde

wλ = ydx− (λx+ yλ)dy

é a forma associada a Zλ e

π∗(λ)(wµ) = ydt− [(µ− λ)t+ yµ−λ]dy

onde

wµ = ydx− (µx+ yµ)dy

é a forma associada a Zµ. Temos que π∗(λ)(wλ) não tem singularidade so-

bre o divisor e π∗(λ)(wµ) tem singularidade sobre o divisor. Portanto Zλ

não pode ser topologicamente conjugado a Zµ pois esse campos não tem a

mesma árvore de desingularização, pois se fosse topologicamente conjugado

eles deveriam ter a mesma árvore de desinguarização (ver teorema 4.4), logo

µ = λ.

Assim, M(X) =
{Z;Z∼topX}

∼hol

= [X] logoM(F) = [F ], ou seja, o espaço

moduli da folheação F gerada pelo campo X é ŕıgido.

Se λ = 1, para acharmos o espaço moduli de X, basta acharmos o

espaço moduli de K(x, y) =

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+ · · · pois X e K geram a

mesma folheação. Mas K é analiticamente linearizável, isto é, analitica-

mente conjugado ao campo radial. Em particular, K tem separatrizes em

todas as direções, por esse fato não pode ser conjugado aos campos do tipo(
µ1 0
0 µ2

)
+

(
x
y

)
+ · · · com

µ2

µ1

6= 1 e

(
1 1
0 1

) (
x
y

)
+ · · · , dado que

tais campos só possuem separatrizes em um número finito de direções. Por-

tanto M(K) =
{Z;Z∼topK}

∼hol

= [K], logo M(F) = [F ], ou seja, o espaço

moduli da folheação F gerada pelo campo X é ŕıgido.
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Interpretação geométrica da folheação F gerada pelo campo X

quando λ 6= 1.

Como X ∼hol Zα, temos que analisar apenas a forma da folheação gerada

pelo campo Zα pois a conjugação leva folha em folha.

Depois de λ explosões na carta((y, s), V ), a folheação gerada por Zα fica

da seguinte forma

·
·
·

µ explosões

x

y

x

y

Π

Interpretação geométrica da folheação F gerada pelo campo X

quando λ = 1.

Neste caso

X(x, y) =

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+ · · ·

logo é linearizável.

Portanto, como X ∼hol DX(0), temos que analisar apenas a forma da

folheação gerada pelo campo DX(0).

Note que toda direção e separatriz neste caso a folheação tem a seguinte

forma
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|y|

|x|

3.1.4 Espaço moduli no caso λ =
λ2

λ1

∈ R− tal que λ /∈ Q− com a

singularidade satisfazendo a condição de Siegel.

A condição de Siegel, significa que λ pode ser aproximado por racionais.

Pelo teorema de linearização de Siegel, X ∼hol DX(0).

Como M(X) =
{Z;Z∼topX}

∼hol

, para acharmos os campos Z que são

topologicamente conjugados a X, basta acharmos os campos Z que são topo-

logicamente conjugados a DX(0), pois se Z ∼top DX(0) então o fato de

Z ∼top DX(0) ∼top X implica que Z ∼top X.

Como veremos na seção 3.1.5 X não pode ser topologicamente conjugado ao

campo

(
1 0
0 0

) (
x
y

)
+ · · · .

DX(0) não pode ser topologicamente conjugado a um campo da forma

Y (x, y) =

(
1 1
0 1

) (
x
y

)
+ · · · , pois como já vimos, a única direção da

separatriz por 0 ∈ C2, da folheação gerada por Y é (1, 0), e a direção das

separatrizes da folheação gerada por DX(0) são transversais. Portanto não

existe uma conjugação entre esses dois campos. Logo DX(0) só pode ser

conjugado a um campo da forma Z(x, y) =

(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
+ · · · e pelo

teorema 2.33 temos que µ =
µ1

µ2

∈ R−.

A folha que passa por (x0, y0) gerada pelo campo DX(0) é dada por{
x(x0, t) = x0 exp(λ1t)
y(y0, t) = y0 exp(λ2t)
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e a holonomia de δ(t) = exp(it) (curva fechada contida na separatriz {y = 0})
com respeito a seção transversal Σ1 = (1, y) é dada por f1(y) = y exp(2πiλ)

(ver exemplo 2.30).

Analogamente a folha que passa por (x0, y0) gerada pelo campo Z, é dada

por {
x̃(x0, t) = x0 exp(µ1t) + · · ·
ỹ(y0, t) = y0 exp(µ2t) + · · ·

e a holonomia de δ(t) = exp(it) (curva fechada contida na separatriz {y = 0})
com respeito a seção transversal Σ1 = (1, y) é dada por g1(y) = y exp(2πiµ)+

y2(· · · ).
Do fato que DX(0) ∼top Z temos f1 ∼top g1 e assim g1(y) é topologi-

camente linearizável como | exp(2πiµ2

µ1
)| = 1, segue do corolário 2.15 que

g1 ∼hol g1 onde g1(y) = y exp(2πiµ).

Temos também que f2(x) = x exp(2πi
λ

) e g2(x) = x exp(2πi
µ

) + x2(· · · ) são

as holonomias da folheações geradas por DX(0) e Z respectivamente com

respeito a separatriz {x = 0}. Como supomos que as folheações são con-

jugadas implica que f2 ∼top g2, logo pelo corolário 2.15, g2 ∼hol g2, onde

g2(x) = x exp(2πi
µ

). Como conseqüência do que foi dito acima temos que,

f1 ∼top g1 e f2 ∼top g2. Pelo lema 3.2 que demonstraremos a seguir temos

que se f1 ∼top g1 e f2 ∼top g2 então µ = λ ou existe um único µ portanto

M(X) =
{Z;Z∼topX}

∼hol

= [X], logo M(F) = [F ], ou seja o espaço moduli

da folheação F gerada pelo campo X é ŕıgido.

Ou o espaço moduli tem apenas dois elementos.

Nos não encontramos nenhuma referências sobre o espaço moduli do campo

X.

Lema 3.2 Dado X(x, y) =

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)
se Z(x, y) =

(
µ1 0
0 µ2

) (
x
y

)
+

· · · ,onde λ =
λ2

λ1

, µ =
µ2

µ1

∈ R−, são topologicamente conjugados então o

conjunto A = {µ ∈ R−;X ∼top Z} tem no máximo dois elementos.

Demonstração: Como X ∼top Z então as holonomias com respeito as sep-

aratrizes {x = 0} e {y = 0} são topologicamente conjugadas sejam f1(y) =

y exp(2πiλ) e g1(y) = y exp(2πiµ)+ y2(· · · ) as holonomias da folheações ger-

adas por X e Z respectivamente com respeito a separatriz {y = 0}, e sejam

f2(x) = x exp(2πi
λ

) e g2(x) = x exp(2πi
µ

)+y2(· · · ) as holonomias da folheações

geradas por X e Z respectivamente com respeito a separatriz {x = 0}.
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Como f1 e g1 são topologicamente conjugadas então pelo corolário 2.15

f1 ∼top g1 onde g1(y) = y exp(2πiµ). Como o número de rotação de Poincaré

é um invariante topológico implica que λ− µ ∈ Z (ver 3.1.

De igual forma
1

λ
− 1

µ
∈ Z. Seja λ− µ = a e

1

λ
− 1

µ
= b. Se a = b = 0 então

F = G onde F e G são folheações geradas por X e Z respectivamente, e ai

não temos nada a fazer. Suponhamos que a 6= 0 o que implica b 6= 0, além

disso podemos supor que a < 0 trocando a ordem de λ e µ se necessário.

Logo λ− µ < 0 implica
1

λ
>

1

µ
portanto b > 0.

Como µ = λ− a e
1

µ
=

1

λ
− b multiplicando um pelo outro obtemos

1 = (λ− a)(
1

λ
− b),

logo bλ2 − abλ+ a = 0 portanto λ =
a−

√
a2 − 4a

b

2

λ não pode ser igual a
a+

√
a2 − 4a

b

2
pois esse numero é positivo.

Usando o mesmo argumento acima µ =
−a−

√
a2 − 4a

b

2
.

Como

−a+2 = |a−2| =
√
a2 + 4a+ 4 >

√
a2 + 4a ≥

√
a2 − 4a

b
>
√
a2 = |a| = −a,

então

a− 1 =
a+ a− 2

2
<
a− a+ 2

2
< λ <

a+ a

2
= a

ou seja a− 1 < λ < a.

Seja m o inteiro mais próximo de λ, logo a = m ou a = m+ 1.

Se a = m + 1 então µ = λ − a = λ −m − 1 como λ é fixo implica que µ é

único.

Se a = m então µ = λ − a = λ −m como λ é fixo também implica que µ é

único.

Interpretação geométrica da folheação F gerada pelo campo X.

Usando o que foi feito na interpretação geométrica da seção 3.2 as folhas

dessa folheação estão contidas nas subvariedades representadas no desenho

abaixo
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|y|

|x|

3.1.5 Espaço moduli no caso λ =
λ2

λ1

∈ Q−

Nesta seção, usaremos sem demonstração, um conjunto de resultados pro-

fundos sobre campos ressonantes desenvolvidas por Martinet-Ramis usando

funções de tipo Gevrey. Os mesmos resultados foram obtidos por Ecalle us-

ando a teoria de funções resurgentes, Voronin usando funções quase-anaĺıticas

e Malgrange usando técnicas de desenvolvimento assintótico no infinito.

Observemos que, neste tipo de campo, como conseqüência do teorema de

Mattei-Moussu, a classe anaĺıtica do campo é equivalente à classe anaĺıtica

da holonomia de uma separatriz. De igual forma Camacho e Sad provaram

em [6] o seguinte resultado

Teorema 3.3 Sejam w1 e w2 duas formas ressonantes. Então w1 é topologi-

camente conjugado a w2, se, e somente se, as holonomias das separatrizes de

w1 e w2 são topologicamente conjugadas.

Dos resultados anteriores, segue que o espaço de Moduli da folheação F
é equivalente ao espaço de moduli da holonomia de uma separatriz de F na

origem.

Dado que
λ2

λ1

= −p
q

com p, q ∈ N, temos que a holonomia é um germe de

difeomorfismo da forma f(y) = e2πi p
q y + · · · , em particular f (q)(y) = y + · · ·

é um difeomorfismo tangente à identidade. Daqui temos dois casos posśıveis:

1. Se f (q)(y) = y, então f é analiticamente linearizável, onde h(y) =
1
q

∑q−1
k=0 e

−2πi p
q
kf (k)(y) lineariza f . Logo w é conjugado a sua parte

linear, logo estaremos no caso da seção anterior.
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2. Se f (q)(y) = y + cyk + · · · onde c 6= 0, então, neste caso Camacho

mostra em [7] que este difeomorfismo é topologicamente conjugado com

y 7→ y + yk. Tal resultado é conhecido como Teorema da Flor, devido

ao comportamento das órbitas ao redor da origem, similar a uma flor

com 2k − 2 petalas. Por outra parte ele é formalmente conjugado

a y 7→ y + yk + βy2k−1, onde β é um invariante formal, e portanto

anaĺıtico.

Seja M̃(f) =
{g é formalmente conjugado a f}

∼hol

. O seguinte resultado é

devido a Martinet e Ramis.

Teorema 3.4 Seja f(y) = y + ayk + · · · um germe tangente à identidade

com a 6= 0. Então o espaço de Moduli M̃(f) é equivalente a [Difid]
2k, onde

Diffid é o espaço de difeomorfismos tangentes à identidade

Assim, segue do que foi dito anteriormente que M(f) = C × M̃(f) =

C× [Difid]
2k.

Por último observemos que se um dos autovalores é zero, então só pode-

mos garantir a existência de uma separatriz, e a holonomia desta separatriz

é um germe de difeomorfismo tangente à identidade. Assim neste caso, o

espaço de moduli será similar ao caso anterior.

Observação:

Um campo X(x, y) =

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)
tal que λ1 6= 0 e λ2 6= 0, não pode

ser topologicamente conjugado ao campo Z(x, y) =

(
1 0
0 0

) (
x
y

)
+ · · · .

De fato, se X ∼top Z o que implica F ∼top G onde F e G são as folheações

geradas porX e Z respectivamente. E como F e G tem separatriz em {y = 0}
implica que as holonomias f(y) = y exp(2πiλ2

λ1
) e g(y) = y+ cyk + · · · tal que

c 6= 0 são topologicamente conjugados, o que é absurdo pois o teorema da

flor nos garante que o comportamento das órbitas de g ao redor da origem,

é similar a uma flor com 2k− 2 pétalas, e as órbitas de f ao redor da origem

é atratora, repulsora ou periódica. Note também que Z não pode ser topo-

logicamente conjugado ao campo Y (x, y) =

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)
+ · · · onde

1

λ
=

λ1

λ2

∈ N∗ − {1}. De fato se esse dois campos são topologicamente

conjugados então suas holomomias são conjugadas ou seja g ∼top h onde

g(y) = y + cyk + · · · e h(y) = y exp(2πiλ) + · · · são holonomias de Z e Y

respectivamente com respeito a separatriz {y = 0}. Utilizando a composição
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temos que h( 1
λ
)(y) = y+byp + · · · tal que p ≥ 1

λ
+1 ≥ 3 pois

1

λ
≥ 2, portanto

pelo teorema da flor o comportamento da órbita de h( 1
λ
) ao redor da origem

é similar a uma flor com 2p− 2 pétalas. Mas h(y0) e h2(y0) estão em pétalas

diferentes. Já o teorema da flor nos garante que g(y0) e g2(y0) estão em uma

mesma pétala, logo h e g não tem a mesma dinâmica, portanto esses dois

campos não pode ser topologicamente conjugados.

Como Y e K(x, y) =

(
λ2 0
0 λ1

)
+

(
x
y

)
+ · · · geram a mesma folheação

então a folheação gerada por K não pode ser topologicamente conjugada com

a folheação gerada por Z.

3.2 Espaço de moduli da folheação F gerada por um
campo não diagonalizável

No que segue Y (x, y) denota um campo com parte linear igual a

(
1 1
0 1

) (
x
y

)
.

Vejamos primeiro quais campos são topologicamente conjugado a Y .

Em primeiro lugar Y não pode ser topologicamente conjugado a um

campo X(x, y) =

(
λ1 0
0 λ2

) (
x
y

)
+ · · · , onde λ1 6= λ2.

Para mostrar esse fato vamos analisamos o campo X depois de uma ex-

plosão na origem. Seja w a forma associada ao campo X, dada por

w = (λ1x+ pk(x, y))dy − (λ2y + ql(x, y))dx

onde pk(x, y) e ql(x, y) são series que começam com jato k ≥ 2 e l ≥ 2

respectivamente.

Escrevendo π∗(w) na carta ((t, x), U) temos

π∗(w) = (λ1x+ x2(· · · ))(tdx+ xdt)− (λ2xt+ x2(· · · ))dx
= (λ1xt+ tx2(· · · ))dx+ (λ1x

2 + x3(· · · ))dt− (λ2xt+ x2(· · · ))dx
= x[(t(λ1 − λ2) + x(· · · ))dx+ (λ1x+ x2(· · · ))dt].

Assim,
π∗(w)

x
= (t(λ1 − λ2) + x(· · · ))dx+ (λ1x+ x2(· · · ))dt.

As singularidades sobre o divisor são dadas pelos pontos (t0, 0) tais que
π∗(w)

x
(t0, 0) = 0, como λ1 6= λ2, a única singularidade sobre o divisor nesta

carta é no ponto (0, 0).
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De forma análoga, escrevemos π∗(w) na carta ((s, y), U) (onde x = ys)

como

π∗(w) = (λ1sy + y2(· · · ))dy − (λ2y + y2(· · · ))(yds+ sdy)

= (λ1sy + y2(· · · ))dy − (λ2y
2 + y3(· · · ))ds− (λ2ys+ sy2(· · · ))dy

logo
π∗(w)

y
= (s(λ1 − λ2) + y(· · · ))dy − (λ2y + y2(· · · ))ds.

As singularidades sobre o divisor são dadas pelos pontos (s0, 0) tais que
π∗(w)

y
(s0, 0) = 0. Como λ1 6= λ2, temos que, nessa carta o campo possui

uma singularidade em (0, 0). Portanto, π∗(w) tem duas singularidades so-

bre o divisor, e como π∗(w) tem apenas uma singularidade sobre o divisor,

onde w é a forma associada ao campo Y então esses dois campos não tem

a mesma árvore de desingularização, portanto, não podem ser conjugados,

pois se fosse topologicamente conjugado eles deveriam ter a mesma árvore

de desinguarização (ver teorema 4.4)

Do mesmo modo Y não pode ser topologicamente conjugado ao campo

Z(x, y) =

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+ · · · ,

pois Z possui separatrizes em todas as direções.

Logo Y só pode ser topologicamente conjugado a um campo da forma

Z(x, y) =

(
1 1
0 1

) (
x
y

)
+ · · ·

mas pelo teorema 2.16, estes dois campos são analiticamente conjugados a

sua parte linear.

Assim M(F) = [F ], ou seja, o espaço moduli da folheação F gerada pelo

campo Y é ŕıgido.

Interpretação geométrica da folheação F gerada pelo campo Y .

Como vimos na seção 3.1.3 dado w forma associada ao campo Y ,

π∗(w)

x
= [x(1 + t) + x(· · · )]dt+ [t2 + x(· · · )]dx

então
π∗(w)

x
�x=0= t2dx. Logo, temos uma separatriz tangente ao divisor

como mostra a figura
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x

y

O caso em que λ = 0 ou seja, o caso sela-nó, pode ser encontrado em

[18].

4 Espaço moduli de germes de folheações holo-

morfas em (C2, 0) geradas por campo holo-

morfo G.N.A. de multiplicidade algébrica

dois.

4.1 Folheação geral.

Seja F um germe de folheação definida localmente pela 1-forma w = wv +

wv+1 + · · · com wv 6= 0, onde wk é uma 1-forma homogênea de grau k ≥ v.

Dizemos que w ou F é geral se wv satisfaz as condições abaixo:

i) Se R = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
é o campo radial, então o polinômio homogêneo

pv+1 = wvR é não nulo e possui v + 1 fatores lineares simples, ou seja,

pv+1 = l1. . . . lv+1.

ii) A 1-forma meromorfa
wv

pv+1

possui reśıduos não reais α1, . . . , αv+1 dado

por

wv

pv+1

=
v+1∑
j=1

αj
dlj
lj

onde
∑v+1

j=1 αj = 1. Tais αj corresponde exatamente aos negativos dos

quocientes dos autovalores das singularidades sobre o divisor.

72



Definição 4.1 F é dita geral não abeliana (G.N.A.) se satisfaz as condições

abaixo

i) w é geral.

ii) α1, . . . , αv+1 são distintas e o grupo aditivo gerados por eles, ou seja

< α1, . . . , αv+1 >= {a1α1 + · · ·+ av+1αv+1 ∈ |aj ∈ Z} ⊂ C,

é denso em C

iii) O grupo de holonomia de uma seção transversal ao divisor é não abeliano.

Teorema 4.2 A condição G.N.A. é um invariante topológico, isto é, se F
é G.N.A. e F ∼top F ′, então F ′ é G.N.A..

Demonstração: ver [11].

Teorema 4.3 Sejam f, g ∈ Diff(C, 0) tais que λ = f ′(0) µ = g′(0), são

números complexos que geram um subgrupo multiplicativo de C∗ denso. Se-

jam F,G ∈ Diff(C, 0) germes de difeomorfismos holomorfos tais que o par

(f, g) é topologicamente conjugado a (F,G), isto é, existe um germe de home-

omorfismo em C, 0 tal que

h ◦ f = F ◦ h e h ◦ g = G ◦ h.

Então temos dois casos posśıveis

1. Se f e g comutam, então h é um difeomorfismo de classe C∞ do tipo

z 7→ A|z|a+ib(z/|z|) ou z 7→ A|z|a+ib(z/|z|) com A ∈ C∗, a ∈ R+ e

b ∈ R

2. Se f e g não comutam, então h é um difeomorfismo holomorfo ou um

difeomorfismo anti-holomorfo.

Demonstração: Primeiro observamos que se 〈λ, µ〉 ⊂ C∗ é um subgrupo

denso, então |λ| 6= 1 6= |µ|, pois se |λ| = 1 então |λmµn| = |µ|n não pode ser

denso em R. Assim trocando, caso necessário, pelos difeomorfismos inversos,

podemos supor que |λ| < 1 e |µ| < 1. Sejam F ′(0) = λ′ e G′(0) = µ′.

Sabemos pelo teorema de linearização de Poincaré que existem germes de

difeomorfismo holomorfos que linearizam f e F Assim podemos supor sem

perda de generalidade que{
f(z) = λz
g(z) = µz(1 + zα(z))

{
F (z) = λ′z
G(z) = µ′z(1 + zβ(z))
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Observemos que no caso em que f e g comutam, para todo número natural

n temos
fn ◦ g = g ◦ fn

λnµz(1 + zα(z)) = µλnz(1 + λnzα(λnz))
.

Assim, α(z) = λnα(λnz). Fazendo n → ∞ temos que α(z) ≡ 0, donde g é

linear. Como F e G são conjugados a f e g temos que, neste caso, F comuta

com G e logo G é linear.

Definimos por ϕ = lim
n→∞

gn

µn e ψ = lim
n→∞

Gn

µ′n , funções de Koenig que lin-

earizam g e G. Fazendo uma homotetia podemos supor que g, G, ϕ e ψ

estão definidas e são injetivas no disco DR = {z ∈ C| |z| < R} com R > 1,

g(DR) ⊂ DR, G(DR) ⊂ DR e ϕ(DR) ⊃ D1. Seja z ∈ D1 ponto arbitrário

e S = {(mj, nj)}j∈N seqüência de pares de elementos de Z− × Z+ tais que

λmjµnj ∈ D1 para todo j e λmjµnj → z.

Seja w ∈ DR ponto arbitrário. Como g(DR) ⊂ DR, e G(DR) ⊂ DR, toda

a órbita positiva de g e G esta definida. Do fato que g e G são conjugados

temos, para todo (m,n) ∈ S que

h(λmgn(w)) = h(fm(gn(w))) = Fm(h(gn(w))) = Fm(Gn(h(w)))
= λ′mGn(h(w)),

que pode ser reescrito da forma

h

(
λmµn g

n(w)

µn

)
= λ′

m
µ′

nG
n(h(w))

µ′n

Como gn(w)
µn converge para ϕ(w), Gn(h(w))

µ′n converge para ψ(h(w)), e λmµn

converge para z, logo temos que

h(zϕ(w)) = ( lim
j→∞

(λ′)
mj(µ′)

nj)ψ(h(w)) = σ(z)ψ(h(w)). (∗)

Como w é arbitrário, então a função σ independe de w, assim podemos

escolher w tal que ϕ(w) = 1 e A = ψ(h(w)).

Pela construção de σ, se pegamos outro ponto z1 ∈ D∗
1, temos que σ(z1) =

limj→∞ λ′m
′
jµ′n

′
j , para uma seqüencia adequada {(m′

j, n
′
j)}j∈N e logo

σ(z)σ(z1) = lim
j→∞

λ′
mjµ′

nj lim
j→∞

λ′
m′

jµ′
n′

j = lim
j→∞

λ′
mj+m′

jµ′
nj+n′

j = σ(zz1).

Assim σ estende-se como um homomorfismo global do grupo multiplicativo

C∗. Além disso, como h é cont́ınuo e injetivo em DR, então σ é continuo e

injetivo. Em particular, σ|S1 : S1 → σ(S1) ⊂ C∗ é homomorfismo de grupos,
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logo σ(eit) = eict, mas σ é injetivo o que implica que c = ±1. Por outro

lado, σ|R+ : R+ → σ(R+) é homomorfismo de grupos multiplicativos, logo

log ◦σ ◦ exp : R → C é um homomorfismo cont́ınuo de grupos aditivo. Segue

que log ◦σ ◦ exp é uma transformação linear, isto é,

log ◦σ ◦ exp(t) = (a+ ib)t

Se r = exp(t) então σ(r) = exp((a+ ib)t) = ra+ib, e como temos continuidade

em 0, segue que a > 0. Assim para todo z ∈ C∗, escrevendo z = reiθ onde

r = |z| e eiθ = z
|z| ,

σ(z) = σ(reiθ) = σ(r)σ(eiθ) = ra+ibeicθ =

{
|z|a+ib · z

|z|

|z|a+ib · z
|z|

No caso em que f e g comutam, então ϕ é linear,. Logo σ pode ser da forma

descrita anteriormente. No caso em que f e g não comutam, temos que ϕ

não é linear. Fazendo z = z0

ϕ(z0
) com z0 ∈ DR adequado de tal forma que a

parte linear do difeomorfismo χ(w) = z0

ϕ(z0
ϕ(w) não seja real, isto é z0 pode

ser escolhido de forma genérica, substituindo em (∗) temos

h(χ(w)) = σ

(
z0

ϕ(z0)

)
ψ(h(w)).

Em particular, h é de classe C∞. Assim derivando h(χ(w)) com respeito a

w, temos

Dh(χ(w)) · χ′(w) = σ

(
z0

ϕ(z0)

)
ψ′(h(w)) ·Dh(w), .

Fazendo w = z0 obtemos

Dh(z0) · χ′(z0) = σ

(
z0

ϕ(z0)

)
ψ′(h(z0)) ·Dh(z0)

Sejam M = Dh(z0) =

[
a11 a12

a21 a22

]
, N = χ′(z0) =

[
d11 d12

−d12 d11

]
e

E = σ
(

z0

ϕ(z0)

)
ψ′(h(z0)) =

[
e11 e12
−e12 e11

]
. Assim temos a relação

[M ·N · (Adj(M)) = det(M)E,

A parte esquerda da igualdade é[
a22 (d11a11 + d12a21)− a12 (−d12a11 + d11a21) a22 (d11a12 + d12a22)− a12 (−d12a12 + d11a22)

−a21 (d11a11 + d12a21) + a11 (−d12a11 + d11a21) −a21 (d11a12 + d12a22) + a11 (−d12a12 + d11a22)

]
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Como as entradas da diagonal da matriz são iguais e as entradas fora da
diagonal tem sinal trocado, obtemos o sistema{

a22(d11a11 + d12a21)− a12(−d12a11 + d11a21) = −a21(d11a12 + d12a22) + a11(−d12a12 + d11a22)
−a21(d11a11 + d12a21) + a11(−d12a11 + d11a21) = −a22(d11a12 + d12a22) + a12(−d12a12 + d11a22)

Logo,

2d12(a22a21 + a12a11) = 0 e − d12(a
2
21 + a2

11 − a2
22 − a2

12) = 0.

Mas d12 6= 0, isto implica que as únicas soluções do sistema são

{a22 = a11, a12 = −a21} ou {a22 = −a11, a12 = a21}.

Logo h é holomorfa ou anti-holomorfa em z0, mas usando a continuidade e a

densidade dos pontos z0 temos que h é holomorfa o u anti-holomorfa.

Seja F germe de folheação holomorfa em (C2, 0) gerada pelo campo holo-

morfo X do tipo G.N.A. de multiplicidade algébrica dois. Para acharmos o

espaço moduli de F temos que achar primeiro todos os campos Z tais que

X ∼top Z. Seja w 1-forma associada a X e w 1-forma associada ao campo

Z que gera a folheação G. Seja π uma explosão em 0 ∈ C2 e F∗ e G∗ as

folheações geradas por π∗(w) e π∗(w) respectivamente . Suponhamos que

o homeomorfismo h que conjuga as folheações, preserva a orientação. Se

X ∼top Z, então pelo teorema 4.2, Z é G.N.A. e tem multiplicidade algébrica

k com k > 1 pois jato um analisamos no capitulo anterior. Pelo teorema 2.37

o número de Milnor da folheação F é dado por

µ(F , 0) = 22 − (2 + 1) +
∑

p∈D∩sing(F∗)

µ(F∗, p).

Como X é G.N.A. então temos três singularidades simples sobre o divisor.

Portanto µ(F , 0) = 4− 3 + 3 = 4.

Como o número de Milnor é um invariante topológico temos µ(F , 0) =

µ(G, 0) = 4

Suponhamos que a multiplicidade de Z é v ≥ 2. Pelos teoremas 2.37 e

2.36, a propriedade G.N.A. é um invariante topológico. Assim temos

4 = µ(F , 0) = µ(G, 0)

= v2 − (v + 1) +
∑

p∈D∩sing(G∗)

µ(G∗, p)

= v2 − (v + 1) + (v + 1)

= v2,
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Donde v = 2. Como X e Z são G.N.A. e têm multiplicidade algébrica dois,

então F∗ e G∗ têm três singularidades sobre o divisor.

Sejam A = {a1, a2, a3} e B = {b1, b2, b3} o conjunto das singularidades de F∗

e G∗ respectivamente.

Seja
f1 : C → C

z 7→ (z − a1)(z − a2)

(z − a3)

a transformação de Möebius tal que f1(a1) = 0, f1(a2) = 1, f1(a3) = ∞, e

analogamente seja

f2 : C → C

z 7→ (z − b1)(z − b2)

(z − b3)

a transformação de Möebius tal que f2(b1) = 0, f2(b2) = 1, f2(b3) = ∞. Logo

f−1
2 ◦ f1 é um biholomorfismo tal quef−1

2 ◦ f1(a1) = b1, f
−1
2 ◦ f1(a2) = b2 e

f−1
2 ◦ f1(a3) = b3. Assim podemos supor que as singularidades de F∗ e G∗

são iguais a menos de biholomorfismo,do divisor excepcional.

Em geral π∗h não pode ser estendida homeomorficamente ao divisor. Ob-

servamos que na caso que π∗h se estende então dada uma seção transversal

Σ no ponto p ∈ D na folheação F∗, sabemos que π∗(h)(Σ) = δ, que é uma

curva que corta o divisor no ponto π∗h(p) = q, onde h é o homeomorfismo

que conjuga X e Z. Como δ é uma curva continua transversal à folheação

numa vizinhança de q, podemos deformar δ homeomorficamente usando uma

caixa de fluxo, até obter a seção transversal Σ que passa pelo ponto q. Isto

é, existe um homeomorfismo local Θ(π∗h(Σ), q) → (Σ, 0) tal que x e Θ(x)

estão sobre a mesma folha.
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Σ
γ

xx
a3

a1

h

x x

yy

π

F

a3

a2

q

a2

a1 p

π

y yF∗ Σ

π∗h

G∗

G

Sejam α1, α2, α3 curvas fechadas sobre o divisor com ponto inicial e final p

e que dão uma volta ao redor dos pontos a1, a2, a3, respectivamente, como

mostra a figura abaixo

Σ
γ

xx

q

y yF∗ Σ

a1

a2

a3

p

a1

a3a2
α2

α1

α3
β3

β1

β2

π∗h

G∗

Assim temos que αi não é homotópica a αj se i 6= j, (α1 ∗ α2)−1 ∼ α3.

Portanto α1 ∗ α2 ∼ α3, portanto o grupo de holonomia Hol(F∗, p,Σ) tem

dois geradores H([α1]) = [f ]α1 e H([α2]) = [f ]α2 . Analogamente, o grupo de

holonomia Hol(G∗, q,Σ) tem dois geradores H([β1]) = [g]β1 e H([β2]) = [g]β2 .

[f ]α1 é topologicamente conjugado a [g]β1 já que β1 ∼ π∗h(α1) e os grupos

de holonomia das folheações são conjugadas, analogamente [f ]α2 é topologi-

camente conjugado a [f ]β2 ,pela mesma aplicação. Logo pelo teorema 4.3 as

holomomias são holomorficamente conjugadas.

Em geral π∗h não se estende ao divisor, mas no caso que F seja geral

temos o seguinte resultado
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Teorema 4.4 Seja F e G dois germe de folheações do tipo geral. Se F ∼top

G então Hol(F∗, p,Σ) ∼top Hol(G∗, q,Σ).

Demonstração: A prova pode ser encontrada em [19].

A idéia da prova é essencialmente inspirada na prova do exemplo 2.47 supondo

que F e G são folheações próximas, onde se constrói o homeomorfismo entre

os grupos de holonomia em domı́nios em forma de anel.

De fato, para todo anel C ⊂ Σ, a image via π∗H é um ”anel´´ que

pode ser levado via uma caixa de fluxo num anel de σ (seção transversal a

G∗) que supomos igual a σ dada a proximidade entre as folheações. Assim,

isto define um homeomorfismo ψ : C → ψ(C), e o problema se transforma

em como estender dito homeomorfismo a Σ, de tal forma que conjuge os

elementos dos grupos de holonomia.

Sejam γ1, . . . , γk geradores de π1(D \ Sing(F∗)). Podemos supor, que

fγ1 , . . . , fγk
são atratores, ja que caso contrario podemos pegar o caminho

inverso. De igual forma, como F e G estão próximos então gγ1 , . . . , gγk
, são

atratores.

Como ψ está definido para um anel arbitrário, pegamos C um anel tal que

contem os domı́nios fundamentais dos difeomorfismos fγj
. Dado x ∈ Σ \ C

temos que para cada j existe yj ∈ C e um inteiro mj, tal que f
mj
γj (yj) = x,

assim podemos definir

ψ(x) = ψj(f
mj
γj

(yj)) := gmj
γj

(ψ(yj)).

Temos que mostrar que ψ está bem definido, isto é, que independe de j. Isto

equivale a mostrar que

gmj
γj

(ψ(yj)) = gmi
γi

(ψ(yi))

quando f
mj
γj (yj) = fmi

γi
(yi). Seja y = yj ∈ C e yi = f−mi

γi
(f

mj
γj (y) = fγ(y)

onde γ ∼ mjγj −miγi, assim a anterior igualdade se transforma em mostrar

que

gγ(ψ(y)) = ψ(fγ(y)).

Mas, se γ̃ é o levantamento do caminho γ em uma folha de F∗, com

ponto inicial y e ponto final fγ(y), então π∗h(γ̃) é um caminho com ponto

inicial π∗h(y) = ψ(y) e ponto final gδ(ψ(y) = ψ(fγ(y)), onde δ é a projeção

de π∗h(γ̃) sobre o divisor. Do fato que F e G estão próximas, temos que

π∗h(γ̃) e o levantamento de γ com respeito a folheação G∗ estão próximos,

logo geram a mesma holonomia, isto é

gγ(ψ(y)) = gδ(ψ(y) = ψ(fγ(y)),

79



como queŕıamos mostrar.

Como temos três singularidades simples sobre o divisor, então antes do

blow-up temos três separatrizes pela origem, logo podemos encontrar um

biholomorfismo ϕ que transforma essas separatrizes em retas. Pegando a fi-

bração radial, teremos que π∗ϕ−1 da fibração radial é uma vibração do divisor

que contém as separatrizes, como podemos fazer isso em cada divisor, então

pelo teorema de Mattei-Moussu , como o grupo de holonomia são holomorfi-

camente conjugados, então as folheações são holomorficamente conjugados.

Portanto como F ∼top G implica F ∼hol G então M(F) = [F ] ou seja o

espaço moduli da folheação F gerada pelo campo X é ŕıgido.
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Colóquio Brasileiro de Matemática, IMPA, Rio de Janeiro, 1997.

[16] Mattei J. F., Moussu R.. Holonomie et intégrales premiéres. Ann. Ec.
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