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INTRODUCAO

Nesse trabalho vamos estudar problemas de valor de fronteira do tipo

—AulApu = q(|z])f(u), em B
{ u = g, em 0B, (1)

em que:
e By ={zeR": |z|] <1}, comn > 1,
o Ayu = div(|Vu|’"*Vu) é o operador p-Laplaciano, p > 1;
e as fungoes ¢ : [0,1) = RT = (0,00) e f : R — R sdo continuas;

e Alu] é um coeficiente nao-local da forma

Alu] = a (/B |u|d:v), @)

sendo a : R — [0, 400) continua e nao-decrescente, com

a(t) >0, Vt>0ea(0)>0. (3)

Problemas desse tipo tém sido objeto de crescente interesse nos tltimos
anos. Citamos, por exemplo, [1] e [4], que abordam o problema nao-local
para o Laplaciano, isto é, o caso em que p = 2. Nesse ultimo artigo, o
autor considerou Afu)] = a ([, |u|” dz), v > 1 e assumiu a nao-decrescente e
estritamente positiva. Para simplificar a exposi¢ao, optamos por apresentar
nossos resultados para o caso 7 = 1, mas esses também sao vélidos, com
pequenas adaptagoes, para v > 0. Exemplificaremos nossos resultados com o
estudo da fungdo a(t) = ct?, em que ¢ > 0 e B > 0. Nesse caso (que satisfaz
a(0) = 0 e nao é tratado nos artigos [1] e [4]) mostraremos, inclusive, que o
problema pode admitir miltiplas solugoes.

Os problemas de valor de fronteira como os estudados neste trabalho
surgem em diversos modelos fisicos e biol6gicos, sendo A[u] um coeficiente
nao-local que modela processos que dependem de toda a regiao estudada.
Por exemplo, A[u| pode representar a densidade de uma dada populacao que
vive na regiao considerada.

Os artigos [7] e [8] constituem a principal referéncia do presente trabalho.
Em ambos, os autores estudam o problema em dominios radiais limitados



e ilimitados, mas nao consideram o coeficiente nao-local Afu]. O principal
ponto em comum entre nosso trabalho e aqueles artigos consiste no método
utilizado, em que limitacoes locais da nao-linearidade f sao suficientes para
garantir a existéncia de solugoes positivas, por meio da aplicacao do teorema
do ponto fixo de Schauder. Essas limitacoes locais sobre f significam que o
grafico desta funcao passa por um “tunel” adequado.

Na Secao (1.2) mostraremos resultados preliminares que serao utiliza-
dos na demonstracao de nosso teorema. Tais resultados mostrarao que as
possiveis solugoes de (1) sdo fungdes nao-crescentes em [0, 1], obtidas como
pontos fixos do operador T': Y C X — X definido por

Ve " 1/(p-1)
T - [ ( 1) q<s>f(A[(uf)ds> @,

em que

Y={ueX:0<u(r)<M; §<u(r)se0<r<a; u(l) =0}

¢ um subconjunto do espago de Banach X = C([0, 1], R) das fun¢oes continuas
em [0, 1] com a norma do sup. Além disso, mostraremos que as solugdes radi-
ais positivas sao de classe C? ([0, 1];R), se 1 < p < 2 (o que inclui o problema
(1) no caso do Laplaciano); se p > 2, podemos garantir apenas que as solugdes
sao de classe C! ([0, 1]; R).

A Segao (1.3) é devotada a verificagdo da invariancia do operador T'(u)
no subconjunto Y e a aplicacao do teorema do ponto fixo de Schauder, que
garante a existéncia das solugoes de (1). Em seguida, apresentamos um
resultado sobre a localizagao da solugao obtida.

Exemplificaremos nossos resultados na Secao (1.4), estudando a familia
de funcoes a(t) = ct?, para ¢ > 0 e 3 > 0, caso em que podemos apresentar
multiplicidade de solugoes.

No apeéendice, enunciamos alguns resultados bésicos que utilizamos no
decorrer do trabalho, tais como o teorema da convergéncia dominada, o teo-
rema de Arzela-Ascoli e o teorema do ponto fixo de Schauder.



Capitulo 1

O Problema de Dirichlet com
Coeficiente Nao-local

1.1 Consideracoes Iniciais

Como vimos, utilizando as notagoes e hipdteses descritas na introdugao,
neste trabalho mostraremos um resultado sobre a existéncia de solugoes ra-
diais positivas para o seguinte problema

{ _A[U]ApZig’(‘x’)f(u)a EE ngl (11)

Observamos que, se u = u (|z]), entdo

Alu] = a (/B |u|dx) —a (nwn/ol \u<r)|r"—1dr> |

em que w, = / dx.
By

Assumiremos, adicionalmente, que
1
0< / q(s)ds < 0o (1.2)
0
e que a funcao ¢ nao seja identicamente nula em qualquer subintervalo de

[0,1).
Definimos, para 0 < r < 1 a funcao

o(r) = / 1 ( /0 ' (g)"l q(s)ds) e (1.3)



Notamos que, além de continua, ¥ (r) é uma fun¢ao nao-negativa, nao-
identicamente nula e que ¥(0) = (1) = 0. Sendo assim, existe um ponto
a € (0,1) no qual a funcdo 1 atinge seu maximo.

Para valores 0 < § < M, definimos as constantes

by (6) = a (wnda™) [ /0 1 ( /0 ’ (g)“ q(s)ds) e d@] A (1.4)

ko (M) := a(w, M) [iﬁ(a)]_(p_l) = a(w, M) [maxogrglw(r)]_(p_1)7

ou seja,

ko (M) = a(w, M) [ /a 1 ( /0 " (g)"l q(s)ds) v d@] o . (1)

Uma vez que ¢ nao se anula em qualquer subintervalo de [0, 1), ambas as
constantes sao positivas.
Notamos que, dados 0 < 6 < M, entao vale

B ) alwdan)
ko (M) L a(w, M)’ 16)
em que
L = 5 (5 ) q(s)ds>1/(p1) a1
o (fog (5" q(s)ds) =D n
(e ()™ 1p-1) p-1
2 do
) i <f0 - 1(1( | >1/<p—1) <1 (1.7)
A (f09 (5)" Q(s)d5> "

Portanto, de (1.7) e da monotonicidade de a(t), podemos concluir que,
para 0 < 0 < M vale

ki (8) < ky (M) .
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Supomos ainda que a fungao nao-linear f satisfaga

0< f(u) <k (0)MP™! para 0 < u < M, (1.8)

f(u) > ko(M)6P™!, para § <u < M. (1.9)

As condigoes impostas sobre a funcao f correspondem a exigéncia geométrica
de que seu grafico tenha comportamento tal qual o esbogado na Figura 1.1

‘ ko (M)uP~!
v ;
Y () i
e (6) MP~ | ,'/"l\/f(u)
k2(M>6p71
p > 2
0 =u

Figura 1.1: Grafico de f passando por um tunel T

Em termos puramente geométricos, a situacao representada na Figura 1.1
corresponde a passagem de f por um “tunel” I', dado por

I={(u,v) : koy(M)&" ' <v <k ()MP 16 <u< M},

O nivel superior do tunel I' é dado pela imagem de M pela funcao
k1(8)uP~t. O nivel inferior é determinado pela fungao ko(M)uP~! calculada
em d < M.

Podemos notar também que, além de passar pelo tunel, o grafico de f
deverd permanecer abaixo da reta v = k1 (0)MP~! para 0 < u < M.

Observamos que a existéncia do tunel I' é determinada pela desigualdade

i (0) MP~1 > ky (M) 6771

para 0 < § < M. (No caso da igualdade o tinel é um segmento de reta e
f(u) deve ser constante em [d, M]).



Podemos notar que a relacao anterior pode ser representada como

L% > (%)IH. (1.10)

Portanto, a existéncia de um tunel I' esta estreitamente ligada ao coeficiente
nao-local a.

Nosso principal objetivo é mostrar que, toda vez que o grafico da fungao
f passar por um tunel T', existird uma solucao radial positiva de (1.1).
Além disso, esta solucao positiva é limitada por duas funcoes continuas nao-
negativas e seu valor maximo encontra-se entre d e M.

Em outras palavras, nosso objetivo é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema: Sejam q: [0,1) — Ry uma funcao continua satisfazendo (1.2), f
uma fun¢ao continua satisfazendo (1.8) e (1.9) e Alu| um coeficiente nao-local
continuo e nao-decrescente, com a forma (2) e satisfazendo (3). Entdo existe
ao menos uma solugdo radial positiva u para (1.1), com § < u(|z|) < M se
0<r<1.

Esse teorema assemelha-se ao teorema obtido em [7], com as devidas
adaptagoes necesséarias a solugao do problema 1.1 com coeficiente nao local
Alul.

Entendemos por solugao de (1.1) uma funcdo u € C* (B;;R) N C (By; R)
para a qual exista div (|Vu(z)[P"2Vu(z)), se = € By, e que satisfaga (1.1).
Como estamos interessados em estudar a existéncia de solucoes radiais, de-
notaremos u = u(r), em que r = |x|.

1.2 Resultados Preliminares

Nesta secao apresentaremos alguns lemas que serao importantes para a
obtencao de solugbes. No préximo lema, vamos assumir que Alu] # 0.

Lema 1 As solugdes radiais positivas de (1.1) também sao solugoes do sis-

tema
\u/(r)]p*Q [(p — Du"(r) + n ; 1u’(7") = _Q(T)fit[(lz)): (1.11)
uw'(0) =0=u(1), u(r) > 0; r e (0,1).
Demonstracao:

10



Verifiquemos apenas o caso em que «'(r) < 0, pois o caso u/(r) > 0 é
inteiramente andlogo. Uma vez que

6%. (u (\/x%—i-x%—l——i-x%)) = uir)xi,

decorre que

“Ayu(r) = —div (Va2 Vu(r) = —div ('“/(”Z_Z'x‘p% “/ff)a:)
— —div (( - u'(r))”“/ff)x> = —div (-%@)
= 2[00y e (e (-5
= (= )~ ) )+ ()

= —Ju/(r)|" {(p D () + (1) 2 1} .

Dessa forma, temos que

n—1

P |- D)+ | = P e o)

r

A condigao de bordo é satisfeita se u(1) = 0 e a condi¢ao u/(0) = 0 é
necessaria para que exista a derivada da funcao radial v em x = 0. O

Para verificarmos a existéncia de solugoes de (1.11), consideraremos o
subconjunto

Y={ueX:0<u(r)<M; 6d<u(r)se0<r<a; u(l)=0} (1.12)

11



do espago de Banach X = C(][0,1],R) das fungdes continuas em [0, 1] com a
norma do sup.
Sendo 0 < a < 1, percebemos que, se u € Y, vale

Alu]l > a (nwn/ |u|r”_1dr) > a (nwné/ r”_ldr) = a (wy0a™), (1.13)
0 0

e dessa relacao podemos concluir que o Lema 1 é vélido em Y.
Além disso, como |u| < M, concluimos que

Alu] = a (nwn /0 1 |u]r”1dr) <a (nwn]\/[ /0 lrnld'r) — a(w,M). (1.14)

Portanto, se u € Y, as condigoes (1.8

f(u)

e (1.13) implicam que

)
oy (8) MP!

(0
< . 1.1
Al = (w0 o
Do mesmo modo, se 0 < r < «, de (1.9) e (1.14) concluimos que,
p—1

A[u] a (wnM )
O préximo resultado transforma o estudo de (1.11) em um problema de

ponto fixo:

Lema 2 As possiveis solugoes radiais positivas de (1.11) sao fung¢ées nao-
crescentes.

Uma fungao u(r) em 'Y € solugdo positiva de (1.1) se, e so se, for ponto
fixo do operador T 1Y C X — X definido por

Ve 1/(p-1)
(Tu)(r) = / ( /0 (g) q(s)%ds) do. (1.17)

Demonstracgao:

Admitiremos inicialmente que «'(r) < 0. Nesse caso, temos

hn)] = an )

() 1) +

ou seja,

12



—(=d )" (p - () -

de modo que

(=7 () (e = S,

r

Definindo w(r) = [ — u’(r)]p_l, a ultima equagao toma a forma

o)+ (") wiry = ot L)

r

e, portanto,

isto é,

oty =t ),

Integrando a tultima igualdade de 0 a r e considerando as condicoes inici-
ais, temos que

Assim,
w(r) = /07" (;)nl q(s)fg[(us]))ds
Como w(r) = [—u/(r)]’~", vem

| C et Fals) )Y
—u'(r) = (/o (;) q(s) 64[“] )ds) :

Integrando de r a 1 e utilizando a condicao de fronteira, obtemos

1 0, g\ni uls 1/(p=1)
un = [ ( 1 G) o) Eq[(u]))ds> "




Mostramos, assim, que uma solugao de (1.11) é dada como um ponto
fixo do operador T, definido por (1.17). Vale notar que, para definirmos o
operador T', nao foi necessario supormos que a funcao ¢ estivesse definida na
origem.

Vejamos agora que, se supusermos u'(r) > 0 em algum subintervalo de
[0, 1], obteremos uma contradigao.

Provemos inicialmente que u nao pode ser crescente em uma vizinhanca da
origem. Se efetuarmos os mesmos calculos feitos no caso anterior obteremos

o) () e = o 2

[P w(r)] = _rn—lq(r)iA[u] : (1.18)

Integrando a ultima relacao de 0 a # obtemos

n—1 o ’ n—1 f(u(8>)
0" w(d) = —/0 s q(s)iA[u] ds,

o que constitui uma contradicao, visto que o lado esquerdo da ultima ex-
pressao é positivo, enquanto o lado direito é negativo. Portanto, concluimos
que a fungdo u é nao-crescente em uma vizinhanga [0, 8] da origem.

Suponhamos, agora, que u seja crescente em um subintervalo [0, 5] de
[0,1]. Da continuidade de u e do fato de u nao poder ser crescente numa
vizinhanga da origem, inferimos a existéncia de ¢y € (0, 1] tal que u/(ty) = 0.

Seja V uma vizinhanca de tg, tal que «'(r) > 0 para cada r > to, 7 € V.
Visto que a relagao (1.18) permanece vélida, podemos integra-la de ty a
r € V, obtendo

" lw(r) — te" tw(ty) = r"rw(r) = — /tr s"_lq(s)f—

o que constitui, como antes, uma contradigao. Vale notar que nesse ponto
¢ imprescindivel que a funcao ¢ nao seja identicamente nula em nenhum
subintervalo de [0, 1].

Desse modo, concluimos que as possiveis solugoes u de (1.11) s@o nao-
crescentes em [0, 1].

Agora, provaremos que um ponto fixo v(r) do operador T' dado por (1.17)
é, de fato, uma solucao do problema (1.1).

14



Derivando a igualdade

obtemos

o ([ )

[q(r)fﬁ)[(;)) -2 ! /0 (;)n_lq(s)f%;))ds]. (1.20)

Substituindo as expressoes dadas por (1.19) e (1.20) em

P o= D) + )

nosso resultado é obtido apds algumas manipulacoes algébricas. O

r

Notemos ainda que, se u = Tu for ponto fixo do operador (1.17), entao
u € C'([0,1],R). A tnica dificuldade desse fato consiste em verificar a
existéncia da derivada em r = 0; no entanto, (T'u)’(0) = 0, pois

Iim T(u(r)) — T(u(0)) i fo (fo (9) q(s) ATl d > do

r—0 r r—0 r ’

e como o limite anterior nos conduz a uma indeterminacao do tipo %, podemos
aplicar a regra de L’Hopital e obter

15



Pyt f(u(s)) . 1/(p=1)
T ey, (SO 0t

r—0 r r—0 1

bastando, entao, utilizarmos que ? < 1 e as relagoes (1.2) e (1.15) para
concluirmos que

lim
r—0 r

Isso mostra que u € C* ([0,1],R) e u'(0) = 0.

No caso em que 1 < p < 2, podemos garantir que os pontos fixos de (1.17)
serao de classe C2. De fato, como u/(r) e u”(r) sao dados por (1.19) e (1.20),
respectivamente, basta mostrarmos a continuidade de u”(r) em r = 0.

Para simplificar a notagao, seja

f (u(s))
Alu]

Notemos que, como u/(0) = 0, temos que

F(s) =q(s) ,se s €[0,1).

u"(0) = lim

r—0 r r—0 7 r—0 r

de modo que a regra de L’Hopital implica que

uw’(0) = limu"(r). (1.21)

r—0

Por outro lado, afirmamos que

r—0 7 r

1 /[ n—1 F(0
lim = (f) F(s)ds = 2O (1.22)
0
De fato, sendo F'(r) continua em 0, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

|F(r)— F(0)] <e, se 0<r<é.

Assim sendo, se r € (0,4), temos

16
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donde inferimos a validade de (1.22).

Se for p = 2, entao

Y

wwaz—[—”glATﬁﬁmdmﬁfW“”qus+amff&”

que claramente é uma funcao continua para r # 0. Além disso, utilizando
(1.21) e (1.22), concluimos que

u'(0) = "L r(0) - P = -2,

mostrando que, se p = 2, os pontos fixos de T sao de classe C? ([0, 1]; R).
Também no caso em que 1 < p < 2 podemos concluir que os pontos
fixos de (1.17) sdo de classe C? ([0, 1];R) e satifazem «”(0) = 0. De fato, as

_i’ em (1.20) ¢

relagoes (1.21) e (1.22) permanecem vélidas e o expoente

positivo. Além disso, como u/(0) = 0, temos que

lim (f>n1 F(s)ds = 0. (1.23)

r—0 0

Portanto,

lim u"(r) =0,

provando que u € C? ([0, 1], R).
Finalmente, caso tenhamos p > 2, ocorrera uma singularidade na origem,

pois as relagoes (1.21) - (1.23) permanecerao validas, enquanto o expoente
9 _
11) em (1.20) serd negativo.

17



Pelo que vimos anteriormente, os pontos fixos do operador (1.17) sao
fungoes u € C* (B;;R) N C (E, ]R). Vejamos agora que, para tais pontos
fixos, existe div (|Vu(z)|P~2Vu(zx)) para z € By.

Para tal, verifiquemos que existe a—(\Vu(T)F’_QVu(T)), i=1,2,...,n.
T

Uma vez que os pontos fixos de (1.17) sao fungbes nao-crescentes, temos que,
como visto na demonstracao do Lema 1,

(|[Vu(r) P Vu(r)) = —Mm

r
Podemos, entdo, utilizar a relagao (1.19) e obtermos

81- (IVu(r) P2 Vu(r)), = —aii (% /OT (;)nl F(S)ds).

Portanto, se r # 0, essa ultima derivada existe. Afirmamos, agora, que

ela também existe em r = 0 e vale F7(IO)’ Vi=1,2,...,n. De fato, utilizando

a relagao (1.22) e a definicao de derivada direcional, temos que
r rg\n—1
Jo (8)" F(s)ds  F(0)

o s\
' ﬁfo (W) F(s)ds '
lim = lim =

t—0 t r—0+ r n

Sendo assim, se r = 0, provamos que

div(|Vu(r)|P*Vu(r)) [o = —F(0).

Isso permite-nos concluir que, se o operador (1.17) possuir um ponto fixo,
o mesmo serd solugdo do problema (1.1).

1.3 Existéncia e Localizacao de Solucoes

Vamos aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder para mostrar a
existéncia de solugoes de (1.1).

Lema 3 O conjunto Y € nao vazio, fechado, limitado e convexo.

Demonstragao:

O conjunto Y é claramente limitado; visto que qualquer funcao continua
decrescente que passe pelos pontos (0, M), («,d) e (1,0) pertence a Y temos

que Y #£ 0.

18



Figura 1.2: Exemplo de funcao pertencente ao conjunto Y.

Também é facil ver que Y é convexo. De fato, dadas fungoes u e v € Y,
temos que

0<(1—=thu(r)+to(r) <1 —t)M +tM = M,

(1—=t)u(l)+tv(l) =0

(1 —t)u(r) +to(r) > (1 —t)0 +td =0, caso 0<r<a.

Afirmamos que Y é fechado. De fato, seja {u,} uma seqiiéncia em Y com
u, — u. Claramente vale lim w,(r) =u(r) < M, lim u,(1) =0 e, para
n—oo n—oo

0<r<a, lim u,(r) =u(r) >4, o que prova o afirmado. O

Lema 4 O operador definido em (1.17) deiza invariante o conjunto Y, ou
seja, T (Y) C Y.

Demonstracao:

Denotando v(r) = (Tu)(r), o operador (1.17) pode ser escrito como

Ve ey \ YD
v(r):/r (/0 (g) q(s)fgq[(u]))ds> de, (1.24)

em que u € Y,r € [0,1]. Note que Afu] >0,seueY.

19



Afirmamos que v(r) € Y. De fato, da prépria definicao de v(r) segue-
se que v(l) = 0. Se u € Y, podemos utilizar a relacdo (1.15) de modo a
concluirmos que

0<v(r) — /:(/09

AN
O\
2.
7N
O\
>
S /N
Sy RV
N———
3
| |
AR
Q
w
SN—
~~
==
S|
SN—
SN—"
QL
&
~__
—
~
<
=
oW
>

uma vez que

1 6 1/(p—1)
k:l(é) s\l
—_— — d do = 1.
/0 (a(wnéa”)/o (9) a(s) S)
Por outro lado, se 0 < r < «, utilizamos (1.16) e deduzimos que
1/(p—1)
1 n—1
v(r) =
m= (L6 )
/1 / ) )1/(17 1)
1 / ) >
Y (ko (M)6P™ 1/ <3> s)ds 1/(p 1)
«a a(wnM) 0 0

Y

/al <alzzfﬁ/;) /Oa (2)"_1 Q(S)d$> e do = 1.

Portanto, T'(Y) C Y. O

| ®»

vV
| ®»

v

— —

(
(
(

~— | »

I
o)

visto que

Lema 5 O operador T definido em (1.17) é compacto em Y.
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Demonstracao:

Provemos primeiramente que (7'Y) é um conjunto relativamente com-
pacto. Seja (up,),,cy Uma seqiiéncia em Y.

flw)

Alw] |

1/A[u] é limitado em Y, enquanto a fungao f(u(r)) é continua e estd definida

Defina K = sup,|<um A constante K estd bem definida, pois

em um compacto da reta. Seja v,, = Tu,,. Notando que ] < 1 vemos que

L 1/p-1)
[0y (1)] < Kl/(pl)/ </ Q(S)d5> g, rel0,1]
0 0

Além disso,

e, conseqientemente,

r 1/(p—1)
o, (r)] < K0 ( / q(s)ds) @, rei]
0

Desse modo, tanto (vy,),,cy quanto (v,), .y a0 seqiiéncias uniforme-
mente limitadas e, em conseqiiéncia do teorema de Arzela-Ascoli, existe uma
subseqiiéncia (vmj)jeN convergindo uniformemente para uma funcao v € Y
no intervalo [0, 1]. Isso prova que TY é relativamente compacto.

Para provar a continuidade de T, seja (u,)meny Uma seqiiéncia que con-
verge uniformemente para u em [0,1].

Visto que TY é relativamente compacto, toda subseqiiéncia de T'u,, pos-
sui subseqiiéncia convergente, isto ¢, dada uma subseqiiéncia T'u,,, existe
uma subseqiiéncia (que também denotaremos por T'u,,, ) tal que T'u,,, con-
verge uniformemente.

Verifiquemos entao que v = Tu.

G)n_l a(s) Z([Zﬁ 98 A

ou seja, o integrando em (1.25) é limitado por uma funcao integravel. Além

Temos que

< Kq(s)

disso, para cada s fixado temos que

i () a0 izy) = () o

21




pois f e a s@o fungoes continuas e a convergéncia da seqiiencia (u,)men €
uniforme. Decorre entao, do teorema da convergéncia dominada, que

LG o emtae [ () w2

e, conseqiientemente, se definirmos

o= ([ ) wodgetar)

entao

@)= ([ ()" st R

Temos que g(#) é limitada para todo 6, pois

( /0 ' (g)’” q(s)i ([Zﬁ ds) /=) e ( /an(s)d8> 1o-1) .

e também, para cada s fixado, temos que

o ([ G o) = ([ G o)

Assim, uma nova aplicacao do teorema da convergeéncia dominada garante

que

1 1 1
lim gmdl —/ lim g¢,,df —/ gdf = Tu.

m—0o0 m—0o0
Isso quer dizer que provamos que T'u,, — T'u pontualmente. Desse modo,
como ja vimos que toda subseqiiéncia de Tu possui subseqiiéncia convergindo
para v, concluimos que v = T'u e, portanto, T' é continuo.
Concluimos, entao, que T é compacto, ja que T' é continuo e TY ¢é rela-
tivamente compacto. O

Agora determinaremos a localizacao das solugoes. Para tal, definimos
duas funcoes auxiliares. Para 0 < r < 1, definimos

1/(p—1)

By (r) = (a(wn&i\f))l — / 1 (k:l(é) /0 ’ (g)“ q(s)ds) do. (1.26)
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Para 0 < r < a, definimos Ws(r) = § e, para a < r < 1, definimos

Uy(r) = (a(wn]\;))l - / 1 (/@(M) /0 " (2)"_1 q(s)ds> 0, e

Afirmamos que a fun¢ao Ws(r) é continua em «a. De fato,

1/(p—1)

Uy(a) = M(S)l / 1 ( / (g)”_l q(s)ds) d

6k M /(p-1) r1 1/(p—1)
= 2 M))l/ / </ q(s)ds) do

Figura 1.3: Possivel gréfico das fungdes Ws(r) e ®p/(r).

Podemos também notar que, se a < r < 1, entao

Wy(r) = - (wn]\j)l - <k:2(M) /0 " (;)"‘161(5)615) <0

W5(r) = Cr(p— 1()5511(1;5\14))1/@1) (kQ(M) /Oa (;)n_l q(s)ds> a 2 0.

Conseqiientemente, a fungao Ws(r) é decrescente e concava para cima no
intervalo (o, 1).
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Caélculos analogos mostram que, se 0 < r < 1, entao

1/(p—1)

¥yo(r) = Mi)l o (kl(é) /0 ' (;)"1 q(s)ds) <0.

Assim sendo, a func¢do @y (r) é decrescente em [0, 1].

Lema 6 As fungoes Oy e Vs definidas por (1.26) e (1.27) (respectivamente),
satisfazem a desigualdade

0 < Ws(r) < (Tu) (r) < Pu(r). (1.28)

Demonstracao:

Inicialmente provemos que 0 < Us(r) < (Tu) (r). Caso a < r < 1, temos

e = [ ( L) e

/(p—1)
ey
1/(p—1)
1 3
ol L )
st o [ G o)
~ (af 1/(p 1) 0

_ \1;5(

e, caso 0 < r < a, temos

(Tu) (r) = / 1 ( /O ’ ) q(s)%ds) Y

> e [ ([ G) eseo) "

1 @ n—1 1/(p—1)
> W /a (/@(M)ép—l /0 (g) q(s)ds) df
>

s [ (00 [[ G o)



A desigualdade (T'u) (1) < ®p(r) também é valida pois

T = | 1 ( / Gy M%ds) R

a(wn50];[)1/(p—1) /T1 (1{71(5) /09 (g)nl q(s)ds) 1/(p—1) N
= Op(r).

Isso mostra as desigualdades afirmadas. O

Com base nos resultados anteriores, resulta da aplicacao do teorema do
ponto fixo de Schauder o seguinte resultado, que permite-nos garantir a ex-
isténcia e localizac@o das solugdes do problema (1.1):

Teorema 7 Sejam q : [0,1) — Ry uma fungdo continua satisfazendo (1.2),
fuma funcao continua satisfazendo (1.8) e (1.9) e Alu] um coeficiente nao-
local continuo e ndo-decrescente, com a forma (2) e satisfazendo (3). Entdo
existe ao menos uma solu¢ao radial positiva u para (1.1), com ¥s(|z|) <
u(lz]) < Ppr(lz]) se 0 <r < 1.

1.3.1 Consideracoes Acerca da Multiplicidade

Podemos notar que o teorema acima é capaz de nos dar, em alguns casos,
informagoes sobre a multiplicidade de solugoes do problema (1.1).

/{;Q(Ml)up*
k?l (51)up*1

T f(w)

VA

- ka(M)ur!
Lok (O)ur?

p>2

T e Y oo

Figura 1.4: Grafico de f passando por dois tuneis.
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Uma das condigoes suficientes para que obtenhamos mais de uma solugao
¢é que existam §; e M; distintos de § e M (respectivamente), para os quais
as relagoes (1.8) e (1.9) sejam validas, com 6 < M < § < M; e com
ko(M1)8P " > ky(6)MP~'. (Notamos também que, sendo a nao-decrescente,
os valores §; e M; produzirdo novas constantes ki(d1) e ko(M;) tais que
k1(01) > k1(6) e ko(My) > ko(M)).

Nesse caso, as solugoes sao claramente distintas, ja que nao ha intersegao
entre os conjuntos Y e Y.

De fato, consideremos as fungdes @y, (r) e Wy, (1) obtidas utilizando os
valores 9; e M; em (1.26) e em (1.27), respectivamente. Com as condigoes
anteriores é possivel perceber que nao hé intersecao entre as regioes

Uy ={Us(r) <ulr) <®y(r),0 <r < a}

Uy = {\1151(T> < u(rr) < (I)M1(T)7O <r< Oé},

o que acarreta na existéncia de solucoes distintas para o nosso problema.
A situagdo que acabamos de descrever é ilustrada na seguinte figura:

VA

Figura 1.5: Uma situacao em que existem duas solucoes radiais positivas
distintas.

1.4 Consideracoes Sobre Alguns Operadores

1.4.1 Coeficientes Nao-locais Positivos

Caso tenhamos ag = inf a(t) > 0, podemos garantir a existéncia de um
tunel I' para cada M > 0.
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De fato, para cada M > 0 fixado, consideremos a funcao

5\ a (w,da™)
— (2} Y o5 <
o (0) (M) La(wnM)’O_é_M
Notemos que ¢ (d) é uma func¢ao continua,
a(w,Ma™)
M)y=1—-L——F—F-F=
¢( ) a (wnM) >0
e
| — %
(151_r>r(1)¢((5) B La(wn]\/[) <0,

de modo que existe 6 € (0, M) tal que ¢ (§) < 0, ou seja, temos 0 < & < M
satisfazendo (1.10).

Dessa forma, se o coeficiente nao-local Afu] for dado por uma funcédo a
nao-decrescente estritamente positiva e o grafico de f passar por um tinel
' (cuja existéncia é garantida), sempre conseguiremos obter solugoes radiais
positivas para (1.1).

Vale a pena ressaltar que, ao variarmos M, nao se pode garantir que os
tuneis correspondentes sejam disjuntos, uma vez que 6 pode decrescer quando
M aumenta.

1.4.2 Um exemplo para o caso a(0) =0

O coeficiente nao-local dado por uma fungao do tipo a(t) = ct?, ¢ > 0,
com (3 > 0 satisfaz a(t) = 0, caso nao abordado pelas referéncias [1] e [4]. Se,

adicionalmente, < p — 1 é possivel construir um tunel I' para cada M > 0
dado.

De fato, nesse caso temos

a(wpda™) w [ O p
La(wnM) = La (M ’

e, se considerarmos 6 = @M para algum 6 € [0, 1], podemos perceber que,
para que (1.10) seja valida, basta resolvermos a inequacao

La™® > gr=1=F

com 6 € [0,1]. Sendo assim, basta considerarmos
0<6<6, = (La™) /P (1.29)
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(tal @ pertence a (0, 1) pois as constantes positivas L e a sdo menores que 1).

Desse modo, temos que os coeficientes do tipo a(t) = ct?, com ¢ > 0 e
p—1> (>0, correspondem a uma familia de coeficientes tais que a(0) =0
e que ainda possibilitam a aplicacao do teorema 7, que garante a existéncia
de solugbes radiais positivas para o problema (1.1).

Podemos notar, também, que tal familia de coeficientes nos fornece exem-
plos para os quais é possivel obtermos mais de uma solucao para o problema
(1.1).

Como vimos anteriormente, dado M; > 0, é possivel obtermos d; de modo
que a relacao (1.10) seja vélida e, conseqiientemente, produza um tunel I';.
Desse modo, existird uma solugao u; radial positiva para nosso problema,
desde que o gréafico de f passe por tal tinel e que (1.8) seja vélida. Para tal
solucdo, temos 07 < |u| < M;.

Basta, entao, considerarmos M tal que M; < 9, := 0, M5 para obtermos
um tunel I'y, distinto de I'y; se a relagao (1.8) for valida e o grafico de f
passar por tal tinel, obteremos uma nova solugao para nosso problema com
52 < |UQ| < M,.

Na verdade, com o mesmo raciocinio, podemos construir uma seqiiéncia
[';. de tineis disjuntos, obtidos a partir da relagao 05 < 0,M}. Se uma funcao
nao-linear f tiver seu gréfico passando por esses tuneis e se a rela¢ao (1.8)
for valida para cada I'j, entao o teorema 7 podera ser aplicado para produzir
solugbes radiais positivas distintas para o problema (1.1).
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Apeéndice

Vamos iniciar apresentando as defini¢oes que utilizamos em nosso trabalho:

1. Definicoes

Definicao: Um subconjunto 2 de um espaco métrico X é relativamente
compacto, se Q) for compacto. Um espaco vetorial normado completo € um
espaco de Banach. Se X,Y denotam espacos métricos, uma aplicagao
T:X —Y écompacta, se'l" for continuo e T X for relativamente compacto
em Y. Uma oplicagcao T : X — Y é completamente continua, se T for
continua e se as imagens de subconjuntos limitados de X forem relativamente
compactas em 'Y .

Equivalentemente, uma aplicacao completamente continua é tal que, se
(u,) for uma seqiiéncia limitada no espago métrico X, entdo T'u, admite
subseqiiéncia convergente no espaco métrico Y.

E facil ver que toda aplicacao compacta T : X — Y entre espacos métricos
é completamente continua, ja que, se T : X — Y for compacta e Z C X for
limitado, entdo TZ C T X é relativamente compacto em Y, pois TZ C TX;
como um subconjunto fechado contido em um compacto é também compacto,
ocorre que 1'Z é compacto em Y.

Por outro lado, se X for um subconjunto limitado de um espaco métrico,
podemos afirmar que as defini¢oes de aplicacao compacta e aplicagao comple-
tamente continua sao equivalentes, ja que, se T : X — Y for completamente
continua e X limitado tem-se que T X ¢ relativamente compacto em Y e
portanto 1" é compacta.

Enunciaremos agora o conhecido teorema do ponto fixo de Brouwer. Ape-
sar de nao o utilizarmos diretamente em nosso trabalho, ele e seu corolario
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sao uteis na demonstracao do teorema do ponto fixo de Schauder, que serd
apresentada na préxima secao.

2. O teorema do ponto fixo de Brouwer

Teorema 8 (Brouwer) Sejam B; a bola fechada unitdria com centro em 0
e f: By CR" — By uma aplicagao continua. Entdo f possui um ponto fizo,
isto €, existe um ponto x € By tal que f(x)=z.

Como conseqiiéncia desse teorema, podemos ainda obter o seguinte

Corolario 9 Se K C R" for um conjunto convexo e compacto, entao toda
aplicacao continua de K em K possui ponto fixo.

A demonstragao desses fatos pode ser encontrada em [6].

3. O teorema do ponto fixo de Schauder

O préximo resultado é a base do método que empregamos para garantir a
existéncia de solugoes radiais positivas para o problema (1.1).

Teorema 10 (Schauder) Sejam X um espaco de Banach real ¢ Y C X
um conjunto nao-vazio, fechado, limitado e convexo. Se f:Y — Y for uma
aplicagao compacta, entao f possui ponto fixo.

Demonstracao:

Visto que f é compacta, f(Y) é compacto. Desta forma, conseguimos
obter uma subcobertura finita para f(Y). Sendo assim, dado € > 0, existem
elementos x; € Y tais que

n=n(e)
m - U Be(f<zz)) = Be(xz)

i=1
Sejam Ey o espacgo gerado por {x1, Ty, ...,x,} €

=1

i=1
n
Seu= Z Nr, € Koev= Z Az € K., temos que
i=1 i=1

n

(1-tutto=Y ((1 — i+ tXi) i

i=1
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Como
n

0<(I-Hh+th<l e Y ((1—t))\i+t5\;> —1,
i=1
provamos que K, é convexo. (O conjunto K. é chamado envoltéria convexa
dos pontos {1, xa, ..., T, }.)
Afirmamos que K, C Y. Para demonstrar esse fato, aplicamos indugao no
numero de termos n na definigao de K, os casos n = 1 e n = 2 sendo 6bvios.
Como hipétese de indugao, admitamos como valido que, se 0 < o; < 1 e

n—1 n—1
E a; = 1, entao E oa;x; €Y.
i=1 i=1

Suponhamos agora que 0 < \; < 1e Z A; =1, com A\, # 1. Como
i=1

n—1
n Z )\ZIZ n—1
Z )\Z{L'l = % Z )\1 + )\nl‘n,
i=1 Z )\l i=1

i=1

a hipdtese de inducao garante que o termo entre parénteses estd em Y. A
convexidade de Y entao garante que o lado direito da igualdade estda em Y,
provando a nossa afirmacao. Como Y é limitado, K, é limitado.

Agora provemos que K. é fechado. Seja (um),,oy Uma seqiiéncia em

n n
K., com u,, — u. Por defini¢ao, u,, = E i, Ti, cOM E Xi,, =1e 0 <
i=1 i=1

Ai,, < 1. Passando a subseqiiéncias, se necessario, podemos supor que, para
i € {1,2,...,n}, cada sequiéncia {)\; } converge para um \; € [0,1]. Dessa
n n

im

forma, obtemos que u,, — Z A\;z; e, portanto, u = Z Aiz; € K., provando
i=1 =1

que K, é fechado.
Vamos agora definir, para 1 <17 < n

(z) 1= e—llx—a| , sellx—az <e
gi\®) - 0 , caso contrario,

e também
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> gilw)w;
Te(x) = Z::L— :
Zgi(a:)

(Podemos notar que o denominador é nao-nulo pois x € Y pertence ao menos
a uma das bolas abertas B.(z;) da subcobertura, e nesse caso g;(z) € (0,€].)

(x
Também temos que 7. (Y') € K., o que resulta ao considerarmos \; = M

Zgz’(x)

Além disso, m, é continua, por ser composta de fungdes continuas.
Em conseqiiéncia de nossas defini¢oes, temos também que

n

Zgi(ﬂﬂ)xi Zgi(x)x Zgi(x) (zi — )

Ime(z) — 2| = || = - = || <6 (%)

n

So@ Y a) > ala)

i=1

Agora vamos definir f. : K. — K, por

fe=meo foi,
em que i : K. — Y denota a inclusao canodnica.

Notemos que K, esta contido no subespaco de Y, que é gerado por
x1,To,...,r,. Como K. é fechado e limitado, segue-se dai que K, é com-
pacto. Dessa forma, sendo f, continua, decorre do teorema do ponto fixo de
Brouwer que f. possui um ponto fixo z.. Além disso, pela desigualdade (x),
temos

[ f(xe) — ze|| = || f(ze) — me(f (o)) < e

Consideremos entao uma seqiiéncia €; — 0 e a seqiiéncia dos respectivos
pontog;O fixos (a:ej) dos operadores f,(x). Como Y é compacto, a seqiiéncia
{xej }1 admite uma subseqiiéncia convergente r., — x € Y.

Afirmamos que x é ponto fixo de f. De fato, temos que

||f(x6g) - xfj” < €55
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e, sendo f continua, temos que f(z.,) — f(r) quando ¢; — 0, de modo que

flx)=2z. 0O

Uma versao um pouco mais geral do teorema do ponto fixo de Schauder
pode ser encontrada em [2].

4. Alguns resultados importantes

Os trés préoximos resultados sao utilizados para verificarmos a compacidade
do operador T', demonstrada no Lema 5. O primeiro deles é um resultado
sobre sequiéncias e séries e os dois seguintes sao os conhecidos teoremas de
Arzela-Ascoli e da Convergéncia Dominada.

Lema 11 Seja (uy), oy wma seqiiéncia em um espago de Banach X tal que
toda subsequéncia contenha uma subseqiiéncia convergindo para o mesmo lim-

ite u. Entao (uy), . também converge para u.

neN
Demonstragao:

Suponhamos, por contradigao, que (uy), oy D0 convirja para u. Dessa
forma, existem €, e uma subseqiiéncia (unj)jeN tais que d (unj, u) > €.

Consideremos, entao, a subseqiiéncia (un].)jeN. Por hipdtese, existe uma
subseqiiéncia (que também denotaremos por (unj)) tal que (unj) — u, 0 que
é uma contradicao pois, para todo j € N, é vélido que d (unj,u) > €. O

Teorema 12 (Arzela-Ascoli) Seja (X,d) um espago métrico compacto.
Seja F' uma familia equicontinua de funcoes ® : X — R, isto €, para todo
e > 0 dado, existe § > 0 tal que, se ||x —y|| < 0, entao ||P(x) — P(y)|| < €
para toda ® € F. Se F' for uniformemente limitada (isto €, se existe M >0
tal que ||| < M para todo ® € F), entao toda seqiiéncia {®,} de elementos
de F' possui uma subseqiiéncia {®,, } uniformemente convergente em X.

A demonstragao desse teorema pode ser vista em [9)].

Teorema 13 (Convergéncia Dominada) Seja (f,) uma seqiiéncia de fun-
coes integraveis, que converge em quase todo ponto para uma func¢dao real
mensuravel. Se ezistir uma funcgdao integravel g, tal que |f,| < g para todo n,

entao f € integrdvel e
/fdu: lim/fndu.

A demonstracao do teorema da convergéncia dominada pode ser encon-
trada em [3].
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