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Introdução

Neste trabalho vamos apresentar um resultado que garante a exitência

de pelo menos uma solução radial positiva para dois problemas de Dirichlet

para sistemas eĺıpticos.

No Caṕıtulo 1 discutiremos o sistema
−∆u = au + bv + f(u, v), x ∈ B1

−∆v = cu + dv + g(u, v), x ∈ B1

(u, v) = (0, 0), x ∈ ∂B1

(1)

em que B1 = {x ∈ R : |x| = 1} é a bola unitária em Rn. E no Caṕıtulo 2 o

seguinte problema em Rn
−∆u = q(|x|)[au + bv + f(u, v)], em Rn

−∆v = q(|x|)[cu + dv + g(u, v)], em Rn(
lim
|x|→∞

u, lim
|x|→∞

v

)
= (0, 0)

(2)

em que as funções f, g : R2 → R e q : [0,∞) → R são cont́ınuas e não nulas

e ∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

é o Laplaciano da função u.

Em ambos os problemas vamos assumir a, c > 0. Estas condições visam

simplificar a exposição e, também, obter ambas as funções u e v positivas no

interior do domı́nio.

Sistemas de Equações Diferenciais Parciais tem sido objeto de estudo de

diversos artigos, como [7], em que a ≥ d e 0 < c = −b, [8], em que a = d = −1

e c = b = 0 e [9], em que a = b = c = d = 0. A matriz A =

(
a b
c d

)
com a

qual trabalhamos aqui é uma caso diferente das discutidas nos artigos citados

acima

Diferentemente do que normalmente é feito na literatura, não faremos

hipóteses sobre f e g em (0, 0) ou no infinito. O método utilizado aqui baseia-

se nos artigos [4] e [5], em que provamos que a cada vez que o gráfico da função

f passar através de um túnel adequado é posśıvel garantir a existência de

pelo menos uma solução radial positiva de classe C2 tanto para (1) como

para (2).

Tanto no caṕıtulo 1, como no caṕıtulo 2, exibimos um operador T , cujos

pontos fixos nos fornecem soluções para os problemas estudados. Para garan-

tir a existência de pelo menos um destes pontos fixos, utilizamos o Teorema

do Ponto Fixo de Schauder:
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Sejam X um espaço de Banach real e Y ⊂ X não vazio, fechado, limitado

e convexo. Se T : Y → Y é uma aplicação compacta, então T possui ponto

fixo.

Deste modo, nosso trabalho enquadra-se em uma classe de diversos pro-

blemas relacionados, mas utiliza-se de técnicas e hipóteses diferenciadas das

utilizadas nos artigos citados anteriormente.

Finalmente no apêndice apresentamos diversos resultados teóricos utiliza-

dos em nosso trabalho, como o já citado teoremas do Ponto Fixo de Schauder

e os teoremas da Convergência Dominada e o de Arzelá-Ascoli. Além de out-

ros resultados que são utilizados neste trabalho.
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Caṕıtulo 1

O problema na Bola

Neste caṕıtulo vamos considerar o seguinte problema de Dirichlet para

o sistema eĺıptico
−∆u = au + bv + f(u, v) , em B1

−∆v = cu + dv + g(u, v) , em B1

(u, v) = (0, 0) , sobre ∂B1

(1.1)

em que a, c > 0, B1 = {x ∈ R : |x| = 1} é a bola unitária em Rn, ∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

é o Laplaciano da função u e as funções f, g : R2 → R são não

negativas, não identicamente nulas e cont́ınuas.

Estaremos particularmente interessados em encontrar um resultado de

existência de soluções radiais positivas para o problema (1.1).

Vamos assumir que a matriz A =

(
a b
c d

)
e H(u, v) =

(
f(u, v)
g(u, v)

)
sejam tais que

(H1) detA ≤ 0 ≤ trA, ‖A‖ := max{|a|, |b|, |c|, |d|} < n e a, c > 0.

(H2) AH(Q) ⊂ Q em que Q = {(u, v) : u, v ≥ 0} é o primeiro quadrante de

R2,

(H3) exista uma constante M > 0 tal que sup|H(u, v)| ≤ k1M , quando

0 ≤ u ≤ M , 0 ≤ v ≤ M , em que

k1 :=

(∫ 1

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

dsdθ

)−1

−2 ‖A‖ =

(
1

2n

)−1

−2 ‖A‖ = 2n−2 ‖A‖

e |H(u, v)| = max{f(u, v), g(u, v)};
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(H4) exista uma constante 0 < δ < M tal que f(u, v) ≥ k2δ, se δ ≤ u ≤ M

e 0 ≤ v ≤ M , em que

k2 =
[

max
0≤ξ≤1

Ψ(ξ)
]−1

e Ψ(ξ) :=

∫ 1

ξ

∫ ξ

0

(s

θ

)n−1

dsdθ =

{
ξ2−ξn

n(n−2)
, se n > 2

− ξ2

2
(ln ξ) , se n = 2

De modo a justificar a boa definição de k2, observamos que Ψ é uma

função cont́ınua, Ψ(0) = Ψ(1) = 0 e que Ψ(ξ) > 0 para 0 < ξ < 1. Seja

α ∈ (0, 1) tal que Ψ(α) = max
ξ∈[0,1)

Ψ(r) então

α =

 2n
(

n
2

) n
n−2

se n 6= 2

e−
1
2 se n = 2

e Ψ(α) =

 1
2n(n2 )

− n
n− 2 , se n > 2

1
4e, se n = 2

e desta forma tem-se que

k2 =

[∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

dsdθ

]−1

=

{
2n

(
n
2

) n
n−2

se n 6= 2

4e se n = 2

Geometricamente, nossas hipóteses sobre a função f implicam na exis-

tência de um túnel

Γ = {(u, v, w) : k2δ ≤ w ≤ k1M, δ ≤ u ≤ M, 0 ≤ v ≤ M}

pelo qual passa seu gráfico e, além disso, o mesmo permanecerá abaixo do

plano w ≡ k1M , quando δ ≤ u ≤ M, 0 ≤ v ≤ M .

A condição de existência deste túnel é k2δ < k1M para 0 < δ < M . Uma

vez que

k1 =
1∫ 1

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

dsdθ

−2 ‖A‖ <
1∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

dsdθ

−2 ‖A‖ = k2−2 ‖A‖ ≤ k2

esta condição é satisfeita para 0 < δ < M∗ < M em que M∗ é definido por

M∗ =
k1

k2

M.

Para a construção de um túnel como Γ procedemos da seguinte forma:

No plano (u, w), fixamos um M > 0 arbitrário e determinamos a imagem

de u = M pela função k1u e assim obtemos a ”tampa” superior de Γ. Para
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determinar a ”tampa” inferior, tomamos a imagem de δ < M∗ := k1
k2

M pela

função k2u. Após isto, ”cilindramos” o retângulo

{(u, v, w) : k2δ ≤ w ≤ k1M, δ ≤ u ≤ M, v = 0}

através do primeiro octante do espaço (u, v, w) até o retângulo

{(u, v, w) : k2δ ≤ w ≤ k1M, δ ≤ u ≤ M, v = M}

Nosso objetivo é mostrar que, a cada vez que o gráfico da função f passa

por um túnel como Γ existe uma solução radial positiva de (1.1).

1.1 O Operador de Ponto Fixo

As soluções radiais de (1.1) são da forma
(
u(|x|), v(|x|)

)
. Logo, as funções

u(r) e v(r) satisfazem
u′′(r) + n− 1

r u′(r) = −[au(r) + bv(r) + f(u(r), v(r))], r ∈ [0, 1]

v′′(r) + n− 1
r v′(r) = −[cu(r) + dv(r) + g(u(r), v(r))], r ∈ [0, 1]

(u(1), v(1)) = (u′(0), v′(0)) = (0, 0)

(1.2)

Se U(r) =
(
u(r), v(r)

)
a forma matricial do sistema acima é:{

U ′′(r) + n− 1
r u′(r) = −[AU(r) + AH(U(r))], r ∈ [0, 1]

U(1) = U ′(0) = (0, 0)

De fato: u(x) = u(r) para r = |x|, dáı:

∂u

∂xı

=
du

dr

∂r

∂xi

= u′(r)
∂

∂xi

(√
x2

1 + ... + x2
n

)
=

u′(r)

r
xı

e logo:

−∆u =
n∑

i=1

∂

∂xı

∂u

∂xı

=
n∑

i=1

[
u′′(r)

∂r

∂x2
i

xi

r
+ u′(r)

∂

∂xi

(xi

r

)]
=

n∑
i=1

[
u′′(r)

x2
i

r2 + u′(r)

(
1

r
− x2

i

r3

)]
= u′′(r) +

n− 1

r
u′(r)
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e portanto se u é solução temos que

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) = −[au(r) + bv(r) + f(u(r), v(r))]

Analogamente para v(r) = v(|x|).
Obviamente, se x ∈ ∂B1 temos que |x| = 1 e neste caso pela condição de

fronteira tem-se (u(1), v(1)) = (0, 0).

A condição sobre a derivada se justifica por estarmos procurando soluções

radiais. De fato:

Se u é radial e derivável em x = 0 temos que:

∂u
∂xj

(0) = lim
t→0−

u(tej)− u(0)

t

= lim
t→0−

u(−t)− u(0)

t

= − lim
t→0+

u(t)− u(0)

t

= − ∂u

∂xj

(0)

Dáı
∂u

∂xj

(0) = − ∂u

∂xj

(0) ⇒ ∂u

∂xj

(0) = 0

Desta forma tem-se Ou = 0 e portanto u′(0) = 0.

Analogamente devemos ter v′(0) = 0.

Vamos relembrar algumas definições importantes.

1. Definição 1 Um subconjunto E de um espaço topológico Y é relativa-

mente compacto se seu fecho, Ē, é compacto.

2. Definição 2 X é dito ser um Espaço de Banach se é um espaço vetorial

normado completo.

3. Definição 3 Sejam M e N espaços métricos. Um operador T : M → N

é compacto se T for cont́ınuo e se T (M) for relativamente compacto

em N.

4. Definição 4 Sejam M e N espaços métricos. Um operador T : M →
N é completamente cont́ınuo se T for cont́ınuo e se as imagens de

subconjuntos limitados em M forem relativamente compactas em N, ou

equivalentemente, se (un) é qualquer sequência limitada em M então

Tun admite subsequência convergente em N̄
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Obviamente toda aplicação compacta é completamente cont́ınua, pois se

T : M → N é compacto e Z ⊂ M é limitado então T (Z) ⊂ T (M) é

relativamente compacto em N . De fato, como todo fechado contido num

compacto é compacto e T (Z) ⊂ T (M) temos que T (Z) é compacto em N̄ .

Se X for limitado, temos que as definições de operador compacto e com-

pletamente cont́ınuo são equivalentes. De fato, se T : M → N for comple-

tamente cont́ınuo e M limitado tem-se que T (M) é relativamente compacto

em N e, portanto, T é compacto. A rećıproca já foi verificada no parágrafo

anterior.

Nossa estratégia é definir um operador T de modo que a solução de (1.2)

seja um ponto fixo de T .

Lema 1 Seja X = C([0, 1]; R2) o espaço de Banach das funções cont́ınuas

de [0, 1] em R2. Uma função U(r) = (u(r), v(r)) é solução de (1.2) se, e

somente se, é ponto fixo do o operador T : X → X definido por

TU(r) =

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[AU(s) + H(U)(s)]dsdθ, U ∈ X, r ∈ [0, 1].

Prova. Se U = TU ∈ X, temos que

U(r) =

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[AU(s) + H(U)(s)]dsdθ

escrevendo K(r) = AU(r) + H(U(r)) temos que

U ′(r) = −
∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds

o que implica que

U ′′(r) = −
[∫ r

0

1− n

r

(s

r

)n−1

K(s)ds + K(r)

]
e, portanto, temos que:

U ′′(r) + n− 1
r U ′(r) = −

[∫ r

0

1− n

r

(s

r

)n−1

K(s)ds + K(r)

]
− n− 1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds

=

∫ r

0

n− 1

r

(s

r

)n−1

K(s)ds−K(r)− n− 1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds

= −K(r) = −[AU(r) + H(U)(r)]
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Devemos verificar ainda, que U(1) = U ′(0) = 0. A verificação de U(1) = 0 é

imediata pela expressão de U . Vamos provar que U ′(0) = 0. Vejamos:

U ′(0) = lim
r→0

U(r)− U(0)

r
= − lim

r→0

∫ r

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

K(s)dsdθ

r

Aplicando a regra de L’Hôpital em cada coordenada temos

U ′(0) = − lim
r→0

∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds = 0

pois

∣∣∣∣∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ r

0

|K(s)| ds → 0

Desta forma, temos que U(r) = TU(r) é solução de (1.2).

Reciprocamente, seja U(r) = (u(r), v(r)) solução de (2.1). Vamos provar

que U(r) = TU(r). Primeiramente, temos que

U ′′(r) +
n− 1

r
U ′(r) = −K(r)

multiplicando a expressão por rn−1 obtemos:

d

dr
(U ′(r)rn−1)′ = −K(r)rn−1,

a qual integranda nos fornece

U ′(r)rn−1 = −
∫ r

0

sn−1K(s)ds ⇒ U ′(r) = −
∫ r

0

sn−1

rn−1K(s)ds

Integrando novamente obtemos:

U(r) =

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

K(s)dsdθ.

Portanto U(r) = TU(r).�
Nosso objetivo agora é provar a existência de ponto fixo para o operador

T definido no lema acima.
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Lema 2 O operador T definido no Lema 1 é completamente cont́ınuo.

Prova. Verifiquemos inicialmente que a imagem de subconjuntos limita-

dos em X são relativamente compactos em X.

Seja (Um) uma sequência limitada em X e seja R > 0 tal que |Um| ≤ R

para todo m ∈ N. Se Vm = TUm e C = maxsup|W |≤R {|AW + H(W )} então:

|Vm| ≤
∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1[
|AUm(s)|+ |H(Um)(s)|

]
dsdθ ≤ C

Por outro lado, como

V ′
m(r) = −

∫ r

0

(s

r

)n−1

[|AUm(s)|+ |H(Um)(s)|]ds

Temos que :

|V ′
m(r)| ≤ C

Uma vez que Vm(r) e V ′
m(r) são uniformemente limitadas, segue-se do

Teorema de Arzelá-Ascoli que existe subsequência (Vm)j convergindo uni-

formemente para uma função V ∈ X.

Vamos verificar agora que T é cont́ınuo. Seja (Um) uma sequência uni-

formemente convergente em [0,1] para uma função U . Como (Um) é limitada,

existe R > 0 tal que |Um| ≤ R.

Desta forma, definindo,

Km(s) = AUm(s) + H(Um(s)), s ∈ [0, 1]

temos que |Km(s)| ≤ C. Para cada s fixado temos que lim
m→∞

Km(s) =

AU(s) + H(U(s)) := K(s), pois H é cont́ınua. Segue do Teorema da Con-

vergência Dominada que

lim
m→∞

∫ 1

r

∫ θ

0

Km(s)dsdθ =

∫ 1

r

∫ θ

0

K(s)dsdθ,

ou seja TUn → TU pontualmente.

Por outro lado, como T leva subconjuntos limitados em relativamente

compactos, e sendo (Um) limitada, toda subsequência de TUm tem sub-

sequência uniformemente convergente. Pelo descrito no parágrafo anterior

temos que TUm → TU uniformemente e portanto T é cont́ınuo. �
Nossa estratégia para a obtenção de um ponto fixo para T é feita através

de uma aplicação do Teorema do Ponto Fixo de Schauder . Para tanto, va-

mos definir um conjunto Y ⊂ X fechado, limitado, convexo e invariante por

T , isto é, TY ⊂ Y .
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1.2 Um Teorema de Existência

Vamos enunciar nesta seção o principal resultado deste caṕıtulo, em que

garantimos a existência de pelo menos uma solução U = (u, v) para o pro-

blema (1.2). Para garantir tal fato vamos utilizar o Teorema do Ponto Fixo

de Schauder e o seguinte lema:

Lema 3 Seja Q o primeiro quadrante de R2, isto é,

Q = {(u, v) ∈ R2 : u, v ≥ 0}

e A =

(
a b
c d

)
uma matriz tal que detA ≤ 0 ≤ trA. Então

A(A(Q) ∩Q) ⊂ A(Q) ∩Q.

Prova. Uma vez que A(Q) ∩ Q ⊂ Q é claro que temos A(A(Q) ∩ Q) ⊂
A(Q). Por outro lado, se (u(r), v(r)) ∈ A(Q) ∩Q, existem x, y ∈ Q tais que

u(r) = ax + by ≥ 0 e v(r) = cx + dy ≥ 0. Dáı

A

(
u
v

)
=

(
a(ax + by) + b(cx + dy)
c(ax + by) + d(cx + dy)

)
=

(
a2x + aby + bcx + bdy
acx + bcy + cdx + d2y

)
Como detA ≤ 0 ≤ trA temos que ad ≤ bc e a + d ≥ 0

Desta forma

a2x + aby + bcx + bdy ≥ a2x + aby + adx + bdy = a(a + d)x + b(a + d)y

= (a + d)(ax + by) ≥ 0

e

acx + bcy + cdx + d2y ≥ acx + ady + cdx + d2y = c(a + d)x + d(a + d)y

= (a + d)(cx + dy) ≥ 0

Logo conclúımos que A(Q) ∩ Q ⊂ Q e portanto A(A(Q) ∩ Q) ⊂ A(Q) ∩ Q.

�

Teorema 4 Sejam f, g : R2 → R funções cont́ınuas, não nulas e não neg-

ativas satisfazendo as hipóteses (H2), (H3) e (H4). Seja A =

(
a b
c d

)
uma matriz satisfazendo (H1). Então o problema (1.2) tem pelo menos uma

solução U(r) = (u(r), v(r)). Além disso tem-se que:
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(a) δ ≤ ‖u‖∞ ≤ M e u(r) > 0 para todo r ∈ [0, 1).

(b)
cδ

k2 + |d|
≤ ‖v‖∞ ≤ M e v(r) > 0 para todo r ∈ [0, 1).

Prova. Seja

Y =

U = (u, v) ∈ X :
0 ≤ u(r), v(r) ≤ M, se 0 ≤ r ≤ 1
δ ≤ u(r) se 0 ≤ r ≤ α
AU(r) ∈ Q, se 0 ≤ r ≤ 1

 ⊂ X

Primeiramente observamos que o conjunto Y é não vazio, pois a função

U(r) = (u(r), 0), em que

u(r) =


δ −M

α r + M se 0 ≤ r ≤ α

δ
α− 1 (r − 1) se α ≤ r ≤ 1

pertence à Y .

Afirmamos que o conjunto Y é:

i) limitado;

ii) fechado;

iii) convexo.

De fato:

A verificação de (i) é imediata pela definição de Y .

Para provar (ii), seja (Um) uma sequência em Y uniformemente conver-

gente para U , vejamos que U ∈ Y .

Como X é um Espaço de Banach temos U ∈ X.

De |Um| ≤ M tem-se |U | ≤ M . Uma vez que AUm(r) ∈ Q temos AU(r) ∈
Q, pois Q é fechado. Finalmente, como um(r) ≥ δ para todo 0 ≤ r ≤ α tem-

se u(r) ≥ δ para todo 0 ≤ r ≤ α.

Para verificar (iii), seja Wt =

(
w1t

w2t

)
:= tU +(1− t)V , em que t ∈ [0, 1]

e U =

(
u1

u2

)
, V =

(
v1

v2

)
∈ Y . Disto Wt ∈ X pois X é um Espaço de

Banach. Dáı:

- 0 ≤ w1t = tu1 + (1− t)u2 ≤ tM + (1− t)M = M
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- 0 ≤ w2t = tv1 + (1− t)v2 ≤ tM + (1− t)M = M

- Wt(1) = tU(1) + (1 − t)V (1) = (0, 0) AWt = tAU + (1 − t)AV ∈ Q,

pois t ∈ [0, 1], AU ∈ Q e AV ∈ Q

- Para 0 ≤ r ≤ α tem-se w1t = tu1 + (1− t)u2 ≥ tδ + (1− t)δ = δ

Logo Wt ∈ Y e portanto o conjunto Y é convexo.

Pelo Lema (2), T é completamente cont́ınuo ou equivalentemente T :

Y → X é compacto . Basta portanto provar que TY ⊂ Y .

Seja U = (u, v) ∈ Y . Primeiramente, note que TU(1) = (0, 0). Por outro

lado, se definirmos

T1(u, v)(r) :=

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[au(s) + bv(s) + f(u(s), v(s))]dsdθ

e

T2(u, v)(r) :=

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[cu(s) + dv(s) + g(u(s), v(s))]dsdθ

temos que

TU(r) = T (u, v)(r) =

(
T1(u, v)(r)
T2(u, v)(r)

)
e T1(u, v)(r) ≥ 0 e T2(u, v)(r) ≥ 0 pois AU ∈ Q e f, g ≥ 0..

Além disso, tem-se
∣∣TU(r)

∣∣ ≤ M , pois

∣∣TU(r)
∣∣ ≤

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

|AU(s) + H(U)(s)|dsdθ

≤
∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

(2 ‖A‖M + k1M)dsdθ

≤ (2 ‖A‖M + k1M)

∫ 1

r

1

n
θdθ

=
(2|A|M + |H|)

2n (1− r2)

≤ 2|A|M |+ (2n− 2|A|)M
2n = M

Vamos verificar agora que ATU(r) ∈ Q.

Como U(r) ∈ Q, segue de (H2) que AH(U(r)) ∈ Q. Além disso, como

AU(r) ∈ Q, temos, do Lema (3) que

A
(
AU(r) + HU(r)

)
= A2U(r) + AHU(r) ∈ Q.
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Deste modo ATU(r) ∈ Q, pois

ATU(r) =

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[A2U(s) + AH(U)(s)]dsdθ.

Por fim, resta-nos verificar que T1(u, v)(r) ≥ δ quando 0 ≤ r ≤ α.

para 0 ≤ r ≤ α, tem-se que:

T1(u, v)(r) ≥
∫ 1

α

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[au(s) + bv(s) + f(u(s), v(s)]dsdθ

≥
∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

[au(s) + bv(s) + f(u(s), v(s)]dsdθ

De (H4) e uma vez que AU(r) ∈ Q, temos:

T1(u, v)(r) ≥
∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

f
(
u(s), v(s)

)
dsdθ

≥ k2δ

∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

dsdθ = δ

Logo, provamos que TY ⊂ Y . Segue do Teorema do Ponto Fixo de

Schauder que o operador T tem um ponto fixo U ∈ Y .

Por outro lado, seja U(r) =
(
u(r), v(r)

)
∈ Y tal ponto fixo. Então

‖u‖∞ , ‖v‖∞ ≤ ‖TU‖∞ ≤ M e ‖u‖∞ ≥ δ, pois u(r) ≥ δ se 0 ≤ r ≤ α. Além

disso,

v(r) =

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[cu(s) + dv(s) + g(u(s), v(s))] dsdθ.

e, para 0 ≤ r ≤ α

v(r) ≥
∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

[cu(s) + dv(s)] dsdθ.

Portanto, se d ≤ 0, então

v(r)− d

∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

v(s)dsdθ ≥ c

∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

u(s)dsdθ ≥ cδ

k2

,

de onde segue que

cδ

k2

≤ v(r) + |d|
∫ 1

α

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

v(s)dsdθ ≤ ‖v‖∞
k2 + |d|

k2

,
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isto é,

‖v‖∞ ≥ cδ

k2 + |d|
Se d ≥ 0, então

v(r) ≥
∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

[cu(s) + dv(s)] dsdθ ≥
∫ 1

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

cu(s)dsdθ ≥ cδ

k2

.

Nesse caso, temos

‖v‖∞ ≥ cδ

k2

≥ cδ

k2 + |d|
.

Desta forma, provamos uma parte de (a) e de (b). Para complementar estas

afirmações, devemos mostrar que u e v são estritamente positivas no intervalo

[0, 1). De fato, para U = TU ∈ Y temos:

u(r) =

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[au(s) + bv(s) + f(u(s), v(s))]dsdθ

Como AU(r) ∈ Q, tem-se, para r 6= 1 :

u(r) =

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

[au(s) + bv(s) + f(u(s), v(s))]dsdθ

≥
∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

f(u(s), v(s))dsdθ > 0

pois f ≥ k2δ para 0 ≤ r ≤ α

Quanto a função v, segue do prinćıpio do mı́nimo, se ela se anulasse em

algum ponto r ∈ [0, 1), que corresponde ao interior de B1, então v seria

identicamente nula em [0, 1] e, nesse caso, teŕıamos o absurdo

0 = ‖v‖∞ =
cδ

k2 + |d|
> 0.

Conclúımos a demonstração das afirmações (a) e (b) o que encerra a prova

do Teorema �.

Observação 1 : As soluções dadas pelo Teorema anterior são de classe

C2. De fato:

Se U = (u, v) ∈ Y é solução de (1.2) é fácil verificar que U é pelo menos

de classe C1, pois para todo r 6= 0 tem-se
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U ′(r) = −
∫ r

0

(s

r

)n−1

[AU(s) + HU(s)]ds

e U ′(0) = 0.

Vamos verificar que U ′′(r) existe e é cont́ınua em todos os ponto do

intervalo [0,1], isto é, mostraremos que U ∈ C2
(
[0, 1], R

)
. Seja K(r) =

AU(r) + HU(r). Para r 6= 0 temos que

U ′′(r) =
n− 1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds−K(r)

Note que U ′′(r) é cont́ınua para r não nulo. Por outro lado, afirmamos

que

U ′′(0) = −K(0)

n

De fato:

U ′′(0) = lim
r→0

U ′(r)

r
= − lim

r→0

∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds

r

pela regra de L’Hôpital temos que

U ′′(0) = (n− 1) lim
r→0

1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds−K(0) = lim
r→0

U ′′(r)

Temos que lim
r→0

1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds =
K(0)

n
, pois, sendo K cont́ınua em

0, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

|K(r)−K(0)| < ε sempre que 0 < r < δ

e desta forma, para 0 < r < δ, tem-se:∣∣∣∣1r
∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds− K(0)

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1r
∫ r

0

(s

r

)n−1

[K(s)−K(0)]ds

∣∣∣∣
≤ 1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

|K(s)−K(0)|ds

< ε
1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

ds

=
ε

n
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logo

lim
r→0

1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

K(s)ds =
K(0)

n

e dáı

U ′′(0) = lim
r→0

U ′′(r) = lim
r→0

U ′(r)

r
= (n− 1)

K(0)

n
−K(0) = −K(0)

n
.

Conclúımos, portanto, que U ′′ é cont́ınua e U ∈ C2
(
[0, 1], R

)
.
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Caṕıtulo 2

O Problema em Rn

Neste caṕıtulo vamos considerar o seguinte problema em Rn:
−∆u = q(|x|)[au + bv + f(u, v)], em Rn

−∆v = q(|x|)[cu + dv + g(u, v)], em Rn(
lim
|x|→∞

u, lim
|x|→∞

v

)
= (0, 0)

(2.1)

Novamente estaremos interessados em soluções radiais positivas para o

problema acima. Com cálculos análogos aos realizados no caṕıtulo anterior

temos que as soluções radiais de (2.1) são funções da forma (u(r), v(r)) que

satisfazem:
u′′(r) + n− 1

r u′(r) = −q(r)[au(r) + bv(r) + f(u(r), v(r))], r ∈ [0,∞)

v′′(r) + n− 1
r v′(r) = −q(r)[cu(r) + dv(r) + g(u(r), v(r))], r ∈ [0,∞)

(u′(0), v′(0)) = (0, 0) e lim
r→∞

(u(r), v(r)) = (0, 0)

(2.2)

em que as funções f, g, q são funções cont́ınuas, não negativas e não identica-

mente nulas. Exigimos também que a função q não seja identicamente nula

em nenhum subintervalo de [0,∞) e que

0 <

∫ ∞

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ < ∞, (2.3)

Vamos aqui novamente supor que H(u, v) =

(
f(u, v)
g(u, v)

)
satisfaça (H2).

Para a matriz A =

(
a b
c d

)
vamos mudar somente a hipótese sobre ‖A‖ .

Mais precisamente, além de (H2), vamos assumir que:
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(H1’) detA ≤ 0 ≤ trA; ‖A‖ < 1
2

[∫ ∞

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

]−1

e a, c > 0,

(H3’) exista uma constante M > 0 tal que sup|H(u, v)|} ≤ k1M, quando

0 ≤ u, v ≤ M em que k1 =

[∫ ∞

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

]−1

− 2 ‖A‖ ;

(H4’) exista uma constante 0 < δ < M tal que f(u, v) ≥ k2δ, se δ ≤ u ≤ M

e 0 ≤ v ≤ M , em que

k2 =
[

max
0≤ξ≤1

Ψ(ξ)
]−1

e Ψ(ξ) :=

∫ ∞

ξ

∫ ξ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

Observamos que Ψ é uma função cont́ınua, Ψ(0) = 0 e que lim
ξ→∞

Ψ(ξ) = 0,

desta forma, existe α ∈ (0,∞) tal que Ψ(α) = max
ξ∈[0,∞)

Ψ(r) e então podemos

escrever

k2 =

(∫ ∞

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

)−1

.

Observamos, ainda, que como q não é identicamente nula em nenhum

subintervalo de [0,∞), temos que k2 > 0.

A interpretação geométrica de nossas hipóteses sobre a função f é a

mesma do caṕıtulo anterior, isto é, seu gráfico passa pelo túnel Γ com cons-

tantes k1 e k2 adequadas. Sua construção também é idêntica a apresentada

no caṕıtulo 1.

Como descrito no caṕıtulo 1, a condição de existência deste túnel é k2δ <

k1M para 0 < δ < M . Como

k1 = 1∫ ∞

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

− 2 ‖A‖

< 1∫ ∞

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ
− 2 ‖A‖ = k2 − 2 ‖A‖ ≤ k2

esta condição é satisfeita para 0 < δ < M∗ < M .

Veremos, também, que a cada vez que o gráfico de f passa pelo túnel Γ

existe uma solução positiva radial de (2.2).

Novamente iremos definir um operador T adequado, cujo ponto fixo nos

dá uma solução radial de (2.2) no espaço de Banach X = Cb ([0,∞) : R2) das

funções cont́ınuas e limitadas.
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Seja

Y =

U = (u, v) ∈ X :
0 ≤ u(r), v(r) ≤ M, se r ∈ [0,∞)
δ ≤ u(r) se 0 ≤ r ≤ α
AU(r) ∈ Q, se r ∈ [0,∞)

 ⊂ X

em que α é dado acima.

Y é não vazio, pois a função U(r) = (u(r), 0), em que

u(r)


δ −M

α r + M se 0 ≤ r ≤ α

αδ
r se α ≤ r < ∞

pertence a Y .

Defina T : Y → X por:

TU(r) =

∫ ∞

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)[AU(s) + HU(s)]dsdθ (2.4)

O operador T acima está bem definido, pois:

|TU(r)| ≤
∫ ∞

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)|AU(s) + HU(s)|dsdθ

≤ (2 ‖A‖+ k1)M

∫ ∞

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ < ∞.

Além disso, estes argumentos mostram que

lim
r→∞

U(r) = (0, 0).

Lema 5 Uma função U(r) = (u(r), v(r)) ∈ Y é solução de (2.2) se e so-

mente se for ponto fixo do operador definido em (2.4).

Lema 6 O Operador T definido em (2.4) é compacto.

Prova. As provas destes dois resultados são inteiramente análogas as dos

Lemas (1) e (2).�

2.1 Teorema de Existência

Teorema 7 Sejam f, g : R2 → R funções cont́ınuas, não nulas e não neg-

ativas satisfazendo (H2), (H3′) e (H4′). Seja A =

(
a b
c d

)
uma matriz

satisfazendo (H1′) e q uma função cont́ınua, não negativa e não identica-

mente nula satisfazendo (2.3). Então o problema (2.2) tem pelo menos uma

solução U(r) = (u(r), v(r)) ∈ Y . Além disso tem-se que
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(a) δ ≤ ‖u‖∞ ≤ M e u(r) > 0 para todo r ≥ 0;

(b)
cδ

k2 + |d|
≤ ‖v‖∞ ≤ M e v(r) > 0 para todo r ≥ 0.

Prova. Afirmamos que o conjunto Y é:

(i) limitado;

(ii) fechado;

(iii) convexo.

De fato:

A verificação de (i) é imediata pela definição de Y .

Para provar (ii), seja (Um) =
(
(um, vm)

)
uma sequência em Y uniforme-

mente convergente para U = (u, v).

Sendo X um espaço de Banach temos que U ∈ X.

Como 0 ≤ um ≤ M e 0 ≤ vm ≤ M tem-se 0 ≤ lim
m→∞

um ≤ M e 0 ≤
lim

m→∞
vm ≤ M , isto é

0 ≤ u, v ≤ M

Uma vez que AUm(r) ∈ Q temos AU(r) ∈ Q, pois Q é fechado.

Finalmente, como um(r) ≥ δ para todo 0 ≤ r ≤ α tem-se u(r) ≥ δ para

todo 0 ≤ r ≤ α.

Para verificar (iii), seja Wt =

(
w1t

w2t

)
:= tU +(1− t)V , em que t ∈ [0, 1]

e U =

(
u1

u2

)
, V =

(
v1

v2

)
∈ Y . Disto Wt ∈ X pois X é um espaço de

Banach. Dáı:

- 0 ≤ w1t = tu1 + (1− t)u2 ≤ tM + (1− t)M = M

- 0 ≤ w2t = tv1 + (1− t)v2 ≤ tM + (1− t)M = M

- AWt = tAU + (1− t)AV ∈ Q, pois t ∈ [0, 1], AU ∈ Q e AV ∈ Q

- Para 0 ≤ r ≤ α tem-se W1t = tu + (1− t)v ≥ tδ + (1− t)δ = δ
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Logo Wt ∈ Y e portanto o conjunto Y é convexo.

Pelo Lema (6), T é compacto. Basta portanto provar que TY ⊂ Y .

Sejam (u, v) ∈ Y . Primeiramente, note que TU(1) = (0, 0). Por outro

lado, se definirmos

T1(u, v)(r) :=

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)[au(s) + bv(s) + f(u(s), v(s))]dsdθ

e

T2(u, v)(r) :=

∫ 1

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)[cu(s) + dv(s) + g(u(s), v(s))]dsdθ

temos que

TU(r) = T (u, v)(r) =

(
T1(u, v)(r)
T2(u, v)(r)

)
e T1(u, v)(r) ≥ 0 e T2(u, v)(r) ≥ 0 pois A(u, v)(r) ∈ Q.

Além disso, tem-se |T (u, v)(r)| ≤ M pois, conforme já hav́ıamos adi-

antado

|T (u, v)(r)| ≤ (2 ‖A‖+ k1)M

∫ ∞

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

≤ (2 ‖A‖+ k1)M

∫ ∞

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ = M

Com os mesmos cálculos realizados na demonstração do Teorema (4)

garantimos que ATU(r) ∈ Q

Basta verificar que T1(u, v)(r) ≥ δ quando 0 ≤ r ≤ α. Vejamos
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T1(u, v)(r) =

∫ ∞

r

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)[au(s) + bv(s) + f(u(s), v(s)]dsdθ

≥
∫ ∞

α

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)[au(s) + bv(s) + f(u(s), v(s)]dsdθ

≥
∫ ∞

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s), v(s))dsdθ

≥ k2δ

∫ ∞

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

≥ δ

(∫ ∞

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

)−1 ∫ ∞

α

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

= δ
Logo, provamos que TY ⊂ Y para todo n.

Segue do Teorema do Ponto Fixo de Schauder que o operador T tem um

ponto fixo U ∈ Y e o Teorema está demonstrado.

A verificação de (a) e (b) é inteiramente análoga ao que foi feito na demon-

stração do Teorema 4. �

Observação 2: Analogamente ao que foi feito na observação 1, podemos

garantir que as soluções dadas no Teorema anterior são de classe C2.

26



Caṕıtulo 3

Considerações Finais

1. Notemos que o problema discutido no Caṕıtulo 1 é um caso particular

do seguinte problema de Dirichlet
−∆u = q(|x|)[au + bv + f(u, v)], x ∈ B1

−∆v = q(|x|)[cu + dv + g(u, v)], x ∈ B1

(u, v) = (0, 0), x ∈ ∂B1

(3.1)

com q ≡ 1.

Com hipóteses análogas às apresentadas nos caṕıtulos anteriores podemos

garantir a existência de solução nesse caso. Basicamente teremos as mesmas

hipóteses.

A função q deve ser como descrita no Caṕıtulo 2 e no lugar de (2.3)

supomos

0 <

∫ 1

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ < ∞, (3.2)

Em (H1), substitúımos a hipótese sobre ‖A‖ por

‖A‖ <
1

2

[∫ 1

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

]−1

Em (H3) e (H4) temos

k1 =

[∫ 1

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ

]−1

− 2 ‖A‖

e

k2 =
[

max
0≤ξ≤1

Ψ(ξ)
]−1

e Ψ(ξ) :=

∫ 1

ξ

∫ ξ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ
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2. Optamos por assumir a, c > 0 por dois motivos principais. O primeiro

é que com a hipótese c > 0 podemos garantir que a função v seja estritamente

positiva no interior da região. A segunda é que assumindo que a > 0 e c ≥ 0

podemos exibir funções simples que estejam no conjunto Y utilizado para

aplicação do Teorema de Schauder. Isto é, podemos verificar, facilmente,

que Y é não vazio. Porém, no caso em que a ≤ 0 e/ou c ≤ 0 deveŕıamos

estudar outras possibilidades, compat́ıveis com as condições det A ≤ 0 ≤ tr A

e AH(Q) ⊂ Q, de forma a exibir funções em Y.

3. Para o Caṕıtulo 2, estas mesmas observações são válidas. Entretanto

é fácil ver que não seria posśıvel aplicar nosso método quando q ≡ 1, pois a

integral ∫ ∞

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

dsdθ

é divergente.

4. Caso exista q0 = lim
r→0

q(r) e q(0) 6= q0, ainda temos uma solução

clássica, porém esta não é de classe C2 em r = 0.

De fato:

Com os mesmos cálculos feitos na observação 1, temos que

U ′(r) = −
∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)[AU(s) + HU(s)]ds, para r 6= 0

e U ′(0) = 0.

Para r 6= 0, tem-se que

U ′′(r) =
n− 1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)K(s)ds− q(r)K(r)

em que K(r) = AU(r) + HU(r).

Por outro lado

U ′′(0) = lim
r→0

U ′(r)− U ′(0)

r
=

U ′(r)

r
E pela regra de L’Hôpital, temos que

U ′′(0) = lim
r→0

[
n− 1

r

∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)K(s)ds− q(r)K(r)

]
Com os mesmos cálculos feitos na observação 1 verificamos que o limite

acima existe e é igual a: −q0K(0)
n

Entretanto, como

q(0)K(0) 6= q0K(0)
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temos que U ′′ não é cont́ınua em r = 0.

5. No problema na bola, caso q0 não exista, o ponto fixo é uma função

solução fraca, desde que para todo θ ∈ (0, 1] tenha-se que

1

θn−1

∫ θ

0

q(s)sn−1ds (3.3)

é limitado.

Observe que esta hipótese implica em (3.2), afinal, se

1

θn−1

∫ θ

0

q(s)sn−1ds ≤ K para algum K > 0

então: ∫ 1

0

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)dsdθ ≤ K

Além disso, subtituindo θ = 1 em (3.3), temos que∫ 1

0

q(s)sn−1ds ≤ K (3.4)

Dizemos que uma função u é uma solução fraca para o problema de Dirich-

let {
−∆u = f em Ω

u = 0 em ∂Ω

se ∫
Ω

∇u.∇φ =

∫
Ω

fφ, para todo φ ∈ C∞
0 (Ω)

Seja (u, v) = U = TU um ponto fixo para o operador definido como no Lema

1, Ωε := B1 −Bε e φ ∈ C∞
0 (B1).

Da primeira identidade de Green, temos:∫
Ωε

∇u.∇φ =

∫
∂Ωε

uφ
∂u

∂η
−

∫
Ωε

φ∆u

em que η é o vetor normal unitário exterior a Ωε.
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Como φ ∈ C∞
0 (B1) temos que∫

Ωε

∇u.∇φ =

∫
∂Ωε

φ
∂u

∂η
−

∫
∂Ωε

φ∆u

=

∫
∂Bε

φ
∂u

∂η
−

∫
Ωε

φ∆u

=

∫
∂Bε

φ
∂u

∂η
+

∫
Ωε

φ(x)q(|x|)[au(x) + bv(x) + f
(
u(x), v(x)

)
]dx

∫
∂Bε

φ
∂u

∂η
+

∫
Ωε

φ(x)q(|x|)F (x)dx

Isto é ∫
Ωε

∇u.∇φ =

∫
∂Bε

φ
∂u

∂η
+

∫
Ωε

φ(x)q(|x|)F (x)dx (3.5)

em que F (x) = au(x) + bv(x) + f
(
u(x), v(x)

)
.

Fazendo ε → 0 temos que∫
Ωε

∇u.∇φ →
∫

B

∇u.∇φ e

∫
∂Bε

φ
∂u

∂η
→ 0,

pois u ∈ C1(B1) e φ ∈ C∞
0 (B1)

Vamos agora verificar que

∫
Ωε

φ(x)q(|x|)F (x)dx →
∫

B1

φ(x)q(|x|)F (x)dx

Primeiramente, defina, para cada ε > 0, a seguinte função caracteŕıstica

χε(x) :=

{
1, se x ∈ Ωε

0, se x ∈ Bε
,

e observe que se ε → 0 então

χε(x)φ(x)q(|x|)F (x) → φ(x)q(|x|)F (x),

em quase todo ponto de B1. Deste modo, temos que∫
Ωε

φ(x)q(|x|)F (x)dx =

∫
B1

χε(x)φ(x)q(|x|)F (x)dx

Como φ tem suporte compacto e uma vez que U ∈ Y , temos que F (x) é

limitada e então existe uma constante C tal que

|χε(x)q(|x|)F (x)φ(x)| ≤ Cq(|x|)
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Se wn é o volume da bola unitária em Rn, utilizando o fato de q ser radial

e (3.4), temos ∫
B1

q(|x|)dx =

∫ 1

0

∫
∂Bs

q(s)dSsds

= nwn

∫ 1

0

q(s)sn−1ds < ∞

Desta forma q é integrável e consequentemente χε(x)φ(x)q(|x|)F (x) é

integrável para todo ε > 0.

Segue o Teorema da Convergência Dominada que∫
B1

χε(x)q(|x|)F (x)φ(x) →
∫

B1

q(|x|)F (x)φ(x) quando ε → 0

E portanto, se ε → 0 em (3.5) temos que∫
B1

∇u.∇φ =

∫
B1

φ(x)q(|x|)F (x)dx para toda φ ∈ C∞
0 (B1)

Analogamente para v podemos concluir que∫
B1

∇v.∇φ =

∫
B1

φ(x)q(|x|)G(x)dx para toda φ ∈ C∞
0 (B1),

em que G(x) = cu(x) + dv(x) + g
(
u(x), v(x)

)
.

Deste modo, temos que TU = U = (u, v) é uma solução fraca para o

problema na bola.

Para o problema em Rn, basta supor, além das hipóteses apresentadas no

caṕıtulo 2, que ∫ ∞

0

q(s)sn−1ds < ∞

para que o ponto fixo seja uma solução fraca para o problema proposto.
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Caṕıtulo 4

Apêndice

O teorema enunciado a seguir é o conhecido teorema do Ponto Fixo de

Brouwer. Apesar de não o utilizarmos diretamente em nosso trabalho, ele

e seu corolário são úteis na demonstração do teorema do Ponto Fixo de

Schauder que será feita na próxima seção.

2. Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Teorema 8 (Ponto Fixo de Brouwer) Seja f : B(0, 1) → B(0, 1) uma aplicação

cont́ınua, onde B(0 , 1 ) denota a bola fechada unitária em Rn. Então f possui

um ponto fixo, isto é, existe um ponto u ∈ B(0, 1) tal que u(x)=x.

Em consequência desse teorema podemos ainda obter o seguinte resultado

Corolário 9 Se K ⊂ Rn é um conjunto convexo e compacto, então toda

aplicação cont́ınua de K em K possui ponto fixo.

A demonstração destes fatos pode ser vista em [3].

O próximo teorema é a principal ferramenta teórica que nos garante a

existência de soluções radiais positivas para os problemas estudados nesta

dissertação.

3. Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Teorema 10 (Ponto Fixo de Schauder) Sejam X um espaço de Banach real

e Y ⊂ X não vazio, fechado, limitado e convexo. Se f : Y → Y é uma

aplicação compacta, então f possui ponto fixo.
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Prova.

Visto que f é compacta, f(Y ) é compacto. Desta forma, conseguimos

obter uma subcobertura finita para f(Y ). Sendo assim, dado ε > 0, existem

elementos xi ∈ Y tais que

f(Y ) ⊂
n=n(ε)⋃

i=1

Bε(f(zi)) =

n=n(ε)⋃
i=1

Bε(xi)

Seja EY o espaço gerado por {x1, x2, ..., xn} e Kε := co (x1, x2, ..., xn), a

envoltória convexa dos pontos {x1, x2, ..., xn}.
Kε está contido em um subespaço de dimensão finita de X e é representado

por

Kε :=

{
n∑

i=1

λixi, 0 ≤ λi ≤ 1,
n∑

i=1

λi = 1

}
.

Claramente Kε ⊂ Y , visto que Kε é o menor conjunto convexo que contém

{x1, x2, ..., xn} e o conjunto convexo Y contém tais pontos. Disso segue-se

também que Kε é limitado pois está contido em um conjunto limitado.

A convexidade de Kε pode ser verificada pois, se u =
n∑

i=1

λiui ∈ Kε e

v =
n∑

i=1

λ̃iui ∈ Kε então segue-se que (1− t)u + tv =
n∑

i=1

(
(1− t)λi + tλ̃i

)
ui = 1

e também 0 ≤ (1− t)λi + tλ̃i ≤ 1 pois corresponde ao segmento entre λi e λ̃i

com 0 ≤ λi, λ̃i ≤ 1.

Agora provemos que Kε é fechado. Seja (um)m∈N ∈ Kε com um → u. Nesse

caso temos que, para cada m ∈ N vale um =
n∑

i=1

λimxi, com
n∑

i=1

λim = 1 e

0 ≤ λim ≤ 1.

Passando a subsequências, se necessário, temos que cada subsequência{
λimk

}
, i = 1, 2, ..., n converge para um λi ∈ [0, 1]. Desta forma, obtemos

uma subsequência {umk
} tal que umk

→
n∑

i=1

λixi e portanto u =
n∑

i=1

λixi ∈ Kε.

Logo Kε é fechado.

Vamos agora definir, para 1 ≤ i ≤ n

gi(x) :=

{
ε− ‖x− xi‖ , se ‖x− xi‖ < ε

0 , caso contrário,

e também
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πε(x) =

n∑
i=1

gi(x)xi

n∑
i=1

gi(x)

(podemos notar que o denominador é não-nulo pois x ∈ Y pertence ao menos

a uma das bolas abertas Bi da subcobertura, e nesse caso gi(x) ∈ (0, ε] ).

Também temos que πε (Y ) ∈ Kε bastando considerar λi =
gi(x)
n∑

i=1

gi(x)

. Além

disso, πε é cont́ınua por ser composta de funções cont́ınuas.

Em consequência de nossas definições, temos também que

‖πε(x)− x‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

gi(x)xi

n∑
i=1

gi(x)

−

n∑
i=1

gi(x)x

n∑
i=1

gi(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

gi(x) (xi − x)

n∑
i=1

gi(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
< ε, (I)

Agora vamos definir fε : Kε → Kε por

fε = πε ◦ f ◦ i,

onde i : Kε → Y é a inclusão canônica.

Notemos que Kε está contido no subespaço de Y finitamente gerado por

x1, x2, ..., xn. Como Kε é fechado e limitado segue que Kε é compacto. Desta

forma, sendo fε cont́ınua, segue do teorema do ponto fixo de Brouwer que fε

possui um ponto fixo xε. Além disso, pela relação (I) anterior temos

‖f(xε)− xε‖ = ‖f(xε)− πε(f(xε))‖ < ε.

Consideremos então uma sequência εj → 0 e a sequência dos respectivos

pontos fixos
(
xεj

)
dos operadores fεj

(x). Como Y é compacto, a sequência{
xεj

}∞
1

admite uma subsequência convergente xεj
→ x ∈ Y.

Afirmamos que x é ponto fixo de f . De fato, temos que

‖f(xεj
)− xεj

‖ < εj,

e sendo f cont́ınua, temos que f(xεj
) → f(x) quando εj → 0, de modo

que f(x) = x. 2
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Os três próximos resultados são utilizados para verificarmos a compaci-

dade do operador T demonstrada no Lema??. O primeiro deles é um resul-

tado sobre sequências e séries e os dois seguintes são os conhecidos teoremas

de Arzelá-Ascoli e da Convergência Dominada.

4. Um Lema Sobre Sequências

Lema 11 Seja (un)n∈N uma sequência em um espaço de Banach X tal que

toda subsequência contenha uma subsequência convergindo para o mesmo lim-

ite u. Então (un)n∈N também converge para u.

Prova.

Suponhamos por contradição que (un)n∈N não convirja para u. Dessa

forma, ∃ ε0 e uma subsequência
(
unj

)
j∈N tal que d

(
unj

, u
)

> ε0.

Consideremos então a subsequência
(
unj

)
j∈N. Por hipótese, existe uma

subsequência (que também denotaremos por
(
unj

)
) tal que

(
unj

)
→ u, o que

é uma contradição pois, ∀j ∈ N é válido que d
(
unj

, u
)

> ε0. 2

5. Teorema de Arzelá-Ascoli

Teorema 12 (Arzelá-Ascoli) Seja (X, d) um espaço métrico compacto. Seja

F uma famı́lia equicont́ınua de funções Φ : X → <, isto é, para todo ε > 0

dado, existe δ > 0 tal que, se ‖x − y‖ < δ então ‖Φ(x) − Φ(y)‖ < ε para

toda Φ ∈ F . Se F é uniformemente limitada (∃M > 0 tal que ‖Φ‖ < M

para todo Φ ∈ F ), então toda sequência {Φn} de elementos de F tem uma

subsequência {Φnk
} uniformemente convergente em X.

A demonstração deste teorema pode ser vista em [6].

6. Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

Teorema 13 (Convergência Dominada) Seja (fn) uma sequência de funções

integráveis que converge em quase todo ponto para uma função real men-

surável. Se existe uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo n,

então f é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

A demonstração deste teorema pode ser vista em [1].
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